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Titulo

Ex-incentros: teoria, construcoes e problemas

Prefacio
Todo triangulo permite a construcao de um incirculo e trés ex-incirculos. Os
centros destes sao chamados de incentro e ex-incentros. Seu estudo esta
diretamente relacionado com as bissetrizes internas e externas. Muitos
problemas olimpicos exploram geometrias que utilizam esses elementos. A
discussao neste e-book ¢é organizada em quatro capitulos: Fundamentos teéricos;
Construcoes, exercicios e desafios; Teorema de Feuerbach; Problemas de
olimpfadas internacionais. Este material didatico foi utilizado durante algumas
das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra” para professores de
Matematica do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O texto conta
com 50 figuras que facilitam acompanhar a resolucao. Todas tém como
complemento links para os gréaficos interativos no site do GeoGebra e, vérios, a
resolucao em video do YouTube. O diferencial na utilizacao do GeoGebra esta
baseado na disponibilidade gratuita do software, tanto online como aplicativos
para computadores e celulares. As construgoes geométricas podem ser feitas de
forma dindmica, onde exploram-se diversas configuracoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora gréafica e numeérica,
utilizada para a verificacao, como ferramenta para a apresentacao, passo a
passo, de uma demonstracao rigorosa. O GeoGebra também convida o leitor a

interagir, a por as mao na massa.

Palavras-chave: Geometria, Olimpiadas, GeoGebra, Ensino Fundamental,

Ensino Médio, Formacao de Professores.
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Capitulo 1

Introducao

Todo triangulo permite a construcao de um incirculo e trés ex-incirculos. Os centros
destes sao chamados de incentro e ex-incentros. Seu estudo estd diretamente relacionado com
as bissetrizes internas e externas. Muitos problemas olimpicos exploram geometrias que utilizam
esses elementos.

A discussao neste e-book é organizada em quatro capitulos: Fundamentos teoricos; Cons-
trucoes, exercicios e desafios; Teorema de Feuerbach; Problemas de olimpiadas internacionais.
O livro faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de estudante e professores com
problemas de Olimpiadas de Matemaéticas. Em particular, este material didatico foi utilizado
durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra” para professores
de Matemaética do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O mesmo aconteceu na
modalidade de Ensino a Distancia (EaD) pela plataforma Moodle de Cultura e Extensao da
USP.

O texto conta com 50 figuras que facilitam o acompanhamento das resolugoes. Como
complemento, links para os graficos interativos sao disponibilizados em paginas do GeoGebra.
Varios problemas contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do YouTube.
O diferencial na utilizagao do GeoGebra estd baseado na disponibilidade gratuita do software,
tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construgoes geométricas podem
ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuracoes de um mesmo problema.
O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numeérica, utilizada para a verificagao, como
ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.

Com uma boa organizacao e programacao adequada discutir problemas na tela do Ge-
oGebra permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. En contra partida, na
versao impressa tradicional o aprendente precisa ficar alternando entre paginas para acompa-
nhar uma resolugao. O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto
¢, pode movimentar pontos da construcao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos

mais obstinados é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes.


https://www.GeoGebra.org/m/vsfydv2v
https://www.youtube.com/watch?v=AEOTmoHzOoQ&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=117&t=300s

CAPITULO 1. INTRODUCAO 12

Adicionalmente, a versao online do GeoGebra funciona como uma rede social de aprendi-
zado e colaboracao. Os profissionais e alunos podem disponibilizar e buscar construcoes, baixar
e modificar ou alterar e salvar no préprio site. Em resumo, é um local que fornece materiais e
meios alternativos para a troca de conhecimento relacionado ao ensino de Matematica.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento, curso de
Geometria, Nivel 2, do Prof. Bruno Holanda |5, do Prof. Rodrigo Pinheiro [40] e do Prof.
Cicero Thiago [14]. Também serviram como referéncia os livros de Geometria [37], Geometria
Analitica [1] e Matemaética Discreta [36] adotados pelo Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional (PROFMAT).

Oito livros eletronicos gratuitos com as notas de aulas do curso Geometria Olimpica com
GeoGebra estao disponiveis em [22], [23], [24], [18], [16], [13], [14] e [8]. Também foram publi-
cados quatro livros eletronicos dedicados a resolucao de problemas de olimpiadas internacionais
de Matematica para o Ensino Médio: |21], |9], [10] e [11]. Outros trabalhos da area de Mate-
matica sao [15], [25], [26], [27], [20], [28], [29], [6], [30], [32], [33], [34], [35], [41], [31], [42], [17],
[19], [12] e [43].

LOPEZ LINARES, J. Ex-incentros: teoria, construcoes e problemas. Portal de Livros
Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 80
p. ISBN 978-65-87023-32-8 (e-book). Disponivel em:

https://doi.org/10.11606 /9786587023328.
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Capitulo 2
Fundamentos teodricos

Parte do contetdo deste e-book esta disponivel em videos de 2021, 2022 e 2023.

2.1 Definicao e construcao da reta bissetriz

Defini¢ao 1 (Reta bissetriz). Seja o dngulo ZAOB. Define-se a reta bissetriz b como o conjunto
de pontos P tais que ZPOA = ZPOB (Figura 2.1). Em outras palavras, se P € b e b € uma
bissetriz do dngulo ZAOB, entao /POA = ZPOB.

Figura 2.1: Defini¢dao e construcao de bissetriz. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.


https://www.youtube.com/watch?v=vDOYSOs35b0&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=99
https://www.youtube.com/watch?v=XDXAvu274wM&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=157
https://www.youtube.com/watch?v=ImbqTwE5rO8&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=196
https://www.geogebra.org/m/qkqhmctj
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Seguem os passos de construgao da reta bissetriz b do angulo ZAOB (Figura 2.1):

1. Centro em O, abertura qualquer do compasso, determina-se sobre os lados do angulo, os
pontos A e B. Ou seja, OA = OB.

2. Centro em A, abertura do compasso maior que ATB, traga-se uma circunferéncia d.

3. Centro em B, mesma abertura que d, esboca-se a circunferéncia e, que concorre com d
nos pontos D e E (basta um deles). Nota-se que AD = BD e AE = BE.

4. A reta b determinada pelos segmentos OD ou OF ¢ a bissetriz procurada.

De fato, os triangulos OAD e OBD sao congruentes pelo critério LLL. Segue que:

LDOA = £ZDOB.

2.2 Pontos sobre a bissetriz equidistam dos lados

Proposicao 1. Seja ZXOY um dngulo dado e P um ponto em seu interior. Entdo, as dis-

tancias de P até as retas XO e YO sao iguais se, e somente se, o ponto P pertence a bissetriz
b (Figura 2.2).

Figura 2.2: Pontos sobre a bissetriz equidistam dos lados. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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Demonstracao. Suponha-se inicialmente que o ponto P € b. Sejam A e B os pés das perpendi-

culares baixadas desde P sobre OX e QY respectivamente. Obtém-se:

OP(comum)
/POA = /POB
/ZPAO = ZPBO = 90°

Pelo critério de congruéncia LAAo tem-se: APAO = APBO. Logo, PA = PB.
Reciprocamente, parte-se de PA = PB. Obtém-se:

PA=PB
/ZPAO = ZPBO =90° .

OP(hipotenusa comum)

Pelo critério especial de congruéncia CH tem-se: APAO = APBO. Logo, /ZPOA = ZPOB e
o ponto P € b. O

2.3 As trés bissetriz internas de um tridngulo sao concor-

rentes

Proposicao 2. As trés bissetrizes internas de um tridngulo ABC' intersectam-se num ponto
I, chamado incentro, que € equidistante dos lados e centro da circunferéncia inscrita k (Fi-
gura 2.3).
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Figura 2.3: As trés bissetriz internas de um tridngulo sao concorrentes. Versdo interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sejam BN e C'P as bissetrizes relativas aos vértices B e C, respectivamente, e
I = BN NCP. Sejam ainda M’, N’ e P’ as projecoes ortogonais de I sobre os lados BC, C'A
e AB, respectivamente. Como o ponto I pertence as bissetrizes BN e C'P, pela Proposicao 1,
vale que IM' = IP" e IM' = IN'. Portanto, IP' = IN'. Segue, novamente pela Proposicao 1,
que I pertence a bissetriz do ZA. O

O incentro é o ponto X (1) na lista de centros de triangulos de Clark Kimberling [7]. As
coordenadas trilineares do incentro sdo (1 :1: 1) e as baricéntricas (a : b : ¢). Para a construcao

rapida no GeoGebra, relativa ao AABC, do incentro, pode ser utilizado o comando:

I = CentroDoTriangulo(A, B,C,1).

2.4 Duas bissetrizes externas e uma interna de um trian-

gulo sao concorrentes

Proposicao 3. As bissetrizes externas de quaisquer dois dngulos de um tridangulo sao concor-

rentes com a bissetriz interna do terceiro angulo (Figura 2.4).
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Figura 2.4: As bissetrizes externas de quaisquer dois angulos de um tridngulo sdo concorrentes
com a bissetriz interna do terceiro angulo. Versao interativa aqui.

Demonstracao. Tragam-se as bissetrizes externas dos angulos em A e B, os quais intersectam-se
em I.. Como I. pertence a bissetriz externa do ZA, entdao I.E = I .F. Além disso, I, pertence
& bissetriz externa do ZB, entao [.F' = I.D. Segue que I.D = I.F, do qual conclui-se que I,
pertence a bissetriz do ZC. n

Definigao 2 (Ex-incentro, Ex-incirculo e Ex-inraio). I. é chamado ez-incentro relativo ao
vértice C. O raio da circunferéncia k. (ex-inscrita), com centro em I. e tangente aos lados do
ANABC, € denotado por r. e chamado ez-inraio. Analogamente sao definidos 1,, k, e rq e I,
ky e ry (Figura 2.5).
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Figura 2.5: Definicao de Ex-incentros, Ex-incirculos, Ex-inraios e Triangulo Ex-central. Versao
interativa aqui.

As coordenadas trilineares dos ex-incentros sao:

I,=(-1:1:1),
L=(1:-1:1),
I.=(1:1:-1).

Definigao 3 (Triangulo Ex-central). O tridngulo 1,1,1., formado pelos centros das circunfe-
réncias ex-inscritas do NABC, é denominado Ez-central do AABC' (Figura 2.5).

2.5 Relacoes métricas devidas ao Incirculo

Definigao 4 (Semiperimetro do AABC). O semiperimetro do NABC de lados BC = a,
CA=0be AB = c € denotado por p e calculado:

a+b+c

p= 5

Proposicao 4 (Relac¢oes métricas devidas ao Incirculo). A Figura 2.6 mostra um tridngulo
ABC. Sejam AB = ¢, BC = a e CA = b. Sejam D, E e F o0s pontos de intersecao da
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circunferéncia inscrita k com os lados AB, BC' e C' A, respetivamente. F seja o semiperimetro

p = <. Entio vale que:

AD=AF =p—a, BD=BE=p—-0, CF=CE=p—c.

Figura 2.6: Guia para a demonstragao da Proposicao 4. Versao interativa aqui.

A T=p—a y=p—>b

Fonte: O autor.

Demonstracao. Como os lados do AABC sao tangentes & circunferéncia k vale que:
AF =AD =2, BD=BE =y, CF=CFE = z.
Isto permite escrever o sistema de equagoes:
r+y=c,

y+z=a,
z+x =0,
p=zrz+y+z

Colocando em evidéncia z, y e z encontram-se as solucoes citadas. O]
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2.6 Relacoes métricas devidas ao Ex-incirculo

Proposicao 5 (Relacoes métricas devidas ao Ex-incirculo). A Figura 2.7 mostra um triangulo
ABC. Sejam AB = ¢, BC = a e CA = b. Sejam J, L e E os pontos de intersecao da
circunferéncia ex-inscrita k' com os prolongamentos dos lados AB e BC e com o lado CA,
respetivamente. E seja o semiperimetro p = %HC Entao vale que BL=BJ =p, CL=CF =
p—aeA]=AEF=p—c.

Figura 2.7: Guia para a demonstragao da Proposicao 5. Versao interativa aqui.

Demonstra¢ao. Como os lados do AABC' sao tangentes a circunferéncia k vale que BL = B/J,
CL=CFE=1e AJ = AF = j. Considera-se a soma:

BL+BJ=a+l+j+c=a+b+c=2p.
Do resultado anterior segue que BL = BJ = p. Como AB = c e BC' = a obtém-se:
Al =AE=j=p—c,

CL=CE=I]l=p—a.
O

Corolario 6. A Figura 2.8 mostra um tridngulo ABC. Sejam AB = ¢, BC = a e CA = D.
Sejam D, E e F o0s pontos de intersecao da circunferéncia inscrita k com os lados AB, BC

e C'A, respetivamente. Sejam J, L e N, 0s pontos de intersecio da circunferéncia ex-inscrita
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k' com os prolongamentos dos lados AB e BC e com o lado CA, respetivamente. E seja o

a+b+c
2

de F' e Ny,. Adicionalmente,

semiperimetro p = . Entao vale que o ponto M, médio de A e C, também € ponto médio

Figura 2.8: Guia para a demonstracao do Corolario 6. Versao interativa aqui.

Demonstracao. Isto é consequéncia de AF = C'N, = p—a, resultados provados nas Proposicoes
4ed. ]

2.7 Base Média de um Trapézio

Proposicao 7 (Base média de um Trapézio). Seja ABCD um trapézio de bases AB = z e
CD =vy. Sejam M, N, P e (Q os pontos médios dos segmentos AD, BC, AC e BD, respecti-
vamente (Figura 2.9). Entao M, N, P e Q sao colineares, MN || AB,CD e

MN =ZHY
2

[z —y

po =29
¢ 2
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Figura 2.9: Guia para a demonstragao da Proposicao 7. Versao interativa aqui.

xT

Fonte: O autor.

Demonstracao. Como MP e M(Q sao Bases Médias dos AACD e AABD, respectivamente,
entdo MP || CD || AB || MQ (M, P e Q colineares), MP = § e MQ = 5. Segue que,

[z —yl
PQ=—=.
@ 2
Analogamente, como NP e NQ sao Bases Médias dos AABC e ABC'D, respectivamente,
entdo NP || AB || CD || NQ (N, P e Q colineares), NP = § e NQ = %. Logo,
Tr+y

MN = .
2

[]

Defini¢ao 5 (Base Média de um Trapézio). E chamada Base Média de um Trapézio ao seg-

mento que une o0s pontos médios dois lados nao paralelos.

2.8 Teorema de Tales

Tales de Mileto foi o primeiro filésofo, cientista e matematico grego conhecido. Ele é
creditado com cinco teoremas de geometria elementar. Acredita-se que nasceu por volta do ano

624 antes de Cristo e morreu por volta do ano 547 antes de Cristo [39)].
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Teorema 8 (Tales). Sejam as retas r || s || t, e os pontos A, A" € r, BB € s e C,C" € t.
Consideram-se ainda as retas u e u' tais que A, B,C € ue A", B',C" € u' (Figura 2.10). Entdo

vale que:
AB AP
BC  B'C"

Figura 2.10: Ilustracao do Teorema 8. Versoes interativas aqui e aqui.

r A A’
e ———— @ ererreee s o

Fonte: O autor.

No caso em que AB = BC' a Proposicao 7 (Base Média de um Trapézio) garante que
A'B'= B'C".
AB _ m

No caso em que 52 = 2, com m,n € N, dividem-se os segmentos AB e BC' em m e

n partes iguais, respectivamente. A repetida aplicacao da Proposicao 7 (Base Média de um

Trapézio) mostra a validez do Teorema 8 (Tales).

No caso em que g—g = r, com r um numero irracional a demonstragao ¢ um pouco mais

elaborada. Utiliza-se que todo nimero irracional pode ser delimitado, com precisao arbitraria,

por sequéncias de racionais.
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2.9 Teorema da Bissetriz Interna

Teorema 9 (Teorema da Bissetriz Interna). A Figura 2.11 mostra um triéngulo ABC. A

bissetriz interna AP do ZA divide internamente o lado oposto BC' na razdio:

BA  BP

m — @7 (2.9.1)

em que P € o ponto de intersecio da bissetriz interna com o lado BC.

Figura 2.11: Guia para a demonstracao do Teorema 9. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Traca-se a reta AB e uma reta paralela a AP passando por C. Chama-se D o

ponto de intersecao destas. Como AP || C'D, por alternos internos, segue que:
/PAC = LZACD = «
e, por Correspondentes, tem-se:
/BAP = /ADC = .
De ZACD = ZADC encontra-se que o AACD é isésceles de base C'D. Logo,

CA=DA.
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Pelo Teorema 8 (Tales) vale que:

BA BP

DA CP’
Mas AD = AC, portanto,

BA BP

CA  CP’

2.10 Teorema da Bissetriz Externa

Teorema 10 (Teorema da Bissetriz Externa). Seja ABC um tridngulo nao isdsceles e AQ,
como Q € BC, a bissetriz externa do ZA (Figura 2.12). Entdo vale que:

BA _BQ

i~ o (2.10.1)

Figura 2.12: Guia para a demonstracao do Teorema 10. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sem perda de generalidade considera-se o caso em que AC > AB. Traca-se
uma reta paralela a AQ) passando por B. Chama-se B’ ao ponto de intersecao desta com AC.
Seja o ponto D € AC e além de A. Como QA || BB’ valem as igualdades:

/QAB = Z/ABB' = (3 (Alternos Internos),
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/DAQ = ZAB'B = 8 (Correspondentes).

Como LABB' = ZAB'B o triangulo ABB’ é isosceles de base BB’ ¢ AB = AB’. Pelo

Teorema 8 (Tales) tem-se:

B'A  BQ

CA ~ CQ
Ou seja,

BA  BQ

CA ~ CQ

2.11 Teorema da Bissetriz

Teorema 11 (Teorema da Bissetriz). Sejam ABC um tridngulo ndo isdsceles, P o ponto de
intersecao da bissetriz interna do ZA com o lado BC' e AQ, como QQ € BC, a bissetriz externa

do ZA. Entao vale que:
BA BP BQ

CA CP CQ

(2.11.1)

Demonstragao. O resultado segue das equagoes (2.9.1) e (2.10.1). O

2.12 Medida dos segmentos determinados pela bissetriz in-

terna

Proposicao 12. A Figura 2.13 mostra um triangulo ABC. Considera-se que BC' =a, CA=1b
e AB = c. Seja AP a bissetriz interna relativa ao ZA, com P € BC. Entao,

ac ab

BP =
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Figura 2.13: Guia para a demonstracao da Proposicao 12. Versao interativa aqui.

b
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
@ >
m a-m
B P
a

Fonte: O autor.

Demonstragao. Seja BP = m, logo PC' = a —m. Pelo Teorema 9 (Bissetriz Interna) tem-se:
a—m

m
c

b

Da equacao anterior basta colocar m em evidéncia:

mb = ac — mc,

m(b+ c) = ac,

BP=m=——|
b+c
Finalmente,
PC=a—m=a-— @ _ ab‘
b+c b+c
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2.13 Razao das medidas vértice-incentro e incentro-pé da

bissetriz interna

Proposicao 13. A Figura 2.1} mostra um NABC de incentro I. Considera-se que BC = a,
CA=0be AB = c. Seja AP a bissetriz interna relativa ao LA, com P € BC. Entao,

A]_b—l—c
P a

Figura 2.14: Guia para a demonstracao da Proposicao 13. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstragao. O segmento BI estd na bissetriz do ZB. Aplica-se o Teorema 9 (Bissetriz

Interna) ao ABPA :
Al ¢
IP  BP’
Segue da Proposicao 12 que:

]
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2.14 Medida da bissetriz interna

Proposicao 14. A Figura 2.15 mostra um ANABC. Considera-se que BC = a, CA = b e
AB = c. Seja AP a bissetriz interna relativa ao LA, com P € BC, e /BAP = /ZPAC = a.
Entao,

AP — 2bc cos(a)
b+c

Figura 2.15: Guia para a demonstracao da Proposicao 14. Versao interativa aqui.

A

P

a
Fonte: O autor.

Demonstracao. A area do AABC coincide com a soma das areas do AABP e do AACP :
[ABC] = [ABP] + [ACP].

Pela formula de area de triangulo, em funcao de dois lados e o angulo determinado por

estes, segue:
besen(2a) AP -csen(a) AP -bsen(a)

2 2 * 2 ’
2bcsen(a) cos(a) = AP - csen(a) + AP - bsen(«),

2bccos(a) = AP(c+ b),

AP — 2bc COS(O&)‘
b+c
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2.15 Area de um triangulo utilizando o incirculo

Proposicao 15. Seja o AABC de lados BC' = a, CA=0be AB = c er o raio da circunferéncia

inscrita neste (Figura 2.16). Entao vale que:

[AABC] =p-r.

Figura 2.16: Area de um triangulo utilizando o incirculo. Demonstracio 1. Versdo interativa
aqui.

Fonte: O autor.

Seguem duas demonstragoes da Proposicao 15.

Demonstracao 1. Nota-se na Figura 2.16 que a area do AABC pode ser calculada como a soma

das areas de outros trés triangulos que utilizam, como um dos seus vértices, o incentro I:

[AABC) = [ABCI] + [ACAI| + [AABI),

a-r b-r c-r
= + + ;

[AABC] —+—
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[AABC] = (%W) T
[AABC] =p -

]

Demonstracao 2. Na Figura 2.17 sejam D, E e F' as projecoes ortogonais do incentro I nos
lados AB, BC' e CA, respectivamente. Como AI, BI e CI sao bissetrizes, pelo critério de
congruéncia ALA, obtém-se:

ANADI = NAF1,

ABDI = ABEI,
ACEI = ACFI.

Isto permite definir AD = AF = z, BD = BE = ye CE = CF = z. Nota-se que
a=y+z,b=z4+xz,c=x4+yep=x+y+z A area do AABC pode ser calculada como a

soma das areas de outros trés retangulos de altura r e comprimentos x, y e 2 :
[AMABCl=x-r+y-r+z-r=(x+y+ 2)r,

[AABC|=p-r.
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Figura 2.17: Area de um triangulo utilizando o incirculo. Demonstracdo 2. Versdo interativa
aqui.

) [ ]

Fonte: O autor.

2.16 Area de um triangulo utilizando o ex-incirculo

Proposicao 16. Seja 0 AABC' de lados BC =a, CA=be AB = c e r. o raio da circunfe-

réncia ex-inscrita relativa ao vértice C' (Figura 2.18). Entdo vale:

[AABC| =r.(p—c).
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Figura 2.18: Area de um triangulo utilizando o ex-incirculo. Versdo interativa aqui.

J p—a B a

Fonte: O autor.

Demonstragao. Primeiro, nota-se que [AI.AL] = [AI.AE] e [AI.BE] = [AI.BJ]. Segue que:
[ALIJB] = 2[AALB] = r. - c.
Segundo, a area do AABC' pode ser escrita como:

[AABC) = [ALCJ) + [ALCL) — [ALILJB,

ANABC :2rc.p—rc-c,
[ 2

[AABC) =r.(p— ).

2.17 Ponto equidistante de dois vértices, o incentro e o ex-

incentro

Proposicao 17. A Figura 2.19 mostra um tridngulo ABC. Seja I seu Incentro e I, o centro

da ex-circunferéncia correspondente ao lado BC. Seja E o ponto de intersecao de AI com a
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circunferéncia circunscrita ao ANABC. Entao,

EB=FEC=FI=FEI,.

Figura 2.19: Guia para a demonstracao da Proposicao 17. Versao interativa aqui.

\&900 —a-8

Fonte: O autor.

Demonstracao. Pela bissetriz em A e o quadrilatero inscritivel ACEB tem-se:
/BAE = /CAE = /CBFE = /BCEFE = .

Portanto, o AEBC' é isosceles, de base BC, e EB = EC. Além disso, da bissetriz em B,
sejam /IBA = ZIBC = (5. Pela propriedade do angulo externo,

/BIE = a + 8.

Segue que, /BIE = ZIBE, o AEBI é isosceles, de base BI, e EB = FEI. Pela bissetriz
externa em B, sejam

ZJBI, = ZCBI, = 7.

Como o ZJBA = 180° tem-se que v = 90° — 8. Do ABJI,, retangulo em .J, tem-se

LOPEZ LINARES, J. Ex-incentros: teoria, construcoes e problemas. Portal de Livros
Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 80
p. ISBN 978-65-87023-32-8 (e-book). Disponivel em:

https://doi.org/10.11606 /9786587023328.


https://www.geogebra.org/m/xxhwkhxq

CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 35

ZLJI,B = 3. Pela soma dos angulos internos no AAJI, e o 4ngulo raso em B encontra-se:
/EBIl,=/FEI,B=90°—a—f.
Isto é, 0 AEBI, é isosceles, de base Bl,, e EB = EI,. Conclui-se que:

EB=FEC=FI=FEI,.

2.18 Distancia Incentro-Circuncentro ou Formula de Euler

Proposicao 18 (Distancia Incentro-Circuncentro ou Formula de Euler). A Figura 2.20 mostra
um triangulo ABC. Seja I seu Incentro, k sua circunferéncia inscrita de raio r. Adicional-

mente, seja m a circunferéncia circunscrita ao AABC, de centro O e raio R. Entao:

OI’ = R(R — 2r).

Figura 2.20: Guia para a demonstracao da Proposicao 18. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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Demonstracao. Seja E o ponto de intersecao da bissetriz AI com m. Pela Poténcia do ponto I
em relacao a m tem-se:

R?*—OI* = Al - EI. (2.18.1)

Sejam X e Y os pés das perpendiculares de O e I até BE e AC, respectivamente. Como
o AOBE é isosceles de base BE, e devido a relacao entre angulo central e inscrito, relativo a
corda BF, segue que /Y Al = /XOB.
Logo, pelo caso de semelhanca AA, tem-se AATY ~ AOBX. Portanto,
BX OB OB-1Y  Rr 2Rr

YT ou Al =

Iy Al BX — EE EB’

Viu-se na Proposicao 17 que EB = E1, segue que:

2Rr
Al = —. 2.18.2
ol (2.18.2)
Substituindo (2.18.2) em (2.18.1) encontra-se R* — OI* = 2Rr. Logo,
OI* = R* — 2Rr = R(R — 2r).
0
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Capitulo 3

Construcoes, exercicios e desafios

3.1 Bissetrizes internas e externas, ex-incentro

Problema 1. Sejam ABC' um tridngulo, M o pé da bissetriz interna do angulo A e N o pé
da bissetriz interna do £ZB. Suponha-se que MN seja bissetriz do ZAMC. Calcular a medida
do ZA.

3.1.1 Resolucao do Problema 1

A Figura 3.1 ilustra uma construcao possivel.

Figura 3.1: Ilustragao inicial do Problema 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Como o ponto N é a intersecao da bissetriz interna em B e da bissetriz externa em M do

ANABM deve-se ter que AN é a bissetriz externa em A. Logo,

LMAN = /NAD = /BAM = «.
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Ou seja N é ex-incentro relativo ao vértice B do AABM. Com isto, « = 60° e LA = 120°.
O ponto A pode ser qualquer um no arco capaz de 120° do segmento BC' (Figura 3.2).

Figura 3.2: Ilustragao do Problema 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.2 Bissetrizes internas e externas, ex-incentro-I1

Problema 2. Seja o quadrildtero ABCD da Figura 3.3 e o ponto E = AC N BD. Determinar
a medida do ZAED.
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Figura 3.3: Ilustracao inicial do Problema 2. Versao interativa aqui.

40°

Fonte: O autor.

3.2.1 Resolucao do Problema 2

Os angulos externos em B e D do AABD sao ZCBG = 70° e ZFDC = 60°. Com isso
BC' e DC sao bissetrizes externas. Segue que AC' deve ser uma bissetriz interna do ZA = 80°
e ZDAFE = 40°. No AAED conclui-se que ZAED = 80° (Figura 3.4).
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Figura 3.4: Ilustragao do Problema 2. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.3 Bissetrizes internas e externas, ex-incentro-III

Problema 3. Sejam AF, BG e CH as bissetrizes de um triangulo ABC' que tem ZA medindo
120°. Provar que o ZGFH ¢ reto.

3.3.1 Resolucao do Problema 3

A Figura 3.5 apresenta uma construgao inicial.
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Figura 3.5: Ilustracao inicial do Problema 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Como AF é bhissetriz, entao LBAF = ZFAC = 60°. Considera-se o prolongamento do
segmento AB no sentido de B para A (Figura 3.6). E o ponto J sobre esse prolongamento.
Como ZBAJ = 180°, entao ZC'AJ = 60°. No ABAF tem-se que AG é bissetriz externa relativa
ao vértice A e BG é bissetriz interna. Assim, G = AG N BG é centro de uma circunferéncia

ex-inscrita. Por isso, F'G é bissetriz externa e:
1
LAFG = ééAFC. (3.3.1)

Analogamente, considera-se o prolongamento do segmento AC no sentido de C para A.
Seja K um ponto sobre esse prolongamento. Segue que /BAK = 60°. No ACAF tem-se que
AH é bissetriz externa relativa ao vértice A e C'H é bissetriz interna. Assim, H é centro de

uma circunferéncia ex-inscrita. Por isso, HF' é bissetriz externa e:
1
LAFH = JZAFB. (3.3.2)
Pelo angulo raso em F e as equacoes (3.3.1) e (3.3.2) conclui-se que:

ZGFH =90°.
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Figura 3.6: Ilustragao do Problema 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

LOPEZ LINARES, J. Ex-incentros: teoria, construcoes e problemas. Portal de Livros
Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 80
p. ISBN 978-65-87023-32-8 (e-book). Disponivel em:

https://doi.org/10.11606 /9786587023328.


https://www.geogebra.org/m/wksnstzr

43

Capitulo 4

Teorema de Feuerbach

4.1 Teorema de Feuerbach utilizando inversao

Karl Feuerbach foi um gedmetra que descobriu o circulo de nove pontos de um triangulo.
Nasceu em 1800 e morreu em 1834 [38]. Uma apresentagao em video do Teorema de Feuerbach

esta disponivel aqui.

Teorema 19 (Feuerbach). O circulo de nove pontos ¢y (vermelho) é tangente ao incirculo k
(amarelo) e aos trés ex-circulos do AABC (Figura 4.1). Os pontos de tangéncia Fy, F,, F, e

F. sao denominados de Feuerbach.

Figura 4.1: Apresentacao do Teorema de Feuerbach. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.


https://www.youtube.com/watch?v=vDOYSOs35b0&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=98&t=3987s
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Antes de demonstrar o teorema anterior precisa-se estudar trés lemas [3].

Lema 20. Sejam A, B' e C' 0s pontos médios dos lados de um triangulo ABC, ¢y a sua
circunferéncia dos nove pontos, s a sequnda (diferente de AC') reta tangente interna as cir-
cunferéncias inscrita k e ex-inscrita d (correspondente ao vértice B). Seja ainda r uma reta

tangente a co por B'. Entao r € paralela a s (Figura 4.2).

Figura 4.2: Lema 20. Teorema de Feuerbach. Versao interativa aqui.

S r

g

N
I

. E ’,’
)

VN i, o=
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A [ L / K “c '

Fonte: O autor.
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Demonstracao. Seja o ponto K = rNBC. Por serem angulos de segmentos e inscritos referentes
a mesma corda A'B’ de ¢y vale que ZKB'A’ = B'C'A’. Como C'B’ é base média relativa a BC,

entao A'C'B'C’ é um paralelogramo e
/B'C'A'= /A CB'.

Sejam o ponto £ = sN AC e L = sN BC. Como a reta BE ¢é bissetriz por construcao
obtém-se que /EBA = /EBL ¢ Z/BEL = ZBFEA. Pelo critério de congruéncia ALA segue
que ABEL = ABFEA. Consequentemente, /BAE = /BLE ¢ BA = BL.

Seja o ponto N = s N BA. Pelo critério de congruéncia ALA vale que ABLN = ABAC.
Com isto, /BNL = Z/BCA. Como /BNL = ZA'B'K as retas r e s sdo paralelas. H

Lema 21. Sejam G, e Ny, 0s pontos de intersecao da circunferéncia inscrita k(I) e ex-inscrita

d(1y) do tridgngulo ABC com o segmento AC, respectivamente. Entdo: a) O ponto médio do
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segmento AC, isto é B', também é ponto médio do segmento GyNy. b) Os pontos I e I, dividem

harmonicamente o segmento BE (Figura /.3).

Figura 4.3: Lema 21. Teorema de Feuerbach. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstragao. A prova do item a) encontra-se no Corolario 2.1 em [30].
Item b). Sejam G. e N, os pontos de interse¢cdo da circunferéncia inscrita k(I) e ex-

inscrita d(1,) do tridngulo ABC' com a reta AB, respectivamente (Figura 4.3). Por AA vale a

semelhanca:
ABG I ~ ABN._I.
Segue que:
IB 1G,
A - (4.1.1)
LB ©LN. R
Por AA também vale a semelhanca:
NIGyE ~ ALNE.
Segue que:
IE IG
— T (4.1.2)

LE I©,N, R
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De (4.1.1) e (4.1.2) encontra-se:

IB IE

LB LE

A equacao anterior significa que os pontos I e I, dividem harmonicamente o segmento BE e

vice-versa. Isto é, os pontos B e F dividem harmonicamente o segmento [1,,. O

Lema 22. Seja D o pé da altura do vértice B sobre a reta AC. Os pontos D e E sao conjugados

harmoénicos em rela¢io ao segmento G,Ny (Figura 4./).

Figura 4.4: Lema 22. Teorema de Feuerbach. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Pela semelhanca AIG,E ~ AI,N,E sabe-se que:

GE IE
NE ILE

Como [ e I, dividem harmonicamente o segmento BE (Lema 21) encontra-se:

G,E 1B

—_—— = . 4.1.3
NyE B ( )

Traga-se por I, uma paralela a reta AC' e marca-se sobre esta as projegoes ortogonais ()
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e P dos pontos B e I, respectivamente. Pelo Teorema de Tales tem-se:

IB QP GyD
LB  QI, N,D

(4.1.4)

De (4.1.3) e (4.1.4) encontra-se:

GyE  GyD
NE ~ N,D

A equagao anterior significa que os pontos D e E dividem harmonicamente o segmento

Gy Ny, e vice-versa. Isto é, os pontos Gy e N, dividem harmonicamente o segmento DE. ]

Teorema 23 (Feuerbach). O circulo de nove pontos cy (vermelho) é tangente ao incirculo k
(amarelo) e ao ex-circulo d do ANABC (Figura /.5).

Figura 4.5: Demonstracao do Teorema de Feuerbach. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Considera-se uma circunferéncia de inversao i, com centro em B’ e didmetro
Gy Ny (Figura 4.5). Isto é possivel pois viu-se no Lema 21 que G, B’ = B'N,,

Por construgao, as circunferéncias k£ e d sao ortogonais a i. Pela Proposicao 9, pagina
30, em [18], elas sdo invariantes apds a inversao em relacao a i. Ou seja, k= Inv(k,i) =k e

d= Inv(d,i) = d. A reta AC' também é invariante, pois passa pelo centro de inversao.
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A circunferéncia de nove pontos do AABC, ou seja cg, passa pelo centro de inversao B'.
Consequentemente, sua inversa ¢y é uma reta. Como os pontos D e E sao pares harmonicos
relativos ao segmento G,N, (Lema 22), entdo, pela Proposicao 10, pagina 31, em |18, D =
Inv(D,i) = FE e ¢ passa pelo ponto E.

Adicionalmente, pela Proposi¢ao 4, pagina 25, em [18], ¢ é paralela a reta r (tangente a
¢g por B’). Também viu-se no Lema 20 que r é paralela com a reta s, segunda tangente interna
comum de k e d e que passa por E. Ou seja, ¢y = s.

Como ¢y é tangente as circunferéncias ke CZ, pelo Corolario 7, pagina 28, em [18], segue
que cg é tangente com k e d. De fato, os pontos de Feuerbach sao F; = Inv(F,i) = Fe
F,=Inv(H,i) = H. A demonstraciio da tangéncia entre ¢g e os outros dois ex-incirculos ¢ feita

de forma analoga. O]

4.2 Teorema de Ptolomeu

Definicao 6. Um quadrildtero ¢ dito inscritivel ou ciclico quando seus quatro vértices pertencem

a uma mesma circunferéncia.

Teorema 24 (Teorema de Ptolomeu). Em um quadrildtero inscritivel ABCD o produto dos
comprimentos das diagonais € igual a soma dos produtos dos comprimentos dos lados opostos
(Figura 4.6). Isto €, vale

AC-BD =AB-CD+ AD - BC. (4.2.1)

A forma reciproca também ¢é verdadeira. Se (4.2.1) for verdade para o quadrildtero convexo

ABCD, entao ele € inscritivel.
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Figura 4.6: Enunciado do Teorema de Ptolomeu. Para um quadrilatero ser inscritivel o produto
dos comprimentos das diagonais deve ser igual & soma dos produtos dos comprimentos dos lados
opostos e vice-versa. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstragao. i) Forma direta do Teorema de Ptolomeu. Suponha-se que ABCD seja um
quadrilatero inscritivel. Tem-se que ZABC + ZADC = 180°. Estende-se a reta C'D e coloca-se
o ponto P € CD, tal que ZBAC = ZPAD (Figura 4.7).
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Figura 4.7: Demostracao da forma direta do Teorema de Ptolomeu. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Como LADP + ZADC = 180° segue que LABC = ZADP. Logo,
ANABC ~ AADP,

pelo critério de semelhanca angulo-angulo. Consequentemente:

AB_BC_ACjDP_ADBC
AD DP AP  AB

(4.2.2)

Adicionalmente, /BAD = /PAC, pois ZDAC é comum aos dois anteriores, e ZABD =

ZACD, devido a "enxergarem", a mesma corda AD. Com isto
ANABD ~ NACP,

pelo critério de semelhanca angulo-angulo. Segue que:

AB AD BD AC - BD
AC_AP—CP:CP_—AB . (4.2.3)
De (4.2.2) e (4.2.3) tem-se

AD-BC _ AC-BD

CP=CD+DP=CD+ 1B 1B
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Multiplicando a tltima igualdade por AB encontra-se (4.2.1).
ii) Reciproca do Teorema de Ptolomeu. A Figura 4.8 ilustra a construgdo. Suponha-se
que ABCD seja um quadrilatero convexo e vale (4.2.1). Esboc¢a-se um ponto E, no interior de

ABCD, tal que ZEDC = ZADB e
ED AD

—_— = . 4.2.4
DC DB ( )

Figura 4.8: Demostracao da reciproca do Teorema de Ptolomeu. Versao interativa aqui.

B

Fonte: O autor.

Como ZEDC = ZADB e, por (4.2.4), os lados correspondentes sao proporcionais, pelo

critério de semelhanca lado-angulo-lado, tem-se:
AEDC ~ ANADB.

Logo, ZDAB = ZDEC, ZABD = ZECD e

ED DC EC

AD DB AB’ (4.2:5)

Nota-se que Z/BDC = ZADE, pois ZEDB é comum. Logo, por um par de angulos

congruentes e lados correspondentes proporcionais, (4.2.5), tem-se:

ABDC ~ AADE.
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Segue que /DAE = /DBC, ZAED = /BCD e

BD DC BC
AD DE AE’

(4.2.6)

Partindo de (4.2.1) escreve-se:

_AD-BC  AB-CD

AC BD BD

Comparando o lado direito da equagdo anterior com (4.2.5) e (4.2.6) segue que:
AC =AE+ EC.

Isto é, A, E e C sao colineares. Como ZABD = ZACD, conclui-se que o quadrilatero
ABCD ¢ ciclico. O

4.3 Teorema de Casey

John Casey foi um gedmetra irlandés, mundialmente reconhecido por seus trabalhos sobre

a geometria de tridngulos e circunferéncias. Nasceu em 1820 e morreu em 1891 [4].

Teorema 25 (Teorema de Casey). Sejam ¢;(O;,1;), com i € {1,2,3,4}, quatro circunferéncias
que tangenciam um determinado circulo ¢(O, 1) nos pontos Py, Py, P3 e Py, respectivamente. Os
pontos sao tomados nessa ordem em sentido hordrio. Seja t;; o comprimento de um segmento
determinado por uma tangente comum dos circulos ¢; e c;. Se ¢; e c; tocam ¢ ambos interna-
mente, ou ambos externamente, a tangente comum € externa. Caso contrdrio, t;; € definido

como a tangente comum interna. Entao:

t12t3s + taglia = t13ta4.

Algumas das circunferéncias ¢y, cq, c3, ¢4 podem ser degeneradas (Figura 4.9). No caso
em que todas sao degeneradas o Teorema de Casey coincide com o Teorema de Ptolomeu. O
enunciado também vale quando ¢ é uma reta, pois uma reta é um caso especial de circunferéncia

com r — Q.
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Figura 4.9: Teorema de Casey. A versdo interativa aqui permite verificar diferentes configura-
coes.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Caso em que as quatro circunferéncias sao internas a c. A Figura 4.10 permite
acompanhar a explicacao. Seja AB uma corda de ¢ e tangente comum externa de c¢; € ¢ em
Q1 e ()2, respectivamente.

Esboga-se a reta P;(); que intersecta ¢ no ponto S. Como os AP,O;Q e AP,OS sao
isosceles, com um angulo das bases coincidentes, por angulo-angulo, sao semelhantes. Segue
que O1Q || OS e, como ZO:Q1B = 90°, OS L AB. Logo, S ¢ o ponto médio do arco AB.
Analogamente mostra-se que a reta P,()o intercepta ¢ em S.

Por opostos pelo vértice, angulos centrais e de segmento e a semelhanca vista vale:
1 1
£5Q1Qs = LPQ1A = §4P101Q1 = §4P105 = /LSPP.

Analogamente, Z/S5Q2Q1 = LSP| P,.
Logo, por angulo-angulo, ASQ1Qy ~ ASP,P;. Com isso pode-se escrever a proporciona-

lidade dos lados:
Qi@ _ 5Qi _ SQ
PP SPs SP,
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A igualdade anterior é equivalente a:

Q> _ [SQ:1-5Q, _ [00, 00,
PP SP,-SP oP,-0OP,’

A dltima igualdade é resultado das semelhancas dos AP,O1Q1 e AP,OS e AP;O5Q2 ¢ AP,OS.

Segue que

(r—r)(r— ?"2)‘

tiy = Q1Q2 = P2P1\/

Analogamente, para os pares de subindices ij, com i # j e i,5 € {1,2,3,4}, pode ser

escrito:

t,; = P,P, V- T;)(T =) (4.3.1)

Pelo Teorema 24 (Ptolomeu), no quadrilatero inscritivel P, P, P3Py, vale que:

PP - P3P+ PPy - PPy = P Ps- PPy (4.3.2)

Em cada um dos somandos de (4.3.2) aparecem todos os subindices. Portanto, multipli-
cando (4.3.2) por

\/(7“ — 1) (r —7ro)(r —r3)(r —ry)

9
T

e utilizando (4.3.1) encontra-se:

t1ot34 + taglia = t13ta4.
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Figura 4.10: Demonstracao do Teorema de Casey no caso em que as quatro circunferéncias sao
internas a c. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

A Figura 4.11 ilustra o caso em que a circunferéncia c¢; é interna e ¢y externa a c. A
demonstracdo é analoga, mas deve-se trocar (r — 1) por (r +71) quando ¢ tangencia ¢ exter-

namente.

LOPEZ LINARES, J. Ex-incentros: teoria, construcoes e problemas. Portal de Livros
Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 80
p. ISBN 978-65-87023-32-8 (e-book). Disponivel em:

https://doi.org/10.11606 /9786587023328.


https://www.geogebra.org/m/yqnxn8w5

CAPITULO 4. TEOREMA DE FEUERBACH 56

Figura 4.11: Caso em que a circunferéncia c; é interna e ¢, externa a c. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

A reciproca do Teorema 25 (Casey) também é valida.

Teorema 26 (Reciproca do Teorema de Casey). Dadas quatro circunferéncias ci, o, C3, C4,
caso exista uma escolha de sinais e tangentes comuns interna (ou externas) t;; que satisfazem
a equagcao

Fti9lag & tostia & t13tas = 0,

entao exriste uma circunferéncia ¢ que tangencia as quatro anteriores.

A demonstracao utiliza o conceito de inversao relativa a uma circunferéncia e nao sera
apresentada aqui.

4.4 Teorema de Feuerbach utilizando Casey

Teorema 27 (Feuerbach). Num AABC seu circulo de nove pontos kg € tangente ao incirculo

k e aos trés ex-incirculos kq, ky € k. (Figura 4.12).
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Figura 4.12: Teorema de Feuerbach. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sejam R, S e T e A’, B' e C' os pontos médios e intersecoes de k com os
lados BC = a, CA =be AB = ¢, respectivamente (Figura 4.13). Considera-se, sem perda de
generalidade, que a > b > c.

Imaginam-se os pontos R, S,T € kg como circunferéncias de raio zero. Serd utilizada a

reciproca do teorema de Casey. Para tal deve-se mostrar que:
lrstkr + trstrr = trrlsk. (4.4.1)

Os segmentos T'S, RS e T'R sao bases médias. Logo,

a c b
t — _ t — — t = —. 442
TS 27 RS 27 TR 9 ( )

Pelas relagoes métricas do triangulo devido ao incirculo [30] tém-se:

b— —b —
C, tTk:TC”za ,tSk:SB’:OLQC.

thp = A'R = (4.4.3)

Substituindo (4.4.2) e (4.4.3) em (4.4.1) verifica-se a validade de (4.4.1). Pela reciproca
do Teorema de Casey as circunferéncias kg e k sao tangentes. O ponto de tangéncia anterior é

denotado por F7.
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Figura 4.13: Teorema de Feuerbach, incirculo. Versao interativa aqui.

°0n

Fonte: O autor.

Sejam A”, B"” e C” os pontos de intersecoes da circunferéncia ex-inscrita k. com as retas
BC, CA e AB, respectivamente (Figura 4.14). Novamente, imaginam-se os pontos R, S, T € kg
como circunferéncias de raio zero. Serd utilizada a reciproca do teorema de Casey. Para tal

deve-se mostrar que:

trrtk.s + trstrk. = trstre.. (4.4.4)

Seja p o semiperimetro do AABC. Pelas relagoes métricas do tridngulo devido ao ex-

incirculo [30] tém-se:

a—2b

b
tch = B”S =p— 5, tch = TCW = s tch = RA// =p— g (445)

Substituindo (4.4.2) e (4.4.5) em (4.4.4) verifica-se a validade de (4.4.4). Pela reciproca
do Teorema de Casey as circunferéncias kg e k. sao tangentes. O ponto de tangéncia anterior

é denotado por F..
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Figura 4.14: Teorema de Feuerbach, ex-incirculo. Versao interativa aqui.

o

Fonte: O autor.
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Capitulo 5

Problemas de olimpiadas internacionais

5.1 Ex-incirculos. Incentro. Relacao de Stewart. P1 IMO
1970.

Problema 4. Dado um ponto M no lado AB do triangulo ABC, sejam ry e ro raios das
circulos inscritos nos tridngulos ACM e BCM, respectivamente e sejam py € pa 0S raios dos
Ex-incirculos dos tridngulos ACM e BCM nos lados AM e BM, respectivamente. Sejam r e p
0s raios do circulo inscrito e do Ex-incirculo no lado AB do NABC, respectivamente. Provar
que:

rr T

r
p1 P2 P

A IMO 1970 foi realizada na cidade de Keszthely, Hungria. Problema 8 da SL, proposto

pela delegacao da Polénia e escolhido como primeiro da competicao [2].

5.1.1 Resolucao do Problema 4.

A Figura 5.1 mostra uma construgao geométrica para o Problema 4.
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Figura 5.1: Construcao geométrica para o Problema 4. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam BC = a, CA=b, AM =2z, MB =y e CM = [. Denota-se com I; o Incentro e
com S; o Ex-incentro do Ex-incirculo do AAMC. Sejam P; e ()1 os pés das perpendiculares de

I, e Sy, respectivamente, a reta AC. Entao,

A]lc'Pl ~ ASlch,

(&1 CPl

P1 B CQy
Seja p; o semiperimetro do AACM. Sabe-se das Proposicoes 4 e 5 que:

b+1—=x

OPlzpl_x: 2 )

b+l+x
Qi =p="111

Logo,
r b+l—x
p b+l+a

Analogamente, denota-se com Iy o Incentro e com Sy o centro do Ex-incirculo do ABMC.

(5.1.1)

Sejam P, e (02 os pés das perpendiculares de I, e S5, respectivamente, a reta BC. Entao:

ALCPy ~ ASyCQ,
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T9 . CPQ
pa CQy
Seja po 0 semiperimetro do ABC M. Sabe-se das Proposicoes 4 e 5 que:

a+1—
CP=p—y="""1
2
a—+1+
CQr=py = —5—.
Logo,
ry a+l—y

pa a+l+y

Do mesmo modo, denota-se com I o Incentro e com S o centro do Ex-incirculo do AABC.

(5.1.2)

Sejam P e Q) os pés das perpendiculares de I e S, respectivamente, & reta BC. Entao:

AICP ~ ASCQ,

r CP
p CQ
Seja p o semiperimetro do AABC. Sabe-se das Proposicoes 4 e 5 que:
h—
CP=p—c= u,
2
a+b+c
CQ=p= —
Logo,
b—
r_exo-c (5.1.3)
p a+b+c

Do enunciado do Problema 4 e as equagoes (5.1.1), (5.1.2) e (5.1.3) resta provar que:

b+1l—=x a+l—y\ a+tb—c
b+l+x a+l+y) a+b+c

Apo6s multiplicar pelos denominadores na equacao anterior, lembrando que ¢ = x 4+ y e

varias simplificacOes, encontra-se a Relacao de Stewart para a ceviana CM =1 do ANABC':

v oa? o, (1 1
—+—=c+l"|{=-+-]).
X Yy r oy
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5.2 Ex-incirculo. Incirculo. Semelhanca de tridngulos. P4
IMO 1992.

Problema 5. No plano, sejam dadas uma circunferéncia k, uma reta | tangente a k, e um
ponto M sobre . Encontrar o Lugar Geométrico dos pontos P que tém a sequinte propriedade:

Ezxistem dois pontos (Q e R sobre | tais que M € o ponto médio de QR e k é o Incirculo de
PQR.

A IMO 1992 foi realizada na cidade de Moscou, Rissia. Problema 20 da SL, proposto

pela delegacao da Franga e escolhido como o P4 da competicao |2].

5.2.1 Resolucao do Problema 5.

A Figura 5.2 mostra uma construgao geométrica inicial.

Figura 5.2: Construgao geométrica inicial para o Problema 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Denota-se por U o ponto de tangencia da circunferéncia k, de centro S, e a reta [. Sejam
X e U’ os pontos simétricos de U com relacao a S e M, respectivamente. X e U’ nao dependem
da escolha de P. Serd provado que o Lugar Geométrico dos pontos P é a parte da semi-reta

orientada U’'X além do ponto X.
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Coloca-se um ponto variavel () € [. A posicdo do ponto R € [ fica determinada pela
equacao QM = M R. Constroem-se as retas tangentes a k, diferentes de [, partindo de ) e R.
Marca-se P na intersecao destas tangentes. Adicionalmente, seja k' o Ex-incirculo do APQR,
S o centro de k', e W e W’ os pontos de tangencia de k e k' com a reta P(), respectivamente.
A reta PS’ é a bissetriz do ZQPR. Nota-se que, pelo Corolario 6, o ponto U’ é o ponto de
tangéncia de k' com a reta QR.

Como WS || W'S" e ZWPS = ZW'PS’ tem-se que AWSP ~ AW'S'P. Logo,

ws SP WP

WS~ S'P T WP

Mas WS =SX e W'S" = S'U’. Segue que:

SX  SP
SU 5P

Adicionalmente, de SX || S'U’, entdo LZPSX = ZPS'U’. Pelo critério de semelhanga
LAL tem-se que APSX ~ APS'U’ e o ponto X é colinear com P e U’. Isto é, P & o centro de
Homotetia externo das circunferéncias k e £/, e o ponto X é levado em U’ por esta Homotetia.

Dada a configuracao inicial do problema basta construir os pontos X e U’ para localizar
o ponto P na semirreta U’ X, além de X. A Figura 5.3 mostra uma construgao geométrica. No

link interativo indicado é possivel deslocar o ponto () para observar o rastro deixado pelo ponto
P.
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Figura 5.3: Construgao geométrica para o Problema 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Reciprocamente, dado um ponto P na semirreta U’X, além de X, é possivel construir as
tangentes a k partindo de P e marcar suas interse¢oes com [. Isto é, encontrar os pontos () e
R. A Homotetia que leva o Incirculo de PQR em seu Ex-incirculo leva o ponto X em U’, pois
eles sdo colineares por hipdtese e este é o ponto de tangéncia do Ex-incirculo com a reta QR.

A simetria de @) e R em relagdo a M segue do Corolario 6 novamente.

5.3 Incirculo. Ex-incirculo. Poténcia de um ponto relativo

a uma circunferéncia. P5 MO 1999.

Problema 6. Sejam duas circunferéncias ky e ko que intersectam-se nos pontos X e Y e sao
tangentes internamente a circunferéncia k nos pontos M e N, respectivamente. Adicionalmente,
o centro de ko estd sobre ki. Sejam A e B os pontos de intersecao da reta XY com k. As retas

MA e MB intersectam ki em C e D, respectivamente. Provar que ko € tangente a CD.

A IMO 1999 foi realizada na cidade de Bucareste, Roménia. Problema 12 da SL, e

escolhido como P5 da competicao, proposto pela delegagao da Rissia [2].
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5.3.1 Resolucao do Problema 6.

A Figura 5.4 mostra uma construgao geométrica inicial do Problema 6. Esboca-se pri-
meiro a circunferéncia k, de centro O, e coloca-se o ponto M € k. Segundo, o centro Oy, da
circunferéncia k1, deve ser posicionado sobre o segmento O M, para garantir a tangéncia interna,
em M, de k e k;. Terceiro, coloca-se o centro O, € kq, e encontra-se N = OO0, Nk, assegurando

a tangéncia interna de k e ko.

Figura 5.4: Construgao geométrica inicial para o Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Lema 28. Sejam duas circunferéncias ki e ky que intersectam-se nos pontos X e Y e sao
tangentes internamente a circunferéncia k nos pontos M e N, respectivamente. Seja A um dos
pontos de intersecao da reta XY com k. As retas AM e AN intersectam ki e ko em C' e F,

respectivamente. Entio CE é uma tangente comum de ki e ko (Figura 5.5).
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Figura 5.5: Guia para a demonstracao do Lema 28. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Para a construcao da Figura 5.5 primeiro esboca-se a circunferéncia k, de centro O.
Segundo, colocam-se os pontos M € ke N € k e tracam-se os segmentos OM e ON. Os centros
das circunferéncias ki e kg sao O1 € OM e Oy € ON. Para o Lema 28 N é um ponto semi-livre.
Isto é, pode variar sobre a circunferéncia k. No problema principal N € k, mas sua posicao é

fixa pela construcao.

Demonstracao. O ponto A estd no Eixo Radical das circunferéncias ky e ky. Logo,
AC - AM = AX - AY = AE - AN.

A equacao anterior significa que o quadrilatero M N EC' é inscritivel.
Seja Z a segunda intersecao de M N com k. E seja M’ um ponto na tangente comum a
k e ky em M. Entao, pela igualdade entre dngulo inscrito e de segmento, tem-se (como angulos

orientados):
IMCZ =/ MMZ =/ MMN =/MAN.

Isto significa que C'Z || AN.

Por correspondentes entre paralelas ZANM = Z/CZM. Como MNEC' é ciclico também
tem-se que LACE = ZANM. Como ZMOC =2/CZM, e o ACO; M é isésceles, a igualdade
LCZM = ZACE significa que C'E é tangente a k;. Analogamente prova-se que ks € tangente
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a CD. O

Retomando o problema principal, a Figura 5.6 mostra uma construcao geométrica. Sejam
E e F, respectivamente, as intersecoes de NA e NB com ky. Aplicando o Lema 28, CE e DF

sao as tangentes externas comuns a ky e ks.

Figura 5.6: Construcao geométrica para o Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Quando k; e ko tém o mesmo raio a reta C'D passa pelo ponto Oq, ponto de tangéncia
com ks, o quadrilditero DF EC é um retangulo e o resultado procurado fica provado. Para os
outros casos, seja G = CE N DF.

Os centros O e Oy estao sobre a bissetriz do ZCGD, devido a ky e ko serem tangentes a
GC e GD. Como O1D = O,C e ZO1DG = ZO,CG = 90°, segue que O é o ponto médio do
menor arco C'D da circunferéncia circunscrita do ACDG.

Pela Proposicao 17 encontra-se que O é o Ex-incentro do ACDG oposto a G ou o
Incentro. Isto é, ko é um Ex-incirculo ou o Incirculo do ACDG. Nos dois casos conclui-se que

C'D é tangente a ko.
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5.4 Bissetrizes. Paralelogramo. Semelhanc¢a de triangulos.
P16 SL IMO 2005.

Problema 7. Seja ABCD um paralelogramo e X um ponto do segmento BC, com X #
B. A semi-reta orientada B intersecta a semi-reta orientada 178* no ponto Y. Sejam K e
L os centros dos Ez-incirculos dos tridngulos ABX e ADY, que tocam os lados BX e DY,

respectivamente. Provar que a medida do dngulo KCL nao depende da posicao do ponto X.

A IMO 2005 foi realizada na cidade de Mérida, México. Problema 16 da SL, proposto
pela delegacao da Ucrania |2]. Adaptado pelo autor.

5.4.1 Resolucao do Problema 7.

A Figura 5.7 mostra uma construgdo geométrica inicial para o Problema 7.

Figura 5.7: Construgao geométrica inicial para o Problema 7. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Primeiro, nota-se que por ABC'D ser um paralelogramo obtém-se:
AB =CD, BC = DA,

LABC = ZCDA, Z/DAB = /ZBCD = ZCBM = ZY DJ.
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Adicionalmente, como DL, BK, AL e AK sao bissetrizes vale que:
/YDL=/LDJ=/XBK =/ZKBM,

LYAL = ZLAJ, /BAK = /KAX.

Como ZABC = Z/CDAe /XBK = ZCDL segue que ZABK = ZLDA. Adicionalmente,

pela analise dos angulos dos tridangulos ADY e ADL encontra-se que:
1
LALD = ééAYD.
Por alternos entre paralelas ZAY D = ZBAY e devido a bissetriz AK tem-se:
JALD = /KAB.

Logo, pelo critério de semelhanca AA,

AB BK AK

AABK ~ ALDA, 70 = 22 = 7.

De CB = DA e DC = AB e da primeira parte da igualdade de fragoes anterior segue:
DC  BK
LD CB’
Adicionalmente, /LDC = ZCBK. Pelo caso de semelhanca LAL,
ALDC ~ ACBK.
Logo, /DCL = /BKC e ZCLD = ZKCB. Portanto,

LKCL =360°—4£BCD — (£L/DCL + ZKCB) =

— 360° — /BCD — (/BKC + /KCB) =
— 360° — /BCD — (180° — ZCBK) =
— 180° — /BCD + /CBK = /CBA + /CBK,

que ¢ constante. Isto é, o ZKCL somente depende da construgao do paralelogramo ABCD e

nao da posi¢ao do ponto X. A Figura 5.8 mostra uma construgao geométrica.
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Figura 5.8: Construgao geométrica para o Problema 7. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

5.5 Ex-incirculo. Poténcia de um ponto relativo a uma
circunferéncia. Angulos. P18 SL IMO 2006.

Problema 8. Num tridingulo ABC, seja J o centro do Fz-incirculo tangente ao lado BC em
Ay e as extensoes dos lados AC' e AB em By e Cy, respectivamente. Supor que as retas A; B
e AB sao perpendiculares e intersectam-se em D. Seja E o pé da perpendicular de Cy até o

segmento D.J. Determinar os dngulos BEA, e AEB;.
A IMO 2006 foi realizada na cidade de Liubliana, Eslovénia. Problema 18 da SL, proposto

pela delegacao da Grécia [2].

5.5.1 Resolucao do Problema 8.

A Figura 5.9 mostra uma construgdo geométrica inicial para o Problema 8.
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Figura 5.9: Construgao geométrica inicial para o Problema 8. Versao interativa aqui.

I W , J

Fonte: O autor.

Consideram-se as circunferéncias wy, wy e wz de diametros C1 D, A1 B e ABj, respectiva-
mente. Por construcao, os segmentos JC, JA; e JB; sao tangentes a wy, wy € ws, respectiva-
mente. Devido ao angulo reto em D, ws e w3 passam por D.

Como ZC1ED = 90° tem-se E € w;. Pela Poténcia do ponto J em relacao a w; [28]

pode-se escrever:
JC? =D - JE.

Adicionalmente, de JA, = JB; = JC, raios do Ex-incirculo £/, também vale que:
JA?=JD - JE,

JB? =JD - JE.

Mas pela inversa do Teorema das Cordas [28] as igualdades anteriores significam que
FeweFEewse /IBEA = ZAEB; = 90°. O ponto F é Centro Radical de wy, wy € w3. A

Figura 5.10 mostra uma construcao geométrica.
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Figura 5.10: Construcao geométrica para o Problema 8. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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