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Prefacio
Entre os centros de tridngulos o baricentro ou centroide é o mais conhecido
devido a sua grande utilizacao em diversos campos da Matematica e Fisica. A
discussao neste e-book é organizada em trés capitulos: Fundamentos teoricos;
Construcoes, exercicios e desafios; Problemas de olimpiadas internacionais. Este
material didatico foi utilizado durante algumas das aulas do curso “Geometria
Olimpica com GeoGebra” para professores de Matematica do Ensino
Fundamental e Médio de todo o Brasil. O texto conta com 42 figuras que
facilitam acompanhar a resolucao. Todas tém como complemento links para os
graficos interativos no site do GeoGebra e, varios, a resolucao em video do
YouTube. O diferencial na utilizacao do GeoGebra esta baseado na
disponibilidade gratuita do software, tanto online como aplicativos para
computadores e celulares. As construcoes geométricas podem ser feitas de forma
dindmica, onde exploram-se diversas configuracoes de um mesmo problema. O
GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a
verificacao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma
demonstracgao rigorosa. O GeoGebra também convida o leitor a interagir, a por

as mao na massa.
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Capitulo 1

Introducao

Entre os centros de triangulos o baricentro ou centroide é o mais conhecido devido a sua
grande utilizacao em diversos campos da Matemaética e Fisica. A discussao neste e-book é orga-
nizada em trés capitulos: Fundamentos tedricos; Construcoes, exercicios e desafios; Problemas
de olimpiadas internacionais.

O livro faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de estudante e professo-
res com problemas de Olimpiadas de Matematicas. Em particular, este material didatico foi
utilizado durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra” para pro-
fessores de Matemaética do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O mesmo aconteceu
na modalidade de Ensino a Distancia (EaD) pela plataforma Moodle de Cultura e Extensao da
USP.

O texto conta com 42 figuras que facilitam o acompanhamento das resolugoes. Como
complemento, links para os gréaficos interativos sao disponibilizados em péaginas do GeoGebra.
Varios problemas contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do YouTube.

O diferencial na utilizacdo do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do soft-
ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construcoes geométricas
podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuragoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a ve-
rificacao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.

Com uma boa organizacao e programacgao adequada discutir problemas na tela do GeoGe-
bra permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. En contra partida, na versao
impressa tradicional o aprendente precisa ficar alternando entre paginas para acompanhar uma
resolucao.

O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto é, pode movi-
mentar pontos da construcao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos mais obstina-
dos é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes.

Adicionalmente, a versao online do GeoGebra funciona como uma rede social de aprendi-


https://www.GeoGebra.org/m/vsfydv2v
https://www.youtube.com/watch?v=AEOTmoHzOoQ&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=117&t=300s
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zado e colaboracao. Os profissionais e alunos podem disponibilizar e buscar construcoes, baixar
e modificar ou alterar e salvar no préoprio site. Em resumo, é um local que fornece materiais e
meios alternativos para a troca de conhecimento relacionado ao ensino de Matematica.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento, curso de
Geometria, Nivel 2, do Prof. Bruno Holanda [1]|, do Prof. Rodrigo Pinheiro [37] e do Prof.
Cicero Thiago [12]. Também serviram como referéncia os livros de Geometria [34], Geometria
Analitica [2] e Matematica Discreta [33] adotados pelo Mestrado Profissional em Matemaética
em Rede Nacional (PROFMAT).

Sete livros eletronicos gratuitos com as notas de aulas do curso Geometria Olimpica com
GeoGebra estao disponiveis em [19], [20], [21], [15], [13], [10] e [11]. Também foram publicados
quatro livros eletronicos dedicados a resolucao de problemas de olimpiadas internacionais de
Matematica para o Ensino Médio: [18], [6], [7] e [8]. Outros trabalhos da area de Matematica
sao [12], 122], 123], [24], [17], [25], |26], 15], [27], [29], |30], |31], [32], [39)], [28], [40], |14], [16], [9]
e [11].

LOPEZ LINARES, J. Baricentro: teoria, construcoes e problemas. Portal de Livros
Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 71
p. ISBN 978-65-87023-31-1 (e-book). Disponivel em:

https://doi.org/10.11606 /9786587023311.



14

Capitulo 2
Fundamentos teodricos

Parte do contetdo deste e-book esta disponivel em videos de 2021, 2022 e 2023.

2.1 Teorema de Menelaus

Pelos registros historicos acredita-se que Menelaus de Alexandria, nasceu em 70 d.C., no
norte do Egito. Morreu perto do ano 130 d.C. Entre outras coisas fez importantes contribuicoes
na geometria de triangulos esféricos, segundo relatou Ptolomeu anos mais tarde [36].

O Teorema a seguir lida com critérios necessarios e suficientes para que trés pontos sejam

colineares. Nao serd utilizada a notagao de segmentos orientados. Isto ¢, vale que as medidas
de AB e BA coincidem.

Teorema 1 (Menelaus). Sejam ABC um tridngulo e X, Y e Z pontos (diferentes de A, B e
C') sobre as retas BC, CA e AB, respectivamente. Entdo os pontos X, Y e Z sao colineares

se, e somente se,

BX CY AZ
XC YA ZB

Na versao interativa da Figura 2.1 é possivel deslocar os pontos sobre as retas BC, CA e

1. (2.1.1)

AB, e verificar a validade ou nao da equacao (2.1.1).


https://www.youtube.com/watch?v=XXbAT5GRklU&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=93
https://www.youtube.com/watch?v=OVId4IYfm7c&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=151
https://www.youtube.com/watch?v=i0UvNEtpFeM&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=192
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Figura 2.1: Teorema de Menelaus. Caso em que os pontos X, Y e Z nao sao colineares. Versao
interativa aqui. E possivel deslocar os pontos sobre as retas e verificar a validade ou nao de
(2.1.1).

Fonte: O autor.

Demonstragao. (Ida) Inicialmente suponha-se que os pontos X, Y e Z sao colineares (Fi-
gura 2.2). Sejam AP, BQ) e C'R as perpendiculares tragadas a partir de A, B e C, respec-

tivamente, a reta X 7.

LOPEZ LINARES, J. Baricentro: teoria, construcoes e problemas. Portal de Livros
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Figura 2.2: Ida do Teorema de Menelaus. Por hipétese os pontos X, Y e Z sao colineares.
Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Os pares de triangulos retangulos BQX e CRX, APY e CRY e APZ e BQZ, sao

semelhantes pelo critério AA. Entao,

BX BQ
CX CR’
CY CR
AY ~ AP’
AZ AP
BZ  BQ

Segue que:
BX CY AZ BQ CR AP

XC YA ZB CR AP BQ
(Volta) Agora suponha-se, por absurdo, que os pontos X, Y e Z nao sdo colineares, mas
vale a equagdo (2.1.1). Seja o ponto Z' = XY N AB (Figura 2.3).

1.
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Figura 2.3: Volta do Teorema de Menelaus. Por hipotese vale a equagdo (2.1.1). Versao
interativa aqui.

Fonte: O autor.

Pela Ida do Teorema de Menelaus vale que:

BX cCcY AZ

. . =1.
XC YA 7Z'B

Logo, tem-se:
BX CY AZ' BX CY AZ

XC YA Z/B  XC YA ZB’

Az AZ
7Z'B  ZB’
Como Z e Z' pertencem a reta AB o resultado anterior é uma contradicao. Ou seja,
Z =17 ]

No caso em que mais de um dos pontos X, Y e Z pertencem aos prologamentos dos lados

do triangulo ABC| o teorema anterior ainda é valido.

2.2 Areas para calcular razao de segmentos

Proposicao 2. Seja ABC um tridngulo, P um ponto no interior deste e D, E e F' os pontos
de intersecao das semirretas AP, BP e CP com os lados BC, CA e AB, respectivamente.
Define-se Ky = [PBC|, Kp = [PCA] e Ko = [PAB|. Entao
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BD _Ke CE_ K, AF _Kp
DC K’ FA Ko FB Ky,

AP_KB+KC BP_KA+KC CP_KA+KB
PD K, 'PE Ky ' PF K&

Figura 2.4: Areas para calcular razao de segmentos. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sejam A’ e P’ as projegoes ortogonais dos pontos A e P sobre a reta BC

(Figura 2.4).

1. Como os triangulos ABD e AC'D tém a mesma altura AA’ pode ser escrito:

BD _ [ABD)] (22.1)
DC ~ [ACD] -

Analogamente, como os tridngulos PBD e PC'D tém a mesma altura PP’ tem-se:

BD _ [PBD] (222)

DC ~ [PCD]

LOPEZ LINARES, J. Baricentro: teoria, construcoes e problemas. Portal de Livros
Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 71
p. ISBN 978-65-87023-31-1 (e-book). Disponivel em:

https://doi.org/10.11606 /9786587023311.


https://www.geogebra.org/m/hdyufpdy

CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 19

Combinando as razoes em (2.2.1) e (2.2.2) encontra-se:

BD [ABD]-[PBD] K¢

DC  [ACD]—[PCD] Kpg’

Similarmente demonstram-se as outras duas fragoes.
2. Pelo critério de semelhanca AA vale que AADA’ ~ APDP'. Segue que:

£+1_AP+PD_AD_AA’
PD ~  PD  PD PP

(2.2.3)

Por defini¢ao vale que [ABC] = K4 + Kp + K¢. Como os triangulos ABC' e PBC' tém

a mesma base pode ser escrito:

AA" [ABC] _KA+KB+KC_1+KB+KC

PP~ [PBC] Ka Ka (2:24)
Substituindo (2.2.4) em (2.2.3) e simplificando encontra-se:
AP Kp+ Kc
PD Ky
Da mesma maneira demonstram-se as outras duas fragoes.
[

2.3 Teorema de Ceva

Giovanni Benedetto Ceva nasceu em 1647 e morreu em 1734 na Itélia. Ceva publicou
Opuscula Mathematica em 1682. Nela investiga questoes de geometria pura, bem como apli-
cacoes da matemaética, particularmente a hidrodinamica. Em Geometria motus, opusculum
geometricum in gratiam aquarum ezcogitatum (1692), até certo ponto, antecipou o calculo
infinitesimal. Também foi um dos primeiros a escrever sobre economia matematica. Ceva re-
descobriu o Teorema de Menelaus e o utilizou para provar o analogo que ficou conhecido com

seu nome [35].

Defini¢ao 1 (Cevianas). Dado um tridngulo é denominada ceviana a qualquer segmento de

reta que liga um dos vértices a um ponto do lado oposto a esse vértice ou ao prologamento desse

lado.

O Teorema a seguir lida com critérios necesséarios e suficientes para que trés cevianas

sejam concorrentes.
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Teorema 3 (Ceva). Sejam ABC um tridngulo e X, Y e Z pontos (diferentes de A, B ¢ C)
sobre as retas BC, C A e AB, respectivamente. Entdo as retas AX, BY e CZ sao concorrentes

se, e somente se,
BX CY AZ _

XC YA ZB

A Figura 2.5 mostra o caso de cevianas nao concorrentes. Na versao interativa é possivel

1. (2.3.1)

deslocar os pontos e verificar a validade ou nao da equagao (2.3.1).

Figura 2.5: Teorema de Ceva. Cevianas nao concorrentes. Versao interativa aqui. E possivel
deslocar os pontos e verificar a validade ou nao de (2.3.1).

Fonte: O autor.

Demonstracao 1. (Ida) Inicialmente suponha-se que as retas AX, BY e C'Z sdo concorrentes
num ponto P interior a0 AABC (Figura 2.6).
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Figura 2.6: Ida do Teorema de Ceva. Cevianas concorrentes em P. Versao interativa aqui.

* . N A

Fonte: O autor.

Define-se K4 = [PBC|, K = [PCA] e K¢ = [PAB]. Pela Proposicao 2 vale que:

BX Ke CY Ky AZ Kp
XC Ky’ YA Ko ZB Ka

Segue que:

(Volta) Agora suponha-se, por absurdo, que as retas AX, BY e C'Z nao sao concorrentes,
mas vale a equacdo (2.3.1). Sejam os pontos P = AX N BY e Z/ = CP N AB (Figura 2.7).
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Figura 2.7: Volta do Teorema de Ceva. Versao interativa aqui.

..... @ e

X

Fonte: O autor.

Pela Ida do Teorema de Ceva vale que:

BX CY AZ
XC YA ZB~
Tem-se:
BX CY AZ' BX CY AZ
XC YA ZB XC YA ZB
Az AZ
7'B~ ZB
Como Z e Z' pertencem ao segmento AB o resultado anterior é uma contradicdo. Ou
seja, Z = Z'. ]

A segunda demonstracdo utiliza o Teorema 1 (Menelaus).

Demonstragao 2. (Ida) Suponha-se que as retas AX, BY e C'Z sdo concorrentes num ponto
P. Primeiro, considera-se o AAXC e os pontos colineares B € CX, Y € AC e P € AX
(Figura 2.8). Pelo Teorema 1 (Menelaus) vale que:

AY CBXP

YC BX PA
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Figura 2.8: Segunda demonstracdo da ida do Teorema de Ceva. Aplica-se o Teorema 1 (Me-
nelaus) ao AAXC e aos pontos colineares B € CX,Y € AC e P € AX. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

Segundo, considera-se o AABX e os pontos colineares C' € BX, P € AX e Z € AB
(Figura 2.9). Pelo Teorema 1 (Menelaus) vale que:

AZ BC XP

ZBCX PA
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Figura 2.9: Segunda demonstracdo da ida do Teorema de Ceva. Aplica-se o Teorema 1 (Me-
nelaus) ao AABX e os pontos colineares C € BX, P € AX e Z € AB. Versao interativa
aqui.

@

c -

Fonte: O autor.

Igualando e simplificando as duas equagoes anteriores segue que:

Ay  AZ
YC-BX ZB-CX’

AY CX BZ

YCXBZA

(Volta) Analoga a feita na demonstracao 1. O

2.4 Definicao de Baricentro

A Figura 2.10 mostra um triangulo ABC. Sejam D, E e F' pontos médios dos lados BC,
CA e AB, respetivamente. As medianas AD, BE e C'F concorrem no ponto (, chamado

Baricentro ou Centroide [34].
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Figura 2.10: As medianas AD, BE e CF concorrem no ponto (G, chamado Baricentro ou
Centroide. Versao interativa aqui.

A

B D

Fonte: O autor.

A concorréncia das medianas prova-se pela aplicacdo da reciproca (volta) do Teorema de

Ceva:
BD CE AF

DC EA FB

=1-1-1=1.

2.5 Distancia de um vértice ao Baricentro

Proposicao 4. A distincia de um vértice ao Baricentro € duas vezes a distdncia do Baricentro

ao pé da mediana correspondente (Figura 2.11).
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Figura 2.11: Guia para a demonstracao da Proposicao 4. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

Demonstragio. EF é Base Média do AABC logo EF || BC e EF = BD = DC = £C. Sejam
H e I pontos médios dos lados BG e C'G, respetivamente. Tem-se que o segmento HI ¢ Base
Média do AGBC. Segue que HI || BC e HI = 55,

Como EF || HI ¢ EF = HI o quadrilatero EFHI ¢ um paralelogramo e suas diagonais
HE e FI encontram-se nos seus pontos médios: HG = GFE e FG = GI. Conclui-se que
BG = 2GE e CG = 2GF. Analogamente demonstra-se que AG = 2GD. O

2.6 Areas determinadas pelo Baricentro

Utiliza-se a notagdo S(P) para referir-se a area do poligono P. A Figura 2.12 permite

acompanhar os detalhes da Proposicao 5.

Proposicao 5. O Baricentro G do NABC' determina com os vértices e pontos médios Map,

Mpc e Mgy dos lados AB, BC' e C'A, respectivamente, seis tridangulos de iqual drea. Isto €,

S(AGM4p) = S(BGMyp) = S(BGMpe) = S(CGMpe)
= S(CGMeya) = S(AGMe,) = 2429
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Os tridngulos AGB, BGC e CGA tém a mesma drea. Ou seja,

S(AGB) = S(BGC) = S(CGA) = S(ATBO).

Os tridngulos ACM g, BCMusg, BAMpe, CAMpc, CBMca e ABMcy tém a mesma

drea. Isto é,

S(ACM,p) = S(BCMag) = S(BAMpe) = S(CAMpe)
= S(CBMcy) = S(ABMg ) = S4B

Figura 2.12: Igualdade de &reas envolvendo o Baricentro. Guia para a demonstragao da Pro-
posicao 5. Versao interativa aqui.

O

G, M

AB

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sejam G¢o, G4 e Gpg os pés das alturas do ponto G sobre os lados AB, BC
e CA, respectivamente. Como GG¢ é altura comum aos tridngulos AGMa g e BGMag e
AMsp = M4pB tem-se:

S(AGMag) = S(BGMag).

Adicionalmente, os triangulos ACMp e BCM,p tém a mesma altura e base de igual
medida. Logo,
S(ACMag) = S(BCMag).
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Os dois resultados anteriores permitem afirmar que:
S(ACG) = S(BCG).

O resto das igualdades é provada do mesmo modo. O]

Uma segunda figura interativa (mais detalhada) relativa a demonstragdo anterior esta

disponivel aqui.

2.7 Baricentro de Poligono

Sera seguida a estratégia de [1| para definir o Baricentro de um poligono utilizando o
conceito de centro de massa para um conjunto finito de massas pontuais e unitarias. Isto é,

para os pontos com coordenadas cartesianas A; = (A;;, A;y), com 1 <i <nei,n e N, define-se

1=1 i=1

Ou seja, as coordenadas cartesianas de G sao as médias aritméticas das coordenadas dos A;,

o Baricentro G como:

comi=1,2,---n.

Uma vantagem do método de E. Carneiro e F. Girdo em [1]| é permitir mostrar de forma
simples a colinearidade do ponto de Nagel, o Baricentro e o Incentro (encontro das bissetrizes
internas). Essa abordagem também faz uma introducao implicita do conceito de Coordenada
Baricéntrica.

O ponto de Nagel é definido pela concorréncia das cevianas do mesmo nome. Estas sao
os segmentos de um vértice do tridangulo ao ponto da intersecao do Ex-incirculo com o lado
correspondente.

Outros dois centros de triangulos sdo o Circuncentro (encontro das mediatrizes) e o Orto-
centro (encontro das alturas). A seguir mostra-se que os dois pontos anteriores ficam alinhados

com o Baricentro. A reta que passa por eles é chamada de Reta de Euler.

2.8 Reta de Euler

Proposicdo 6 (Reta de Euler). Para todo tridngulo ABC, o Circuncentro O, o Baricentro
G e o Ortocentro H sao colineares e HG = 2GO. Adicionalmente, sendo D o pé da mediana
relativa ao vértice A, vale que AH = 20D (Figura 2.153).
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Figura 2.13: Guia para a demonstragao da Proposicao 6. Os pontos H, GG e O sao colineares e
determinam a Reta de Euler. Versao interativa aqui.

L4 & & ®

B H D

Fonte: O autor.

Demonstracao. A Figura 2.13 ilustra um triangulo ABC. Sejam D e E pontos médios dos
lados BC' e C'A, respectivamente. Sejam H, e H, os pés das alturas relativas aos vértices A e
B. Constroem-se o Circuncentro O e o Ortocentro H do triangulo ABC. Denota-se por G’ a
intersecao das retas AD e HO.

Mostrar-se-a que o ponto G' = G é o Baricentro. Isto é, H, G e O sao colineares. Tem-se
que DE é Base Média relativa ao lado AB. Logo, DE || AB e

AB
iy}
DE

Como AH, | OD e BHy, || OF segue que ZBAH = ZEDO e ZABH = ZDEQO. Por AA

tem-se AABH ~ ADFEO. Portanto,

BH AH AB

EO_DO_DE_Z

Adicionalmente, por angulos alternos entre paralelas, /ZHAG' = ZODG' e, por opostos
pelo vértice, ZAG'H = ZDG'O. Consequentemente, pelo critério de semelhanca AA, tem-se

NAHG ~ ADOG'. Logo,
AH HG  AG

DO - 00 ~ DG~
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Como AG' = 2DG" e AG = 2DG conclui-se que G' = G e os pontos H, G e O sao

colineares (pertencem a Reta de Euler). O

2.9 Teorema de Leibniz

Teorema 7 (Leibniz). Seja T o centro de massa do conjunto de massas pontuais {(A;,m;)|i =

1,2,--- ,n} de massa total m = my + - -+ + my,, e seja X um ponto arbitrdrio. Entdo
n 2 n 2
Z my; = Z m; +m ‘)ﬁ
i=1 i=1

FEspecificamente, se T'= G € o centroide do AABC' (Figura 2.14) e as massas sao unild-

2
XA, TA, .

(2.9.1)

rias, entao
AX? 4+ BX?+CX?=AG*+BG*+CG*+3- XG2.

Figura 2.14: Teorema de Leibniz. Versao interativa aqui.
A

Fonte: O autor.

Na comunidade da Fisica a equagao (2.9.1) é conhecida como Teorema do Eixo Paralelo
e escrita:
IX = ]T + mdQ.

LOPEZ LINARES, J. Baricentro: teoria, construcoes e problemas. Portal de Livros
Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 71
p. ISBN 978-65-87023-31-1 (e-book). Disponivel em:

https://doi.org/10.11606 /9786587023311.


https://www.geogebra.org/m/qvyhjwtr

CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 31

Onde Ix, I7 denotam o momento de inercia do conjunto de massas relativas a um eixo perpen-

dicular passando por X e T, respectivamente. O valor d = ’ﬁ ’ .

Demonstracao. O produto escalar entre os vetores a e b é denotado por <6, l;> :

2

-
mq >:

2
—my <XA1,XA1> o +m, <XAn,XAn

:m1<ﬁ+ﬂ,ﬁ+ﬂ>—I—...+mn<)ﬁ—|—T—>An,)ﬁ+ﬁ>:
X[ + oy (T T + 1 [T

+ ...+
ﬁf Lom, <ﬁ,T—>An> +m,

2
+ (my+ ...+ my)

+2 <X_T> (i TA, + ...+ mnT—A;)> =

.

2

+m,, TA,| =

ﬁ‘er

—2 —
=My TAl‘ +...+my, TAn

(. J
g

=0

2
+...+m,

2
+ (my+ ...+ my)

2

—m, |TA] TA X7

2.10 Relacao de Stewart

Teorema 8 (Relacao de Stewart). Seja D um ponto no lado BC' do NABC. Sejam BC = a,
CA=b,AB=c¢, BD=x2,CD =y e AD = z. Vale que:

P o1 1
—+—=a+z2z|-+—-).
y r oy

Ou equivalentemente:

2" =—xr+ —y—xy. (2.10.1)
a a

Esta relacao permite encontrar o comprimento de uma ceviana AD sem precisar conhecer

os angulos por ela determinados. A Figura 2.15 permite acompanhar a prova.
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Figura 2.15: Guia para a demonstracao do Teorema 8. Versao interativa aqui.

rTt+y=a

Fonte: O autor.

Demonstracao. Pela Lei dos Cossenos no AABD tem-se:
=2 + 2% — 222 cos(180° — a).

Mas cos(180° — o) = — cos(«). Logo,

¢ =2 + 2% + 212 cos(a),

2 2

c z
— = — +2 . 2.10.2
, x4+ . + 2z cos(a) ( )

Pela Lei dos Cossenos no AACD tem-se:

b = y® + 2% — 2yz cos(a),

b? 22
— =y + — — 2zcos(a). 2.10.3

Somando (2.10.2) e (2.10.3) segue:

v o, (1 1 5 @
—+—=x4+y+zZ(—-—+-—-|=a+z"—,
y r Yy
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b2 2 2
x—l—cy_l_i_z_’
azy Ty

, b+ cty

2= —ay

a

O

Observacao 1. Ainda com referéncia a Figura 2.15, no caso em que D € o ponto médio de

BC vale x =y = § e 2z =mq (mediana relativa ao vértice A). Utilizando (2.10.1) encontra-se:

, P+ d

a
“ 2 4

m

2.11 Minimo da soma dos quadrados das distancias de um

ponto aos vértices utilizando a Relacao de Stewart

Proposicao 9. A soma dos quadrados das distincias de um ponto P aos vértices de um tri-

angulo ABC' é minima quando P € o baricentro G (Figura 2.16).

Figura 2.16: Demonstracao pela Relagao de Stewart. O baricentro G minimiza a soma dos
quadrados das distancias de um ponto P aos vértices de um triangulo ABC'. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. No AABC toma-se BC' = a. Seja A’ o ponto médio de BC, G o baricentro do
ANABC e P um ponto qualquer. Utilizando a Relacao de Stewart no APBC, com mediana
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PA' tem-se:

a2

PB? + PC? = 2(PA')? + 5 (2.11.1)

Como o baricentro G é tal que GA = 2GA’, seja GA' = m e GA = 2m. Aplicando o

Teorema de Stewart no AAPA’, com ceviana PG, segue:
PA? +2(PA")? = 3PG? + 6m*. (2.11.2)

Somando (2.11.1) com (2.11.2) encontra-se:
02
PA® + PB® + PC? = 3PG? + 6m” + 5

Como a e m sao constantes (ndo dependem de P), entdao PA? + PB% + PC? é minimo
quando PG = 0. n

2.12 Homotetia.

A palavra Homotetia é derivada do grego e significa Homo (similar, semelhante) e Tetia
(posicao). E uma transformacao que se aplica ponto a ponto. Por exemplo, a homotetia de

centro O e razao k transforma o ponto A no ponto A’ e vale que:
OA" =k -OA.

Porém, também pode ser aplicada a formas mais complexas. A Figura 2.17 mostra uma
homotetia para o poligono ABCDFEF.
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Figura 2.17: Homotetia do poligono ABC'DEF com centro O e fator k. Versao interativa aqui.

=~
0]
w

®

Fonte: O autor.

Toda homotetia preserva: angulos, razoes entre os segmentos de reta e o paralelismo.
Exemplos: ZCDE = ZC'D'E', CD || C'D’ e

C/D/ B A/F/ B

CD  AF =k

A 4rea do poligono A'B'C'D'E'F" & k? vezes a area do poligono ABCDEF.

2.13 Duas homotetias com centro no Baricentro de um tri-
angulo.

A homotetia do triangulo ABC' com centro em G, baricentro do mesmo, e fator —% éo
triangulo A’B'C" (medial), com vértices nos pontos médios dos lados do AABC.

A homotetia do triangulo ABC com centro em G e fator —2 é o triangulo A”B"C". O
ANABC & medial do AA”B"C". O ponto G é o baricentro comum dos triangulos ABC, A’B'C’

e A”B"C”. A Figura 2.18 mostra uma constru¢ao geométrica.
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Figura 2.18: Duas homotetias com centro no Baricentro de um triangulo. Versao interativa
aqui.

'-,. A"

Fonte: O autor.

2.14 Homotetia. Baricentro. Circulo de Nove Pontos.
Reta de Euler.

Viu-se que a homotetia do triangulo ABC' com centro em G, baricentro do mesmo, e
fator —% é o triangulo A’B'C’ (medial), com vértices nos pontos médios dos lados do AABC
(Figura 2.19). Isto é consequéncia das propriedades do baricentro: AG = 2GA’, BG = 2GB' e

CG =2GC".
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Figura 2.19: Homotetia. Baricentro. Circulo de Nove Pontos. Reta de Euler. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

Porém, existem outros “dois para um”. AH = 20A" e HG = 2GO. Os pontos H e O sao
ortocentro e circuncentro do AABC, encontro das alturas e mediatrizes, respetivamente.

A homotetia anterior também transforma H em H' = O, ortocentro do AA'B'C’. Adi-
cionalmente, & circuncirculo do AABC em k' circuncirculo do AA’B'C’ (também conhecido
como circulo de nove pontos do AABC'). Os pontos H, G e H' = O, sao colineares e definem

a reta de Euler.

2.15 Teorema de Napoleao

Lema 10 (Para o Teorema de Napoleao). Se sobre os lados de um tridngulo qualquer ABC
(Figura 2.20) forem construidos triangulos equildteros ABC', BCA' e CAB’, entao:

AA"'= BB =CC".
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Figura 2.20: Construcao geométrica no caso dos triangulos equilateros serem construidos na
direcao interna do AABC. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. A Figura 2.20 mostra uma construcao geométrica no caso dos tridngulos equi-
lateros serem construidos na direcao interna do AABC. O caso contrario pode ser encontrado
em [38].

Por construcao tem-se AC' = AB' e AC' = AB. De ZCAB' = ZC'"AB = 60°, segue que
LCAC" = ZB'AB. Por LAL, encontra-se ANACC" = AAB'B. Logo, CC" = B’B. Analoga-
mente, A’A = CC". Conclui-se que AA' = BB = C(C". H

Teorema 11 (Teorema de Napoledo). Se sobre os lados de um triangulo qualquer ABC forem
construidos tridngulos equildteros, os Ortocentros desses tridngulos equildteros formam igual-

mente um tridngulo equildtero (Figura 2.21).
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Figura 2.21: Construgao geométrica no caso dos triangulos equilateros serem construidos na
direcao interna do AABC. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. A Figura 2.21 mostra uma construcdo geométrica no caso dos triangulos equi-
lateros serem construidos na direcao interna do AABC. O caso contrario pode ser encontrado
em [38].

Sejam Oy, Op e O¢ os Ortocentros dos tridngulos equilateros BCA', CAB' e ABC',
respectivamente. Girando o AOgCOy4 em 30° em sentido horario em torno do vértice C
mostra-se que ¢ semelhante com o AACA'.

De fato, como LACOp = ZBCO4 = 30° ¢ LZACO4 = £LBCOg, entao:

LACA" = L05CO4.

Seja F' o ponto médio do lado AC. Em triangulos equilateros o Ortocentro, o Incentro e

o Baricentro coincidem. Logo,

1
FOp = §FB/'

Segue que:

1
COg - sen(30°) = §C’B' - sen(60°),

CA=CB =3 -COg.
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Analogamente, CA’ = CB = /3 - CO,4. Com isto,

CA CO,4
CA ~ COy’

Pelo caso de semelhanca LAL tem-se AACA" ~ AOgCO 4. Segue que:
AA"=V/3-0504.
Similarmente, mostra-se que:
BB =3 0c0p,

CC' =3-040¢.

Como, provado no Lema 10, vale AA" = BB" = C'C’, entao o0 AO,O0p0¢ é equilatero. [J

2.16 Triangulo Pedal

Definicao 2. Seja M um ponto no plano do triingulo ABC' e P, (Q e R as projecoes de M sobre
as retas BC, CA e AB. O APQR ¢é chamado Pedal de M em relagio ao NABC (Figura 2.22).

Figura 2.22: Definicao de Triangulo Pedal. Versao interativa aqui. Verifica-se que quando o
ponto M esta sobre a circunferéncia circunscrita ao AABC o Triangulo Pedal é degenerado.

Fonte: O autor.
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2.17 Reta de Simson-Wallace

Teorema 12 (Teorema de Simson-Wallace). Dados um AABC, ¢ sua circunferéncia circuns-
crita e um ponto P no mesmo plano de ABC, o Tridngulo Pedal de P em relacio a ABC' é

degenerado (D, E e F sdo colineares) se, e somente se, P € ¢ (Figura 2.23).

Figura 2.23: Construcao geométrica para a prova do Teorema 12. Versao interativa aqui.

Demonstra¢ao. Como /PFA = ZPEA = 90°, entao PFAFE é um quadrilatero inscritivel.
Segue que /FPA=/FFA. De /ZPEC = ZPDC = 90° tem-se que PEDC' é um quadrilatero
ciclico. Logo, ZDPC = ZDEC. Adicionalmente, /PDB = /PF B = 90° implica que PDBF
é um quadrilatero ciclico. Consequentemente /DPF = 180° — ZABC.

Nota-se que:
/APC — /DPF =/DPC — /FPA=/DEC — /ZFFEA.

Ou seja, ZAPC = ZDPF se, e somente se, ZDEC = /ZFFEA. Adicionalmente, ZDEC =
/FFEA se, e somente se, D, E e F sao colineares. Mas neste caso, ZAPC = ZDPF se, e
somente se, ZAPC + ZABC = 180°. Finalmente, ZAPC + ZABC = 180° se, e somente se,
ABCP é ciclico. O
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Capitulo 3

Construcoes, exercicios e desafios

3.1 Baricentro, trapézio e semelhanca de tridAngulos

Problema 1. Uma reta r passa pelo baricentro de um tridangulo ABC' deizando o vértice A em
um semiplano e os vértices B e C' no outro semiplano determinado por r. As projecoes de A,

B e C sobre a reta r sao M, N e P, respectivamente. Provar que:

AM = BN + CP.

3.1.1 Resolucao do Problema 1.

A Figura 3.1 mostra uma construgao geométrica.
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Figura 3.1: Uma construcao geométrica para o Problema 1. Versao interativa aqui.

A

——
—_—

B D

Fonte: O autor.

Seja Q o ponto médio de NP. Entao, D@ é a base média do trapézio NBCP, assim

DQ || BN e

BN +CP
DQ — T.

Como G é o baricentro do tridangulo ABC, entao AG = 2DG. Pelo critério de semelhanca
AA tem-se AAMG ~ ADQG, segue que AM = 2D(Q). Portanto, AM = BN + CP.

3.2 Problema de Thebault-I

Problema 2. Seja ABC'D um paralelogramo e sejam ABFE, BCHG, CDJI e DALK qua-
drados construidos externamente a ABCD. Provar que os baricentros dos quadrados formam
outro quadrado MNOP (Figura 3.2).
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Figura 3.2: Uma construcao geométrica inicial para o Problema 2. Versao interativa aqui.

8K Un !
0
L} °
PO
) 1C
D
AT A
°N
o o
M H
E &l F Gy

Fonte: O autor.

3.2.1 Resolucao do Problema 2.

Seja ZDAB = « (Figura 3.3). Como ABCD é um paralelogramo obtém-se que AB =
CD, BC =DA, Z/ZBCD =« e

/ABC = ZCDA = 180° — «.
Pelo critério de congruéncia LAL vale que:
APAM = AMBN = ANCO = ANODP.
De fato:
PA=NB=NC=PD

LPAM = ZMBN = ZNCO = ZODP =90° + « .
AM =MB =0C=0D

Segue que PM = MN =NO =0P e

LAPM = Z/BNM = ZCNO = ZDPO = p.
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Como
LAPD = Z/BMA =/ZCNB = ZDOC = 90°,

entao dos dois ultimos conjuntos de igualdades conclui-se que:

LMPO=/NMP=/ZONM = ZPON = 90°.

Figura 3.3: Uma construcao geométrica para o Problema 2. Versao interativa aqui.

e ip 7!

L

Fonte: O autor.

3.3 Problema com medianas perpendiculares

Problema 3. No tridngulo ABC as medianas dos lados AB e AC' sao perpendiculares. Sabendo
que AB =6 ¢ AC =8, determinar BC.

3.3.1 Resolucao do Problema 3.

Sejam M e N os pontos médios de AC' e AB, respectivamente (Figura 3.4). Como o
ponto G = BM N CN ¢é o baricentro, segue que BG = 2GM =2m e CG = 2GN = 2n.
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Figura 3.4: Uma construcao geométrica para o Problema 3. Versao interativa aqui.

B

4 M 4

Fonte: O autor.
Utilizando o Teorema de Pitdgoras no AMGC tem-se:

m? + 4n* = 16. (3.3.1)
Pelo Teorema de Pitagoras no ANGB encontra-se:

4m? 4+ n? = 9. (3.3.2)

Resolvendo o sistema de equagdes (3.3.1) e (3.3.2) segue que: m? = 5 e n? = 1.

Utilizando o Teorema de Pitagoras no ABGC' tem-se:
4(m® + n?) = 2%,

x:2\/5.

3.4 Baricentro, reciproca de Tales e mediana de tridngulo

retangulo

Problema 4. Seja N o ponto do lado AC do ANABC tal que AN = 2NC e M o ponto do
lado AB tal que MN ¢ perpendicular a AB. Sabendo que AC = 12 cm e que o baricentro G do

triangulo ABC' pertence ao segmento M N, determinar o comprimento do segmento BG.
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3.4.1 Resolucao do Problema 4.

A Figura 3.5 mostra uma construgao geométrica inicial.

Figura 3.5: Construgao geométrica inicial para o Problema 4. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja D o ponto médio de AC' (Figura 3.6). Obtém-se AD = DC' =6, DN =2 e:

DN 1

NC 2
Como G é o baricentro, encontra-se:

DG 1

GB 2

Juntando as duas equacoes anteriores segue:
DN DG
NC  GB’
Logo, pela reciproca do Teorema de Tales segue que MN || GN || BC. Portanto,

LABC = 90°.

Como a mediana BD é metade da hipotenusa AC, vale que AD = DC = DB = 6. Logo,
DG =2eGB=4.
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Figura 3.6: Construcao geométrica para o Problema 4. Versao interativa aqui.

B

[ o . (@) . Q@
A 6 D 2 N 4 C

Fonte: O autor.

3.5 Baricentro, triangulo is6sceles e reflexao

Problema 5. Seja ABC um tridngulo isdsceles, com AC = BC, tal que Ay, By e Cy sdo os
pontos médios de BC, AC' e AB, respectivamente. Os pontos Ay e By sao os simétricos de Ay
e By com relagao ao lado AB. Seja M a intersecao de C' Ay e A1CY e seja N a intersecio de
CBy e B1Cy. Seja P a intersecao de AN e BM, provar que AP = BP.

3.5.1 Resolucao do Problema 5.

A Figura 3.7 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 3.7: Construgao geométrica inicial para o Problema 5. Versao interativa aqui.

C

Fonte: O autor.

Como CCy || A1Ay e CCy = A Ay, tem-se que CC1A3A; é um paralelogramo. Entao,
A M = Cy M (Figura 3.8).

O quadrilatero A, B;CB também é um paralelogramo. Portanto, a intersecao de BM e
AC' é B;. Entao, P esta sobre a mediana BB;. Analogamente, P esti sobre a mediana AA;.

O ponto P é o bharicentro do triangulo isésceles ABC, onde as medianas AA; e BB,

possuem o mesmo comprimento. Portanto,
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Figura 3.8: Construcao geométrica para o Problema 5. Versao interativa aqui.

C

Fonte: O autor.

3.6 Baricentro, paralelogramo e semelhanca

Problema 6. Seja ABCD um quadrildtero convero, onde N é o ponto médio de DC, M ¢é
o ponto médio de BC, e O € a intersegcao entre as diagonais AC e BD. Mostrar que O € o

baricentro do tridngulo AMN se, e somente se, ABC'D é um paralelogramo.

3.6.1 Resolucao do Problema 6.

A Figura 3.9 mostra uma constru¢ao geométrica para a primeira parte da demonstracao.
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Figura 3.9: Construcao geométrica para a ida do Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Inicialmente, seja o ponto O o baricentro do AAMN. Quer-se provar que ABC'D é um
paralelogramo.
Para os triangulos MCN e BC'D o ZC é comum e vale:
CN CM 1
CD CB 2
Pelo critério de semelhanca LAL tem-se:

AMCN ~ ABCD.

Como, por hipotese, O é baricentro do AAM N, entao a reta AO intercepta M N em P,
tal que NP = PM.
Da semelhanca também é concluido que O é ponto médio da diagonal BD.

Por outra lado,

OP

A0~ 2
Pela semelhanca, CP = OP e

ce 1

co 2

Segue que AO = OC. Ou seja, O é ponto médio da diagonal AC. Portanto, as diagonais
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do quadrilatero ABC'D encontram-se em seu ponto médio. Isto é, ABC'D é um paralelogramo.
A Figura 3.10 mostra uma construc¢ao geométrica para a segunda parte da demonstragao
(volta).

Figura 3.10: Construcao geométrica para a volta do Problema 6. Versao interativa aqui.

A B

- M
Fonte: O autor.

Neste caso, por hipotese, o quadrilatero ABC' D é um paralelogramo. Ou seja, AO = OC,
DO = OB, AB = DC, BC = AD, AB || DC e BC' || AD. Quer-se provar que o ponto O é o
baricentro do AAMN.

Pelos mesmos argumentos utilizados anteriormente tem-se:
AMCN ~ ADCB.

Adicionalmente, consideram-se os ABDC e AOM D com angulo comum em D :
DM DO 1
DC DB 2

Pelo critério de semelhanca LAL, ABCD ~ AODM. Logo, OM || NC' e

M
© 2

NC.

Ou seja, MCNO é paralelogramo. Seja o ponto P = OC N M N. Tem-se: OP = PC. Ou
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seja, OP = ATO, AP é mediana e O é baricentro.

3.7 Triangulos com o mesmo baricentro

Proposicao 13. Se 0 ABByB;3 estd inscrito no ANA1AsAs e

AlBg . AgBl o A3B2 — = cte
A1Ay  AAs AsA T T

entdo os dois tém o mesmo baricentro G. Também vale a reciproca (Figura 3.11).

Figura 3.11: Triangulos com o mesmo baricentro. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

A demonstracao é deixada como exercicio para o leitor.
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Capitulo 4

Problemas de olimpiadas internacionais

4.1 Baricentro. Homotetia. Quadrilateros ciclicos. P36-

LL-IMO-1966.

Problema 7. Seja ABCD um quadrildtero inscritivel. Mostrar que os Baricentros dos tridn-
gulos ABC, BCD, CDA e DAB pertencem a um mesma circunferéncia.

A IMO 1966 foi realizada na cidade de Sofia, Bulgaria. Esse é o Problema 36 da lista

longa (LL), proposto pela delegacao da Polonia [3].

4.1.1 Resolucao do Problema 7.

A Figura 4.1 mostra uma construcao geométrica inicial.
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Figura 4.1: Construgao geométrica inicial para o Problema 7. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Considera-se que ¢ é a circunferéncia circunscrita ao quadrilatero ABCD. Sejam D', A’,
B’ e C'" os Baricentros dos triangulos ABC, BCD, CDA e DAB, respectivamente.

Proposicao 14. O ponto G, Baricentro do quadrilitero ABCD, coincide com o ponto G,
Baricentro do quadrildtero D'A'B'C’, isto é, G = G'.

Demonstracao. Tem-se:

1
D’:g-(Am+Bm+Om,Ay+By+Cy),
1
A’:g-(B$+Oz+D$,By+Oy+Dy),
1
B’:g.(Cx+Dm+Ax,Cy+Dy+Ay),
1
C’:g-(Dz+Ax+BI,Dy+Ay+By),

onde J = (J,, Jy), com J € {A, B,C, D}.
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Somando, por coordenadas, as quatro equacoes anteriores segue:

G’z}L-(D;+A;+B;+C;,D;+A;+B;+C;)
1

= 15 - (34; + 3B, + 3C, + 3D,,3A, + 3B, + 3C, + 3D,)

1
=+ (A +B,+Co+ D, Ay+ B, + Cy + D) =G.
O

Proposicao 15. Com relagao aos pontos A, B, C, D, A", B', C', D' e G (Figura J.2) vale

que:
AG BG CcG DG

GA T GB GO oD >

Figura 4.2: Construcao geométrica para o Problema 7. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Tem-se:

Gm_Ax:i.(BﬁCmJFDI—BAx),
Gy—Ay:i'(By""Oy"‘Dy_:gAy)a
AG = +-\[(B.+ Co+ D, 34,7 + (B, + C, + D, — 34,)"
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Também tem-se:

A =Gy =3 (Bo+Co+ D) — 1 (A + By +Co + Dy)

=& (Bs+Cy+ D, — 34,),

A;_Gy:%'(By"‘Cy"‘Dy)_%'(Ay+By+Cy+Dy)

=L .(B,+C,+D,—3A4,),

12

GA = &5 \/(Bo + Co+ Dy —3A,)° + (B, + C, + D, — 34,

L
12

Com isto foi provado que:
AG
GA

O resto da demonstracao ¢ feita de forma analoga. [

As duas proposicoes anteriores permitem afirmar que uma Homotetia, com centro no
ponto G, e fator de proporcionalidade —% transforma A, B, C, Decem A", B', C', D' e ¢,
respectivamente, sendo ¢ a circunferéncia circunscrita ao quadrilatero A’B’C'D’. A Figura 4.2

mostra uma construgao geométrica.

4.2 Baricentro. Areas. Desigualdade. P9 SL IMO 1968.

Problema 8. Seja ABC um tridngulo arbitrdrio e M wm ponto no interior deste. Sejam dg, dy,
e d. as distincias de M aos lados BC, CA, e AB; e a, b, ¢ a medida dos lados, respectivamente.
Seja S a drea do NABC. Provar que:

452
abd,dy + bedyd, + cad.d, < =5 (4.2.1)

Provar que a igualdade acontece quando M é o Baricentro.
A IMO 1968 foi realizada na cidade de Moscou, Riussia. Esse é o Problema 9 da SL e foi

proposto pela delegacio da Roménia [3].

4.2.1 Resolucao do Problema 8.

A Figura 4.3 mostra uma construgao geométrica.
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Figura 4.3: Construcao geométrica para o Problema 8. Versao interativa aqui.

=]

Fonte: O autor.

Inicia-se notando que a desigualdade (4.2.1) é equivalente a:

ady, bdy  bdy cd.  cd. ad, 52

5 9 T3 3 T3y =3

Sejam S, = S(BCM) = %= S, = S(CAM) = e S, = S(ABM) = “=. Segue que:

2 ?
512
S, Sp+Sy-S.+8S.-85, < 3
Como S = S, + S, + S., a desigualdade anterior equivale a:
3(Sa-Sy+ Sy Se+Se-Sy) < (Sq+ S+ Se.)2

Desenvolvendo o quadrado e simplificando encontra-se:

S+ Sy+ Sy S+ 5.8, <52+ SE+ 52

Multiplica-se toda a desigualdade por 2 e colocam-se os termos do lado esquerdo no direito:

0<2(S2+ 57+ S52) —2(Sa-Sp+Sp-Se+ S+ Sa).
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A linha anterior pode ser reescrita como:
0<(Sy—5,)° 4 (S, — S.)* + (S. — S,)°.

Como o quadrado de um niimero é sempre maior o igual a zero a tltima desigualdade é
verdadeira. Todas as transformagoes utilizadas foram de equivaléncia, logo fica provado (4.2.1).

A igualdade acontece quando S, = S, = S,.. Pela Proposicao 5, o anterior significa que M = G.

4.3 Baricentro. Lugar Geométrico. Circunferéncias. P27
LL IMO 1974.

Problema 9. Sejam C, e Cs circunferéncias no mesmo plano, P e P, pontos arbitrdrios
sobre C e Cy, respectivamente, e Mis o ponto médio do segmento Py P,. Encontrar o Lugar

Geométrico dos pontos Mys quando Py e Py passam por todas as posi¢oes possiveis.

A IMO 1974 foi realizada na cidade de Erfurt, Alemanha. Esse é o Problema 27 da lista
longa (LL) e foi proposto pela delegacao da Roménia |[3].

4.3.1 Resolucao do Problema 9.

A Figura 4.4 mostra uma construcdo geométrica.

Figura 4.4: Uma construgdo geométrica para o Problema 9. A circunferéncia C3 é obtida
variando somente o parametro . Versao interativa aqui.

® .
Ry=1 a=-55

Fonte: O autor.
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Coloca-se a origem de um sistema cartesiano coincidindo com o centro da circunferéncia
C1 e o centro de Cy sobre o eixo z. Isto é, C; tem centro em (0,0) e raio Ry e Cy centro em
A = (a,0) e raio Ry. Também serd suposto, sem perda de generalidade, que R; > Ry.

As coordenadas dos pontos P; e P, podem ser escritas como:

Py = (R - cos(0), Ry - sen(h)),
Py, =(a+ Ry-cos(d +9), Ry - sen(f+9)),

onde ¢ é um angulo que serve de parametro para percorrer todos os pontos das circunferéncia

e 0 é um valor fixo que descreve a defasagem inicial entre P, € Cy e P, € (.

As coordenadas do ponto médio entre P, e P, serao:

My == -(a+ Ry -cos(f) + Ry - cos(0 +0), Ry - sen(f) + Ry - sen(f +9)) .

N | —

Apo6s a utilizagdo de identidades trigonométrica pode-se reescrever as coordenadas do
ponto M5 como:
My = (b+ Rzcos(0 + ), Rs sen(d + 7)),

onde
1
b= §CL,
1
Ry — 5\/}2% + R2 4 2R, Ry cos(6),
Ry sen(d)

t = .
&) Ry + Ry cos(9)

Fixado ¢, quando 6 varia o ponto My descreve uma circunferéncia C'3 com centro em

B = (b,0), desfasagem 7 e raio R3. Porém, como —1 < cos(d) < 1 tem-se que:

1
5(31 —Ry) < R3 < —(Ry + Ry).

N —

Ou seja, o Lugar Geométrico dos pontos My é o anel entre as circunferéncias d e f na

Figura 4.4.

4.4 Baricentro. Lugar Geométrico. Teorema de Napoleao.
SL P12 IMO 1987.

Problema 10. Dado um tridngulo nao equildatero ABC, com os vértices listados em sentido

anti-hordrio, encontrar o Lugar Geométrico dos centroides dos triangulos equildteros A'B'C’
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(vértices listados em sentido anti-hordrio) para os quais as triplas de pontos A',C, B'; B', A, C’

e C', B, A sao colineares.

A IMO 1987 foi realizada na cidade de Havana, Cuba. Esse é o Problema 12 da SL e foi
proposto pela delegacdo da Polonia [3].

4.4.1 Resolucao do Problema 10.

A Figura 4.5 mostra uma construgao geométrica para o Problema 10.

Figura 4.5: Primeira constru¢ao geométrica do Problema 10. Caso ZBA'C' = 60°. Versao
interativa aqui.

Fonte: O autor.

Coloca-se o ponto O 4 no interior do AABC' de tal forma que:
/Z04BC = Z0,CB = 30°.

Ter-se-4 que ZBOoC = 120°. A seguir esboga-se a circunferéncia circunscrita ¢ ao
ABO4C. Posiciona-se o ponto A’ sobre ¢. Constroem-se as retas A'B e A'C. Podem-se ter
os Quadrilateros ciclicos BA'CO4, BCA'O4 e BCO4A'. No primeiro caso ZBA'C = 60° e nos
dois altimos ZBA'C = 120°. A Figura 4.5 mostra o primeiro caso, o segundo pode ser visto na

Figura 4.6.
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Figura 4.6: Segunda construgao geométrica do Problema 10. Caso /BA'C' = 120°. Versao
interativa aqui.

Fonte: O autor.

Analogamente, constroi-se o ponto Og no interior do AABC' de tal forma que:
LOpCA = ZLOgAC = 30°.

Ter-se-4 que ZCOgA = 120°. A seguir esboca-se a circunferéncia circunscrita d ao
ACOgA. Marca-se B' # C como a intersecao de A'C e d.

Similarmente, é construido o ponto O¢ no interior do AABC de tal forma que:
Z0cAB = Z0cBA = 30°.

Ter-se-4 que LAOcB = 120°. A seguir esboga-se a circunferéncia circunscrita f ao
ANAO¢cB. Marca-se C' # B como a intersecao de A'B e f.

Constroem-se as medianas do AA'B’C’ e marca-se o ponto em que concorrem: G. Em
todo triangulo equildtero o Baricentro coincide com o Ortocentro, o Circuncentro e o Incentro.
Segue que LJAGB' = /B'GC" = ZC'GA’ = 120°. Adicionalmente os pontos Oy4, Op e O¢
pertencem as bissetrizes dos angulos em A’, B’ e C’, respectivamente. O AO,O0pO¢ é o
triangulo napoleonico interno do AABC, Teorema 11 (Napoledo). Isto é, o AO,OpO¢ &
equilatero e Z0,050+ = 60°. Com isto, tem-se ZO,00¢c + Z0,GO¢- = 180°, ou seja, o
quadrilatero O,GOcOp é ciclico.
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E construida a circunferéncia ¢ circunscrita ao AO4OpO¢. O Lugar Geométrico dos
centroides dos triangulos equilateros A’B’'C’ é g. Marca-se o ponto P, de Fermat ou Torricelli,
na intersecao de ¢, d e f. Quando A’ = P o AA'B'C" é reduzido ao ponto P. O ponto de

Fermat de um triangulo é aquele que minimiza a soma das distancias aos vértices.

4.5 Baricentro. Teorema de Simson-Wallace. Homotetia.
P5 SL TMO 1998.

Problema 11. Seja ABC um triangulo, H seu Ortocentro, O seu Circuncentro, e R seu
circunraio. Seja D a reflexdao de A em BC, E de B em C'A, e F de C' em AB. Provar que D,

E, e F sao colineares se, e somente se, OH = 2R.

A IMO 1998 foi realizada na cidade de Taipé, Taiwan. Esse é o Problema 5 da SL e foi
proposto pela delegacao da Francga [3].

4.5.1 Resolucao do Problema 11.

A Figura 4.7 mostra uma constru¢ao geométrica inicial para o Problema 11.

Figura 4.7: Construgao geométrica inicial para o Problema 11. Versao interativa aqui.

8]

_______’_’

-

Fonte: O autor.
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Seja G o Baricentro do AABC e H uma Homotetia com centro em G e razao —%. Sejam
A'=H(A), B =H(B) e C" =H(C).

Pela Proposigao 4 sabe-se que a distancia de um vértice ao Baricentro é duas vezes a
distancia do Baricentro ao pé da mediana correspondente. Logo A’, B’ e C’ sdo os pontos
médios de BC, C'A e AB, respectivamente. Adicionalmente, de HG = 2GO (Proposi¢ao 6)
tem-se O = H(H).

E construido o AA;ByCh tal que A, B e C sejam os pontos médios de BoChy, CoAg e Ay By,
respectivamente. Isto é, AB || ByAs, BC || CoBs e CA || A3Cy e BoAy = 2AB, CyBs = 2BC,
e AyCy = 2CA. Com isto, A = H(Ay), B=H(By) e C = H(C%).

Como D ¢ a reflexdo de A em BC, entao D' = H(D) ¢é a reflexdo de A" em B'C’. Segue
que D' € ByCy e A'D' L ByCs. Por outro lado, da defini¢do de Circuncentro e BC' || CyBs
tem-se que OA’ e ByCy sdo ortogonais. Os dois resultados anteriores permitem afirmar que O,
D’ e A’ sao colineares e D’ é a projecao de O em ByCy. Analogamente, E' = H(E) e F' = H(F)
sao as projecoes de O em CyA5 e Ay Bs.

Pelo Teorema 12 (Simson-Wallace), D', E’ e F' sao colineares (o qual equivale por Ha D,
E e F serem colineares) se, e somente se, o ponto O esté sobre a circunferéncia d circunscrita
a0 ANAyByCy. Como ¢ = H(d) e O = H(H), d tem centro em H e raio 2R. Esta tltima condicdo

¢ equivalente a HO = 2R. A Figura 4.8 mostra uma construcao geométrica.
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Figura 4.8: Construgao geométrica para o Problema 11. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.
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