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Titulo

Poténcia de ponto relativo a uma circunferéncia: teoria, construgoes e problemas

Prefacio
A poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia é um invariante derivado
da semelhanca de tridngulos e com muitas aplicacoes. A discussao é organizada
em trés capitulos: Fundamentos teoricos; Construgoes, exercicios e desafios;
Problemas de olimpiadas internacionais. Este material didatico foi utilizado
durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra” para
professores de Matematica do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O
texto conta com 37 figuras que facilitam acompanhar a resolucao. Todas tém
como complemento links para os graficos interativos no site do GeoGebra e,
varios, a resolucao em video do YouTube. O diferencial na utilizacao do
GeoGebra estd baseado na disponibilidade gratuita do software, tanto online
como aplicativos para computadores e celulares. As construgoes geométricas
podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuracoes de
um mesmo problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e
numérica, utilizada para a verificagao, como ferramenta para a apresentacao,
passo a passo, de uma demonstracao rigorosa. O GeoGebra também convida o

leitor a interagir, a por as mao na massa.

Palavras-chave: Geometria, Olimpiadas, GeoGebra, Ensino Fundamental,

Ensino Médio, Formacao de Professores.
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Capitulo 1

Introducao

A poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia é um invariante derivado da se-
melhanca de tridngulos e com muitas aplicagoes. A discussao é organizada em trés capitulos:
Fundamentos teoéricos; Construgoes, exercicios e desafios; Problemas de olimpiadas internacio-
nais.

O livro faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de estudante e professo-
res com problemas de Olimpiadas de Matematicas. Em particular, este material didatico foi
utilizado durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra” para pro-
fessores de Matemaética do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O mesmo aconteceu
na modalidade de Ensino a Distancia (EaD) pela plataforma Moodle de Cultura e Extensao da
USP.

O texto conta com 37 figuras que facilitam o acompanhamento das resolugoes. Como
complemento, links para os gréaficos interativos sao disponibilizados em péaginas do GeoGebra.
Varios problemas contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do YouTube.

O diferencial na utilizacdo do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do soft-
ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construcoes geométricas
podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuragoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a ve-
rificacao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.

Com uma boa organizacao e programacgao adequada discutir problemas na tela do GeoGe-
bra permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. En contra partida, na versao
impressa tradicional o aprendente precisa ficar alternando entre paginas para acompanhar uma
resolucao.

O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto é, pode movi-
mentar pontos da construcao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos mais obstina-
dos é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes.

Adicionalmente, a versao online do GeoGebra funciona como uma rede social de aprendi-


https://www.GeoGebra.org/m/vsfydv2v
https://www.youtube.com/watch?v=AEOTmoHzOoQ&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=117&t=300s
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zado e colaboracao. Os profissionais e alunos podem disponibilizar e buscar construcoes, baixar
e modificar ou alterar e salvar no préoprio site. Em resumo, é um local que fornece materiais e
meios alternativos para a troca de conhecimento relacionado ao ensino de Matematica.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento, curso de
Geometria, Nivel 2, do Prof. Bruno Holanda |3]|, do Prof. Rodrigo Pinheiro [34] e do Prof.
Cicero Thiago [38]. Também serviram como referéncia os livros de Geometria [33], Geometria
Analitica [1] e Matematica Discreta [32] adotados pelo Mestrado Profissional em Matemaética
em Rede Nacional (PROFMAT).

Seis livros eletronicos gratuitos com as notas de aulas do curso Geometria Olimpica com
GeoGebra estao disponiveis em [18], [19], [20], [14] e [12] e [10]. Também foram publicados
quatro livros eletronicos dedicados a resolucao de problemas de olimpiadas internacionais de
Matematica para o Ensino Médio: [17], [6], [7] e [8]. Outros trabalhos da area de Matematica
sao [L1], |21], [22], [23], [16], [24], |25], |5], [26], 28], |29], |30]), [31], [35], [27], |36], |13], [15], [9]
e [37].

LOPEZ LINARES, J. Poténcia de ponto relativo a uma circunferéncia: teoria,
construcoes e problemas Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de
Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 64 p. ISBN 978-65-87023-30-4 (e-book).
Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023304.
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Capitulo 2

Fundamentos tedricos

2.1 Experimento com um nao invariante

Considera-se uma elipse k (diferente de circunferéncia), um ponto F € k e um ponto
P ¢ k. Seja o ponto F' a segunda intersecao da reta PE com k. A versao interativa da Figura 2.1

mostra que o produto PE - PF nao ¢ um invariante quando o ponto £ movimenta-se pela elipse.

Figura 2.1: O produto PE - PF nao é um invariante quando o ponto E movimenta-se pela
elipse. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.


https://www.geogebra.org/m/jzasj9zm
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2.2 Experimento com um invariante

Considera-se uma circunferéncia ¢, um ponto A € ¢ e um ponto P. Seja o ponto B a
segunda intersecao da reta PA com c. A versao interativa da Figura 2.2 mostra que o produto

PA - PB é um invariante quando o ponto A movimenta-se pela circunferéncia.

Figura 2.2: O produto PA - PB é um invariante quando o ponto A movimenta-se pela circun-
feréncia. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.3 Experimento com um invariante e dois pontos

Considera-se uma circunferéncia ¢ de raio r e centro O, dois pontos A, A’ € ¢ e um ponto
P a uma distancia d de O. Sejam os ponto B, B’ as segundas interse¢oes das retas PA e PA’

com c. A versao interativa da Figura 2.3 mostra que:

PA-PB=PA-PB =|d* —r?*|.

LOPEZ LINARES, J. Poténcia de ponto relativo a uma circunferéncia: teoria,
construcoes e problemas Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de
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https://www.geogebra.org/m/muna6skx
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Figura 2.3: Verificagao da igualdade PA- PB = PA'- PB’' = |d* — r?|. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.4 Poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia

Dado um ponto P, uma circunferéncia ¢ e uma reta que passa por P e intersecta ¢ nos
pontos A e B (corda AB) o produto PA-PB ¢ invariante quando A e B variam. Esse resultado
é conhecido como Teorema das Cordas e serd apresentado formalmente nas proximas linhas.

Mas antes define-se a Poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia.

Defini¢ao 1 (Poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia). Seja ¢ uma circunferéncia
de raio r e um ponto P no mesmo plano a uma distincia d do centro de c. A Poténcia do

ponto P, relativo a c, serd denotada como Pot.(P) e calculada por Pot.(P) = d? — r.

Segue da Defini¢ao 1 que, se P é um ponto no exterior de ¢, entdo Pot.(P) > 0. No caso

em que P € ¢, tem-se Pot.(P) = 0 e quando P ¢ um ponto interior a ¢ vale —r? < Pot.(P) < 0.

Teorema 1 (Teorema das Cordas). Sejam A, B, C, D e P (K, L, M, N e J) pontos do plano
tais que ABNCD ={P} (KM NLN ={J}). O quadrilitero ABCD (KLMN ) é inscritivel
se, e somente se, PA- PB =PC-PD (JK-JM = JL-JN).

A Figura 2.4 ilustra duas construcoes geométricas possiveis relativas ao Teorema 1. No
lado esquerdo, quando o ponto P é exterior a circunferéncia c e o direito, quando o ponto .J é

interior a circunferéncia e.
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Figura 2.4: O lado esquerdo ilustra o caso em que P ¢ um ponto exterior a circunferéncia c,
r=0G e d= PO. O lado direito, quando o ponto J é interior a circunferéncia e, r = HQ) e
d= JH. O ponto F' € c é de tangéncia e ilustra o caso particular em que C' e D aproximam-se
a ele. Versao interativa aqui.

N
o Q
} a ;
d r G H

R

Fonte: O autor.

Demonstragao. Suponha-se, inicialmente, que o quadrilatero ABC'D (KLMN) é inscritivel.
Os angulos ACD e ABD (MKN e MLN) sdo congruentes, pois enxergam O mesmo arco
menor AD (MN). No lado esquerdo, tem-se ZCPA = ZBPD (comum) e no lado direito
/KJN = ZLJM (opostos pelo vértice). Consequentemente, por AA, segue APAC ~ APDB
(AKJN ~ ALJM).

Os lados correspondentes em triangulo semelhantes sao proporcionais:

PA PC AC
PD PB DB’

JK JN KN
JL JM LM’

Das equacoes anteriores encontra-se:

PA-PB=PC-PD, (2.4.1)

JK-JM = JL-JN. (2.4.2)

Reciprocamente, suponha-se que valem (2.4.1) e (2.4.2). Segue que:

PA_PC
PD PR’
JK JN
JL M’

Adicionalmente, no lado esquerdo da Figura 2.4 tem-se ZCPA = ZBPD (comum) e no
lado direito ZKJN = ZLJM (opostos pelo vértice). Pelo critério de semelhanca lado-angulo-
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lado segue que APAC ~ APDB e AKJN ~ ALJM. Como consequéncia, ZACD = ZABD
e ZMKN = ZMLN. Isto é, os quadrilateros ABCD e KLM N sao inscritiveis. O]

Observacao 1. Estuda-se agora um caso particular no lado esquerdo da Figura 2.4. O segmento
PF ¢ tangente a circunferéncia c. Os dngulos PFA e PBF sdao congruentes, pois um € de
segmento e o sequndo inscrito em relacao a corda AF. Consequentemente, por AA, tem-se

APFA ~ APBF.

Da proporcionalidade dos lados encontra-se:

PF PA
PB  PF’
PF?* = PA. PB. (2.4.3)

A equagao (2.4.3) pode ser obtida de (2.4.1) simplesmente notando que quando o ponto C

aprorima-se de F' o ponto D também o faz.

Observacao 2. Ainda usando como referéncia a Figura 2.J considera-se a reta PO (JH)
que determina o diametro EG (RQ). Chamando PO = d e FO = GO =r (JH = d e
RH = QH =) e utilizando as equagées (2.4.1), (2.4.2) e (2.4.3) pode-se escrever:

PF*=PA-PB=PE-PG=(d—r)(d+7)=d*—r*= Pot,(P),
JK-JM =JR-JQ = (r —d)(r +d) = r* — d* = —Pot.(J).
Resumem-se os resultados anteriores no Corolario a seguir.

Corolario 2. Seja ¢ uma circunferéncia, P um ponto no mesmo plano e a reta que passa por

P intersecta ¢ nos pontos A e B. Vale que:

PA-PB = |Pot,(P)|.

2.5 Pitagoras como caso particular do Teorema das Cordas

Proposicao 3 (Formula do T. de Pitagoras). Considera-se uma circunferéncia ¢ de centro A
e raio AC. Traca-se a corda CD. A mediatriz de C'D determina a corda EF. Seja o ponto
B =CDNEF (Figura 2.5). Entao no AABC vale que:

AC?* = AB* + BC?.
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Figura 2.5: Formula do T. de Pitdgoras partindo do Teorema 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. A poténcia do ponto B relativo a circunferéncia ¢ pode ser calculada de duas

formas:

DB-BC =EB- BF.

Mas DB = BC' e EA = AC'. Segue que:
BC - BC = (AC + AB) - (AC — AB),

BC? = AC? — AB”.

2.6 FEixo Radical

Definicao 2 (Eixo Radical). Eizo Radical é o nome dado ao Lugar Geométrico dos pontos
que possuem a mesma Poténcia com relacdo a duas circunferéncias ¢ e d. Isto é, o ponto P

pertence ao eixo radical se, e somente se, Pot.(P) = Poty(P).

Proposicao 4. O Fizo Radical de duas circunferéncias é uma reta perpendicular ao segmento

que contém os centros das mesmas.

A Figura 2.6 ilustra uma construcao geométrica possivel relativa a Proposicao 4.
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Figura 2.6: O Eixo Radical f (verde) das circunferéncias ¢ (vermelho) e d (azul) é uma reta
perpendicular a O;0. Todo ponto P do Eixo Radical é centro de uma circunferéncia h que
interseta a c e d perpendicularmente. M é o ponto médio de O10,. Versao interativa aqui.

f

Fonte: O autor.
Demonstracao. Utiliza-se a Figura 2.6 como referéncia. Suponha-se, inicialmente, que:
Pot.(P) = Poty(P).

Mostrar-se-a4 que o ponto P pertence a uma reta perpendicular & O;0s.
Sejam [ € ce L € d tal que PI L Oy1 e PL L O,L. Utilizando a Definicao 1 tem-se:

Pot (P) = PO; — O,1* = PO3 — OoL? = Poty(P), (2.6.1)

PO3; — PO? = O,L* — O, 1°. (2.6.2)

Sejam E e M a projecao do ponto P sobre O105 e 0 ponto médio de O;0s, respetivamente.
Seja /ZPMO; = «, segue que ZPMQOy = 180° — a. Escreve-se agora a Lei dos Cossenos no
APMQOy e no APMO;s:

PO; = PM?* + MO3; —2- PM - MOy - cos(180° — a),

PO} = PM? + MOj +2- PM - MO, - cos(a), (2.6.3)

PO} = PM?*+ MO} —2- PM - MO; - cos(). (2.6.4)
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Como MOy = MOy, entdao MO1+ MOy = O10,. Subtraindo (2.6.4) de (2.6.3) encontra-
se:
PO2 — PO? =2-PM - 0,0, - cos(a). (2.6.5)

Adicionalmente,
PM - cos(a) = EM. (2.6.6)

Substituindo (2.6.2) e (2.6.6) em (2.6.5) encontra-se:

OyL? — 011 =2- 0,0, - EM,

OyL? — O 1?
20,0

Este ltimo resultado indica que EM depende somente dos raios das duas circunferéncias

EM =

e da distancia entre elas, mas nao de P. Isto é, os pontos do Eixo Radical pertencem a reta
f 1 0102 e F e f
Reciprocamente, provar-se-a que todo ponto P’ € f pertence ao conjunto de pontos

chamado Fixo Radical. Pelo Teorema de Pitagoras tem-se:
P'O; = P'E* + EO;3,
P'O} = P'E* + EO3,
PO} = PE? + EO3,
PO? = PE* + EO3.
Das equacoes anteriores subtraem-se as duas primeira e as duas tltimas:
P'O; — PO} = EO3 — EO3,
PO; — PO? = EO; — EO3,
P'O; — P'O} = PO; — PO;3. (2.6.7)

Sejam A e B as interse¢oes dos segmentos PO; e PO, com c e d, respetivamente. De
(2.6.2) tem-se:
PO% - PO% = 02L2 - 01[2 - OQB2 - OlAQ. (268)

Utilizando (2.6.7) e (2.6.8) encontra-se:

P'Oj — P'O} = 0,B* — 0, A%,
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P'O; — 0,B* = PO} — 0, 4%,
Poty(P') = Pot.(P").

Isto é, todo ponto P’ € f pertence ao Eixo Radical. Logo, a reta f, perpendicular a 0,05,
¢ o Lugar Geométrico dos pontos que possuem a mesma Poténcia com relagao as circunferéncias
ced. O]

A Figura 2.6 e a equagao (2.6.1) também mostram que todo ponto P do Eixo Radical é
centro de uma circunferéncia h que interseta a c e d perpendicularmente.

Quando duas circunferéncias sao tangentes o Eixo Radical das mesma passa pelo ponto
de tangéncia, uma vez que a Poténcia deste ponto é zero respeito as duas (Figura 2.7, parte
superior esquerda).

No caso em que as duas circunferéncias sao secantes o Eixo Radical passa pelos pontos de

intersectagao, pois a Poténcia destes é zero respeito as duas (Figura 2.7, parte superior direita).

2.7 Centro Radical

Pode ser mostrado que para trés circunferéncias com centros nao colineares os Eixos

Radicais dos pares concorrem em um ponto C, denominado Centro Radical (Figura 2.7, parte

inferior). A Poténcia de C' é a mesma em relagdo as trés circunferéncias e C' é o inico ponto

com esta propriedade. Outros exemplos podem ser encontrados em [33].
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Figura 2.7: Exemplos de Eixo Radical (linhas em verde). Parte superior esquerda, quando duas
circunferéncias sao tangentes o Eixo Radical das mesma passa pelo ponto de tangéncia. Parte
superior direita, no caso em que as duas circunferéncias sao secantes o Eixo Radical passa pelos
pontos de intersectacao. Parte inferior, para trés circunferéncias com centros nao colineares os
Eixos Radicais dos pares concorrem em um ponto C' denominado Centro Radical. A Poténcia
de C' é a mesma em relacao as trés circunferéncias. Versao interativa aqui.

o |

Fonte: O autor.

2.8 Construcao geométrica do Eixo Radical de duas cir-

cunferéncias disjuntas

A seguir descrevem-se os passos para a construcao geométrica do Eixo Radical das cir-

cunferéncias disjuntas k; e ko (Figura 2.8, Figura 2.9 e Figura 2.10).
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Figura 2.8: Passo 1 da construcao geométrica do Eixo Radical das circunferéncias disjuntas k;
e ky. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

1. Construir uma circunferéncia auxiliar ks que intercepte ki e ko. Sejam as intersecoes
ksNk € {G,H} e ksNky € {I,J}. As retas GH e IJ sdo eixos radicais dos pares de
circunferéncias ks e ki e ks e ks, respetivamente. O ponto P, = GH N 1.J, centro radical

de ky, ko e k3, possui a mesma poténcia relativa a k; e ko (Figura 2.8).

2. Construir uma circunferéncia auxiliar k; que intercepte k; e ky. Sejam as intersecoes
kyMky € {M,N} e kyNky € {UW}. As retas MN e UW sdo eixos radicais dos pares
de circunferéncias ks e k1 e k4 e ko, respetivamente. O ponto P, = MN N UW, centro

radical de kq, ks e ky, possui a mesma poténcia relativa a ky e ko (Figura 2.9).

3. Pela Proposigao 4 a reta P, P é o eixo radical das circunferéncias ky e ko (Figura 2.10).
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Figura 2.9: Passo 2 da construcao geométrica do Eixo Radical das circunferéncias disjuntas k;
e ky. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Figura 2.10: Passo 3 da construcao geométrica do Eixo Radical das circunferéncias disjuntas
k1 e ko. Versao interativa aqui.

® P2

o Py

Fonte: O autor.
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2.9 Tangentes comuns e eixo radical

Proposicao 5. Sejam ki e ko duas circunferéncias e MJ e QK suas retas tangentes comuns
externas, com M,(Q) € k1 e J, K € ky. Sejam ainda N e O os pontos médios dos segmentos M .J
e QK respetivamente. Entao a reta NO € o eizo radical de ky e ko (Figura 2.11).

Figura 2.11: Fixo radical das circunferéncias k; e ko partindo das tangentes comuns externas.
Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Segue da Definicao 1, Definicao 2 e Teorema 1 que:
Poty,(N) = NA* = MA®> = MN? = NJ* = NC? — CJ? = Poty,(N),

Poty,, (0) = OA% — QA? = QO? = OK? = OC? — CK? = Poty,(O).
O

Uma proposicao andloga pode ser provada utilizando as tangentes comuns internas, con-

forme mostra a Figura 2.12.
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Figura 2.12: Eixo radical das circunferéncias k; e ky partindo das tangentes comuns internas.
Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.10 Diferenca de poténcias de um ponto

Proposicao 6. Seja a reta f o eixo radical das circunferéncias ki e ko, de centros Oy e Os,
respetivamente. Seja Q) um ponto do plano e G a proje¢ao ortogonal de Q) em [ (Figura 2.13).

Entao vale:

|Poty, (Q) — Potr,(Q)] =2+ 0,0, - GQ.

Nota-se que o resultado nao depende da distancia QQ)'. Isto sugere utilizar o eixo radi-
cal como uma das retas de referéncia dum sistema de coordenadas. A versao interativa da

Figura 2.13 permite verificar o resultado anterior.
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Figura 2.13: Ilustracao da Proposicao 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.11 Circulos coaxiails

O eixo radical de um conjunto de circunferéncias pode ser fixado inicialmente como sendo
o eixo y de um sistema de coordenadas cartesianas. Dado um valor p de poténcia de ponto

calculado em relacao a origem, para uma circunferéncia de raio r a coordenada x do seu centro

z[0,] = £v/p + r2.

A Figura 2.14 mostra um conjunto de circunferéncias coaxiais comp = 5er € {1,2,3,4,5}.

O, pode ser calculada como:

A versao interativa permite variar o valor de p.
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Figura 2.14: Circulos coaxiais com p =5 e r € {1,2,3,4,5}. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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Capitulo 3

Construcoes, exercicios e desafios

3.1 Trés circunferéncias dois a dois ortogonais

Exercicio 1. Reproduzir a construcao da Figura 3.1. Notar que as circunferéncias intersectam-
se formando dngulos retos e isso nao pode mudar quando movimentam-se os centros das mes-

mas.

Figura 3.1: Ilustracao do Exercicio 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.1.1 Uma resolucao do Exercicio 1

1. Construir a circunferéncia ¢; de centro O;. Colocar um ponto Oy externo a ¢; (Figura 3.2).
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2. Marcar o ponto médio M entre O; e O.

3. Tracar a circunferéncia auxiliar d com centro em M e raio M O; e marcar os pontos A e

B, intersecao entre ¢, e d.

4. Tracar a circunferéncia co com centro em O; e raio AO,. A circunferéncia ¢y é ortogonal

a Cq.

5. Tracar a reta AB, eixo radical das duas circunferéncias anteriores. Colocar um ponto Os

sobre reta AB e fora da regiao em que os circulos determinados por ¢; e ¢o intersectam-se.

6. Repetir os passos do 2 ao 4 utilizando como ponto externo O3 e qualquer uma das duas

circunferéncias c¢; ou cs.

A Figura 3.2 mostra todos os passos da construgao.

Figura 3.2: Todas os elementos da construgao do Exercicio 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.2 Circunferéncias tangentes a outra passando por dois

pontos

Exercicio 2. Construir as circunferéncias que sejam tangentes a circunferéncia c da Figura 3.5

e que passem pelos pontos A e B (exteriores a c).
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Figura 3.3: Ponto de partida para o Exercicio 2. Versao interativa aqui.

eB

Fonte: O autor.

3.2.1 Uma resolucao do Exercicio 2

1.

Construir a reta f, mediatriz de A e B. Posicionar o ponto O sobre f e tracar uma
circunferéncia auxiliar d de raio OA. As duas circunferéncias devem ser secantes nos
pontos C' e D (Figura 3.4).

Construir a reta C'D, eixo radical das circunferéncias c e d, e a reta AB. Esta tltima é o
eixo radical de d e cada uma das circunferéncias procuradas. Marcar a intersecao, ponto

E. Ou seja, o centro radical de ¢, d e cada uma das circunferéncias procuradas.

Construir as retas tangentes a ¢ que passam por E. Chamar os pontos de tangéncia de F
e G.

Construir a circunferéncia e passando pelos pontos A, B e GG e a circunferéncia k pelos
pontos A, B e F. As retas GE e FFE sao eixos radicais de c e e e ¢ e k, respetivamente.

O ponto E é centro radical de ¢, deeec, de k.

A Figura 3.4 mostra todos os passos da construcao.
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F

Fonte: O autor.

3.3 Circunferéncias tangentes a outras duas e passando por

um ponto

Exercicio 3. Construir as circunferéncias tangentes a ¢ e d e que passem pelo ponto A (Fi-

gura 5.5).
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Figura 3.5: Ponto de partida para o Exercicio 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.3.1 Uma resolucao do Exercicio 3

Construir as retas paralelas g e h passando por O; e O,, respetivamente. Marcar, no
mesmo semiplano em relacao a 00, os pontos de intersecao C' e FE com c e d, respetivamente.
Tragar a reta C'E e marcar o ponto F, interse¢ao com a reta 010, (Figura 3.6). O ponto F' é

o centro de homotetia externo de c e d.
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Figura 3.6: Primeiro passo da construcao do Exercicio 3. Versao interativa aqui.

h o

Fonte: O autor.

Marcar os pontos G e H nas intersecoes interiores de 0105 com c e d. Marcar o ponto B
na intersecao da semirreta F'A com a circunferéncia e circunscrita ao AAGH. Denotar por [ e
J o0s outros pontos de interse¢do de e com c e d (Figura 3.7).

Construir as retas GI e HJ e marcar as interse¢oes K e N com a semirreta F'A.

Figura 3.7: Passos 2 e 3 da construgao do Exercicio 3. Versdo interativa aqui.

Fonte: O autor.
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Partindo de K e N tracar as retas tangentes a c e d, respetivamente. Marcar as intersecoes.

Figura 3.8: Passos 4 da construcao do Exercicio 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Tragar as circunferéncias ¢ e p circunscritas aos AQAB e ALAB (Figura 3.9).

Figura 3.9: Construgao do Exercicio 3. Versao interativa aqui.
Q

Fonte: O autor.
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3.4 Poténcia de ponto e teorema da bissetriz interna.

Problema 1. Num triangulo ABC, a bissetriz do dngulo A e a mediana relativa a BC' intersec-
tam este lado em pontos distintos O e M, respectivamente. O circulo circunscrito ao tridngulo
AOM intersecta os lados AB e AC em E e F, respectivamente. Provar que BE = CF.

3.4.1 Resolucao do Problema 1

A Figura 3.10 ajuda acompanhar o raciocinio.

Figura 3.10: Tlustracao para o Problema 1. Versao interativa aqui.

A

B O M
Fonte: O autor.

Seja h a circunferéncia circunscrita ao triangulo AOM. Calcula-se de duas formas dife-

rentes a poténcia do ponto B relativo a h :

Poty,(B) = BE - AB = BO - BM,

BO
BE = — - BM.
AB

Como M ¢é ponto médio de BC' vale que BM = CM e:
BO
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Pelo Teorema da Bissetriz Interna tem-se:

B0 _CO

AB — AC”
Substituindo o resultado anterior em (3.4.1) encontra-se:

co
BE =~ CM. (3.4.2)

A seguir calcula-se de duas formas diferentes a poténcia do ponto C' relativo a h :

Pot,(C) = CF - AC = CO - CM,

cO CF

E —_— C_M. (3.4.3)

De (3.4.2) e (3.4.3) conclui-se:

CF
BE = — - CM = CF.
O

3.5 Poténcia de ponto, semelhanca e teorema de Pitagoras.

Problema 2. Sejam ¢ uma semicircunferéncia de centro O e didmetro AB e D o ponto médio
do arco AB. Sobre a reta OD toma-se o ponto E, do mesmo lado de D com relagcao a AB, tal
que OF = BD. Suponha-se que BE corta a c em F e P € AB tal que FP 1. AB. Provar que:

_ AB

BP .
3

3.5.1 Resolucao do Problema 2

A Figura 3.11 ajuda acompanhar o raciocinio.
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Figura 3.11: Ilustracao para o Problema 2. Versao interativa aqui.

Ju [ ]

(¢ = B

A o

o

Fonte: O autor.

Seja R o raio de c. Ou seja, AB = 2R. Precisa-se provar que: BP = %R. Tem-se:
BD = OE = V2R,
Logo, ED = (/2 — 1)R e, pelo Teorema de Pitagoras no AEOB, segue:
EB = V3R. (3.5.1)
Pela poténcia do ponto E relativo a ¢ tem-se:
EF-EB = OFE? — R?,
EF-EB = R?,
V3

EF =R (3.5.2)

Por outro lado, pelo critério de semelhanca AA, tem-se: ABPF ~ ABOE. Logo,

BP BF PF
BO BE OEF’
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BP EB-EF _PF
R  EB 2R
Substituindo (3.5.1) e (3.5.2) em (3.5.3) encontram-se:

(3.5

2
BP = =R
3 )

PF = —2‘3/53.

3)
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Capitulo 4

Problemas de olimpiadas internacionais

4.1 Eixo Radical. Teorema de Tales. Equacao quadratica.
P4 SL IMO 1971.

Problema 3. Duas circunferéncias tangentes em um plano, com raios r1 e ra, sao dadas. Uma
reta intercepta as duas circunferéncias em quatro pontos determinando trés segmentos de iqual
medida. Encontrar o comprimento dos segmentos em funcdo de r1 e ro e as condigoes sobre as

quais o problema tem solucao.

A IMO 1971 foi realizada nas cidade de Bratislava e Zilina, na Eslovaquia. Problema 4

da SL, proposto pela delegacdo do Reino Unido |2].

4.1.1 Resolucao do Problema 3

A Figura 4.1 ajuda entender a descricao que segue. Resolve-se o problema em um sistema
cartesiano de coordenadas. Para tal coloca-se o eixo x passando pelo centro das duas circunfe-
réncias e o eixo y pelo ponto de tangencia O. Considera-se que as circunferéncias I'; (azul) e

[y (vermelha), com centros em O e Oy, tém raios 71 e ry, respectivamente.
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Figura 4.1: Uma solugao do Problema 3. As circunferéncias I'y e T’y com centros em O; (azul)
e Oy (vermelha) tém raios r; e ry, respectivamente. A reta p intercepta as duas circunferéncias
em quatro pontos determinando trés segmentos de igual medida. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja p a reta (em verde) de equagao
y=ax+Db, (4.1.1)

com a e b nameros reais a serem determinados, que intercepta a I'y em F e Fealyem H e
I, respectivamente. GG é o ponto de intersecao de p com o eixo .

Por hipotese tem-se EFF = FH = HI = d. Os pontos A = (x4,0), B = (z5,0),
C = (xc,0) e D = (zp,0) sao as projegoes ortogonais dos pontos F, F', H e I sobre o eixo z,

respectivamente. Segue pelo Teorema de Tales que:
AB=BC=CD=xgp—2x4=2c—Tp=2p —xa =d,.

Como viu-se anteriormente, o Eixo Radical de duas circunferéncias tangentes passa pelo
ponto de tangéncia e é perpendicular a linha que une os centros das mesmas. Isto é, o eixo
y na figura acima é o conjunto de pontos com a mesma Poténcia em relacao a I'; e I';. Em

particular, para o ponto GG pode-se escrever:

GE -GF =GI-GH.
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Sejam u = GF e v = GH, segue que:
(d+u) -u=(d+wv)-v,

u+v=d.

Resolvendo o sistema formado pelas duas equacoes anteriores encontra-se que:

O resultado anterior implica que GE = 3GF e GI = 3GH. Utilizando novamente o

Teorema de Tales obtém-se que OA = 30B e OD = 30C' ou
T4 = 31p,

rp = 3zc.

Por outro lado, a equacao em cartesianas da circunferéncia I'y é:
2, 2
(x+r)" +y =r1,

z? +y® +2zr = 0.

A equacao em cartesianas da circunferéncia I'y é:
2 2
(x—r)" +y =13,

? + 9% — 2xry = 0.

Substituindo (4.1.1) em (4.1.4) encontra-se que x4 ¢ xp satisfazem:
2% + (ax + b)* + 221, = 0,

(14a®)2*+2(ab+r)z+b" =0.

Resolvendo a equacao quadratica anterior encontra-se:

—(ab+ 1) — (@b + ) — (1+a?) 2
A= )
1+ a?

—(ab+r1) + \/(ab+r1)* — (1 +a?) 12
1+ a2 '

rp =

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

(4.1.7)
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Segue que:
2\/(ab +71)? — (1 +a2)b?
d, =1 — T4 = 2 ) (4.1.8)
Utilizando as equagdes (4.1.2), (4.1.6) e (4.1.7) encontra-se:
ab + ry :2\/(ab+r1)2— (1+ a?) b (4.1.9)
Logo, substituindo (4.1.9) em (4.1.8) tem-se:
ab+
d = 1p—zy = 2 41.10

De forma andaloga, substituindo (4.1.1) em (4.1.5) encontra-se que z¢ e xp satisfazem:
2? + (az + b)* — 2ary = 0,

(1+a*) 2®+2(ab—rs)z+b* =0.

Resolvendo a equacao quadratica anterior encontra-se:

ro —ab — \/(ab—TQ)Q— (14 a?)b?
ve = , (4.1.11)
14 a?

ry—ab+y/(ab - r2)? — (1+ a?) 12

4.1.12
D 1+ a? ( )
Segue que:
] 2y/(ab—r5)* — (1+a2) 12
ey we — , 41.13
Tp — T T2 ( )
Utilizando as equagdes (4.1.3), (4.1.11) e (4.1.12) encontra-se:
ro —ab = 2\/(ab—7’2)2 — (1 + a?) b2 (4.1.14)
Logo, substituindo (4.1.14) em (4.1.13) tem-se:
d ry — ab (4.1.15)
r =2Tp—To = : 1.
S
De (4.1.10) e (4.1.15) segue que:
ab="2""1 (4.1.16)
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Como também vale que d, = zc — xp e de (4.1.11) e (4.1.7), entao:
ro 411 — A/ (ab —13)° — (1 +a2) b2 — y/(ab+71)* — (1 + a2) b?
d, = \/ \/ . (4.1.17)
14 a?
Da igualdade de (4.1.15) e (4.1.17) e substituindo (4.1.16) encontra-se:
Tl_rQ:Tl—Q 1+ 7o 2—[)2— To —T1 2’
2 2 2
14riry — 12 — 12
b = Lz 4.1.18
T (4.1.18)
Elevando ao quadrado (4.1.16) e utilizando (4.1.18) encontra-se:
2 4(r; — 1)’
a® = S (4.1.19)

- ldryry — 12 — 13
De (4.1.15), (4.1.16) e (4.1.19) segue que:

2 _ 2
ey —ri — 1y

d, =
6 (7’1 + T‘Q)

Adicionalmente, aplicando o Teorema de Pitagoras, por exemplo, no triangulo £ FJ, tem-

se:
d=+v1+ a%d,.
Segue que:
g \/147’17’2 —r?—r3
B 12 '
Como rq e ry sao nimeros positivos deve-se ter:
14riry — 7‘% — r% > 0.
Isto é,

'r’f — 2riry + 7’3 < 12rirs.

Logo, somente existe solucao quando:

(r1 — 7"2)2

rire

< 12.
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Chamando \ = :—; a desigualdade anterior pode ser reescrita como:
AN —14A+1<0.
A mesma se verifica quando:
T—4V/3 <A< T+4V3,

7-4v3 <L <74 4V3.
]

4.2 Eixo e centro radical, quadrilateros ciclicos, angulos.
P5 IMO 1985.

Problema 4. Um circulo de centro O passa pelos vértices A e C de um tridngulo ABC e
intersecta os segmentos AB e BC' novamente em pontos distintos K e N, respectivamente.

Os circulos circunscritos aos tridngulos ABC e K BN intersectam-se em exatamente 2 pontos

distintos B e M. Provar que ZOM B = 90°.

A IMO 1985 foi realizada na cidade de Joutsa, Finlandia. Problema 22 da lista curta e

escolhido como quinto da competicao, proposto pela delegacao da Rissia [2].

4.2.1 Resolucao do Problema 4.

A Figura 4.2 mostra uma construcao geométrica inicial.
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Figura 4.2: Construgao geométrica inicial para o Problema 4. Versao interativa aqui.

w

Fonte: O autor.

Sejam ¢, d e f as circunferéncias de centro O, a circunscrita ao AABC e ao AKBN,
respectivamente. As retas AC, KN, e M B sao eixos radicais das circunferéncias ¢, e d, ce f
e d e f, respectivamente. Seja P o centro radical das trés circunferéncias anteriores. Isto é,
P=ACNKNNMB.

Como os quadrildteros BNKM e NCAK sao ciclicos tem-se:

180° = ZPMK + ZBMK = /ZBNK + ZCNK = ZCAK + ZPAK.

Logo, o quadrilatero PM K A é ciclico. Seja E a segunda intersecao da linha M A com a

circunferéncia c¢. Como o quadrilatero K NFE A é ciclico:
IMEN = ZAEN = ZAKP = ZAMP.

Segue que BP || MP || NE e bastara mostrar que OM L EN.

Mas também sabe-se que:
/MNE =/BMN = /BKN = /ZMEN.

Os triangulos M EN e OEN sao isosceles com a mesma base EN, segue que M E = M N
e OF = ON. Os pontos O e M pertencem a mediatriz do segmento E'N, disto é concluido que
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OM L EN. A Figura 4.3 mostra uma constru¢ao geométrica.

Figura 4.3: Construcao geométrica para o Problema 4. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.3 Eixo Radical. Teorema de Pitidgoras. Semelhanca de
triangulos. P15 SL IMO 1994.

Problema 5. Uma circunferéncia w € tangente a duas linhas paralelas Iy e ly. Uma sequnda
circunferéncia wy € tangente a ly em A e a w externamente em C. Uma terceira circunferéncia
wy € tangente a lo em B, externamente a w em D e a wy externamente em E. Os segmentos

AD e BC interceptam-se no ponto Q. Provar que Q € o Circuncentro do tridngulo CDE.

A IMO 1994 foi realizada em Hong Kong, regiao administrativa especial chinesa. Problema

15 da SL, proposto pela delegacio da Riussia [2].

4.3.1 Resolucao do Problema 5

A Figura 4.4 seré utilizada como referéncia para auxiliar na interpretacao.
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Figura 4.4: Construcao geométrica para auxiliar na interpretacao do Problema 5. Versao
interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam as circunferéncias w, wy e ws de centros O, O e Oy € raios r, | e rq, respectiva-
mente. Sejam os pontos K e L de tangencia de w com [y e [y, respectivamente.

A ideia da prova serd mostrar que a reta AD é uma tangente comum as circunferéncias
w e wye. Com isto, a reta AD é o eixo radical de w e w,. Analogamente, mostrando que a reta
BC' é uma tangente comum as circunferéncias w e wy, segue que a reta BC' é o Eixo Radical
de w e wy. Consequentemente, () é o Centro Radical das trés circunferéncias: w, wy e wsy. O
Centro Radical tem a mesma Poténcia em relacao as trés circunferéncias, logo equidista dos
pontos de tangencia C, D e F.

Inicia-se conetando os centros das circunferéncias e tracando o didmetro K L. Como K e
L sao pontos de tangencia o diametro K L é perpendicular a [; e l;. Determinam-se os pontos
H e J como os pés das perpendiculares a KL que passam por O; e O, respectivamente. O
ponto I é encontrado na intersecao da reta JOy com uma reta paralela a K L passando por O;
(Figura 4.5).
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Figura 4.5: Construgao adicional para auxiliar na interpretacao do Problema 5. Versao intera-
tiva aqui.

Fonte: O autor.

Sejam KA = HO, = x e LB = JOy = y. Tem-se que OO; = r +ry, OO0y = 1 + 19,
010 =r1+1ry, HO=r—1,0J =1r—19, O1l =2r —ry —rg e O3l =x —y.

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo O HO, retangulo em H, tem-se:

22 = (T+T1)2 — (7’—7’1)2,

x® = drry. (4.3.1)

Analogamente, aplicando o Teorema de Pitadgoras no triangulo Oy JO, retangulo em J,

obtém-se:

yQZ(TJr?“?)Q—(T—Tz)Qa

y? = 4rry. (4.3.2)

E aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo O,10s, retangulo em I, obtém-se:
(ﬁ—?/)2 = (7”1+7”2)2 —(@2r—n —7“2)27

x? + 9% — 2wy = drry + drrg — 42 (4.3.3)

LOPEZ LINARES, J. Poténcia de ponto relativo a uma circunferéncia: teoria,
construcoes e problemas Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de
Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 64 p. ISBN 978-65-87023-30-4 (e-book).
Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023304.


https://www.geogebra.org/m/psxypgvb

CAPITULO 4. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS 50

Substituindo (4.3.1) e (4.3.2) em (4.3.3) encontra-se:

2

Ty = 277,

r 2r

- = —. 4.34
= (13.4)

A equacao (4.3.4) implica que os tridangulos AKO e K LB sao semelhantes pelo critério
LAL, um par de lados proporcionais e o angulo compreendido entre os mesmos congruente
(LZAKO = ZBLK = 90°). Segue que KB ¢é perpendicular a AO, pois AK || BLe KO || KL.
Seja G = KB N AO, tem-se ZOGD = 90°.

Seja N € wy tal que NB é diametro. Tem-se que ZNDB = /KDL = 90°, logo D =
BK N NL. Como o triangulo OKD é isosceles de base KD (OK = OD) e OG é altura
segue que OG também é bissetriz do angulo KOD e /KOG = ZDOG. Os triangulos AKO
e ADO sao congruentes por LAL (AO é comum e KO e DO sao raios de w). Portanto,
LAKO = ZADO = 90° e a reta AD ¢ tangente a w e ws.

Analogamente, a equagao (4.3.4) também implica que os triangulos AKL e BLO sao
semelhantes pelo critério LAL, um par de lados proporcionais e o angulo compreendido entre
os mesmos congruente (ZAKL = ZBLO = 90°). Segue AL é perpendicular a BO, pois
AK || BL e LK || LO. Seja P = AL N BO, tem-se ZOPC = 90°.

Seja R € w; tal que AR é diametro. Tem-se que ZACR = ZKCL = 90°, logo C =
ALNKR. Como o triangulo OCL é isosceles de base CL (OL = OC') e OP é altura segue que
OP também ¢ bissetriz do angulo COL e ZCOP = ZLOP.

Os triangulos COB e LOB sao congruentes por LAL (OB é comum e CO e LO sao raios
de w). Conclui-se que ZOLB = ZOCB = 90° e a reta BC' é tangente a w e wy.

4.4 Poténcia de ponto relativo a circunferéncia, base mé-
dia, semelhanca. P2 IMO 2009.

Problema 6. Seja ABC' um tridngulo com circuncentro O. Sejam P e Q) pontos no interior
dos lados CA e AB, respectivamente. Sejam K, L e M o0s pontos médios dos segmentos BP,
CQ e PQ, respectivamente, e seja I o circulo que passa por K, L e M. Se PQ ¢é tangente a T,
provar que OP = OQ).

A IMO 2009 foi realizada na cidade de Brémen, Alemanha. Problema 17 da lista curta e

escolhido como segundo da competigio, proposto pela delegacao da Russia [2].

4.4.1 Resolugao do Problema 6.

A Figura 4.6 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 4.6: Construgao geométrica inicial para o Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja ¢ a circunferéncia circunscrita ao AABC e O’ o centro de I'. No APQ B tem-se que
M e K sao pontos médios. Logo,
MK || @B || AB,
MK 1
QB 2

Analogamente, no APQC encontra-se que M e L sao pontos médios. Segue que:

ML || PC || AC,
ML 1
PC 2

Por serem angulos formados de segmentos mutuamente paralelos obtém-se que ZKM L =

/BAC. Adicionalmente, vale que:
ML  PC

MK ~ QB
Por alterno entre paralelas ZAQP = ZKMQ@. Como PQ é tangente a ', referente a corda
KM, tem-se a igualdade de um angulo de segmento com um inscrito ZKMQ) = ZM LK.
Segue que AAQP ~ AMLK,

(4.4.1)

AQ AP QP

ML MK LK’ (14.2)
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De (4.4.1) e (4.4.2) tem-se:
AQ ML _PC
AP MK QB’

Logo,
AQ - QB = AP - PC. (4.4.3)

A equacao (4.4.3) indica que a poténcia de @) e P em relagao a circunferéncia c é a mesma:
Pot.(Q) = OA* — 0Q* = OA* — OP* = Pot,(P).
Isto ¢, OQ = OP. A Figura 4.7 mostra uma construcao geométrica.

Figura 4.7: Construgao geométrica para o Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.5 Poténcia de um ponto. Eixo Radical. Quadrilatero

Inscritivel. Semelhanca de triangulos. P5 IMO 2012.

Problema 7. Seja ABC um tridngulo tal que ZBCA = 90°, e seja Cy o pé da altura relativa
a C. Seja X um ponto no interior do segmento CCy. Seja K o ponto do segmento AX tal
que BK = BC'. Analogamente, seja L o ponto do segmento BX tal que AL = AC. Seja M o
ponto de intersecao de AL com BK. Provar que MK = ML.
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A IMO 2012 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina. Problema 5 da compe-
ticao [2].

4.5.1 Resolucao do Problema 7

A Figura 4.8 ajuda entender a descricao que segue.

Figura 4.8: Uma solugdo do Problema 7. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja C" a reflexao do ponto C' na linha AB, e w; e wy circunferéncias com centros A e
B, que passam por L e K, respectivamente. Devido a AC' = AC' = AL e BC' = BC = BK,
tanto w; como wy passam por C' e C'. De ZBCA = 90° tem-se que AC' é tangente a w, em
C, e BC é tangente a w; em C. Seja K; # K a segunda intersecao de AX e wy, e L1 # L a
segunda intersecao de BX e wy.

Nota-se que X é um ponto do Eixo Radical das circunferéncias w; e w,, pois X € CC".

Pelo Teorema das Cordas, a Poténcia do ponto X com relacao a wy e wy pode ser escrita como:

Poty,(X) = XK - XK, = XC - XC' = XL - XL, = Pot,, (X). (4.5.1)
Da equagao (4.5.1) segue que:
XK XL
XL XK,

O resultado anterior e o fato que ZL1 XK = ZK; XL (opostos pelo vértice) indicam que
AL XK ~ AK{XL. Como consequéncia tem-se que /KL X = ZLK;X, o qual leva a que o
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quadrilatero K3 LK Ly é inscritivel (circunferéncia ws).

Nota-se que X também é um ponto do Eixo Radical das circunferéncias w; e ws, pois
X € LL, e das circunferéncias wsy e ws, pois X € KK;. Isto é, X é o Centro Radical de w,
wo € Ws.

A Poténcia de A com relacao a ws pode ser calculada de duas formas:
AC? = Pot,,,(A) = AK - AK.

Como, por hipotese, AC' = AL tem-se:
AL* = AK - AK, = Pot,,(A).

Isto é, AL é tangente a ws.

Analogamente, a Poténcia de B com relagao a w; pode ser calculada de duas formas:
BC? = Pot,,(B) = BL - BL;.

Por hipétese BC = BK, logo:
BK? = BL - BL, = Pot,,(B).

Isto ¢, BK é tangente a ws. Segue que MK e ML sao duas tangentes de M a w3 e
MK = ML.

4.6 Tangéncia a uma circunferéncia. Angulos inscritos e
de segmento. Poténcia de um ponto e Eixo Radical.
P8 NA IGO 2014-5.

Problema 8. O triangulo ABC' ¢ acutdngulo com AC > AB, de circunferéncia circunscrita
¢ e Circuncentro O. A linha tangente a ¢ em A intersecta a continuacao de BC em P. X € o
ponto de OP tal que ZAXP = 90°. Os pontos E € AB e F € AC sao escolhidos no mesmo
lado de OP e satisfazem que ZEXP = /ZACX e /FXO = /ZABX. Se K, L sao os pontos de

intersecao de EF com ¢, mostrar que OP € tangente ao circuncirculo d do AKLX.

Problema 8 NA (Nivel Avangado) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian
Geometry Olympiad) de 2014-2015, proposto por Mahdi Etesami Fard [4].
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4.6.1 Resolucao do Problema 8

A Figura 4.9 mostra uma construgao geométrica inicial para o Problema 8.

Figura 4.9: Construgao geométrica inicial do Problema 8. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam os pontos M e N na continuacao de XF e X E tal que M, L, X e K e N estejam
na mesma circunferéncia d (Figura 4.10).

A seguir provar-se-4 que ZAMX = LZACX = ZNXP. Depois, que N, A e M sao
colineares, logo ZAMX = ZNMX. Em referéncia a corda NX de d o ZNMX ¢ inscrito. No
caso de tangéncia de PX com d o ZN X P é de segmento. Sendo valido que ZNMX = ZNXP
estard demonstrada a tangéncia de PO com d.

O ponto F esta sobre o Eixo Radical das circunferéncias c e d. Logo, pode-se calcular a
Poténcia de F' como:

XF-FM=FL-FK =AF-FC.

Segue que o quadrilatero AMCX é ciclico (circunferéncia e) e ZAMX = ZACX. Portanto, F
é Centro Radical de ¢, d e e.
Analogamente, o ponto E esta sobre o Eixo Radical das circunferéncias ¢ e d. Logo,

pode-se calcular a Poténcia de E como:
XE-EN=FEL-FEK = AE - EB.

Segue que o quadrilatero AN BX é ciclico (circunferéncia f) e ZANX = ZABX. Ou seja, E é
Centro Radical de ¢, d e f.
Agora provar-se-4 que N, A e M sao colineares. Como ANBX e AMCX sao ciclico
segue:
INAM = /NAE + ZA+ /FAM = /EXB+ ZA+ ZCXF.

Na equacao anterior utiliza-se que a soma dos angulo numa volta completa ao redor
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do ponto X é 360°, LZAXE = 90° — LZEXP = 90° — LACX e ZAXF = 90° — LFXO =
90° — LABX:
INAM = ZA+180° — £LBXC + LABX + LZACX =

=/A+180° - 4LBXC+ £ZBXC — LA = 180°.

Conclui-se que ZAMX = ZNMX. Sendo valido que ZNMX = ZNXP esta demons-
trada a tangéncia de PO com d. Em referéncia a corda NX de d o ZNMX ¢ inscrito e o
ZNXP é de segmento. A Figura 4.10 permite acompanhar a resolu¢ao do Problema 8.

Figura 4.10: Guia para a resolucao do Problema 8. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.7 Quadrilateros ciclicos. Poténcia de um ponto relativo

a uma circunferéncia. Semelhanca de triangulos. P7
NA IGO 2014-5.

Problema 9. Um triangulo acutingulo ABC é dado. Uma circunferéncia de didmetro BC
intersecta AB, AC em E, F, respectivamente. Seja M o ponto médio de BC' e P o ponto de
intersecao de AM e EF. X € um ponto no arco menor de EF eY o sequndo ponto de intersecao

de X P com a circunferéncia mencionada anteriormente. Mostrar que /X AY = /XY M.
Problema 7 NA (Nivel Avangado) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Tranian
Geometry Olympiad) de 2014-2015, proposto por Ali Zooelm [4].

4.7.1 Resolucao do Problema 9

A Figura 4.11 permite acompanhar a resolucao da primeira parte do Problema 9.
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Figura 4.11: Guia para a resolucao da primeira parte do Problema 9. Versao interativa aqui.

90° —a— g

B M ) c

Fonte: O autor.

Tem-se /BFC = ZBEC = 90°. Sejam /FCE = «a e ZECB = . Como BEFC é um
quadrilatero inscritivel segue que /FBE = /FCE =a e ZEFB=/FECB = j3.
Como MF = MB = MC obtém-se:

/MFC = /MCF = a + 8,

/FBC =/ZCEF = /ZMFB =90°—a — (3.

Também encontram-se os angulos suplementares em E e F. Isto é, ZAEF = a+ [ e
ZAFFE = 90° — . Pela soma dos angulos internos no AAFEF segue que ZEAF = 90° — j3.

Chama-se com a letra O ao Circuncentro do AAFEF. Isto define os triangulos isosceles
OFEF, OFA e OAFE de bases EF, FA e AE, respetivamente.

Sejam L/OEF = LOFFE = x, Z/OFA = ZOAE = y e LZOAF = ZOFA = z. Como

r+y=a+p,r+2=90°—pey+z=90°— q, resolvendo o sistema encontra-se:
/OFF = /0OFFE =z = q,
/OFA=/0AF =y = (3,

LOAF = /OFA=2»=90° — o — 8.

Logo, ZMFO = 90°.

A Figura 4.12 permite acompanhar a resolucao da segunda parte do Problema 9.
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Figura 4.12: Guia para a resolucao da segunda parte do Problema 9. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Suponha-se que o ponto K ¢ a interse¢ao de AM com o circulo circunscrito (circunferéncia
d, em amarelo) ao AAEF. Viu-se que ZMFO = 90°, entao M F é tangente a d em F.

A Poténcia do ponto M relativa a circunferéncia d pode ser escrita utilizando a tangente
MF ou a corda KA: MF? = MK -MA. Por outro lado, MY = MF. Logo, MY? = MK - MA.
Como ZAMY = /Y MK (comum) e 12 = 2E "entdo pelo critério de semelhanca LAL obtém-
se:

AMY A ~ AMKY,
LYAM = /KY M.

Adicionalmente, como P estd no Eixo Radical de ¢ e d calcula-se a Poténcia do ponto P
de trés formas: AP- PK = PE-PF = PX - PY. Logo, AXKY é ciclico (circunferéncia e, em
verde). Isto é, P é Centro Radical de ¢, d e e. Com isto, ZXAK = ZXY K. Conclui-se que
/XAY = /XY M.
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