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Prefacio

Este é um texto destinado a introdugcdo dos conceitos basicos da
Optica moderna, elaborado para estudantes de fisica ou engenharia
elétrica. Seu enfoque principal esta voltado para a Optica fisica, onde
fendbmenos ondulatérios, tais como difracéo e interferéncia, <o
abordados. Entretanto, no Cap. 2 sdo introduzidos alguns topicos de Optica
geométrica, onde o cardter ondulatério da luz € ignorado. A apresentacéo
destes conceitos € importante, pela analogia que historicamente foi
relizada entre a equagdo de Schrodinger e a equacdo das ondas
eletromagnéticas, via Optica geometrica

Na exposicdo do materid admite-se que o auno ja tenha
conhecimentos de eletromagnetismo e que possua agumas nocgles de
fisca matematica. No fina do Cap. 2, quando se faz a andogia entre a
Optica geométrica e a mecanica cléssica, s80 necessarios conhecimentos
relativos ao formalismo de HamiltonrJacobi. Cada capitulo apresenta
inicialmente os conceitos basicos, seguidos por uma lista de problemas
propostos. No capitulo final sdo sugeridas demonstragdes a serem
redlizadas pelo professor para a melhor fixagdo das idéias apresentadas.
Tais demonstragbes podem ser redlizadas com um instrumental
relativamente barato, acessivel a qualquer instituicdo ministrando cursos
ao nivel de graduagéo.

O texto comega fazendo uma introducéo do desenvolvimento das
idéias na area de Optica. Isto € interessante para se localizar os topicos que
veremos nos capitulos subseqiientes dentro de certo contexto histérico.
Nos capitulo seguinte tratamos da propagacdo dos raios (Optica de raios),
mas depois 0 texto detémrse no assunto central, a Optica ondulatéria.
Iniciamente discute-se no Cap. 3 a equagdo que descreve as ondas
eletromagnéticas, suas solugdes e propriedades. O Cap. 4 trata da fase do
campo eletromagnético e alguns efeitos lidados a ela, porém sem exaurir o
assunto. O conceito de fase sera utilizado freqlientemente nos capitulos
subsequientes.

No Cap. 5 daremos atencéo a natureza vetorial do campo elétrico
e introduziremos o conceito de polarizagio. Enfase é dada a deducZo das
equacOes de Fresnel pela sua utilidade e importancia historica. Em



seguida sB0 apresentados varios dispositivos e técnicas que permitem
alterar a polarizacdo daluz e muitas vezes controlar sua intensidade. Estes
efeitos sBo de grande importancia em aplicagbes que envolvem o
chaveamento da luz, como por exemplo, em comunicagoes opticas.

O fendbmeno de interferéncia € abordado no Cap. 6 Nele sdo
discutidos o principio da superposi¢éo, e as interferéncias de dois feixes e
multiplos feixes. Interferdmetros de grande aplicacdo prética, tais como o
de Michelson, Mach-Zehnder e Fabry-Perot sdo discutidos em detalhes.
Um outro assunto tratado, a teoria de peliculas, é de grande interesse
prético, pois permite o calculo do efeito de um conjunto de filmes finos
dielétricos sobre o espectro de transmissdo, ou reflexdo, de espelhos
multicamadas, filtros interferenciais e revestimentos anti-refletores. Paraa
observacdo de padrdes de interferéncia, faz-se em geral necessério que
haja coeréncia na luz utilizada. Este topico é tratado no Cap. 7.

O Cap. 8 referese a0 fendbmeno de difragdo. Iniciamente
introduzimos a formulacdo matemética que resulta na formula de Fresnel-
Kirchhoff. Os casos de difracgo de Fraunhofer e Fresnel sdo discutidos e a
aplicagdo em redes de difragdo € apresentada. Neste capitulo também
procuramos tratar tépicos de interesse prético tais como, microscopia por
contraste de fase e Optica difrativa (Optica de Fourier).

Estes aito capitulos compdem o nucleo central de um curso de
optica béasico, que deve ser conhecido por profissionais que trabalham
nesta area. Nos capitulos finais procuramos complementar alguns
conceitos ja introduzidos e abordar topicos mais especificos.
Apresentamos no Cap. 9 um modelo cléssico paraainteracéo da radiacdo
com a matéria, para em seguida discutir os principios de funcionamento
do laser. E apresentado o modelo semi-cléssico da interagio da radiacio
com a matéria (Cap. 10), discutimos cavidades Opticas (Cap. 11), acdo
laser (Cap. 12) e regimes de operacéo de um laser (Cap. 13). Finamente,
introduzimos alguns conceitos de Optica ndo linear (Cap. 14), Optica de
cristais (Cap. 15) e guiamento de luz (Cap. 16).
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Uma visao histérica 1

Uma visao
historica

1.1 Consideracdes preliminares

A érea de dptica é um campo de estudos fascinante. De maneira
simplificada, podemos dizer que ela é o ramo da Fisica que estuda a
propagacdo da luz e sua interacdo com a matéria. Em muitas areas da
ciéncia e tecnologia, o entendimento de determinados conceitos pode ser
dificil porque seus efeitos ndo sdo facilmente visualizados. Na éptica,
entretanto, o simples uso de um laser permite a visualizacdo de um dado
efeito como funcgdo de varios parametros, facilitando o aprendizado. Isto
se deve principalmente a coeréncia, monocromaticidade e colimacdo da
luz proveniente deste instrumento, que permitem a observacdo de
fendmenos tais como interferéncia e difracdo, nos quais a natureza
ondulatéria da luz se manifesta claramente. Entretanto, para se chegar ao
desenvolvimento deste dispositivo, e de varios outros que sdo importantes
no nosso cotidiano, um longo caminho foi percorrido e este percurso
gerou um histérico bastante rico. Alguns aspectos que merecem destaque
estdo ligados as idéias sobre a natureza da luz e aos caminhos paralelos
que a oOptica e 0 eletromagnetismo trilharam durante séculos. Para se
entender um pouco estes fatos, faremos, no transcorrer desta se¢do, uma
breve revisdo histérica do desenvolvimento dos conceitos principais
ligados a oOptica.

Um outro fato importante para o qual deve-se chamar a atengédo
refere-se & analogia existente entre a dptica fisica e a mecénica quéntica.
No estado estacionario, ambas sdo descritas pela mesma equacdo de ondas
e assim, varios fendmenos que se observa num laboratério de Optica
podem ser usados para um melhor entendimento da mecénica quantica.
Apenas como exemplo, o principio da incerteza de Heisenberg pode ser

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacoes



2 Uma visao historica

verificado num experimento de difracdo de luz por uma fenda, como
veremos no Cap. 8. Similarmente, outros fendbmenos nos quais a matéria
comporta-se de forma ondulatéria encontra seu analogo na Optica fisica.
Desta forma, o aprendizado da mecanica quantica torna-se mais simples
com o auxilio da optica.

1.2 Desenvolvimentos iniciais

Antes do século XVII existia pouco embasamento teérico para 0s
fendmenos dpticos observados. Eram conhecidos alguns elementos tais
como lentes e espelhos, mas a teoria descrevendo seu principio de
funcionamento ndo estava sedimentada. A primeira grande evolugéo da
Optica ocorreu durante o século XVII, quando houve um desenvolvimento
significativo da sua formulagdo matematica, possibilitando a explicacdo
dos fendmenos observados até entdo. Nas duas primeiras décadas foram
introduzidos os sistemas Opticos que combinam duas lentes. O primeiro
deles, o telescopio refrativo, foi patenteado em 1608 por Hans Lippershey
(1587-1619), um holandés fabricante de dculos. Seu dispositivo utilizava
uma ocular céncava, conforme esquematizado na Fig. 1.1. Ouvindo falar
desta invengdo, Galileo Galilei (1564-1642) construiu seu proprio
telescopio e em 1610 descobriu as luas de Jupiter, os anéis de Saturno e a
rotacdo do Sol. Estas descobertas popularizaram este instrumento éptico e
a configuracdo que utiliza a ocular céncava leva hoje o nome de
telescdpio Galileano. O telescdpio com ocular convexa, também mostrado
na Fig. 1.1, foi introduzido por Johannes Kepler (1571-1630), que o
utilizou para fazer importantes observagdes astrondmicas, que se tornaram
conhecidas como as leis de Kepler. O telescépio Kepleriano tornou-se
mais difundido por possibilitar maior tolerancia na acomodacéo visual.

telescdpio Galileano
(ocular cbncava)

(l: telescopio Kepleriano
(ocular convexa)

Fig. 1.1 - Tipos de telescopios refrativos.

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacoes



Uma visao histérica 3

O segundo tipo de sistema éptico que combina duas lentes é o
microscdpio. Ele foi inventado provavelmente pelo holandés Zacharias
Janssen (1588-1632) por volta de 1609, na versdo possuindo ocular
concava. E interessante notar que a invencdo deste instrumento ocorreu
praticamente a0 mesmo tempo que a do telescopio. O microscopio com
ocular convexa foi introduzido logo a seguir por Francisco Fontana
(1580-1656).

Além do desenvolvimento tecnoldgico destes instrumentos
refrativos de duas lentes, comegou-se neste periodo a elaboragdo da
formulacdo matematica que permite o célculo da propagacdo dos raios.
Em seu livro Dioptrice, de 1611, Kepler apresenta a lei de refracdo para
pequenos angulos, estabelecendo que os angulos de incidéncia e refracdo
sdo proporcionais. Esta aproximacgdo, chamada de paraxial, possibilitou o
tratamento matematico de sistemas Opticos simples, compostos de lentes
finas. Neste mesmo trabalho, ele introduz de forma pioneira o conceito de
reflexdo total interna. Apesar deste sucesso inicial, podemos dizer que a
maior contribuicdo para o desenvolvimento da Optica nesta primeira
metade do século XVII deveu-se a Willebrord Snell (1591-1626), que em
1621 introduziu a lei da refracdo (lei dos senos). O conhecimento desta lei
deu origem a Optica aplicada moderna, permitindo o calculo de sistemas
Opticos mais complexos, ndo tratdveis pela aproximacdo paraxial
introduzida por Kepler. A lei de Snell foi deduzida pela primeira vez em
1637, por René Descartes (1596-1650), que lancou mdo de uma
formulacdo matematica baseada em ondas de pressdao num meio eldstico.
Aparentemente, esta foi a primeira vez em que a luz foi tratada como
onda.

Uma outra deducéo interessante da lei de Snell foi realizada por
Pierre de Fermat (1601-1665) em 1657, utilizando o principio do tempo
minimo. Anteriormente a Fermat, Heron, de Alexandria, havia
introduzido o principio da menor distancia, que previa que 0S raios
andariam sempre em linha reta, que é a menor distancia entre dois pontos.
Com o principio de Fermat, existe a possibilidade do raio executar uma
trajetoria curva se 0 meio nao for homogéneo. Abordaremos este ponto
com maiores detalhes no préximo capitulo, apresentando inclusive outras
formulagdes matematicas além daquela baseada no principio de Fermat.

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacoes



4 Uma visao historica

1.3 Optica ondulatéria versus corpuscular

Na segunda metade do século XVII, descobertas interessantes
foram realizadas e novos conceitos foram introduzidos. O fendmeno de
difracdo foi descoberto por Francesco Maria Grimaldi (1618-1663),
através da observacao de bandas de luz na sombra de um bastdo iluminado
por uma pequena fonte. Em seguida, Robert Hooke (1635-1703) refez os
experimentos de Grimaldi sobre difracdo e observou padrGes coloridos de
interferéncia em filmes finos. Ele concluiu, corretamente, que o fenémeno
observado devia-se a interacdo entre a luz refletida nas duas superficies do
filme e propbs que a luz originava-se de um movimento ondulatério
rapido no meio, propagando-se a uma velocidade muito grande. Surgiam
assim as primeiras idéias da teoria ondulatéria, ligadas as observacdes de
difracdo e interferéncia que eram conhecidas no caso das ondas sobre uma
superficie de guas calmas.

Contribuicdes relevantes para a Optica foram feitas por Isaac
Newton (1642-1727). Em 1665 ele realizou experimentos de dispersao
num prisma, que o levou a conclusdo da composicdo espectral da luz
branca. Também introduziu a teoria corpuscular que afirmava que “a luz é
composta de corpos muito pequenos, emitidos por substancias
brilhantes™. Esta sua afirmacédo foi provavelmente baseada no fato de que
raios de luz se propagam em linhas retas num meio homogéneo e dai a
analogia com o movimento retilineo que uma particula descreve quando
ndo existe forga agindo sobre ela. A teoria corpuscular explicava, por
exemplo, a formacdo de sombras, de imagens geradas por uma lente, etc..
Nesta época Newton aceitava as duas teorias, tanto a corpuscular como a
ondulatoéria. A dispersdo de luz por um prisma era explicada por ele com
sendo devida a excitacdo de ondas no meio, por corpusculos de luz; cada
cor correspondia a um modo normal de vibrag&o, sendo que a sensacdo de
vermelho correspondia as vibragfes mais longas, enquanto que o violeta,
as mais curtas. Com o passar do tempo, Newton inclinou-se para a teoria
corpuscular, provavelmente devido a dificuldade de se explicar a
propagacao retilinea da luz através de ondas que se estendiam em todas as
direcBes. Newton também introduziu o telescépio por reflexdo em 1668,
para contornar os problemas de aberracdo cromatica existentes nos
telescdpios por refracdo. Ele acreditava que estas aberracdes presentes nas
lentes jamais poderiam ser evitadas, o que se provou ndo ser verdade com
a introducdo do dubleto acromatico no século XVIII.
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Christiaan Huygens (1629-1695), contemporaneo de Newton,
inclinava-se para a interpretacdo ondulatéria da natureza da luz. Esta
concepcéo explicava certos fendbmenos, como por exemplo, a interferéncia
e a difracdo dos raios de luz. Ele estendeu a teoria ondulatéria com a
introducdo do conceito das ondas secundarias (principio de Huygens),
com as quais deduziu as leis da reflexdo e refragdo. Fez ainda varias
outras contribui¢fes importantes, como por exemplo, estabelecendo que a
velocidade de propagacdo da luz variava inversamente com uma
propriedade do material, denominada indice de refracdo (v o« 1/n). A dupla
refracdo da calcita também foi descoberta por ele.

Independente da natureza corpuscular ou ondulatéria da luz, um
dado importante a ser obtido era sua velocidade de propagacdo. Muitos
acreditavam que ela se propagava instantaneamente, com velocidade
infinita. Porém, em 1676, Dane Ole Christensen Romer (1644-1710)
sugeriu a medida da velocidade da luz pela verificagdo do intervalo entre
eclipses da lua lo, de Japiter, que se move praticamente no mesmo plano
que este planeta se move em torno do Sol. A realizacdo destas medidas,
baseadas no principio mostrado na Fig. 1.2, demonstrou que embora
muito grande, a velocidade da luz é finita. Observando-se o diametro
aparente de Japiter, era possivel saber como a distancia deste a Terra, r(t),
mudava com o tempo. Como o intervalo entre duas eclipses consecutivas
variava com 0 tempo, associou-se esta variacdo a velocidade de
propagacéo finita da luz, de acordo com At = Ar/c, de onde se obteve ¢ ~
2.3x10° m/s.

D Orbita da Terra

Fig. 1.2 - Medida da velocidade da luz realizada por Romer. As linhas
pontilhadas definem o &ngulo de visdo de Japiter por um observador
na Terra.
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Ao final do século XVII, ambas as teorias (corpuscular e
ondulatéria) eram aceitas. Durante o século XVIII acabou prevalecendo a
teoria corpuscular, principalmente devido ao grande peso cientifico de
Newton, que havia se inclinado na direcdo desta. Ndo houve grandes
avancos da Optica naquele século, exceto pela construgdo do dubleto
acromatico em 1758, por John Dollond (1706-1761).

1.4 Ressurgimento da teoria ondulatéria

O inicio do século XIX presenciou o ressurgimento da teoria
ondulatéria. Entre 1801 e 1803, Thomas Young (1773-1829) propbs o
principio da superposicdo e com ele explicou o fendmeno de interferéncia
em filmes finos. Devido ao peso cientifico de Newton e suas idéias sobre
a teoria corpuscular, Young foi bastante criticado pela comunidade
cientifica inglesa devido a estes trabalhos. Desconhecendo 0s avangos
realizados por Young, ja que a difusdo de conhecimentos era lenta naquela
época, Augustin Jean Fresnel (1788-1827) prop6s, 13 anos mais tarde,
uma formulagdo matematica dos principios de Huygens e da interferéncia.
Na sua concepcdo, a propagacdo de uma onda primaria era vista como
uma sucessdo de ondas esféricas secundarias que interferiam para refazer
a onda primaria num instante subsequente. Esta proposicdo, chamada de
principio de Huygens-Fresnel, também recebeu muitas criticas da
comunidade cientifica francesa, principalmente por parte de Laplace e
Biot. Entretanto, do ponto de vista matematico, a teoria de Fresnel
explicava uma série de fendbmenos, tais como os padrdes de difracdo
produzidos por varios tipos de obstaculos e a propagacdo retilinea em
meios isotrdpicos, que era a principal objecdo que Newton fazia a teoria
ondulatéria na época. Pouco tempo depois, Gustav Robert Kirchhoff
(1824-1887) mostrou que o principio de Huygens-Fresnel era
consequiéncia direta da equacdo de ondas e estabeleceu uma formulacéo
rigorosa para o fendmeno de difragcdo, como veremos no Cap. 8. Ao saber
que a idéia original do principio da superposicdo devia-se a Young,
Fresnel ficou decepcionado, porém os dois acabaram tornando-se amigos
e eventuais colaboradores. Fresnel também colaborou com Dominique
Francois Jean Arago (1786-1853), principalmente em assuntos ligados a
polarizacédo da luz.
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Nos primoérdios da teoria ondulatoria, pensava-se que a luz era
uma onda longitudinal, similar & uma onda sonora propagando-se num
meio ténue, porém com alta constante eléstica, chamado éter. Tal meio
precisava ser suficientemente ténue para ndo perturbar o movimento dos
corpos e a constante de mola deveria ser elevada para sustentar as
oscilagdes de alta frequéncia da luz. Por outro lado, a dupla refragdo da
calcita j& havia sido observada por Huygens, que notou que a luz tem
“dois lados opostos”, atribuidos a presenca do meio cristalino.
Posteriormente, Etienne Louis Malus (1775-1812) observou que os “dois
lados opostos” também se manifestavam na reflexdo e que ndo eram
inerentes a um meio cristalino, mas sim, uma propriedade intrinseca da
luz. Fresnel e Arago realizaram uma série de experimentos visando
observar seu efeito no processo de interferéncia, mas os resultados nao
podiam ser explicados com o conceito de onda longitudinal aceito até
entdo. Por varios anos, Fresnel, Arago e Young tentaram explicar os
resultados observados, até que finalmente Young prop6s que a luz era na
verdade composta por ondas transversais (duas polariza¢fes), como as que
existem numa corda. A partir dai, Fresnel utilizou um modelo mecanicista
de propagacdo de ondas transversais para deduzir suas famosas equagdes
de reflexdo e transmissdo numa interface dielétrica, para as duas
polarizac6es. Esta deducdo esta apresentada no Cap. 5.

Em 1825, a teoria ondulatéria ja era bastante aceita enquanto que
a teoria corpuscular tinha poucos defensores. Até meados do século,
foram realizadas varias medidas terrestres da velocidade da luz. Em 1849,
Armand Hippolyte Louis Fizeau (1819-1896) utilizou uma roda dentada
rotatria (chopper) para gerar pulsos de luz e um espelho distante que
refletia os raios de volta para a roda. Variando a velocidade angular desta,
variava-se o periodo entre duas aberturas consecutivas e era possivel fazer
com que os pulsos passassem ou fossem bloqueados pela roda. A partir
das equacGes do movimento retilineo uniforme, Fizeau determinou a
velocidade da luz como sendo 315.300 km/s. Outro conjunto de medidas
visando a determinacdo da velocidade da luz foi realizado por Jean
Bernard Léon Foucault (1819-1868), com a utilizacdo de um espelho
rotatério desenvolvido em 1834 por Charles Wheastone (da ponte de
Wheastone) para a medida da duracdo de uma descarga elétrica. Arago
havia proposto o uso deste dispositivo para a determinacdo da velocidade
da luz em meios densos, mas ndo conseguiu realizar o experimento.
Entretanto, Foucault logrou éxito nesta tarefa e em 1850 verificou que a
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velocidade de propagacgdo da luz na agua era menor que no ar. Isto era
contrario ao previsto pela teoria corpuscular de Newton e reforgou ainda
mais a teoria ondulatoria.

1.5 Ondas eletromagnéticas e luz

Enquanto isso, a eletricidade e o magnetismo desenvolviam-se
paralelamente a éptica. Em 1845 foi feita a primeira ligacdo entre o
magnetismo e a luz por Michael Faraday (1791-1867). O efeito Faraday,
gue veremos com detalhes no Cap. 5, consiste na rotacdo da polarizacdo
da luz quando esta passa por certos tipos de materiais submetidos a
campos magnéticos intensos. Entretanto, o relacionamento completo entre
a Optica e o eletromagnetismo sé foi estabelecido por James Clerk
Maxwell (1831-1879). Inicialmente ele introduziu a corrente de
deslocamento e re-escreveu, numa forma diferencial, as equagdes
empiricas existentes na época. As expressdes resultantes, hoje conhecidas
como equacgtes de Maxwell, foram combinadas e geraram uma equacao
de ondas para 0 campo eletromagnético, cuja velocidade de propagacédo
dependia das grandezaspo € € (C = 1/./eu,), que podiam ser

determinadas com medidas de capacitdncia e indutancia.
Surpreendentemente, o valor obtido era numericamente igual a velocidade
da luz, ja bem determinada experimentalmente. Com isto concluiu-se que
a luz era uma onda transversal, de natureza eletromagnética. Esta
descoberta foi ratificada pelo trabalho de Heinrich Rudolf Hertz (1857-
1894), que em 1888 produziu e detectou ondas longas através de uma
antena. NOs hoje sabemos que a luz visivel € uma forma de onda
eletromagnética, mas com comprimento de onda restrito ao intervalo que
vai de 4 x 10° cma 7.2 x 10™ cm, como mostra a Fig. 1.3.

A intuicdo na época é que para uma onda se propagar era
necessaria a existéncia de algum meio que a suportasse, no caso, 0 éter.
Assim, grande parte dos esforcos subsequentes foram na direcdo de se
determinar a natureza fisica e as propriedades do éter. Uma das questdes
relevantes na época era se o éter estava ou ndo em repouso. A origem
desta questdo estava ligada & observacdo da aberracdo estelar, realizada
em 1725 por James Bradley (1693-1762). Neste fenbmeno, ocorre um
desvio da luz das estrelas devido ao movimento de translagdo da Terra em
torno do Sol. Ele podia ser explicado facilmente pela teoria corpuscular;
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neste caso, seria equivalente a inclinacdo da trajetdria de gotas de chuva
que um observador localizado num trem em movimento observa, mesmo
que elas estejam caindo na vertical para um observador em repouso. Podia
também ser explicado pela teoria ondulatéria, desde que se considerasse 0
éter em repouso e a Terra passando sem perturbacdes por ele. Com esta
motivacao, iniciou-se uma série de estudos para a determinacdo do estado
de movimento do éter.

A (A

. Microondas e
10 ondas de radio

106 —

10° Infravermelho

10* L.
Visivel
10° .
Ultravioleta
10°
1 .
10" Raios X
10° 4}
R - Raios y

e e e e e e e e e

10'1 e e e e e e e e

Fig.1.3 - O espectro eletromagnético (1 A = 10® cm).

Arago realizou experimentos mostrando que fontes de luz
terrestres e extra-terrestres tinham o mesmo comportamento, como se a
Terra estivesse em repouso com relagdo ao éter. Para explicar estes
resultados, Fresnel sugeriu que a luz era parcialmente arrastada pelo éter,
conforme a Terra passasse por ele. Esta hipotese de arrastamento de
Fresnel era aparentemente confirmada por experimentos feitos por Fizeau,
com a passagem de luz por colunas cheias de 4gua em movimento e por
George Biddell Airy (1801-1892), que em 1871 usou um telescépio cheio
de 4gua para observar a aberragdo estelar. Supondo que o éter estava em
repouso absoluto, Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) desenvolveu uma
teoria englobando as idéias de Fresnel, e que resultou nas conhecidas
formulas de Lorentz.

Maxwell sugeriu em 1879, ano de sua morte, um esquema para se
determinar a velocidade com que o sistema solar se movia com relagdo ao
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éter. O fisico americano Albert Abraham Michelson (1852-1931), na
época com 26 anos, decidiu realizar o experimento proposto por Maxwell
e esquematizado na Fig. 1.4. A montagem experimental faz uso de um
interferometro de dois feixes, hoje conhecido como interferdbmetro de
Michelson, que sera discutido no Cap. 6. A luz proveniente de uma fonte é
dividida por um espelho semi-transparente (divisor de feixes), € refletida
por dois espelhos e retorna ao divisor de feixes. Parte da luz chega ao
observador e parte retorna a fonte (Fig. 1.4 (a)). Se a Terra estiver
andando para a direita com velocidade v e o éter estacionario, os feixes
horizontal e vertical levardo tempos diferentes para chegar ao observador.
De acordo com a Fig. 1.4 (b), estes tempos séo:

d d 2cd
t = + = 11
h c—Vv Cc+V ¢2_y? (1)

onde c é a velocidade da luz e d é a distancia do divisor de feixes ao
espelho. O primeiro termo representa o tempo que a luz demora a ir do
divisor de feixes até o espelho da direita e o segundo é o tempo de volta.
Para o feixe vertical temos:

(1.2)

de onde se obtém t =2d/,/c’~v?, de forma que a diferenca de tempos

entre os dois caminhos é dada por:

que corresponde a uma diferenca de fase:

A =0At="Z At S
A

2mc sz (ij 14)

onde 4 é o comprimento de onda da luz. Como as velocidades da luz e da
Terra eram conhecidas, esperava-se medir uma variacdo de pelos menos
1/3 de franja de interferéncia quando o interferdmetro fosse rodado 90°
com relagdo a geometria da Fig. 1.4. Entretanto ndo foi observada
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nenhuma variacdo e em 1881 Michelson publicou os resultados provando
que a Terra estava em repouso com relagdo ao éter. Estes experimentos
foram refeitos com maior precisdo em 1887, com a participacdo de
Edward Williams Morley (1838-1923), e novamente obteve-se um
resultado nulo. Fitzgerald e Lorentz tentaram explicar o resultado nulo do
experimento de Michelson e Morley admitindo que um corpo se contrai

na direcdo de seu movimento através do éter, na razdo /1—v?/c? . Este

encurtamento, conhecido como contragdo de Fitzgerald—Lorentz, igualaria
os dois caminhos Opticos de tal maneira que ndo haveria qualquer
deslocamento de franja. Entretanto, esta explicagdo ad hoc ndo era muito
satisfatoria, pois esta contracdo ndo era passivel de medigdo, ja que
qualquer aparelho se contrairia junto com o objeto a ser medido.

ALY espelho

espelho

fonte
N 2 (a)

observador - €3
Ko
% espelho

espelho
fonte P

(b)

AN
TSN

I SN

observador \ﬁ v

Fig. 1.4 - Diagrama simplificado do experimento de Michelson-Morley: (a)
interferémetro e (b) caminhos Opticos.
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1.6 A relatividade restrita

A observacdo da aberragdo estelar ndo poderia ser explicada pela
postulagdo de um éter em repouso com relagdo a Terra. Os resultados
obtidos por Michelson e Morley eram contrarios a esta possibilidade e a
explicacdo de Fitzgerald—Lorentz ndo era convincente. Poder-se-ia admitir
o carater corpuscular da luz e o efeito da aberracdo estaria explicado.
Entretanto, a teoria ondulatdria ja estava bem estabelecida e praticamente
ndo foi questionada. Como explicar entdo o fendmeno da aberracdo
estelar?

J& em 1900, Jules Henri Poincaré (1854-1912), baseado no
experimento de Michelson e Morley questionava a necessidade da
existéncia do éter. Porém, apenas em 1905, quando Albert Einstein (1879-
1955) introduziu a teoria da relatividade restrita, foi possivel a explicagdo
da aberragdo estelar sem a necessidade de se postular a existéncia do éter.
Como veremos no Cap. 6, com dois postulados simples, as transformaces
de Lorentz, e 0 uso do produto escalar de quadrivetores, é facil obter-se os
efeitos Doppler longitudinal e transversal, bem como explicar os
fendmeno de aberracdo estelar e da velocidade de arraste de Fizeau. Com
isto chega-se a conclusdo que a onda eletromagnética existe por si s@, sem
a necessidade de um meio para se propagar.

Em 1905, Einstein também realizou seu famoso trabalho sobre o
efeito fotoelétrico, que lhe rendeu o prémio Nobel de 1921. O
desenvolvimento da relatividade restrita havia dispensado a necessidade
do éter e favorecia o conceito ondulatério da luz. Paradoxalmente, no
efeito fotoelétrico admitia-se a natureza corpuscular da luz, a mesma
defendida por Newton. Atualmente, entende-se que a luz tem uma
natureza dual porque, devido aos trabalhos de quantizagdo do campo de
radiacdo eletromagnética, mencionados na proxima sec¢ao, concluiu-se que
as ondas eletromagnéticas sdo constituidas por particulas relativisticas,
chamadas de fétons. Portanto, certos fendmenos, como interferéncia,
podem ser descritos considerando-se o carater ondulatério e outros
fendbmenos, como o efeito fotoelétrico, considerando-se o carater de
particula.
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1.7 A 6ptica quantica

Em 1900, Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947) introduz o
conceito de quanta para a explicacdo do espectro da radiacdo emitida por
corpos aquecidos a uma dada temperatura T, como por exemplo, fornos de
fundicdo. Surgiu entdo a idéia de que a radiacdo era absorvida pelos
atomos da cavidade de forma discreta, 0 que deu origem a mecanica
quantica. Foi introduzida a constante de Planck e a energia absorvida por
atomos com frequéncia de ressonancia v como E, = hv. Embora Planck
tivesse quantizado os atomos da cavidade, foi Einstein, que com a
explicacdo do efeito fotoelétrico, quantizou a onda eletromagnética
associando a ela uma particula, que posteriormente foi denominada féton.

Com as idéias introduzidas por Niels Bohr e pelos cientistas da
escola de Copenhagen, a mecénica quantica foi desenvolvida na sua quase
totalidade até 1927. O trabalho de Schrodinger, que introduziu a funcéo de
onda na descricdo de um sistema quantico, esta fortemente baseada na
analogia que existe entre a Gptica geométrica e a mecanica cléssica, que
sera revisada no proximo capitulo. Portanto, como ja mencionamos, 0
entendimento dos fenbmenos que ocorrem na dptica ondulatéria auxilia
bastante o aprendizado da mecanica quéantica.

De acordo com o que foi explanado acima, podemos dividir o
estudo da Optica em trés partes:

a) Optica geométrica - trata-se a luz como raios que se propagam em linha
reta nos meios homogéneos, de acordo com a descricdo de Newton. Este
topico ndo sera tratado neste texto, mas o leitor podera encontrar material
a este respeito na Ref. 1.3.

b) optica fisica - leva em conta a natureza ondulatéria das ondas
eletromagnéticas e como conseqliéncia, temos a apari¢do de fendmenos
tais como interferéncia e difracdo. Esta parte da Optica esta relacionada
com o entendimento que Huygens tinha a respeito da natureza da luz, e
seré apresentada nos capitulos de 3 a 8.

c) Optica quéantica - nesta parte quantiza-se o campo eletromagnético,
aparecendo assim o foton. Com esta teoria podemos tratar da interacdo
entre fotons e atomos e explicar detalhadamente o funcionamento do
laser.

Neste curso estaremos interessados principalmente em dptica
fisica, embora fagamos uma breve revisdo de Gptica geométrica. Veremos,
no Cap. 3, a origem da equacdo de ondas e sua solucdo para em seguida
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abordarmos problemas ligados a polarizacdo das ondas eletromagnéticas,
tais como a geracdo de uma dada polarizacdo e seu uso. Descrevemos
varios dispositivos que geram ou alteram uma dada polarizagdo. No
capitulo subseqliente, analisaremos o fendmeno de interferéncia,
discutindo vérios tipos de interferdbmetros e suas aplicagdes. No Cap. 7,
veremos um topico importante para a obtencdo de interferéncia, que é a
coeréncia da fonte de luz utilizada. Também estudaremos a difracdo de luz
e suas aplicacOes praticas, dentre as quais se destaca a rede de difracdo.

Este curso certamente sera mais bem aproveitado se for
acompanhado com demonstragdes dos varios topicos abordados. Levando
este fato em conta, incluimos no capitulo final, praticas demonstrativas
que ilustram e complementam os assuntos apresentados.
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ép'rica
de raios

2.1 Introducao

Ao tratarmos o topico Optica de raios, também conhecido como
optica geométrica, ndo levamos em consideracao o carater ondulatério da
luz, nem sua polarizagdo. Nestas condi¢des, efeitos tais como difragdo e
interferéncia nao se evidenciam. Como veremos adiante, isto corresponde
ao caso em que o comprimento de onda tende a zero (A—0), que ¢
analogo ao limite classico que se obtém da mecanica quintica ao
tomarmos h—0 . Este raciocinio foi utilizado por Schrodinger na obtencao
da sua famosa equacdo, como mostraremos no final do capitulo.

Entende-se como meio homogéneo aquele no qual o indice de
refracdo ndo depende da posicdo, sendo, portanto constante. Note que o
meio pode ser simultaneamente homogéneo e anisotropico, caso comum
em cristais, para os quais o indice de refragdo tem valores diferenciados
para distintas direcdes de propagacdo da luz. J4 no meio ndo homogéneo,
o indice de refracdo é dependente da posicdo, em geral devido as
flutuagdes de densidade, temperatura ou composi¢ao quimica do material.

Este capitulo inicia-se com uma breve exposi¢do das propriedades
de propagagdo de raios em meios homogéneos, com énfase na sua
refracdo ao atingir uma interface dielétrica plana. Este € um tépico que
sera revisto no Cap. 5, depois que abordarmos os conceitos de polarizagao
da Iuz e condi¢bes de contorno do campo eletromagnético, necessarias a
deducdo das equacdes de Fresnel. Em seguida, trataremos de uma situagao
bem mais interessante, a propagacao de luz em meios ndo homogéneos.
Mostraremos que os raios de luz podem descrever uma trajetéria curva,
diferentemente dos meios homogéneos, nos quais a propagacao € retilinea.
Serdo apresentados quatro tratamentos tedricos para este tipo de problema.
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Em particular, faremos, no final do capitulo, uma analogia entre a
mecanica classica ¢ a Optica geométrica. Esta analogia sera importante
para a obtengdo da equag@o de Schrodinger.

2.2 Propagacéao de luz em meios homogéneos

Os trabalhos realizados até a primeira metade do século XVII
estabeleceram que um raio de luz que se propaga obedece aos seguintes
principios: a) nos meios homogéneos a propagacao € retilinea e b) quando
um raio (raio 1) atinge a interface que separa dois meios distintos temos
uma fracdo refletida (raio 2) e outra refratada (raio 3), conforme mostra a
Fig. 2.1.

Fig. 2.1 - Reflexdo e refracédo de um raio luminoso numa interface dielétrica.

Como discutido por Huygens, cada meio € caracterizado por um
parametro chamado indice de refracdo, n, que determina a velocidade com
que o raio se propaga naquele meio. A dire¢do seguida pelos raios 2 e 3
ndo ¢ arbitraria. Demonstraremos na se¢do 5.6, usando as condigdes de
contorno para o campo eletromagnético, que eles obedecem as seguintes
regras: (i) os raios 1, 2 e 3 estdo todos num mesmo plano, chamado de
plano de incidéncia, (ii)) ¢ = ¢’ e (iii)) n sen ¢ = n’sen ¢” (lei de Snell).
Estas leis s@o muito importantes para o tracado dos raios Opticos na
presenca de interfaces dielétricas. Note que pela expressao (iii), quando
um raio penetra num meio de indice de refracdo maior ele se aproxima da
normal. Pela interpretagdo corpuscular de Newton isto so seria possivel se
a componente de velocidade do raio paralela a normal aumentasse. Mas
isto ¢ contrario a descoberta experimental de Foucault, que constatou que
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um raio de luz diminui sua velocidade ao adentrar um meio de maior
indice de refra¢do, como apresentamos na se¢do 1.4.

Em seguida trataremos o caso da propagacdo de luz em meios nao
homogéneos, para o qual obviamente um meio homogéneo € um caso
particular. Através do principio do tempo minimo, ou principio de Fermat,
vamos deduzir a lei dos senos. Apresentaremos ainda quatro abordagens
teoricas diferentes, que serdo aplicadas a algumas situagdes especificas,
em particular ao caso em que o indice de refragdo depende de apenas uma
coordenada.

2.3 Propagacdao de luz em meios nao
homogéneos

A motivagdo para o estudo da propagacdo de raios em meios nio
homogéneos encontra-se nas diversas aplicagdes praticas e situacdes que
ocorrem no nosso cotidiano. Dentre os varios exemplos que podem ser
citados, destacamos os seguintes:

(i) turbuléncias atmosféricas — ao olharmos para as estrelas numa
noite de céu claro, notamos que elas tremem ou piscam. Isto se deve as
turbuléncias atmosféricas, tais como flutuagdes de pressdo e densidade,
que levam a formacdo de correntes de vento e variagdes do indice de
refragdo do ar. Como conseqiiéncia, o caminho percorrido pelo raio de luz
ndo ¢ estavel, levando a dificuldades para as observagdes astronomicas de
corpos celestes distantes, que obrigam o uso de satélites, como por
exemplo, o Hubble, ou o emprego de Optica adaptativa. Na oOptica
adaptativa emprega-se um laser de corante para excitar atomos de sodio
existentes na camada superior da atmosfera. Isto gera uma mancha
circular brilhante devido a luminescéncia do sdédio, que devido as
flutuacdes atmosféricas € vista de uma forma distorcida pelo telescopio.
Um sistema servo-mecanico corrige entdo a curvatura de um dos espelhos
do telescopio, de maneira a eliminar estas distor¢des. O tempo de resposta
deste sistema de corre¢do ¢ da ordem de 0.1 s.

(i) efeito miragem — o aquecimento do ar proximo a superficie da
Terra modifica seu indice de refracdo e isto faz com que a luz execute
uma trajetéria ndo retilinea. Este efeito ¢ claramente observado nas
transmissdes de corridas de carros pela TV. O ar, aquecido pelo contato
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com o asfalto, realiza um movimento convectivo ascendente fazendo
tremer as imagens dos carros, como se houvesse uma té€nue fumaga diante
deles. O efeito do desvio da luz é ainda mais evidente para os raios
rasantes, como quando viajamos de carro e observamos a imagem do céu
e nuvens refletidas no asfalto, dando a impressdo de pocas d’agua. Nesta
situacdo, os raios rasantes sdo desviados pelo ar aquecido localizado
proximo ao asfalto e atingem o olho do observador. Este efeito, conhecido
como miragem, ¢ comum em desertos, mas também pode ocorrer no mar,
sO que neste caso, a agua resfria o ar e a imagem ¢ invertida.

(iif) comunicacgBes Opticas — na transmissdo de informagdes com
luz, o meio no qual o raio se propaga desempenha um papel importante.
Na transmiss@o de microondas por visada direta, onde o sinal gerado por
uma antena parabdlica é captado por outra, flutuagdes na atmosfera
produzem ruido no sinal transmitido, devido a instabilidade na trajetoria
dos raios, que por vezes ndo atingem perfeitamente a antena receptora.
Nas comunicagdes por fibra oOptica, a luz gerada por um laser
semicondutor fica confinada principalmente no nucleo, que possui indice
de refragdo maior que a casca. Assim, a variagdo do indice de refracdo
novamente modifica a propagacdo dos raios. A propria focalizagdo de luz
em fibras Opticas ¢ muitas vezes realizada por uma lente do tipo GRIN
(gradient index), cujo indice de refracdo diminui radialmente, de forma
continua. A propaga¢@o de luz nestes meios do tipo lente sera discutida
apos introduzirmos as ferramentas matematicas necessarias.

(iv) efeitos auto-induzidos — ocorrem quando um feixe de luz laser
percorre um meio do tipo Kerr, cujo indice de refracdo depende da
intensidade de acordo com: n(I) = ny+ n,l, onde ny é o indice de refracdo
para baixas intensidades e n, ¢ chamado de indice de refragdo nao linear.
O feixe de luz laser possui em geral um perfil transversal de intensidade
do tipo gaussiano, que modifica o indice de refragdo na diregdo radial,
produzindo o efeito de uma lente. A origem de n, pode ter natureza
térmica ou eletronica, ¢ sua determinacdo constitui um assunto de
pesquisa atual. Em comunicagdes por fibras opticas, a presenga deste tipo
de efeito pode compensar a dispersdo da velocidade de grupo e dar origem
a solitons. Trataremos deste assunto brevemente no Cap. 4.

Além dos exemplos citados acima, o estudo da propagagao de luz
em meios ndo homogéneos ¢ importante do ponto de vista historico, pois
permite entender como a mecéanica ondulatoria foi introduzida por
Schrédinger. Mesmo assim, o material relativo a este topico esta disperso
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em varios livros e artigos, e sua compilagdo justifica a existéncia do
presente texto.

Do ponto de vista tedrico, a propagacdo de luz em meios nao
homogéneos pode ser tratada de quatro maneiras distintas, que
cronologicamente seguem a seguinte ordem: a) lei de Snell generalizada,
b) principio de Fermat, ¢) equacdo do eikonal e d) limite classico da
equacdo de Schrodinger. No restante do capitulo, desenvolveremos estas
analises tedricas, com a aplicacdo a alguns casos particulares.

2.4 A lei de Snell generalizada

Como se tornara evidente mais adiante, este tipo de abordagem se
aplica ao caso unidimensional, ou seja, quando o indice de refracdo varia
em apenas uma direcdo. Como exemplo desta situagdo, tomemos uma
mistura ndo homogénea de agua (n=1.333) e alcool (n=1.361), que
apresenta uma variagdo de indice de refracdo como indicada na Fig. 2.2.
Vamos ainda supor que o raio de luz penetra nesta mistura a uma altura Y,
localizada na regido de transi¢do adgua-alcool, propagando-se ao longo do
eixo z. Esta situacdo esta esquematizada na Fig. 2.3. Como a variagdo de n
¢ pequena e ocorre numa regido relativamente grande (da ordem de um
centimetro), admitiremos que o desvio sofrido pelo feixe € pequeno.
Assim, o raio deslocar-se-a pouco da altura y, ¢ o indice de refragdo pode
ser expandido em série de Taylor, de acordo com:

n) =y +S 6-0) @.1)
y
n(y) 2

agua alcool

i)

Yo Yy

Fig. 2.2 - Variagéo do indice de refragdo numa mistura ndo homogénea de agua
e alcool (nsg=1.333 e n,=1.361).
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y ' S
indice maior
/)‘
/ i+1
g i
i-1 i- 1
A /
]
Yo i indice menor ,
_______ Yy >

Fig. 2.3 - Desvio de um raio de luz que incide na mistura agua-alcool a uma
altura y,. A magnitude do desvio foi exagerada para melhor
visualizagdo.

onde n, e dn/dyly, sdo respectivamente o indice de refracdo e seu
gradiente na altura Yo. A seguir, vamos utilizar a lei de Snell, que ja era
conhecida experimentalmente em 1621. Para isto, vamos imaginar a
regido de transi¢do agua-alcool dividida num grande nimero de laminas
planas e paralelas, de espessuras tdo finas quanto se queira, de forma que
em cada uma delas o indice de refragdo pode ser considerado constante.
As laminas s3o paralelas ao eixo z e, portanto perpendiculares a dire¢ao
em que n varia. O paralelismo entre as faces de cada ldmina ¢ motivado
pelo fato de n variar apenas ao longo de y. Podemos aplicar a lei de Snell
na interface que separa duas laminas consecutivas i e i-1: ni.; sen 6;,= n;
senB;, onde & ¢ o angulo que o raio faz com o eixo y. Como o indice de
refracdo ¢ constante em cada uma das laminas, o raio se propaga em linha
reta até a proxima interface, onde chega com o angulo de incidéncia é.
Novamente aplicamos a lei de Snell: n; sen6; = n;+; sen 6;.,. Desta forma, o
produto nsen® mantém-se constante conforme o raio se propaga pelas
diferentes laminas. Tomando o limite em que as espessuras das laminas
tendem a zero, obtemos a lei de Snell generalizada:

n(y)sen 6(y) = constante 2.2)

que estabelece que o angulo @ varia continuamente com Y, conforme n
varia. Podemos ainda trabalhar com o angulo B(y) que o raio faz com as
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faces das laminas. Levando em conta que £ € o dngulo complementar de &
e que o raio inicialmente propaga-se ao longo do eixo z (B(yo) = 0), a lei
de Snell generalizada fica:

n(y)cosP(y) =n, (23)

O raio descreve uma trajetoria curva dada por y = y(z), cuja inclinagdo é:

g:t B_SCHB:\H—COSZB 2.4)

dz ~ cos B cosf

Usando as expressdes de cosp e n(y) dadas pelas equagdes (2.3) e (2.1),

temos:
dy_ o’ _;_[2dn
dz \n] n, dy

onde o termo quadratico em dn/dy foi desprezado. A eq. (2.5) pode ser
facilmente integrada resultando em:

(Y=Yo) (2.5)

Yo

(2.6)

que representa a trajetoria parabolica do raio dentro do meio. E possivel se
fazer uma demonstragdo na qual se mede o desvio de um raio de luz laser
ao percorrer certa distincia dentro do meio. Isto possibilita a medida do
gradiente do indice de refragdo como fun¢do da altura y. Devido ao fato
deste gradiente ndo ser constante, observamos a focalizagdo (ou
desfocalizagdo) da luz do laser, como descrito a seguir.

Consideremos um feixe de luz laser com diametro Ay, de tal
forma que a parte inferior do raio penetra no meio a uma altura y, e a parte
superior em y, +Ay. Vamos ainda considerar Ay suficientemente pequeno
tal que o indice de refracao seja aproximadamente o mesmo (Ny) ao longo
de todo o perfil transversal do feixe. A uma distdncia z no interior do
meio, a parte inferior do feixe satisfara a eq. (2.6), enquanto que a parte
superior executara uma trajetoria descrita por:

y=(yo+Ay)+——|  z 2.7)
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e assim, o diametro do feixe, ® = y’-y, como funcdo da distancia de

propagacao, fica:
}zz :Ay{l %d— 22} 2.8)
Yo dy Yo

Desta forma, o desvio sofrido pelo feixe estd ligado ao gradiente de n,
enquanto que seu didmetro fornece a derivada segunda de n. De acordo
com a Fig. 2.2, préximo da agua o feixe serd desfocalizado e na regido
mais proxima do alcool havera focalizagao.

_ dn

1 Jdn
O=Ay+-— { dy

2n, |dy

Yo+Ay

2.5 O principio de Fermat

Introduzido em 1657, o principio de Fermat estabelece que a luz
se propaga entre dois pontos no menor tempo possivel, no caso em que ela
ndo sofre reflexdes. Consideremos um raio se propagando por meios com
diferentes indices de refragdo, conforme mostra a Fig. 2.4. O tempo total
para ele realizar o percurso indicado ¢ dado pela somatdria dos tempos
gastos em cada meio:

Z

G IS4 (2.9)
i=1 i=l Vi Cl

Mz
Mz

onde d; é a distancia percorrida em cada meio, com velocidade v; = ¢/n;. C
¢ a velocidade da luz no vacuo € n; € o indice de refrac¢do do i-ésimo meio.
A somatédria [A] = Znid; é denominada de caminho oOptico. Como C ¢
constante, o tempo minimo implica no menor caminho 6ptico possivel.

Fig. 2.4 - Propagagdo de um raio por uma série de meios homogéneos com
indices de refracéo diferentes.
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Uma aplicagdo simples do principio de Fermat ¢ a deducdo da lei
de Snell, que apresentamos a seguir. Consideremos um raio que se
propaga entre dois pontos fixos, P; e P,, localizados em meios com
indices de refracdo distintos, n; e n,, conforme mostra a Fig. 2.5. As
distancias X; e X, sdo fixas, mas y; e y, podem variar para a minimizagao
do tempo. Entretanto, como os pontos P; e P, sdo fixos, y;+y, = Y ¢
constante. O caminho dptico sera dado por:

n;

normal

Fig. 2.5 - Geometria utilizada na dedugdo da lei de Snell pelo principio de
Fermat.

N
[A]zZ:nidi =n,d, +n,d, (2.10)
i=1

que de acordo com a geometria da Fig. 2.5, [A] pode ser expresso como:

= 557+, 7 = T e, S @)

A eq. (2.11) fornece a variag@o de [A] com Y;. Para encontrarmos
seu valor minimo igualamos sua derivada a zero:
d[A]= nLy, nz(Y_Y1) -0 (2.12)
b Jxi eyl XY -y’
De acordo com a geometria da Fig. 2.5, as fracdes da eq. (2.12)

correspondem aos senos de €, e 6, de forma que assim obtemos a lei de
Snell:

n,sen0, —n,send, =0 (2.13)

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacoes



24 Optica de raios

Até agora nossa apresentagdo do principio de Fermat restringiu-se
ao caso em que a luz se propaga através de varios meios homogéneos,
porém com diferentes indices de refracdo. Queremos agora analisar o caso
em que a propagacao ocorre num meio em que o indice de refracdo varia
continuamente ao longo do percurso do raio. Neste caso, a somatdria da
eq. (2.9) deve naturalmente ser substituida por uma integral:

[A]=[ " n(s)ds (2.14)

onde s € distincia percorrida pelo feixe entre os pontos P; e P, e n(s)ds é o
caminho dptico elementar. O principio de Fermat estabelece a existéncia
de um caminho muito bem definido para o raio ir de P, e P,. Trata-se de
um principio variacional que pode ser colocado da seguinte maneira:

5[ n(s)ds=0 2.15)

Quando um raio se propaga no espago, dS é expresso em
coordenadas cartesianas como:

ds = Jdx? +dy’ +dz® = dzy/1+ %> + 3> (2.16)

onde x=dx/dz e y=dy/dz. Note que dz foi arbitrariamente colocado em

evidéncia, mas também poderiamos ter escolhido dx ou dy. Assim, o
principio de Fermat fica:

SJ‘PPZ n(x,y,z1+x*+y’dz=0= SIPPZ f(x,y,X,y,2)dz=0 (2.17)

com:

f(X,y,%X,¥,2) =n(X,y,2)4/1+ X* + §° (2.18)

onde supusemos que N pode variar nas trés dire¢des. A solug¢do da eq.
(2.17) ja foi estabelecida no contexto da mecanica classica, explicitamente
ao se tratar o principio da minima agao:

SI:zi(x,y,z,X,y,Z,t)dt -0 (2.19)
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onde £(x,y,z,X,¥,Z,t) ¢ a Lagrangeana do sistema mecanico, X, Y, € Z sdo
as coordenadas cartesianas e t ¢ o tempo. Comparando as equagdes (2.17)
e (2.19), notamos que f(x,y, X,V ,z) faz o papel da Lagrangeana e z, o de

tempo. Como ja estudado na mecanica cléssica, a solugdo da eq. (2.17)
leva a um conjunto de equagdes do tipo Euler-Lagrange:

i(ﬁ_fj _ (2.20a)
dz\ox ) oOx
i(ij _9 g (2.20b)
dz\ oy ) oy

Queremos agora aplicar estas equagdes na analise da trajetoria do
raio se propagando na mistura de agua e alcool. De acordo com a simetria
do problema, a trajetoria do raio esta confinada ao plano yz e a fungéo f
independe de X e X. Em geral, a analise de problemas onde o indice de
refracdo depende apenas de uma coordenada torna-se matematicamente
mais simples se a coordenada “tempo” for tomada na dire¢do em que n

varia. Assim, tomaremos ds = +/1+ z>dy, onde agora dy foi colocado em
evidéncia. Neste caso, a equagdo de Euler -Lagrange torna-se:

i(a_fj_ﬁzo 2.21)
dy\oz) oz
onde f(z y)=n(y)Vl+z’ independe de z e portanto Of/0z=0. Isto

simplifica a solu¢do da eq. (2.21) pois Of / 0z sera constante. Desta forma,
temos:

oa_ vz _ (2.22)

0z \1+z

onde a condicao inicial B(y,) = 0 foi usada. Note que tg B(yo) = dy/dz=0
para z = 0 (y=yo). Portanto, zZ= cotg = o neste ponto e os Z do
numerador ¢ denominador da eq. (2.22) se cancelam. Elevando esta
equacdo ao quadrado obtemos:

n’(y)z* =n2(1+2?) (2.23)
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Substituindo a expressdo aproximada para o indice de refra¢do n(y) = noy+
(dn/dy)(y-yo) e considerando que z= dz/dy =1/(dy/dz) =1/y, obtemos:

. dy 2 dn

y = — = _—

dz n, dy

onde o termo quadratico em dn/dy foi desprezado. Esta equagdo ¢ idéntica
a eq. (2.5) e sua integragdo leva a trajetoria parabdlica da eq. (2.6) obtida
na se¢do precedente. Com esta analise chegamos ao mesmo resultado
obtido com a lei de Snell generalizada. Entretanto convém salientarmos

que as equagdes de Euler-Lagrange sdo mais gerais pois permitem tratar
problemas onde o indice de refra¢do varia nas trés direcdes.

(Y—Yo) (2.24)

Yo

2.6 A equacao dos raios

Através da manipulagdo matematica das equagdes de Euler—
Lagrange, obtidas com o principio de Fermat, ¢ possivel a obtengdo de
uma equagdo vetorial elegante, que descreve a propagacdo de um raio
num meio Optico ndo homogéneo. Para deduzirmos esta equagdo dos
raios, comegaremos com a eq. (2.20a):

i(a_f]zﬁz ity 2 (2.25)
dz \ ox Ox Ox

onde a expressdo para f, dada pela eq. (2.18), foi utilizada na derivada
relativa a X. Efetuando também a derivada com relagdo a X obtemos:

i nx
dz{ J1+%x*+y°

Da eq. (2.16) temos: (ds/dz)=+/1+ x> +y° . Portanto, usando a regra da

cadeia no termo X =dx/dz do lado esquerdo da equagdo temos:

i[nd—sz lrxt+y? 82 (2.27)
dz\ ds 0x

=Jl+x>+y° on (2.26)
Ox
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Aplicando novamente a regra da cadeia na derivada relativa a z chegamos

a:
d nd—X = on (2.28)
ds\' ds/ ox
Partindo da outra equacdo de Euler-Lagrange, eq. (2.20b),
obtemos de forma analoga a expressao envolvendo a coordenada y:

i(n ﬂj = @ (2.29)
ds\ ds oy

Combinando as equagdes (2.28) e (2.29) ¢é possivel encontrar uma
expressdo analoga para a coordenada z:

i n% =@ (2.30)
ds\ ds 0z

Multiplicando as equagodes (2.28), (2.29) e (2.30) respectivamente pelos
versores 1, 3 e k, e somando as trés, obtemos a equagdo vetorial que
fornece a propagagdo do raio dentro do meio ndo homogéneo:

i(nﬂj =Vn (2.31)
ds\ ds

A Fig. 2.6 mostra a geometria de s, ds, T e df. E interessante notar que
‘df‘ =ds . A direcdo de propagagdo do raio de luz ¢ caracterizada por um

versor (i =dr/ds. O vetor T ¢ definido a partir da escolha de uma origem
arbitraria, s é o deslocamento ao longo do raio e ds é um incremento
infinitesimal deste deslocamento.

“y

z

>

Fig. 2.6 - Geometria das grandezas utilizadas na equagéo dos raios.
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Para finalizarmos esta se¢ao, vamos aplicar a equacao dos raios a
analise da propaga¢do de luz pela mistura de agua e alcool. O uso da eq.
(2.31) ¢ em geral simples na aproximagao paraxial, onde o desvio do raio
¢ pequeno. Neste caso, ds esta praticamente na dirego z e assim podemos
substituir d/ds por d/dz. Como a trajetoria do raio se da no plano yz,

escrevemos T = yj+zk , de onde tiramos df/dz = dy/dz j+ k. O gradiente

de n pode ser calculado a partir da eq. (2.1) e resulta em Vn =dn/ dy‘y 3 .

Substituindo estas grandezas na equacao dos raios obtemos:

d dy+ =~ dn
= n(y)(—ywkj ==
dz dz dy

Como n(y) ndo depende de z, ele pode ser tirado para fora da derivada. k
¢ um vetor constante ¢ sua derivada relativa a z é nula. Portanto, da
equagio vetorial (2.32) sobra apenas a componente na direcdo j, dada por:

A

j (2.32)

Yo

dn
dy

dzy_d_n

n,+ —
° dz®> dy

(2.33)

(Y=Yo)

Yo

onde n(y), dado pela eq. (2.1) ja foi substituido.

Na aproximacdo paraxial, o raio se desvia pouco do eixo z (y = y)
e além disto dn/dy € pequeno. Logo podemos desprezar o segundo termo
entre colchetes do lado esquerdo da equagdo e assim obtemos uma
expressdo onde a derivada segunda de y ¢é constante (equacdo da
parabola). A solugdo desta equacdo ¢ simples e leva aos resultados ja
obtidos anteriormente:

2
d Y - 1 dn (2.34)
dz*  n, dy|
que implica em:
dy _1.dn (2.35)
dz n,dy

Yo

de forma que:
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1 dn
y=y0+2—d—} z’ (2.36)
0o 4y .

onde as condigdes iniciais y(z=0) = 0 ¢ y(z=0) = y, foram utilizadas.
Portanto, recuperamos os resultados ja& encontrados pela lei de Snell
generalizada e pelas equagdes de Euler-Lagrange.

2.7 A funcéao eikonal

Neste ponto, deixaremos de lado a Optica geométrica para
introduzirmos o conceito de eikonal. Esta fungdo, obtida a partir da optica
ondulatoéria, ¢ importante pois representa o papel da fungdo caracteristica
de Hamilton na mecénica classica e ¢ de grande valia quando se faz a
analogia desta com a Optica geométrica. Como veremos no Cap. 3, a
equacdo das ondas eletromagnéticas na sua forma reduzida (sem
dependéncia temporal) é dada por:

V’E+k*E=0 (2.37)

onde k(T ) =2nn(T )/A é o é vetor de propagacio, que depende da posicio,
uma vez que n(T) depende da posi¢io num meio ndo homogéneo. A
solucdo da equacdo de ondas ¢ uma grandeza complexa, que contém um
termo de amplitude e outro de fase, e pode ser escrita como:

E(f) = E,(f)e"® = E (f)e™5™ (2.38)

sendo Ey( T ) a amplitude (envelope), ¢( T ) a fase da onda e S(T) a fungdo
eikonal, que da a dire¢do de propagacdo da onda em termo de seus co-
senos diretores. ko € o vetor de onda no vacuo, dado por ko= 2nn/A, onde
A é o comprimento de onda da luz no vacuo (n=1). As superficies S(T) =
constante formam as equifases da onda, e esta se propaga
perpendicularmente a estas superficies. Para visualizarmos este fato,
consideremos uma onda plana, cuja fase ¢ dada por:

o) =ki=kx+k y+k,z (2.39)

como veremos posteriormente. Assim, a funcao eikonal fica sendo:
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k k k
S(x,y,z)=—*x+—Ly+—-%z (2.40)
kg kg kg

A diregdo perpendicular a esta superficie pode ser encontrada pelo calculo
de seu gradiente:

VS(x,y,z) = — =ni (2.41)

|

—

onde 0 é um versor paralelo a k e que portanto define a dire¢do de

propagacao da onda. Realizando o produto escalar VS.VS obtemos:

"o (§j + (ﬁJ + (ﬁj =n’ (2.42)
ox dy oz

que é conhecida como a equacdo do eikonal. Esta equacdo também pode
ser obtida diretamente pela substituicdo da eq. (2.38) em (2.37), mas isto
sera deixado como exercicio.

O conceito de funcdo eikonal pode ser utilizado na dedugdo da
equacao dos raios que obtivemos na sec¢do 2.6. Fazendo uso da Fig. 2.6, de

onde temos |df|=ds e U =dr/ds, podemos escrever VS =ni =ndf/ds,

Ws

sendo que este ultimo termo ja ¢ o que entra na equacgdo dos raios. Tendo
em mente a eq. (2.31) escrevemos:

i(nﬂj _ 943 (2.43)
ds\ ds ds

O lado direito da equagdo pode ser trabalhado com o uso da regra da
cadeia:

3 T —
i = %i = E_v (2.44)
ds 43 ds ox, ds

e pelo calculo do gradiente da eq. (2.42) (equagdo do eikonal):

= |2 — — —
vy = 2VS9(VS)=2nVn (2.45)
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Usando VS = ndf/ds no segundo termo desta equagio obtemos:

dr - /(= d - -
L I(Vs)=L9s=Vn (2.46)
ds ds
onde a eq. (2.44) foi utilizada no primeiro termo da esquerda. Substituindo
a igualdade da direita na eq. (2.43) recuperamos a equagdo dos raios.

Com a fungdo eikonal é possivel obter-se as condigdes de
contorno para os raios de luz. Lembrando que o rotacional do gradiente ¢
nulo, temos:

[[9:(vs)]aa = §vsai=0 (2.47)

A

onde o teorema de Stokes foi usado. Como VS =ndr / ds , temos:

dr -
§ng.d€ - §nds -0 (2.48)
Nesta ultima passagem supusemos que o caminho de integragdo coincide
com o caminho dos raios de luz, isto é, i é paralelo a d/ . De acordo com
a Fig. 2.7 podemos definir os caminhos C; e C,, e a eq. (2.48) pode ser
expressa como:

j nds, = J.nds2 (2.49)

C G,

de onde concluimos que dois raios de luz que deixam um ponto P; e
chegam até um ponto P, por caminhos geométricos diferentes, o fazem
com o mesmo valor de caminho 6ptico. Exemplificando, todos os raios
que saem de um dado ponto de um objeto colocado na frente de uma lente
e chegam ao mesmo ponto da imagem, o fazem de tal forma que as
integrais de linha de nds por diferentes caminhos geométricos fornecem o
mesmo valor. P,

C

C
P, ?

Fig. 2.7 - Possiveis caminhos seguidos pelos raios de luz.
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Podemos também usar a eq. (2.48) para deduzir a lei de Snell.
Neste caso, o caminho de integragdo dado pela curva C nédo corresponde a
direcdo de propagagdo dos raios de luz. Considere a Fig. 2.8, que mostra
raios incidentes sobre uma interface que separa dois meios. Neste caso

temos:

dr) . dr) . A A A A

n,|—1|.e=n,|—|.€e=nu,.e=n,u,.€ (2.50)
ds ), ds /,

que nos leva diretamente a lei de Snell, ja que G.€ = senB. A seguir, vamos

usar a idéia de fungdo eikonal para estabelecer um paralelo entre a dptica

geométrica e a mecanica classica.
Uy

n; np;

Fig 2.8 - Raios de luz que incidem numa interface dielétrica.

2.8 Analogia entre a mecéanica classica e a 6ptica
geométrica

Em 1828, Hamilton formulou a analogia entre a optica geométrica
e a mecanica Newtoniana de uma particula. Esta formulagao esta discutida
em detalhes na referéncia 2.3 e aqui fazemos apenas um breve resumo das
idéias envolvidas. J4 vimos um pouco desta analogia quando estudamos o
principio de Fermat, que é equivalente ao principio da minima agdo, ou
acdo estacionaria. Vamos ver agora outros aspectos desta equivaléncia.
Para a obtencdo da equacdo de Hamilton-Jacobi, lembremo-nos que a agao
¢ dada por:

A(@,p,t) = [ £(q,p, t)dt +C (2:51)
C
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onde £Z ¢ a Lagrangeana, ¢ p sdo respectivamente a coordenada e

velocidade generalizadas, t € o tempo ¢ C é uma constante. Denominando
de H o Hamiltoniano do sistema mecénico e¢ fazendo uma transformagao
candnica tal que o novo Hamiltoniano, K, seja nulo, obtemos a equacao de
Hamilton-Jacobi:

oA oA
K(qapat)z H(qa_at)+_=0 (252)
oq ot
No caso em que a energia se conserva, H ndo depende do tempo e a eq.
(2.52) pode ser integrada, resultando em:

onde H = E ¢ a energia da particula, A ¢ a fungdo principal de Hamilton e
W ¢ conhecida como fungao caracteristica de Hamilton. Na eq. (2.52), o
momentum ¢ representado por 9A/dq, € como nos sistemas conservativos

apenas W depende de q, como visto na eq. (2.53), temos p = 0W/dq . Este
resultado pode ser estendido para trés dimensdes fornecendo:
p=VW (2.54)

Isto significa que a particula caminha perpendicularmente a superficie
definida pela funcdo W. Neste ponto ja ¢ possivel notar-se alguma
semelhanga com a optica geométrica, pois de acordo com a eq. (2.41), um
raio de luz propaga-se perpendicularmente a superficie S(x,y,z), com o
indice de refracdo fazendo o papel de momentum.

Para analisarmos o movimento de uma particula, consideremos a
superficie A = constante = a, como uma frente de onda propagando-se no
espaco das configuragdes. De acordo com a Fig. 2.9, a variagdo da funcao
W num intervalo de tempo dt é dada por:

dW =W’ -W =E dt (2.55)

Usando o conceito de derivada direcional temos:
dW = VW.d§ = Ww\ds (2.56)

onde ds ¢ um vetor perpendicular a superficie A = constante. Igualando
as equagdes (2.55) e (2.56) obtemos a velocidade de fase para a
propagacdo da frente de onda como:
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L &_E _E_E
“d Pw| p o VomT

onde T = p*/2m ¢ a energia cinética da particula. Deste modo, vemos que
a velocidade de fase aumenta quando a velocidade da particula diminui.
Entretanto, como veremos posteriormente, ¢ a velocidade de grupo
(velocidade de um pacote de onda) que ¢ igual a velocidade da particula, e
nao a velocidade de fase.

(2.57)

W=a W =a+Edt
A)=a A(dt)=a
Fig. 2.9 - Propagacdo da superficie A(t)=a no espaco das configuracdes.
Para realizarmos uma comparacdo formal entre a Optica
geométrica e a mecanica cldssica, vamos inicialmente mostrar que a
equacdo do eikonal tem sua origem na Optica ondulatéria no limite em que
A — 0. Para isto ndo podemos usar a equacdo de ondas na forma reduzida,

dada pela eq. (2.37), mas sim sua forma completa, que envolve a derivada
temporal. Esta equagdo, que sera deduzida no Cap. 3, é dada por:

3 n’(t) 0°E ~0
¢t ot
onde o aspecto vetorial do campo elétrico foi ignorado para simplificar as

contas. A solucdo desta equacdo € obtida generalizando-se a eq. (2.38) de
acordo com:

V’E (2.58)

E(%,t) = e®D gholset (2.59)

onde a amplitude do campo elétrico foi escrita como E (T) = exp{B(T)}

por conveniéncia. A substituicdo de (2.59) em (2.58), que sera deixada
como exercicio, nos leva a:
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2

lik,2VBVS+vs|+[v2B+(VB] —k2(Vsf +n’k2]}E=0 (2.60)

Como as grandezas B e S s@o reais, cada termo entre colchetes deve se
anular separadamente. Assim temos:

2VBVS+V?S=0 (2.61a)
2

v2B+(VB) —k2(VS) +n%k2 =0 (2.61b)

No limite em que A — 0 (kg > o), apenas os dois Ultimos termos de
(2.61b) sao relevantes, o que nos leva a equagdo do eikonal ja discutida
anteriormente.

Em resumo, a solu¢do da equagdo de ondas eletromagnéticas
possui uma fase que ¢ dada por:

O(T, t) =k, [S(F) — ct] (2.62)

e no limite em que A — 0 obtemos que o raio de luz se propaga com uma
dire¢io definida por VS=ni. J4 na mecanica classica, a dire¢do de
propagacdo de uma particula é dada pela eq. (2.54). Assim, a fungdo
caracteristica W(q,p) faz o papel de eikonal e p = \2mT = \/2m(E—V)

(onde V representa a energia potencial), faz o papel de indice de refracao.
A analise da equacdo de Hamilton-Jacobi indica que a mecanica classica é
analoga ao limite da optica geométrica da equacdo de ondas. Raios de luz
ortogonais as frentes de onda (equifases) correspondem a trajetérias de
particulas, ortogonais as superficies de acdo constante. Na se¢do seguinte,
vamos ver como Schrodinger estendeu a analogia de Hamilton para obter
uma equacao basica na mecanica quantica, que hoje leva seu nome.

2.9 Obtencao da equacao de Schrodinger

Embora Hamilton tivesse desenvolvido a analogia exposta na
secdo precedente ainda em 1828, ele ndo tinha motivos para atribuir
qualquer carater ondulatorio a uma dada particula. Desta forma, por falta
de evidéncias experimentais ndo foi possivel a ele encontrar uma equacio
de ondas para descrever o comportamento da particula. Foi Erwin
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Schrédinger que, em 1925, estendeu a analogia de Hamilton e encontrou
uma equagdo de ondas para descrever o0 movimento de um ponto material.
A idéia seguida por Schrodinger esta esquematizada na Fig. 2.10. Sabia-se
que a Optica geométrica era um caso limite da optica ondulatéria e que era
analoga a mecanica Newtoniana de uma particula. Seria possivel obter
alguma equagdo, no mesmo pé de igualdade da equagdo de ondas
eletromagnéticas, que levaria a mecanica classica no limite em que
alguma grandeza, ¢, inerente a esta teoria tendesse a zero?

Mecén@ca Analogia de (')pticg
Newtoniana : > geométrica
YW = Hamilton (1828) VS = nii
o—0 A—0
279722 Optica

ondulatoria
A=W - Et o =k, [S—ct]

Fig. 2.10 - Conjectura de Schrodinger.

Da analogia de Hamilton, W corresponde ao eikonal S. Levando-
se em conta a parte temporal, a acdo A = W - Et deve corresponder a fase
da onda eletromagnética, dada por:

O(F, 1) =k [S(F) - ct] = 27{875?) - vt} (2.63)

0

onde as substituigdes ko = 2m/Ay € Ay = c¢/v foram introduzidas.
Comparando os termos com dependéncia temporal na fase da onda e na
acdo, Schrodinger concluiu que a energia da particula deveria ser
proporcional a frequéncia de alguma onda associada a ela, cuja
propagacao estd mostrada na Fig. 2.9. Assim,

E=hv (2.64)

onde h ¢ uma constante de proporcionalidade, que mais tarde foi
identificada como sendo a constante de Planck. Associando um
comprimento de onda a propagacdo da superficie A(t) no espaco das
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configuragdes e levando em conta que esta se propaga com uma
velocidade de fase dada por v¢= E/p, temos:

w_ve _(E/p)_h (2.65)

v (E/h) p

Desta forma, Schrodinger conseguiu associar um comprimento de
onda a particula de momentum p. Este comprimento de onda foi
posteriormente deduzido por de Broglie de uma outra maneira e por isso
leva o nome de comprimento de onda de de Broglie. A eq. (2.65) permite
encontrar o vetor de propagagao como:

kzﬁzﬁpzi\/zm(hE_V) (2.66)

A h

onde 7= h/2m, e as relagdes p* = 2mT ¢ E = T+V foram utilizadas.
Substituindo o valor de k dado em (2.66) na equagdo de ondas reduzida,
eq. (2.37), chegamos a equacao de Schrodinger:

2
—h—v2w+vw =Ey (2.67)
2m
onde o vetor campo elétrico foi substituido por uma nova fun¢ao, y, cuja
interpretacdo sera deixada para os textos de mecanica quantica.

Em resumo, para se obter a equagdo de Schrodinger, é necessario
associar um comprimento de onda & particula de momentum p
(comprimento de onda de de Broglie) e isto pode ser feito estendendo-se a
analogia de Hamilton. A partir disto, usa-se a conservagdo de energia ¢ a
equacdo de ondas na sua forma reduzida para a obten¢do da equagdo de
Schrédinger.

Para finalizarmos esta se¢do, vamos mostrar que a velocidade de
grupo associada a propagacao da superficie de acdo constante corresponde
a velocidade da particula. Como veremos no Cap. 4, a velocidade de
grupo, ou de pacote de onda, ¢ dada por:

do dv
VvV = — =
£ dk d(n)

(2.68)
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com o = 2nv. Usando a eq. (2.65), e considerando que p=,2m(E-V) e
E = hv, temos:

1_+ 2m(§ -V) (2.69)

A
cuja derivada com respeito a v nos fornece Vg'lz
1L ddA) - m

(2.70)

v, dv  [2m(hv-V)

Substituindo hvpor Ee p=,/2m(E-V), obtemos v, =p/m=v.

2.10 O potencial optico

Como vimos na secdo anterior, as equagdes de ondas
eletromagnéticas e de Schrodinger sdo formalmente equivalentes desde
que se associe o comprimento de onda de de Broglie a particula. No limite
classico da equagdo de Schrodinger, que corresponde ao caso h —> 0 (A >
0), recuperamos as equacdes da mecénica classica. Para sistemas
conservativos temos:

F=-VV (2.71)

e este tipo de equagdo também deve existir na dptica geométrica devido a
equivaléncia entre as duas equacdes de ondas. Usando (2.66), podemos
definir um potencial 6ptico como:

B2k (F)

V@ =E-~—

(2.72)

Na presente analogia, a Optica geométrica esta ligada ao limite
classico da equagdo de Schrodinger, no qual a 2° lei de Newton € valida.
Desta forma,

F=md=-VV(f)= Vk (2.73)

h2k(T)
m

Como k(T)=kon(T) ek (= w/c, temos:
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o hco)Z ey,
a :(— n(r)Vn 2.74
10 I ) @74)
Assim, obtemos a aceleragdo que atua sobre uma particula de luz quando
esta atravessa um meio com indice de refracdo variavel. Entretanto, a eq.
(2.74) mistura o carater de uma particula de massa m com o de onda (w,c).
Para eliminarmos a massa desta equagdo, faremos uso da relacdo de de
Broglie:
v ho

mv=rhk = —="— (2.75)
n mc

onde ko = w/v = nw/c. Substituindo (2.75) em (2.74) obtemos uma
expressdo para a aceleracdo de um raio de luz que se propaga com
velocidade v = ¢/n num meio cujo indice de refragdo depende da posi¢do:

2
\%

a=—1Vn (2.76)
n
Entretanto, a solugdo desta equacao € complicada, uma vez que v também
pode depender da posicdo. Para simplifica-la, vamos tomar a aproximagéo
paraxial que estabelece que o movimento do raio esta confinado em torno
do eixo de propagacdo, que denominaremos de z. Neste caso, v=dz/dte a
aceleragdo pode ser expressa como:

(2.77)
onde a regra da cadeia foi utilizada. Substituindo (2.77) em (2.76) e
cancelando v obtemos:

dv ~

Y _VY¥n (2.78)
dz n

Usando V = dr /dt e aplicando novamente a regra da cadeia chegamos a:

Cr® _Y¥n (2.79)
n
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que nos leva a equacdo de propagacao de raios:

2=
n 9T 9 (2.80)
dz’
Podemos comparar este resultado com a equacao dos raios obtida
anteriormente. Usando a aproximacgao paraxial (d/ds—d/dz) na eq. (2.31)
e realizando a primeira derivada com respeito a z, temos:
— 2—
dodr 4T _$n 2.81)
dz dz dz*
Vemos entdo que o primeiro termo desta equacdo ndo aparece em (2.80).
Para efeitos praticos isto nao tem muita importancia, pois a duas equagdes
sdo validas apenas na aproximagao paraxial, que sé tem sentido quando a
variagdo de n ¢ muito pequena. Na solugdo da eq. (2.81), despreza-se em
geral o primeiro termo e aproxima-se N por Ny no segundo termo.
Podemos entender a auséncia do termo proporcional a dn/dz em
(2.80) re-escrevendo o potencial 6ptico como:

V(@) = |:E B h2@2n3 :| +{h2@2 (né —2n2 (f)):| (2.82)

2mc? 2mc

que corresponde a um termo constante € outro muito pequeno. Para
passarmos do caso quantico para o classico devemos ter h — 0. Isto
significa que os niveis de energia do sistema sdo quase continuos e para
isto o potencial deve variar lentamente no espaco. Assim, o primeiro
termo de (2.81) pode ser considerado como de segunda ordem e portanto
desprezado.

Em conclusdo, introduzimos um potencial 6ptico com o qual
obtivemos uma equagdo que descreve a propagacdo dos raios na
aproximacgao paraxial. Este conceito € interessante porque através dele
podemos entender porque os raios de luz procuram sempre as regides de
maior indice de refracdo (menor potencial). Como exemplo, numa fibra
optica o nucleo possui indice de refracdo levemente superior ao da casca,
0 que garante que os raios de luz fiquem confinados proximos ao seu
centro.
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Problemas

2.1. Um raio de luz incide sobre uma placa de espessura d de tal maneira a
formar 10° com a normal, conforme mostra a Fig. 2.11. O indice de
refracdo ¢ dado por n = 1+ z/d. Use a lei de Snell generalizada para
encontrar o angulo com que o raio deixa a placa.

2.2. Ainda com relagdo ao exercicio 1, use as equagdes de Euler-Lagrange
para encontrar: a) a equacdo da trajetoria do raio dentro do meio e b)
a que distancia Yy do eixo z ele sai fora do meio.

y

A

10° z

«—d —
Fig. 2.11 - Relativa aos exercicios 2.1 e 2.2.

2.3. Repita o problema 2.2 usando a equagao dos raios.

2.4. Uma lente do tipo GRIN (indice gradual) consiste de uma placa plana
e paralela cujo indice de refragdo varia quadraticamente com a
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distancia ao eixo Optico z de acordo com n(x,y) = ng - ox*+y?)/2.
Considere um raio entrando com um angulo &, (pequeno) neste
material, como mostra a Fig. 2.12 A espessura da lente é d e a0 << n,.
Use a equagdo dos raios para encontrar: a) a equagdo da trajetoria do
raio dentro do meio e b) o dngulo de saida (no ar) do raio.

d
Fig. 2.12 - Lente do tipo GRIN. &, é o angulo ja dentro do material.
2.5. Obter a eq. (2.42) pela substituicao de (2.38) em (2.37).
2.6. Obter a eq. (2.60) pela substituigao de (2.59) em (2.58).

2.7. Um raio de luz incide normalmente sobre um meio semi-infinito

com indice de refragdo n=n,/(1-a’y’) a uma pequena altura Yj.
Tome a Yy << 1.

a) Use a lei de Snell generalizada para encontrar a equacdo da
trajetoria do raio dentro do meio.

b) Repita o problema usando as equagdes de Euler-Lagrange.

¢) Repita o problema usando a equacdo dos raios.

2.8. Um feixe de luz colimada incide normalmente sobre uma placa de
espessura {, com indice de refragdo n=n,+/(1-a’y’), conforme
mostra a Fig. 2.13. Este elemento funciona como uma lente tipo

GRIN unidimensional. Encontre a posi¢ao focal, F. Considere que o

Ymax << 1 € £ & suficientemente pequeno para ndo haver oscilagdes do
raio dentro da placa.

r

y

—>

¢
Fig. 2.13 - Relativa ao exercicio 2.8.
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Ondas
eletromagnéticas

3.1 Introducao ao conceito de onda

Para entendermos a propagagdo, bem outros aspectos fisicos
relacionados a luz, vamos inicialmente rever algumas idéias ligadas ao
conceito de onda. Comegaremos analisando uma onda mecéanica, que ¢
uma perturbacdo que caminha num meio material. Um exemplo bastante
conhecido ¢ o de uma corda estirada no chdo sobre a qual se exerce um
rapido puxdo para cima. Sabemos que se forma um pulso nesta corda e
que ele caminha (ou propaga-se) ao longo dela. Esta situagdo corresponde
ao caso de propagacdo em uma dimensdo (dire¢do), ilustrado na Fig. 3.1.
Outro exemplo de onda mecanica ¢ o caso de uma pedra que cai na
superficie absolutamente calma de um lago. Ao tocar na agua, a pedra
provoca um movimento do liquido, na forma de um circulo que aumenta
radialmente. Neste caso, temos uma onda que se propaga em duas
dimensodes, sobre o plano definido pela superficie do lago. Estes sdo
exemplos de perturbagdes que podem ser caracterizados como
movimentos ondulatérios chamados pulsos.

corda parada

corda com pulso

Fig. 3.1 - llustracéo de um pulso propagando-se numa corda.
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Uma pergunta pertinente seria: podemos descrever este efeito
matematicamente? A resposta ¢ obviamente sim ¢ a equagdo que descreve
a propagagdo da onda, bem como sua solugdo, ja eram conhecidas desde o
século XVIII. Se estivermos tratando com ondas unidimensionais, que
caminham apenas na dire¢do z, por exemplo, a equagdo que descreve sua
propagagcao ¢ dada por:

2 2

que envolve derivadas parciais de segunda ordem com relagao as variaveis
espaco e tempo. A funcdo U representa a perturbagdo provocada pela onda
no meio, como por exemplo, a altura do pulso na corda. Por sua vez, v é a
velocidade com que a onda caminha. Esta equagdo diferencial tem como
solugdes possiveis quaisquer fungdes que possuam o argumento
descrevendo um movimento retilineo uniforme, dado por: z = z, + vt, ou
alternativamente, z + vt = constante. Nesta ultima expressdo, o sinal
negativo corresponde a um movimento na direcdo do eixo z, enquanto que
o sinal positivo descreve um movimento na direcdo negativa do eixo z.
Estas solugdes referem-se as ondas que se propagam sem dispersao, isto &,
o pulso caminha com velocidade constante, sem que haja distor¢do no seu
formato. No Cap. 4 trataremos do caso mais geral em que existe
dispersao, a qual provoca mudangas no formato do pulso ao se propagar.

Uma onda pode ser descrita de maneira geral como: U, = f(z-vt) e
U, = g(ztvt), onde f e g sdo fungdes quaisquer. Se houver no meio ondas
se propagando simultaneamente nas duas diregoes, a solugao geral é dada
pela combinagao linear:

u=au, +a,u, =a,f(z—vt)+a,g(z+ vt) 3.2)

onde U; e U, representam respectivamente, pulsos caminhando nas
diregdes +z e -z. A combinagdo linear das ondas presentes no meio,
expressa pela eq. (3.2), € conhecida como principio da superposigdo e sera
abordada no problema 3.1. A forma de cada pulso é estabelecida pelas
fungodes f e g, e depende das condi¢des iniciais do problema, isto é, de
como se gera o pulso no meio. Ao contrario das ondas mecanicas, as
ondas eletromagnéticas, que discutimos a seguir, ndo precisam de um
meio material para se propagarem.
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3.2 Ondas eletromagnéticas

Por volta de 1870, James Clerk Maxwell introduziu um conjunto
de equacdes envolvendo os campos elétrico e magnético, colocando de
forma clara as equagdes empiricas existentes na época. Também
introduziu o conceito de corrente de deslocamento, tornando a lei de
Ampére mais geral. Estas equagOes, conhecidas atualmente como
equacdes de Maxwell, estdo discutidas em detalhes nos textos basicos de
eletromagnetismo (ver referéncia 3.1). Temos:

I}

V.D=p (3.3a)

V.B=0 (3.3b)

VxE =—0B/ (3.3¢)

Vui=j+ P2 (3.3d)
ot

onde o sistema internacional (MKSA) foi adotado. O ultimo termo da eq.
(3.3d) representa a corrente de deslocamento introduzida por Maxwell.
Cada uma destas equagdes corresponde a uma lei fisica descoberta
empiricamente. De acordo com a ordem usada acima temos: lei de Gauss,
inexisténcia de monopolo magnético, lei da indugdo de Faraday e lei de
Ampere-Maxwell. O significado das grandezas que aparecem neste

conjunto de equagdes é o usual: E é o campo elétrico, B ¢ a indugio
magnética, p ¢ a densidade de portadores livres, J é a densidade de
corrente devida aos portadores livres, D=¢ E+P ¢ o deslocamento

elétrico e H=B/p,-M € o campo magnético. Introduzimos assim, a

polarizagdo elétrica P e a magnetizagio M, que correspondem a resposta
do meio devido a presenga dos campos elétrico e magnético,
respectivamente. As constantes gy = 8.854x10"? F/m e Ho = 4nx107 H/m,
determinadas empiricamente, s3o denominadas respectivamente de
permissividade e permeabilidade do vacuo.

As equagdes de Maxwell podem ser combinadas de forma a gerar
uma nova equagdo que descreve a onda eletromagnética. Antes, porém,
vamos fazer hipoteses simplificadoras para as relagdes constitutivas que
nos dao a resposta do meio a presenca dos campos. Vamos supor relacdes
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lineares do tipo P=g,¥E, M=%,H e J=oE (conhecida como lei de
Ohm), onde ¥ e ym sdo respectivamente as susceptibilidades elétrica e

magnética ¢ o ¢ a condutividade elétrica. Em geral ¥ ¢ um tensor, de

forma que as polarizacdes e os campos podem ndo ser paralelos.
Entretanto, neste capitulo vamos considerar apenas meios isotropicos, nos

quais X € ¥ m sdo escalares, isto €, y; = x0;. Voltaremos a abordar o

carater tensorial destas grandezas quando tratarmos da propagacdo da luz
em meios anisotropicos dentre os quais se enquadram diversos tipos de

cristais. Desta forma, D=¢,E+P= ¢,(1+y)E =¢E, onde D e E sio
paralelos. Analogamente, B= wH, onde p = po (1+ 7). Definiremos a
constante dielétrica como k. = &/ €, = (1+y) e a constante magnética como
K = Wpto = (1 Am).

Estamos interessados em estudar a propagacdo de ondas

eletromagnéticas num meio livre e homogéneo, isto ¢, p = J=0, M e endo
dependem da posi¢do. Tomando-se o rotacional da eq. (3.3c) temos:

ﬁx(ﬁxE)=—€{%B]=—§(%E)=—u§(%ﬁ) (.4)
Usando a eq. (3.3d) com J= 0, a identidade vetorial Vx(VxE) = V(V.E)
—-V2E e o fato que num meio livre e homogéneo, V.E =0, obtemos a
equacao de ondas:
O’E
ot

2
V2E:ua—2D:us (3.5)
ot
Analogamente, tomando o rotacional da lei de Ampére-Maxwell e
usando as eq. (3.3b) e (3.3¢c), obtemos uma equagdo similar para o campo
magnético:

- o’H
V2H =pne
H ot?

(3.6)

Se considerarmos a propagagdo em apenas uma dimensdo (apenas
na direcdo z, por exemplo), o Laplaceano se transforma numa derivada
segunda com relagdo a z, ¢ assim as eq. (3.5) e (3.6) tem a forma da
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equagao de ondas dada por (3.1). Este tipo de equacao ja era conhecido na
época, de forma que Maxwell pode concluir que se tratava de uma onda

com velocidade de propaga¢do v=1//ue . E interessante enfatizar que

quando estas equacdes foram obtidas pouco se conhecia sobre a natureza
da luz. Apenas quando Maxwell substituiu os valores de ¢ e 4, conhecidos
empiricamente através de medidas de capacitancia e indutancia, obteve-se
que a onda eletromagnética tinha uma velocidade de propagacdo igual a
da luz, e assim pode ser feito o relacionamento entre a Optica e o
eletromagnetismo. No caso tridimensional, as equagoes (3.5) e (3.6) sdo
cada uma um conjunto de trés equagdes para as componentes, isto é:

2

V°E, =pue aathx (3.72)
2

VzEy =pue 6t2y (3.7b)
2

V’E, = e 6852 (3.7¢)

Existe ainda um conjunto de equagdes similares para o campo
magnético. Todas sdo equagdes diferenciais lineares, de segunda ordem,
que podem ter uma infinidade de solug¢des, dependendo das condi¢des de
contorno impostas pela geometria de cada situacdo particular. Nas se¢oes
seguintes vamos discutir os tipos de solu¢des mais comuns.

3.3 Ondas harmonicas unidimensionais

A equacdo para a onda eletromagnética unidimensional tem a
forma da equacgdo para u e, portanto, sua solucdo se constitui de pulsos do
tipo:

E = E(ztvt) (3.8a)

H = H(zxvt) (3.8b)

caminhando com velocidade v =1//ue =1/4/k gk u, = c//k k,, , onde C
¢ a velocidade da luz no vacuo (k. = k,, =1). Para meios dielétricos e ndo
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magnéticos (k,=1), temos v = C/\/E =c/n, onde n =\/k_ ¢ o indice de

(5]

refracdo do meio.

Um caso particular muito interessante das solucdes expressas
pelas eq. (3.8a) e (3.8b) é o das ondas harmdnicas, que sdo perturbacdes
periddicas da forma:

E= Eocos[k(z + Vt)] = Eocos[(kz Tot) ] (3.9a)
H= Hocos[k(z + Vt)] = Hocos[(kz * oat)] (3.9b)

onde definimos:
o=kv (3.10)

sendo w a freqliéncia angular da onda e k a constante de propagacao ou
moédulo do vetor de propagacdo. Posteriormente, veremos com mais
detalhes o significado fisico destas grandezas. Assim como a expressao
co-senoidal apresentada acima, solugdes do tipo seno também satisfazem
a equacao de ondas e também sdo chamadas de ondas harmoénicas. Como
exemplo, no caso das ondas mecanicas fungdes do tipo seno ou co-seno
podem ser obtidas conectando um diapasdo numa das extremidades de
uma corda esticada. Existe ainda uma terceira maneira de se expressar a
onda harmoénica, mais conveniente para a realizacdo da operagdo de
multiplicacdo dos campos, que é a forma exponencial:

E=E exp{i[k(z+ vt)]}=E exp{i(kz+ ot) } (3.11)

que também satisfaz a equag¢do de ondas. De acordo com a férmula de
Euler (exp{iB} = cosb + i senO) esta expressdo contém um termo real e
outro imaginario. Como o campo elétrico (assim como o magnético) deve
ser uma variavel real, é costume tomar-se apenas a parte real (ou
imaginaria) da eq. (3.11).

Vamos enfatizar aqui que uma onda tem trés partes importantes:
a) a amplitude (E,), b) a orientagdo espacial dos campos (polarizagdo) e ¢)
a fase (kztwt). A amplitude estd ligada a intensidade, que determina a
poténcia que esta sendo transportada pela onda. A polarizagdo dos campos
estd vinculada a orientagdo do vetor campo elétrico no espaco. Esta
orientagdo define o que chamamos de polarizacdo de uma onda e sera
tema de muitas discussdes ao longo do texto, como por exemplo, quando
estudarmos os fenomenos de reflexdo e refragdo. Veremos ainda que a
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fase, que ¢ o argumento da funcdo que descreve a onda, ¢ um elemento
fundamental no entendimento de varios fendmenos, como por exemplo, o
da interferéncia de ondas.

O argumento das func¢des dadas nas eq. (3.8a) e (3.8b) possui um
termo descrevendo a variagdo espacial da onda, e outro, a temporal. De
fato, ndo ¢ algo simples a visualiza¢do conjunta das variagdes no espaco e
no tempo, € a maneira mais funcional para analisar a fase é fazé-la
separadamente. Para simplificar ainda mais a discussdo, faremos uso das
ondas harmonicas definidas nas eq. (3.92) e (3.9b). Vamos somar 21 ao
argumento da funcdo, o que ndo altera o valor da amplitude do campo da
onda, pois cos ¢ = cos (¢ + 2m). Ao fazermos este incremento de fase, sua
origem pode ser oriunda tanto da parte espacial quanto temporal, isto &, a
varia¢do pode ser no valor de z ou no de t.

Tomemos inicialmente a variagdo de fase como sendo de origem
temporal. Consideremos um dado instante de tempo t e que decorrido um
intervalo de tempo T, a fase total se altera de 2n. Desta forma, temos:
E =E,coslkz o(t +T)|= E coslkz + ot + &T]=E coskz tot +2r |. Neste

caso, T =27, que nos leva a:

o="—=2nf (3.12)
T

O intervalo de tempo T para o qual a onda harmonica se repete ¢ chamado
de periodo temporal da onda. A eq. (3.12) define a relagdo que deve

existir entre periodo, freqiiéncia angular o e freqiiéncia f.
Tomemos a seguir a variagao de 2w na fase como sendo oriunda
da parte espacial. Desta forma, consideramos a onda em um dado ponto z
e, no mesmo instante, o ponto (z+A), tal que este deslocamento espacial
gere a varia¢do de fase citada. Temos entdo que E =E_ cos[k(z+ L)+ wt]

—E, cos[kz+ ot +k\|=E_cos[kz+ ot +2n]. Disto vem que kA = 2me,

consequentemente:
_2n

A

k (3.13)
Portanto, chegamos a conclusdo que existe um periodo espacial dado por
A, a semelhanga do periodo temporal ja discutido. A eq. (3.13) define a
relacdo entre o modulo do vetor de propagacdo e este periodo espacial,
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chamado de comprimento de onda. Isto evidencia que as partes espacial e
temporal de uma onda participam em pé de igualdade, ou seja, tanto ¢
possivel haver alteracdo de uma onda através da passagem do tempo
quanto da mudang¢a de posicdo no espago. A Fig. 3.2 ilustra o
comportamento de uma onda harmonica como fungdo da variavel espacial
para diversos tempos, isto é como se a onda fosse fotografada
periodicamente.

(RO
\VERVERVIE

Fig. 3.2 — Evolugdo temporal-espacial de uma onda harménica. Conforme o
tempo passa, a onda caminha para a direita com velocidade v
constante.

A mudan¢a de uma onda no tempo ¢ algo muito comum em
eletronica, enquanto que a mudanga de fase no espago ¢ algo proprio da
optica. Assim sendo, em eletronica se faz a modulagdo de sinal no tempo,
enquanto em Optica se pode modular ndo apenas no tempo, mas também
no espaco.

3.4 Ondas planas e esféricas

O caso discutido na se¢do anterior ¢ o das ondas harmonicas
unidimensionais, para as quais a propagac¢do ocorre apenas ao longo do
eixo Z. No caso de uma onda que se propaga numa dire¢do qualquer do
espaco, além de z, as coordenadas X e y também aparecem na solucdo da
equacdo de ondas se utilizarmos o Laplaceano em coordenadas
cartesianas. Assim, generalizando a eq. (3.11) temos:

E:Eoexp{i(kxx+kyy+kzzimt)} E exp{ (kr+cot)} (3.14)

onde o vetor k = kxf + kyj +k212 define a direcdo de propagacdo da onda e
¢ chamado de vetor de propagacdo, cujo médulo, como ja vimos é 2m/A .

T =xi+yj+zk é chamado de vetor posi¢&o. Os versores i, je k indicam a
direcdo e sentido dos eixos X, Y € z, do sistema de coordenadas cartesianas.
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A solugdo dada por (3.14) ¢ de extrema importancia uma vez que qualquer
pulso f( f(.f—mot) pode ser gerado fazendo uma superposicdo de campos

elétricos E(w), isto €, calculando a transformada de Fourier de Eo(®):

11&?—@M)=jE«@dm:jEO@»en{KEf—onﬁdm (3.15)

sendo que ®, entra nos limites de integracdo. Desta forma, podemos ver

que a solug@o harmonica € uma espécie de onda basica e as solu¢des mais
complicadas sdo derivadas a partir dela. Voltaremos a este assunto no
Cap. 7, quando estudarmos a resolucdao espectral de um trem de ondas
finito. Entretanto, devemos afirmar que embora esta solugdo seja
importante do ponto de vista matematico, ela ndo tem significado fisico, ja
que as condi¢des de contorno demandariam fontes de dimensdes infinitas
(planos), como veremos a seguir.

De acordo com a eq. (3.14), a fase da onda ¢ ¢(r,t) = kT -ot.
Vamos encontrar para quais pontos no espago esta fase tem o mesmo
valor, isto ¢, queremos determinar as superficies equifases. Assim, para
um dado instante de tempo ¢ deve ser constante e isto s6 & possivel se

k.= ki.f = constante. Aqui, U ¢é um versor que especifica a direcdo e

o sentido do vetor de propagagdo k. A realizagdo do produto escalar nos
leva a: kx + kyy + k,z = constante, que € a equacdo do plano visto na Fig.
3.3, cuja normal € o proprio vetor de propagagdo. Desta forma concluimos
que a onda plana possui como superficies equifases, planos que se

propagam na direcao de k , com velocidade V.

k = ki

=l

Fig. 3.3 - Superficie equifase de uma onda plana.
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Para entendermos melhor o significado de k vamos fazer uso da
Fig. 3.4, que representa duas superficies equifases tais que os argumentos
das fun¢des seno diferem exatamente de 2m, significando que a onda se
repete. Logo, a separagdo entre os dois planos é A, como discutido
anteriormente. Assim, para um dado tempo t, EFI - ot = constante e E.fz -

ot = const.+27. Subtraindo estas duas igualdades temos: k.(f, — )= 2.

frente de
onda

Fig. 3.4 - Significado de k.

Levando em conta que o produto escalar seleciona apenas a
componente de (T, —1;) paralela a k (portanto perpendicular aos planos

equifases), e que esta corresponde a separacdo entre os dois planos
consecutivos, concluimos que kA = 27w e consequentemente k = 2m/A,
como no caso da onda unidimensional. Como para a translacio com
velocidade constante, o espaco ¢ igual a velocidade vezes o tempo, temos
A = Tv = v/f. Assim obtemos v=Af =w/k, que ¢ a velocidade de fase da
onda, que sera abordada com maiores detalhes no proximo capitulo.

Um outro tipo de solucdo para a equacdo de ondas ¢ a onda
esférica, que esta ligada a condi¢do de contorno correspondente a radiacdo
emitida por uma fonte pontual. Quando tal fonte emite radiacdo
eletromagnética, a onda gerada se espalha em todas as dire¢des, como
mostrado na Fig. 3.5, diferentemente da onda plana que caminha apenas

na dire¢do do vetor de propagacdo k . Neste caso, o campo elétrico € dado
por:
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E= &cos(kr — ot) (3.16)
r

Nesta expressdo vemos que a amplitude decresce com r e a razdo
para isto esta ligada ao principio da conservagdo de energia. A poténcia
(energia por unidade de tempo) ¢ o produto da intensidade pela area
atravessada pela onda, que no caso da esfera é A = 4nr’. Logo, devido a
conservagio de energia (ou poténcia), 4nr’l deve ser constante conforme a
onda esférica se propaga. Como veremos no final do capitulo, I oc E (ver
eg. (3.41)) de onde concluimos que E depende de 1/r. Conforme mostra a
Fig. 3.5, o produto kr da origem a uma superficie equifase esférica,
dependente de r. Note que no argumento da exponencial aparecem apenas

os modulos dos vetores k e T, e ndo o seu produto escalar.

_superficie equifase

Fig. 3.5 - Onda esférica.

Existem outros tipos de solugdes para a equacdo de ondas e um
dos mais comuns ¢ a solucao do tipo gaussiana, que abordaremos na se¢do
3.5.

Uma identidade importante ¢ a que relaciona He E . Para deriva-
la devemos notar que de acordo com a expressdo da onda plana,

VxE =ik«E (3.17a)

% _oE (3.17b)
ot

M iom (3.17¢)
ot
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ComoV<E = -8B/t =—pdH/dt, temos ikE = ipwH, isto é,
He E sdo perpendiculares entre si. Por outro lado,
VE=ikE=0 (3.18a)
significando que k e E sdo perpendiculares. Também,
VH=ikH=0 (3.18b)
e assim, k ¢ H sdo perpendiculares. Logo, concluimos que k, He E

sdo mutuamente perpendiculares, como mostra a Fig. 3.6. E claro que isto
s6 ¢ valido em meios isotropicos, onde V.E=0. Nos meios

anisotropicos, a condi¢do a ser utilizada ¢ V.D =0, e neste caso, k, H e

D sao mutuamente perpendiculares.

E

e :

Fig. 3.6 - Geometria dos vetores k,HeE

3.5 Ondas gaussianas

Uma solugdo importante da equacdo de ondas € aquela obtida ao se
utilizar o Laplaceano em coordenadas cilindricas:
o> o* 10 0°
Vi=Vi4——=—t-——t+— 3.19
Ta at ror o G-19)

2 . . . ..
onde Vi ¢ a parte associada a coordenada radial. Fisicamente, o uso
destas coordenadas implica que o meio possui condi¢cdes de contorno com
simetria azimutal, isto €, podem existir obstaculos circulares, meios do

tipo lente como discutido no Cap. 2, etc. A solugdo que vamos obter a
seguir ¢ de observacdo bastante comum em laboratdrios de oOptica, pois
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corresponde ao tipo de luz emitida pela maioria dos lasers. Como o
sistema de coordenadas particulares escolhido para o Laplaceano ndo tem
influéncia na parte temporal do campo elétrico, € de se esperar que, como
nos dois casos discutidos na secdo anterior, ele seja dado por uma
expressao do tipo:

E(7,t) = E(F)exp{- iot} (3.20)

Substituindo esta solucdo tentativa na eq. (3.5), obtemos a equagdo de
ondas na forma reduzida, que envolve apenas as coordenadas espaciais:

VZE +k*(r)E=0 (3.21)
onde k* = pew” pode depender da coordenada radial se tivermos um meio

do tipo lente. Entretanto, com o objetivo de simplificar os calculos
seguintes, vamos supor que o meio seja homogéneo, isto é, k é constante.

Tomando apenas uma componente vetorial de E e supondo que a onda
tem sua propagacdo confinada em torno do eixo z, fazemos a mudanca de
variaveis:

E(r,z) =y(r,z) exp{— ikz} (3.22)

que quando substituida na eq. (3.21) resulta em:
Viy - 2iky'=0 (3.23)
' a "
onde V :6%[ e o termo proporcional a ¥ foi desprezado. Esta é ainda

uma equacdo dificil de ser resolvida e sem nenhuma justificativa ad hoc,
vamos tentar uma solu¢@o do tipo:

2
y(r,z) =y, expy—i [P(z) + %] (3.24)

Substituindo na eq. (3.23) obtemos:
Q’r’ +2iQ + kr*Q'+2kP'=0 (3.25)

onde as derivadas de P e Q sdo relativas a z. Como esta igualdade ¢ valida
para qualquer r, devemos analisar as partes que possuem a mesma
poténcia em r. Assim,

Q*+kQ'=0 (3.26a)
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iQ+kP'=0 (3.26b)

Desta forma, obtemos equagdes diferenciais, que embora néo lineares, sdo
de primeira ordem, e consequentemente faceis de serem resolvidas. A
solucdo da eq. (3.26a) resulta em:

k
z+q,

Q(2)= (3.27)

onde (p ¢ uma constante de integra¢do, que sera analisada posteriormente.
Utilizando este resultado na eq. (3.26b) ¢ facil mostrar que:

P(z) = —i ln(l + i] (3.28)
o

Podemos agora substituir os valores de P(z) e Q(z) na eq. (3.24)
para encontrarmos a fun¢do y(r,z). Antes porém, vamos re-escrever a
constante de integracdo como (o = izp, com Z, real. A razdo de se
considerar (, imaginario é que esta € a unica maneira de se obter uma
solucdo que esta confinada em torno do eixo z; caso contrario, 0 campo
elétrico se estenderia exponencialmente até o infinito e esta € uma solugao
que ndo nos interessa. Desta forma temos:

exp{ - iP(z)} = exp{— ln[l - i(z/zo)]}

=— ! = ! exp{i tg_l(z/zo)}
1-i(z/20) 1+ (z/z2,)

exp{—iQ(Z)r2}:eXp{_iE[ rf ]}
2 2\ z+i1z,
(3.30)

SN Y e 2200 S S SO
P75 7’ +z; P w?(z) 2R(2)

onde as grandezas w(z) e R(z) foram introduzidas como:

(3.29)

wz(z)z%{l—k(z/zo)z} = w2 {1+ (z,)*] (3.31a)
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onde w,” = 2zy/k ¢ o valor de w(z) na origem (z=0) e

R(z)=2{1 + (z/2)" | (3.31b)

kr® }} (3.32)
R(2)

W, o i) —il kz—
E(r,z)=E, w2 exp{ - Z(Z)} exp{ 1{1{2 n(z)+ 5

onde 1(z) = tg'(z/z9) é conhecida como fase de Gouy. Podemos agora
fazer uma interpretacdo do significado desta expressdo. A primeira parte
da eq. (3.32) esta ligada a amplitude do campo. Vemos que ao se
modificar a coordenada radial o campo decai exponencialmente, de forma
a seguir uma funcdo gaussiana. O comportamento de E contra r esta
mostrado na Fig. 3.7. Para uma distincia r = w(z), o valor de E decai para
1/e do valor em r = 0. Esta distdncia ¢ chamada de raio do feixe. Na
origem, o raio minimo € Wy, de acordo com a eq. (3.31a). Nesta posicdo
temos a “cintura do feixe”. Ainda de acordo com esta equacdo, vemos que
7o = kwo*/2 = mnw,*/A. Este pardmetro ¢ chamado de comprimento de
Rayleigh. Para z = 7, o raio do feixe aumenta de um fator /2 quando
comparado com o valor em r = 0. Ainda com relagdo a amplitude do
campo, para r = 0, o feixe vai se abrindo conforme z aumenta e a

Com estas definigdes o campo elétrico fica:

amplitude decai com z, de acordo com wo/W(z) =1/,/1+(zz,) - E

interessante notar que existe um tamanho minimo para o didmetro do
feixe e isto esta ligado ao fendmeno de difracdo, que veremos no Cap. 8.
Para z muito maior que Zy, a eq. (3.31a) prediz que w(z) = woz/z. Usando
a relacdo entre Wy ¢ Zy, ¢ considerando que o raio do feixe satisfaz: r =
w(z), temos:

1 E(z,r)

2w(z)

Fig. 3.7 - Variagéo da amplitude do campo com a coordenada radial.
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A

nnw,

r=

z (3.33)

que ¢ a equacdo de uma reta, que nos da o angulo de divergéncia do feixe
como tgh = 0 = A/nnw,. Iremos obter uma expressdo similar a esta
quando tratarmos da difracao de luz por uma fenda circular de raio wy.

A segunda metade da eq. (3.32) esta ligada a fase da onda. O
termo mais interessante ¢ o que possui R(z), que corresponde ao raio de
curvatura da frente de onda. Quando a onda se propaga, a curvatura do
feixe vai mudando conforme mostra a Fig. 3.8. Parar =0 e r = o raio de
curvatura € infinito. O valor minimo de R(z) ocorre para z = +z, e vale
Runin = 22¢. Para z > 0, o raio de curvatura é positivo e se a luz caminha
para a direita temos a divergéncia do feixe. Por outro lado para z < 0, o
raio de curvatura € negativo e o feixe estara convergindo.

Tr . R(z

\ )
o — ____)
__NZIH ’
Wo

| 2w

Fig. 3.8 - Propagacédo de um feixe gaussiano (a) e variagdo da amplitude do
campo com coordenada radial.

O feixe definido pela eq. (3.32) é chamado feixe gaussiano de
ordem zero (TEMy), podendo existir feixes de ordem superior, cujas
distribui¢des de intensidade na dire¢ao radial sdo mostrados na Fig. 3.9.
Embora ndo demonstremos aqui, a amplitude do campo elétrico ¢
modulada por um polindmio de Hermite. Alguns pontos a serem
enfatizados com relagdo a eq. (3.32) sdo: (i) o raio da curvatura R(z) e o
didmetro do feixe mudam conforme ele se propaga na direcdo z,
implicando numa divergéncia (ou convergéncia) do mesmo, (ii) em W(z) o
campo ¢ 1/e do valor em r = 0, (iii) o intervalo de Rayleigh z, = nwén/ A

¢ a distancia z em que o raio wW(z) do feixe aumenta por um fator~/2 , (iv)
W, € o raio minimo do feixe, obtido no ponto focal ¢ (v) a propagacéo do
feixe ndo segue as leis da Optica geométrica devido a difragdo da luz no
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ponto focal, mas pode ser descrita através de matrizes (let ABCD), como
discutido na referéncia 3.3 e na se¢do seguinte.

TEMy, TEM,, TEM,, TEM;, TEM,
- X hi ‘TII AL
4 - 0 -
- X ik ‘X1I 20
TEM, TEMy, TEM,, TEM;, TEM,,

Fig. 3.9 - DistribuicGes transversais de intensidade para feixes gaussianos de
vérias ordens.

3.6 Propagacéao do feixe gaussiano

Como mencionamos na sec¢do anterior, a propagacdo de um feixe
gaussiano ndao segue as leis da oOptica geométrica, mas sim da Optica
ondulatoria, onde o fendmeno de difragdo é importante. O que devemos
fazer para caracterizar o feixe gaussiano € determinar como W(z) e R(z)
variam conforme a onda se propaga. Isto ¢ feito através da lei ABCD que
discutiremos a seguir. Vamos definir um parametro q(z) = k/Q(z), tal que
para a propagacdo num meio homogéneo obtemos q(z) = qp + z, como
indica a eq. (3.27). Por outro lado, vemos da eq. (3.30) que:

L »_1 o (3.34)
a(z)  k  R(z) mnw(z)

Desta forma, sabendo como (z) varia com z, a parte real de 1/q(z)
dara R(z), enquanto que a parte imaginaria esta ligada a w(z). Se
conhecermos W,, podemos encontrar zy, € qo = iZp. Substituindo em q(z) =
do + z obtemos a eq. (3.31). Entretanto, um dado sistema Optico pode
conter componentes tais como lentes e outros elementos. Neste caso, a
variagdo do pardmetro g ¢ dado pela lei ABCD:

_Aq,+B

= 3.35
Cq,+D ( )

2
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onde Q; e 0, se referem a dois planos quaisquer perpendiculares ao eixo
optico (z), enquanto que A, B, C, e D s8o os elementos da matriz que
caracteriza a propagagdo geométrica de um raio de luz entre os planos 1 e
2, como veremos na proxima se¢do. No caso da propagacao no ar, usamos
a matriz de translagdo com A=1,B=2z,C=0¢ D =1, e obtemos q, = q;
+ z, como anteriormente. O calculo da propagagdo do feixe gaussiano em
alguns sistemas particulares sera deixado como exercicio.

3.7 Formulac&o matricial da 6ptica geomeétrica

O tratamento matematico na forma matricial ¢ um formalismo de
muita importancia para a descrigdo da propagacdo de feixes gaussianos e
calculos de cavidades ressonantes para lasers. E também adequado para
descrever sistemas que incluem muitos elementos opticos, ja que o efeito
do conjunto pode ser encontrado através de multiplicagdo de matrizes.

Vamos levar em conta apenas os raios paraxiais confinados ao
redor do eixo optico (€ muito pequeno). Considere a situagdo mostrada na
Fig. 3.10. Podemos supor que, na aproximacdo paraxial, existe uma
relacdo linear entre as caracteristicas geométricas dos feixes de entrada e
saida do sistema Optico. Desta forma, tomando Y; como a altura e & como
o angulo do raio incidente no sistema oOptico, e Y. € 6. como os pardmetros
do feixe emergente, podemos escrever um conjunto de equagdes
envolvendo estas grandezas:

Y. =8,,Y; +§,,6
(3.36)
0, =S, Y, +5,6,

que pode ser colocada na forma matricial:

Ye S11 SIZ Yi
= (3.37)
ee SZI SZZ ei

ou esquematicamente, na notacdo de Dirac utilizada na mecanica

quantica, Re> =S| Ri>. Para um sistema oOptico composto de varios
elementos, fazemos a multiplicacdo de suas matrizes respeitando a ordem

com que os raios incidem nos elementos. Logo, | R, > =S,S,.1...555 | R, > .
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v

eixo optico

sistema optico

Fig. 3.10 - Raios incidentes e emergentes de um sistema éptico. Na aproximacéo
paraxial, dy/dz =tg0~ 6.

Como exemplo, vamos encontrar a matriz S para uma lente
positiva (convergente) de distancia focal f. A Fig. 3.11 mostra os raios
principais para uma lente convergente. Note que quando o raio estiver
descendo dy/dz<0 e portanto 0 € negativo.

7
o M~ e
>

2

Fig. 3.11 - Tragado de raios para uma lente convergente de distancia focal f. O
corresponde ao objeto (tamanho d) e O’ a imagem (tamanho d’).

Vamos usar a aproximagdo paraxial, na qual d e d’ sdo muito
menores que a distancia focal f. Da Fig. 3.11 vemos que o raio (1)
incidente sobre a lente ¢ descrito pela altura Yi" = d’ e pelo angulo 6, =
arctg d’/f = d’/f, enquanto que o raio emergente é caracterizado por Y.
=d’ e 0. = 0. Logo, poderemos montar a seguinte equagdo matricial:

d’ _ Sii S d’
= d’ (3.38)
0 Sy Sy f

que nos leva ao sistema de equagdes:
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d'=S,d"+s, <4 (3.39 a)
0=8,d'+S,, & (3.39b)

Para o raio (2), temos Y= -d, 0,? = 0, Y. P=-de0?= arctg d/f = d/f.
Portanto,
—d S, S —d
d =( " 12)( (3.40)
T SZ] Szz 0

-d=-8,d=§, =1 (3.41a)

de onde se obtém:

do§,d=S, - _% (3.42b)

Substituindo estes valores na eq. (3.39) encontramos S, =0¢ Sy =1, de
forma que a matriz da lente positiva fica:

1 0
S= (_1 ] (3.43)
1

Para uma lente negativa (divergente) basta que se troque o sinal de
f, como sera demonstrado no problema 3.6. A determinac¢do das matrizes
de varios sistemas Opticos e suas combinagdes sera deixada para a secdo
de exercicios. O procedimento a ser adotado na solugdo destes problemas
¢ analogo ao que usamos para a lente positiva. Um fato que merece
destaque ¢ que as matrizes que representam os elementos opticos, a
exemplo da matriz da lente convergente, sdo unitarias. Logo, quando
temos um sistema Optico composto de varios elementos, sua matriz
também ¢ unitaria, pois ¢ a resultante de um produto de matrizes unitarias.

3.8 Vetor de Poynting. Irradiancia

A poténcia por unidade de area que se propaga na diregdo ké
dada pelo vetor de Poynting, que ¢ definido como:
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S=EH (3.44)

Usando a relagdo entre H e E dada logo apés as eq. (3.17) temos:

S5 B 1L B RER)-
LO  H®

o (3.45)
=— k=—9cos> [E.F - (Dt]lz
TR0

Os detetores existentes ndo possuem velocidade suficiente para
acompanhar a variacdo rapida do campo elétrico e fazem uma média
temporal do sinal. Portanto, devemos calcular a média temporal do vetor
de Poynting, isto é:

R 1t0+TH E2 to+T ~ ~
<S>=— [ 8@t =—2 [ cos’(kF-ot)dtk (3.46)
T . poT

to

Usando a identidade cos’y = %[1 +cos2y| obtemos:

S E: {@ -
<S> = o’ T+ %sen[2(k.r —ot, — c)T)] )

- % sen[2 (f(.f -t )]}

Integrando em um periodo, que ¢ dado por T = 27/ ® , obtemos:

2
<§>=Lo k- LpefE .} (3.48)
21 2

Definimos densidade de fluxo radiante ou irradiancia como:

< | Eik Ej 1

I=|<8>|=0% = =0 = Zong B} (3.49)
2uo 2uv 2

que possui unidades de W/m”. Esta ¢ uma expressdo bastante atil na

pratica, pois permite relacionar a intensidade da luz com o campo elétrico.
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Problemas

~ ~ 62 02
As solugdes da equagdo de ondas &(—“;—C%a—ﬁ’

em dois tipos: ondas progressivas e¢ estacionarias. a) Para obter
solugdes tipo ondas progressivas faca as seguintes mudangas de
variaveis: v.= X - ct € V.= X + ct € mostre que a solucdo mais geral ¢
dada por y =f ( x - ct) + g (x +ct), onde f e g sdo fun¢les arbitrarias
(método de D’Alembert). b) Para obter solugdes estacionarias faca
y(x,t) = X(x)T(t) e mostre que as solugdes possiveis sao do tipo:
v = (A cospx + B senpx) (C cospct + D senpct) e y, = (A’ e™ + B’
e™) (C’e” + D’e™") (método da separacio das varidveis).

=0 podem se dividir

Obter a equagdo de ondas para a propagagdo de luz em meio ndo
homogéneo, onde € = ¢ (x,y,z) € L = U (X,¥,2).

Complete as passagens que levam a eq. (3.23).
Complete as passagens que levam as egs. (3.25) e (3.26).

Considere um raio propagando-se num meio isotrépico de maneira a
formar um angulo @ (pequeno) como o eixo Optico. Mostre que a
matriz que descreve a propagagdo do raio entre dois planos
perpendiculares ao eixo optico e separados por uma distancia d, é
dada, na aproximagdo paraxial, por:

wly 1]

Derive a matriz de uma lente divergente.
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3.7.

3.8.

3.9.

Considere uma interface esférica de raio R separando dois meios
dielétricos de indices de refracdo n; e n, e a luz indo do meio 1 para o
meio 2. Mostre que a matriz que descreve a propagacdo do raio
através da interface ¢ dada, na aproximacao paraxial, por:

1 0
Mzil-_nlL

nR n

onde n = ny/n; € o indice de refragdo relativo. R € positivo se o centro
de curvatura estiver a direita da interface e negativo se estiver a
esquerda.

Considere um feixe gaussiano incidente sobre uma lente fina de
distancia focal f, tal que sua cintura coincida com a lente. Usando a
lei ABCD encontre a localizagdo da nova cintura do feixe e o
diametro da mancha focal.

Suponha que um feixe gaussiano incida sobre a face de um bloco
solido muito longo de indice de refragdo n, tal que sua cintura esteja
dentro do bloco. Usando a lei ABCD encontre a localizacdo da
cintura do feixe e o diametro da mancha focal, em comparagdo com o
caso que nao existe prisma.

3.10. Considere um feixe gaussiano de cintura 2w, que incide sobre uma

lente fina de distancia focal f. A que distancia d do foco deve ser
colocada a lente para que a divergéncia do feixe emergente seja
minima? Deduza a equacdo de formacdo de imagem para o caso de
feixes Gaussianos.

3.11. Um material possui indice de refracdo complexo fi =n +ia, onde n e

a sdo reais. Explique os efeitos produzidos por n e a. Calcule o vetor
de Poynting para uma onda plana se propagando neste meio.
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A fase da onda
eletromagnética

4.1 Velocidades de fase e de grupo. Dispersao

Como vimos no capitulo anterior, a onda eletromagnética ¢
caracterizada por uma fase que possui dependéncia nas coordenadas
espaciais e temporal, ¢ = ¢(T,t). Esta grandeza é a caracteristica mais
importante da onda eletromagnética ja que define a diregdo de
propagagdo, através do gradiente da funcdo eikonal (vide Cap. 2), a
frequéncia e também sua velocidade de propagagdo. No presente capitulo,
vamos concentrar nossa atencdo aos aspectos ligados a frequéncia e
velocidade da onda, e como proceder para transmitir informagdes através
dela.

De acordo com o exposto no Cap. 3, as coordenadas espaciais e
temporal das fases das ondas analisadas estdo separadas em dois termos,

da forma k.r -ot. Entretanto, pode acontecer o caso em que estas
coordenadas estdo misturadas, ¢ um exemplo disto é quando o indice de
refracdo depende do tempo. Como K é proporcional a n, a fase passa a ser

o(r,t)= E(t).f —ot, que ¢ conhecida como fase generalizada. A frequéncia

da onda estara entdo associada a variagdo temporal da fase generalizada,
topico que veremos com mais detalhes quando tratarmos da modulacio
eletro-Optica e varredura de frequéncia. Por enquanto, vamos concentrar
nossa aten¢ao na velocidade de propagacdo da onda. Comecaremos por
dizer que quando se deseja transmitir sinais, ¢ impossivel fazé-lo através
de uma onda de frequéncia unica (monocromatica), porque os detetores
existentes medem a intensidade do sinal e ndo a fase. Para tal fim,
devemos modular a onda, como explicado a seguir.

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacoes



68 A fase da onda eletromagnética

Vamos considerar duas ondas planas monocromaticas, de
frequéncias ® + Am e ® — Aw, propagando-se ao longo da dire¢do z, com
os correspondentes vetores de onda k + Ak e k — Ak. Aplicando o principio
da superposi¢ao introduzido por Young, temos:

E= Eoexp{i(kJr AK)z—i(0+A)t}+

B expli(k - AK)z— (0 Ao)t) @D

Através de uma manipulagdo matematica simples desta equacdo
chegamos a:

E= Eoexp{ 1 (kz — (ot)}[exp{ i (Akz - A(ot)}+ exp{—i (Akz — Amt)}]

4.2
=E= 2Eoexp{i(kz —o)t)}cos(Akz ~Aot) *2)

Como usualmente feito nos livros de eletromagnetismo, tomamos
apenas a parte real desta expressao, o que nos leva a:

E = 2E ,cos(kz — ot )cos(Akz — Awt) 4.3)

Isto nos d4 uma onda de frequéncia @ modulada por outra, de frequéncia
A, como mostra a Fig. 4.1.

Fig. 4.1 - Modulagdo da amplitude da onda.

De acordo com a equagdo anterior, vemos que a onda portadora,
de frequéncia maior, tem a forma cos(kz-wt) e a modulacdo ¢ dada por
cos(Akz — Amt). Vamos concentrar nossa atengao nos pontos A ¢ B, que
sdo respectivamente maximos da modulagdo ¢ da onda portadora, e
determinar as velocidades com que estes pontos se propagam. Estes
maximos satisfazem as condi¢des:

Ponto A: Akz - Aot =21tm (4.4a)
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Ponto B: kz - ot =2nn (4.4b)

onde m e n sdo inteiros. Diferenciando z com relacdo a t nas expressoes
acima obtemos:

dz Ao

Ponto A: —| =V, =— (4.52)
dt . Ak

Ponto B: (%) =V, = @ (4.5b)
dt J; k

que sdo respectivamente as velocidades da modulagdo e da onda
portadora. A velocidade da onda portadora leva o nome de velocidade de
fase e a da modulagao o de velocidade de grupo. Neste caso em que temos
duas ondas monocromaticas, o espectro de frequéncias é composto por
duas “fungdes delta”. Para o caso de um “pacote” ou grupo de ondas cujo
espectro de frequéncias ¢ uma fungdo caixa, como mostra a Fig. 4.2,
teremos que somar (integrar) todas as componentes de frequéncias para
encontrar a expressdo do campo elétrico como fizemos para as duas ondas
monocromaticas na eq. (4.1). Assim,

Ao
oy

E(z,0)= [E,expli(kz—ot)} do (4.6)

Ry

r E(Q))

Eo

— o —
Fig. 4.2 - Espectro de freqiiéncias tipo caixa.

Para efetuar esta integracdo devemos levar em conta que pode
haver dispersdo do pacote, isto ¢, k pode ser uma fun¢do de ordem
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superior a @, como veremos quando tratarmos a interagdo entre a luz ¢ a
matéria no Cap. 9. Vamos expandir K em torno de an, de acordo com:

k(o) =k, +%
do

((o—coo)+(p[(co—c00)2] 4.7

O termo quadratico pode ocorrer no caso em que houver dispersdo
no indice de refracdo, isto é, quando n = n(w). Desprezando termos de
ordens superiores a linear em  (caso sem dispersdo) temos:

(oo—ooo)j Z—- icot}} do 48

Ao

e (0 d
E(z,t) = J. E exps i k(,%
Ao

)

Fazendo a substituicdo Q2 = ® — m, obtemos:

dk Z—t}dﬁ 4.9)
O,

)
E(z,t) = E, exp{i(k,z — o,t)}. I exp{ 1Q [d—
Aw
2

Aw

O primeiro termo desta expressdo representa a onda portadora e o
segundo ¢ a fun¢do forma ou modulacdo que passaremos a chamar g(z,t).
Assim,

LAo
. k
exp{ iQ {d—
Ao dO)

2
onde - (A(’)j dk
2 )| do
através das equagoes (4.9) e (4.10). Seu valor maximo ocorre quando ¢ =
0, ou seja, quando dkl 7 = . A velocidade com que o pacote se propaga,

dow|,
que ¢ a ja conhecida velocidade de grupo, é:

dz do
VvV =—=——
£ dt dk

'—'I\)

gz, )=E, z—t}}dQ:2E0 ST’(%J (4.10)

z—t] A Fig. 4.3 mostra o pacote de ondas obtido
0

4.11)

0
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[P
v

ARG

Fig. 4.3 - Pacote de ondas correspondente ao espectro de frequéncias tipo caixa.

(y

Se houvéssemos tomado o termo de ordem quadrdtica na
expansdo de k, obteriamos a dispersdo do pacote, isto é, ele mudaria de
forma ao se propagar. Isto ocorre porque a velocidade de grupo passaria a
ter um termo dependente da freqiiéncia e assim, diferentes componentes
espectrais se propagariam com velocidades diferentes. Desta forma,
haveria uma separagdo cromatica ao longo do pacote, efeito este que leva
o nome de varredura em freqiiéncia. O conhecimento de como um pacote
se dispersa ¢ de muita importancia nas telecomunicagdes, em particular,
quando se pretende transmitir uma seqiiéncia de pulsos curtos numa fibra
optica. Se a taxa de repeti¢do for alta, os pulsos estardo muito proximos e
poderdo se superpor, produzindo confusdo na informagdo que esta sendo
transmitida. Deixaremos a analise da dispersdo de um pulso como
exercicio, mas vamos mencionar aqui que esta dispersdo da velocidade de
grupo pode ser cancelada por um efeito ndo linear de terceira ordem
chamado de auto-modulagdo de fase. Isto da origem ao soliton temporal
que veremos na secao 4.6.

Além da dispersao devida a variacdo do indice de refracdo com a
frequéncia, que acabamos de ver, existe um outro tipo de dispersdo nas
fibras Opticas, chamada de dispersdo modal. Cada um dos modos
transversais mostrados na Fig. 3.9 possui uma velocidade de propagacao
diferente. Se o pulso de luz constituir-se de uma soma destes modos, cada
um deles caminharda com velocidade diferente, acarretando no
alargamento do pulso. Para evitar esta complicagdo, costuma-se usar para
as comunicagdes Opticas fibras mono-modos que permitem a propagacao
apenas do modo TEMy.
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4.2 Efeito Doppler. Aplicagcbes astrondmicas

Na se¢do anterior aprendemos a calcular a velocidade da onda
eletromagnética. Vamos agora dedicar o restante do capitulo a analise de
fatores que determinam sua frequéncia, comec¢ando pelo famoso efeito
Doppler.

Consideremos uma fonte S emitindo radiacdo eletromagnética de
frequéncia f, num meio com indice de refragdo unitario, € um observador
O. Temos quatro casos a tratar:

a) O observador se aproxima da fonte com velocidade v,. Neste
caso, o numero de ondas que ele encontra num tempo 7 é:

fro=fre 08 S f=fq 0 (4.12)
N N

onde vyt € a distancia que ele percorre num tempo 7. Como ¢ = Af, temos
> = f (1+vy/c). Desta forma, o observador nota que a frequéncia da luz
aumenta por um fator (1+ve/c) devido ao fato dele estar se aproximando
da fonte.

b) O observador se afasta da fonte com velocidade v . Este caso é
similar ao anterior, apenas deve-se inverter o sinal de V:

£ = £ (1- volc) (4.13)

¢) A fonte se aproxima do observador com velocidade v,. Olhando
para a Fig. 4.4 vemos que durante um certo tempo 7, a frente de onda
percorre uma distincia O'A = ct, enquanto que a fonte anda O'S = v,t. A
distdncia SA ¢ dada por SA = ct - v, = (c-vy)t. Assim, o comprimento de
onda na regido SA ¢ dado por: A =SA/nimero de ondas = SA/ft ¢
portanto,

A= (c-vy)/f (4.14)
A freqiiéncia f* observada por O sera entdo dada por:
f':E:f( ¢ J (4.15)
A C—V,
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Fig. 4.4 - Demonstracédo do efeito Doppler no caso em que a fonte se aproxima
do observador.

d) A fonte se afasta do observador com velocidade v;, de forma
que basta inverter o sinal no denominador:

f‘=£:f[ ¢ j (4.16)
A c+v,

Estes quatro casos podem ser resumidos em apenas uma
expressdo matematica:

f=f(°+V°J:f[M] (4.17)
c+v, 1+v,/c

onde o sinal das velocidades sera positivo se elas estiverem no sentido do
observador para a fonte. No caso de estarmos tratando com luz visivel, o
efeito chama-se Doppler-Fizeau. Exemplo disto sdo as aplicagdes
astrondmicas:

(i) Estrelas duplas: sdo duas estrelas bastante proximas girando
em torno do centro de massa do sistema, ndo separaveis através de
telescopio. Porém, ao analisar-se o espectro de luz emitida, o efeito
Doppler permite distinguir que sdo estrelas duplas. Esta situagdo esta
esbogada na Fig. 4.5.

(ii) Expanséo do universo: as estrelas t¢ém uma velocidade de fuga
de 10-30 km/s e os quasares de aproximadamente 0.8 c. Isto faz com que
os espectros de luz emitidos por elementos quimicos conhecidos tenham
um deslocamento na dire¢do do vermelho.
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Fig. 4.5 - Efeito Doppler-Fizeau no caso das estrelas duplas.

4.3 Alargamento de linhas espectrais

O funcionamento de lampadas de descarga e lasers a gas baseia-se
no fato de que os atomos sdo excitados pela descarga elétrica e ao
voltarem para o estado fundamental emitem luz de frequéncia v, = E/h,
onde E ¢ a diferenca de energia entre os estados fundamental e excitado, e
h é a constante de Planck. Note que aqui estamos denominando a
frequéncia de v, enquanto que na se¢do anterior a mesma era f. Devido ao
fato das moléculas do gas possuirem movimento browniano, a linha 14
adquire uma largura Av que queremos calcular.

Vamos considerar um gas com N moléculas/cm’, mantido &
temperatura T num tubo de Geisler. Apds a descarga elétrica observa-se a
luz emitida na direcdo do eixo X com um espectrdmetro, dando-se
particular atencdo a raia de frequéncia em torno de . O niimero de
moléculas/cm’® com componente X de velocidade compreendida entre v, e
Vy + dv é dada por:

m
2nkT

dN=N exp(— mv; /ZkT)dVX (4.18)

Admitamos que a intensidade total Idv emitida com frequéncia
compreendida no intervalo v e v + dv € proporcional a dN. Assim temos:

Idv = AdN = AN, |—"_exp(- mv2/2kT)dv,  (4.19)
2nkT
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Entretanto, vy e dvx podem ser tiradas da féormula do efeito Doppler na
qual a fonte estd em movimento ¢ o observador em repouso, eq. (4.15).
Expandindo o denominador para v,/c << 1 chegamos a:
v c
0 =y, (1+v,/c)= v, =—(V-V,) (4.20)
I-v /c 0

V=

Logo, dvy = (c¢/ vg)dv. Desta forma, cancelando dv na expressdo para | ¢
usando a eq. (4.20) obtemos :

2 2
I:AcN | m exp _me (vV-v, (4.21)
v, V2rkT 2kT\ v,

que ¢ a expressdo da gaussiana mostrada na Fig. 4.6.

I(v)

Vo y
Fig. 4.6 - Alargamento espectral devido ao efeito Doppler.

Se as moléculas do gas estivessem em repouso, o espectro de
frequéncias observado seria a fungdo d(v- vo). Entretanto, como elas se
movem, o efeito Doppler faz com que haja um alargamento desta linha. E
facil mostrar que a largura da linha, Avp, ¢ dada por:

Av, =2Y0 2 [KT (4.22)
C m

4.4 Optica relativistica

O efeito Doppler e a aberracdo da luz das estrelas, descoberta por
Bradley em 1725, podem ser explicados em termos da relatividade
restrita, introduzida em 1905 por Albert Einstein. Vamos inicialmente
rever alguns de seus conceitos basicos:
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(i) Postulados:

a) As leis fisicas sdo invariantes em forma para diferentes referenciais
inerciais (referenciais nao acelerados).

b) A velocidade da luz ¢ a mesma para todos os observadores inerciais.

(ii) Transformac6es de Lorentz:
Considere dois sistemas de coordenadas cartesianas O e O’, sendo

que O’ se move com velocidade V =vi, como mostra a Fig. 4.7. No
instante t = 0 as duas origens coincidem. As transformagdes de Lorentz
relacionam (X,y,z,t) do referencial O com (x’,y’,z’,t’) do referencial O’, de
acordo com:

X =y(x’+vt’) X’ =y(x-vt)
y=y y =y
z=7 7=z (4.23)

t=y(t"+vx’/c?) t* = y(t-vx/c?)

onde y=1/41-v*/c?.

y Y vV =vi
e
X x’
 ——
(0] /O’
z z’

Fig. 4.7 - Referenciais com movimento relativo.

(iii) Quadrivetores:

Como vimos em (ii), as coordenadas espaciais e temporal estdo
intimamente ligadas, por isso é conveniente se trabalhar com vetores de
quatro componentes (quadrivetor). Exemplos de quadrivetores sao os de
posicao, vetor de onda e momentum, mostrados respectivamente a seguir:
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X ky P
ky Py

z | k, | P,

ict iw/c iE,/c

O produto escalar de dois quadrivetores € feito como normalmente
se multiplicam matrizes. Como exemplo, tomemos o produto dos dois
primeiros quadrivetores mostrados acima:

0 =kx +ky +kz- ot = kF— ot (4.24)

que ¢ a fase da onda plana. Como o produto escalar de quadrivetores ¢é
invariante quando se muda de um referencial inercial para outro, a fase da
onda plana ¢ a mesma quando vista por observadores em O ¢ O’.

(iv) Efeito Doppler longitudinal:

Considere uma onda plana propagando-se na dire¢do do eixo X
(E =ki ). A fase vista pelo observador em O sera ¢ = kx - ot ¢ em O’
sera ¢’ = K F-0't'= kox'+ k,)y’+ k,’z’- o’t’, isto ¢, estamos supondo
que em O’ a onda se propaga numa dire¢do arbitraria. Como ¢ = ¢’ temos:

kx - ot = k’x’+ k,y’+k,’2’- o'’ (4.25)
Usando as transformagdes dadas pela eq. (4.23), obtemos:
vx'
ky(x'+vt") — coy(t'+ —2] =k’ x'+k', y'+k', z-0't' (4.26)
c
Igualando os coeficientes de cada coordenada temos as seguintes relagdes:
ky=k,”=0 (4.27a)
ke = (k) (4.27b)
c
o =7y (0-kv) (4.27¢)
1-v/c

Mas como k = w/c entdo, ®'=® e consequentemente,

J1-v?/c?
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vioy [z Ve (4.28)
1+v/c

que ¢ a formula do efeito Doppler longitudinal obtida pela relatividade
restrita. Para recuperarmos a formula classica devemos expandir este
resultado para v<<c.

(v) Efeito Doppler transversal:
Considere agora a onda plana se propagando na dire¢ao do eixo y

( k= kj ), sendo portanto perpendicular a vV As fases vistas em O e O’ sdo
respectivamente: $ =ky - ot e ¢’ = K'TF-0't =k x'+ ky'+k,’z’- o't
Igualando estes dois escalares chegamos a:

¢=9¢'=ky-ot=k' x'+k' y'+k', z-o't (4.29)

Novamente, usando as transformagdes dadas pela eq. (4.23), obtemos:

1 1 VX' 1 1 1 1 1 1 141
ky'-wy t+c—2 =k', x'+k') y'+k', z-o't (4.30)
de onde tiramos as seguintes relagoes:
k, =0 (4.31a)
s WYV
ki =-—; (4.31b)
c

ky =k=w/ (4.31¢)
0'=oy = S (4.314d)

J1-v?/c?

sendo que esta Ultima expressdo nos da a formula do efeito Doppler
transversal, que nao possui andlogo cléssico.

(vi) Aberracéo da luz das estrelas:

De acordo com as eq. (4.31), vemos que a dire¢do de propagagdo
da onda plana no referencial O’ ndo ¢ na diregdo de y’, mas forma com
este um angulo dado por:
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!
X

k!

y

o _w_ Ve (4.32)

t o= =
8 oc’lc ¢ 1—v2/c?

Este fendmeno de mudanga de direcdo é conhecido como aberracdo da
luz das estrelas. Devido ao fato de que um observador na Terra tem uma
velocidade finita ele vera a posi¢ao da estrela diferente da posicao real que
ela ocupa, devido ao problema de aberragdo citado acima. A Fig. 4.8
ilustra este efeito.

posicdo real

* % posicdo aparente
kl ‘/ K

o

2y

YI,

z’ .
0 x velocidade da Terra

Fig. 4.8 - Aberracdo da luz proveniente das estrelas.

4.5 Modulacao eletro-optica de frequéncia

Na analise que fizemos até agora dos fenomenos envolvendo a
fase, as partes espacial e temporal eram independentes, isto é, ¢(z,t) = kz -
ot. Assim, a identificagdo da frequéncia da onda, associada a evolucdo
temporal da fase, era imediata. Entretanto, podem ocorrer situagdes onde o
indice de refracdo, e consequentemente o vetor de propagacdo, depende
do tempo. Desta forma, a fase da onda torna-se ¢(zt) = k(t)z - wt, ¢ as
partes espacial e temporal ficam misturadas pelo primeiro termo. Como a
frequéncia encontra-se associada a evolug@o temporal da fase da onda
eletromagnética, podemos definir:

o= —@ (4.33)

ot
como sendo a frequéncia generalizada da onda. Com este conceito
podemos analisar alguns efeitos responsaveis pelo surgimento de novas
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componentes de frequéncia. Comegaremos com o efeito eletro-optico que
pode modificar a frequéncia da onda, ou introduzir novas componentes de
frequéncia, como veremos a seguir.

Existem cristais anisotropicos ndo lineares (KDP, LiNbQO;,
LiTaOs;, etc.) cujos indices de refragdo se modificam com a aplicacdo de
um campo elétrico externo. Estes cristais sdo denominados eletro-opticos.
Consideremos uma onda propagando-se pelo cristal ao longo do eixo
optico z, com polariza¢do na direcdo do eixo X, conforme mostra a Fig.
4.9. Um campo elétrico variavel no tempo ¢ aplicado, também na diregdo
do eixo X. O indice de refracdo ¢ dado por: n(t) = ng + aV(t), onde V(t) ¢ a
voltagem aplicada, « € a resposta do cristal ao campo externo € Ny € o
indice de refragdo na auséncia de campo. Esta variagdo do indice de
refragdo produz uma alterag¢do na fase da onda, que passa a ser:

(I)(t) = konoL - Wt + koaLV(t) (434)

Fig. 4.9 - Propagagdo de uma onda eletromagnética ao longo de um cristal
eletro-dptico.

onde L é o comprimento do cristal, ay ¢ a frequéncia da luz incidente e kg
¢ o vetor de onda no vacuo. Vamos em seguida considerar dois tipos de
voltagens aplicadas sobre o cristal, que sdo os casos de maior interesse
pratico.

a) Voltagem do tipo rampa - Nesta situagdo, V(t) = Bt, e a fase de onda
fica:

(I)(t) = kon()L - Oyt + koaLBt (435)

de forma que obtemos a frequéncia generalizada como:
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mz—%zmo -k, aBL (4.36)

isto ¢é, o cristal eletro-Optico faz variar um pouco a frequéncia da luz,
como mostrado na Fig. 4.10.

k()(X,BL

[0 [N o
Fig. 4.10 - Alteracdo da frequéncia da luz ao passar por um cristal eletro-optico
com voltagem do tipo rampa.

b) Voltagem senoidal - Neste caso, vamos tomar V(t) = -AsenQt, onde 2
¢ uma frequéncia gerada por uma fonte de radio-frequéncia (em geral da
ordem de 100 MHz), de forma que:

d)(t) = konoL - ot - ko(lLAseth (437)

que da origem a uma frequéncia:
o
0=-—=0,+k,0LAQcosQt (4.38)
ot

que ¢ modulada pelo termo cosQt. Para entendermos como esta
modulagdo altera o espectro de frequéncia da luz, vamos analisar o que
acontece com a onda plana neste caso.

E =Ejexp{i (konoL - oot - kgaLAsenQt)} (4.39)

O termo exp{-i MsenQt}, com M = koalLA, pode ser expandido numa
série de fun¢des de Bessel de acordo com:

exp{-i MsenQt} = iﬁ J . (M)exp{—inQt} (4.40)

n=—o0

de forma que o campo elétrico € dado por:
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E=E, exp{ikonoL}[JO(M) exp{—io,t}+

J,(M)exp{-i(o, + Q)t}+T_ (M)exp{—i(w, - Q)t}+...] (441)

de onde vemos a criagdo de varios picos laterais a frequéncia fundamental
ap. Lembrando-se que J., (M) = (-1)" J,(M), temos um novo espectro de
frequéncia da luz, que € mostrado na Fig. 4.11. Este tipo de modulagdo
tem suas principais aplicagdes na geragdo de novas frequéncias para
espectroscopia com laser e no “mode-locking” de lasers.

Jo(M)
IL(M)
4

J2(M) : L(M)

A : A

P a0 P
®—2Q : (o) ®o+Q ®+2Q 103

VLM

Fig. 4.11 - Geragdo de picos laterais (sidebands) através de modulagdo eletro-
Optica.

4.6 Auto-modulacéo de fase

O efeito eletro-optico ¢ conseqiiéncia de um processo ndo linear de
segunda ordem que pode ocorrer em cristais que ndo possuem simetria de
inversdo. A geracdo de segundo harmoénico é um efeito que também tem
origem na ndo linearidade de segunda ordem. Entretanto, em cristais que
possuem simetria de inversdo estes efeitos ndo se manifestam e a ndo
linearidade de ordem mais baixa que pode ocorrer € a de terceira ordem.
Meios do tipo Kerr se enquadram nesta classe de materiais; neles o indice
de refragdo depende do quadrado do campo elétrico da luz (de sua
intensidade), ao contrario do efeito eletro-Optico, que varia linearmente
com o campo elétrico externo aplicado. A ndo linearidade Kerr pode ser
expressa como:

n(I) = ny +n,l (4.42)

onde Ny ¢ o indice de refragdo na auséncia de luz e n, é denominado de
indice de refracdo nao linear. No caso em que a luz se constitui de pulsos
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curtos, o indice de refragdo dependera do tempo devido a variagdo de |
com t na eq. (4.42). Isto fara com que a frequéncia da luz se modifique de
acordo com:

=0 — k()l’lzLdI/dt (443)

Se o pulso for do tipo gaussiano, sua derivada tera uma forma dispersiva e
as frequéncias geradas variardo no tempo, como mostra a Fig. 4.12. Por
outro lado, um pulso curto tem associado a si um espectro de frequéncias
com certa largura, como veremos posteriormente. Na regido de dispersao
anomala do indice de refragdo do meio (dn/dA>0), as freqiiéncias
correspondentes ao azul caminhardo mais rapidamente e tentardo ficar na
parte frontal do pulso (t < 0 na Fig. 4.12).

1571
or

5t

W — 0

ot

5r

Ao

-10[

-15

-150  -100 50 0 50 100 150
tempo

Fig. 4.12 - Variagdo da frequéncia devido ao efeito Kerr ao longo de um pulso
de luz. O tempo t = 0 corresponde ao centro do pulso.

Entretanto, devido a auto-modulagdo de fase, componentes
vermelhas sdo geradas na frente do pulso, que nada mais é que uma re-
distribuicdo de energia. Como conseqiiéncia, a dispersdo quer jogar as
frequéncias maiores (azul) para a parte frontal do pulso, enquanto que o
efeito Kerr que jogar as frequéncias menores (vermelho). Na parte final do
pulso ocorre o inverso: a dispersdo joga as frequéncias menores
(vermelho) para a parte final do pulso, enquanto que o efeito Kerr joga as
frequéncias maiores. Para uma intensidade convenientemente escolhida,
um efeito cancela o outro ¢ o pulso acaba se propagando sem dispersao.
Este pulso que se propaga sem modificagdes recebe o nome de soliton.
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Problemas

4.1. Demonstre a relacdo: 1 _ 1 %, dn

v, Vv, ¢ di,

4.2. Mostre que a velocidade de grupo pode ser escrita como:
c
v, =———
& dn
n+o5 -
do
4.3. A velocidade de grupo da luz numa certa substancia varia
inversamente proporcional ao comprimento de onda. Como varia o

indice de refracdo com o comprimento de onda?

4.4. O poder de dispersdao do vidro ¢ definido pela razdo np/(ng-nc), onde
C, D e F referem-se aos comprimentos de onda Fraunhoffer: Ac =
6563 A, Ap = 5890 A e Ar = 4861 A. Encontre a velocidade de
grupo no vidro, cujo poder de dispersao ¢ 30 e np = 1,5.

4.5. A constante dielétrica de um gas varia com a frequéncia angular de
acordo com: & =1+A(w,*-07), onde A e @y sdo constantes. Compute
as velocidades de fase e de grupo para a propagacao de luz no gas,
supondo que o segundo termo de g é <<1.

4.6. A curva de dispersio de um vidro pode ser representada
aproximadamente pela equagdo empirica de Cauchy: n = A + B/A%
Encontre as velocidades de fase e de grupo para A = 5.000 A num
vidroonde A=14eB=2.5x10° (A~

4.7. Mostre que um pacote de ondas se dispersa se considerarmos termos
de ordem quadratica em (®-®p) na expansdo do vetor de onda k().
Sugestdo: Considere uma distribuicdo de frequéncia do tipo
gaussiana de Eg (o).
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4.8. Prove a corregdo Doppler relativistica geral |, _ Vll —(v/c)cos 9} , onde
J1=-v/e?

@¢ o angulo que o vetor de onda k faz com o eixo X.

4.9. No problema anterior encontre 0’, o angulo que o vetor de onda k’ faz
com o eixo X’ (féormula geral para a aberracao).

4.10. Prove que a velocidade da luz num meio em movimento €
aproximadamente £+Vm(1_n*2), onde V,, € a velocidade do meio
n

com rela¢do ao observador e n é o indice de refragdo do meio. O
resultado mostra que a luz parece ser arrastada pelo meio. A
quantidade (1-n?) é chamada coeficiente de arrastamento de
dx dx/dt'+v

Fresnel. Sugestdo: use 9% _ _ dX/dt+=v
dt 1+ (v2/e?)dx/dt

4.11. a) A fase deuma onda é $ =k [0.5 x + 0.5 y + 3 z] - ot. Encontre o
angulo que ela faz com o eixo z. b) A fase da componente espectral
® de uma onda ¢ ¢ = (w/c) n(w) z - wt. Encontre a velocidade de
grupo em torno da freqiiéncia wo. C) A fase de uma onda é ¢ = kz -
ot — pt*/2. Encontre a freqiiéncia instantinea da onda.

4.12. Considere duas ondas planas monocromaticas de mesma amplitude
Ey, com freqiiéncias my + 0m € wy — 0w , (d® << @p) propagando-se
ao longo da dire¢do z. Suponha que exista dispersdo do indice de
refragdo, isto é, n = n(®), tal que termos de ordem quadratica em
(w-mp) devem ser considerados na expansdo do vetor de onda k().
Encontre as velocidades de fase e de grupo desta onda.
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A polarizagdo da onda
eletromagnética

5.1 Polarizacéo linear

No Cap. 2 analisamos a onda eletromagnética no que se refere a

sua direcdo de propagacdo, dada pelo vetor de onda k, e como esta se
altera quando o raio percorre um meio com indice de refragdo variavel.
Este topico estd ligado a Optica geométrica, que ¢ o limite classico da
optica ondulatoria. No Cap. 3 analisamos a equacdo de ondas e suas
possiveis solugdes, que como vimos, sdo dependentes das condi¢des de
contorno do problema sendo tratado. J& no Cap. 4 estivemos estudando a
fase da onda eletromagnética, que ¢ talvez sua caracteristica mais
importante. Vimos como calcular a velocidade de propagacdo e as
mudancas em freqiiéncia que ocorrem devido ao movimento relativo entre
o observador e fonte, ou a variagdo temporal do indice de refragdo. Agora
vamos analisar os fatores pré-exponenciais E, ¢ H, cuja mudanga de

direcdo no espago e tempo determina os estados de polarizagdo da luz.
Considere uma onda eletromagnética plana, como discutido na
se¢do 3.4, dada por:

E=E, exp{i i(kf— cot)} (5.1a)

H=H,exp

——

+i(kf— a)t)} (5.1b)

Se as amplitudes E,e H, sdo vetores reais e constantes, a

polarizagao da onda ¢ chamada linear. E tradicional em oOptica especificar-
se a polarizacdo da onda como sendo a dire¢do do campo elétrico e plano
de polarizagdo aquele que o contém. Se a onda vier se propagando na
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direcdo do observador, este vera o campo elétrico variando sobre um
plano fixo conforme mostra a Fig. 5.1.

plano de polarizacdo
— v
Kb

Fig. 5.1 - Propagacédo de uma onda plana linearmente polarizada.

5.2 Polarizacéo eliptica

No caso da polarizagdo linear, a proje¢do do vetor E sobre o
plano xy descreve um segmento de reta. No entanto, quando E, (e

conseqiientemente HO) for um niimero complexo, a proje¢do sera uma

elipse (ou circunferéncia, como veremos na préoxima se¢ao). Considere a
soma de dois campos E, e E,, respectivamente nas diregdes X e Y,
propagando-se na dire¢do z, conforme mostra a Fig. 5.2. Ambos possuem
a mesma freqiiéncia e vetor de onda, ¢ sdo solugdes possiveis da equacdo
de ondas, que diferem por estarem rodados entre si de /2. Além disto,
eles podem também possuir uma diferenga de fase relativa que
chamaremos de J. As duas solugdes sdo linearmente independentes e,
como tal, combinag¢des lineares delas fornecem outras solugdes possiveis
da equagdo de onda. Vejamos quais novos tipos de solugdes podem advir
destas combinagoes lineares.
O campo resultante ¢ dado por:

E:EI +E2 :(Eloei(3 i+E20 j)exp{i(kz—wt)} (5.2)
ou alternativamente, tomando a parte real:

E(r,t) = E, ,cos(kz— ot + 8)1 +E,,cos(kz— (ot)j (5.3)
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Yy y
H.| _ B
El X‘ H2 X:
k k
z z

Fig. 5.2 - Representacdo grafica da orientagdo de duas solugdes possiveis para a
equacao de onda.

A variagdo de E(T,t)no espago e tempo esta mostrada na Fig. 5.3
e sua projecdo no plano Xy, mostrada na Fig. 5.4, descreve uma elipse.

Fig. 5.3 - Onda plana com polarizagéo eliptica .

Ay

Fig. 5.4 - Projecéo do campo elétrico no plano xy.
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Esta elipse ¢ descrita pelas equagdes:

2 2

(El] +(Ezj o BiEs 5= sen’s (5.4a)

EIO EZO E10E20

E E

tg2y =2—2"20_ 05§ (5.4b)

e E120 _Ego
a’+b*>=E] +E3, (5.4¢)
ab=E E, send (5.4d)

cuja demonstragdo deixaremos como exercicio. A elipse ¢ caracterizada
por a, b, e v, que sdo conhecidos como pardmetros de Stokes. Alguns
casos particulares desta situagdo que estamos estudando ocorrem quando:

E .
a) 8§=0=E,=—"E, (Fig.5.5a)
20
E .
b) d=n=E, =-—"E, (Fig. 5.5b)
E20
2 2
9) §=" (Elj +(E2J -1 (Fig. 5.5¢)
2 EIO EZO

Neste caso, a proje¢do de E no plano Xy nos d4 uma elipse que
roda no sentido horario, tal que: E, =E ;senot ¢ E, =E, cosmt.

Quando & = -m/2 teremos ainda uma elipse com o0s eixos
principais, coincidindo com X e y, mas com polarizagdo no sentido anti-
horario, como mostrado na Fig. 5.5d. De um modo geral, pode-se mostrar
que para 0 < 3 <« temos polarizagdo no sentido horario e para © < < 27
no sentido anti-horario.

A

a)5=0 b)s=n c)&=n/2 d)8=-n/2
Fig. 5.5 - Alguns casos particulares de polarizagdes elipticas.
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5.3 Polarizagéo circular

Trata-se novamente de um caso particular de luz elipticamente
polarizada. Quando 6 =+n/2e E , =E,, =E,, teremos:

E; +E; =E; (5.6a)
E, =E,cosomt (5.6b)
E, =1E,senwt (5.6¢)

(+ para 0 = /2 e - para & = ©/2) e assim a elipse se transforma numa
circunferéncia.

5.4 Laminas de quarto de onda e meia onda

Queremos agora partir de luz linearmente polarizada e rodar seu
plano de polarizag@o ou gerar luz circularmente polarizada. Isto pode ser
conseguido com um cristal anisotrépico cujo indice de refracdo depende
da dire¢do (birrefringéncia), como por exemplo, mica, quartzo, etc.
Voltaremos a este topico no capitulo que aborda a optica de cristais.
Considere a Fig. 5.6, onde luz linearmente polarizada incide sobre uma
lamina de espessura d com eixos rapido e lento respectivamente nas

direcdes x e Y.
by
* 1
y (nzz)l g

|
x (1)

— — —

. / 74
'd

Fig. 5.6 - Incidéncia de luz sobre uma lamina birrefringente.

O campo elétrico incidente forma um angulo de 45° com o eixo X
de maneira que suas componentes sdo: E, = Eq exp{i(k,z-ot)} e E, = E,
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exp{i(k,z-ot)}. A onda atinge a placa em z = 0, onde E, = Ej exp{-imt}
e Ey = Ey exp{-iot}, e sai em z = d com: E,(d) = E, exp{i(k.d-ot)} e
E,(d) = Ey exp{i(k,d-wt)}. A diferenga de fase entre as componentes
emergentes ¢€:

2n 2:. n, n 2nd
5=k, -k )Jd=| —=-=—=|d=2n| L+ -—|d="—"(n, - 5.7
( l r) [7\‘[ 7\‘ J n(ko xoj 7\‘0 (n€ nr) ( )

r
Para termos luz circularmente polarizada, devemos fazer & = /2 e
assim,

o
4

T2 )=, -n

(5.8)
2, '

)d
ou seja, a diferenca de caminhos opticos deve ser igual a um quarto de
onda. Por outro lado, quando & = m, o plano de polariza¢do da onda sera

rodado de 90°. Neste caso, a diferenca de caminhos Opticos deve ser meia
onda:

=290, —n,)= (0, -n,)a="

M (5.9)
A : 2

Se a luz incidente sobre a lamina de meia onda ndo estiver com
polarizagdo a 45°, o campo sera rodado por um angulo 26, como veremos
na se¢do 5.7.

5.5 Obtencao de luz linearmente polarizada

Existe uma variedade de maneiras de se obter luz linearmente
polarizada. Vamos sumarizar algumas delas.

a) Por reflexdo - quando estudarmos as equagbes de Fresnel mais
adiante, veremos que ao se incidir luz ndo polarizada sobre uma superficie
separando dois meios de indices de refragdo N, e N, a luz refletida sai
polarizada, com E paralelo a superficie, quando o angulo de incidéncia
for igual ao angulo de Brewster, como indicado na Fig. 5.7.
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Fig. 5.7 - Polarizacdo por reflexdo.

b) Dicroismo - certos materiais possuem moléculas orientadas numa
direc¢ao preferencial e absorvem radiagdo com polarizagdo paralela ao seu
eixo. Conseqiientemente tal material deixara passar apenas a luz que tiver
polarizagdo perpendicular ao eixo da molécula como mostra a Fig. 5.8.
Um exemplo disto € o polardide.

X000

vibragdo
Fig. 5.8 - Polarizag&o por dicroismo.
c) Processo de difusdo de luz - a luz espalhada por moléculas de um
meio, geralmente esta parcialmente polarizada. O maior grau de
polarizacdo ocorre quando as diregoes luz-molécula e molécula-

observador formarem um 4ngulo de 90°, conforme representado na Fig.
5.9.

dipolo oscilante

NP* >
P

/

Fig. 5.9 - Polarizag&o por espalhamento.
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d) Grade metdlica - geralmente usada para infravermelho e micro-ondas.
A componente de luz que tiver polarizacdo paralela aos fios da grade
produzira uma corrente elétrica, sendo assim parte dissipada pelo efeito
Joule e parte refletida. Por outro lado, a componente perpendicular passa e
teremos assim luz linearmente polarizada na dire¢do perpendicular a grade

(ver Fig. 5.10).
NP P
ele————“ el

Fig. 5.10 - Polarizagéo por grade metalica.

e) Dupla refragdo - aparece em materiais birrefringentes tais como
mica, quartzo, calcita, KDP, etc. O conhecido prisma de Nicol usa este
principio para polarizar a luz. Considere radiagdo ndo polarizada incidente
sobre o prisma birrefringente mostrado na Fig. 5.11. A componente de
campo elétrico que incidir no meio, com polarizacdo paralela ao eixo
rapido, ndo serd praticamente defletida pois n, é pequeno (raio ordinario)
ao passo que a outra componente sera pois N, ¢ bem maior (raio
extraordinario).

ordinario
>,
P,
extraordinario

Fig. 5.11 - Polarizac&o por dupla refragdo.

5.6 Equacdes de Fresnel

Estamos interessados em detalhar um pouco mais o que acontece
com a radiagdo eletromagnética quando incide num meio com indice de
refragdo diferente daquela na qual ela se propaga. Em particular queremos
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analisar os angulos de reflexdo e refragdo e as amplitudes dos campos
elétricos transmitido e refletido.

a) Leis da reflexdo e refracgéo

Considere dois meios homogéneos isotropicos, lineares e nao
condutores (o =J = 0) com indices de refragdo n; e n,, separados por uma
interface localizada sobre o plano Xz. Um raio de amplitude E,
propagando-se no meio 1 incide sobre a interface, formando um angulo 6
com o eixo Y. O raio refletido tem amplitude E' e sua direcdo de
propagacdo n' ¢ especificada pelos angulos 0’ e ¢’ Analogamente, o raio
refratado é especificado por E”, 0” ¢ ¢”, como mostra a Fig. 5.12. Note o
fato de estarmos supondo que os trés raios ndo estdo num mesmo plano.

Das equagdes de Maxwell podemos deduzir condigdes de
contorno que estabelecem a continuidade das componentes de E e H ao
se passar de um meio para outro. Os campos E, E' e E" sdo dados por:

E= Eo exp{ i(E.f - cot)} (5.10a)
E'=E, exp{ i(f('.f—co't)} (5.10b)
E'= EO exp{ i(E".f — o)"t)} (5.10¢)

enquanto que os campos magnéticos se relacionam com o0s campos
elétricos através de:

n;

np

9" En

Fig. 5.12 - Geometria da reflexdo e refracdo de um raio de luz.
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=k (5.11a)
o
. K'xE
== (5.11b)
Lo
=X X? (5.11c)
o

Tomando um pequeno elemento de volume S dh contendo parte da
interface (Fig. 5.13), podemos aplicar a forma integral da lei de Gauss:

jy.ﬁds;:jsf).da=Lpd9=jupdhda (5.12)
Como a carga superficial é dada por (};ir}) Ih pdh =o, ficamos com:
Lﬁ.da = Lcsda (5.13)
Assim, de acordo com a Fig. 5.13, temos:
J.S1 D,nda+ J.SZ D,.n,da = Scsda (5.14)
Si

interface

Fig. 5.13 - Elemento de volume usado na obtencéo das condi¢des de contorno.

Note que S; =S, =S poisdh =0 ¢ n, =—-n,=n. Logo, a eq. (5.14)
nos leva a:
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i(D,-D,)=0 (5.15)

que estabelece que a variagdo da componente normal do deslocamento
elétrico € igual a carga superficial. No nosso caso especifico ¢ = 0, logo, a
componente normal de D € continua:

A(B, -D,)=0 (5.16)

Procedendo de maneira analoga com as outras equagdes de Maxwell,
obtemos:

fx (B -E,)=0 (5.17)
i.(B,-B,)=0 (5.18)
fix (i, -H,)=7=0 (5.19)

A eq. (5.17) estabelece que para y = 0 a componente tangencial do campo
elétrico € continua. Logo,

Eox exp{i(lz.f - wt)}+ Ej, exp{i(lz'.f - m't)}

=Ej, exp{i(lz".f - co"t)} (5200
para a componente X e
E,, exp{i(lz.f - wt)}+ Ej, exp{i(lz'.f - (D’t)} (5.200)

=Ej{, exp{i(lz".f - (o”t)}
para a componente z. Como estas igualdades sdo validas para qualquer t e
qualquer ponto r da interface, devemos ter:
0o=0"=0" (5.21a)
ki=k'f=k"f (5.21b)
onde T = xi + zk . Esta tltima igualdade estabelece que os vetores k , k'
e k"sdo coplanares, isto é, ¢’ = ¢” = 0 e, portanto:

ksen0 =k'sen0’ =k"sen 6" (5.22)
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Por outro lado, k =k’ pois k = o/v; ¢ k' = ®'/v;= w/v,. Logo, 0 =0’, ou
seja, o angulo de incidéncia 0 ¢ igual ao angulo de reflexdo 0’

O angulo de refragdo 06” pode ser encontrado usando-se k = njkq e
k"= n,ko na eq. (5.22). Assim, n;sen 0 =n,sen 0", que é chamada de lei de
Snell.

Em resumo temos as seguintes regras: (i) os raios incidente,
refletido e refratado sdo coplanares, (ii) o angulo de incidéncia 6 ¢ igual
ao angulo de reflexdo 0’, e (iii) os angulos de incidéncia e refracdo se
relacionam através da lei de Snell n, sen© =n, sen 0"

b) Amplitudes das ondas refletida e refratada

Vamos analisar dois casos: a) aquele em que E ¢é paralelo a
interface (e, portanto, perpendicular ao plano Xy) como mostrado na Fig.
5.14(a), que leva o nome de onda TE (transversa elétrica) ou polarizagio
o (ou s) e b) quando H for paralelo a interface, que corresponde a onda
TM (transversa magnética) também chamada polarizagdo © (ou p),
mostrada na Fig. 5.14(b). No caso (a) E=EZ e para (b) H=Hz, o
mesmo se dando com as ondas refletida e refratada. Logo, usando as eq.
(5.17) e (5.19) podemos fazer a seguinte analise:

casoa) TE
E+E=E" (5.23a)

HcosO—H'cosd =H"cosd” (5.23b)

Usando a eq. (5.11) para eliminar H em fungdo de E, obtemos:

KE cos0 —KkE'cos0 =k"E" cos0” (5.24)
de onde saem os coeficientes de transmissdo e reflexao definidos por:
o £l 2ncosd (5.25)
E n,cosO+n,cos0”
o _E'_n, cos®—n, cosO (5.25b)
E n,cosf+n,cos0”
S. C. Zilio Optic: Moderna — Fundamentos e Aplicacoes
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Fig. 5.14 - Reflexdo e refracdo de uma onda (a) TE (polarizagdo s) e (b) T™M
(polarizacéo p). O circulo aberto significa que o campo esta saindo
do plano e a cruz que ele esta entrando no plano.

Casob) T™M

H-H=H" (5.26a)
EcosO+E'cosO=E"cos0” (5.26b)

Novamente, usando a eq. (5.11) para eliminar H em fungdo de E,
obtemos: k(E - E')=k"E", de onde sai:

E” 2n, cosO

T,=—= . (5.27a)
E n,cosb+n,cosO
E' —n,cos0+n,cos0”

p,=—=—"2 1 (5.27b)

E  n,cos0+n,cosd”

As equagdes acima podem ser modificadas usando-se a lei de
Snell para cos®'=+1-sen’0"= \/1—(n,/n,)’sen’0, ¢ o indice de
refracdo relativo (n = ny/ny):

cosO—+/n* —sen’0O

_ (5.28a)

Ps
cosO++/n’ —sen’ 0
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—n’cosO++/n’ —sen’O
Pr = 2 2 2
n°cosO++/n” —sen” 0

A Fig. 5.15 mostra a variacdo do coeficiente de reflexdo em
funcdo do angulo de incidéncia quando n, > n; (reflexdo externa). O sinal
negativo de p significa que o campo elétrico muda a fase em 180° apos a
reflexdo. Note que p, = 0 quando:

n2cosf; —/n? —sen? 0, =0=1tg0, —n=12 (5.29)
n

1

(5.28b)

1,0
05| Pr
05
0,0
05+
Ps
-1,0 1 1 1 1 )
0 15 30 . 45 60 75 90
Angulo (graus)

Fig. 5.15 - Coeficiente de reflexdo externa.

Como n, > n; temos tgbg > 1 e, consequentemente, O > 45°. Op ¢é
conhecido com angulo de Brewster.

A Fig. 5.16 mostra o caso da reflexdo interna (n; > n,) com o
angulo de Brewster, sendo agora menor que 45°. Por outro lado, quando n
= senf temos um angulo critico O¢ acima do qual p; = p, = 1. Paran <
senb temos:

0 _ cosO—ivsen? 0 —n? 3|p |_1
®  cosO+ivsen2 O —n2 °

Um conceito erroneamente empregado é que se a refletividade ¢é
unitaria, nenhuma luz penetra no meio menos denso. Isto ndo ¢ verdade,
como veremos a seguir. Supondo que a onda incidente na interface é plana
e tomando o campo elétrico na forma exponencial, podemos escrever:

(5.30)
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N Pr__,
45 60 75 90
angulo (graus)

Fig. 5.16 - Coeficiente de reflexdo interna.
E =E_exp {i (f(.f —(ot)}: Eoexp{i(kxx +k,y —cot)} (5.31)
onde na ultima passagem usamos o fato que ao onda se propaga no plano
Xy (r = Xi + y}). Note que ke =k sen® e ky =k cosO sdo as projegdes de

k no plano xy. O médulo de k é (w/c) n;. No meio com indice n,, o
campo elétrico pode ser escrito de maneira similar:

E" =Ejexp {i (f( T —mt)}: Ejexp {i(k;x +kly —(ot)} (5.32)
sendo as projegoes de k ” dadas por k" =k” sen®” e k,” = k” cos0”, e seu

modulo por k"= (w/c)n,. Lembrando que n = n,/n;, pela lei de Snell temos
senB = n senB” e consequentemente:

ncos0"=n+1-sen’ 0" =v/n> —sen’ O =ivsen® O—n> (5.33)
Desta forma, a parte espacial da fase da onda fica:
k;x+k"yy:k(sen6x+i\/sen29—n2 y) (5.34)
Como i* = -1, o campo é dado por:

E' =E; exp(-oay) exp{i(k senf x —ot)} (5.35)

onde a=kvsen’0—n’. Note que a luz se propaga paralelamente a
interface, na dire¢ao do eixo X. Por outro lado, ela penetra no meio menos
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denso, porém decaindo de forma exponencial. Em geral, a profundidade
de penetracdo é da ordem do comprimento de onda da luz. Pictoricamente,
¢ como se houvesse uma rampa na qual uma particula (fo6ton) sobe um
pouco, mas depois volta. Este processo na optica leva o nome de
penetragdo em barreira ou tunelamento fotonico. Isto fica mais claro se
colocarmos dois prismas proximos, separados por uma distancia da ordem
do comprimento de onda da luz, como representado na Fig. 5.17.
Desprezando as reflexdes de Fresnel nas faces de entrada e saida, vemos
que a intensidade da luz transmitida decai exponencialmente com a
separagdo entre os prismas, de acordo com It = Iy exp (-ad). No interior
de cada prima o campo elétrico oscila harmonicamente, mas entre eles
decai exponencialmente como mostrado na Fig. 5.17.

I

Fig. 5.17 — Tunelamento foténico.

Este ¢ um fato muito importante, principalmente no que se refere
a propagagdo de luz em fibras optica. Nelas, o nucleo (com cerca de 5 pm
de didmetro) possui o indice de refracdo levemente superior a da casca
(didmetro da ordem de 120 pum) e a tendéncia da luz é a de propagar
confinada no meio com maior indice de refragdo. Porém, como acabamos
de ver, uma parte ndo desprezivel da radiagdo propaga pela casca, devido
ao tunelamento foténico e qualquer imperfeicdo (trincas, bolhas, etc.)
acarreta em perdas de intensidade.

Com relagdo a energia transmitida ou refletida, podemos escrever:
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= L=+ = I = 2= n |= |2»
<$>=_{E XH}=—\EO\ k=—"|E,|k (5.36)
2 2p,0 PATING
Chamando de n a normal a interface, a energia se propagando
nesta direcio é J=<S>.Ai= _D ‘EO‘ZCOSQ, a energia refletida ¢é:
2p,c
J=<S>a=_" ‘E*O‘Z cos@ € a transmitida ¢ dada por: J"=<S"> .=
2p,c
n ‘ E; ‘2 cos 0" - Define-se refletividade R e transmissividade T como:
2u,c
J' ‘Eg‘z 2
[EJ
" ‘E" ‘2 " "
(M _n, 02 cosf =n—2‘r‘2 cos© (5.37b)
Il n ‘EO‘ cos® n, cos 0

onde necessariamente T + R = 1.

5.7 Polarizacdo por reflexao total interna

No caso da reflex@o total interna, os coeficientes de reflexdo para
as polarizagdes S e P, podem ser escritos como p_=exp{if_ } e

p,= exp{ieﬂ}, onde as mudancas de fase 6, ¢ O_, que ocorrem durante
a reflexdo, sdo dadas por:

0, =-2tg" (\/sen2 0-n’ /cose) (5.38a)
0 =-2tg" (\/ sen’®—n’/n’cos 6) (5.38b)

Se a onda incidente possuir as duas polarizagdes (S e p) havera
uma diferenca de fase induzida pela reflexdo total interna:

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacoes



104 A polarizacgéo da onda eletromagnética

5=0_,-0_ :—2{tg—l (\/sen2 0-n? /cosO)
—tg! («/sen2 0-n2?/n? cose)}

A Fig. 5.18 mostra a diferenga de fase & como fungdo do angulo
de incidéncia @ para a reflexdo total interna no vidro (n; = 1.5, n, = 1) cujo
angulo critico ¢ B¢ = 41.9°. Vemos que proximo ao angulo de 50°, a
diferenca de fase € 45° e assim podemos pensar em obter luz
circularmente polarizada, fazendo duas reflexdes internas no vidro. Isto
pode ser conseguido com o rombo de Fresnel, mostrado na Fig. 5.19 (a),
tomando-se o cuidado de fazer as amplitudes dos campos com
polarizagdes S e p iguais. Por outro lado, se provocarmos quatro reflexdes
internas, a diferenca de fase induzida sera de 180° e como resultado
teremos uma rotacdo no plano de polarizagdo da luz linearmente
polarizada incidente (Fig. 5.19 (b)). Neste caso, ndo € necessario fazer as
polarizacdes S e p de mesma amplitude. A vantagem deste método de
obtencdo de luz circularmente polarizada e rotagdo do campo elétrico ¢é a
acromaticidade, isto é, a independéncia do comprimento de onda, ao
contrario das laminas de A/4 e A/2.

(5.39)

60

45

8 (graus)

15

0 1 1 1
30 45 60 75 90

0 (graus)

Fig. 5.18 - Diferenca de fase como funcdo do angulo de incidéncia para a
reflexdo total interna no vidro.
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(a) (b)
Fig. 5.19 - (a) obtengdo de luz circularmente polarizada (rombo de Fresnel) e
(b) rotacdo do plano de polarizacéo da luz.

Para finalizarmos esta secdo, convém chamar a atengdo para o
fato de que o dispositivo da Fig. 5.19 (b) roda continuamente o plano de
polarizagdo da luz incidente, como é mostrado na Fig. 5.20. Este mesmo
efeito ocorre para a ldmina de meia onda que estudamos na secdo 5.4. Ao
rodarmos o dispositivo (ou lamina A/2), ou entdo mudando o plano de
polarizagdo da luz incidente de um angulo #, a luz emergente sai com o
plano de polarizacdo rodado de 26.

| |

entrada saida

Fig. 5.20 - Rotac&o do plano de polarizacdo da luz pela acdo do dispositivo da
Fig. 5.19(b).

5.8 Matrizes de Jones

Considere um campo elétrico onde as componentes X € Yy estdo
defasadas de um angulo ¢:

E= (oni + Eoye*ﬁj) exp{i(kz — ot)} (5.40)
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Jones escreveu este campo da forma matricial:

. E
[E) = [Eoy‘:i&J (5.41)

Usando este formalismo podemos escrever o campo elétrico para
as varias polarizagdes ja vistas:

EOx
(a) LP (8§ =0) E)= E (5.42a)
Oy
B} E, 1
(b) CPH (5 = 1/2) ‘E> =| e |=Eo| . (5.42b)
o€ -
. E, 1
(c) CPAH (5 = - 1/2) ‘E>: & o |=Bol (5.42¢)
0

e ainda definir operagdes tais como:
isoma: { »+{ ) ‘E>+‘E‘>=EO(_1J+E0@=2EO

(i) Produto escalar: tomando ‘E> = (aj e ‘E'> - ((CJ temos:

1
0

E' > = (a* b* ) [SJ —a*c+b*d. Dois vetores sdo ortogonais quando

(E
E'>:0 . Como exemplo, temos: O e Q , —>¢ T

(B

Dentro desta abordagem podemos associar, a cada sistema optico,
uma matriz que modifica o campo incidente, dando origem ao campo
emergente desejado, de maneira analoga ao que foi feito na Optica
geométrica. Vamos escrever as matrizes para os elementos ja vistos:
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a) lamina de quarto de onda (A/4): devemos ter

)

_ 1 1
matricial temos: = (M“ Mlzj E . Logo, M, +M, =1c¢
0 M M 0
i 21 2 1

E'>:MM4‘E>, onde

1
E‘>: E eM,, = M, M, . Realizando o produto
0 M21 M22

i

M,, +M,, =i. Existem varias matrizes que satisfazem estas condigoes.

Devemos lembrar que se o campo tem polarizagdo ao longo de um dos
eixos principais, esta polarizac¢do ndo ¢ alterada. Assim, temos:

1 1 -
E, :( M, M, j EO - M, =1 (5.43)
0 M, M, 0 M, =0
e desta forma a matriz que descreve a lamina de quarto de onda é:
10
Mx/4=( j (5.44)
0 1

b) Iamina de meia onda (A/2): procedendo de maneira analoga podemos
encontrar a matriz para a lamina de A/2:

1 1

10
E>:EO , E'>=EO =M, :(0 _J (5.45)
1 -1

¢) polarizador com eixo de transmissdo horizontal: considere um campo
elétrico E linearmente polarizado, formando um angulo € com o eixo X e
propagando-se na dire¢ao z. A Fig. 5.21 mostra este campo incidindo num
polarizador com eixo de transmissao na dire¢do X. Neste caso temos:

~ cos0 ~ cos0 10
E)=E, . [E)=E, :M:( j (5.46)
sen O 0

A intensidade de luz emergente é proporcional a:

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacoes



108 A polarizacgéo da onda eletromagnética

cos 0
<E'E'> ~E2(cos® 0) _Ejcos’®@ =1I=1I,cos’0 (5.47)
0

Esta é a lei de Malus, que ndo vale para um polardide porque ele ndo

extingue completamente a componente Yy, mas vale para o prisma de
Nicol.

E
y eixo de
« transmissdo

AN

Fig. 5.21 - Polarizador com eixo de transmiss&o horizontal.

c¢) polarizador com eixo de transmissdo a 45°: o campo incidente ¢ o
mesmo que o do caso anterior, mas o eixo de transmissdo do polarizador
faz 45° com o eixo X, conforme mostra a Fig. 5.22.

E
y eixo de
0 |y transmissdo
X %
z
45° /

Fig. 5.22 - Polarizador com eixo de transmisséo a 45 °
Na dire¢do do eixo de transmissdo, o campo incidente ¢

gEO(COSQ +sen 9) que é também o campo emergente. Decompondo-o

- +
em duas componentes, E e E/, obtém-se: ‘E'> _E cos + send
2 \ cosO + senB
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cosO
para |E> =E, , de onde se tira a matriz para este sistema:

Mot 5.48
2011 (548)

5.9 Atividade optica

Atividade oOptica ¢ a propriedade que certos materiais possuem de
rodar o plano de polarizagdo de um feixe de luz linearmente polarizada, da
maneira indicada na Fig. 5.23. O angulo de rotagdo € do plano de
polarizacao depende da distancia ¢ percorrida pela luz dentro do meio e de
uma caracteristica intrinseca do material, chamada de poder rotatorio.
Costuma-se definir o poder rotatorio especifico como sendo o angulo
rodado por unidade de comprimento.

sen O

< 2 >

Fig. 5.23 - Rotacéo do plano de polarizacédo da luz devido a atividade 6ptica do
meio.

Olhando para a dire¢do z > 0, se a luz rodar para a direita o
material é chamado de destro-rotatorio e se rodar para a esquerda, levo-
rotatorio. Alguns exemplos de meios opticamente ativos sdo: quartzo
cristalino (com a luz se propagando na direcdo do eixo Optico), clorato de
sodio, molécula de DNA e alguns tipos de agticares. Na Fig. 5.24 vé-se o
poder rotatério do quartzo como funcdo do comprimento de onda.
Notamos que esta grandeza varia com A e esta variagdo, chamada de
dispersdo rotatoria, pode ser usada na determinagdo do comprimento de
onda de luz monocromatica, ou como monocromador por atividade optica,
colocando-se um polarizador na entrada do meio e um analisador na saida
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deste. Variando-se o angulo do analisador podemos alterar o comprimento
de onda que sai do monocromador.

60 7

N
(]
L

graus/mm

\®)
()
1
/
/

O T T 1
400 500 600 700
A (nm)

Fig. 5.24 - Poder rotatério especifico do quartzo cristalino como fungéo do
comprimento de onda.

A atividade optica pode ser explicada levando-se em conta a
simetria das moléculas que compdem o meio, que neste caso ¢ chamada
de simetria chiral. Para facilitar o entendimento, vamos pensar nestas
moléculas como tendo a forma de molas helicoidais. Quando a luz
linearmente polarizada incide sobre o material, as componentes X e Y
estardo sujeitas a mesma simetria (o didmetro das molas é o mesmos nas
diregcdes X e y) e portanto possuem a mesma velocidade de propagacdo
(mesmo indice de refragdo). Ja no caso de luz circularmente polarizada, as
componentes polarizadas a direita (6) ¢ a esquerda (c.) “encontram” o
passo da mola de formas diferentes (positivo ou negativo) e, portanto,
“véem” simetrias diferentes. Isto faz com que os indices de refracdo n. e
Nn. para estas duas polarizagdes sejam diferentes e como conseqiiéncia,
estas polarizagdes adquirem fases diferentes durante sua propagacao pela
amostra. Este fato pode ser melhor apreciado se usarmos o formalismo
matricial de Jones.

Consideremos um feixe de luz linearmente polarizada na direcao
X, propagando-se ao longo do eixo z. Podemos decompor esta luz em duas
componentes circularmente polarizadas, ortogonais. No formalismo de
Jones, este fato se expressa como:
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L) o

Apos percorrer uma distancia ¢ dentro do meio, as componentes
o, ¢ o. adquirem fases diferentes e o campo elétrico na saida da amostra
pode ser escrito da forma:

~ 1 . 1y ., | 1) .
|E|> :l . elkj +l ' elk,( zel\u l ‘ ele +l ‘ e—le (550)
2\ -1 2\1 2\ -1 2\1

onde foram introduzidas as quantidades wy=(k, +k )//2 e
0=(k, —k_)¢/2. Somando as matrizes obtemos:

i0 —i0
- " +e™)2 - (cosB
B)=ev|©, 7 )2 e (5.51)
(e’ —e™)2i send
que representa uma onda linearmente polarizada, cuja direcdo do plano de
polarizagdo encontra-se rodado de um angulo & com relagdo a diregdo

inicial (antes da luz penetrar no meio). De acordo com a defini¢do de &
temos:

9:%(n+ —n )/ (5.52)
de forma que o poder rotatorio especifico ¢ dado por:
O ©
d=—=—(n, —n_ 5.53
g ( ) (5.53)

que explica a forma da Fig. 5.24. Note, porém, que An = n, - n. pode ter
dispersdo com o comprimento de onda e assim, a forma funcional de & ¢é
mais complicada do que uma hipérbole.

Um fator importante de se notar é que se tivermos a mola
orientada ao longo do eixo z, por exemplo, a polarizagdo do campo rodara
de +6 se ele estiver se propagando no sentido +z e -6 se ele estiver no
sentido —z. desta forma, se a luz atravessa o meio, reflete num espelho e
atravessa novamente o meio no sentido oposto, o efeito de uma rotagao
cancela o da outra e a luz volta a ter a polarizagdo original. Isto impede
que a atividade optica seja usada em isoladores opticos.

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacoes



112 A polarizacgéo da onda eletromagnética

5.10 Efeito Faraday

Certos meios isotrépicos podem provocar a rotacdo da luz pela
aplicagdo de um campo magnético uniforme B na diregdo de propagagio
da luz. Esta propriedade, conhecida como efeito Faraday, é comumente
aplicada na construcdo de isoladores Opticos ou diodos Opticos. Na
auséncia de campo magnético, o material comporta-se da mesma forma
para as polarizacdes circulares 6 ¢ o.. Entretanto, a presenga do campo
B quebra a simetria para rotagdes a direita e a esquerda, da maneira
apresentada na Fig. 5.25 ¢ o material passa a ter atividade optica. Quando
a luz linearmente polarizada incide sobre o material, as componentes de
polarizagdo X e Y estardo sujeitas & mesma simetria e portanto possuem a
mesma velocidade de propagagdo (mesmo indice de refra¢do). Ja no caso
de luz circularmente polarizada, as componentes polarizadas a direita ()
e a esquerda (c.) “encontram” os tridngulos de formas diferentes e,
portanto, “véem” simetrias diferentes. Isto faz com que os indices de
refracdo N, e n. para estas duas polarizagdes sejam diferentes e como
conseqiiéncia, estas polarizagdes adquirem fases diferentes durante sua
propagacgao pela amostra. Este efeito pode ser calculado pelo formalismo
matricial de Jones, da mesma forma que na se¢do anterior..

y

Fig. 5.25 - Explicacéo do efeito Faraday baseado na simetria do meio.

No efeito Faraday, o dngulo que o plano de polarizagdo roda esta
ligado a resposta do material ao campo magnético, através da constante de
Verdet, de acordo com:

0=BV/ (5.49)
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onde B é mdédulo do campo magnético, V ¢ a constante de Verdet e £ é o
comprimento do meio. Os materiais mais comumente utilizados para este
tipo de aplicacdo ¢ que obviamente possuem um valor elevado da
constante de Verdet sdo alguns tipos de vidros densos (flint), alguns
semicondutores ¢ o TGG (Terbium Galium Garnet). Na Fig. 5.26
podemos observar o comportamento de V contra A para o TGG.

Um fator importante para a construgdo dos isoladores dpticos esta
ligado aos sentidos relativos do campo magnético ¢ do vetor de

propagacao k. Digamos que a luz se propaga na direcdo do campo (E e
B paralelos) e que roda um angulo € no sentido horério. Se ela se
propagar no sentido inverso (12 e B anti-paralelos), ela novamente rodara
um angulo &, s6 que agora no sentido anti-horario, pois vera os tridngulos
da Fig. 5.25 orientados no sentido inverso. Como conseqiiéncia, se a luz
atravessar o meio e depois voltar, o efeito total serd o de rodar o plano de
polarizagdo da onda de 26, diferentemente do que acontece na atividade

optica. Veremos a seguir como este fato pode ser usado para a construgao
de diodos opticos.

20

15 +

segundos/(Gauss*mm)
=

0 1 1 1 1 1 J
06 07 08 09 1,0 1,1 12
A (um)
Fig. 5.26 - Variagdo da constante de Verdet com o comprimento de onda para o

TGG.
5.11 Isoladores 6pticos

Os lasers, principalmente os dos tipos diodo e corante, tém sua
estabilizacdo em freqiiéncia bastante perturbada pela realimentacdo de luz
devido a reflexdes parasitas nas superficies dos elementos oOpticos que
compdem uma determinada montagem experimental. Para se evitar este

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacoes



114 A polarizacgéo da onda eletromagnética

tipo de problema ¢ necessario um diodo optico, ou isolador dptico, que
permite a passagem de luz do laser para o experimento, mas impede a
passagem no sentido inverso. Este isolador ¢ baseado no efeito Faraday,
que descrevemos na secdo anterior.

Considere, como mostra a Fig. 5.27, um meio que quando sujeito
a um campo B roda o plano de polarizagdo da luz de 45°. Na entrada do
sistema existe um polarizador P;, com eixo de transmissdo paralelo ao
eixo Yy e na saida um polarizador P,, com eixo de transmisséo na dirego

%(i + 3) A luz proveniente do laser passa pelo polarizador P,, roda 45°
no sentido horario e passa por P,. A luz refletida pelos componentes

opticos (retornando ao laser) passa por P,, roda 45° no sentido anti-

horério (pois vé o sentido de B invertido) e ¢ bloqueada pelo polarizador
P, sendo assim impedida de retornar ao laser.

Fig. 5.27 - Esquema de um isolador 6ptico baseado no efeito Faraday.

Devido ao fato da constante de Verdet variar com o comprimento
de onda, a isolagdo Optica apresentada acima funciona apenas para luz
monocromatica. Para um dado A, seleciona-se o valor de B que produz a
rotagdo de 45°; para outro A devemos tomar um valor diferente de B para
compensar a dependéncia da constante de Verdet com o comprimento de
onda ou trabalhar com o polarizador P, numa outra orientagdo. Neste
ultimo caso teremos perda de intensidade da luz na diregao reversa.

Para finalizar esta se¢do devemos mencionar que é possivel se
construir um isolador 6ptico com uma lamina de quarto de onda ou rombo
de Fresnel. Imagine que a luz passe por um polarizador P ¢ por uma
lamina A/4, de maneira a se tornar circularmente polarizada. Quando ela
retorna, apos reflexdo nos componentes Opticos do sistema experimental,
passa novamente pela lamina A/4. Esta dupla passagem pela placa
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retardadora faz com que seu efeito seja o de uma lamina de meia onda,
rodando o plano de polarizagdo da luz de 90°, que ¢ finalmente barrada
pelo polarizador P. A desvantagem deste método ¢ que durante as
reflexdes nos componentes Opticos, a polarizagdo circular pode ser
afetada, tornando-se eliptica e o efeito total da dupla passagem pela placa
retardadora ndo ¢ exatamente o de uma lamina de A/2. Ja no caso do diodo
optico com efeito Faraday, o efeito das reflexdes sobre a polarizagdo nao €
relevante pois o polarizador P, re-polariza a luz que volta ao diodo.

A isolagdo ¢ usualmente medida em dB, de acordo com a
expressao:

=10 1og1{11_Vj (5.55)

1

onde |y e I; sdo respectivamente as intensidades de luz que passa e que
incide sobre o diodo no sentido em que ele bloqueia . Assim, uma isolacdo
de -40 dB significa que se incidirmos luz na direcdo reversa do diodo,
apenas 0,01% desta luz passara por ele.

5.12 Efeito Pockels

Como mencionamos na se¢do 4.5, existem cristais cujos indices
de refragdo se modificam face a aplicagdo de um campo elétrico. Quando
esta variagdo for diretamente proporcional ao campo elétrico, teremos o
conhecido efeito Pockels, que ¢ utilizado na modulaggo eletro-optica da
luz, tanto em frequéncia (secdo 4.5), como em intensidade. Este efeito
aparece em cristais anisotropicos, que sdo caracterizados por um elipsoide
de indices de refracdo escrito como:

2 2

X V4

=t —
X z

2
P (5.56)
ny

=

n

No caso em que n, = ny # n, temos um cristal uniaxial, cujo eixo de
simetria (z) ¢ chamado de eixo dptico (e.g. KDP, quartzo, etc.). O indice
de refracdo para a luz polarizada nesta direcdo ¢ denominado de
extraordinario (Nn.), enquanto que para a luz com polarizacao nas dire¢des
X e y tem-se o indice de refracdo ordinario (ny). Esta anisotropia da origem
aos fendmenos de birrefringéncia discutidos na se¢do 5.4. Além desta
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anisotropia natural, certos cristais uniaxiais podem ter uma anisotropia
extra, induzida pela aplicagdo do campo elétrico externo, sendo que este
pode ser aplicado na direcdo de propagacdo da luz (efeito Pockels
longitudinal) ou perpendicular a ela (efeito Pockels transversal).
Consideremos o caso em que a luz se propaga ao longo do eixo
optico (z), de forma que as componentes X ¢ Y da onda eletromagnética
estdo ambas sujeitas ao mesmo indice de refragao (ny). Vamos supor que

um campo elétrico estatico, V//, é aplicado longitudinalmente ao cristal,

onde V ¢ a voltagem ¢ / é o comprimento da amostra. Nestes casos, as
componentes X ¢ Y da onda estardo sujeitas a indices de refragdes rapido
(n;) e lento (n;) dados por:

3
n =n, - n°2rv (5.57a)
n,rv
n,=n, + (5.57b)

onde r € uma componente de um tensor eletro-optico, que da a resposta do
meio em resposta a aplicacdo do campo elétrico. Vemos entdo a apari¢ao
de uma birrefringéncia induzida pelo campo elétrico, efeito este que pode
ser usado para chaveamento eletro-optico da luz, como veremos na sego
5.14.

5.13 Efeitos Kerr e Cotton-Mouton

Em meios Opticos isotropicos tais como liquidos e cristais de
simetria ctbica, o efeito Pockels ndo existe. Entretanto, para campos
elétricos intensos pode existir uma birrefringéncia induzida pelo
alinhamento das moléculas do meio. A substincia neste caso comporta-se
opticamente como se fosse um cristal uniaxial no qual o campo elétrico
define o eixo oOptico. Este efeito foi descoberto em 1875 por J. Kerr e ¢
chamado de efeito Kerr. A magnitude da birrefringéncia induzida é
proporcional ao quadrado do campo elétrico, de acordo com:

n,-n, =KE’A (5.53)
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onde K ¢ a constante de Kerr, 4 ¢ o comprimento de onda da luz no vacuo,
n, ¢ o indice de refragdo na direcdo do campo elétrico estatico E aplicado
sobre a amostra e N, € o indice perpendicular a ele.

O efeito Kerr é utilizado em moduladores de luz ultra-rapidos,
conhecidos como células Kerr. Este dispositivo, mostrado na Fig. 5.28,
consiste de dois condutores paralelos imersos num liquido com constante
de Kerr elevada (nitrobenzeno, por exemplo). A cela contendo o liquido ¢
colocada entre dois polarizadores cruzados, que fazem angulos de +45°
com a direcdo do campo elétrico aplicado. Na presenga do campo E, a
birrefringéncia induzida no liquido permite a passagem de luz pelo
polarizador de saida. Para uma certa voltagem, V,., a cela se comporta
como uma ldmina de meia onda e o conjunto se torna transparente a luz
incidente sobre ele (exceto pelas reflexdes nos polarizadores e nas janelas
da cela).

Fig. 5.28 - Esbogo de uma cela de Kerr usada como modulador eletro-ptico de
luz.

O efeito Cotton-Mouton é o analogo magnético do efeito Kerr ¢ é
atribuido ao alinhamento das moléculas de um liquido devido a presenca
de um campo magnético. A grandeza deste efeito é proporcional ao
quadrado do campo magnético aplicado, similarmente ao que ocorre no
efeito Kerr.

5.14 Chaveamento eletro-6ptico

Como visto na secdo anterior, a cela de Kerr pode ser usada como
modulador ou chave eletro-Optica rapida, ou seja, aplicando-se pulsos
elétricos nos eletrodos, a transmissdo Optica do sistema também sera
pulsada. Assim, este dispositivo pode ser usado, por exemplo, como um
chopper rapido (f ~ MHz) para varios tipos de experimentos. A chave
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eletro-6ptica mais comumente utilizada, no entanto, ¢ aquela baseada no
efeito Pockels. A cela de Pockels é bastante similar aquela mostrada na
Fig. 5.28, porém, com o meio eletro-optico sendo um cristal anisotropico
e o campo elétrico sendo, em geral, aplicado na dire¢do longitudinal. Esta
cela permite uma aplicagdo muito importante na construgdo de alguns
tipos de laser de alta poténcia, através do uso da técnica de Q-switching
(chaveamento do fator de qualidade da cavidade do laser). Voltaremos a
abordar este assunto quando discutirmos o principio de operacdo dos
lasers.

Finalmente, uma outra aplicagdo que se pode dar a cela de Pockels
¢ na eliminagdo das flutuagdes de poténcia da luz que sai de um laser. Este
dispositivo, chamado de eliminador de ruidos (noise eater), esta mostrado
esquematicamente na Fig. 5.29. Um divisor de feixes DF coleta uma
pequena fragdo da luz e a envia para um detector. O sinal deste ¢
comparado com uma referéncia fixa e a diferenca Av realimenta a cela de
Pockels, junto com um nivel D.C. de voltagem (V), de tal forma que a
intensidade de luz indo para o experimento ¢ sempre constante.

DF

CELA DE Exp.

LASER POCKELS >

ry

V+Av

T

detector

Fig. 5.29 - Diagrama esquematico de um eliminador de ruidos.
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Problemas

5.1. Um feixe de luz viajando no vécuo atinge a superficie de uma placa
de vidro. Quando o angulo de incidéncia é 56°, o feixe refletido esta
completamente polarizado. Qual ¢ o indice de refragdo do vidro?

5.2. Faca um esbogo do plano x-y mostrando o estado de polarizagdo das
seguintes ondas:
(a) Ex = Acos(wt-kz) E, = 2Acos(ot-kz)
(b) Ex = Acos(wt-kz+m/4) E, = Acos (wt-kz)
(c) Ex= Acos(wt-kz-r/4) Ey = 0,5Acos (wt-kz)

5.3. Escreva as matrizes de Jones para os campos acima.

5.4. O angulo critico para reflexdo total interna numa peca de vidro é 45°.
Qual ¢ o angulo de Brewster para (a) reflexdo interna e (b) reflexdo
externa?

5.5. Qual a espessura que deve ter uma pega de quartzo para se fazer uma
lamina de A/4 para Ayseo = 6.000 A? Dados: n; = 1,5422 e n, =
1,5533.

5.6. Prove que T+R=1 para a polariza¢do o. Idem para polarizacdo m.

5.7. Descreva o principio de funcionamento de um isolador Optico feito
com um polarizador e uma lamina de quarto de onda.

5.8. Demonstre a eq. (5.4a).

5.9. Encontre a matriz de Jones que descreve um meio exibindo atividade
optica descrita pelo poder rotatorio 6.
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3
5.10. Luz elipticamente polarizada descrita pelo vetor de Jones: {} €

enviada através de um meio com atividade Optica descrita pelo
poder rotatério 8 = m/2 e de um polarizador linear com eixo de
transmissao vertical. Que fra¢do da intensidade de luz é transmitida
pelo sistema?

5.11. Um feixe de luz circularmente polarizada incide numa superficie

plana de vidro (n = 1.5) de maneira a formar 45° com a normal.
Descreva o estado de polarizagdo da luz refletida.

Be'

A
5.12. Mostre que a onda representada pelo vetor de Jones [ _ 5} é, em

geral, elipticamente polarizada e que o semi-eixo maior da elipse
2AB

A I, - . .
faz um angulo —tg ™' ———cos& com o eixo X. Discuta os casos
2 A’ -B?

especiais: (a) A=0,(b)B=0,(c) 6=0,(d) 6=7/2 e(e) A=B.

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacoes



Interferéncia 121

Interferéencia

6.1 Principio da superposicéao

Interferéncia ¢ o fenomeno que tem como origem a adigdo vetorial
dos campos eletromagnéticos (principio da superposicao). Ao se calcular a
intensidade do campo resultante, através da eq. (3.49), veremos que esta
pode ser maior ou menor que a soma das intensidades dos campos que se
superpuseram. Em geral, estes sdo oriundos da mesma fonte e percorrem
caminhos Opticos distintos, de forma que havera uma diferenga de fase
entre eles. A Fig. 6.1 mostra um exemplo de como o processo de
interferéncia pode ser obtido. Para efeitos praticos, € como se os raios 1 e
2 fossem provenientes de duas fontes virtuais, F; e F,. Varios outros casos
serdo descritos posteriormente. Veremos no Cap. 7 que se a fonte for
coerente teremos interferéncia estaciondria, ao passo que se a fonte for
incoerente teremos interferéncia ndo estaciondria.

Fe p

-

F,* "~
Fig. 6.1 - Diagrama esquemdtico mostrando a obtencdo de interferéncia.

Para entender melhor o principio da superposicdo, vamos
considerar duas fontes pontuais F; e F, emitindo ondas esféricas,
monocromaticas e coerentes num meio ndo polarizavel (vacuo) conforme
esta mostrado na Fig. 6.2. No ponto P temos:
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B = 20 exp{i[ K —5 |- ot—,]} (6.12)
r—r

E2=_F%,eqﬂduf—@yﬂm—¢J} (6.1b)
F-1,|

que sdo os campos produzidos pelas fontes F| € F,, respectivamente.

F,

o=

o
el

Fig. 6.2 - Arranjo para a observagio de interferéncia de duas fontes pontuais
monocromadticas.

O campo resultante E vem da superposicao de I::l e Ez , isto é, da
adigdo vetorial Ezﬁl +E2. A intensidade ¢ proporcional a (E*E),
logo:

laE“E=[E| +[E,[ +E}.E, +E,E; 6.2)

Os dois ultimos termos sdo aqueles responsaveis pela interferéncia,
como veremos a seguir. Podemos escrever estes termos como:

- ' 2E()l']j:oz

EiE,+E.E; = cos(K[f — 5| - K[f—5,|+¢, —¢,) (6.3)

[F-[[f -]

Supondo que Em e l::(n sdo paralelos e definindo:

A, =E,/[f -1 (6.4a)
A, =E,/[f-1 (6.4b)
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s=k([F~%|-[F~%|)+ 6, —9, (6.40)
temos:
E*E=A2+A2+2A,.A,cosd (6.5)
ou alternativamente,
I=1+1, +2{L,I, cosd (6.6)

onde o ultimo termo, oriundo da mistura de E, e E, varia com a
diferenca de fase entre os campos e da origem ao fendmeno chamado

interferéncia. Para a obten¢do da eq. (6.6) tomamos l::m e Eoz paralelos.
Se isto ndo ocorrer, o termo de interferéncia devera ser multiplicado por
cos®, onde @ ¢ o angulo entre Em e Eoz- Voltando a andlise da eq.
(6.6), podemos ver que a intensidade maxima é:

Lo =L +1, +21 1, = (I, + 1, )’ (6.72)

que ¢ maior que a soma (Il + Iz). Isto acontece quando o co-seno vale 1,

ou seja, quando & = 2mm (interferéncia construtiva). Por outro lado, a
intensidade minima ¢ dada por:

Lo =1 +1, —2411, = (1, =L, )’ (6.7b)

que ¢ menor que (Il +1, ) Isto acontece para cos 6 = —1, ou seja, quando

0 = (2mtl)n (interferéncia destrutiva). A Fig. 6.3 mostra como a
intensidade varia com 0.

A

Imax

Imin

0 T 3n 5w Tr 5
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Fig. 6.3 - Intensidade dos campos superpostos com fun¢do da diferenga da fase.

No caso em que I; = I, = I temos L. = 41 € L, = 0. Costuma-se
definir a visibilidade das franjas (visibilidade de Michelson) como:

Imax _Imin 2 II'IZ
n= = (6.8)
Imax +Imin Il +IZ
No caso particular em que ¢; = ¢, temos & = k{|f - f2| - |f -1 }, de
forma que se considerarmos 0s maximos, veremos que eles satisfazem:
O 2mm (. - - -
E: K :{|r—r2|—|r—r1|}=constante (6.9)

que ¢ um hiperboldide de revolugdo. & pode ser colocado em termos da
diferenga de caminhos 6ticos, que neste caso ¢ dada por:

A=n{[i—5|-[f -5} (6.10)
Logo:
2
5=""A+(p: ) 6.11)

0

Geralmente ¢; = ¢1(t) e ¢ = (1), isto €, as fases mudam com o
tempo. Chamando 7, de tempo de coeréncia, que € um tempo
caracteristico ligado a mudanca de fase, e 7 de tempo de observagao,
quando 1y << T temos interferéncia ndo estacionaria. Voltaremos a este
topico no Cap. 7.

6.2 Interferéncia por divisdo da frente de onda

Na discussdo do principio da superposicao feita na se¢do anterior,
foram utilizados apenas dois feixes para simplificar a analise, mas o
principio ¢ valido para um numero arbitrario deles, conforme abordaremos
nas sec¢Oes posteriores. Em dispositivos interferométricos que utilizam
dois feixes costuma-se dividir a frente de onda e isto pode ser feito de
varias maneiras, COmMo veremos a seguir.
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a) Experiéncia de Young (fenda dupla)

Um experimento classico que demonstra a interferéncia da luz foi
feito por Thomas Young, em 1802. Considere o arranjo experimental
mostrado na Fig. 6.4. Luz proveniente de uma fonte F passa por um
pequeno orificio S e incide sobre duas fendas paralelas estreitas, S; e S,
separadas por uma distdncia 4. Um anteparo colocado apos as fendas
mostrard listas claras e escuras, definindo assim o padrdo de interferéncia
que estamos interessados em encontrar. Note que o orificio S é de
fundamental importancia, pois ¢ ele que fornece a coeréncia espacial
necessaria entre a radiacdo vinda das duas fendas.

P
K Sy
S y
e OO DN I |
H [ V |
S

Fig. 6.4 - Experimento de Young para a observagdo de interferéncia.

Como vimos anteriormente na eq. (6.11), §= 2lA +(0,—9,)>
A

0
onde A = n(S ,P - SI_P) ¢ a diferenga de caminhos opticos. Usando o

teorema de Pitagoras temos:

h)2

2 y+i
S,P= [y+}21) +D>~D 1+1(2) (6.12.2)
2
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h )2
- 2 y_i
S,P= (y—hj +D?~D 1+l( f) (6.12.b)
2 2 D
que sdo expressoes validas apenas quando h << D. Desta forma,
2 2
A —nD 1+ly +h?2/4+yh
2 D2
h2/4—yh h @19
2 2 —
—-nD 1+ly hl yu_ny
2 D2 D

Vamos agora supor que n = 1 (vacuo) e ¢; = ¢, (feixes coerentes).
Disto resulta que:

27 vh
§=-1Y2 (6.14)
Ay D
Para se obter intensidade maxima devemos ter:
27 vh D
8:2mn=—ny—:y =—mA, (6.15a)

Ay D ™ h
e intensidade minima quando:
1 21 yh D 1
6:2(m+—jn=—ny—:>ymm =—(m+—)7u0 (6.15b)
2 Ay D h 2

A Fig. 6.5 mostra o padrdo de interferéncia que se observa no
anteparo. A distdncia entre duas franjas consecutivas (dois maximos
consecutivos), chamada inferfranja ¢ dada por:

D

Ym+1 _Ym = (616)

h
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Fig. 6.5 - Padrdo de interferéncia obtido com a fenda dupla.

Maneiras alternativas de se demonstrar interferéncia por divisdo
da frente de ondas sdo vistas na Fig. 6.6. Dentre elas se incluem também
os interferdmetros de Michelson e de Mach-Zehnder, que devido a sua
importancia serdo tratados separadamente.

(a)

(b)

(©)

Fig. 6.6 - Alguns dispositivos que produzem interferéncia por divisio de fiente de
onda: (a) espelho simples de Lloyd, (b) espelho duplo de Fresnel e (c)
biprisma de Fresnel.

b) Interferémetro de Michelson

O interferometro de dois feixes mais conhecido foi desenvolvido
por Michelson em 1880. O desenho bésico esta mostrado na Fig. 6.7. A
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radiacdo proveniente de uma fonte F ¢ colimada e dividida por um divisor
de feixes DF. Os feixes divididos sdo refletidos pelos espelhos E| ¢ E, e
voltam para o divisor de feixes. O padrdo de interferéncia ¢ observado em
P, ao se variar a posi¢cdo de um dos espelhos.

E;
Gty
DF
« g
-"“‘ _ E
Fe o .
& % :
L - 1, x1/2
p [ ]

Fig. 6.7 - Interferometro de Michelson.

Supondo ser a fonte monocromatica e o interferometro estar no
vacuo (n = 1), a diferenga de caminhos dpticos é dada por A =x; — x; €,
portanto, a diferenga de fase é:

_ 27 (
}\‘0

8 X, —X,) (6.17)

onde x; e x; sdo respectivamente as distancias percorridas pelos feixes 1 e
2. Note que ao se mover o espelho £ de uma distancia x;/2, o feixe anda
x; (vai e volta). A intensidade observada em P é:

I(A)=1, +1, +2,/1,1, cos [i—”A] (6.18)

0

Como os feixes 1 e 2 sdo refletidos e transmitidos de maneira igual pelo
divisor D, temos I, = I, = I;. Desta forma,

1(A)=2I, l+cos(ilAj (6.19)

0

Observando que 1(0) = 41, podemos re-escrever a eq. (6.19) como:

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacées



Interferéncia 129

1(a)= %1(0) 1+ cos [i—“ AJ (6.20)

0

ou, alternativamente:

P(A):I(A)—%I(O):%I(O)cos(i—nA] 621)

0

E interessante notar que P(A) é a transformada de Fourier do
espectro da fonte, isto ¢, de uma fungado 6(7»—%0). Este instrumento é

bastante utilizado para a realizagdo de medidas espectroscopicas na regiao
do infravermelho, como veremos na proxima secao.

¢) Espectroscopia por transformada de Fourier (ETF)

Medidas espectroscopicas na regido do infravermelho médio (de
2.5 a 25 um) e longinquo (de 25 a 1000 um) sdo importantes para o
estudo de propriedades vibracionais de moléculas na fase gasosa e de
defeitos em soélidos. Entretanto, neste intervalo espectral ocorrem sérias
dificuldades experimentais criadas pela falta de fontes de banda larga
intensas e de detectores suficientemente sensiveis a esta radiacdo de baixa
energia. A necessidade de se operar sob condi¢des tdo adversas fez com
que os espectrometros interferométricos se tornassem preferidos aos
espectrometros dispersivos (ED) convencionais, que utilizam prismas ou
redes de dispersdo, devido ao fato de possuirem uma razdo sinal/ruido
(S/R) melhor, possibilitando a obteng@o de espectros de boa qualidade em
intervalos de tempo relativamente curtos. Entretanto, antes de entrarmos
nos detalhes da técnica de ETF, convém salientarmos que na regido do
infravermelho ¢ tradicional usar-se como unidades o nimero de onda, o,
dado em cm™, que é o inverso do comprimento de onda. Assim, a regido
do infravermelho médio se estende de 400 a 4000 cm™, enquanto que a do
infravermelho longinquo cobre de 10 a 400 cm™.

As duas maiores vantagens da ETF sobre a ED s3o conhecidas
como vantagens de Fellgett e Jacquinot. A vantagem de Fellgett (ou da
multiplexagdo) baseia-se no fato de que o método interferométrico cada
elemento espectral de uma banda larga Ao é observado durante todo o
tempo 7 da medida, de forma que o sinal integrado de uma pequena banda
do ¢é proporcional a 7. Se o ruido da medida for predominante devido ao
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detector, isto ¢, aleatorio e independente do nivel de sinal, a razdo S/R do

interferdbmetro sera proporcional a +/7 . Ja no método dispersivo, cada
elemento espectral ¢ observado isoladamente durante o tempo 7 /M, onde
M = Ac/dc ¢ o numero de elementos espectrais. Isto nos d4 uma razao

S/R proporcional a 4/z/M , que serd menor quanto maior for o numero de
elementos espectrais a serem estudados. Entretanto, a vantagem de
multiplexagdo deixa de existir se o ruido for devido a flutuagdes de
intensidade da fonte, como ocorre em ldmpadas onde existe descarga
elétrica.

A vantagem de Jacquinot (ou da throughput) afirma que ¢é
possivel transmitir mais energia através do ETF do que pelo ED. O fluxo
de energia, @, transmitido por um sistema Optico é proporcional a
throughput que ¢ dada pelo produto AQ, onde 4 ¢ a area do colimador de
entrada ¢ Q ¢ o angulo sélido subtendido pela fonte. O interferometro
pode ter uma fonte extensa, com grande angulo sélido. Ja no caso do ED,
a resolucdo depende linearmente da largura da fenda do instrumento e a
energia transmitida do quadrado de sua area. E possivel mostrar que na
condi¢do em que os dois aparelhos operam com a mesma resolugdo, a
energia transmitida pelo ETF chega a ser até 200 vezes maior que a do
ED. Esta é realmente uma vantagem muito importante, pois como foi dito
anteriormente, as fontes na regido do infravermelho sdo muito fracas. A
principal desvantagem do método interferométrico € que o espectro se
interesse ndo ¢ imediatamente visivel, sendo necessario um computador
para calculé-lo a partir do padrao de interferéncia.

No caso de uma fonte de banda larga, para se obter a intensidade
total atingindo o detector ¢ necessario somar todas as freqiiéncias

presentes. Usando o =1/A el =% cm;“o|E|2 na eq. (6.19) temos:
I(A)= cnao{IE(o)zdc + j\E(G)\z cos(2noA) dc} (6.22)
0 0

ou ainda,

I(A)= %I(O) + cnsO]E\E(G)\2 cos(2noA) do (6.23)
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O interferograma I(A) nada mais ¢ do que a fungdo de
autocorrelagdo do campo elétrico, como veremos no Cap. 7. O primeiro
termo da eq. (6.23) € a soma das intensidades individuais de cada feixe e o
segundo ¢ a modulagdo provocada pela sua interferéncia. Para se obter o
espectro a partir do interferograma basta apenas calcular a transformada
de Fourier inversa de I(A) — % 1(0):

B(o)= "t[E(o ) - (const)T[I(A)—%I(O)} cos(2ron)da  (624)

A maneira experimental de se determinar o espectro B(o) com o
interferometro ¢ a seguinte:

1. Mede-se I(A), que é a intensidade de luz incidente no detector como
funcdo do deslocamento do espelho;

2. Experimentalmente determina-se 1(0) ou I(e0) = 2 1(0);

3. Substitui-se I(A) — I(e) na eq. (6.24) e calcula-se a integral num
computador para um ¢ particular;

4. Repete-se a operacdo 3 para outros o's obtendo-se entio B(o) a menos
de uma constante multiplicativa.

Para a obtengdo do espectro de transmissdo de uma amostra sao
necessarias duas medidas sob as mesmas condi¢des operacionais, uma
com a amostra no feixe e a outra fora dele. Dividindo-se estes dois
espectros obtém-se a transmissdo da amostra, além de se eliminar a
constante multiplicativa. Na pratica, o espelho moével do interferometro
percorre uma distancia finita, L, que limita o conhecimento de I(A) a
apenas um intervalo finito de valores de A. Esta truncagem do
interferograma afeta a resolugdo do instrumento, como veremos a seguir.

Consideremos uma fonte de luz monocromatica de freqiiéncia oy e
intensidade conhecida. O interferograma para este caso é dado por:

I(A)="%1(0) + (const) cos (2nGeA) (6.25)

Usando-se a eq. (6.24) para calcular B(o), teremos uma distribui¢ao
O0(o-0op) se o espelho andar uma distancia infinita, mas para distancias
finitas (-L< A <L) obteremos uma fung¢ao sinc:

sen[2n(c —o,)L]
2n(c—-o,)L

B(o)a =sinc z (6.26)
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onde z =2n(oc—oy)L.

A func¢do sinc z, chamada de forma de linha instrumental, é a
aproximagao que se consegue para o feixe monocromatico. Esta fungdo
tem meia largura de 1.21/L e porgdes que se estendem 0.22 abaixo de zero
como se pode ver na Fig. 6.8. Podemos tolerar a meia largura do pico
central como um decréscimo da resolucdo, mas os picos laterais podem
dar a aparéncia de falsas fontes de energia. Para reduzir este problema
introduz-se um tratamento matematico do interferograma, chamado
apodizacdo, cujo objetivo ¢ diminuir os picos laterais. A apodizagdo
consiste em multiplicar o interferograma por uma fung@o por cujo valor
em A=0¢1eem A= L é zero. Tomemos como exemplo a fungdo
triangular:

A =1- AL (6.27)

Multiplicando-se I (A) por esta fungdo e usando-se novamente a
eq. (6.24) com intervalo de integragéo finito, obtém-se a fungio sinc? (z/2)

para B (o), que também ¢é mostrada na Fig. 6.8.
A

a)

b)

-7 -T T 2n z
Fig. 6.8 - a) sinc z, b) sinc’ (z/2).

O efeito da apodizacdo, além de eliminar praticamente os picos
laterais, € o de aumentar a meia-largura da linha para 1.79/L, piorando
assim a resolucao. Para definir formalmente a resolucdo do interferémetro
(com truncagem e apodizagdo) podemos usar o critério de Rayleigh, que
afirma que duas linhas freqiiéncias oy e o, estardo resolvidas quando o
pico da primeira cair no primeiro zero da segunda, conforme mostra a Fig.
6.9. O critério de Rayleigh estara satisfeito quando (z, — z;) = 27 ¢ assim
podemos definir a resolugdo do interferdmetro como:

80 = (o1-05) = /L (6.28)
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Com esta analise vemos que a resolu¢ao de um espectrémetro por
transformada de Fourier depende apenas de quanto o espelho movel se
desloca. Ja no caso da espectroscopia dispersiva, a resolucdo depende
inversamente da largura da fenda. Assim, para se obter boa resolugdo na
ED, a fenda deve ser bastante estreita, o que diminui a throughput,
enquanto que na ETF, basta apenas aumentar o deslocamento do espelho
movel. ¢

!

zZ1 Z'2 z

Fig. 6.9 - Critério de Rayleigh para definir resolugdo. a) sinc’ (z-z;) / 2, b) sinc’
(z-z3) /2 e ¢) soma.

d) Interferémetro de Mach-Zehnder

Um outro interferdmetro de dois feixes importante € o
interferometro de Mach-Zehnder. O desenho basico estd mostrado na Fig.
6.10 e o principio de funcionamento ¢ similar ao de Michelson. A
radiacdo proveniente de uma fonte F ¢ colimada e dividida por um divisor
de feixes DF. Os feixes divididos sdo refletidos pelos espelhos £ ¢ E; ¢
vao para um outro divisor de feixes DF,. O padrio de interferéncia ¢
observado na saida 1 ou na saida 2, ao se variar a posi¢do de um dos
espelhos.

A caracteristica principal deste instrumento ¢ que se variando a
diferenca de caminhos 6pticos ¢ possivel fazer com que a luz comute entre
uma e outra saida. Isto tem importancia em comunicagdes Opticas porque
possibilita alterar a dire¢do de trafego do sinal. J4& no caso do
interferometro de Michelson, a luz ou vai para o observador, ou retorna
para a fonte.

saida 2
. DF,
& >
& & .
E, & & saida 1
& &
L,
E - o
s & & L
S.C. Zilio e & & —Bundamentos e Aplicagées
DF,
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Fig. 6.10 - Interferémetro de Mach-Zehnder.

6.3 Interferéncia por divisao de amplitudes

No nosso estudo de interferéncia nos concentramos até agora no
problema de interferéncia entre apenas dois feixes. Queremos agora tratar
o problema de interferéncia entre multiplos feixes. Uma maneira de se
produzir um grande nimero de feixes mutuamente coerentes € por
reflexdo multipla entre duas superficies planas e paralelas, parcialmente
refletoras, como por exemplo, a placa de vidro mostrada na Fig. 6.11.

F
n;
A
Placa de vidro I
A 4
n;

Fig. 6.11 - Interferéncia por multiplas reflexdes.

Vamos inicialmente considerar apenas os raios (1) e (2) atingindo
o ponto P. Posteriormente tomaremos um numero maior de raios.
Tomando a origem da propagagdo no ponto A, a situagdo do campo
elétrico sera:

Incidente: Eo exp{-imt} (6.29a)
em A: Refletido: pEq exp{-iwt} (6.29b)
Transmitido: TE exp{-iot} (6.29¢)
Incidente: 1E, exp{i(kzﬁ - cot)} (6.30a)
em B: Refletido: p1E, exp{i(kzﬁ - u)t)} (6.30b)
Transmitido: t'E, exp {i(kzﬁ - mt)} (6.30c)

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacées

f_A_—\



Interferéncia 135

Incidente: p'tE, exp{i(kzﬁ+k2B7C—o)t)} (6.31a)
em C: Refletido: (p') E yexplilk,AB + k,BC —ot)}  (6.31b)
Transmitido: p"c‘c'EO exp{i(kzﬁ + kzﬁ — (,ot)} (63 IC)

A frente de onda ¢é constituida pelos campos em C e C’, dados

por:
E. =p'tt'E, exp{i[kz(?B+ ﬁ?)— ot ]} (6.32a)
=p'tt'E, exp{i (21(2@— ot )}
E. = pE, explilk, AC' - ot) ] (6.32b)

onde AB=BC. Por outro lado, vemos que AB=d/cos®' e
AC' = ACsen 6, implicando que AC’ = 2d tgf"’senf. Definimos:

o, =k, AC’ = 2dk,tg0'""sen (6.33a)
b, = 2k, AB = 2dk ,/cos 0" (6.33b)

Podemos ainda obter através das equagdes de Fresnel que
p=-p' ett'=1-p>. Desta forma o campo elétrico total na frente de
onda sera:

E,. = E,+E, = E,[peit+ p'tt’eit: | exp{-iot |

total

= pEoexp[i (¢1_(°t)][1 - (1_ p? )exp{i(d)z—d)l )}] (6.34)

de forma que a intensidade sera proporcional a:

*

|Elota1|2 = Etotal 'Etotal = sz(z) {1 + (1 - p2 )[(1 - p2 )_ 2cos(¢2_¢1 )]} (635)

Se tivermos trabalhando com vidros teremos p ~0,2 = p2 =0,04
= (1-p?)=0,96 ~ 1. Entdo:

[E u|” = 2p*E2[1 - cos (6, - 0,)] (6.36)

total

A diferencga de fases é:
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d=¢,—¢, = LZ(TI —2k,dsen0tgb”
cosH (6.37)
= 27(1”{19—1(l senBsend’'}
cosO
Usando a lei de Snell, k,sen® = k, sen6", temos:
& =2dk, cos0" = i—nnzdcos 0" (6.38)

0

As condi¢cdes de maximo e minimo de interferéncia sao dadas
respectivamente por:

4mn,

dcos®” =(2m+1)n (6.39a)

0

4nn,

dcos®” =2mn (6.39b)

0

6.4 Interferdmetro de Fabry-Pérot

Voltamos agora a discussdo da interferéncia de multiplos feixes
considerando todos os feixes emergindo da placa como indicado na Fig.
6.12. Usando o principio da superposi¢do encontramos o campo elétrico
transmitido como:

Fig. 6.12 - Interferéncia de miltiplos feixes.

E= Z:Ei =B, it +E,tt'p’e® +E,tt'p e +...  (6.40)

i=l
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onde E (t) =E, exp{— i(ot} , a origem das fases foi tomada no ponto B da

Fig. 6.11 ¢ o ¢é a diferenca de fase obtida na secdo anterior
(8=42n,dcos0"). Colocando E tt" em evidéncia obtemos:

; 0 E, tt’
’ 12 18 14 i
E=E,tt (1+p ’e +p4e%+...)=ﬁ (6.41)
1-p'e
Nesta tltima passagem foi usado o fato de que o termo entre parénteses ¢é
uma série geométrica. Além disso, 1t'=1-p°> =1-R e p? =p> =R,
portanto o campo elétrico sera dado por:

£ El-R) (6.42)

1-Rei®

de onde se calcula a intensidade como:

lafEf - E3(1-R) _ E}(I-R) (6.43)
(1-Re®)(1-Re®) 1+R2—2Rcosd
ou seja,
I (1 — R)2 I,
1(5)= -
1+R? —2R(cos? 82 —sen28/2) 1+ “*R_sen25/2
(=R} (6.44)

Quando & = 2nm temos sen’d/2=0 € Inx = lp, mas quando
IO

4R
1+ (R)

esta mostrada na Fig. 6.13. Costuma-se escrever:

. A funcio I(5), chamada de fungdo de Airy,

sen’d2=1¢ ] =

1(3)= 1702 (6.45)
1+ Fsen~d/2

onde F = 4R/(1-R)* indica o contraste das franjas de interferéncia. A
funcdo de Airy pode ser também graficada como fungdo da frequéncia v.
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Chamando de Av a distancia entre dois picos consecutivos desta funcdo

(free spectral range) e de 6v a largura de cada pico, podemos definir a
finesse do interferdmetro como:

F-_TJF (6.46)
ov 2

Fig. 6.13 - Fungdo de Airy.

O dispositivo inventado por C. Fabry e¢ A Pérot ¢é usado
geralmente para medidas de comprimentos de onda com alta precisdo e
para o estudo da estrutura fina de linhas espectrais. Um interferometro
deste tipo consiste essencialmente de dois espelhos parcialmente refletores
de vidro ou quartzo, podendo ser planos ou esféricos, mas estando
alinhados para se obter o contraste de franjas maximo. Se a distancia entre
as placas puder ser variada mecanicamente, o dispositivo ¢ chamado
interferometro, mas se as placas forem fixas o termo usado € éfalon. As
Figs. 6.14 (a) e (b) mostram as duas situacdes.

fonte extensa

plano
I focal @
e

lente lente
colimadora  focalizadora

fonte pontual
| Ll | ®)
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Fig. 6.14 - (a) étalon Fabry-Perot e (b) interferémetro de Fabry-Pérot.

O interferdmetro é usualmente montado entre lentes colimadora e
focalizadora. Se uma fonte extensa de luz é usada, franjas circulares
concéntricas aparecem no plano focal da lente focalizadora. Uma outra
maneira de se usar o interferdmetro é no método de varredura, utilizando
uma fonte pontual que é colocada de tal forma que apenas um ponto
aparece no plano focal de saida. A varredura pode ser obtida
mecanicamente, variando a distancia entre os espelhos, ou, opticamente,
variando a pressdo do gas (indice de refracdo) no interferometro. A
intensidade de saida é medida foto-eletronicamente e consiste numa soma
de fungdes de Airy, uma para cada componente espectral.

6.5 Analisador de espectro éptico

Em todo o mundo, os lasers sdo amplamente empregados em
diversas arecas do conhecimento humano. Durante sua utilizagdo,
principalmente no desenvolvimento de ciéncia e tecnologia, varios fatores
influenciam a eficacia e precisdio de uma determinada técnica. O
comprimento de onda da luz do laser estd sempre sujeito a pequenas
variagoes devido as flutuagdes térmicas do ambiente, da tensdo de
alimentacgdo, ruidos acusticos, etc. Para que se possa corrigir, ou pelo
menos monitorar, as variagdes de comprimento de onda de lasers, ¢
necessaria a utilizacdo de instrumentos Opticos com alto poder de
resolucdo, capazes de distinguir freqiiéncias bem préximas. Este tipo de
instrumento ¢ o analisador de espectro Optico, que consiste de um
interferometro de Fabry-Pérot confocal, cujo tamanho da cavidade ¢
alterado por meio de um transdutor piezoelétrico, como mostra a Fig.
6.15. O principio de funcionamento do interferdmetro de Fabry-Pérot foi
discutido na se¢do anterior, onde encontramos que sua transmissdo ¢ dada
pela funcdo de Ary:

= 0 6.47
1) 1+ (2£) sen?8/2 (©47

g

PZT
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Fig. 6.15 - Vista esquemdtica do analisador de espectro dptico.

onde I ¢ a intensidade da luz incidente, F ¢é a finesse da cavidade Optica
(F =R /(1- R)) € 0 = 4nvd/c ¢ a fase ganha pela onda ao efetuar uma

volta completa na cavidade. A expressdo acima ¢ valida para uma onda
plana incidindo normalmente num interferometro de espelhos planos,
separados por uma distancia d. Num caso real, o feixe é gaussiano e os
espelhos sdo esféricos, porém, o formato da curva é essencialmente o
mesmo, exceto pela fase 8, que no caso do interferdmetro confocal passa a
ser a metade.

A finesse caracteriza a qualidade da cavidade; quanto maior ela
for, menor a largura dos picos de intensidade e maior o poder de resolucao
do interferometro. Vemos da expressdo para F que a finesse depende da
refletividade dos espelhos, de maneira que quanto maior a refletividade,
maior a finesse. Na pratica, outros fatores sdo importantes na
determinagdo de F, apesar da refletividade continuar sendo o termo
principal. Estes outros fatores sdo: irregularidade nas superficies,
desalinhamento dos espelhos, perdas por absorc¢ao e por difracéo.

Se a distancia entre os espelhos for variada continuamente por
meio de um transdutor piezoelétrico, a intensidade medida pelo detetor
apresentara um perfil como o mostrado pela linha cheia da Fig. 6.16. Se o
laser apresentar outro modo, de frequéncia V', a ele correspondera outra
fung@o de Airy, mostrada pela linha tracejada da Fig. 6.16. A distancia
entre picos consecutivos (Av =c/4dno caso da cavidade confocal) é
chamado de intervalo espectral livre (free spectral range) que em geral é
da ordem de GHz. O espectro repete-se periodicamente em cada intervalo
espectral livre. Y
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Fig. 6.16 - Funcées de Airy para as frequéncias ve v'.

6.6 Teoria das peliculas

Uma das aplicagdes da interferéncia de multiplos feixes ¢ na
confeccdo de componentes Opticos que transmitem ou refletem
seletivamente a radiacdo eletromagnética. Tais componentes sdo feitos
depositando-se filmes finos de materiais dielétricos sobre um substrato de
vidro ou quartzo opticamente polido. Os materiais mais utilizados para
este fim sdo: MgF, (n = 1,38), SiO, (n = 1,45), ZnS(n = 2,38), criolita (n =
1,34), TiO, (n =2.4), ZrO, (n =2.2), etc..

No tratamento deste problema ndo usaremos a soma de campos
transmitidos ou refletidos como foi feito o interferometro de Fabry-Pérot.
Ao invés, faremos uso das condi¢des de contorno para E e H nas
interfaces entre os filmes. Considere trés meios com indices de refragdo
no, 11 € n, conforme mostra a Fig. 6.17.

~l o
{=3
T
=~

W

o n np

>

0 Y, X

Fig. 6.17 - Geometria dos campos elétricos para a determinagdo das condi¢oes
de contorno.

O campo E, incide do meio ny sobre o meio n;. O campo total
refletido ¢ E,. O campo total caminhando para a direita no meio n; ¢ E, e

para a esquerda E1 e no meio n, o campo total transmitido é E,,

caminhando para a direita. Como as polarizagdes ndo se alteram na
passagem de um meio para o outro, podemos escrever as condigdes de

contorno para os modulos de Ee H como:
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emx = 0: Eo+E, =E, +E, (6.48a)
H,-H,=H, -H

emx =0 E,exp{ik,/}+ Elexp{-ik, ¢} = E,exp{ik,/} (6.48b)
H,exp{ik, /} - Hlexp{-ik ¢} = H,exp{ik,/}

Como H=nE/uc, as duas equagdes envolvendo o campo
magnético se transformam em:

no(Eo _E6)=n1(E1 _E;) (6.492)

n,(E, exp{ik ¢} - E! exp{-ik,/}) = n,E, exp{ik ¢} (6.49b)

Das equagdes anteriores para o campo elétrico e destas duas
ultimas sai que:

E; E
no[l —E—OJ =[~in,senk,/ +n, cosklﬂ]E—zexp{ikzﬁ} (6.50a)

0 0

E; E
1+E—°=[cosklf—in—zsenklﬁ}E—zexp{isz} (6.50b)

0 n, 0

Lembrando-se que t1=E,/E, ¢ p=E,/E, , ¢ que o fator exp{ik, ¢}
ndo € importante, pois sempre estamos interessados em calcular ‘p‘z e

?, podemos escrever as equagdes acima na forma matricial:

i
1 1 cosk,/ -(—)senk,/ |(1 1
o ~o cosk,/ = =

—in,senk,/

K

onde M é chamada de matriz de transferéncia de um filme com indice de
refragdo n;. Podemos generalizar este raciocinio para N filmes,
escrevendo:
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1 1 1
( J-i-[ Jp=M1M2M3...MN( j‘c (6.52)
Mo Mo D

A B
onde M;M,.. My = (C DJ ¢ a matriz de transferéncia para N filmes. Da

igualdade matricial acima obtém-se:

_An,+Bny,n,~C-Dny, (6.53a)
An, +Bny,n,+C+Dny,,

= 2n, (6.53b)
An, +Bny,n,+C+Dny,,

A seguir vamos ver duas aplicacdes simples do que foi exposto
acima.

a) Pelicula anti-refletora

Tomemos inicialmente apenas uma pelicula depositada sobre um
substrato. Através da eq. (6.51) vemos que a matriz de transferéncia deste

filme possui os elementos A = cos k¢, B = —i sen k;¢/ n;, C = —i n; sen

k¢ e D = cos ki¢, que quando substituidos na eq. (6.53a), com ny = 1 (ar),
resulta em:

3 nl(l—nz)cosk1€+i(n12 —nz) senk, /

- n1(1+n2)cosk1€—i(n12 +n2) senk, /

(6.54)

Se k¢ = m/2 temos p:(n2 —nlz)/(n2 +n12) e, portanto, R =
|p|2 = [(n2 —nf)/(n2 +n12)]2. Se quisermos uma pelicula anti-refletora

(p = O)as seguintes condi¢des devem ser satisfeitas:

7\’0
n2

2 4n,
n, Z\/_

k,/

(6.55b)

b) Espelho de alta refletividade
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Considere agora 2N peliculas onde as impares t€ém espessura Ai/4
e indice de refracdo n;, enquanto que as pares possuem espessura A,/4 e
indice de refragdo n, conforme mostra a Fig. 6.18. A matriz de
transferéncia para uma camada dupla impar/par é:

Ai/d Ap/4
Ny n; Ilp n; Ilp 1y Ilp NoN+
V2o 344 2N

Fig. 6.18 - Configuragdo para um espelho de alta refletividade.

—-n,/n; 0
MM, = =
P 0 -n/n

)N _ (—np/ni)N 0
0 (—ni/np)N

(6.56)
M=(MM,

Portanto, A = (—np/ni)N,B =C=0e D= (—ni/np)N e assim, tomando ng
=1 temos:
(_np/ni)N _(_ni/np)N'n2N+1

(-ny/m, )
n;/m, ) Nyny

(6.57)

=]
~
B
+

n_/n )2N —-n ’
R = 2 _ p' i 2N+l 6.58
- |p| n /ni)2N LR LN (639
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uando n, <n; e N é muito grande, (n_/n )" ~0 e portanto R ~ 1.
p g o/ 1 p

6.1.

Bibliografia
G. R. Fowles, Introduction to Modern Optics, Holt, Rinehart and

Winston, NY (1968).

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

Problemas

Calcule e grafique o padrdo de interferéncia que seria obtido se 3
fendas igualmente espagadas fossem usadas na experiéncia de
Young.

Um espelho duplo de Fresnel possui um angulo @ (muito pequeno)
entre os dois espelhos. Calcule o valor da interfranja como fungéo
deste angulo.

Um interferdmetro de Michelson é usado para medir o indice de
refragdo de um gas. O gas flui para dentro de uma célula evacuada de
comprimento L colocada num dos bragos do interferdmetro. O
comprimento de onda é A.

(a) Se N franjas sdo contadas conforme a célula vai do vacuo para a
pressdo atmosférica, qual o indice de refracdo em termos de N, A e L?
(a) Quantas franjas serdo contadas se o gas for CO, (n = 1,00045)
para uma célula de 10 cm usando luz de sodio (A = 5890 A)?

Numa experiéncia usando o espelho simples de Lloyd, o angulo de
incidéncia ¢ 89°. Qual é o espagamento entre as franjas quando se usa
luz de 6000 A?

Considere duas ondas planas monocromaticas de mesma amplitude e
freqliéncia que se interceptam de maneira que seus vetores de
propagagdo formam um angulo @ entre si. Supondo que os campos
sdo linearmente polarizados na mesma direcdo, qual o periodo do
padrao espacial formado?

Luz colimada com A = 0.5 um incide perpendicularmente sobre um
biprisma de Fresnel, de indice de refragdo n = 1.5. Numa parede apos
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o biprisma, observam-se franjas separadas de 0.5 mm. Qual é o
angulo do biprisma?

6.7. Um biprisma de Fresnel, de indice de refragdo n = 1.5, estaa 1l m de
uma fonte pontual monocromatica, com A = 0.5 um. Numa parede
distante 1 m do biprisma, observam-se franjas separadas de 0.5 mm.
Qual € o angulo do biprisma?

6.8. Um feixe de luz colimado, de comprimento de onda A incide
normalmente numa placa de vidro de indice de refragdo n e espessura
d. D& uma expressdo para a fracdo da intensidade incidente que ¢é
transmitida.

6.9. Um feixe de luz colimado incide sobre uma pelicula plano-paralela de
espessura d ¢ indice de refracdo n, localizada no ar. Encontre a
transmissdo do filme como fung¢do do comprimento de onda
incidente. Para que comprimento de onda a transmissdo ¢ minima e
qual o seu valor?

6.10. Desenvolva uma expressdo para a refletancia no ar (np= 1) de uma
camada dupla de filmes finos depositados sobre uma placa de vidro
de indice de refragdo n. Chame de n; ¢ ny, € /1 e ¢, os indices de
refracdo e espessuras das camadas.

6.11. Qual seria a menor variacdo de indice de refragdo possivel de ser
detectada com um interferometro de Fabry-Pérot onde os espelhos
distam 1 mm e A= 6000 A?
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Coeréncia

7.1 Introducéao

No capitulo anterior deduzimos férmulas para a interferéncia de
ondas eletromagnéticas supondo serem elas monocromaticas, coerentes ¢
de amplitudes constantes. Em casos reais, a amplitude ¢ a fase variam com
o tempo de maneira aleatéria, produzindo assim, intensidades de luz que

flutuam rapidamente. No caso da superposi¢cdo dos campos El e E
intensidade serd, a menos de constante multiplicativa, dada por:

1a<(1?:1+E2)*.(E1+E2)>:<\E1\2>+<‘E2\2>+2Re<E1.E;> 7.1)

2’a

onde < > significa média temporal, 110‘<‘El‘2> e 12(1<‘E2‘2>' No que

segue, vamos supor que El e E2 sdo paralelos. A Fig. 7.1 mostra um caso
tipico de interferéncia. Supondo que os feixes 1 ¢ 2 deixam fonte S em t =
0, eles chegardo ao ponto de observagdo P apos decorridos os tempos t e t
+1, respectivamente, posto que caminham distancias diferentes. Logo, E; =
El(t) [§] EzzEz(t +‘C).

S

Fig. 7.1 - Interferéncia de dois campos E; e E,.
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Na expressdo para a intensidade temos um termo “cruzado” em

* . ~ ~ A . 4
E, e E,. Vamos definir uma fun¢do de correlagdo ou coeréncia mutua

como:

Ty (1) = (E,(DE3 (t+ 1)) (7.2)
e a funcdo de correlacdo normalizada:

I,y  <E@®E(t+1)>

V1, (T) = = (7.3)
© L O 1,00
onde ', (0) = <E] (O E; (t)> al, eI,,(0)= <E2 (M E; (t)> al,. Assim, com

base nas equagdes (7.1) e (7.3) podemos escrever:
I=I,+I, +2L,I, Rey,, (1) (7.4)

A fun¢do y,(t) ¢é geralmente uma fungdo periddica de .

Portanto, teremos um padrio de interferéncia se |y, (t)|, chamado de grau

de coeréncia, tiver um valor diferente de 0. Em termos de |y, (t)| temos

os seguintes tipos de coeréncia:

v =1 Coeréncia completa
0< |Y]2| <l Coeréncia parcial
v, =0 Incoeréncia completa

No capitulo anterior definimos visibilidade das franjas como:

_ Imax _Imin (7 5)
n Imax + Imin .

Como a fungdo y,,(t) pode ser positiva ou negativa, temos:

Imax = Il + I2 + 2 V I112 |YI2 (T)| (76)
L =L +1, -2JL1L, |Y12 (T)| (7.7)

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacoes



Coeréncia 149

Logo, em termos de |y, ()| a visibilidade ¢ dada por:

n= 2\/ LI, |Y12 (T)|

(7.8)
I +1,

e no caso particular em que [; = I, 77 assume uma expressao simples:

n=ly, () (7.9)

Desta forma, para intensidades de mesmo valor, a visibilidade das franjas
nos indica o grau de coeréncia da luz.

7.2 Coeréncia temporal

Para mostrar como o grau de coeréncia esta relacionado com as
caracteristicas da fonte, vamos considerar luz quase monocromatica com a
seguinte propriedade: o campo varia senoidalmente por um tempo 7,
chamado de tempo de coeréncia, e entdo muda de fase abruptamente. Esta
seqiiéncia se repete indefinidamente ¢ a mudanga de fase que ocorre a

cada 7 esta aleatoriamente distribuida entre 0 e 27, como mostra a Fig.
7.2.

+o(t)
27
Ay -
g Al A2 X A5
! As ! heees
0 ! . . ! ! .
0 To 2’[0 3170 4‘[:0 t

Fig. 7.2 - Variacéo aleatdria da fase a cada intervalo de tempo .
O campo elétrico pode ser expresso como:

E(t) = E, exp{i[- ot + ¢ (t)]} (7.10)

Supondo novamente que E, e E, sdo paralelos e que possuem a mesma
amplitude, temos:
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v(o)= < E, exp {i[-ot + j)/(z)]];EEoezi{; E;(o(: +1)+ ot + 1))} > 7.11)

€ portanto,
V.2 (t) = expliot}E (expfifo(t) - ot + D] )/ EF  (7.12)

Escrevendo a média temporal de forma explicita obtemos:
. .1 .
v, (1) = exp{lwr}%lglo¥j; exp{i[d(t)—¢(t + )] }dt (7.13)

Para resolver esta integral devemos considerar dois casos: 1p> 1T ¢
To< T, que serdo analisados a seguir.
Casoa) T, > 1

A Fig. 7.3 mostra como A¢(t) = ¢(t) - ¢(t +t) varia com o tempo.
Para nt,<t<(ntl)T,-T temos A¢ =0 epara (n + 1)7,-T <t <

(nt+1)T,, temos A ¢ = A ;. Logo, realizando explicitamente a integral

temos:
+AG(Y) nt, t  trt (n+l)g
owd T T (; ______
T -
0 0 ! To ! 2‘[0 E 3T0 t g
To-T 2T0-T 319-T

Fig. 7.3 - Variag&o de A¢ com o tempo.

(n+1)r

[ expling(t)] dt = 3 { | P xpli0)dt + J|

nt,

n+1)ToO—I eXp( 1 An+1 )dt }

= Zw:[(n+l)1:0 —r—m:o]+ Zw:exp[iAnH] [(n+1)170 —(n +1)r0 +1:]

n=0 n=0
:i(ro —r)+ riexp(iAnH):n(to —1:) (7.14)
n=0 n=0
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A segunda somatoria ¢ nula pois as variagdes de fase sdo
aleatorias e quando somamos exp{i A+ 1}, 0s varios termos se cancelam.
Assim sendo, substituimos a eq. (7.14) em (7.13) e obtemos:

v, (t)= exp{icm:}lim[Ln(r0 - r)} = exp{iwr}(l —ij (7.15)

n—o nﬂco T()
Casob) t>1,
Agora, Ad sera sempre diferente de zero, pois em t e t + 1 as fases

0
sdo diferentes. Assim, temos um termo Zexp[iA ]: 0 e ndo teremos

n=0

n+l

o termo ndo nulo em que A = 0. Logo, para T> T, teremos sempre
Y12 (T) =0.

Para utilizarmos a eq. (7.4), devemos tomar a parte real de y;»(7),
dada por:

T
Reylz(t)z coswr[l—rj para T<T, (7.16)

0
0 parat>T,

Com este resultado, podemos fazer o grafico de I(t), mostrado na Fig. 7.4.
Se I, = I, = Iy, temos I(t) = 2I, [1 + cos((m:)(l —r/ro)] para T < 19 € 2l

para t > 1.

A I(T)

(i) 1

I +1,

g

Fig. 7.4 - Interferéncia entre dois feixes parcialmente coerentes.
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7.3 Resolucéao espectral de um pulso de luz

Um outro ponto interessante a ser tratado neste capitulo ¢ como o
fato de um trem de ondas ndo ser temporalmente infinito altera sua
composi¢do espectral. Considere o campo elétrico E(t) num certo ponto
do espaco. Esta fungdo esta relacionada com a transformada de Fourier da

funcdo g(w), que da a composicdo espectral do campo através da

transformacao:

E(t)= J.mg((o)exp(— iot) do < g(0))=2L +ooE(t)exp( iot)dt (7.17)
o I

Tomemos um trem de ondas temporalmente finito, como o
mostrado na Fig. 7.5. Ele pode ser expresso como:

4 E(t)

AR
T

Fig. 7.5 - Trem de ondas finito

exp(—im,t)  para--><t<
E(t)= 2 2 (7.18)
0 para |t| > —

Desta forma, podemos encontrar g(®) dado pela eq. (7.17) como:

sen[ (o— (00)]

(- 0,)

1 To .
g(w) = EJ._TO/Z exp{l((o - coo)t} dt = (7.19)

que podemos Ire-€SCrever comao:
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g(w) = ;—;sinc{%o ((n -0, )} (7.20)

+00, 2
A intensidade do feixe é I a <|E|2> = ﬁj‘ |E(t)| dt. Entretanto, através do

teorema de Parceval podemos relacionar |E(t)|2 e \g(m)‘z COMmo:
1 = 2 o 2
ELJE“H di= [ |g(w)| do (7.21)

Vamos chamar | g() |2 de G(w), que ¢ a funcado de distribuicdo espectral,

ou seja, a energia do trem compreendida entre we ® +d®. As duas
fungdes g(w) e G(w) estdo esbocadas na Fig. 7.6. G(w ) é dado por:

2

G(w) = —%-sinc2¢, onde ¢ = T?"(w—coo)-

T
4n2

g(w) ~ sincd

G(o) ~ sinc’d

Fig. 7.6 - Composicdo espectral do campo elétrico, g(w) e funcéo de distribuicdo
espectral, G(w).

2
To

4n?
meia largura do pico central através de:

Notando que G(w,) = , podemos encontrar as freqii€ncias que dao a

Go.)=56(,)=G(v,) k
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Esta igualdade pode ser resolvida para nos dar os valores de o, e
® _ com os quais se calcula a meia largura da distribuigdo espectral:
271
,2o,kn/ty =2 Ao=0, —0_=2nAv=— (7.23)
To

(O]

Logo, a largura da linha espectral esta relacionada com o tempo
de coeréncia através de:

Av:L (7.24)
To
Podemos ainda chamar ¢=Ct como diferenca de caminhos

opticos (supondo que n=1) e ¢ = ct, como comprimento de coeréncia.

Se quisermos ter interferéncia estacionaria a desigualdade ¢ < ¢ deve ser

satisfeita. A seguir, vamos ver alguns exemplos numéricos para diferentes
tipos de luz e para isto vamos usar a expressdo 1o = 1/Av, onde Av ¢ a
largura de linha, que sera demonstrada na se¢@o seguinte. Consideremos
as seguintes fontes emissoras de luz:
i) Lampada espectral: temos tipicamente A= 5000 A ¢ AL ~ 1A. O
comprimento de coeréncia ¢ /_  =ct, = ¢c/Av. Mas Av/v=AMA, ou
2
ﬂ = k—z = —(5X10 5) =2.5 mm.
VAL Al 10-8
i) Luz branca: agora temos A = 5500 A e AL ~ 1500 A, que resulta em
2

l :X_ =0.002 mm =2 um.

Al

Av=v AMA,0quenoslevaa / =

C

iii) Radiac&o coerente (laser): um valor tipico para Av ¢ de 10* Hz . Logo,
(¢ 3x1010
L =—= =3x10°cm =30 Km.
Av 104

7.4 Coeréncia espacial

Na secdo anterior tratamos o problema da coeréncia de dois
campos chegando ao mesmo ponto do espago através de caminhos
diferentes. Queremos agora, discutir o problema mais geral de coeréncia
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entre dois campos em diferentes pontos do espago. Isto ¢ importante ao se
estudar coeréncia de campos de radiagdo produzidos por fontes extensas.
Considere a fonte pontual quase-monocromatica da Fig. 7.7 e os
pontos de observagdo P;, P, e P; com campos E; E, e E; respectivamente.
Os pontos P; e P; estdo localizados na mesma dire¢do da fonte, por isso
entre eles dizemos que existe uma coeréncia espacial longitudinal, ao
passo que entre P; e P,, localizados a mesma distdncia da fonte, a
coeréncia espacial ¢ transversal. E evidente que a coeréncia longitudinal
dependera apenas de rj3 = 13 — 1, ou equivalentemente, de t;3 = ri3/c. Para
qualquer valor de E(t), E5(t) variara da mesma maneira, mas a um tempo
t;3 mais tarde. Se t;3 << 1, havera uma alta coeréncia entre P; ¢ P;
enquanto que se t;3 >> 1y a coeréncia sera pequena ou mesmo nula.

Ps
Fig. 7.7 - Fonte pontual quase-monocromatica.

Ja que uma fonte extensa pode ser considerada como composta
por uma infinidade de fontes pontuais independentes, ¢ conveniente
estudar o caso de duas fontes pontuais isoladas. Sy e Sg sdao fontes
completamente incoerentes mostradas na Fig. 7.8. Os campos elétrico nos
pontos P, e P, sdo dados por:

E(®)=E, (t-t,)+E, (t—t,) (7.25.a)

E,()=E, (t—t,)+E, (t—t,) (7.25.b)
e a fungdo de correlagdo normalizada entre os campos E; e E, é:
<EE] >
Y]Z = % %
\/< E.E, ><E,E, >

(7.26)
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I2a

&

Sa

N~

SB — PI

Fig. 7.8 - Fontes pontuais completamente incoerentes.

Vamos chamar t'=t—t, ,t"=t—t,,t,—t,, =1, ¢t,—t, =1,

onde T, € T, sdo os tempos de coeréncia transversal de Sp e Sg. Logo,

(EE}) =(E, (t"E5, (' +7,)+ E, (") E (t" +1,)) (7.27)

Note que na expressdo acima ndo comparecem oOs termos
E.E,, e E, E, ,pois as fontes sio completamente incoerentes. Apenas

os termos diretos ndo sdo nulos, isto €,

(BE}) = (B, (t—=t, )] )+(|Ey(t-t,,)]*)  (7.28.2)

(E,E3) = (| B,y (t=t,)]) + (| By (t=1,,)|*)  (7.28)

Como as fontes sdao equivalentes podemos escrever:

C1<E,(1)E;(t+1,)> L L<EL(ES (t"+1,) >

2a
22 <|E.|" > 2 <|E,|" >

= %y(ra )+ %Y(Tb )= %(1 - :—ZJ expliot, )+ %[1 - :—ZJ exp(ior, )

1+ cos [0)(’Ea - T, )]

|Y12| =YY = (1 _z_a]\/ 5 (7.30)

0
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onde:

~ = (7.31)

Se fizermos um esbogo de y,, como fun¢do da distincia entre os

pontos P; e P, teremos o grafico da Fig. 7.9, onde os primeiros minimos
saem da expressao:

wd/
1+cos(wd£°j=O:>  —+4n

rc rc (7.32)
SN Ny (.
2vd 2d
4 1Y121
1
,\
| \
I \
I \
! \
! \
/ \
- T ~ / \g -~ — >
- Lo Lo 4

Fig. 7.9 - Correlagéo entre os campos 1 e 2.

Podemos chamar ¢, = 2/, = rA/d de comprimento de coeréncia
transversal. Uma outra expressdo interessante pode ser derivada definindo

04 = d/r como na Fig. 7.10. Assim, £, = A/ 04. Esta expressdo ¢ muito
importante para a medida de didmetros estelares através do experimento
de dupla fenda.

Sa

d
S, &
-
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Fig. 7.10 - Definicdo do angulo de coeréncia.

7.5 Medidas de diametros de estrelas

Na secdo precedente introduzimos o conceito de comprimento de
coeréncia transversal entre duas fontes pontuais completamente
incoerentes. Este conceito pode ser utilizado na medida de didmetros
angulares de estrelas distantes. Se ao invés de duas fontes pontuais
tivermos uma fonte circular, é possivel mostrar que o comprimento de
coeréncia transversal ¢ dado por:

0, = 12 (7.33)

d

onde o fator 1.22 corresponde ao primeiro zero da fung@o de Bessel de
primeira ordem dividido por m. Esta expressdo também aparece na
difracdo por uma fenda circular que veremos no proximo capitulo.
Inicialmente selecionamos o comprimento de onda de alguma raia
espectral emitida pela estrela por meio de um filtro optico de banda
estreita. A seguir, realizamos o experimento de interferéncia de Young,
numa configuracdo em que € possivel variar a distancia (e portanto o grau
de coeréncia) entre as duas fendas. Na situagdo em que a distancia h entre

as fendas ¢ /, |y12| se torna nulo e as franjas de interferéncia

desaparecem. Desta forma podemos encontrar (,= 2/, ¢ determinar o
diametro angular 64 da estrela. Como as estrelas se encontram muito
distantes da Terra, 64 ¢ muito pequeno (da ordem de centésimos de
segundo de arco) e assim ¢, é da ordem de metros.

Uma maneira alternativa de se medir didmetros estrelares com
uma precisdo melhor foi proposta por Hanbury-Brown e Twiss. Este
método, conhecido como interferometria de intensidades, mede a fungao

de coeréncia de segunda ordem dos campos, isto &, < I, (t)Iz(t’» , onde |

e |, sdo as intensidades nos detetores 1 ¢ 2, mostrados na Fig. 7.11. E
possivel mostrar que a coeréncia de segunda ordem exibe um efeito de
interferéncia similar ao mostrado na Fig. 7.9. Ao invés de se variar a
distincia entre os detetores, como se faz com as duas fendas da
experiéncia de Young, ¢ introduzida uma linha de atraso eletronica depois
de um dos detetores (para variar o tempo t’) e desta forma os detetores
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podem ficar estacionarios, separados por uma distancia de varios
quilémetros, o que permite a medida de diametros angulares muito
pequenos, da ordem de milionésimos de segundo de arco.

3_ atraso
E

Fig. 7.11 - Interferometria de intensidade para medir diametros de estrelas.

correlator e (L, (1) L,(t"))
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Problemas

7.1. Um orificio de 1 mm de didmetro ¢ usado como fonte para a
experiéncia da fenda dupla usando uma lampada de sédio (A = 5890
R). Se a distancia entre o orificio e as fendas é de 2 m, qual ¢ a
maxima distancia entre as fendas tal que as franjas de interferéncia
ainda sdo observaveis?

7.2. Calcule o espectro de poténcia, G(w), de um trem de ondas
amortecido:

B(f)= {A exp{—éat +imt) } ttj(;)
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7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

Mostre que para um trem gaussiano E(t) = Aexp{— (at2 +ic00t)},

G(w) também ¢ uma fun¢do gaussiana centrada em ®,, .

Mostre que a fungdo de correlagdo normalizada (grau de coeréncia) de
um campo ¢ dado pela transformada de Fourier normalizada do
espectro de poténcia, isto &,

j " G(o)exp(iot)do
V(D) ="

.[ww G(o)dw

Certa lampada tem uma fungdo de distribuicdo espectral gaussiana,
i.e, B(v)=Aexp {— a2 (v -V, )2 } Encontre o tempo médio de
coeréncia para os trens de onda oriundos desta fonte.

Usa-se a fonte do exercicio anterior num interferometro de
Michelson. Como sera o interferograma? Faca um grafico de I x X.

Uma fonte de luz colimada, com espectro de poténcia G(®) = cos
[Tt(w—mp)/Am] na regido (wo— Aw/2) < ® < (wo+ Aw/2) e zero fora
desta regido, é usada como fonte num interferometro de Michelson.
Encontre o interferograma produzido por esta fonte.
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Difragdo

8.1 Principio de Huygens

Neste capitulo vamos considerar o fendmeno da difracdo da
radiagdo eletromagnética, que € conseqiiéncia da natureza ondulatéria da
luz. Ela se constitui na distor¢do causada na frente de uma onda
eletromagnética que incide sobre um obstaculo de dimensdes comparaveis
ao seu comprimento de onda. Estes obstaculos podem ser aberturas num
anteparo, objetos opacos tais como esferas, discos e outros. Em todos
esses casos, o caminho seguido pelo raio ndo obedece as leis da Optica
geométrica, sendo desviado sem haver mudangas no indice de refragdo do
meio. Assim, temos a presenga de radiacdo em locais nos quais ela nio
seria esperada, como nas regioes de sombra indicadas Fig. 8.1.

Raio de luz

Fig. 8.1 - Ilustragdo de um experimento de difracdo em uma abertura.
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E como se a intera¢io da radiagio com as bordas do anteparo, ou do
obstaculo, causasse uma perturbagdo na radiacdo em propagagdo e a
espalhasse por regides onde ela ndo deveria normalmente ser detectada.
Como vimos no Cap. 2, este efeito ¢ equivalente ao principio da incerteza
de Heisenberg, ja que as equagdes do campo eletromagnético e a de
Schrodinger sdo formalmente iguais.

Os aspectos essenciais da difracdo podem ser explicados
qualitativamente pelo principio de Huygens. Segundo ele, cada ponto na
frente de onda age como uma fonte produzindo ondas secundarias que
espalham em todas as dire¢des. A fungdo envelope das frentes de onda das
ondas secundarias forma a nova frente de onda total. A Fig. 8.2 ilustra este
conceito. Com este principio podemos perceber que cada nova frente de
onda ¢ formada pela interferéncia de infinitas fontes, as quais estdo
irradiando a partir da frente de onda num instante anterior. Isto pode ser
traduzido em forma matematica dizendo-se que em cada ponto da nova
frente de onda teremos um campo 6ptico que ¢é igual a soma dos campos
irradiados por todas as fontes secundarias. Note que o fendmeno de
difracao esta fortemente baseado no de interferéncia. Como o nimero de
fontes ¢ infinito, a soma dos campos referentes a cada fonte secundaria se
transformara numa integral.

Sy frente de onda

frente de onda N secundaria

k]

~~ /2

o

] —

fonte -
secundaria )
T . =
7\., direcao de

propagagéo

nova
frente de onda

Fig. 8.2 — llustragéo do principio de Huygens para a construgdo geométrica de
uma frente de onda, a partir de uma frente de onda anterior.
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O principio de Huygens, posteriormente utilizado por Fresnel,
pode ser enunciado matematicamente pela soma (integral) das varias
ondas secundarias geradas numa éarea iluminada, como por exemplo, uma
fenda. A geometria para esta situacdo estd esquematizada na Fig. 8.3. A
equacdo resultante de varias ondas secundarias no ponto P é:

ue)=[f u, explifkr, —ot) 4, (8.1)

T,

Fig. 8.3 - Difragdo por uma fenda de area A.

onde U, ¢ a amplitude da onda primaria que se origina na fonte F e
ilumina a fenda. A partir dela, cada elemento dA da abertura gera uma
onda esférica secundaria que interfere no ponto P com outras ondas
esféricas geradas em diferentes elementos da abertura. Vamos em seguida
ver com mais detalhes matematicos a obtencdo da eq. (8.1).

8.2 Formula de Fresnel-Kirchhoff

Ap6s a abordagem inicial realizada por Huygens e Fresnel, um
tratamento matematico mais preciso do principio de Huygens foi proposto
por Kirchhoff, da forma como segue. Vamos partir da segunda identidade
de Green, que ¢ expressa como:
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1=[[[,(vv*U-uvV)av =] (VWU-UVV)AdS  (82)

onde U e V sdo fungdes continuas e integraveis que obedecem a equagdo
de ondas:

2
szzizaat[j (8.3a)
\%
2
V2V Z%ZZ (8.3b)
A\Y

Estamos supondo que o meio ¢ homogéneo, de forma que v ndo
depende de r. As solucdes da equagdo de ondas sdo da forma:

U(r,t)= U(r)exp { + i(;)t} (8.4a)
V(r,t)= V(r)exp { + i(ot} (8.4b)
que quando substituidas nas equagdes (8.3) resultam em:
Vo= U(r) (8.52)
v2
V2V = —ﬁv(r) (8.5b)
v2

Com isto notamos que o integrando do lado esquerdo da eq. (8.2) é nulo,
isto ¢,
0)2
VVZU—UWV:——Z(VU—UV):O (8.6)
v

Assim, ”A (VﬁU - UﬁV). n dS = 0. A superficie fechada A envolve o

volume de interesse, que podemos tomar como sendo aquele da Fig. 8.4.
Neste caso, podemos dividir a integral em duas regides, S; e S,, tal que:

=0l
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Fig. 8.4 - Geometria utilizada para o calculo da integral de superficie.
Queremos encontrar o valor da fungdo U no ponto de observagio
P e para isto tomaremos V(r,t) como sendo uma onda esférica da forma
V(r,t)= Voexp{i(kr—mt)}/r. O gradiente em coordenadas esféricas ¢

dado por:

o, 10 n 1 2 .
r + —0 (8.7)
or 120 rsenf Jo

de forma que a integral de superficie em S, fica:

1= (vWU-UYV),ds, =

T T

[, {&exp{i(kr—mt)} €U-UV06[eXp{i (kr"”t)}ﬂ. ,dS,
| (8.8)

onde dS, =p’dQ e 0, = —t, que substituidos na eq. (8.8) resulta em:

1=V ™[ {e

2

ikr
T T T

VU -Ue““(—i+$j f} (~1)p2dQ
r=p
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v |

Tomando o limite p — 0 obtemos J=—V, exp{- i(nt}U(P)j dQ =
—4nV, exp{— iwt}U(P). Logo, como ”A: ”S + ”S =0 temos:

lkp

-VU. r) +Ue™ (—Lz +$H p’dQ (8.9)
p

p

4nV,expl-iothU(P) = [[_(VWU-UVV).4,ds, =

_ ”S[ M@U_Uvo exp{i(kr—mt){_iz&j f} ads

T T

1

(8.10)
que nos leva a equagdo basica da teoria da difragdo:

47U(P ”5{ (_i+ 1kj ika AdS, (811

r r
Esta expressdo ¢ chamada de teorema integral de Kirchhoff. Ela
relaciona o valor da fung@o no ponto de observacdo P com valores desta
funcdo e sua derivada sobre a superficie S; que envolve o ponto P. Como
tomamos p — 0, a Fig. 8.4 se modifica da maneira mostrada na Fig. 8.5.
Particularizando a eq. (8.11) para o caso em que U ¢ também uma onda
esférica da forma:

1

U(r,,t)= &exp{i(krl —ot)} (8.12)

T

o teorema integral de Kirchhoff pode ser escrito de forma mais explicita
como:

4nU(P)=1ikU e ™" “S expiik{s +1, )}[cos 0, —cos0,|dS,

Lr,

ikr, ikn;

—er*i‘”t”S] © 2cosel—e—zcose2 ds, (8.13)

L1 L1,
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Fig. 8.5 - Geometria usada no célculo da integral Kirchhoff.

onde 6, ¢ o angulo entre 0, e T, e 6 ¢ o angulo entre N, e 1,. O termo
(cosB, —cos0,) ¢ chamado de fator de obliqiiidade.

Nos fenomenos de difracdo r; e r, sdo geralmente grandes, de
forma que podemos desprezar o segundo termo. Assim obtemos:

U(p)~ kU, e™ ” explik(r, +r2)}[c0361 —cos0,]ds, (8.14)
47 Si nLr

Esta ¢ a conhecida formula de Fresnel-Kirchhoff. Vamos
particulariza-la para o caso de difragdo por uma fenda de area A, na
geometria da Fig. 8.3, com S; = S’+ A. Pode-se mostrar que a integral
sobre S’ ¢ desprezivel e assim,

U(P) = ikUge ™ ” explik(r +1,) (cos®, —cosB,)dA  (8.15)
4n I,

A formula de Fresnel-Kirchhoff nada mais ¢ do que a afirmagdo
matematica do principio de Huygens. Para examinar melhor este ponto
vamos tomar uma abertura circular com a fonte F localizada no eixo de
simetria da abertura conforme mostra a Fig. 8.6. A superficie de
integracdo A ¢ um pedago de casca esférica de raio r; e centro em F, de
forma que 6, = 7. Logo:
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U(p)z_ﬁﬂ U, expli(kr, _wt)}(lJrcosez)dA (8.16)
4rla r,

)

Fig. 8.6 - Difracéo em uma fenda circular.

onde U, =U, exp{ikr1 }/ 1, ¢ a amplitude da onda primaria incidente.
A partir dela, cada elemento dA da abertura gera uma onda esférica
secundaria U A[exp{ i(kr2 — (Dt)} /t,]dA . No principio de Huygens nio
existe o fator de obliqiiidade nem a fase -7/2 introduzida no campo pela

difracdo. Note que a difragdo na direg¢do da fonte é zero pois 0, ~ © e o
fator de obliqiiidade ¢ nulo.

8.3 Principio de Babinet

Considere uma abertura A que produz um campo difratado U(P)
no ponto de observagdo P. Suponha agora que a abertura ¢ dividida em
duas porgdes A; e A, tal que A = A} + A,. As duas novas aberturas sdao
ditas complementares. Um exemplo esta mostrado na Fig. 8.7.
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Fig. 8.7 - Exemplo de geometria ilustrativa do principio de Babinet.

Da formula de Fresnel-Kirchhoff ¢ facil ver que U(P) = Uy(P) +
U,(P). Esta equagdo, conhecida como principio de Babinet, é uma
conseqiiéncia direta da possibilidade de divisdo da regido de integracdo
em diversas partes.

8.4 Difracdo de Fraunhofer

No tratamento detalhado da difracdo é usual distinguir-se dois
casos gerais conhecidos como difracdo de Fraunhofer e Fresnel.
Qualitativamente falando, a difragdo de Fraunhofer ocorre quando as
ondas incidente e difratada sdo planas. Este € o caso quando as distancias
r e r, sdo tdo grandes que a curvatura da frente de onda pode ser
desprezada, como mostra a Fig. 8.8(a). Por outro lado, se a fonte e o ponto
de observagdo estdo suficientemente proximos da abertura temos entdo
difracdo de Fresnel (Fig. 8.8(b)), onde a curvatura da frente de onda na
abertura ndo pode ser desprezada.

/ W

7

F
0
0 0
(a) Fraunhofer (b) Fresnel

Fig. 8.8 - Tipos de difragao.

O arranjo experimental para se observar difragdo de Fraunhofer
estd mostrado na Fig. 8.10. Em particular, vamos analisar o caso da
difracdo pela fenda estreita mostrada na Fig. 8.10. O campo elétrico no
ponto P sera dado por:

U(P):Ik&efm J‘J‘ M[Cosel —c0s0,]dA  (8.17)
4n A nr,
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onde r; e I, sdo respectivamente as distancias de F ¢ P ao elemento de area
dA. Levando-se em conta que os pontos F e P estdo infinitamente

afastados, de forma que r; e r, ndo variam muito ao fazer-se a integracao
sobre A, podemos escrever:

U(P)z ik€_4TCU0 |:COS elr—r COS 92 :|j.[ exp{ik(rl +71, )}dA (818)
112 A

. . Plano
pl focal
F Lente { Lepte
colimadora focalizadora

Fig. 8.9 - Arranjo para observar difragéo de Fraunhofer.

==

Erierer

Fig. 8.10 - Fenda estreita (L >> b).

U(P)~CL| bb/fz exp{ik(r, +1, )iy (8.19)

pois dA = Ldy. Uma segunda aproximacao a ser feita ¢ considerar I,
constante sobre A. Além disto, r, = ry+ y sen6, logo:
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b/2

U(P) ~CL exp{ikr1 }j b/Zexp{ik(ro + ysen@)}dy

=CL exp{ ik(r1 +1, )}j- 1/22 exp{ikysen@}dy (8.20)
<

Esta ultima integral ¢ facil de ser calculada e nos leva a:

b2 sen(Xsen 6
= C'b—(2 ) (8.21)
“b/2 P sen6

UP)=C' exp'{ ikysen @}
iksen©

kb
Fazendo B = Tsene , temos:

u(P)= C'b% = 1(P)=1,

(8.22)

O padréo de difracdo I(P) esta mostrado na Fig. 8.11. O maximo
central ocorre para § = 0 (6 = 0) enquanto que os minimos localizam-se
em 3 =+ n 7, onde N € um inteiro. I(P) terd maximos relativos para 3 = +
1,43 m, +2,46m, etc. que sdo raizes de § = tgf.

I(B)
lo 7\
AR
I{\
I
1 \
1 \
1 \
—_———=! N\~
27 —T T 271 ﬁ

Fig. 8.11 - Padréo de difracdo para uma fenda estreita.

Consideremos apenas a franja central para deduzir uma expressdo
para o angulo no qual a luz se espalha. Para este fim vamos considerar a
Fig. 8.12. Como os primeiros minimos ocorrem para 3 = *tmw e 0 = ¢/2,
temos:
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=T hsen? (8.23a)

Fig. 8.12 - Angulo de abertura da franja central.

Fazendo a aproximagdo de pequenos angulos (¢ << 1), na qual sen ¢/2 =
¢/2, obtemos:
br ¢ 2\
= — :> —_— —_—
A2 ¢ b

Esta expressdo ¢ bastante adequada para se observar a analogia
entre a Optica ondulatéria e a mecanica quantica. Nesta, um dos principios
fundamentais é o da incerteza (de Heisenberg) que estabelece para uma
dimensao:

n (8.23b)

Ay Apy ~h (8.24)

Para o problema de difracdo que estamos tratando, Ay pode ser
identificado com a largura da fenda, b, enquanto que Ap, ¢ a incerteza no
momentum do foton, cujo valor é p = h/A, como demonstrado por de
Broglie. Olhando para a Fig. 8.13, vemos que a incerteza no momentum
do féton € Ap, = p send/2 = h/A send/2 ~ h/A ¢/2. Assim,

p

y |//'l Ap,
A \¢\
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Fig. 8.13 - Angulo de abertura da franja central.

ho 2
b? ho =t 8.25
0 ¢ b (8.25)

que reproduz a eq. (8.23b), demonstrando a analogia entre a Optica
ondulatéria e a mecénica quantica.

No caso de uma fenda retangular, com os lados a e b da mesma
ordem de grandeza, teremos:
sen2 o sen? 3

a2 B2
ka

onde (IZTSCHY. Deixaremos a demonstracdo desta expressdo como

1I(P)=1, (8.26)

exercicio.

8.5 Difracdo por uma abertura circular

No caso de uma abertura circular, vamos usar a variavel y para
integracdo, similarmente ao que foi feito para a fenda estreita. Chamando
de R o raio da abertura, o elemento de area sera tomado como sendo uma

faixa de comprimento 2,/R* —y* e largura dy, como mostra a Fig. 8.14.

Fig. 8.14 - llustracdo da geometria envolvida na difragdo por uma abertura
circular.
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Consideremos, dentro da aproximac¢ao de Fraunhofer, que a onda
incidente na abertura circular seja plana. A amplitude da onda no ponto P
¢ dada, de acordo com a eq. (8.17), por:

U(P) ~C exp{ ikr, }J._RR exp {ikysen@} 24R* —y*dy (8.27)

onde foi utilizado r, =1y +y senb e dA= 24/R? - y2 dy . Introduzindo as

grandezas u =y/R e p = kRsen®0, a integral acima se torna:
+1
U(P) ~ 2CR2exp{ikr0 }'[ L &Xp {ipu} V1-u’du (8.28)

Esta ¢ uma integral padrao (tabelada), cujo valor € © J;(p)/p , onde
Ji(p) ¢ uma funcdo especial chamada de fungdo de Bessel de primeira
ordem. Desta forma, a intensidade do feixe difratado se torna:
2 2
2J1(p)‘ iy 2J1(p)‘
-0
p p

I(P)=(CnR ) (8.29)

uma vez que J;(p)/p — 1/2 quando p — 0. A dependéncia de I, em R*
indica uma rapida redug@o (ou aumento) na intensidade de luz com a
diminui¢do (ou aumento) do raio da abertura circular. Outro ponto
importante a ser considerado ¢ quanto aos zeros da funcao J(p). Eles
determinam os pontos de intensidade nula, os quais estdo localizados em
circulos concéntricos em torno do ponto 0 = 0. As raizes da fungao J,(p)
ocorrem para os valores de p iguais a 3.83, 7.02, 10.17, etc., como mostra
a Fig. 8.15. Com ecles sdo obtidos os angulos O que correspondem a
intensidade nula. Tais angulos serdo: 0, = 3,83/kR = 0,61A/R, 6, =
7,02/kR = 1,12A/R, 6; = 10,17/kR = 1.62A/R.

A I(P)

p

>
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Fig. 8.15 - Padréo de difracdo para uma abertura circular.

8.6 Rede de difracéo

Vamos utilizar uma analise similar a anteriormente realizada para
a fenda estreita na aproximagdo de Fraunhofer para entendermos o
funcionamento da rede de difracdo mostrada na Fig. 8.16. Comegaremos
com a expressdo dada pela eq. (8.20) e somaremos para as varias fendas
paralelas. Assim temos:

bl -

>
Fig. 8.16 - Rede de difracéo.

U~ Cj exp {ikysen@} dy=C _[ ;exp {ikysen@} dy +

+C J- :1+b exp{ikysene} dy+C J- 22hh+b exp {ikysene} dy+--- (8.30)

onde o numero de integrais do lado direito é igual ao niimero de fendas
paralelas, que tomaremos como N+1 =~ N, para N >> 1. Esta expressao
pode ser escrita da forma:

N o
U=C ZJ th bexp{ikysen@}dy (8.31)
0"

para N+1 fendas. Assim, realizando a integragdo temos:
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U=C z exp 1k(]h + b)sen@} exp{ik(jh)sen@}
iksen6

=C exp{lkbsenG Zexp 1thsen9} (8.32)

iksend

Desta expressdo € possivel mostrar, embora ndo o fagamos aqui, que

U = 2bCNexp{i[B+(N—1)y )[SGHBIWJ (8.33)

B Nseny
kbsen0 khsen0
onde BZT e sz.Logo,
B 2 N 2
oJUP)* = T=1, | = | | =1 (8.34)
B Nseny
%{_J %{_J
Fp F;

2 2
N
com F, = senp sendo o fator de difracdo e F, = SNV | 6 fator
B Nseny

de interferéncia. A Fig. 8.17 mostra o padrido de difragdo e interferéncia
para a rede considerada. Vemos que Fp = 0 para P = £ nzn (n = inteiro
diferente de zero) e Fp € méximo para = 0, £ 1,43, etc. Por outro lado,
F1= 0 quando sen Ny = 0, ou seja, quando y = mn/N, e maximo para sen y
=0, o que implica em y = mm e consequentemente, sen 8 = mA/h.

1(6)

Iy

Linha de Linha de

P ordem zero ordem um —
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Fig. 8.17 - 1(6) para uma rede de difracéo.

O poder de resolucdo da rede de difracdo é definido como Py =
A/AL, onde AL € a separagdo entre duas linhas espectrais, que pode ser
obtida usando-se o critério de Rayleigh, mostrado na Fig. 8.18. Este
critério estabelece que duas linhas estardo resolvidas quando o maximo de
uma coincide com o zero da outra. A dispersdo angular de uma rede ¢
dada por D = d6/dA, mas como senf = mA/h (condigdo de maximo de Fy),
temos que cos® dO = m dA/h e, portanto, Da = d6/dA = m/(h cos). Por
outro lado, y = (kh/2)sen® e assim Ay =(nh/A)cos® d@. Do critério de

Rayleigh temos que Ay=7m/N = AO= X/(Nh cos 9). Como Dy =
A8 /A% =m/h cosB, obtemos AL = (ABh/m)cos® =A/mN e portanto o
poder de resolucao da rede é:

Pr = AN (8.35)

A A+AL
Fig. 8.18 - Critério de Rayleigh.

8.7 Padrbes de difracao de Fresnel

Vamos agora analisar o caso de difragdo de Fresnel e para isto
vamos considerar a Fig. 8.19, na qual as coordenadas da fonte e do
observador sdo dadas respectivamente por: F:(0,0,-h;) e P:(0,0,h,). Note
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que estamos tratando do caso em que tanto a fonte como o observador
encontram-se sobre o eixo Optico. Partindo da eq. (8.14) temos:

ikU e _U‘Sl exp{ ik(r, +r, )}

. [cosB, —cosB,]dA  (8.36)

U(P)=

Lr,

T1
_4
F h
/

Fig. 8.19 - Geometria para a difragdo de Fresnel.

Antes de tratarmos a solucdo desta integral, vamos fazer uma
analise qualitativa do que devemos esperar da difracdo de Fresnel. Vamos
considerar inicialmente uma 4rea com simetria azimutal, como por
exemplo, uma abertura circular, ¢ dividi-la em regides delimitadas por
circulos de raios constantes tal que r; + r, difiram de A/2 entre dois circulos
consecutivos. Estas regides sdo denominadas de zonas de Fresnel e
possuem a propriedade que a fase ik(r; + r;) muda de sinal ao se passar de

o 2 2
uma zona para outra. Fazendo as aproximagdes I, =4h; +R" =

1R’ 1 R?
h, [l+— =~h|1+ IR hj+—— e r,=h, +—— temos
h? 2h

1 2
2
rl+r2zhl+h2+R_ L_Fi zhl+h2+g,onde l: L.FL .
2 |h, b, 2L L |h,

R2
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Desta expressdo vemos que os raios das zonas de Fresnel sdo dados por R

= JAL, R, = +2AL ..., R, = v/nAL. Assim, se a n-ésima zona for

definida pelo raio interno R, e pelo raio externo R,.;, sua area sera

2 2 2 .
R, —mR =R}, sendo portanto independente de n. Desta forma, as
areas das zonas de Fresnel sdo todas iguais. Como a fase muda de sinal ao

se passar de uma zona para a proéxima, pois:

k(r, +1,)

n+l

-k(r, +1,), =k%= T (8.37)
Podemos escrever:
[UP)| =|U,|=|U,|+[U;]-|U,| +... (8.38)

onde U, é a contribui¢do da n-ésima zona ao campo difratado. Como as
areas das zonas de Fresnel sdo iguais, os modulos das contribuigdes de
cada uma serd aproximadamente igual. Desta forma, se abertura circular
contiver um numero inteiro de zonas e se este numero for par, o campo
difratado sera aproximadamente nulo e haverda uma mancha escura no
centro do padrdo de difracdo. Por outro lado, se o numero de zonas de

Fresnel for impar, o campo difratado terd apenas a contribui¢do de |U1|.
Na pratica, o valor de U, decresce lentamente com n devido ao fator de
obliqiiidade e a dependéncia radial dada pelo produto r r, que aparece no
denominador. Isto faz com que o campo difratado no ponto P seja metade
da contribui¢@o da primeira zona sozinha no caso de uma abertura circular
infinitamente grande (n—>o0). Para verificarmos este fato podemos re-
escrever a eq. (8.38) como:

[UP)| =% |U, |+ (2|0, | =|U,|+%|U )+ (2 [Us| - U+ 2 |Usp +....
(8.39)

Os termos entre parénteses sdo aproximadamente nulos uma vez

que o valor de |Un ¢ igual & média aritmética dos dois U’s adjacentes.
Desta forma, o campo difratado no ponto P ¢ aproximadamente igual a Y2

|U1| quando ndo existir abertura (n — ).
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Se ao invés de uma abertura circular tivéssemos considerado um
disco centrado no eixo Optico, a constru¢do das zonas de Fresnel
comecariam na borda do disco. De acordo com a eq. (8.39), o feixe
difratado em P sera a metade da contribui¢do da primeira zona nao
obstruida e assim veriamos uma mancha brilhante (Spot de Poisson) sobre
0 eixo oOptico, como se o disco ndo existisse. Esta ¢ uma situagdo que vai
contra as conclusdes que intuitivamente se tira da dptica geométrica.

Pela analise qualitativa feita até agora, podemos ver da eq. (8.38)
que as zonas de Fresnel impares ddo uma contribuicdo positiva para a
difragdo, enquanto que as zonas pares contribuem negativamente. Assim,
poderiamos pensar em construir uma abertura, como a mostrada na Fig.
8.20, que eliminaria as contribuigdes das zonas pares, resultando em:

[UP)| =[U,|+[Us]+[Us| +.... (8.40)

Este tipo de abertura produz uma intensidade do feixe difratado em
P muito maior do que se ndo existisse a abertura e sob este aspecto
funciona como se fosse uma lente (lente de Fresnel), com distancia focal
efetiva dada por L = R,*/A. Este tipo de lente é usado em retro-projetores e
possui o inconveniente de ser fortemente cromatica devido a dependéncia
de L com o inverso de A.

Fig. 8.20 — Placa com zonas de Fresnel.

Apoés esta discussdo qualitativa sobre a difracdo de Fresnel por
aberturas e obstaculos com simetria azimutal, voltemos a eq. (8.36) para
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aplica-la ao caso de aberturas retangulares. Tomando r;r, =h; h, e supondo
que o fator de obliqiiidade varia pouco, podemos escrever:

kU e k(b + L

~ C”sl exp{ 1M} dxdy (8.41)

2L

onde a constante defronte a integral foi denominada C. Fazendo as
substituigdes u=x+k/nL, v=y k/ntL e dxdy=nL/k dudv

obtemos finalmente:

CrL (v _mu’ V2 v’
U(P)= " Iu] exp{ 17} du le exp{l 5 }dv (8.42)

Facamos agora um breve paréntese para discutir as integrais
acima, chamadas de integrais de Fresnel:

r2

'[Om exp{in;) } do’ = C(®)+iS(w) (8.43)

onde C(®w) e S(®) sdo dadas graficamente pela espiral de Cornu
mostrada na Fig. 8.21. Alguns casos limites desta integral sdo: C(w0) =
S(0) = Y4, C(-0) = S(-0) = -¥2 ¢ C(0) = S(0) = 0.
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Fig. 8.21 - Espiral de Cornu.

Logo,
I: B I(Z * j:z = j:z - Iowl = C(0,)-C(o,)+iS(w,)-iS(e,)  (8.44)

No caso da eq. (8.42) que estamos estudando,

U(P) = <= {C) - €+ 500, )-S(u, )]}

X{[C(Vz )_ C(Vl )]+ i[S(Vz )_ S(Vl )]} (8.45)

Para uma abertura infinita, isto é, sem nenhum obstaculo para
difragdo, u; = v; = -0 e u, = v, = o e, portanto, Uy = (CrL/k)(1 + i)*.
Assim, a expressdo para a difracdo por uma abertura retangular pode ser
re-escrita como:

U(P)= 0 {Clu,) - Clo, )+ f5(u,) - S, )}

(1+1)
X{[C(Vz )_ C(VI )] + i[S(Vz )_ S(VI )]} (8.46)
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Esta expressdao pode ser usada para o calculo da difragdo por uma
fenda estreita, considerada como um caso limite da abertura retangular,
onde u; = - e u, = oo, Desta forma temos:

U(P):%{[c(v»—c(vl)1+i[s<v2>—s<vl>]} (8.47)

e finalmente, a difragdo por uma borda reta (como uma lamina de barbear)
constitui-se no caso limite da eq. (8.47) quando v, = -, tal que:

Y {[C(v2)+iS(V2 )]+%(l+i)} (8.48)

u(P)= (1+i)

ficando apenas como fun¢do da variavel v,, que da a posigdo da borda
refratora. Se a borda estiver sobre o eixo z (v, = 0), a eq. (8.48) nos
fornece U(P) = %2 Uy, isto ¢, a amplitude do campo difratado ¢ a metade da
do caso em que ndo existe abertura nenhuma e, consequentemente, a
intensidade ¢ "4 da que se observa no espago livre. A Fig. 8.22 mostra a
intensidade da luz difratada no ponto P como fung¢do da posi¢ao da borda.
As oscilagdes vistas no grafico correspondem as rotagcdes em torno do
ponto % da espiral de Cornu.

A
1y

regido de sombra

0,5 1

A v

Fig. 8.22 — Intensidade do sinal difratado por uma borda reta como fungdo de
sua posicao.

»
>
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8.8 Optica de Fourier

Vamos considerar novamente o caso da difracdo de Fraunhofer,
porém supondo que a abertura, além de possuir uma forma arbitraria,
também pode alterar a fase da onda incidente. Vamos supor que a abertura
esteja colocada num plano Xy, defronte a uma lente de distancia focal f,
como mostra a Fig. 8.23. Queremos analisar o padrdo de difracdo que
ocorre no plano focal, que denominaremos de XY. De acordo com o que
vimos no Cap. 3, podemos usar o céalculo matricial para ver que na
aproximagdo paraxial, todos os raios que saem da abertura com o mesmo
angulo, portanto paralelos entre si, serdo focalizados no mesmo ponto P
do plano XY, com coordenadas dadas por X = f cosa e Y = f cosp, sendo «
e fos angulos que o raio faz com os eixos X e Y, respectivamente.
Tomando o plano meridional contendo o eixo Optico z e um raio particular
partindo de Q, vemos que a diferenca de caminho entre este raio e outro

paralelo saindo da origem O ¢ dada por or = R.fi, como mostrado na Fig.

8.24, onde R = X§+y3' ¢ o vetor posicdo do ponto Q da abertura e

n=cosa i+cosP j+cosyk éum versor na diregdo de propagagio do
raio. Assim temos:

8r:1i.ﬁ=xcosa+ycosﬁzx%+y% (8.49)
y
/ Y A

P |

abertura lente Alano focal
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Fig. 8.23 — Geometria para o calculo do padrao de difragéo no plano focal.

Fig. 8.24 — Geometria para o célculo do padrao de difragéo no plano focal.

De acordo com a formula de Fresnel-Kirchhoff, simplificada para
grandes distancias, o campo difratado no plano XY ¢é dado por:

U(X,Y) = C”A g(x,y) e""dA = C”A g(x,y) e CXTIA - (8.50)

onde g(x,y) € a amplitude do campo na abertura. Esta fungcdo pode ser
complexa se houver varia¢des de fase para diferentes pontos da abertura.
A eq. (8.50) pode ser simplificada pela introdugdo das “freqiiéncias
espaciais” u =kX/fe v=kY/f, resultando em:

U(u,v)= C”A g(x,y) e "™ dA (8.51)

Vemos entdo que o padrio de difracdo no plano focal ¢ a
transformada de Fourier da fungdo abertura g(x,y) e formalmente, a
analise que se faz é a mesma que a empregada na se¢do 6.2¢). Tomemos
como exemplo uma fenda estreita de largura b paralela ao eixo x. O
padrao de difragdo observado no plano focal sera:

sen(vb/2)
vb/2

que ¢ a mesma funcdo apresentada na Fig. 6.8. Vemos que ela possui
picos laterais que podem ser minimizados pelo processo de apodizagdo,
que neste caso teria que ser feito pela inser¢do de alguns tipos de objeto,
como um slide, no plano de abertura. Isto ¢ diferente do que ¢ feito na
espectroscopia por transformada de Fourier, onde se realiza a

u(v)=c| bb//zz ¢™dy =Cb (8.52)
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transformada de Fourier matematicamente, sendo a fungdo de apodizagao
multiplicada pelo interferograma.

Um exemplo bastante interessante para se entender o conceito de
freqiiéncia espacial é o da rede de difracdo formada por fendas de largura
b separadas por uma distancia h. A fun¢do g(y) mostrada na Fig. 8.25(a)
pode ser representada por uma série de Fourier do tipo:

g(y) = go + g1 cos(voy) + g2c08(2voy) + gzcos(3vpy) +.... (8.53)

onde vo = 2n/h ¢ a freqiliéncia espacial fundamental. A transformada de
Fourier desta fun¢do produz uma série de distribuicdes O(v - nvy) cuja
amplitude é proporcional ao coeficiente g,, como mostra na Fig. 8.25(b).
Na origem temos o termo constante g,, 0s primeiros picos laterais em =
vy correspondem a ¢; e assim por diante. Picos mais afastados da origem
correspondem as componentes de Fourier de ordens mais altas. Isto
permite a realizagdo do processo de filtragem espacial da maneira que
explicamos a seguir.

(@ o) b
+—>

2h h 0 h oy

(b) ‘ v
1 | L .
-3V0 -2\/{] -Vo 0 Vo 2\/0 3V0
© g'y)
e
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Fig. 8.25 — (a) Funcéo abertura de uma rede periddica, (b) sua transformada de
Fourier, (c) filtragem espacial das freqiiéncias altas e (d) filtragem
espacial das freqiiéncias baixas.

Na Fig. 8.23, se o feixe continuar se propagando, havera a
formagdo de uma imagem da abertura no plano da imagem, que
chamaremos de plano X’y’. Matematicamente, isto corresponde a
realizacdo da transformada de Fourier inversa da funcdo U(u,v). Se todas
as freqiliéncias espaciais no intervalo -oo < @< 400 e -0 < v < +oo forem
igualmente transmitidas pelo sistema 6ptico, a imagem sera fiel ao objeto,
a menos de um fator de magnificagdo e algumas aberragdes. Entretanto, se
no plano focal pv (plano de Fourier) algumas freqiiéncias espaciais forem
removidas através de algum tipo de abertura, de forma a modificar a
fungdo U(p,v), a imagem formada sera alterada de acordo com:

gx,y)= C”A T(u, v)U (1, v) e ™" dudv (8.54)

onde T(u,v) é chamada de funcdo transferéncia, que sera unitaria no caso
em que nenhum objeto ¢ colocado no plano de Fourier. O processo de
filtragem espacial consiste em se colocar obstaculos ou aberturas no plano
de Fourier de forma a se modificar a fun¢do de transferéncia e alterar
deliberadamente a imagem. Isto é equivalente a se alterar um sinal elétrico
por meio de filtros passivos.

Para se ter uma idéia do resultado da filtragem espacial, voltemos
ao exemplo da rede de difracdo cuja fungdo g(y) esta mostrada na Fig.
8.25(a). Se no espectro de Fourier da Fig. 8.25(b) eliminarmos
componentes de Fourier com n > 3, ficamos com a func¢ao g’(y’) mostrada
na Fig. 8.25(¢c), que corresponde a uma onda quadrada suavizada. Se por
outro lado eliminarmos as freqiiéncias mais baixas, com n < 3, a nova
imagem formada terd as bordas realgadas, como mostra a Fig. 8.25(d).
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8.9 Microscopia por contraste de fase

Esta técnica, introduzida pelo fisico holandés Zernicke, ¢ utilizada
para a observagdo de objetos microscopicos transparentes cujo indice de
refracdo difere levemente daquele do meio transparente circundante. O
tratamento deste problema ¢ similar aquele feito na filtragem espacial,
exceto que o objeto e o filtro espacial colocado no plano de Fourier
modificam apenas a fase e ndo a intensidade do campo elétrico.

Para se obter alguma intuigdo no tratamento do contraste de fase,
vamos considerar uma grade de fase constituida de faixas transparentes
alternadas de materiais com indices de refracéo alto e baixo. Neste caso, a
funcdo representando o objeto € g(y) = exp{idp(y)}, onde o fator de fase
¢0(y) esta mostrado na Fig. 8.26(a). A altura dos degraus ¢ A = kzAn,
sendo z a espessura de cada faixa e An a diferenga de indices de refracao
dos dois materiais. Como A¢ ¢ usualmente muito pequeno, podemos
escrever g(y) =1 + ip(y) e assim o padrido de difragdo no plano focal ¢é
dado por:

U(v)= [[1+i¢(y)] ™ dy = j e™dy + i[ocl)(y) R,

—00

=U,(v)+1U,(v)

U;(v) contém apenas contribuicdo de freqiiéncias baixas (U;(v) = 8(v))
enquanto que U,(v) € a transformada de Fourier de uma rede periddica e
portanto possui componentes de freqiiéncia maiores, como mostra a Fig.
8.26(b). Se o campo da eq. (8.55) se propagar até o plano da imagem,
passando por uma ocular para produzir o aumento desejado, recobraremos
0(y), que ndo ¢ possivel de ser visualizado porque o objeto € transparente.

(@) oo
| ML L
2h h 0 h s
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Fig. 8.26 — (a) Fungéo de fase de uma grade periédica e (b) transformada de
Fourier.

Devido ao fator i na eq. (8.55), as componentes U;(v) ¢ Uy(v) estdo 90°
fora de fase, o que leva a um g(y) onde apenas a fase ¢ modulada. Para
fazer com que a amplitude da imagem seja modulada, é necessario
remover a diferenca de fase entre as duas componentes. Isto pode ser feito
colocando-se no plano de Fourier uma placa de fase que se constitui numa
lamina de vidro com uma pequena se¢ao central com espessura A/4 maior
que o restante. Assim, a componente central U;(v) ganha uma fase extra
de 11/2 de maneira a ficar em fase com Uy(v). Como resultado, a imagem
sera dada por:

g(y)= [U,(v) e ™dy+| U, ™dy=g,(y)+2,(y) (856)

O primeiro termo corresponde a um fundo de iluminagdo
constante enquanto que o segundo corresponde a uma rede regular com
faixas alternadas transparentes e opacas. Isto faz com que a rede de fase se
transforme numa rede de amplitude visivel. Embora esta analise tenha
sido realizada para o caso de uma rede periddica, ela também ¢ valida para
qualquer objeto transparente de forma arbitraria.

8.10 Holografia

A técnica de holografia, proposta por Gabor em 1947, permite a
visao tridimensional da fotografia de um objeto devido a reconstrugdo da
frente de onda baseada no processo de difragio. E um método que,
embora introduzido em 1947, tornou-se pratico apenas apo6s a inveng¢ao do
laser, que ¢ uma fonte de luz coerente. Durante o processo de gravacgao,
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mostrado na Fig. 8.27(a), um feixe de luz monocromatica colimado ¢
dividido em dois, sendo que um deles ilumina o objeto, enquanto que o
outro ¢ utilizado como referéncia para a fase a ser gravada. A luz
espalhada pelo objeto interfere com a de referéncia sobre uma chapa
fotografica localizada no plano xy. Como estamos considerando luz
colimada (onda plana), onde o feixe de referéncia sobre a chapa sera dado
por:

U,(x,y) =a, e (8.57)

onde @, ¢ a amplitude da onda plana, e p = k seno. e v =k senf sdo as
freqiiéncias espaciais. Os angulos a e £ especificam a dire¢ao do feixe de
referéncia ao atingir o plano Xy. Da mesma forma, o feixe espalhado pelo
objeto e atingindo o filme é:

U(x,y) = a(x,y) e**¥ (8.58)

onde a(x,y) € um numero real. O padrao de interferéncia gravado na chapa
fotografica pode ser escrito como:

I(x,y)a|U+ UO|2 =a’ +a, +aa ety

‘ (8.59)
aa e OV — a2 4 a2 + 2aa,cos[d(X,y) — ux — vy]
feixe de laser h
espelho
|
L
——
objeto
observador
) B
o
hUl\lSlﬂllla
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Fig. 8.27 — (a) Geometria usada para a producdo de um holograma e (b) uso
do holograma para a visualizagdo das imagens real e virtual.

Para a visualizagdo do holograma, devemos ilumina-lo com um
feixe colimado de luz laser, similar ao empregado no processo de
gravacdo. A luz transmitida sera proporcional ao campo incidente vezes a
transmitincia que foi gravada no ponto (X,y), que é proporcional a I(x,y),
de acordo com:

U,(x,y)=U,I=a,(a*+a;)e™™ +ajae? +

8.60

+ajae W —(@% +al) U, +a U+ U"'U,a’ (860

O holograma funciona como uma rede de difra¢do, produzindo

um feixe direto e outros dois difratados em primeira ordem, em cada lado

do holograma, conforme mostra a Fig. 8.26(b). O primeiro termo

corresponde ao feixe direto. O segundo termo ¢ um dos feixes difratados,

e como ¢ uma constante vezes U, representa luz refletida do objeto,

formando, portanto, uma imagem virtual. O ltimo termo corresponde a
uma imagem real.
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Problemas

8.1. Resolva o problema da difragdo de Fraunhofer para as seguintes
configuragdes: a) fenda retangular de lados a e b; b) abertura circular
de raio r e c) abertura em cruz com L >> b, conforme a Fig. 8.27.

b

L2

Fig. 8.27 - Abertura em forma de cruz.

8.2. Calcular a intensidade no ponto P como fungéo de y, h, e 4 (h; = )
para a Fig. 8.28. (Theorie de Champ, Laudau e Lifschitz - pg. 203)

/
/
/

X

P(0,0,h;)

Fig. 8.28 — Borda iluminada por luz colimada.

8.3. Usando a transformada de Fourier, calcule U(P) para o retangulo de
lados a e b, isto é:
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8.4.
8.5.

8.6.

8.7.

f(x)z{0 el h(y)z{o

1 x e[-%,%] 1

Repetir o calculo acima para a abertura circular.

y €[-5.5]
y €]

a) Considere o padrdo de difragdo na aproximacdo de Fraunhofer
devido as duas fendas desiguais, onde a e b sdo duas larguras e C a
distancia entre seus centros. Derive uma expressdo para a intensidade
da difracdo como fungdo do angulo &, considerando que a luz
incidente tem comprimento de onda A.

b) Use a formula de a) para obter expressdes nos casos especiais (i) a
=b e (ii) a = 0. Faga esbocos destes padrdes.

Uma rede de difragdo é usada para resolver as linhas D do sodio
(5890 A e 5896 A), na linha de ordem 1. Quantas fendas sdo
necessarias para tal?

Considere uma abertura circular de raio R. Na difracdo de Fresnel, o
campo elétrico sobre o eixo ¢ dado por:

2
.k
U(P):C” eXp IL dA , onde lz L+L ,eh;eh;sdo
S 2L L |h, h,
as posi¢oes da fonte e do observador, respectivamente. Encontre uma

expressao para o campo elétrico difratado e os valores de L para os
quais ele é nulo.

8.8. Uma fonte pontual monocromatica, com A = 0.5 um, encontra-se a

uma distdncia h = 40 cm de uma abertura circular de raio R = 1 mm.
A que distancia h’ se deve posicionar um observador para ver 10
zonas de Fresnel contidas na abertura?

8.9. Uma fenda estreita, de largura b, é colocada a uma dada distancia de

uma lente de foco f. Tratando o problema como unidimensional,
encontre a distribuicdo de freqiiéncia espacial, U(v), no foco da lente
quando luz monocromatica ilumina a fenda.
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Interacdo luz-matéria:
tratamento classico

9.1 Modelo do oscilador harménico

Neste ponto queremos aprofundar nosso conhecimento sobre o
indice de refracdo e para isto vamos langar mdo de um modelo bastante
tradicional em Optica, que utiliza um oscilador harmdnico para representar
o atomo. Este ¢ um modelo puramente cldssico uma vez que tanto a
posicdo do elétron assim como o campo eletromagnético sdo tratados
como variaveis classicas. J4 no modelo semi-classico, o atomo é
considerado como um sistema quantico, apresentando niveis discretos de
energia, mas o campo elétrico continua sendo tratado como uma varidvel
classica. No modelo completamente quéantico, quantiza-se o campo
elétrico, que assim como o atomo, ¢ tratado como variavel quantica.

Consideremos um meio dielétrico isotropico, onde é sabido que os
elétrons estdo permanentemente ligados aos nucleos. Supomos que cada
elétron, de carga -e desloca-se uma distancia X da posi¢do de equilibrio.
Neste caso, haverd um dipolo elétrico induzido no atomo, que ¢ dado por
p = -ex. Se houver N atomos por unidade de volume e todos tiverem o
mesmo deslocamento na diregdo X, a polarizacdo do meio sera a soma da
contribuicdo de todos os dipolos, de acordo com:

P = -Nex (9.1)

Para encontrarmos o deslocamento X, vamos considerar o modelo
em que o elétron de massa m esta ligado harmonicamente ao nucleo de
massa M através de uma mola de constante elastica K, como mostra a Fig.
9.1. Neste desenho, o atomo ja possui um momento de dipolo estatico
permanente, mas isto ndo influi na analise que realizaremos para o célculo
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do dipolo induzido pela onda eletromagnética. Para eliminarmos o dipolo
permanente bastaria tomarmos o elétron distribuido sobre uma casca
esférica concéntrica com o nucleo (shell model). Quando este oscilador ¢
submetido a um campo eletromagnético, o campo elétrico age apenas
sobre o elétron, resultando num movimento oscilatorio forgado. Como M
>> m, o deslocamento do niicleo devido a este campo que oscila
rapidamente ¢ pequeno e sera desprezado. De outra forma, a massa
reduzida poderia ser usada, levando basicamente a0 mesmo resultado.

]
m
E
K K
B~
M

Fig. 9.1 - Oscilador harmonico amortecido sujeito a um campo elétrico
linearmente polarizado na diregéo X .

Vamos supor ainda que este oscilador harmonico seja
viscosamente amortecido e vamos chamar a constante de amortecimento
de mb. Iremos na se¢do 9.4 calcular este fator de amortecimento, fazendo
sua ligagdo com a aceleragdo da carga, que emite radiacdo como se fosse
uma antena (dipolo oscilante). Como estamos interessados na interacao da
luz com a matéria, vamos supor que o atomo esta na presenca de uma
onda eletromagnética na qual o campo elétrico propaga-se na direcdo Z e é
linearmente polarizado na direcdo X, como mostra a Fig. 9.1. Isto dara
origem a um deslocamento em torno da posicdo de equilibrio, que ¢
descrito pela segunda lei de Newton como:

2
md—x+mbd—X+Kx =—¢eE 9.2)
dt? dt
onde E ¢ amplitude do campo elétrico sentido pelo elétron. A solugdo
desta equagdo diferencial ¢ bem conhecida dos textos basicos de mecanica
classica. No estado estacionario, supomos que X(t) tem um comportamento
harménico, com frequéncia w igual a do termo forcante (campo elétrico).
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Para facilitar as contas, vamos tomar o campo elétrico ¢ o deslocamento
na forma exponencial como:

E(t) = E, exp (~iot) (9.3a)
x(t) = x, exp (—iot) (9.3b)

Xo ¢ amplitude do deslocamento do elétron no regime estacionario, que
pode ser um nimero complexo para levar em conta qualquer atraso da
resposta face a excitagdo aplicada pelo campo elétrico. Pela substituicdo
das equagoes (9.3) na eq. (9.2) obtemos o valor de X, através da igualdade:

(-mo’ - iomb + K) xo = -eE, 9.4)
onde as exponenciais em ot foram canceladas. Desta expressdo obtemos o
deslocamento X(t), 0 que nos permite escrever a polarizagdo como:

2
P Ne E, (9.5)

-mo?’ —iomb + K

Dos livros textos de eletromagnetismo (ver referéncia 9.1) temos
que o campo elétrico sentido pelo atomo (Ey) esta relacionado ao campo
elétrico dentro do meio através de:

P
E,=E+— 9.6)
3g,
que quando substituido na eq. (9.5) nos leva a expressdo final para a
polarizagdo elétrica induzida no meio:

2
P= Ne”/m E 9.7)

2 2 :
0, —»" —iob

onde w, =,/ K/m—Ne’/3me, ¢ a frequéncia de ressonancia do atomo. Este

¢ o resultado central que origina do modelo do oscilador harmdnico.
Vamos em seguida utiliza-lo para obter informagdes sobre o indice de
refracdo do meio.

9.2 Disperséo cromatica do indice de refracao

Vimos na se¢do 3.2 que a polarizacio estda ligada a
susceptibilidade elétrica do meio por:

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacdes



198 Interacdo luz-matéria: tratamento clssico

P=¢g Y E=(€-¢g)E (9.8)
Por comparagdo com a eq. (9.7) temos:

- Ne%/
7 = % (9.9)
0, — 0 —iob

de onde vemos que ¥ ¢é um namero complexo. Para realgar este fato
estaremos usando um ~ sobre uma variavel sempre que ela for complexa.
Por outro lado, da eq. (9.8) temos que € /gy = k. = n°= 1+7 . Com isto
conseguimos estabelecer a dependéncia do indice de refragdo com a
susceptibilidade do meio, que por sua vez especifica como este responde
ao campo elétrico da onda. Notamos que o indice de refragdo também
passa a ter uma natureza de numero complexo. Supondo que ¥ ¢ muito

menor que 1, podemos expandir o indice de refragcdo em série de Taylor e
assim obtemos:

A=Jl+%)~1+1%+...=n+ix (9.10)

sendo N e x as partes real e imaginaria do indice de refragdo complexo,
respectivamente. Como veremos na proxima se¢do, o primeiro esta ligado
a velocidade de fase da onda eletromagnética e o segundo a sua atenuacdo
quando da propagacao pelo meio.

Vamos inicialmente concentrar nossa atengio na parte real de 1,
dada por:

n=1+( NQZJ (i -’) ©.11)
o

2me, ) () ~07) + (0b)’

O primeiro fato que nos chama a atengdo ¢ a dependéncia de n
com a frequéncia da luz. Esta dependéncia, que leva o nome de dispersao
cromatica, estd mostrada na Fig. 9.2. Em geral, as transi¢des atOmicas
mais intensas dos materiais transparentes ocorrem na regido do
ultravioleta e assim, nas regides do visivel (0.4 a 0.7 um) e infravermelho
proximo (0.7 a 2.5 yum) o indice de refracdo aumenta com a frequéncia
(diminui com A). Isto significa que quanto mais deslocado para o
infravermelho for o comprimento de onda da luz, menor serda n e
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consequentemente, maior sera sua velocidade de propagagdo uma vez que
v = ¢/n. Logo, se tivermos um pulso curto de luz com uma distribuicao
espectral contendo varias freqiiéncias, as freqiiéncias menores caminhardo
mais rapidamente que as freqiiéncias maiores ¢ o pulso alarga ao se
propagar. Este fato é danoso na area das comunicagdes Opticas, pois o
alargamento dos pulsos impde um limite a taxa de repeticdo maxima
possivel de se transmitir por uma fibra optica.

Nos meios compostos por moléculas, @y, corresponde a frequéncia
de vibragdo molecular que em geral se encontra no infravermelho médio
(2.5 a 25 um). Mesmo assim, o tratamento apresentado acima continua
valido pois estaremos na regido de dispersdo normal localizada a direita de
ap, onde o indice de refragdo também aumenta com a frequéncia. A tnica
regido com comportamento diferente ¢ a regido de dispersdo andmala, na
qual o indice de refracdo diminui com a frequéncia. Porém, do ponto de
vista das comunicagdes Opticas, esta regido ndo tem interesse ja que nela
existe grande absor¢do de luz, como veremos a seguir.

‘ n(w)

dispersdo
normal

dispersdo
normal

infravermelho | visivel

®o ®
Fig. 9.2 - Dependéncia do indice de refragédo com a frequéncia da luz.

Do ponto de vista pratico, costuma-se utilizar uma relagdo
empirica entre o indice de refragdo n e o comprimento de onda para um
dado meio transparente, conhecida como equagdo de Sellmeier. A forma
usual desta equagdo para os vidros é:

2 2 2 2
Br | BA L BA Ly B o
N¥-C, N-C, »-C, e

i

n’(h) =1+
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onde B; e C; s3o os coeficientes de Sellmeier, determinados
experimentalmente, ¢ A ¢ o comprimento de onda da luz no vacuo, medido
em micrometros. Cada termo da soma representa uma absor¢do Optica
com forga de oscilador B;, no comprimento de onda ./C, . Esta equagéo foi

deduzida em 1871 por W. Sellmeier como uma extensdo da formula de
Cauchy, resultante do trabalho de Augustin Cauchy para modelar a
dispersao.

Como exemplo, os coeficientes para um vidro crown comum de
borosilicato, conhecido como BK7, sdo mostrados na Tabela 9.1. Eles
correspondem a duas ressonancias, uma no ultravioleta e outra no
infravermelho. Perto de cada pico de absorcdo, a equacdo da valores ndo
fisicos para n e nestas regides um modelo mais preciso para a disperséo,
conhecido como modelo de Helmholtz, deve ser usado. Os coeficientes de
Sellmeier para muitos vidros 6ticos podem ser encontrados no catalogo de
vidros da Schott.

Tabela 9.1 - Coeficientes de Sellmeier para o BK7.

Coeficiente Valor
B, 1.03961212
B, 2.31792344x10™
B; 1.01046945
C 6.00069867x10~ um’

C, 2.00179144x107 pm?
C; 1.03560653x10% pm?

Longe dos picos de absor¢do, o valor de n tende a

rlz,/lJrZ:Bi ~4k,, onde k. ¢ a constante dielétrica do meio. A

equacdo de Sellmeier também pode ser escrita como:

BN . B,V

(9.13)
V-C, AM-C,

n’()=A+
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onde o coeficiente A representa a contribuicdo da absor¢do que ocorre no
ultravioleta para o indice de refracdo no infravermelho.

9.3 Absorcgao

Vimos na se¢do 4.1 que a velocidade de fase da onda é dada por v
= Af = w/k, ou alternativamente, k = o/v = 0 o/c = (n + ix)w/c, onde
agora explicitamos a natureza complexa do vetor de propagacdo. Uma

onda plana descrita por um vetor de propagagdo complexo pode ser escrita
como:

E =Eoexp{i [Ez —ot] }: E, exp {—%az}exp{i [kz —cot]} (9.14)

onde k = n w/c é a parte real do vetor de propagacdo, ligada a propagacao
da onda com velocidade ¢/n. Por outro lado, vemos que a intensidade da
onda (I o E*E) ¢ atenuada exponencialmente, com um decaimento dado
pelo coeficiente de absor¢do «, ligado com a parte imaginaria de 1
através de o = 2kw/c. De acordo com as equagdes (9.9) e (9.10) podemos
escrever:

(9.15)

a(co):( Ne® ]( ®’b

2
®’ —o*) +(wb)’
que ¢ chamada forma de linha Lorentziana. Esta curva, mostrada na Fig.
9.3, é mais pronunciada quanto menor for o fator de amortecimento b.

Para um material com varias transi¢des, a determinagdo das posi¢des das
freqliéncias de ressonancia ¢ chamada de espectroscopia.

mcg,

A

o) :

>

Mo ©
Fig. 9.3 — Dependéncia do coeficiente de absorgdo com a frequéncia da luz.
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9.4 Espalhamento

O modelo do oscilador harmoénico amortecido ¢ bastante util para
descrever o espalhamento da radiacdo por atomos ou moléculas. Neste
modelo ¢ fundamental que o centro espalhador seja bem menor que o
comprimento de onda da luz, tal que o campo elétrico possa ser
considerado uniforme para efeito de simplificagdo dos calculos. A secdo
de choque para o centro espalhador ¢ definida como o(®w) = a(w)/N, onde
o) € o coeficiente de absor¢do dado pela eq. (9.15). Com isso obtemos:

_[ € ®’b (9.16)
o) (mcso j ((x)g - 002)2 +(ob)’

Temos trés limites a considerar, dependendo de como @ se
compara a ay:

® << oy G(m);( e’ jb@f 9.17)
mce,, ,
2
W~ O G(CO) ~ [eJl (918)
mceg, )b
o >> @, o(w) = ( e’ ](sz (9.19)
mee, \ o

Para continuarmos a analise precisamos agora determinar o valor
de b. Consideramos na eq. (9.2) a existéncia de uma for¢a de atrito
viscoso do tipo F, = -mbv, que € responsavel por uma dissipagdo de
energia a uma taxa P = F,, v = -mbv”, onde P é a poténcia dissipada. Por
outro lado, é sabido dos textos mais avangados de eletromagnetismo que a
poténcia emitida por uma carga acelerada ¢ dada por:

1 2e.2 1 e?
ey 30 e, 30 Y 2

onde na ultima passagem tomamos a solucdo dada na eq. (9.3b) por x(t) =
X exp(-iot), que nos leva a v(t) = dx/dt = -io x(t) e a(t) = dv/dt = -i® v(t)
= -o” x(t). Comparando a eq. (9.20) com a poténcia dissipada pelo atrito
viscoso chegamos a seguinte expressdo para b:
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_ 1 e’
__1 e 9.21)
ZTESO 3mc3

Substituindo este valor nos casos limites mencionados acima
obtemos:

Caso 1 - o << m, - Espalhamento Rayleigh

5 2 4 4
o= (€] (f»} _s5.0 [wJ 9.22)
6me, \mc (ON ®,
onde o fator numérico possui unidades de cm™ Este caso ¢ importante
para a propagacao de luz em fibras Opticas, onde as absor¢des atomicas
mais intensas ocorrem no ultravioleta. Assim, existe uma perda muito
maior para a luz visivel do que para a infravermelha.

Esta expressdo também explica também a cor azul do céu e o
avermelhado do por do sol. A luz que vem do Sol ¢ chamada de luz
branca porque corresponde a combinagdo de um niimero muito grande de
cores. Quando esta luz atravessa a parte superior da atmosfera ocorre um
espalhamento pela agdo de moléculas ali existentes. As cores mais
proximas do azul, anil e violeta sofrem um efeito de espalhamento maior
do que as cores laranja e vermelha. Considere os raios de luz branca que
saem do Sol, mas que ndo vem diretamente na nossa dire¢cdo. No entanto,
as componentes de cores azuladas sofrerdo um desvio pelas moléculas da
atmosfera e acabarfo chegando até nés. Desta forma, a cor azul que
vemos corresponde a luz que saiu do Sol, ndo esta vindo inicialmente na
nossa dire¢do, mas foi desviada pela parte superior da atmosfera,
chegando assim aos nossos olhos. A cor avermelhada do por do Sol pode
ser explicada com base neste mesmo efeito. Quando o Sol se poe, os raios
de luz branca estdo vindo na nossa dire¢do. Porém, as componentes de
cores azuladas sdo espalhadas para o lado e acabam nao chegando até nos,
sobrando assim apenas as cores mais avermelhadas.

Caso 2 - o = oy - Espalhamento ressonante

o(®) = % 22 (9.23)
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Vemos entdo que na ressondncia a se¢do de choque é proporcional ao
quadrado do comprimento de onda da radiagdo incidente,

Caso 3 - ® >> m, - Espalhamento Thompson

o(w) = —1 (ez ) =5,107% (9.24)

6me; \mc’

Neste caso, a se¢do de choque é praticamente constante e este regime ¢é
chamado de espalhamento Thompson, caracterizado por espalhar
igualmente todas as freqiiéncias.

9.5 Forcgas radiativas sobre atomos neutros

O desenvolvimento de técnicas para aprisionar e resfriar ions
revolucionou a area da fisica atdmica ha duas décadas. A possibilidade de
se isolar um unico ion e reduzir seu movimento térmico a uma
temperatura de poucos mK permite a supressdo dos deslocamentos
Doppler de primeira e segunda ordens, possibilitando medidas
espectroscopicas e padrdes de tempo de precisdo sem precedentes.

O advento de varios experimentos bem sucedidos demonstrando o
resfriamento de ions aprisionados sugeriu a possibilidade de se fazer o
mesmo com atomos neutros. A neutralidade elétrica da espécie
aprisionada abre uma nova porta no estudo de efeitos onde altas
densidades, ndo conseguidas com ions, s@o Uteis ou necessarias, tal como
em colisdes atomicas frias e efeitos quanticos coletivos. Além do mais, o
aprisionamento e resfriamento de atomos neutros fazem as medidas
espectroscopicas mais simples devido a supressdo do efeito Doppler e o
aumento do tempo de trinsito do atomo num feixe de laser de prova.
Melhorias substanciais na precisdo de relogios atdomicos ¢ medidas de
constantes fundamentais podem ser realizadas. A possibilidade de se
estudar colisdes com atomos lentos d4a ao investigador um melhor
entendimento das forgas atdmicas e ligacdes quimicas entre os atomos.
Em altas densidades, os pacotes de onda representando os atomos
comecam a se superpor de tal forma que os efeitos quanticos se
manifestam. Para um sistema de bodsons, a transicdo de fase conhecida
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como condensagdo de Bose-Einstein pode ser observada, demonstrando
uma previsdo muito importante da estatistica quantica.

Armadilhas oticas eficientes para o aprisionamento de atomos
neutros sdo agora construidas rotineiramente ¢ resultados bastante
interessantes sdo obtidos com esta técnica. Para entender como os atomos
neutros podem ser freados e aprisionados com um feixe de laser, ¢
importante saber a for¢a a exercida sobre o atomo pelo campo de radiagdo
laser. Embora existam um tratamento completamente quantico, assim
como um tratamento semi-classico para descrever a interagdo entre o
atomo e a onda eletromagnética, uma abordagem classica é importante
como uma alternativa mais simples de introduzir este assunto ao nivel de
graduagdo. Para isto, utilizaremos novamente o modelo do oscilador
harmoénico amortecido introduzido na se¢do 9.1. Este modelo, entretanto,
prevé que a forga elétrica média exercida sobre elétron é nula uma vez que
o campo elétrico varia harmonicamente no tempo. Assim, para explicar a
existéncia da forca, teremos que langcar mao do campo magnético. Uma
vez que o elétron adquire uma velocidade finita devido a forga elétrica, o
campo magnético exerce uma for¢a ao longo da direcdo do vetor de
propagacdo do campo eletromagnético. Esta forca ¢ chamada de forca
espontanea. Existe também uma for¢a induzida, também conhecida como
for¢a de dipolo ou de gradiente, cuja origem é que se segue: uma vez que
o campo elétrico desloca o elétron da sua posicdo de equilibrio, o atomo
adquire um momento de dipolo induzido que pode interagir com o
gradiente do campo elétrico e levar a uma for¢a na dire¢cdo do gradiente. A
forca induzida é usada para aprisionar e resfriar transversalmente atomos
neutros enquanto que a forca espontdnea ¢ usada principalmente para
resfriamento. Vamos agora calcular estas forcas e discutir suas
propriedades.

A. Forca espontanea

Considerando a geometria da Fig. 9.1, vemos que a forca
magnética agindo sobre elétron é:

F, =—(e/c)xBz (9.25)

N

onde, de acordo com as equagdes de Maxwell B = E/c. A solugdo para o
caso estacionario da eq. (9.2) pode ser utilizado para encontrar X da eq.
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(9.25). Fazendo uma média temporal sobre um periodo de oscilagdo,
encontramos que a forca magnética agindo sobre o elétron ¢ dada por:

B)= ezE2] @b ; (9.26)
< S> [2mc (ooé —032)2 +(03b)2 ’

com b dado pela eq. (9.21). Para obter esta expressdo, consideramos que o
nucleo ¢ muito pesado para seguir a oscilagdo rapida do campo elétrico.
Por outro lado, como a eq. (9.26) tem um valor médio finito e o elétron
estd fortemente ligado ao ntcleo, o atomo adquire uma velocidade v(t) ao
longo da dire¢do de propagacdo da onda eletromagnética. Esta velocidade
induz um efeito Doppler e a freqiiéncia de transi¢do no referencial do
laboratdrio se transforma de acordo com: @y — " =y (1+v/c) e a
equacdo que descreve a for¢a espontinea agindo sobre atomo é:

. e’E? ®’b .
<FS>=(2mcj[( 2 927)

0 -0, Xoa +o, )]2 + (cob)2

Estamos interessados no caso em que a freqiiéncia da luz estd proxima da
freqiiéncia de ressonancia (o = wy); portanto, supondo v/c << 1, podemos
escrever @+ my” =~ 2m e eq. (9.27) se torna:

22
<FS>=Mai=[e E J b (9.28)
2me J4A-w,(v/c)] +b

onde My =M + m é a massa do atomo € A = ® — m ¢ a dessintonia entre
as freqliéncias do laser e de ressonancia. Esta ¢ a for¢a espontinea, que
nesta descricdo classica vém do campo magnético agindo sobre elétron
cuja componente X de velocidade é produzida pelo campo elétrico.

B. Forga de dipolo

Quando o campo elétrico desloca o elétron da sua posicao de
equilibrio, existe um dipolo elétrico induzido que pode interagir com o
campo elétrico. A energia de interagdo ¢ dada por:

U=—p-E=exE (9.29)

onde X ¢ a ja conhecida solucdo da eq. (9.2). Portanto, a for¢a induzida é:
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2
B :_ﬁU:(e_J cos (ot + ¢)cos wt R (9.30)

m \/(mé -0’ )2 +(0)b)2

com ¢ = tg~'[ob/(wy’—»”)] sendo o atraso de fase entre X e E. Realizando
uma média temporal sobre um periodo de oscilagio da mesma maneira
que foi feito para a forca espontanea, encontramos a for¢a induzida como:

- e’ o, — o’ ~
\_[e 0 2 9.31)
<F'> (2mj (07 -0 +(wb) vE

Usando a transformagao de referencial dado por: wp— o’ = @, (1+v/c) e
a aproximagdo de ressonancia proxima (v/c << 1), encontramos:

-\ [ € A-wy(vic) =, 9.32
<Fi>_(4moaj [A—o,(v/c)] +b? vE 032

A forga induzida é muito importante para o aprisionamento de
atomos neutros. Para um feixe Gaussiano focalizado, sintonizado abaixo
da freqiiéncia de ressonancia (A < 0), a forga estara dirigida na dire¢do do
valor maximo da intensidade do laser (I o E?). Portanto, um &tomo
proximo ao foco sofrera uma forca restauradora dirigida para ele uma vez
que a intensidade diminui a partir do foco em todas as dire¢des.
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Problemas

9.1. Calcule o tempo de vida classico, t.. = energia/(poténcia irradiada),
de um elétron oscilando de acordo com: x = Xy cosmt.

9.2. Faga um esbogo da secdo de choque de espalhamento de um atomo
em funcdo de ® quando @, = 6.28 x10" rad/s.

9.3. Considere um atomo de so6dio (M, = 3.84x107%° kg e Ao = 589 nm) em
ressonancia com um laser cuja irradidncia ¢ 200 mW/cm®. Qual sera a
aceleragdo sentida pelo atomo?

9.4. Explique o que ¢ forca de oscilador.
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Interagdo luz-matéria:
tratamento semi-classico

10.1 Introducao

O laser ¢ uma fonte especial de luz, coerente e colimada, que
permite um grande nimero de aplicagdes praticas. Dentre estas, destacam-
se aquelas que envolvem a interagdo da radiacdo com a matéria, como por
exemplo, a caracterizag@o, processamento ¢ ablagdo de materiais, além de
outras aplicagdes importantes nas areas de comunicagdes ¢ medicina.
Quase toda a luz que vemos no dia-a-dia, seja ela de lampadas
incandescentes e fluorescentes, ou até mesmo dos nossos aparelhos de
televisdo, ¢ gerada espontaneamente quando atomos ou moléculas se
livram de excesso de energia neles depositados emitindo luz. Este tipo de
luz ordinaria ¢é liberado por mudangas de energia dos niveis atdmicos ou
moleculares, que ocorrem sem qualquer intervencdao externa. Entretanto,
existe um segundo tipo de luz que ocorre quando um atomo ou molécula
retém o excesso de energia até ser estimulado a emiti-lo na forma de luz.
Os lasers sdo capazes de produzir e amplificar esta forma de luz
estimulada, de forma a produzir feixes intensos e focalizados. A palavra
laser foi cunhada como um anagrama de Light Amplification by
Stimulated Emission of Radiation (amplificagdo da luz pela emissao
estimulada de energia). A natureza especial deste tipo de radiacdo
eletromagnética tornou a tecnologia laser uma ferramenta vital em quase
todos os aspectos da vida diaria, incluindo comunicagdes, diversdo,
fabricacdo, e medicina.

Albert Einstein foi quem deu o passo inicial no desenvolvimento
do laser ao estabelecer a existéncia destes dois tipos de emissdo num
artigo publicado em 1917. Por muitos anos, os fisicos pensaram que a
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emissao espontanea de luz fosse o processo mais provavel e dominante, e
que qualquer emissdo estimulada seria sempre muito mais fraca. S6 depois
do final da segunda guerra mundial ¢ que se comegou a busca por
condigdes que possibilitassem a predominancia da emissao estimulada e
fizesse a emissdo de um atomo ou molécula estimular muitos outros para
produzir o efeito de amplificagdo da luz.

Um cientista da Universidade de Columbia, Charles H. Townes,
foi o primeiro a ter sucesso na amplificagdo de radiagdo estimulada no
comego dos anos 50. Seu trabalho foi centrado na regido de microondas,
que possui um comprimento de onda muito mais longo do que o da luz
visivel, e o dispositivo inventado por ele foi denominado de maser, onde o
m do inicio do anagrama indica microwave ao invés de light. Outros
cientistas também foram bem-sucedidos na constru¢do de masers, ¢ a
partir dai, um esforgo bastante significativo foi desenvolvido na tentativa
de se produzir emissao estimulada em comprimentos de onda mais curtos.

Muitos dos conceitos principais para se produzir a radiacdo laser
foram desenvolvidos no final dos anos 50, por Townes e Arthur
Schawlow, dos laboratorios Bell, por Gordon Gould da Universidade de
Columbia e por dois cientistas soviéticos, Nikolai Basov e Aleksander
Prokhorov. Gould solicitou uma patente ao invés de publicar suas idéias, e
embora tivesse obtido o crédito de cunhar a palavra laser nos seus
cadernos de laboratorio, quase 30 anos se passaram antes que ele tivesse a
patente concedida. Existe ainda alguma discordia sobre quem merece o
crédito pelo conceito do laser. Basov e Prokhorov dividiram o prémio
Nobel de Fisica de 1964 com Townes pelo trabalho pioneiro sobre os
principios envolvendo os masers e lasers. Schawlow também recebeu uma
parte do prémio Nobel de Fisica de 1971 por suas pesquisas com lasers.

A publicagdo do trabalho de Townes e Schawlow estimulou um
grande esforco para se construir um sistema laser. Em maio de 1960,
Theodore Maiman, trabalhando no Hughes Research Laboratories,
construiu um dispositivo usando um bastdo de rubi sintético com o qual
demonstrou pela primeira vez a ac¢do laser. O laser de rubi de Maiman
emitia pulsos intensos de luz vermelha coerente em 694 nm, num feixe
estreito e altamente concentrado, bastante tipico das caracteristicas
mostradas pela maioria dos lasers atuais. O bastdo de rubi possuia as
extremidades com superficies espelhadas para refletir a luz ¢ era
envolvido por uma lampada flash helicoidal, sendo suficientemente
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pequeno para que coubesse na mao. Curiosamente, o fotografo designado
pelo laboratorio Hughes para divulgar a descoberta achou que o laser real
era muito pequeno e fez Maiman posar com um laser maior, mas que nao
funcionava. As fotografias mostrando Maiman com este laser circulam
ainda hoje e sdo usadas em muitas publicagdes.

Embora os lasers que emitem luz visivel sejam os mais comuns,
seus principios basicos de funcionamento se aplicam na maior parte do
espectro eletromagnético. A primeira emissdo estimulada foi conseguida
na regido de microondas, mas agora os lasers operam desde o
infravermelho até o ultravioleta e pesquisas estdo sendo realizadas para se
produzir um laser operando na regido dos raios X. Os lasers atualmente
em uso possuem poténcias de que vao de menos de 1 mW até muitos kW
de luz continua, e alguns produzem trilhdes de watts em pulsos
extremamente curtos. As areas militar e de energia tem desenvolvido
lasers que ocupam edificios inteiros, enquanto que o laser mais comum
usa um dispositivo semicondutor que possui um tamanho tipico de um
grao de areia.

10.2 Emissdes espontanea e estimulada

O entendimento de alguns principios fundamentais é essencial
para a explicacdo de como a emissdo estimulada ¢ produzida e
amplificada. O primeiro desses principios relaciona-se com o fato de que
o laser ¢ um dispositivo inerentemente quantico ¢ que a quantizagdo da
energia deve ser invocada para explicar sua operagdo. A Fisica Classica
parte do pressuposto que energia pode variar continua e suavemente e que
os atomos ¢ moléculas podem possuir qualquer quantidade de energia. O
trabalho de Niels Bohr, que se tornou a chave para o desenvolvimento da
mecanica quantica, estabelece que os atomos e moléculas s6 podem ter
quantidades discretas de energia, chamadas de quantas de energia. Alguns
conceitos ligados ao foton, atomo e quantizagdo da energia, necessarios
para se entender a operacao de um laser, sdo:
e Na descrigdo quéntica, um atomo possui niveis discretos de energia.
e A emissdo de luz espontanea e estimulada s6 ocorre se houver

transi¢des entre niveis de energia.

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplica¢ées



212 Interagdo luz-matéria: tratamento semi-cldssico

e E necessaria uma inversio de populagdo entre niveis de energia para
que haja a amplificacdo da emissdo estimulada de energia.

Se um atomo ou molécula estiver num estado com energia maior
que a do estado fundamental (estado de mais baixa energia do atomo), ele
pode decair espontaneamente para um nivel de energia mais baixo sem
qualquer estimulo externo. Como resultado, temos a liberacdo de um
excesso de energia, igual a diferenga de energia dos dois niveis, como um
foton de luz. A freqiiéncia do foton emitido € dada pela relagdo de
Einstein: AE = hv, onde % € a constante de Planck. Os atomos e moléculas
excitados tém um tempo caracteristico para emitir espontaneamente, que ¢
o tempo médio que eles permanecem no estado excitado antes de
decairem para um nivel de energia mais baixo. O tempo de vida do estado
excitado € um fator importante para que ocorra a emissdo estimulada.

Se um atomo no estado excitado ¢ iluminado por um féton que
tem a mesma energia da transicdo que ocorreria espontaneamente, o
atomo pode ser estimulado a voltar ao estado de mais baixa energia e
simultaneamente emitir um féton com a mesma energia da transicdo e
mesma direcdo do foton incidente. Assim, um Unico foton que interage
com um atomo excitado pode resultar entdo em dois fotons. Se usarmos a
descri¢do ondulatdria da luz, a emissdo estimulada tera a freqiiéncia da luz
incidente ¢ estara em fase (coerente), resultando em amplificagdo da
intensidade da onda de luz original. A Fig. 10.1 ilustra a absorc¢do (a),
emissdo espontinea (b) e estimulada (c) com as duas ondas coerentes
resultantes.

antes depois antes depois antes depois
—— ——
W W v W
- — _— _—
(@) (b) (©)

Fig. 10.1 — Absorgdo (a ), emissdo espontinea (b) e estimulada (c).

O problema principal para se conseguir a emissdo estimulada ¢é
que, sob condigdes normais de equilibrio termodindmico, a populagdo
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(mimero de atomos ou moléculas em cada nivel de energia) ndo ¢
favoravel para a sua ocorréncia. Devido a tendéncia dos atomos e
moléculas decairem espontaneamente para os niveis de mais baixas
energias, a populacdo em cada nivel diminui com o aumento de energia.
Em condigdes normais, para uma energia de transi¢do correspondente a
um comprimento de onda optico (da ordem de 1eV), a razdo entre o
numero de 4&tomos ou moléculas na energia mais alta ao niumero no estado
fundamental ¢ de cerca de 10", Em outras palavras, virtualmente todos os
atomos ou moléculas estardo no estado fundamental para uma transicdo
com energia correspondente ao comprimento de onda da luz visivel.
Assim, embora a luz emitida espontaneamente pudesse facilmente
estimular a emissdo de outro atomo excitado, tdo poucos estdo disponiveis
que o foton emitido encontrara primeiro um atomo no estado fundamental
e sera absorvido (Fig. 1(a)). Em resumo, como o niimero de atomos no
estado excitado ¢ muito pequeno com relagdo ao do estado fundamental, o
foton emitido tem uma probabilidade muito maior de ser re-absorvido,
fazendo a emissdo estimulada insignificante quando comparada com a
emissao espontanea (no equilibrio termodinamico).

O mecanismo pelo qual a emissdo estimulada pode se tornar
dominante ¢ ter mais atomos no estado excitado que no estado
fundamental, de forma que os foétons emitidos t&ém maior probabilidade de
estimular a emissdo do que serem absorvidos. Como esta condigdo € o
inverso do que ocorre na situagdo de equilibrio normal, ela ¢ denominada
de inversao de populacdo. Havendo mais atomos num estado excitado que
no fundamental, a emissdo estimulada pode dominar, resultando numa
cascata de fotons. O primeiro foton emitido estimulara a emissdo de mais
fotons, que estimulardo a emissdo de ainda mais fotons, e assim por
diante. A cascata resultante de fotons cresce, produzindo a amplificagdo
da luz emitida. Se a inversdo de populagdo termina (a populagdo do estado
fundamental domina), a emissdo espontdnea se tornara novamente o
processo favorecido.

Quando Einstein introduziu o conceito de emissdo estimulada, a
maioria dos fisicos acreditava que qualquer condi¢do diferente da do
equilibrio termodindmico seria instavel e ndo poderia ser sustentada. So
muito mais tarde ¢ que desenvolveram métodos para produzir as inversoes
de populagio necessarias para sustentar a emissdo estimulada. Atomos e
moléculas podem ocupar muitos niveis de energia, e embora algumas
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transi¢des sejam mais provaveis que outras (devido as regras de selecdo da
mecanica quantica), uma transicdo pode acontecer entre dois niveis de
energia quaisquer. A condicdo necessdria para ocorrer a emissao
estimulada e amplificagdo, ou acdo laser, ¢ que pelo menos um nivel de
energia mais alto tenha uma populacdo maior que um nivel mais baixo.

A abordagem mais comum para se produzir uma inversao de
populagdo num meio laser ¢ fornecer energia ao sistema para excitar
atomos ou moléculas para os niveis de energia mais altos. No equilibrio
termodindmico, a energia térmica ndo ¢ suficiente para produzir uma
inversdo de populagdo porque o calor s6 aumenta a energia média da
populagdo, mas ndo aumenta o numero de espécies no estado excitado
com relagdo ao estado fundamental. A razdo entre os nimeros de atomos
num sistema com dois niveis de energia (1 e 2) em equilibrio
termodindmico é determinada pela distribui¢do de Boltzmann:

&zexp{—(Ez ~E,)/KT} (10.1)
N,

onde N; e N, sdo respectivamente os nimeros de 4&tomos nos niveis 1 e 2,
E, e E, as energias dos dois niveis, K ¢ a constante de Boltzmann, e 7 ¢ a
temperatura em Kelvins. De acordo com esta equagdo, no equilibrio
termodinamico N, s6 podera ser maior que N, se a temperatura for um
numero negativo. Antes da publicacdo das pesquisas descrevendo a agdo
maser, varios fisicos achavam que a inversdo de populagdo seria
impossivel de ser conseguida porque necessitaria de tal temperatura
negativa.

Para produzir a inversdo de populagdo exigida para a agdo laser,
atomos ou moléculas devem ser excitados a niveis de energia especificos.
Luz e corrente elétrica sdo os mecanismos de excitagdo usuais para a
maioria dos lasers, mas também existem outras abordagens, que embora
bastante complexas, produzem freqiientemente lasers com bom
desempenho. Em geral se excita um atomo ou molécula a um nivel de
energia superior aquele que participa da emissdo estimulada, apos o que
ele decai para o nivel excitado de interesse. Excitagdo indireta através das
colisdes entre dois tipos de gases de uma mistura também pode ser
empregada para produzir a inversdo de populagdo. Em outras palavras,
excita-se um tipo de gas através da passagem de corrente elétrica e este
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transfere, via colisdes, a energia aos atomos ou moléculas responsaveis
por produzir a acdo de laser.

Como ja mencionado, o tempo que um atomo ou molécula
permanece no estado excitado € critico para estabelecer se a emissdo sera
estimulada ou espontanea. Em geral, o estado excitado possui um tempo
de vida tipico da ordem de alguns nanossegundos antes da ocorréncia da
emissdo espontanea e este periodo nao € suficientemente longo para sofrer
a provavel excitacdo por outro foton. Assim, uma exigéncia critica para a
acdo laser é que o estado excitado tenha um tempo de vida longo. Estes
estados existem em certos materiais e sdo chamados de estados
metaestaveis. O tempo de vida de um estado metaestavel varia tipicamente
de microssegundos a milissegundos, que ¢ um tempo realmente longo na
escala atomica. Com vidas tdo longas, atomos e moléculas excitados
podem produzir quantidades significantes de emissao estimulada. A agdo
laser s6 ¢ possivel se a populagdo do nivel excitado se mantiver superior a
do nivel fundamental. Quanto mais longo for o tempo de decaimento da
emissdo espontinea, mais adequado uma molécula ou atomo serd para a
acao laser.

A acgdo maser demonstrada por Charles Townes foi importante
porque utilizou pela primeira vez a inversdo de populacdo para funcionar,
e assim, provou para muitos fisicos descrentes que tal inversdo era
possivel de ser produzida. O maser desenvolvido por ele baseava-se na
molécula de amoénia, tendo apenas dois niveis que participam da acdo
laser. Townes empregou uma aproximacdo moderna para produzir a
inversao de populacdo - uma técnica de feixe molecular que separava
magneticamente as moléculas excitadas das moléculas no estado
fundamental. Estas eram descartadas e as moléculas excitadas restantes
possuiam a inversao de populagdo desejada. Outras técnicas mais
eficientes de inversdo de populagdo para masers e lasers praticos foram
desenvolvidas, requerendo a utilizacdo de trés, quatro, ou mais niveis de
energia.

10.3 A susceptibilidade atdmica

Vimos no Cap. 9 que a suscetibilidade elétrica de um atomo
classico ¢ dada pela expressao:
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2 2
Ne“/mg, Ne“/mg, (10.2)

* o, -0 —iob  20,(0, —®)—in,b
onde na ultima passagem consideramos o caso em que a freqiiéncia da luz
incidente estd proxima da ressondncia atdmica (®~ ®,). Introduzindo o
tempo de relaxagdo T = 2/b relacionado a poténcia emitida pelo elétron
acelerado, podemos escrever explicitamente as partes real e imaginaria da
susceptibilidade como:

X,Z( Ne’T j (0, —®)T (1032)

2moye, ) 1+(0-o,) T?
2
x”=( Ne™T J L (10.3b)
2moye, ) 1+(0—w,)’ T’

que estdo ligadas respectivamente ao indice de refracao e ao coeficiente de
absorcao através das expressdes aproximadasn=1+ 1%y e a = 2 (w/c)
v’. O atomo classico pode ter qualquer energia, bastando para isto o
simples aumento da amplitude de oscilagdo do elétron. Entretanto, a agdo
laser s6 pode ser descrita considerando-se um atomo quantico, cuja
energia assume valores discretos. O calculo da suscetibilidade deste atomo
¢ feita utilizando-se técnicas da mecanica quantica, em particular o
formalismo da matriz de densidade. Este tipo de calculo foge aos
objetivos deste capitulo e assim, o que vamos fazer a seguir € apresentar a
equacdo que descreve a suscetibilidade e discutir fisicamente a origem dos
seus termos.

No formalismo semi-classico, onde o atomo € tratado como uma
entidade quéntica e o campo eletromagnético como uma variavel classica,
as partes real e imaginaria da susceptibilidade atémica s3o dadas por:

2 _ 2 _
X/:_£H ANOTZJ ((’002 (’OZ)TZ 5 :_IJ' (('00 ('0) TZ AN g(V) 1043)
he, 1+ (0-0,)’ T,” +4QT, 2he,
) AN, T 2
" :_[u o, z] LB Ny (104D)
€9 l+(0-w,) T, +4Q°T,t €9
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onde ANy = (N, — Ny)o , que substitui o N da eq. (10.3), ¢ a diferenca de
populagdo entre os niveis excitado (2) e fundamental (1) na auséncia de
luz. ¢ ¢ o momento de dipolo da transi¢do conectando os estados 1 e 2,
sendo dado, no caso em que a luz estiver polarizada na dire¢do x, por:
M:_ej'\l/](f)x\yz(f) dv, onde as fungdes de onda y; referem-se aos

estados excitado (2) e fundamental (1). g(v) é a forma de linha
normalizada, dada pela Lorentziana:

2T, _ (Av/2m) (10.5)
1+4n*(v=v,)’T,">  (v=v,) +(Av/2)

g(v) =

que possui uma largura Av = (xT,)" ¢ é tal que J'g(v) dv =1. Por outro
lado,

2 2
AN=aN,[— o) T (10.6)
I+(0-w,) T, +4Q°T,t

¢ a diferenca de populacdo entre os niveis excitado (2) e fundamental (1)
na presenca de luz. As diferencas mais significativas entre as equacdes
(10.3) e (10.4) devem-se ao termo de saturagio 4Q’T,t existente no
denominador e a interpretagdo dos termos de relaxagdo 7 e 7.

A grandeza QQ = uE/2% é conhecida como fregiiéncia de Rabi e
seu quadrado € proporcional a intensidade. Uma conseqiiéncia da presenca
deste termo nas equacdes (10.4) e (10.6) é que tanto a suscetibilidade
quanto a diferenca de populacdo diminuem conforme se aumenta a
intensidade de luz. Este fen6meno, conhecido como saturacdo, se torna
bastante aparente quando 4Q°T, >1+(w-w,)’T,”. Outra conseqiiéncia da

saturagio é o alargamento da linha Lorentziana de um valor Av = (nT,)"
para Av_, =Av4/1+4Q°T,7 . Voltaremos a este ponto quando discutirmos

a saturacao do ganho.

Um outro aspecto importante que distingue as equagdes (10.3) e
(10.4) ¢ aquele relacionado com os tempos de relaxagao. No caso classico,
T ¢ o tempo caracteristico do amortecimento da vibracdo do elétron
devido a emissdo de radiagdo. Ja no caso semi-classico, foram
introduzidos dois tempos de relaxagdo: 7, conhecido como tempo de
relaxagdo longitudinal, ¢ o tempo de decaimento da diferenca de
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populagdo devido & emissdo espontanea ou a processos nao radiativos,
enquanto que 75, conhecido como tempo de relaxagdo transversal, é
responsavel pela perda de coeréncia relativa entre os dipolos induzidos
nos atomos pela luz incidente, devido principalmente as colisdes
interatomicas.

10.4 Os coeficientes A e B de Einstein

Em 1917 Einstein publicou um artigo onde analisou a interagdo de
um conjunto de atomos idénticos com um campo de radiagdo com energia
variando suavemente nas vizinhancas da freqiiéncia de transi¢do. Ele
supos a existéncia de dois processos estimulados, dependentes da
densidade de energia de acordo com:

W,, =B,,p(v) (10.7a)
W, =B;,p(v) (10.7b)

onde Wj; € a taxa de transi¢do (nimero de transi¢des por com unidade de
tempo) e Bjj sdo constantes a serem determinadas. De acordo com a Fig.
10.2, o atomo estard em equilibrio com o campo de radia¢do (estado
estacionario) quando o numero de transi¢oes de 1— 2 foi igual a de 2—1.
Assim,

Wl2 W21 A

v

1
Fig. 10.2 — Atomo de dois niveis.

N,B,p(v) :Nz[lep(V)+A] (10.8)

sendo 4 a taxa de transigdes espontaneas e N; a populagdo do nivel i. Para
determinarmos os coeficientes 4 e Bjj vamos supor que o campo de
radiagdo tem como origem a emissdo de corpo negro, cuja densidade de
energia ¢ dada pela féormula de Planck:
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p(v){gnr‘jvzj[e‘é—q hv (10.9)
C

onde a primeira fragdo representa a densidade de modos para a radiagdo
isotropica de freqiiéncia v, a segunda fracdo o niimero de ocupagdo destes
modos e o termo hv é a energia por modo (féton). A consideragdo deste
tipo de radiagdo especifica ndo implica em quebra de generalidade uma
vez que € de se esperar que os coeficientes 4 e Bjj dependam apenas do
atomo e nao da radiagdo a que esta exposto. Substituindo (10. 9) em (10.
8) obtemos:

gon’hv’ (B )" gmnhv? (2 )
N1B12 3(6KT _IJ :NZ B213[6KT —IJ +A (1010)
c C

Como os atomos estdo em equilibrio térmico, a razdo entre as populagdes
dos niveis 1 e 2 ¢ dada pelo fator de Boltzmann:
hv
Ny _g (10.11)
N, g

onde g; ¢ a degenerescéncia do i-¢simo nivel. Substituindo esta razdo na
eq. (10.10) e re-arranjando os termos obtemos:

31,3 31,3 _hv
QMBU—A{MBN—A}” (10.12)
g, C C

que sera valida para qualquer temperatura somente se:

3 3
A _8mhv’ (10.13a)
B, c’
B, _8 (10.13b)
B, g

Como num sistema atomico de dois niveis isolado a taxa de
decaimento 4 € o inverso do tempo de vida espontdneo, A = 1/1.,, usando
v = ¢/A obtemos:
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2
B, =8, :(E)Z‘— (10.14)
g, n/ 8mn"hvt

10.5 O coeficiente de ganho

Considere a passagem de uma onda monocromatica de freqiiéncia
v ¢ irradiancia /, através de um conjunto de atomos com densidades
(4tomos/m’) Ny e N, nos niveis 1 e 2, respectivamente. Desprezando a
emissdo espontdnea, se tivermos um numero de transigoes 2—1 maior que
1—2 havera um acréscimo na poténcia da luz dado por:
Poténcia
—:[NZWZI _lelz]hv (10.15)
Volume
Tomando I, g(v) = (¢/n) p(v), onde I, g(v) é a irradidncia efetivamente
percebida pelo dtomo, e usando as equagdes (10.7) e (10.14) obtemos:

Poténci »
\;) e = |:N2 _g_2N1:| gZ(V) Iv (10.16)
olume 2 8mn Tesp

Esta poténcia ¢ acrescida a da onda incidente, que aumenta de
acordo com:

dl,(z) _Poténcia
dz Volume

=y(v)I, (2) (10.17)

Comparando as equagdes (10.17) e (10.16) vemos que o coeficiente de
ganho ¢ dado por:

7(v) = AN 8711:”—22 g(v) (10.18)

esp

onde AN foi generalizado como AN = |:Nz _&NI} . O ganho nada mais
g

¢ do que um coeficiente de absor¢do negativo. Generalizando o tratamento

da se¢do 9.2 para incluir o caso em que os atomos que sofrem a transi¢ao

estdo dispersos numa matriz hospedeira, podemos escrever:
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D=g,E+P+P__ =¢E+g,E (10.19)

trans

onde as contribui¢des ndo ressonante da matriz e ressonante devida a

transicdo atomica foram separadas. Colocando E em evidéncia
encontramos a permissividade elétrica do material como &' =¢(1+¢,y/¢)

¢ a constante de propagagdo como k'=w+/pe’ = k(1+¢,)/2¢) no caso em

que y, <<I. Como analisado na se¢do 9.3, isto nos leva a um coeficiente
de absorgdo o = ky”(v)/n> = -y(v), onde n = ,/¢/ g, € o indice de refracdo
ndo ressonante da matriz. Usando as equagdes (10.4b) e (10.18) obtemos :

he
T, =2 (10.20)
8nu
Desta equacdo vemos que quanto menor A e maior o momento de dipolo
da transi¢ao, menor sera o tempo de vida do estado excitado.

10.6 Alargamentos homogéneo e ndo homogéneo

O termo alargamento ¢ utilizado para denotar a largura de linha da
resposta em freqiiéncia de um conjunto de atomos sujeito a um campo de
radiacdo eletromagnética. Existem dois casos a serem considerados. No
primeiro, conhecido como alargamento homogéneo, os atomos sao
indistinguiveis, tendo, portanto, a mesma freqii€ncia de transi¢ao wy = (E,-
E )/h. Neste caso, a forma de linha é dada pela eq. (10.5) e sua largura, Av
= (nT,)", tem como origem um dos seguintes processos: (i) colisdes
inelasticas com outros atomos (ou moléculas) ou com fonons se o atomo
estiver localizado numa matriz sélida; (ii) transi¢des radiativas ou ndo
radiativas para a outros niveis; (iii) colisdes elasticas que destroem a fase
do dipolo elétrico induzido no atomo e (iv) alargamento por poténcia
devido ao processo de saturagdo que ocorre na interagdo do atomo com o
campo de radiagdo, cuja forma funcional, como ja vimos ¢ dada por:

Av,, =Av{1+4Q°T,t. Como a largura de linha ¢ inversamente

proporcional a T, que é a constante de tempo caracterizando a perda de
coeréncia (fase) atomica, no caso em que temos uma combinagdo dos
processos mencionados acima, podemos escrever:
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1.yl (10.21)
TZ T2i

onde a soma leva em conta todos os mecanismos (colisdes, transicdes,
etc.) que interrompem a interagao coerente luz-matéria.

No alargamento ndo homogéneo, existem classes de atomos que
diferem entre si por possuirem freqiiéncias de ressonéncia distintas. Duas
situagdes que levam a este tipo de alargamento s@o o efeito Doppler, no
caso de um géis de atomos (ou moléculas) e as flutuacdes de campo
cristalino que os diversos atomos sentem quando estdo alojados numa
matriz hospedeira. Estas flutuagdes tém como origem deformagdes, ou
outros tipos de imperfeicdes cristalinas, que fazem com que os 4tomos
vejam diferentes vizinhangas (e campos cristalinos) dependendo do lugar
onde eles se encontram posicionados, levando a diferentes freqiiéncias de
transicao, devido ao efeito Stark flutuante. No caso de atomos colocados
em vidros, o alargamento nao homogéneo é bem mais significativo porque
a configuracdo de atomos se modifica bastante conforme se muda a
posicao no interior do material.

Uma classe importante de lasers ¢ aquela em que o meio ativo ¢
um gas. Dentre os varios lasers deste tipo destacam-se o de CO,, argonio,
kriptonio, He-Ne, excimer, etc. Ja vimos na se¢do 4.3 que a forma de linha
neste caso € dada por uma Gaussiana da forma:

24/tn2 v-v, )’
(V) =—=———exp| — 4£n2[ 0 ] (10.22)
S Ay, P AV,
onde:
kT
Av, =2v,v2/n2 5 (10.23)

me
Vamos em seguida analisar como o ganho de um meio ativo
satura quando temos estes tipos de alargamento de linha.

10.7 Saturacdo do ganho em meios com
alargamentos homogéneo e ndo homogéneo

A distingdo mais importante entre sistemas atdmicos com
alargamentos homogéneo e ndo homogéneo é a maneira com que o ganho
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satura. Isto ¢ muito importante para descrever a a¢ao laser, como veremos
adiante. Num sistema com alargamento homogéneo os atomos sdo
indistinguiveis, de forma que o ganho total ¢ dado pela eq. (10.18),
deduzida na segdo 10.5. Substituindo nesta equagdo g(v) ¢ AN dados
respectivamente pelas equagdes (10.5) e (10.6), usando I, = % cngoE,” e
Q= (uE,/2n), obtemos o ganho no sistema com alargamento homogéneo

comao:
_ ANOXZg(v) 1 __ Yo v)
8mn’t,, 1+1,/1(v) 1+1,/1(V)

¥(v) (10.24)

onde yo(v) € o ganho ndo saturado que ocorre para intensidades muito
pequenas (Ey = 0) e I(v) ¢ a intensidade de saturagdo, dada por

cng i’ 4nn’hy
wg(v) (/)W ev)

onde na ltima passagem usamos a eq. (10.20) para a eliminagdo de p’.
Desta equag@o vemos que a intensidade de saturagdo € menor proximo ao
centro da linha de absor¢do, o que torna maior o denominador da eq.
(10.24). Assim, o ganho segue aproximadamente a forma de linha
Lorentziana longe da freqiiéncia de ressonéncia (/((v) € pequeno), mas nas
vizinhangas do centro da linha ele diminui significativamente devido ao
decréscimo de Iy(v).

Ja no caso de um sistema atdmico com alargamento ndo
homogéneo, os atomos sdo distinguiveis, cada um tendo uma determinada
freqliéncia de transi¢do. Um exemplo tipico ¢ o caso do efeito Doppler,
que faz com que classes de atomos com velocidades diferentes tenham
freqliéncias diferentes. Vamos definir uma fung¢do p(v:) que representa a
probabilidade da freqiiéncia central de um atomo se localizar entre v: e
ve+ dv:. Para o caso de um gas, esta fun¢do serd a distribuicdo de
Maxwell-Boltzmann, que por defini¢do ¢ normalizada de acordo com:

(10.25)

Is (V) =

+o0 r e A . r .
j p(v.)dv, =1. Cada atomo com freqiiéncia v ¢ considerado como

possuindo alargamento homogéneo, tendo uma fungdo forma de linha

g(v) normalizada tal que: J%g‘:(v) dv =1. Podemos definir uma forma de

linha g(v) para a transi¢@o, supondo que g(v)dv representa a probabilidade
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que uma emissdo espontanea gere um foton com freqii€ncia v e v-+dv.
Com isso podemos escrever:

g(v)dv = [[: p(v.)gt(v)dv, |dv (10.26)

que nada mais ¢ do que a média ponderada das contribui¢des de todas as
classes de atomos cujas formas de linha possuam um valor ndo nulo na
freqliéncia v. Note que embora utilizemos a mesma denominagdo g(v)
para a forma de linha, aqui ndo se trata de uma Lorentziana, mas sim de
uma soma delas, com freqii€ncias variadas. No caso particular em que a
linha homogénea ¢ muito mais estreita que a linha ndo homogénea
caracterizada pela distribuigdo p(ve), g%(v) pode ser aproximada pela
funcdo 6(v-ve) e assim g(v) da eq. (10.26) se torna p(v).

Se a inversdo total ndo saturada ¢ AN, (4tomos/m’), a inversido
devida aos atomos no intervalo dv: é ANgp(ve)dv: e a contribui¢do
daquela classe sozinha ao ganho na freqiiéncia v € dada como:

_ AN Pvy) dv, 10.27
v:(v)= {[l/g‘t’(v)]+[7»2¢IV/4Tcn2hvﬂ (1027)

esp

onde a eq. (10.24) foi usada com ¢ = (t/t.sp). Como as contribuigdes das
varias classes sdo aditivas, segue-se que:
AN J-+oo p(v.)dv,

10.28
[1/g°(v)]+[2¢1, /4mnhv] (1028

V)=
2 87tn21:esp

Este ¢ o nosso resultado bésico. Para verificar a validade da eq.
(10.28), vamos considerar o caso em que /, € muito pequeno e assim 0s

efeitos de satura¢do podem ser desprezados. Usando as equagdes (10.28) e
(10.26) temos:

AN, A?
y(v)= >

PVIEE W) dvy = g(v) (10.29)

esp e mn Tesp

ANV I

8nn’t

que ¢ igual a eq. (10.24) no caso em que /, = 0, exceto que g(v) ndo é uma
funcdo Lorentziana, mas uma média ponderada delas. Isto mostra que na
auséncia de saturagdo as expressdes para o ganho de sistemas com
alargamentos homogéneo e ndo homogéneo sao idénticos.
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Nosso interesse principal nesta se¢do ¢ derivar o ganho saturado
para uma transi¢do atomica alargada ndo homogeneamente. Supondo que
os atomos de cada classe & sdo idénticos (e com alargamento homogéneo),
podemos usar a eq. (10.5) para a fung@o forma de linha para esta classe:

sy —_ (AV/2m) (10.30)
g (V—Vé)2+(AV/2)2

onde Av ¢é chamada de largura homogénea da linha ndo homogénea.
Atomos com freqiiéncia de transi¢do ve agrupadas dentro de uma faixa
Av sdo considerados indistinguiveis e chamados de pacotes homogéneos.
Usando as equagdes (10.28) e (10.30) temos:

2 d
v) = A Py, ) v, (1031)

- lén’n’t,, Jl‘““ (v—v. ) +(av/2) + [22¢1,Av/87*n>hv]

No caso em que o alargamento ndo homogéneo ¢ muito maior que
o homogéneo, p(v:) varia suavemente na regido onde o integrando tém seu
maximo e pode ser retirado para fora da integral, sobrando apenas uma
integral definida do tipo:

j*” L (10.31)

’°°X2+3.2 a

Com isso obtemos:

2
v) = ANek'p(v) ! _ M (1032)
8mn’t,, \/1+[}3¢Iv/21t2n2thv] VIHLA,

onde I, = 27rzn2thv/q)7»2 ¢ a intensidade de saturacdo da linha nao
homogénea. Uma comparagdo das equacdes (10.24) e (10.32) revela duas
diferengas essenciais entre o comportamento da saturacdo em sistemas
com alargamento homogéneo ¢ ndo homogéneo. Primeiro, o sistema nao
homogéneo satura mais lentamente devido a raiz quadrada presente no
denominador da eq. (10.32). Isso pode ser explicado pelo fato que mais
classes comegam a interagir com campo de radiacdo conforme sua

intensidade aumenta, de acordo com Av_, =Av4/1+4Q’T,t, de forma a

compensar parcialmente o decréscimo da inversdo na classe &. Se
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multiplicarmos a eq. (10.24) por Avg, o resultado ¢ um ganho cuja
dependéncia ¢ do tipo dada pela eq. (10.32).

Segundo, a intensidade de satura¢do no caso ndo homogéneo nao
depende da forma de linha, mas apenas de Av. Isto ¢, [, ndo depende de
g(v) conforme ocorre na intensidade de saturagdo para o caso homogéneo.

10.8 Espectroscopia de saturacao

Para apreciarmos melhor a diferenca entre o comportamento da
saturagdo em meios como alargamentos homogéneo ¢ nao homogéneo,
vamos considerar o caso em que um campo forte, de freqiéncia v, ¢
aplicado a um meio que pode absorver a luz. Simultaneamente, um feixe
de sonda bem fraco, de freqiiéncia V', é usado para medir o ganho y(Vv").
Nosso objetivo € determinar a forma da curva de ganho para as duas
situagoes.

Vamos considerar inicialmente o caso homogéneo. O ganho em
V' é dado pela eq. (10.18), que transcrevemos abaixo:

! 7\’2 ’
Y(v')=AN ————g(Vv") (10.34)
8nn T,
onde AN ¢ a inversdo de populagdo na presenca do campo forte em v,
dada pela eq. (10.6), que quando usada com a equagdo do ganho leva a:

, , 1+4n*(v-v,)’T,’
YOV) =7,(v) (v=vo) s (10.35)
1+4T52(V—V0)2T22 +%ngzr

onde E, é a amplitude do campo forte em v e yo( V') ¢ a fun¢do ganho ndo

saturado:
2

A
Yo(v)=AN; ————g(Vv') (10.36)
8ntnt

esp

e g(Vv') ¢, neste caso, a funcio Lorentziana. Assim, vemos que o ganho
tem a mesma dependéncia em freqiiéncia que o ganho ndo saturado, mas
sua magnitude é reduzida pelo fator dentro do paréntesis da eq. (10.35).
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No caso de um sistema alargado ndo homogeneamente, a situagao
¢ mais complicada. Quando V' estd nas vizinhangas de v (v'-v < Av), o
feixe sonda interage com moléculas que possuem a diferenca de
populagdo saturada pelo feixe de bombeio. Para esta freqii€ncia podemos
utilizar a eq. (10.30) para re-escrever a eq. (10.28) como:

v(v)=

AN oo (v-v,) +(Av/2)
Sl T o p(v) g (Vv
8rn’t,, + (v —v,) +(Av/2) +[29AvI, /8n*n’hv]

(10.37)

O integrando € proporcional a contribui¢do do ganho em v devido ao
pacote atomico centrado em v, e a fracdo representa o fator pelo qual
esta contribui¢do ¢ reduzida devido ao campo saturante em v. O ganho
sentido pelo feixe de prova fraco em V' ¢, portanto o ganho ndo saturado
multiplicado por esse fator de redugdo local, isto é:

"2 2
HV) =) OEVERAVID(1038)
(v—v") +(Av/2) +[7» dAVI, /8n°n hv]
Para as freqiiéncias V' afastadas de v, a diferenca de populagio nio estd
saturada pelo feixe forte e assim, o ganho sentido pelo feixe sonda sera
dado pela eq. (10.29). Em suma, y( V") é essencialmente idéntico ao ganho
ndo saturado, exceto para freqiiéncias v’ nas vizinhancas da freqiiéncia de
saturagdo v, onde ¢ diminuido num intervalo de freqiiéncias da ordem de:

Avg, = Avy1+1, /1 €0 ganho em V' é reduzido por um fator (/LY 1,

¢ a intensidade de saturagio definida por I, = 8n°n*hv/AvdA’. Essa regido
de ganho mais baixo € usualmente chamada de Lamb dip e o fendmeno ¢
utilizado para se obter a largura homogénea contida num perfil ndo
homogéneo.

A curva de ganho do sinal de prova estd esquematizada na Fig.
10.3 para as duas situagdes. Nela vemos que para o caso de alargamento
homogéneo a curva de ganho diminui em toda a sua largura espectral,
porém, no caso nao homogéneo o decréscimo (saturagdo) do ganho ocorre
apenas para algumas classes de velocidades. Isto faz com que a curva
passe a apresentar buracos no seu perfil toda vez que houver luz presente
naquela freqiiéncia.
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(@) (b)

Fig. 10.3 — Ganho de um feixe de prova firaco de fregiiéncia v’ na presenga de

um campo saturante forte na freqiiéncia v para os casos de
alargamentos (a) homogéneo e (b) ndo homogéneo

Bibliografia

10.1. A. Yariv, Quantum Electronics, 3* edigdo, John Wiley and Sons,
NY (1989).

Problemas

10.1. Mostre que %’ e ” satisfazem a relagdo de Kramers-Kronig:

y(@)=—Pv.[" L gy (10.392)
n Rl (V)

)
(@)=L PV, | @) oy (10.39b)
T - (o' - o)

no limite de saturagdo desprezivel (QQ = 0). P.V. significa o valor
principal de Cauchy.
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10.2 Determine o valor do coeficiente de absor¢do devido a uma transicao
em vo = 3x10™ Hz, onde N, =0¢e N, = 10" cm'3, a largura de linha
ndo homogénea Gaussiana ¢ 400 cm’ e Tesp = 10™* s. Definindo a
densidade optica como DO = -log;((1/Iy), qual sera seu valor em v,
para uma mostra com 1 cm de comprimento? A que temperatura a
taxa de transi¢des induzidas pela radiacdo de corpo negro se iguala
a taxa de emissdo espontanea?

10.3. Mostre que quando os feixes de bombeio e de prova de mesma
freqiiéncia propagam em direcdes opostas num experimento de
espectroscopia de saturacdo num gas sujeito ao efeito Doppler, eles
interagem simultaneamente apenas com os atomos (ou moléculas)
que possuem velocidades nulas na dire¢ao dos feixes.

10.4. Mostre que a intensidade de saturagdo para um atomo de dois niveis
¢ dada por Iy(v) = hv/(2c(v)1), onde o(v) € a se¢do de choque de
absorcao na freqiiéncia v.

10.5. Considere o efeito da dispersdo na velocidade de grupo de um pulso
optico, com freqiiéncia central igual a da ressonancia atémica (),
propagando num meio atomico: a) para um meio amplificador e b)
para um meio absorvente.

Expresse a velocidade de grupo como func¢do do ganho de pico para
uma linha Lorentziana. Ignore hole-burning e suponha que o
espectro do pulso € estreito comparado com Av. Lembre que:

%x"(ﬂ , y(v) = —ﬁx"(V) , Vg = do/dk’, com

k'(v)=k {1 +X'(‘;)} , onde k(v) = @n/c = 2nvn/c.
2n

x'(v)=

10.6. a) Explique (fisicamente) o significado dos termos de relaxacdo 7 e
T>.
b) Discuta o significado de y com base na expressdo

k.:k[HSoX(V)} onde k e & referem-se a matriz onde sdo
2¢

colocados os atomos de susceptibilidade y.
¢) Deduza os numeros de modos por unidade de freqiiéncia que
podem ser emitidos espontaneamente em torno da freqiiéncia v.
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d) Deduza uma expressdo relacionando o numero de fétons do
modo k (freqiiéncia v) com a intensidade 7, naquela freqiiéncia.

e) Deduza uma expressdo relacionando a intensidade /, com a
densidade de energia p(v) naquela freqiiéncia.

10.7. A primeira linha da série principal do sodio ¢ linha D em 5890 A,

que corresponde a uma transi¢do do primeiro estado excitado (3p)
para o estado fundamental (3s). a) Qual a energia em eV do
primeiro estado excitado? b) Que a fracdo de atomos estd no
primeiro estado excitado em uma lampada de vapor de sddio a uma
temperatura de 250 °C?  ¢) Qual é a razdo entre a emissido
estimulada, B,; p(v), € a emissdo espontanea, A, a uma temperatura
de 250 °C para a linha D do sédio?

10.8. a) Calcule a constante de ganho aproximada de um laser de rubi com

Ny = 10" ions de Cr’'/cm® em AL,O;. O comprimento de onda do
laser é 6934 A, o tempo de vida do estado excitado é de 3 ms e a
largura de linha é de 1 A. Suponha g; = g,, e que 50% dos fons Cr**
estdo no primeiro estado excitado e 40% estdo no estado
fundamental.

b) Calcule a densidade de inversdo N»-Ni(g./g;) para um laser de
He-Ne operando em 6328 A. A constante de ganho ¢ 0.04 cm™ no
centro da linha, e a largura Doppler ¢ de 1 GHz. O tempo de vida
do estado excitado ¢ de 107 s.
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Cavidades odpticas

11.1 Introducao

Como exposto no capitulo anterior, é necessaria a presenca de luz
para que ocorra a emissdo estimulada e conseqiientemente, a agao laser.
Do ponto de vista pratico, isto ¢ obtido por meio de uma cavidade
ressonante, que nada mais € que o interferdmetro de Fabry-Pérot, ja
estudado no Cap. 6. Além de possibilitar o crescimento da intensidade da
radiagdo eletromagnética, a cavidade também seleciona certas freqiiéncias
para as quais a agdo laser ocorre. Para se realizar o calculo de uma
cavidade Optica é necessario o uso dos conhecimentos sobre feixes
Gaussianos, que ja vimos no Cap. 3. Apenas para recordar, o campo
elétrico é dado por:

SR NS (RS SO R O P ke® 1.1
E(r,z)=E, w(2) exp{ Wz(z)} exp{ 1{kz n(z)+2R(Z)}} ( )

onde wy’> = 2zy/k nos da o valor da cintura do feixe (semi-didmetro em z =
0, n(z) = tg"(z/z0) e,

wz(z):z%{lJr(z/zO)z} = w2{1+(@z,)*] (11.2a)

R(z)=z{1 + (z,/2)" (11.2b)

Além disso, a propagacao do feixe gaussiano é descrita pela lei
ABCD, que nos permite encontrar como W(z) e R(z) variam conforme a
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onda se propaga. Definimos anteriormente o pardmetro ((z) de acordo
com:

qz) R(z) mw’(z)

de forma que, sabendo como ((z) varia com z, a parte real de 1/q(z) dara
1/R(z), enquanto que a parte imaginaria esta ligada a w(z). Neste caso, o
pardmetro g se transforma de acordo com a lei ABCD:

_Aq, +B

= 114
Cq,+D ( )

9>

onde (; e (, se referem a dois planos quaisquer perpendiculares ao eixo
optico (2), enquanto que A, B, C, e D sdo os elementos da matriz que
caracteriza a propagagdo geométrica de um raio de luz entre os planos 1 e
2, como vimos na se¢ao 3.7.

11.2 Algebra de cavidades dpticas

Neste capitulo vamos nos concentrar apenas em cavidades com
espelhos esféricos, como as mostradas na Fig. 11.1. Devemos notar que
um espelho plano ¢ um caso particular de superficie esférica onde o raio é
infinito. Dada uma cavidade simples consistindo de dois espelhos
esféricos, queremos encontrar o feixe Gaussiano que satisfaca as
condi¢des de contorno impostas pelos raios de curvatura dos espelhos.
Comecaremos por tratar o problema de forma inversa, ou seja, dando um
feixe Gaussiano e determinando onde se deve colocar os espelhos tal que
seus raios de curvatura coincidam com os da frente de onda. Nesta
situagdo, o feixe volta sobre si mesmo e refaz o caminho anterior sem
sofrer modificagdes em seu perfil transversal, resultando numa cavidade
dita estavel. Supondo que a superficie Ry esta a esquerda e R, a direita, e
usando a eq. (11.2b) temos:

R =z +22 (11.5a)
Z,
ZZ

R,=z,+2 (11.5b)
Zy
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de onde se obtém :

R? 472 (11.6a)

R} -4z; (11.6b)

que sdo as posi¢des em que os espelhos devem ser localizados. No caso
pratico, sabemos os raios de curvatura dos espelhos e a distancia entre

eles, definida como ¢ = z,-z;. Com estes dados, podemos encontrar o
valor de z, com o uso das equagdes (11.6):

72 = E(E+R1)(£_R2)(R2 _Rl _E)

: (R._R -20) (11.7)
2 1
0 que nos permite caracterizar completamente o feixe Gaussiano.
M M
M2 1 2
B e ---
L _JTZz==-=zZZ7
ﬁ Cl.' - -e CZ
¢
%
| plano-paralelo [
M, Mz M, M2
TTorsaa=zy T [T BEEE L
C, C G G
M, M, M, M,
CTTzma-ezIll I T
Cl C2 CI,Z
Confocal Concéntrico

1 M

M
\\\0 o« o--—‘:: --------
C C, G C

Fig. 11.1 — Cavidades dpticas formadas por dois espelhos esféricos.

K
&
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Uma vez determinado zy, ¢ consequentemente W, = (7\.20/7111)1/2, 0
proximo passo consiste em encontrar o semi-didmetro do feixe nas
posi¢des dos espelhos utilizando a eq. (11.2a). Para uma cavidade
simétrica, onde R, =-R; =R, isto pode ser feito com facilidade. Notamos
daeq. (11.7) que:

, (QR-1)
z, :T

SRR G

que quando substituido na eq. (11.2a) com z== /¢/2 (cavidade simétrica)

resulta em:
1
N
Wi, = 2R (11.10)
2mn \ /(R —0/2)

1
No caso em que R>> 0 (z0>> (), w ~w, =~ L(@j“ e o feixe esta
’ mn \ 2

praticamente colimado dentro da cavidade. Por outro lado, w;, serad
minimo para R = / e nesta situagdo temos uma cavidade simétrica
confocal, uma vez que f = R/2 = //2, onde a cintura do feixe e os semi-
diametros nos espelho sdo dados por:

A
_ | (11.11)
(WO)conf 2mn

(11.8)

€ portanto:

(W12 ) =\/ﬁ=ﬁ(wo)mf (11.12)
m
que quando substituido na eq. (11.10) resulta em:
1
Yz :[ ! j“ (11.13)
(W1,2 )wnf (U/R)(2 - 1/R)

Este resultado esta graficado na Fig. 11.2 como fungdo de //R.
Notamos que quando a distancia entre os espelhos se aproxima de 2R, ou
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quando R— o0, 0 semi-diametro no espelho diverge. Nesta situagao temos
uma cavidade que ¢ dita instavel uma vez que a energia confinada dentro
dela comeca a transbordar pela lateral do espelho.

2,0
154
10+

I'IR

ml,zl(ml,z)conf

NG 5 g g

Fig. 11.2 — Semi-diametro nos espelhos de uma cavidade esférica simétrica.

O problema da estabilidade da cavidade pode ser tratado de uma
forma mais geral usando o método auto-consistente. Ao dar uma volta
completa na cavidade, ¢ de se esperar que tanto o raio de curvatura como
o semi-didmetro do feixe se reproduza. Nestas condi¢des, a lei ABCD
pode ser descrita como:

_Aq+B (11.14)
Cq+D

onde A, B, C e D s3o as matrizes dos elementos que formam a cavidade
optica. Resolvendo a eq. (11.14) obtemos:

l:(D—A)J_m/(D—A)2+4BC (11.15)

q 2B

Como as matrizes que descrevem o sistema Optico sdo unitarias,
AD-BC =1, eaeq. (11.15) pode ser re-escrita como:
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1_(D+A)z
1_®-4),, 2 ) 1 (11.16)
q 2B B R mw’n

onde na Ultima passagem usamos a eq. (11.3). Assim, dependendo do
sinal de B, apenas + ou — deve ser considerado na raiz, de forma a
obtermos:

R__2B (11.17a)
(D-A)
w2 B[ (11.17b)
(1)
mn [ _(D;Aj }

A andlise desta equacdo mostra que sO teremos solugdo real
quando:

D+Al_, (11.18)

2

Esta ¢ a condi¢do de confinamento (estabilidade) para uma
cavidade genérica. No caso particular em que temos uma cavidade com
dois espelhos de raios R; e Ry, e usando que f; = Ry/2, encontramos a
matriz do sistema como:

2
1=202/R, +1/R, )+ 2(1-1/R,)
M = RR, (11.19)
~2/1/R,+1/R, + 2t (1-2¢/R,)
RIRZ
de onde tiramos que:
207

<1 (11.20)

‘D+A‘ —1-20(1/R, +1/R,)+

=2

Com um pouco de manipulacao algébrica chegamos a condicao de
confinamento para a cavidade esférica simétrica:
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Os(l—z/Rl)(l—/z/R2)31 (11.21)

Esta desigualdade pode ser colocada na forma grafica indicada na
Fig. 11.3. Dela vemos que as cavidades plano-paralelas e concéntrica sdao
instaveis, enquanto que a confocal € estavel.

simétrico

confocal
-4 -3, -z -1.
estavel

-4,

Fig. 11.3 — Diagrama de confinamento de cavidades Opticas esféricas.

11.3 Frequéncias de ressonancia

Como vimos na se¢do anterior, para que haja confinamento, ¢
consequentemente estabilidade, é necessario que o feixe se reproduza
geometricamente (raio de curvatura e semi-didmetro) ao dar uma volta
completa na cavidade. Por outro lado, para que a cavidade seja ressonante,
a fase do campo eletromagnético deve ganhar uma diferenca de fase
multipla de 2w de forma a haver interferéncia construtiva conforme o feixe
da a volta completa na cavidade. Para calcularmos as freqiiéncias de
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ressonancia que sdo decorrentes deste acréscimo de fase, vamos
considerar o feixe Gaussiano numa ordem qualquer, isto €, ndo apenas o
feixe TEMgy, que vimos no inicio do capitulo. Sem fazer nenhuma
demonstracao detalhada, vamos usar resultados ja conhecidos da literatura
e escrever o campo eletromagnético como:

E,.(xy,2)=E, il Hm(\/E X an(\/E 4 Jexp{— ijyz}x
’ w(z) w(z) w(z) w(z) (11.22)

onde H; s@o os polindmios de Hermite de ordem j. Se o feixe ganha uma
diferenga de fase multipla de 2 ao dar a volta completa na cavidade, a
diferenga de fase sera multipla de « se ele realiza apenas meia volta, ou
seja, Omn(z2) — Omn(z1) = qm, onde g ¢ um inteiro qualquer e 6,,,(z) = kz-
(m+n+1) tg'(z/zy). Como estamos apenas pegando o resultado da volta
completa e dividindo por 2, os raios de curvatura nao aparecem.
Chamando ¢ = z,-z; obtemos:

kqf- (m+n+1) [t (z2/20) -tg " (z1/20)] = qm (11.23)

Logo, a separagdo entre dois modos adjacentes ¢ dada por kgii- kq = /2,
ou usando k = 2nvny/c, onde ny € o indice de refragdo, Av = vgii- vq =
c/2nyf. Esta diferenga de freqii€ncias corresponde ao inverso do tempo de
transito do feixe na cavidade e o modo g é chamado de longitudinal. Os
modos transversais também sdo separados em freqiiéncia e isto pode ser
visto tomando-se dois conjuntos de valores para m e n de forma que:

k¢ - (m+n+1); [tg”(z2/20) -tg ™ (21/20)] = qm (11.24a)
kot - (m+n+1), [t (zo/20) -tg” (z1/20)] = qn (11.24b)
e por subtracio:

(ki-k2)¢ = [(m+n+1); - (mtnt1),] [tg™ (z2/20) -tg " (21/20)] (11.25)
Usando que (k;-k;) = (- w,)ng/c = 2nAvny/c temos:

Avi=_ S Am+n) [tg(22/20) -tg " (21/20)] (11.26)

2mn, ¢
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11.4 Perdas em cavidades 6pticas

Uma cavidade optica é um dispositivo que permite o
confinamento ¢ aumento da radiacdo eletromagnética para que seja
possivel a emissao estimulada. Entretanto, existe uma série de fatores que
impedem que a energia armazenada aumente indefinidamente. Os
mecanismos de perda mais comum em cavidades Oticas sdo basicamente
trés:

1. Reflexdes imperfeitas. A transmissao finita dos espelhos ¢ necessaria
para que se retire da cavidade a energia produzida pela acdo laser.
Além disso, nenhum espelho ¢ ideal e mesmo quando eles sdo feitos
para dar a maior refletividade possivel, alguma absor¢do residual e
espalhamento reduzem a refletividade para um valor pouco menor que
100%.

2. Absorcao e espalhamento no meio ativo. As transi¢cdes de algum dos
niveis atdmicos populados durante o processo de bombeamento para
niveis excitados mais altos constituem um mecanismo de perda que
ocorre no meio ativo. O espalhamento por impurezas e imperfeicdes €
bastante grave em meios ativos do tipo estado solido.

3. Perdas por difragdo. Para modos que se afastam consideravelmente do
eixo Optico, a dimensdo finita dos refletores faz com que alguma
energia ndo seja interceptada por eles sendo, portanto, perdida. Para
um dado conjunto de espelhos, esta perda sera maior para os modos
transversais de ordens mais altas porque neste caso a energia estd mais
concentrada fora do eixo Optico. Esse fato ¢ utilizado para evitar a
oscilagdo de modos de ordens altas. Introduzindo-se uma abertura
dentro da cavidade optica, cujo diametro ¢ suficiente para permitir a
passagem da maior parte do modo fundamental, aumenta as perdas dos
modos de ordens mais altas.

Historicamente, existem varias formas de se quantificar a perda da
cavidade otica. Uma das maneiras é através do tempo de vida, t., do
decaimento da energia de um modo da cavidade, definido através da
equacao:

de__& (11.27)
dt t

c
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onde ¢ ¢ a energia armazenada no modo. Uma outra maneira ¢ através da
perda por passagem, L, definida de acordo com:
de  cL

= (11.28)
dt n/

onde ¢/ ¢ o comprimento da cavidade e cL/n/ ¢ a fracdo de perda por
unidade de tempo. Por comparacao temos:

_n/

_—

No caso de uma cavidade com espelhos de refletividades R, e R,

e um coeficiente de absorcdo médio ¢, a perda média por passagem ¢

L=al/-InyR R, , tal que:

(11.29)

¢ né (11.30)

n 4
te = c(al~InyR,R,) col+(1-+RR,)]

onde na ultima passagem usamos a hipdtese que R, e R, sdo proximos de
1. O fator de qualidade, Q, de uma cavidade ressonante ¢ definido como:

we 0e
Q:—:

- 11.31
P de/dt ( )

onde ¢ ¢ a energia armazenada e P = -de/dt € a poténcia dissipada. Pela
comparacdo das equagdes (11.27) e (11.31), obtemos Q = wt.. O fator de
qualidade ¢ quem determina a largura da curva de resposta Lorentziana da

cavidade como Av,, = v/Q = 1/2xt., de forma que, de acordo com a eq.
(11.30),

Ay _Cal-InyRR,) (11.32)

V1/2 -
2nn/
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Problemas

11.1. a) Faga o diagrama 0 < (1-//R,) (1-¢/R;) < 1, indicando as regides de
estabilidade; b) localize neste diagrama as cavidades mostradas
abaixo e c) liste as que sdo estaveis.

Nl

- Fl ,’4 ?" g / __—’/
Cz—"’ /? ‘CZ —”/ % Cl ,‘:::%——’% 2 "ﬁ/’:::z‘:“~_‘,_%
= % 4 %
o1 | B S 7 e 7 -7
A7 8, G jJcJ LI
2 & b ,-/// & / % ﬁ’
3 : étrico
’4 ",% P ——%/ s;me o
éﬂt—i"‘i—:— 2 ;P\‘ G % Ci._- ’%é f~
» -~ 7 7 ~e- 7 e R
Y B T J )6
’ E 7 g 4 7G%
.
%%
o-§~ ¥
C, jH;
v

~

11.2 Deseja-se construir um laser de centro F (A = 3.14 um) tal que a
divergéncia do feixe seja 2 mrad e o diametro no espelho de saida
seja 2 mm. Suponha que este espelho ndo altere as caracteristicas do
feixe gaussiano (R e W) na transmissao.

a) Especifique uma dada geometria, dando os valores de Ry, R; e /,

para uma cavidade com dois espelhos que produza as caracteristicas
desejadas.

b) Localize esta cavidade no diagrama de estabilidade.
c¢) Determine os valores de zy, W, € a posigdo do foco.

11.3. Deseja-se construir um laser de CO, (A =10 um) com R; =, R, =6
me/l=15m.
a) Determine zy, Wy € W; (no espelho Ry).
b) Para se retirar a radiacdo da cavidade ¢ feito um pequeno furo (¢

= 1 mm) no espelho plano. Supondo que o furo nio perturba o
modo Gaussiano fundamental, calcule a transmissdo.
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11.4. O tamanho do spot nos espelhos de um laser de He-Ne ¢ w = 0.5
mm, a cavidade ¢ do tipo confocal € o comprimento de onda é 6328
A.
a) Qual é o comprimento da cavidade do laser?
b} Qual o tamanho da mancha focal para a transicdo de 3.39 um na
mesma cavidade?
¢) Qual ¢ a separacdo em freqiiéncia entre os modos do laser?
d) Se o tempo da cavidade € de 1 ns, qual serd a largura de linha da
emissdo?
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Acdo laser

12.1 Condicao de limiar

Como vimos no Cap. 10, ¢ possivel amplificar a radiagdo
eletromagnética quando ela se propaga através de um meio onde os niveis
excitados possuem uma populacdo maior do que a do nivel fundamental.
Esta inversdao de populagdo pode ser conseguida ao se fornecer energia
para o meio ativo através de algum agente externo (bombeamento), de tal
forma que ele passa a apresentar ganho. Entretanto, este € um processo
que exibe o fendmeno de saturagdo, ou seja, ao ser amplificado o campo
eletromagnético aumenta de intensidade e, consequentemente, devido a
emissdo estimulada, ele produz a despopulacdo do nivel excitado,
acarretando no decréscimo da inversdo de populagdo. Isto faz com que o
sistema atinja o estado estacionario onde a amplificagdo sofrida pelo feixe
¢ suficiente apenas para compensar as perdas que ele sofre, que vimos no
final do capitulo anterior. Desta forma, ao dar uma volta completa na
cavidade Optica, sera necessario que o feixe além de se reproduzir
geometricamente (estabilidade da cavidade), também se reproduza com
relacdo a amplitude e fase. Matematicamente, isto equivale a dizer que
apo6s uma volta completa:

Eﬁnal _ i2k'0 _ i2n'(WMkl _[y(v)-all _
T e =rr,e e =1 (12.1)

inicial

onde r; e I, sdo os coeficientes de reflexdo dos espelhos, {Vv) representa o

ganho do meio ativo de comprimento / ¢ « leva em conta todas as outras
perdas da cavidade, incluindo a absor¢do e espalhamento do meio ativo.
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Analisando apenas a amplitude do campo elétrico, dada pela eq. (12.1),
temos r,r,e!"™"*" =1, ou alternativamente,

Y(v)=a —%ln(rlg) (12.2)

que equivale a dizer que o ganho apenas compensa as perdas. Levando em
conta a eq. (10.18) e supondo que a freqiiéncia do campo eletromagnético
estd no centro da linha, obtemos a inversdo de populagdo que satisfaz esta
equacao como:

8nn’v’t
AN, = (Nz —&NI] = —esr’(a —%ln(rlr2 ))
t

2
2 gzl c'g(vy) (12.3)
8 A
- w& _%ln(% )j
C

onde tomamos g(vy) = 1/Av. Esta ¢ a inversdo de populagdo de limiar
(threshold). E importante salientar que AN estara sempre travado neste
valor, de acordo com o seguinte argumento: se ele for menor, o ganho
gerado pela emissdao estimulada ndo sera suficiente para compensar as
perdas e o campo dentro da cavidade diminui até se extinguir. Por outro
lado, se ele for maior, o campo eletromagnético tendera a aumentar, e
como conseqiiéncia da emissdo estimulada, ele reduzira a populagdo do
estado excitado, acarretando no decréscimo da inversao de populagdo. Em
termos do tempo da cavidade, dado pela eq. (11.30), temos a inversdo de
populagdo de limiar dada por:

3,,2
_8mnvitAv

AN, = 3 (12.4)
t.c

t

12.2 Frequéncias de oscilacao

Assim como fizemos na se¢do 11.3, vamos considerar a fase de
um feixe Gaussiano que da meia volta na cavidade para calcular as
freqiiéncias de oscilagdo. Considerando apenas o modo TEMy, e supondo
que as reflexdes nos espelhos introduzem fases 0., e 0,,,, podemos re-
escrever a eq. (11.23) como:
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kyl- [tg (22/20) g (21/20)] H( O t0m2)2 =qr  (12.5)

onde o fator 2 vem da consideragdo de meia volta, como ja fizemos na
secdao 11.3. Entretanto, diferentemente daquela analise, a cavidade agora
estd preenchida com o meio ativo e neste caso o indice de refragdo, e
consequentemente o vetor de propagacdo K, sera alterado pela ressonancia.
Neste caso temos:

g’ (1+ Z(V)j [tg‘l(zz/zo) -tg'l(zl/zo)] +(0,,+6,,)2=qn (12.6)
c n

Se considerarmos uma cavidade vazia (%" = 0) obtemos:

qc (O +0,2)
Ve=s 2 f[tg (2,/z,) tg(z,/2,) - # (12.7)

que quando substituido na eq. (12.6) resulta em:

v(1+xl(\;)J:vq (12.8)

2n

de onde vemos que a freqiiéncia ¢ modificada pela presenca da
ressondncia atomica. Esta é uma equacdo transcendental e para simplificar
sua solucdo vamos utilizar as equacdes (10.4) para escrever:

(V) = (A Y) iy = 200 =) (12.9)

kAv

onde na tltima passagem utilizamos y(v) = ky”(v)/n>. Substituindo na eq.
(12.8) e considerando que o ganho se estabiliza no valor de limiar,
teremos:

V(1+(V0_V)Y1(V)jzv (12.10)
kAv d
e considerando que v serd muito proximo de v,
c 1
Vzvq_(Vq_V0)2TanV(a_fln(rlr2)) (12.11)
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onde a eq. (12.2) para y,(v) foi utilizada. Alternativamente, podemos usar
a definicdo de largura de linha da resposta da cavidade, eq. (11.32), e
escrever:

vzvq—(vq—vo)% (12.12)
Av
Se a freqiiéncia atdmica 1 ndo coincidir com alguma freqiiéncia de
ressonancia da cavidade passiva, a freqiiéncia com que a acgdo laser
ocorrera sera afastada de 1, na direcdo dew. A este efeito se d4 o nome de
puxamento de freqiiéncia. Entretanto para Avy, << Av, o laser oscilara
proximo de v;.

12.3 Poténcia de saida do laser

Agora que ja sabemos qual a minima inversdo de populagdo para
que ocorra a emissdo laser podemos calcular a poténcia de saida que se
obtém para um determinado bombeamento externo. Inicialmente devemos
dizer que a transi¢do atomica deve possuir mais do que dois niveis, uma
vez que neste caso ¢ inviavel se obter a inversdo de populagdo em regime
continuo. Desta forma vamos considerar o modelo mais utilizado que
consiste num sistema de quatro niveis, como mostra a Fig. 12.1a.
Entretanto como a relaxacdo do nivel 3 para o nivel 2 é muito rapida,
podemos considerar o modelo simplificado mostrado na Fig. 12.1b.

3 2
A A
\ )
B, | —, !
B A
2 B,
4
B, / 0 0
estado fundamental estado fundamental
@ (b)

Fig. 12.1 — Sistemas de (a) 4 e (b) 3 niveis.
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A transi¢do laser ocorre entre os niveis 2 e 1, sendo as taxas de
bombeamento externo para eles dadas por B; ¢ B,. O tempo de vida do
nivel 2, t,, ¢ determinado pela emissdo espontanea, 7., por transi¢des nao
radiativas entre 2 e 1, e transicdes ndo radiativas para outros niveis que
produzem sua de-populagdo, enquanto que a populacdo do nivel 1 decai
principalmente por transi¢des nao radiativas. A densidade de atomos nos
niveis 1 e 2 sdo respectivamente N; e N,, ¢ sua degenerescéncia dada por
01 e 0. Considerando que as transigoes induzidas pelo campo
eletromagnético no caso de alargamento homogéneo sdo dadas por:

2
W, =W,v)=_ 8V (12.13a)
8mn“hvt,
W, =%Wi(v) (12.13b)
1

podemos escrever a equacdo de taxas que descreve as populagdes dos
niveis 1 ¢ 2 como:

dN, N, g,

— "2 _ _52 g 12.14a

i =B : (Nz . N, [W.(v) ( )
dt t, g ' ty

No equilibrio (regime estaciondrio) podemos tomar as populagdes como
sendo constantes (dAN/dt = 0), de forma que as equagoes (12.14) levam a:

N, =t,(B, —ANW,(v)) (12.15a)

LERNY =§2tl{B1 +ANWi(v)[1—tt2}+B2 :2} (12.15b)

g 1 21 21

onde AN = (Nz — glej . Subtraindo as equagdes (12.15a) e (12.15b)
g
encontramos a diferenca entre as populagdes dos niveis 1 e 2 como:
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B,t, —(B, +6B,) tl(gz/gl)

AN =
1+ [tz +(1 _8)t1g2 /gl]Wi(v)

(12.16)

onde & = ty/t;;. Na auséncia de campo (W; = 0) a inversdo de populacao
ndo saturada ¢ dada por:

(AN), =(N2 —?Nlj =B,t, —(B, +6B2)t1% (12.17)
0

1 1

que depende de parametros externos ao sistema atdmico. A inversdo de
populagdo pode ser escrita como:

NP
L+0t,, Wi (v)
onde ¢=3[1+(1-58)(t,g,/t,g,)] depende apenas de pardmetros do

(12.18)

sistema atomico. Na pratica, os lasers conhecidos apresentam t;g, << t,g,
de forma que ¢ = & = ty/t;;. Com isso obtemos:
AN,

N=——0 (12.19)
1+t,W,(v)

De acordo com a eq. (10.18), o ganho ¢é proporcional a AN e assim
podemos escrever:

__ %M 12.20
v 1+t,W,(v) (12:20)

onde o ganho ndo saturado de uma linha homogénea ¢é:

ANV
Yo =—t"o(v) (12.21)
8nn’t,,

Como o ganho do meio ativo fica travado no ganho de limiar, podemos
calcular a taxa de transi¢des induzidas necessaria para que isto ocorra. Das
equagoes (12.2) e (12.20) temos

1 Yo
e gt 1+, W, (v)

com a qual podemos calcular a taxa de transi¢des induzidas como:
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W,(v) = :[W _ 1] (12.23)

of —In(rr,)

Conhecendo a taxa de transi¢des induzidas, podemos usar a mesma
analise da se¢do 10.5 para encontrar a poténcia gerada dentro da cavidade
optica. Partindo da eq. (10.15) escrevemos: P, =AN W, (v) hv V_, onde

Vm € o volume do modo predominante na cavidade. Substituindo os
valores de Wj(v) e AN dados respectivamente pelas equacdes (12.23) e
(12.3) encontramos:

_ 8nn’he(t,,/ tz)( v,
Ng(v) ¢

onde supusemos novamente que a freqii€ncia do campo eletromagnético
estd no centro da linha homogénea. Definindo o fator de perda interna por
passagem como L; = a/, o ganho ndo saturado por passagem como gy =
Yof, a area média do modo como sendo A =V, //, e supondo que os
espelhos tem refletividades proximas de 1, tal que -In(rir;) = 1- \/R.R, =
1 — R =T, chegamos ao resultado final:

2
P =38ﬁ;hcA(Li +T)( 8o —1) (12.25)
7\‘ g(VO)(tZ/Tcsp) (L1 +T)

Esta ¢ a poténcia que esta sendo gerada dentro da cavidade. Entretanto, o
que nos interessa ¢ a poténcia util que se pode tirar do laser. Levando em
conta que parte da poténcia gerada é perdida devido a absorgdo por
passagem e que a outra parte sai pelo espelho, temos que a poténcia util é
dada pela fragdo Py = Pe.y [T/(T+L;)], obtemos a expressao:

2
Py = o € A[ - —1JT (12.26)
NVe(volt,/r,) (L, +T)

Um fator que se pode variar na constru¢do de um laser ¢ a
transmissdo do espelho de saida, também conhecido como acoplador de
saida (output coupler). Isto possibilita que modifique a quantidade de
energia que ¢ extraida do laser, como mostrado na Fig. 12.2. Pela
existéncia de um maximo nesta figura podemos concluir que existe uma

Ci

j(az ~In(rr, ))(Y—OE - 1} (12.24)

al—In(rr,)
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transmissdo Otima que permite a maior retirada de energia de dentro do
laser. Para encontrar este valor tomamos a derivada de Py e igualamos a
zero, 0 que nos leva a:

T, =-L, +4g,L; (12.27)

que substituida na eq. (12.26) resulta em:

Snhe A(fe VL =2a(e VL 0229

P =—"""""
* 7\‘Sg(v(])(tZ/’ccsp)

onde | ¢ a intensidade de saturagdo da linha homogénea dada pela eq.
(10.25).

Poténcia util (un. arbtrarias)
N
1

0 T Y T T
0 5 10

Transmissao (%)

Fig. 12.2 — Poténcia util em funcdo da transmisséo para diferentes ganhos néo
saturados.

12.4 Consideracdes finais

Apos o desenvolvimento da teoria de funcionamento do laser que
realizamos até agora, podemos nos deter para analisar quais sdo os
pardmetros importantes para a sua construgdo. Inicialmente devemos
caracterizar o meio ativo com relacdo a sua curva de absorcdo e de
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fluorescéncia. A medida das se¢des de choque de absorgcdo e
fluorescéncia, bem como dos tempos de decaimento, permitem estabelecer

S¢€

0 meio apresentara inversdo de populacdo de limiar. Em seguida,

devemos escolher uma geometria adequada para a cavidade. Além da
estabilidade, outros fatores devem ser levados em conta, tais como:

a)

b)

2)

Poténcia de saida - como vimos, a poténcia de saida é proporcional ao
volume do modo. Assim, modos de maior volume produzem maior
poténcia de saida desde que o meio seja suficientemente grande para
conter tal modo. Para se ter o maior volume possivel usa-se uma
configuracdo que permite modos de ordens mais altas.

Tamanho do meio — certos cristais usados como meio ativo s6 podem
ser crescidos em tamanhos reduzidos. Neste caso, a cintura do feixe
deve ser pequena para caber dentro do meio ativo.

Ganho do meio — existem meios cujo ganho () é muito baixo. Para se
atingir a condig@o de limiar deve-se aumentar o comprimento para que
a condicdo de limiar gy > L; +T seja satisfeita.

Meios de alto limiar - a inversdo de populagdo € proporcional a taxa de
bombeamento. Em meios com alto limiar deve-se focalizar o feixe de
bombeamento para se obter uma inversao de populagdo adequada.

Divergéncia do feixe de saida — muitas vezes queremos ter um feixe
com baixa divergéncia e isto definird qual ¢ a cintura do feixe que se
pode ter.

Estabilidade da cavidade - uma vez definida as caracteristicas da
cavidade com relagdo ao tipo de meio ativo e ao angulo de divergéncia,
seleciona-se os espelhos adequados e para isso vemos se satisfazem as
condigOes de estabilidade.

Poténcia 6tima — finalmente, para se ter a maior poténcia de saida ¢
necessario escolher o espelho com a transmissdo adequada. Isto em
geral ¢ feito de uma forma experimental, construindo-se varios
espelhos de refletividades diferentes e levantando uma curva como a
da Fig. 12.2.
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Problemas

12.1. Considere um laser de Ar" oscilando em 514.5 nm numa cavidade

optica que possui comprimento £ = 100 cm e ¢ totalmente
preenchida pelo meio ativo. A perda por passagem (L = of-

In{/R R, ) € 10%. A se¢do de choque da emissdo estimulada é o, =

2.5 10" cm? (y = AN 6.) e o tempo de vida do estado excitado é t,
=5 ns. Supondo que o tempo de vida do estado inferior da transi¢ao
laser € muito curto (t; << t;), calcule:

(a) a inversao de limiar, AN,.

(b) a taxa de bombeamento de limiar, B,.

(c) a taxa de transigoes induzidas, W;, quando a taxa de
bombeamento € o dobro da de limiar.

(d) o ganho nio saturado por passagem (g = yol).

(e) Sabendo que V,, ~ 20 cm’, encontre a poténcia na cavidade.

12.2. Considere um laser de rubi operando em 693.4 nm com largura de

12.3.

linhade 1 A. O tempo da emissdo espontinea € T, =3 ms e n =
1.5. A cavidade optica possui comprimento £ = 50 cm e espelhos
com refletividades R; = 1 ¢ R, = 0.98. Desprezando a absorgdo (o =
0), calcule:

(a) a inversdo de limiar, AN,.

(b) o puxamento de freqiiéncia no caso em que vy — vo = 1 GHz.

(c) supondo que t; = Tegp, Yo = 5 m' e A =5 cm’, calcule a poténcia
util.

Um laser de He-Ne opera em 632.8 nm com largura de linha de 1
GHz. A cavidade 6ptica possui comprimento £ = 30 cm e espelhos
com refletividades de 0.99. Desprezando a absor¢ao (a0 = 0),
encontre 0 puxamento de freqiiéncia no caso em que vq — Vo =
100 MHz.
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12.4. Um laser de Nd™:YAG operando em 1064 nm, com largura de linha

12.5.

de 6 cm™, é constituido por uma cavidade optica de comprimento £
= 50 cm e um meio ativo com 10 cm de comprimento, possuindo
um coeficiente de absorgio de 0.4 cm™. Os espelhos possuem
refletividades R; =1 ¢ R, = 0.98. O tempo da emissdo espontanea &
Tesp = 9.5 10* s en = 1.5. Calcule:

(a) o coeficiente de perda por passagem,

(b) a inversao de limiar, AN..

Mostre que o efeito do puxamento de freqiiéncia € reduzir a

20 2nAv
Calcule a redugo para o caso Av=1 GHz,g=4cm"' e £=1m.

separacdo dos modos da cavidade de c/2{ para C(l_ re ) .

12.6. Num laser de He-Ne com poténcia de saida de 1| mW e Av;, = 10

MHz (largura do modo da cavidade) ocorre o fendmeno de
puxamento de freqiiéncia. Calcule o valor da relacdo Av/v onde v ¢é
a freqii€ncia de oscilagdo e Av a largura do espectro de saida.
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Regimes de operagado
de um laser

13.1 Introducao

Vimos no Cap. 11 que uma cavidade Optica passiva, portanto sem
0 meio ativo, possui freqiiéncias de ressonancia dadas pela eq. (11.23) ou
(12.7). Também vimos, no Cap. 10, que um meio ativo possui um
coeficiente de ganho cuja distribuicdo espectral depende do tipo de
alargamento, homogéneo ou nao homogéneo. No primeiro caso, teremos
uma linha com perfil Lorentziano, enquanto que no segundo, a linha
possuira um perfil Gaussiano. Finalmente, os dois conceitos foram
unificados no Cap. 12, onde encontramos as freqiiéncias de ressonancia e
a poténcia de saida de um oscilador laser. Agora, queremos entender um
pouco melhor a distribuigdo espectral da luz emitida pelo laser e como ela
influencia seu regime temporal.

Para uma visualizagdo do que acontece com a freqii€ncia de saida
do laser, vamos nos basear na Fig. 13.1, onde uma linha com alargamento
ndo homogéneo ¢ considerada. Em (a) sdo vistos os modos da cavidade
passiva, que sdo separados por Av = c/2L, no caso de considerarmos
modos longitudinais de uma cavidade com dois espelhos planos. Em (b)
temos o perfil espectral da curva de ganho (linha cheia) e também a curva
de perda (linha pontilhada), que consideraremos independente da
freqiiéncia. A agdo laser ocorre apenas nas freqiiéncias de ressonancia da
cavidade, uma vez que sO assim teremos radiacdo eletromagnética
suficientemente intensa para produzir a emissao estimulada. Além disso, o
ganho ndo saturado deve ser maior do que a perda, mas quando a emissdo
estimulada comeca a ocorrer, o ganho satura e iguala a perda, como
mostra a Fig. 13.1(c). Note que estamos considerando uma linha com
alargamento ndo homogéneo. Como resultado, vemos que as freqiiéncias
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presentes no espectro de saida do laser sdo aquelas mostradas na Fig.
13.1(d), onde a amplitude de cada uma corresponde a diferenca entre o
ganho ndo saturado e a perda. Esta figura indica claramente a presenca de
um conjunto de freqiiéncias igualmente espagadas de Av= c¢/2L no
espectro de saida do laser. Se estivermos considerando também os modos
transversais, teremos ainda varias outras freqiiéncias presentes neste
espectro, mas esta situagdo nao sera considerada nesta secéo.

(a)

(d)

Fig. 13.1 — (@) Modos de uma cavidade passiva, (b) curva de ganho néo saturado

(linha cheia) e curva de perda (linha tracejada), (c) curva de ganho
saturado e (d) espectro de saida do laser.
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13.2 Regimes multimodos e monomodo

O regime de operagdo mais comum ¢ o multimodos, que se v€ na
Fig. 13.1(d). Este regime ocorre principalmente para lasers operando no
regime cw. Neste caso, o campo elétrico para uma das componentes de
freqiiéncia da radiagdo que sai do laser ¢ dado por:

E (t) = E(v,) e?™t 0l (13.1)

onde v,=v,+nAv, com # inteiro, sdo as freqiiéncias da cavidade. Devido
ao fato de existirem varias componentes de freqiiéncia, podemos usar o
principio da superposi¢do para encontrar o campo elétrico total:

+90 +00
E(t) = ZEn(t) = g™t ZE(VH) gl2mavtt (] (13.2)

Como as fases ¢,(t) sdo em geral independentes entre si, ndo
teremos interferéncia entre diferentes componentes de freqiiéncia quando
calculamos a intensidade da luz que sai do laser. Desta forma, a
intensidade sera dada simplesmente por:

Ta|E@)| = §|E(vn)| a il(vn) (13.3)

Em outras palavras, a intensidade total serd a soma das intensidades de
cada modo do laser. Este resultado é valido para um grande numero de
lasers que operam no regime continuo, como por exemplo, os lasers de
He-Ne, argbnio, criptonio e outros. Assim, o laser multimodos possui
varias componentes espectrais, podendo ter baixa pureza espectral se o
numero de modos for grande. Isto pode ndo ser conveniente para varias
aplicacdes onde se deseja uma freqiiéncia bem definida. Para contornar
este problema devemos eliminar todos os modos longitudinais, exceto um.
Isto pode ser feito adicionando-se a cavidade Optica elementos que
produzem perdas dependentes da freqiiéncia. O elemento Optico especifico
a ser adicionado a cavidade depende da largura espectral da curva de
ganho e do numero de modos longitudinais existentes. Se o espectro da
luz emitida contiver poucos modos, tipicamente um niimero menor que
100, basta apenas a adi¢do de um étalon Fabry-Pérot espesso. Como os
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intervalos espectrais livres da cavidade e do éfalon sdo diferentes,
podemos fazer que apenas um dos modos coincida, como mostra a Fig.
13.2. A transmitancia total serd o produto das transmitancias da cavidade e
do étalon. Os pequenos picos que aparecem nao serdo amplificados;
apenas 0 maior sera, pois sua perda por transmissdo ¢ nula. Por outro lado,
se existirem muitos modos, torna-se necessaria a introdugdo de outros
elementos intracavidade, como por exemplo, um étalon fino e um filtro
birrefringente de placas inclinadas.

(a)

M
| ()
A S W
Fig. 13.2 — (a) Modos de uma cavidade passiva, (b) curva de transmissdo do
étalon grosso e (c) curva de transmissdo total.

13.3 Regime de modos travados

Um regime muito importante para a opera¢do de um laser ¢ o
regime de modos travados (mode-locking), também conhecido como
regime de fases travadas. Este tipo de operacdo, que permite a obtencdo de
pulsos extremamente curtos, ocorre ao se inserir um elemento
intracavidade que produz uma correlagdo entre as fases dos diversos
modos longitudinais. Isto faz com que as fases presentes na eq. (13.1)
sejam as mesmas para todos os modos, ou seja, ¢pn(t) = ¢ = constante.
Desta forma, a eq. (13.2) se transforma em:
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E(t)= D E, () =TI Y F(y, ) ™ (13.4)

com Av = ¢/2L, como antes. Uma propriedade importante desta expressdo
estd ligada a teoria da informacao: como temos modos discretos, a fun¢ao
E(t) se repete no tempo com um periodo dado por T = 1/Av, como
facilmente demonstrado por:

E(t + T) — ei[2nvot+¢0] ZE(Vn) ei[ZnnAvt+2nn] — E(t) (135)

n=-0oo

Se os modos possuirem um espagamento bem menor do que a
largura de banda do ganho, podemos aproximar a somatoria por uma
integral e neste caso o campo elétrico se torna uma transformada de
Fourier das componentes espectrais:

E(t) — ei% J‘_"‘OO E(V)eivath — ei¢0 S{E(V)} (136)

No caso em que o meio ativo possui alargamento ndo homogéneo, o que
ocorre na maioria dos lasers, E(v) sera uma fungdo Gaussiana ¢
consequentemente £(t) também sera Gaussiana. Neste caso, a intensidade
sera dada por:

1(t) o [E(t)]” oL expq — (EJ /n2 (13.7)
T

p

onde o tempo de duragdo do pulso, 7,, depende da largura ndo homogénea
Avng, de acordo com: T, =4/n2/ AV, - Este é o caso conhecido como

transformado por Fourier (Fourier transformed). Se houver varredura em
freqliéncia (chirp), esta expressdo ndo sera mais valida. Usando a eq.
(13.7) e lembrando que o campo elétrico se repete no tempo devido ao
fato de termos modos longitudinais discretos, concluimos que a luz sai do
laser numa seqiiéncia de pulsos de largura 7, e taxa de repetigdo Av =
¢/2L, que ¢ o inverso do tempo de transito da luz pela cavidade. Em outras
palavras, a interferéncia entre as diversas componentes espectrais produz a
seqliéncia de pulsos mostrada na Fig. 13.3. No caso do laser operar no
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regime multimodos sem travamento de fases, este termo de interferéncia
sera nulo pelo fato das fases serem aleatorias.

T

Fig. 13.3 — Segiiéncia de pulsos produzida pelo laser mode-locked.

Para um laser cuja cavidade possui um comprimento L = 1.5 m, a
taxa de repeticdo ¢ da ordem de 100 MHz. Por outro lado, o tempo de
duracdo do pulso depende da largura espectral da linha ndo homogénea do
meio ativo. Na Tabela 13.1 vemos as largura de linhas ndo homogéneas e
as duragoes dos pulsos obtidos em alguns sistemas lasers.

Tabela. 13.1 — Pulsos curtos observados em sistemas laser mode-locked.

Laser Avyy (Hz) (Avai)' (s) | Observado (s)
He-Ne @ 632.8 nm 1.5x 10° 6.7x 10" 6x 10"
Nd:YAG @ 1.064 um 12x10" 8.3x10" 7.6x 10"
Rodamina 6G @ 600 nm 5x10"7 2x 107" 4x 107"
Ti: ALO; @ 800 nm 5x 10" 2x10™ 15x10™

13.4 Obtencé&o do regime de modos travados

Existem diversas maneiras de se correlacionar as fases dos modos
longitudinais do laser de forma a se obter o regime de modos travados. No
mode-locking ativo, a aplicagdo de uma voltagem externa de freqiiéncia (2
sobre um modulador acusto-6ptico ou eletro-Optico produz uma
modulagdo temporal das perdas da cavidade, como mostrado
esquematicamente na Fig. 13.4. Isto faz com que o campo elétrico
circulante também fique modulado, de acordo com:

é% meio ativo

Fig. 13.4 — Vista esquemdtica de um laser com mode-locking ativo.

DO

modulador
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E, (t)=E, cos2nv, t+ ¢, )[1-a(l—cos[Qt+d])] (13.7)

O segundo termo entre colchetes representa as perdas na transmissao.
Usando ®, = 271tv,, podemos desenvolver esta expressdo como:

E . (t)=E,(1-a)cos(w,t+¢, )+E, % cos (o, —Q)t+0¢, —0]
2 (13.8)

-E, %cos (o, +Q)t+0, + 0]

O primeiro termo mostra que o campo de freqiiéncia angular o,
tem sua amplitude reduzida pelo fator o (a0 << 1), enquanto que os outros
dois termos indicam o surgimento de novos modos com freqiiéncias
angulares o, - Q e o, + Q. Esta situacdo pode ser vista na Fig. 13.5.
Escolhendo a freqiiéncia de modulagdo tal que Q2 = 2nAv = 1ic/L, os picos
laterais coincidem com os modos da cavidade, de forma que cada modo
sentird a influéncia de modos adjacentes, levando a uma competi¢cdo que
produz a correlagdo de fases entre eles.

Eg

Fig. 13.5 — Modos da cavidade (linhas cheias) e picos laterais gerados (linhas
tracejadas).

O mode-locking passivo pode ser de dois tipos. O primeiro baseia-
se na modulacdo da transmissdo pelo controle da perda, através de um
absorvedor saturdvel. Uma visdo esquematica da cavidade do laser esta
mostrada na Fig. 13.6(a). Além do meio ativo, existe um absorvedor
saturavel cuja curva de transmissdo ¢ vista na Fig. 13.6(b). Em geral, este
absorvedor produz uma perda muito grande e o campo elétrico nao
adquire a amplitude necessaria para promover a emissdo estimulada.
Porém, estatisticamente, ¢ possivel que flutuacdes do campo elétrico
gerem uma amplitude suficientemente alta para ser transmitida pelo
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absorvedor saturdvel. Este campo transmitido sera amplificado pelo meio
ativo e ganhara a amplitude necessaria para continuar passando pelo
absorvedor saturavel. No estado estacionario, teremos apenas um pulso
circulando pela cavidade optica. Toda vez que ele passa pelo absorvedor
saturavel, sua parte inicial é bloqueada e sua subida se torna cada vez mais
rapida, deformando o pulso, da forma indicada pela linha tracejada da Fig.
13.6(c). O meio ativo possui, em geral, uma satura¢ao do ganho, da forma
mostrada Fig. 13.6(d), e assim, quando o pulso passa por ele, a parte final
sera bem menos amplificada que a subida inicial. Como conseqiiéncia,
apos varias passagens pela cavidade, o pulso tera uma duracdo temporal
bastante reduzida, como também ¢ visto na Fig. 13.6(c).

éf meio ativo

Transmissio

@) (b)

E

1Ganho

(© | (d)

Tempo ‘

I I

Fig. 13.6 — (a) Vista esquemdtica de um laser com mode-locking passivo por
absorvedor saturavel (AS), (b) curva de transmissdo do absorvedor
saturavel, (c) absor¢do da parte inicial do pulso e seu formato final
apos varias voltas pela cavidade, e (d) saturag¢do do ganho do meio

ativo.

E possivel mostrar, resolvendo-se a equagio diferencial ndo linear
que descreve este sistema Optico, que o pulso produzido é um soéliton, que
possui uma dependéncia temporal do tipo sech. Este tipo de mode-locking

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplica¢ées



Modos de operagdo de um laser 263

¢ em geral utilizado em lasers de corante, onde o meio ativo € a rodamina
6G e o absorvedor saturavel ¢ o DODCI.

O segundo tipo de mode-locking passivo utiliza o efeito Kerr
optico (KLM — Kerr lens mode-locking) e ¢é aplicado principalmente
quando o meio ativo é o cristal de Ti:Al,O;. No efeito Kerr dptico, o
indice de refracdo do meio ativo depende da irradiancia, de acordo com
n(t) = nytn,l(t). Como o perfil transversal do feixe ¢ Gaussiano, havera a
formacao de uma lente induzida pela presenga da luz, que altera a algebra
da cavidade, levando-a de uma configuragdo instavel para uma outra
estavel. Como no mode-locking passivo descrito previamente, flutuagdes
estatisticas produzem um pulso que ¢ amplificado pelo meio ativo. Este
pulso encontrara a cavidade estavel e sera amplificado continuamente a
cada volta. Devido ao fato do meio ativo ter um dado tempo de
recuperagdo e ser depletado apds a passagem do pulso, apenas ele sera
amplificado, levando a uma situagdo estacionaria. Outros provaveis pulsos
que poderiam ser gerados nio serdo amplificados e como conseqiiéncia,
ndo induzirdo uma lente suficientemente forte para tornar a cavidade
estavel para sua propagacao, e serdo atenuados.

13.5 Q-switching

O primeiro laser demonstrado, o de Rubi, opera no regime de Q-
switching e gera pulsos de uma forma completamente diferente que no
regime de mode-locking. Posteriormente, outros tipos de lasers também
foram desenvolvidos para operar no regime de Q-switching, pois este
permite a geracdo de pulsos gigantes de altissimas intensidades. O termo
O-switching refere-se ao chaveamento do fator de qualidade da cavidade
optica, denominado de Q. Uma visdo esquematica de um laser operando
no regime Q-switched estd mostrada na Fig. 13.7.

v

< L

éﬁ melo ativo MEO

< L > P

DOV

Fig. 13.7 — Vista esquemdtica de um laser operando no regime Q-switching.
MEO significa modulador eletro-optico e P, polarizador. L e { sdo
respectivamente os comprimentos do meio e da cavidade.
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No interior da cavidade existe uma célula de Pockels composta
por um modulador eletro-6ptico ¢ um polarizador (ou laminas em angulo
de Brewster). Esta célula funciona como uma chave oOptica que permite,
ou ndo, que a cavidade transmita. No estado normal, o cristal eletro-
optico, em geral KDP, funciona como uma ldmina de quarto de onda.
Como a luz passa duas vezes pelo cristal (ida e volta) seu efeito sera o de
uma ldmina de meia onda que rodara a polarizacdo do campo elétrico de
90°, fazendo com que ele seja bloqueado pelo polarizador. Ao se aplicar
uma tensdo no cristal, ele operard como uma ldmina de meia onda,
fazendo com que o campo elétrico tenha sua polarizagdo rodada de 180°
apds a dupla passagem pelo cristal e assim ele ndo serd bloqueado pelo
polarizador. Como dissemos, no estado normal, a cavidade ndo transmite ¢
sua perda ¢ muito grande. Nesta situagcdo, bombeia-se 0 meio ativo
geralmente através de uma lampada flash ou um laser de diodo. A
populagdo vai se acumulando no estado metastavel e a emissdo
espontanea comeca a ocorrer. Porém, como a cavidade esta obstruida, ndo
existe emissdo estimulada. Isso permite uma inversdo de populagdo muito
grande, que ndo ocorreria se houvesse emissdo estimulada. Apdés um
tempo 6timo, escolhido experimentalmente, aplica-se uma tensdo elétrica
no modulador eletro-6ptico, permitindo-se a assim a passagem de luz pela
célula de Pockels. A emissdo estimulada comega a ocorrer numa situagao
onde a inversdo de populagdo e, portanto o ganho, ¥ ¢ muito grande. Isto
faz com que o sistema produza pulsos gigantes, cuja intensidade dentro do
meio ativo evolui no tempo de acordo com:

dl dldz c
—=— =yl (13.9)
dt dzdt n,

onde a lei de Beer foi empregada, sendo ny o indice de refragdo do meio
ativo. Logo, no inicio de processo de amplificagdo, a intensidade aumenta
exponencialmente no tempo com uma taxa yc/ny. Como o meio ativo e a
cavidade possuem comprimentos L e £, respectivamente, apenas uma
fragdo L/C dos fotons estd dentro do meio ativo num dado instante de
tempo e ¢ amplificada. O numero de fotons, ®, & proporcional a
intensidade, e assim podemos escrever uma equagao de taxas da forma:
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dﬂ:@(&—lJ (13.10)
dt n,/ t

C

onde o primeiro termo entre parénteses leva em conta a fragdo de fotons
que esta sendo amplificada e o segundo representa as perdas da cavidade
optica devido a absor¢do do meio e a refletividade dos espelhos. O tempo
t. ja foi introduzido na se¢do 11.4 e ¢ dado pela eq. (11.30). Definindo um
tempo normalizado t = t/t., podemos re-escrever a eq. (13.10) como:

(LN S SR Y (13.11)
dr (n,//cLt,) Y,

O termo y; = nol/cLt. € o minimo valor de ganho (threshold) que permite a
existéncia de amplificacdo. Lembrando que o ganho ¢ proporcional a
diferenca de populagdo, AN, podemos introduzir o parametro n = ANV e
seu valor de limiar, 7, 0 que nos leva a equagdo:

dﬂ:@(g—lj (13.12)

onde o termo d(n/n) dd o numero de fotons gerados pela emissdo
estimulada por unidade de tempo normalizado. Como cada foton gerado
tem como origem uma Unica transi¢do atdmica, ele corresponde a um
decréscimo de An = -2 na inversao total. Usando este argumento, podemos
escrever:

dn_ el (13.13)
dt n,

que juntamente com a eq. (13.12) formam um par de equacdes diferenciais
acopladas, que podem ser resolvidas numericamente. Nao vamos aqui
encontrar a evolugdo temporal de ®@ e n, mas sim analisar como o nlimero
de fotons emitidos varia com a diferenca de populacdo total. Para isto
escrevemos:
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dd do dt n n 1(n
L, L =_(—t—1j (13.14)
dn dt dn n 20n 2\ n

t
passando dn para o lado direito, temos:

d®=l(ntd—n—dn) (13.15)
2 n

que pode ser integrada facilmente resultando em:
1
CD=E[nt€n(n/ni)—(n—ni)] (13.16)

onde o numero inicial de fotons na cavidade foi desprezado. Para
encontrarmos a populagdo remanescente apds a emissao do pulso Q-
switched, tomamos o limite em que t » t. para qual o nimero de fotons
restantes na cavidade € nulo. Fazendo ® = 0 na eq. (13.16) temos:

n, n, —n,
— =€eXp (13.17)

n, n,

1

Esta ¢ uma equagao do tipo (x/a) = exp{x-a}, onde x = n¢n; e a = ny/n,. Ela
pode ser resolvida graficamente, ou numericamente, para n;/n, em fungéo
de n¢n;, uma vez que da eq. (13.17) é possivel ver que:
n;, _ /n(n,/n;)

1

(13.18)
n

. n;/n -1
O resultado estd mostrado na Fig. 13.8, porém com os eixos x e y
invertidos para melhor visualizagdo. A primeira conclusdo que tiramos
deste grafico é que quanto maior a inversdo de populacdo inicial, menor
sera o numero de atomos remanescentes no estado excitado apos a
emissdo do pulso. Por outro lado, a fracdo de energia originalmente
armazenada na inversdo de populagdo que ¢ convertida em oscilagao laser
¢ (n; — ng)/n;, que tende a 1 conforme a inversdo de populagdo inicial
aumenta.

A poténcia de saida instantdnea do laser ¢ dada por P = ®Ohv/t,,
que pelo uso da eq. (13.16) pode ser expressa da forma:
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P:;l—tv[ntfn(n/ni)—(n—ni)] (13.19)

C

E de interesse se calcular a poténcia de pico do pulso de saida.
Fazendo 0P/on = 0, encontramos que a poténcia maxima ocorre quando n
= n,. Fazendo esta substitui¢do na eq. (13.19) temos:

= ;Tv[ntfn(nt /n;)—(n, —n;)] (13.20)

C

max

Se a inversdo inicial € bem acima do valor de limiar obtemos finalmente
que:

n hv
max — 21_tc (13 2 1)
1,0 0,0
0,8 L0,2
0,6 - L04 &
_ =
S ol
0,4 L06 S
0.2 L 0,8
0>0 T T T T T T T T T T T T T 1>0

1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5

n/n
1t

Fig. 13.8 — Inversdo remanescente (eixo da esquerda) e fator de utiliza¢do de
energia (direita) apos a emissdo do pulso gigante.
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Bibliografia
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Problemas

13.1. Considere um laser oscilando com 2n modos longitudinais de
mesma amplitude £y, separados de Av = ¢/2{. Calcule razao entre a
poténcia de pico no regime de modos travados e a poténcia média
quando as fases dos modos so aleatorias (multimodos continuo).

13.2. A largura de banda de um laser He-Ne de modos travados é 1 GHz,
o espagamento entre os modos ¢ 150 MHz e a curva espectral pode
ser descrita por uma fun¢do Gaussiana. Calcule a duragao dos
pulsos de saida e a taxa de repetigao.

13.3. Qual a poténcia maxima de saida e a energia do pulso quando o laser
de rubi do problema 12.2 opera no regime Q-switched com n; =

1.64 AN,?
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Optica de
cristais

14.1 Propagacdao de luz em meios anisotropicos

A aplicagdo de um campo elétrico em meios isotropicos induz
uma polarizagdo que ¢ paralela ao campo aplicado e proporcional a
suscetibilidade y, que ¢ um escalar. Porém, quando o meio € anisotropico,
como na maioria dos cristais, a polarizagdo ndo estd necessariamente
paralela ao campo aplicado, sendo sua dire¢do ¢ magnitude dependentes
da diregdo de aplicagdo do campo. Nesses casos a suscetibilidade ¢ um
tensor e a polarizacao ¢ dada por:

P=¢:E (14.1)

Escrevendo esta expressdo na forma matricial temos:

P, X X2 X | | Ex
Pol=gy|%u Xn %xx||E, (14.2)
P, s An Xl LE,

onde, tradicionalmente, 1, 2 e 3 correspondem a x, y € z. O tensor Y

possui em geral nove termos, porém ¢é possivel se fazer uma rotagdo
conveniente do sistema de coordenadas tal que os clementos fora da
diagonal sejam nulos. Estes eixos sdo conhecidos como os eixos
dielétricos principais. Nesse novo sistema de eixos, as componentes da
polarizagdo sdo:

Px = goXIIEx
P, =¢x,E, (14.3)
Pz = 807(433Ez
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A permissividade do meio se relaciona com a suscetibilidade na
forma:

E=(1+%) ¢, (14.4)

onde €, conhecido como tensor dielétrico, também possui em geral nove
elementos, mas que também tem o niimero de componentes independentes
reduzidas para trés mediante o uso dos eixos dielétricos principais. Como
o indice de refracdo do meio depende de €, ele também varia com a
direcdo de propagacdo e com a polariza¢do da luz incidente, sendo seus
elementos definidos como:

n:=-4 (14.5)

A expressdo para a densidade de energia elétrica para um meio
anisotropico, homogéneo, nao absorvedor e ndo magnético é dada por:

U, -L1E.D :leigijEj ~ S S EE, (14.6)
2 2 ij 2 ij

onde D ¢é o vetor deslocamento elétrico, que se relaciona com a
polarizacdo e o campo elétrico da forma:

D=gE+P=%:E (14.7)

14.2 Elipsdide de indices

Usando os eixos dielétricos principais, podemos escrever:
n =3 'ng, (14.8)
i

que quando substituido na eq. (14.6) resulta em:

2U,
&

2122 2122 22
= (n’E? +n’E? +n’E?) (14.9)

Usando a eq. (14.7) na (14.9) obtemos:
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D> D! D?
28)U, =—2+—+—~ (14.10)
n, n;, n,

Tomando uma superficie onde U, € constante e associando um
vetor posi¢do t =D/,/2¢,U, a cada ponto descrito pelo vetor D , podemos
re-escrever a eq. (14.10) como:

2 y2 2
++—=1 (14.11)
y

><:sN| >
=
N5N| N

Esta ¢ a equacdo do elipsoide mostrado na Fig. 14.1, que tem como eixos
principais os indices de refracdo do material nas diregdes dos eixos
dielétricos principais. Esse elipsdide é conhecido como elipsoide de
indices ou indicatriz optica. O conhecimento dos indices de refracdo,
ny € n,, ¢ importante porque determina como uma onda eletromagnética se

propaga no meio. 4

n,

v

Fig. 14.1 - Elipséide de indices ou indicatriz dptica de um cristal anisotrépico.

Em cristais isotropicos, os indices de refracdo nos trés eixos
principais sdo iguais € o elipsdide se reduz a uma esfera. Ja para cristais
anisotropicos, existem duas possibilidades: n, = ny # n, e n, # ny # n,. No
primeiro caso, a se¢do transversal no plano xy ¢ um circulo e os cristais
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que tém esse comportamento sdo chamados uniaxiais. No segundo caso, a
se¢do transversal no plano xy é uma elipse ¢ os cristais desse grupo sdo
chamados de biaxiais.

Os cristais anisotropicos podem ainda ser classificados pelos
valores relativos entre os indices de refragdo nos eixos principais. Quando
num cristal uniaxial o valor de n, > ny, o cristal ¢ dito positivo e negativo
quando n, < ny,. Quando num cristal biaxial, n, ¢ mais proximo de n, o
cristal é positivo ¢ se for mais proximo de n, é negativo. Aqui estamos
usando convengdo mais aceita que é: ny <ny <n,.

Quando uma onda eletromagnética se propaga num cristal
anisotropico, seu campo elétrico pode ser decomposto em duas
componentes, uma no plano xy (raio ordinario) e outra perpendicular a
esta e a diregdo de propagacdo da onda (raio extraordinario), tendo assim
velocidades de propagacdo diferentes, o que causa uma diferencga de fase
entre as componentes. Contudo, existem dire¢des onde todas as ondas
com o mesmo comprimento de onda, se propagam com a mesma
velocidade, independente da polarizacdo. Essas dire¢des sdo chamadas de
eixos opticos e a se¢do transversal a esses eixos ¢ um circulo. Em cristais
uniaxiais existe um Unico eixo Optico que coincide com o eixo z. Em
cristais biaxiais existem dois eixos Opticos que se localizam no plano xz.
Definindo como 2V o menor angulo entre os eixos Opticos, a bissetriz
desse angulo coincide com o ¢ixo z quando o cristal é positivo, € com o
eixo x quando é negativo. Na Fig. 14.2 sdo representadas as indicatrizes
para cristais biaxiais positivos e negativos.

14.3 Propagag¢do de uma onda plana num meio
anisotropico

Vamos tratar agora o problema de uma onda plana propagando-se
num meio anisotropico. Neste caso, devido a anisotropia do meio, a
velocidade da luz depende tanto da polarizagdo da onda quanto da diregdo
da sua propagagdo. Portanto, dada uma dire¢do de propagacdo no meio,
existem duas solugdes bem definidas de polarizagdo e velocidade da fase
da onda. Considerando o meio sem cargas livres, p =0, e sem correntes,

‘J ‘ =0, os campos elétrico e magnético sdo descritos por:
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Segdo Circular

2V
Biaxial Positivo Biaxial Negativo

Fig. 14.2 — Indicatriz biaxial para cristais positivos e negativos.

E= Eoe—i(l'cf—mt)

. 14.12
H= ﬁoe—i(k?—mt) ( )
onde:
E,=Ei+E j+Ek
~ . R R (14.13)
H,=H,i+H j+Hk
sendo:
= O . A
k::ns:nkos (14.14)

onde n ¢ o indice de refragdo efetivo, correspondente a uma dada

polarizagdo real do campo elétrico. Das equagdes de Maxwell temos as
relacdes:

VxE=-8 (14.15a)
ot
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Vxi=-P (14.15b)
ot

Usando as expressdes dos campos dadas pelas eqgs. (14.12) em (14.15)
obtemos:

kxE = opH (14.16a)
kxH=-08:E (14.16b)
onde p = Ly € um escalar em meios ndo magnéticos, como ¢ o caso que

estamos tratando aqui. Fazendo o produto vetorial da eq. (14.16a) por ke
eliminando H temos:

kxkxE+o’pg:E=0 (14.17)

e usando o tensor 1i°, definido pela eq. (14.5), juntamente com a eq.
(14.14), encontramos:

n*(§x3xE)+i*:E=0 (14.18)
Usando a identidade vetorial: A x (Ex é): 143(% é)—é(a l§), obtemos:
ix8xE=(§-E)8-(8-9E=-E+(-E)8 (1419

Assim, a eq. (14.18) fica na forma: nz[(A-E)é—E]+ﬁ2 :E=0, ou
explicitamente para a componente i

nﬂZsjEjjsi—Ei}anﬁEj =0 (14.20)
i i

Escrevendo esta equagdo num sistema de eixos dielétricos principais, onde
a eq. (14.8) ¢ valida, temos:

> [} +n*(ss; -3, )|E; =0 (14.21)
i

Esta equagdo pode ser considerada como uma equagdo de auto-valores.
~ 2 A . ~
Sua solu¢do leva aos valores de n” e as componentes £j para cada dire¢do
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de propagacdo S. O sistema formado por esta equagio tem trés equagdes
homogéneas, que s6 tem solugdo ndo trivial se o seu determinante for
igual a zero, ou seja:

2 2 (2 2 2
n, +n (sX —1) n’s.s, n’s.s,
2 2 2(.2 2 _
n’s s, n, +n (sy —1) n’ss, =0 (14.22)
2 2 2 2(2
n’s,s, n’s,s, n, +n (sZ —1)

Desse determinante resulta uma equagdo biquadrada, cujas raizes
fornecem quatro valores para n. S6 iremos considerar as raizes positivas,
uma vez que n ¢ positivo por definicdo. Se usarmos como sistema de

referéncia os eixos dielétricos principais, que diagonalizam o tensor 0°, a
equacdo biquadrada terd uma forma mais simples. Usando novamente a
eq. (14.8), temos:

An*+Bn*+C=0 (14.23)
onde:

A =njs; +njs; +n’s, (14.24a)

B= (l—sf( )nini +(1—s§)nin§ +(1—s§ )nini (14.24b)
C=nin}n; (14.24c)
Resolvendo a eq. (14.23) encontramos os dois valores possiveis para #.

Para se obter as componentes do campo elétrico, referentes a cada valor
de n, basta substitui-lo na eq. (14.21).

14.4 Superficie normal

Usando as eqs. (14.14) e (14.19) podemos escrever a eq. (14.17)
na seguinte forma:

ope, —k? —k? k.k, k.k, E,
k,k, ope, — k2 —k k,k, E, =0
kK, Kk, oue, k> k> |\ E,

(14.25)
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Para que esse sistema tenha solugo nao trivial, seu determinante tem que
ser igual a zero. Assim:

ope, —k2 —k k .k, k .k,
k k, ope, —k> —k kk, =0
2 2
k k. Kk, ope, k2 —k?

(14.26)

A equag@o acima pode ser representada por uma superficie
tridimensional no espago dos £’s, conhecida como superficie normal que é
composta de duas camadas que se sobrepdem em dois pontos, nos cristais
uniaxiais, ou quatro pontos, nos cristais biaxiais. As retas que ligam dois
pontos, diametralmente opostos, coincidem com os eixos Opticos do
cristal. Para cada direcdo de propagacdo existem dois valores para k que
sdo solucdes da eq. (14.26), uma para o raio ordinario e outra para o
extraordindrio, sendo que nas dire¢des dos eixos Opticos, as duas solugdes
coincidem. Estes valores sdo dados pela intersecdo da direcdo de
propagacdo com a superficie. A visualizagdo da superficie normal ¢ um
pouco dificil, por esse motivo ¢ mais comum usar suas curvas de nivel.
Vamos verificar alguns casos particulares dessas curvas de nivel.

a) Plano k.ky

Neste caso, temos uma onda propagando numa direg@o paralela ao
plano k.k,, logo, k, = 0. Assim a eq. (14.26) ¢ simplificada, ficando na
forma:

(ope, —k2 -k J(ope, —k fope, —k2)-k2k2]=0  (14.27)

Para que esta equagdo seja satisfeita, um dos termos, ou ambos, deve ser
igual a zero. Fazendo o primeiro termo nulo, temos:

2
K2 +k2 = o’pe, =[n29j (14.28)
C

Esta é a equag@o de uma circunferéncia de raio igual a n, ®/c no plano xy.
Fazendo agora o segundo termo da eq. (14.27) nulo, temos:

S. C. Zilio Optica Moderna — Fundamentos e Aplicacées



Optica de cristais 277

2 2
LT R

+ 1 (1429
o’pe, o’pe, (n,0/cf (n, o) )

Esta ¢ a equagdo de uma elipse com os eixos principais dados pelos
denominadores da eq. (14.29). Na Fig. 14.3 temos a representacdo grafica
das eqgs. (14.28) e (14.29).

A

/ no/c ky
\\/ -4..620)/0

Fig. 14.3 - Curva de nivel da superficie normal no plano k, = 0. O indice de
refracdo para os raios ordindrios e extraordinario sdo determinados
pela intersecdo da dire¢cdo de propagacdo e as duas curvas, a
circunferéncia (raio ordindrio) e a elipse (raio extraordinario).

b) Plano k.k,

Repetindo o procedimento anterior para o plano k, = 0, a eq.
(14.26) fica na forma:

((ouay — k2 Kk (ope, —k*Nope, —k2)-kk2]=0  (14.30)
Igualando os dois termos a zero encontramos equacdes analogas as egs.
(14.28) e (14.29), que sdo:

2
k2 +k :(nyﬁj (14.31)
C
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S &
(n, w/c)  (n, o/cf

que sdo as equagdes de uma circunferéncia e de uma elipse. Na Fig. 14.4
apresentamos a representacdo grafica das eqs. (14.31) e (14.32). O plano
kyky é conhecido como plano dptico por conter os eixos opticos do cristal.

=1 (14.32)

A

k,
n,0/c
e.o. €.0.
n,®/c
k
2N
n,w/c

Fig. 14.4 - Curva de nivel da superficie normal no plano k, = 0, que contém os
eixos opticos.

¢) Plano kk,

Novamente repetimos o procedimento anterior para o plano k, = 0.
Assim, a eq. (14.26) fica na forma:

(ope, —k2 —k? f(ope, —k2fone, -k2)-kk2]=0  (1433)
Fazendo os dois termos nulos, temos:
2
K +k2 :(nxﬂj (14.34)
c
S
(n, w/c)’ (ny co/c)2

=1 (14.35)
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que sdo as equagdes de uma circunferéncia de raio igual ny,w/c e de uma
elipse com eixos principais iguais aos denominadores da eq. (14.35). Na
Fig. 14.5 sdo representadas graficamente as eqs. (14.34) e (14.35).

ky T

n,w/c

)
K & e

Fig. 14.5 - Representacdo grdfica das curvas de nivel no plano k. = 0.

Podemos re-escrever a eq. (14.26) da curva normal usando a

relagdo entre k e o indice de refragdo da onda propagando na diregdo k,
dada pela eq. (14.14). Assim,

k.c
n =K S50, ke (14.34)

(Q) ® (Q)

Usando essas relagdes nas equacgdes das curvas de nivel da superficie
normal, temos as curvas de nivel em termos dos indices de refracdo, que
sdo mostradas na Fig. 14.6. As distancias entre a origem e as curvas sao
iguais aos indices de refragdo das duas polariza¢des que propagam numa
dada direcéo.
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Plano k.k, Plano kk, Plano k/k,

n S
nyA z IlyA

AR WAy
- % R\

Nk

Fig. 14.6 - Curvas de nivel da superficie normal do indice de refragdo. As
intersecdo da dire¢do de propaga¢do com as curvas indicam os
indices de refracdo das duas polariza¢ées da onda que propaga no
cristal.
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Problemas
14.1. Partindo da defini¢do do vetor de Poynting obtenha a eq. (12.6).
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Guiamento 1 5
da luz
A

15.1 Guias de ondas metalicos

Neste capitulo vamos abordar, de maneira bastante breve, um dos
mais importantes componentes Opticos existentes, o guia de ondas
eletromagnéticas. Com ele, torna-se possivel o confinamento da luz numa
regido limitada do espago, fazendo-a propagar ao longo do dispositivo
segundo caminhos pré-determinados e permitindo a possibilidade da
transmissdo de sinais luminosos de modo similar ao que se faz em
eletrénica com fios metalicos. E o que encontramos numa fibra dptica, um
guia de forma cilindrica, feito de vidro, ¢ que faz o papel de um fio
metalico. Além do mais, torna-se possivel também o processamento do
sinal dos guias que conduzem a radiacdo, através de processos de
alteragdo das propriedades de guiamento. A integracdo destes
componentes a outros componentes opticos alarga em muito o escopo das
suas aplicagdes, dando lugar a um novo ramo da engenharia - o da
Foténica. Portanto faz-se necessario dispensarmos alguma atengéo a estes
componentes do sistema de comunicagdo, o guia de ondas.

Nosso objetivo inicial ¢ entender como funciona um guia de
ondas. Como o nome diz, um guia de ondas é um elemento capaz de
confinar a luz no seu interior, levando-a a se propagar ao longo de uma
dada direcdo, chamada de direcdo longitudinal. A Fig. 15.1 ilustra o
guiamento da luz em um guia de ondas, como uma fibra Optica. Para
entendermos o funcionamento de um guia de ondas, se faz necessario
entender qual ¢ o significado do processo fisico chamado guiamento da
luz, ou seja, o processo através do qual a luz entra em um guia de ondas e
consegue propagar no seu interior.
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O guia mais simples que poderiamos falar seria um guia plano
constituido de dois espelhos dispostos de forma paralela entre si.

Fig. 15.1 - Guiamento de luz numa fibra dptica.

Imaginemos que neste arranjo de espelhos entre um feixe de luz,
com raios paralelos, por um dos seus lados. Para facilitar a visualizacdo a
Fig. 15.2 mostra o arranjo mencionado com o raio de luz penetrando entre
os espelhos por um dos seus lados, o esquerdo no caso da figura. Os raios
estdo contidos no plano xz. Através de multiplas reflexdes este feixe
avanca para a direita, podendo inclusive sair pelo lado oposto ao que
entrou.

X modos TE

y z

Fig. 15.2 - Representagdo de um guia planar feito com dois espelhos planos. Na
figura vemos os raios de luz se deslocando ao longo do guia devido
as reflexbes em ambos os espelhos, estando o campo elétrico
orientado paralelamente a estes.

O processo através do qual a luz fica aprisionada entre os dois
espelhos pela reflexdo é chamado de confinamento, ¢ é ele que da origem
ao guiamento da luz. Porém, as multiplas reflexdes nos espelhos geram
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campos que se somam, produzindo inferferéncia entre as ondas que estdo
sendo confinadas pelo guia. Vejamos como isto afeta a performance do
guia de ondas. Para tanto, vamos usar a Fig. 15.3, que mostra um dos
raios de luz com o seu vetor de onda, composto de duas componentes k, e
k.. Na reflexdo, a componente k, troca de sinal enquanto que a
componente k, permanece inalterada. Num dado ponto P dois raios de luz
se cruzam: um raio refletido no espelho superior e outro vindo de uma
reflexdo no espelho inferior. Estes campos se superpdem e, portanto, ddo
lugar ao fendmeno da interferéncia. Como sabemos, podemos ter na
interferéncia dos dois campos duas situagdes extremas: a construtiva e a
destrutiva. Nesta ultima os campos se anulam e somem. Isto nos indica
que precisamos entender como a interferéncia afeta o guiamento de luz em
um guia.

Y/

AJWO’O’M

Fig. 15.3 - Diagrama de raios de luz penetrando e propagando em um guia
metdlico planar de espessura a.

x=0

Tomando o campo elétrico do tipo harmoénico, o principio da
superposi¢cdo da origem a um campo total:

E, =E+E'=Esen(kyx+k,z—ot)+E,sen(-k,x+k,z—owt)  (15.1)

onde os campos que estdo se somando possuem vetores de propagacao (k,,
k,) para a onda que esta subindo em x ¢ (k,, -ky) para a onda que esta
descendo.

Consideremos que a luz ¢é totalmente refletida pelos espelhos
metalicos. Num metal, a radiagdo evanesce numa profundidade ¢ a partir
da superficie, cujo valor para freqiiéncias Opticas ¢ muito pequeno. Temos
entdo que o campo total deve ser nulo em x = 0 e x = a. Usando estas
condi¢des de contorno para o campo dado na eq. (15.1) e a expressdao
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trigonométrica: sen oo — sen ¢ = 2 sen (0—)/2 cos (o+¢)/2, obtemos que o
campo sendo guiado ¢ dado por:

E, = —(2E senk x)[cos(k ,z — ot)] (15.2)

onde £, deve satisfazer a condigao:

k, :TTc param=1,2,3,.. (15.3)

O resultado obtido mostra que devido as reflexdes e interferéncias
temos duas ondas: uma propagando-se ao longo de z e descrita por cos(mt-
Bz) e outra estaciondria (senk,x), na diregdo perpendicular aos espelhos.
Como vemos, enquanto k, ndo tem, aparentemente, nenhuma restrigao, os
valores permitidos de &, sdo discretos por conta da limitagdo espacial
determinada pelos espelhos e pela necessidade de interferéncia
construtiva. Cada um desses valores de k,, oriundo de um valor de m,
corresponde a um modo transversal do guia (modo de vibragdo). A partir
deste ponto usaremos a designagdo k, = B que € a constante de
propagagdo do modo.

Usando as eqs. (15.2) e (15.3) podemos esquematizar, como
mostrado na Fig. 15.4, a distribui¢do espacial da intensidade de campo
elétrico entre os espelhos que formam o guia metalico e a correspondente
distribuicdo espacial da intensidade de luz, numa visdo de frente para a
saida do guia. Como se v€, os dois modos possuem diferengas nas suas
distribuicdes espaciais dentro do guia.

Continuando a analise dos modos de propagacdo, usamos a
relagdo k* = kj +ki e a eq. (15.3) para escrever:

2 m?n’  no men )
B=.|k? - e I il (15.4)

a2 c nam

A eq. (15.4) é muito importante por determinar a rela¢do de dispersdo do
guia, ou seja a relacdo B(w) entre a constante de propagacdo do modo ¢ a
freqiiéncia da onda. Ela pode ser escrita na forma ,= nyk,, sendo ny
dado por:
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vista lateral do guia intensidade de luz
b vista frontal
= T
m=1
> m=1
z
x=0 I
XA
X=a P
=2
- =2 [—
-~ m=2
X= —

Fig. 15.4 - A figura da esquerda mostra a distribuicdo de campo dos dois
primeiros modos de propagac¢do de um guia metdlico planar. A
direita estd intensidade de luz dos mesmos modos numa vista frontal
do guia.

mh )

n, =|n 1—[—) (15.5)
2na

e designado como o indice de refragdo efetivo do modo m. A onda

propagante no guia tem uma velocidade de fase v dada por:

vi :EZ(EJV:L (15.6)

Ny

Como k > B, pois f € uma componente de k&, temos que vy > V.
Consequentemente, a velocidade de fase de uma onda guiada é maior do
que a de fase v=w/k, com a qual ela se propagaria, sem confinamento, em
um meio igual ao que constitui o nucleo do guia. Caso o meio entre os
espelhos do guia seja o vacuo, teremos n = 1 e n,, < 1 para qualquer valor
de m. Nestas condi¢des v¢> ¢, o que pode parecer um problema uma vez
que nenhuma velocidade poderia superar a da luz no vacuo. Entretanto,
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ndo ocorre nenhum problema com os principios fisicos uma vez que a
velocidade de fase ndo tem significado fisico!

Outra velocidade importante, de fato a mais importante do ponto
de vista pratico, ¢ a velocidade de grupo que fornece a velocidade com
que um modo se propaga no guia. Usando-se a definicdo dada na eq.

(4.11), obtemos:
Vg =d—0)= B v? ZEV (15.7)

dg \o k
e vemos nela a necessidade da relacdo de dispersdao do guia. Como

obrigatoriamente temos f3 < k, ¢ inevitavel que v, < v. Com a eq. (15.5)
podemos mostrar que:

v, 2do_ ¢ (15.8)
£ dp N,
onde
A On
N, =n.|1-— m} (15.9)
" m{ n, Ok

sendo N, ¢ chamado de indice de grupo do modo m.

Sabemos que se uma onda propaga em um meio material ela sofre
um retardo por conta da interacdo da luz com o meio, tal que a velocidade
de propagacao depende do indice de refracdo. Com o resultado obtido na
eq. (15.8) podemos dizer que cada modo do guia enxerga um indice de
refragdo proprio. Ou seja, os modos que propagam num guia estao sujeitos
a um efeito de atraso, pois t€ém velocidade menor do que a da luz no
vacuo. Este efeito chamado de dispersdo é causado pelo proprio guia,
independentemente da existéncia de material no seu interior.

Usando-se a eq. (15.5) podemos calcular o nimero de modos M que
podem propagar no guia metalico planar. Obviamente, este namero
dependera dos pardmetros do guia, bem como da radiagdo. Ja que n,, deve
ser positivo, o termo (mAy/2na) precisa ser menor do que um. Assim
sendo, dados os valores do comprimento de onda, indice de refracdo do
meio ¢ tamanho do guia, o maior valor de M ¢ aquele que satisfaz
(MAy/2na) = 1, ou seja, M = 2na/A,. Como o valor de M pode ndo ser
inteiro, o numero de modos ¢ dado pela parte inteira de M.
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Se queremos que o guia seja monomodo, precisamos que (A¢/2na)
=1, fazendo com que M = 1 seja o maior valor permitido de m. Como
Ao/m = A é o comprimento de onda no meio que constitui 0 guia, vemos
que o guia sera monomodo quando o tamanho do guia for a metade do
comprimento de onda da luz que estd propagando nele. Um resultado
importante que obtemos aqui ¢ quanto a defini¢do de guia monomodo (M
=1 ) ou multimodo (M > 2). Primeiro, devemos salientar que ele ¢é
chamado de multimodo se houver pelo menos dois modos propagantes.
Uma segunda coisa a se considerar ¢ que ndo had um guia monomodo ou
multimodo por construgdo. O comportamento monomodo ou multimodo
do guia dependera do comprimento de onda com o qual ele esta sendo
operado, porque importa ndo apenas o valor de ¢ mas a relagdo Ala.
Assim, um guia monomodo para um dado comprimento de onda podera
vir a ser multimodo caso se mude o comprimento de onda.

Fica claro, observando-se a eq. (15.9), que diminuindo-se o valor
de a, aumenta-se o valor de A¢/2na, o que reduz o maior valor possivel de
m. Logo, dado um comprimento de onda, a redugdo do tamanho do guia é
o caminho para que o guia venha a ser monomodo. No caso deste guia
metalico, para um dado comprimento de onda, a reducao do tamanho do
guia pode provocar a ndo existéncia de nenhum modo no guia.

Outra propriedade importante ¢ obtida examinando-se o fato de £ ser
sempre um numero real. Deste modo, a onda no guia sera do tipo
propagante. Assim, através da eq. (15.5), modos propagantes existem caso
seja satisfeita a condicao:

mcr mm Vv

=Y < (15.10)
naw a o

Logo, se a onda ¢ propagante, sempre devera ser satisfeita a condigao:

L L T s (15.11)
a 2a m v mn

onde n = ¢/v é o indice de refracdo do meio. Portanto, apenas as
freqiiéncias satisfazendo a eq. (15.11) podem propagar no guia metalico
planar em estudo. Cada modo possivel terd uma freqiiéncia igual a v, =
mv/2a, abaixo da qual a propagagdo ¢ impossivel. Tal valor de v, ¢
chamado de fregiiéncia de corte do modo. Logo, guias de ondas atuam
como filtros de freqiiéncias (ou de comprimentos de onda).
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Apos a discussao da dispersdo de um guia, podemos passar a
discussao do tempo de atraso referente aos modos. Tempo de atraso ¢ o
tempo gasto por um pacote de onda eletromagnética para percorrer uma
dada distancia L. Um modo pode ser considerado como um pacote de
onda, possuindo pois uma velocidade de grupo. Dessa maneira, para que
um modo percorra uma distancia L, o tempo consumido sera dado por:

LN
Ty = L N (15.12)
Vem c
e com o uso da eq. (15.9), temos:
L A On
Ty = —m | m (15.13)
c n, OA

Vemos na eq. (15.13) que os tempos de atraso variam para cada
modo, ja que dependem do numero m que quantifica os modos. Desta
forma, caso se esteja usando um guia multimodo para a transmissdo de
pulsos de luz, como o pulso serd transportado pelos diferentes modos do
guia, conquanto partam ao mesmo tempo, a medida que propagam vao se
separando no espaco, logo também no tempo. Este efeito de atraso se
rotula como dispersdo modal, que ¢ diferente da dispersdo cromatica. De
fato, as duas se somam se o guia metalico contiver algum material entre os
espelhos. O tempo de atraso por unidade de comprimento, expresso em
unidades de ps/km, é dado simplesmente por T, = t,/L. A Fig. 15.5 ilustra
o alargamento de um pulso Optico que ¢ transmitido em um guia
multimodo, causado pela diferenga de propagacao dos modos.

Antes de passarmos para a proxima secdo, devemos dizer que ¢é
possivel analisar-se o guia formado por espelhos planos paralelos através
da solugdo da equagdo de ondas e das condigdes de contorno que
estabelecem que o campo deve ser nulo em x = 0 e x = a. Para isto utiliza-
se uma técnica matemdatica chamada de método da separacao das
variaveis. Esta analise produz resultados similares aos que ja obtivemos e,
portanto ndo sera desenvolvida aqui.
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At | L o

m=0 m=1 m=2

Fig. 15.5 - Ilustragdo do alargamento de um pulso dptico devido a diferenca de
velocidade de propagacdo dos diferentes modos envolvidos na
transmissdo do pulso. A drea clara no pulso no tempo t=L/v, mostra o
tamanho do alargamento sofrido por ele.

15.2 Guias de ondas dielétricos

No caso de um guia formado por espelhos, ¢ facil entendermos
(ou aceitarmos) o fendmeno do confinamento da radiagdo entre as paredes
do guia. Afinal, elas sdo dois espelhos e, refletindo a radiacdo, provocam
o confinamento. No caso atual pode ndo parecer tdo facil se entender
como a radiagdo ¢ confinada. Afinal, ndo ha mais os espelhos do guia
metalico. Entretanto, a capacidade dos espelhos refletirem a radiagdo, com
a qual compreendemos o fendmeno do confinamento da radiagao,
permanece para o caso do guia dielétrico. Para isso, lembremos que neste
guia ha duas interfaces de separagdo entre meios de indices de refracdo
diferentes, conforme mostra a Fig. 15.6, podendo ocorrer reflexdo entre
elas. Esta depende do angulo de incidéncia da radiagdo e dos valores dos
indices de refracdo dos meios envolvidos. Em geral, a refletividade ¢
parcial, indicando que uma por¢do de energia sai do guia, perdendo-se
espaco afora. No entanto, caso a luz incida de um meio de indice de
refracdo maior (n,) para outro de menor valor (n.), € com um angulo de
incidéncia igual ou maior do que o angulo critico 8. visto no Cap. 5, ela
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sera totalmente refletida. O angulo critico, como vimos, ¢ dado por O¢c =
sen'l(nc/nn), onde 7. € o indice da casca € n, € o indice do nucleo.

casca meio 1
n;
F Y
p meio 2
a nucleo
n,
A4
meio 3
casca o
3

Fig. 15.6 - Guia de onda dielétrico constituido de duas regides basicas, niicleo e
casca. Na figura estd indicado um raio de luz sofrendo reflexdo total.

Desta maneira, mesmo nao sendo um espelho metalico, é possivel haver a
reflexdo total da radiacdo na interface entre os dois meios dielétricos. Com
tal reflexdo, o confinamento da radiagdo eletromagnética em um guia
construido com materiais dielétricos, ¢ perfeitamente possivel. Mas s6 a
reflexdo total ndo garante a existéncia de um modo propagante no guia,
também se exige um processo adequado de interferéncia construtiva da
radiacdo em constante reflexao total dentro dele, como ocorre em um guia
metalico planar.

Para entendermos em que condic¢des a luz pode propagar em um
guia dielétrico planar simétrico, vamos refazer o tratamento do caso de um
guia formado por espelhos. Tomemos a Fig. 15.7, na qual esta ilustrado
um guia dielétrico simétrico. O indice de refragdo da lamina central
(nucleo do guia) é n, e a das adjacentes (camadas confinadas) tem o
mesmo valor de indice de refracdo ..

Consideremos um raio luminoso, designado por /, incidindo com
um angulo de incidéncia o; em relagdo a superficie. Seja ; tal que o seu
complementar & para os meios #n, € 7., seja maior do que o angulo critico
6.. Tomemos também um segundo raio designado por II, paralelo ao raio
1, e com mesmo angulo de incidéncia a. Como esta visivel na Fig. 15.7,
quando o raio /, atingir a interface em y = a, o segundo raio (//) ainda se

encontra a uma distdnciaCB da interface. Quando este raio atingir a
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interface supra mencionada, o raio / ja tera atingido a outra interface no
ponto E. No ponto A4, local da primeira reflexdo do raio 7, ele e o raio /1
estavam sobre uma mesma frente de fase, fato que volta a se repetir
quando o primeiro raio se encontra no ponto £, apds a segunda reflexo.

Fig. 15.7 - Ilustracdo da propagacio de dois raios de luz em um guia dielétrico
laminar.

E possivel calcular a condicdo a ser satisfeita pelos dois raios para
que eles pertencam a mesma frente de onda é. Estes calculos, que fogem
ao escopo do presente texto, nos levam a:

¢=mn-n k,asena; (15.14)

onde ¢ ¢ a fase que ocorre na reflexdo total interna pelo fato do coeficiente
de reflexdo ser um nimero complexo. Esta fase depende da polarizagdo do
campo incidente e assim havera dois possiveis valores para esta grandeza,
a saber:

2 21,2
modos TE Oy =—2tg" gﬁzkznjé‘;; (15.15)
2 2 21,2
modos TM by = —2tg"| 25 (p?—nlkcy) (15.16)

21,2 2
n (nnk0 -B )
onde B = n, ko cosa;. Fagamos as seguintes defini¢des:

q=+/(n’k2-p*) =n,k,sena, (15.17)
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p=+(*—nk)=[(n2 —nZ)k2 -q’] (15.18)

que nos levam a:

p’+q’ =[(n2 -n2)k2-q’] (15.19)
€ conseqlientemente,
O = 2t {R} (15.20)
q
n’ p
Oy =2t {—;—} (15.21)
n. q

Usando estas duas equagdes na eq. (15.14) obtemos as condi¢des
que determinam a propagacdo de um modo do guia dielétrico para as
configuragdes TE e TM. Elas serdo:

(TE) tg(ga—mmn) =tg(qa) = P (15.22)
q
ng (p
(TM) tg(qga—mmn) =tg(qa) = n—2 E (15.23)

Quando m € par (m = 0, 2, 4...), tg(qa-mm) = tg(qa), enquanto que quando
m & impar (m =1, 3, 5...) teremos tg(qa-mm) = -ctg(qa). Desta forma, tanto
os modos do tipo TE quanto TM possuem dois sub-conjuntos de modos,
normalmente designados por modos pares para o caso de valores pares de
m e modos impares para o outro caso.

As equagdes (15.22) e (15.23) sdo chamadas de equagoes
transcendentais, uma vez que nao ha forma direta de resolvé-las a ndo ser
por meios numéricos. Para resolvé-las, se expressa p em funcdo de g,
usando-se a eq. (15.18), fazendo a equagdo ter apenas uma variavel, no
caso, q. Resolvendo-as se obtém quais os possiveis valores de ¢ sdo
permitidos para o guia. Cada um destes valores corresponde a um modo
guiado. De posse dos valores de ¢ se pode calcular os outros parametros
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modais p e . A Tabela I apresenta as equagdes transcendentais dos modos
pares e impares referentes as configuragdes TE e TM.

Tabela 1 — Equacées transcendentais dos modos pares e impares nas
configuragoes TE e TM.
PAR IMPAR
p p
TE tg(qa) =~ —ctg(qa) ==
q q
2 2
n.|p ng i p
™ tg(qa) = —; (—] —ctg(qa) =—; [—j
n2\q n2\q

Assim como no caso dos espelhos planos paralelos, ¢ possivel
analisar-se o guia através da solugdo da equacdo de ondas pelo método da
separacao das variaveis. As condi¢des de contorno agora sao que o campo
elétrico e suas derivadas devem ser continuos nas interfaces. Esta anélise,
que ndo serda desenvolvida aqui, apresenta solugdes pares e impares tal
que:

b \/(nz +n2)k2a2—q2a2
(pares) tg(qa) == = D
g(qa) q @

(n2 +n)kza’—q’a’
ctg(qa) = -1 = —\/
q qa

(15.24)

(impares) (15.23)

Para finalizarmos esta se¢do devemos lembrar que, como vimos
no Cap. 5, parte da luz esta fora do nucleo, ou seja, ha penetracao de luz
na casca, ao longo do guia. Na Fig. 15.8 estdo apresentadas as
distribui¢des de campos dos modos m =0 e m =1, e como as intensidades
de luz correspondentes numa seccdo transversal do guia (visdo frontal),
por exemplo na saida do guia. Podemos, mais uma vez perceber que um
modo guiado é uma estrutura de campo eletromagnético que ndo se
encontra apenas dentro do nicleo do guia, mas também fora dele (na
casca). A penetragdo de luz na casca, além da sua interface com o nucleo,
¢ chamada de tunelamento fotonico e tem um comportamento
evanescente, quantificado pelo decaimento exponencial da intensidade de
campo na casca do guia.
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visdo lateral visdo frontal visdo lateral v isdo frontal
casca casca
nucleo nucleo
casca casca
Intensidade
modo par m=0 modo impar m=1

Fig. 15.8 — Distribuicdo de campo na direcdo transvesrsal e intensidade de luz
na saida do guia para os modos par (m=0) e impar (m=1).
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épﬁca ndo Linear

16.1 Introducéo

A Optica ndo linear trata do estudo da interagdo da luz com a
matéria no regime em que suas propriedades Opticas sdo modificadas pela
presenca da luz. Muito embora as propriedades ndo lineares da constante
dielétrica e da susceptibilidade magnética fossem conhecidas ha muito
tempo, os processos Opticos ndo lineares s6 comecaram a ser observados
experimentalmente no inicio da década de 60. Isto decorreu do fato de que
tais processos necessitam de altas intensidades de campo eletromagnético
para se manifestarem, o que so € possivel com o uso de fontes de radiacao
laser. Temos, portanto, quase cinco décadas do surgimento da dptica ndo
linear. Desde entdo, ocorreram enormes avangos, ndo so6 no entendimento
dos aspectos fundamentais que regem a interacdo da radiagdo com a
matéria, como também no desenvolvimento de uma grande variedade de
aplicacdes tecnologicas. Para frisar este ultimo ponto, citamos o
nascimento da industria opto-eletronica, e também a corrida para se
alcancar o desenvolvimento de dispositivos inteiramente fotdnicos, ou
seja, aqueles que funcionam apenas através da luz e de sua interagdo com
matéria, dispensando assim a atual tecnologia eletronica, que é mais lenta
e consome mais energia. Usando a Optica ndo linear, podemos pensar que
no futuro proéximo teremos chaves rapidas puramente Oticas, o que em
muito beneficiara o campo das comunicagdes Opticas, e também memorias
e computadores Opticos.

Atualmente tem-se conhecimento de um vasto nimero de
processos Opticos nio lineares, como por exemplo, a geracdo de novas
freqiiéncias através de processos de geracdo de harmodnicos, soma e
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diferenga de freqiiéncias, assim como auto-modulagdo de fase, mistura de
ondas, conjugagao de fase, e outros.

16.2 Modelo do oscilador ndo harmoénico

Vimos no Cap. 9 que ¢é possivel calcular as propriedades de
refragdo e a absor¢do de um meio utilizando o modelo do oscilador
harmonico amortecido, que basicamente descreve o movimento de um
elétron ligado ao nticleo atdmico. Com aquele modelo pudemos calcular o
deslocamento do elétron face a aplicagdo de um campo eletromagnético,
que depois foi utilizado para o calculo da polarizagdo induzida no meio e
posteriormente da susceptibilidade, que ¢ a responsavel pelas propriedades
lineares de refracdo e absorc¢do. O resultado obtido com o modelo do
oscilador harmdnico amortecido mostra que a susceptibilidade ndo
depende da intensidade da luz. Matematicamente, como P = gy E, a

polarizacao varia linearmente com o campo aplicado. Porém, devemos ter
em mente que fendmenos Opticos nao lineares s6 ocorrem quando a
resposta do meio material depender da intensidade do campo elétrico
aplicado, ou seja, quando P = g% (E) E. Assim, € necessario estender este

modelo com a inclusdo de termos ndo harmonicos para deduzir a
expressao classica para a suscetibilidade nao linear. Para isso adicionamos
um termo quadratico a forca restauradora da mola, de forma que a eq.
(9.2) se torna:

2
X b Kx + max? = —eE (16.1)
dt dt

onde a € o termo que caracteriza a ndo linearidade de segunda ordem da
resposta eletronica, sendo muito menor que K. Para considerarmos o caso
mais geral, vamos supor que o atomo estd sujeito a duas ondas de
freqiiéncias diferentes, da forma:

E(t)=E, exp (—io,t)+E, exp (—io,t) (16.2)

m

A eq. (16.1) ¢ dificil de ser resolvida pelo fato de ser uma equagao
diferencial ndo linear. Para facilitar sua solu¢ao, vamos supor que o termo
ndo harmonico ¢ suficientemente pequeno para que seja tratado como uma
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perturbagdo. Desta forma, as solugdes para a equacdo de movimento
podem ser escritas como uma soma de solugdes particulares,
sucessivamente aproximadas:

x=x"+x?® +x9... (16.3)

onde x" ¢ a ja conhecida solugdo linear (a=0), x® é a solugdo

correspondente ao efeito nao linear de segunda ordem e assim por diante.
A solugdo de primeira ordem é obtida desprezando-se o termo ndo
harménico:

x" =x"(0,)+x"(0,) (16.4)
Substituindo a eq. (16.4) na eq. (16.1) com a = 0 obtemos:
X0 (@,) = Ne/m E| (16.5)

2 2 :
0, —0; —in;b

com i = 1 ou 2. Para as solugdes de segunda ordem aproxima-se ax’ por
2 ~ . ~
a(x‘“) na equacdo de movimento. Este termo passa entdo a ser um termo

forcante, que devido ao fato de estar elevado ao quadrado, apresenta
contribui¢des com diferentes freqiiéncias, da forma:

X =xP (0, +0,) +x% (0, - 0,)+x?20,) + x> (20,) + x> (0)  (16.6)

onde o termo em ®; + ®, € o responsavel pela geragdo da soma de
freqiiéncias, m; - m, pela diferenca de freqii€ncias, 2w, e 2m, pela geracao
de harmonicos e 0 pela retificagdo optica. Pela substituicdo na equagdo
diferencial podemos encontrar cada um destes termos como:

—2a(e/m)’ EE
o, — 0] —imlb)(mg —0) F iwmb) e (16.7)
1

[m(z) - ((’01 T 0, )2 - i((’)l T 0, )b

xP (0, t,)= (

]exp{— i(o, + o))t}

—a(e/m)’

D2m.)=
) (02 -7 —io,b)’ (0? - 40? —2in,b)

E; exp{-2io;t} (16.8)
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1 1 1
x?(0) = —2a(e/m)’ — + (16.9)
© (c/m) 03<2) {(0&5 _(’312 _imlb) (‘05 _(’32 _i(’)zb):|

Através de sucessivas interagdes € possivel obtermos ndo
linearidades de ordens superiores. Usando a expressdo P = -Nex = g, ¥ E,

podemos encontrar as susceptibilidades ndo lineares.

16.3 Aproximacao da variacao lenta da amplitude

Nesta se¢do vamos deduzir uma equagdo de ondas simplificada,
supondo que a amplitude do campo eletromagnético varia lentamente
numa distancia da ordem do comprimento de onda da luz. No Cap. 3
vimos que a equagdo de ondas num meio dielétrico, ndo magnético e sem
cargas livres € descrita como:

= 8o OgE+P
2
que pode ser o re-escrita como:
. O°E_ &P
2
\Y E—M080¥2H0¥ (16.11)

O lado esquerdo corresponde & equagdo de ondas para a propagacgao da luz
no vacuo, enquanto que o termo no lado direito leva em conta a interagao
do campo eletromagnético com o meio. A polarizagdo pode ser

relacionada com o campo elétrico de acordo com: P = 802(]::): E, onde

deixamos explicito o carater tensorial da susceptibilidade de um meio
anisotropico e o fato que a resposta do meio, dada pela susceptibilidade,
pode nado ser constante, dependendo do campo aplicado como vimos na
se¢do anterior para o modelo do oscilador ndo harmoénico. Entretanto, esta
dependéncia é muito fraca em meios transparentes ¢ mesmo para altas
intensidades de campo elétrico a polarizagdo pode ser expandida em série
de poténcias:

P=¢3" :E+g,5?” :EE+¢,%® : EEE +... (16.12)
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onde novamente foi usada a notagdo de produto tensorial. Uma maneira
mais explicita de escrevermos estes termos ¢:

P =g > x\'E,, (16.13a)
i

P® =g, > xWEE,, (16.13b)
jk

PP =g > %G EEE, (16.13c)
jk.l

e assim por diante. Desta forma, vemos que a suscetibilidade linear ¥ &
uma matriz 3x3, possuindo portanto 9 termos. Ja as suscetibilidades de
segunda e terceira ordens possuem respectivamente 27 e 81 termos.
Entretanto, devido a simetria dos meios cristalinos utilizados, varios
destes termos sdo nulos ou estdo ligados entre si por uma relagdo de
proporcionalidade. Em particular, ¥® = 0 para meios com simetria de
inversdo. E conveniente escrevermos a polarizagio dada na eq. (16.11) de
maneira a separarmos explicitamente as contribui¢des linear e ndo linear:

P(f,t) = P(F,t) + PN (%, t) . Desta forma, a equagdo de ondas se torna:
aZE aZijNL
ot =Ho o
Nos processos nao lineares podem existir em geral varias ondas de
mesma freqliéncia (degeneradas) ou de freqiiéncias diferentes (ndo

degeneradas) se propagando no meio. Podemos usar o principio da
superposicdo para escrever o campo elétrico de acordo com:

B0 =Y E k,0,) =81 explilk, F-ot)) (1615

V2E g, (1+%"):

(16.14)

Da mesma forma, também podemos escrever as polariza¢des linear e nao
linear em termos de suas componente de Fourier como:

f)(1)(?;[) = 2134(1)(12@,(04) = 802%(1)((’%) : Ee(lze,(’)z) (16.162)
¢ ]
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PM(F,0)= Y PO (E,t) = > P (k,,0,) (16.16b)

n>2 m

Para um processo nao linear onde existem n ondas ndo degeneradas,
teremos N equacdes diferenciais acopladas, cada uma correspondendo a
uma dada freqiiéncia. Considerando ondas harménicas teremos:

2
— 0) - - — — —
V’E +—&:E(k,0) = —u, Pk, 0 = o) (16.17)
c
onde & = (1+%")é um tensor que leva em contra a anisotropia do meio e

que da origem a propriedades lineares tais como indice de refracao,
birrefringéncia, absor¢do e dicroismo. Para a solugdo desta equacdo ¢
importante sabermos como tomar o termo de polarizacdo ndo linear na
freqiiéncia correta. Como exemplo, vamos considerar o efeito nao linear
de segunda ordem chamado soma de freqiiéncias, onde ® = ®;+ m,.

Temos, portanto, dois campos, E (k,,®,)e E,(k,,®,), incidentes no

material e um terceiro campo, E(k,0=®, + ®,), gerado. As equagdes
ndo lineares acopladas ficam:

2
(’~) - — — —
(Vz +C_;81 :jEl(klﬂ(Dl) = _Mo(’)lszL (»))

(16.18a)
= _Hogowﬁz@)(c‘% = (’3_(’32)1::;(122;032 )E(E’(D)
) ) B 25
V> + =28, : [E,(k,,®,) = —p,0: P (0,)

( ¢’ j e o ? (16.18b)
= —MOSO(D;)Z(Z)(O)Z = 0)_0)1)]_:;:(121»0)1)@:(12903)

©; .. |z -
(Vz +—2§ :]E(k, ®) = —1,o°P"" (o)

c (16.18¢)

= _“080032%(2)((0 =0+ O)Z)El (El 5 (OI)EZ(E25 ®,)
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Este conjunto de equagdes diferenciais de segunda ordem pode ser
simplificado usando uma aproximagdo que supde que a amplitude varia
lentamente numa distancia correspondente a um comprimento de onda. A
variacdo rapida com a distancia esta contida no termo de fase, que serd
colocado em evidéncia como:
E(w,z) =€ (0,z)exp {i(kz — ot)}, onde € (m,z) ¢éaamplitude
da onda. Como a variagdo desta amplitude ¢ muito pequena para
2 = —
distancias da ordem de A, podemos tomar: a7E<< k%- Substituindo
oz’ 0z
E(®,z) na eq. (16.18c) e usando a aproximagdo de variagdo lenta de
amplitude chegamos a uma equag¢ao diferencial linear do tipo:

08 _ino’
0z 2k

Por se tratar de uma equagdo diferencial linear, sua solugdo ¢ bastante
simples no caso em que ndo existe deplec¢ao, isto €, quando as amplitudes
dos campos incidentes sdo constantes. Para ilustrar este fato, vamos tratar
0 caso em que a interagdo ndo linear gera a soma das freqiiéncias
incidentes.

PN (0,2) exp{—i(kz—ot)} (16.19)

16.4 Geracao de soma de frequéncias

Vamos considerar duas ondas planas de freqiiéncias ®; ¢ ®;
interagindo num meio nao linear. Os campos propagam paralelamente ao
eixo Optico, que tomaremos como sendo Z, e suas amplitudes sdo
aproximadamente constantes no caso em que a ndo linearidade é pequena.
Caso contrério, sera necessaria a solucdo de trés equagdes ndo lineares
acopladas, tarefa que em geral ¢ bastante dificil. Vamos tomar um meio
semi-infinito cuja interface localiza-se em z = 0; no caso de haver uma
segunda interface, paralela a primeira, efeitos de interferéncia com os
campos refletidos devem ser considerados, similarmente ao que foi feito
para o interferdmetro de Fabry-Pérot. Como estamos interessados num
campo cuja freqiiéncia w; corresponde a soma dos campos incidentes, ®;
= m; T ®,, podemos re-escrever a eq. (16.19) como:
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- . 2
O _ W BNy — o +,,2) expl—ilk,z—wyt))  (16.20)
oz 2k,

onde a componente i da polarizagdo nio linear é dada por:

PiNL (05,2) =¢, {Z ngi)(ms =, + O)Z)EleZk:| elithranighitioren) (16.21)
ik
Para simplificar, podemos escrever o termo da somatoria entre
colchetes como P3; (03 = ; + ®y), de forma que a eq. (16.20) assume a
forma:
de; _ip,o;

5 - X, g,P;(m,) exp{ iAkz} (16.22)

onde a polariza¢do P3(w;) e o campo gerado €,(m,) tem a mesma direc@o,

de forma que apenas suas amplitudes foram consideradas. O termo Ak =
ki+ky-k; € conhecido como desajuste de fases ou descasamento de fases.
Como as amplitudes E; e E, sdo constantes, P3(w;) também o serd e a eq.
(16.22) ¢ facilmente integrada, resultado em:

2

0) .
e (2)= 2’1‘5 2 uP(@,) fexp{ itkz} 1] (16.23)
3

onde a condicdo inicial €,(z=0) foi usada. A intensidade do campo

gerado em m; € dada por:

2

1= Lo e =P [ N2 (624
que, de acordo com a eq. (16.21), é proporciona a |, e I,. O grafico desta
intensidade como funcao de Akz/2 esta mostrado na Fig. 16.1. O primeiro
zero ocorre em 7 e para um determinado Ak, o comprimento que a luz
deve percorrer para atingir esta condi¢do ¢ o chamado comprimento de
coeréncia, dado por £, = 2n/Ak. Por exemplo, se £. =1 cm, Ak =2x cem’!e
para a luz visivel, Ak/k ~ 10™. A condi¢iio de maxima eficiéncia ¢ atingida
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quando Ak =k; — k; — k, = 0, que € chamada de condi¢do de casamento de
fase, ou conservacdo de momentum. Como k; = o; n(w;)/c, para atingir esta
condig¢do devemos ter: ®; [n(m;) - n(®)] + o, [n(®;) - n(w;)] = 0. Em
cristais cubicos com dispersdo normal, N aumenta com ®, de forma que
n(w;) > n(w), n(w,). Para se contornar este problema ¢ necessario o uso
de cristais anisotropicos. Num cristal uniaxial negativo, por exemplo, o
indice de retragdo extraordindrio ¢ menor que o ordindrio e assim,
escolhe-se uma direcdo de propagacgdo e as polarizagdes dos feixes de tal
maneira que a condicdo de casamento de fases seja satisfeita, como
veremos adiante.

I3

or om0 m 2 Akz/2
Fig. 16.1 - Intensidade do campo gerado na soma de freqtiéncias.

Para completar esta secdo, vamos tomar o caso particular em que
O] = 0 = ® e o = 20, conhecido como geragdo de segundo harmdnico.
Como vimos, o comprimento de coeréncia satisfaz a condicdo Akl. =
[k(2w) — 2k(w)] = 27. Como k(®;) = m; n(w;)/c temos:

[20 n(2w)/c — 20 n(w)/c]l. = 2ky [n(2o) — n(®)]l. =2x  (16.25)

Como k¢ = w/c = 21t/Ag, obtemos o comprimento de coeréncia como:

B A
b = n2e) —n(0)] (16.26)
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Assim, se a diferenga de indices for 0,05, por exemplo, o comprimento de
coeréncia sera de apenas 10 Ao. Podemos entender o significado do
comprimento de coeréncia analisando a propagacdo dos campos
fundamental e de segundo harménico. Digamos que numa dada posicdo ¢é
gerado um campo de segundo harmonico, que se propaga com velocidade
diferente da do fundamental. Ao percorrer uma distancia £., 0 campo em
2m estara 180° fora de fase com o campo em ® e o segundo harmonico
gerado nesta posicdo produzira interferéncia destrutiva com o campo
gerado anteriormente, levando ao primeiro minimo (em 7) da Fig. 16.1.
Como visto, o casamento de fases ocorre quando n(2w) = n(w).
Vamos tomar um cristal uniaxial com o eixo 6ptico na dire¢do z e com o
feixe fundamental polarizado na dire¢do X (eixo ordinario), como mostra a
Fig. 16.2(a). Queremos calcular em que direcdo deve ocorrer a propagacao
para que haja o casamento de fases. De acordo com a Fig.16.2 (b), o
indice de refracao efetivo para o campo em 2w ¢ dado pela expressao:

1 COS2 0 Sen29
= + 16.27
[ zw(e)]Z [ im]Z [ im]z ( )

que corresponde a elipse maior da figura. Para haver casamento de fases
devemos impor que n,(®) = n(2m), ou seja, escolher um angulo 4, tal que:

2 2
1 cos 0 sen’0 1
= = = 16.28
RO T A T

o

Com isso obtemos o dngulo de casamento de fases como:

N L e L N
sen"0 = (2] —[n2°] (16.29)

[}

Para o caso de um cristal de KDP (KH,POy) temos n{= 1.466,

n’°= 1487, n®= 1506 ¢ n’°= 1.534, para A = 6943 A, que é o

comprimento de onda de operacdo de um laser de rubi. Com estes valores
obtemos 0,, = 50.4°.
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O casamento de fases onde n(2w) = n,(®w) é chamado do tipo L.
Existe ainda o tipo II, onde dois feixes fundamentais tem polarizagdes
ortogonais tal que n(2w) =1/2 [ny(®) + n(®)].

L Z(no) -

el

20

'\\rm
e

X (n,)

(a) (b)

Fig. 16.2 — (a) Geometria de propagacdo na geragdo de segundo harménico e (b)
indices de refracdo em funcdo de O para os feixes fundamental e de
segundo harménico.

A discussao realizada nesta se¢ao considerou nao haver deplecao
do feixe fundamental. Entretanto, se o efeito ndo linear for grande, a
amplitude do campo em ® diminuird e assim, duas equagdes acopladas do
tipo da equagdo (16.22) devem ser resolvidas, uma para o feixe
fundamental e outra para o segundo harmoénico. Ndo demonstraremos
aqui, mas a solugdo para estas equagdes ¢:

L,(z) =1,(0)tanh*(K ,(0)z) (16.30)
onde:
_ Mo o’
£ "\/ 2( £ )n%mn(zw) hesn
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O grafico desta fungdo esta mostrado na Fig. 16.3.

r

1(L)1,(0)

L(0)

Fig. 16.3 — Geragcéo de segundo harmonico com deplecéo do feixe fundamental.
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Problemas

16.1. Usando o modelo do oscilador ndo harmoénico, obtenha o
deslocamento do elétron na freqiiéncia m;+w,, dado pela eq. (16.7).

16.2. Complete os passos que levam a eq. (16.19).
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