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PREFACIO

Este texto foi dividido em trés partes. Nesta parte 1 sdo revisados os conceitos fundamentais, que
sdo necessarios a estatica das estruturas, mas que sdo considerados de pleno conhecimento do
leitor e sdo apenas brevemente revisitados. Todos os tdpicos sdao discutidos em disciplinas
anteriores — mecanica geral, mecanica dos sdlidos e resisténcia dos materiais. No entanto, algumas

demonstragdes sao disponibilizadas para que o leitor faga breve revisao.

Na parte 2 sdo apresentados trés topicos especificos a estatica das estruturas — obtencado de linhas
de influéncia e resolucdo de estruturas hiperestaticas pelo processo dos esforcos e pelo processo

dos deslocamentos. S3o pontos fundamentais para o estudo do comportamento de estruturas.

Na parte 3, ndo menos importante, sdo estudadas formulacdes de problemas de valor de contorno
e a sua resolucdo pelos métodos de Rayleigh-Ritz, de Residuos Ponderados e pelo método dos

elementos finitos.

Por fim, salienta-se que este ndo é um texto introdutério. Traz apenas as relagdes mais importantes,
necessarias para a compreensao de conceitos empregados ao longo do texto, mas a deducgdo
completa nao é feita aqui. Apenas algumas equacgdes e discussdes sao trazidas por serem essenciais
ao aprofundamento do estudo. Servem apenas para ilustrar e relembrar pontos de interesse. As

demais dedugdes devem ser consultadas na bibliografia dos cursos respectivos.

Autores, dezembro de 2022.
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Capitulo 1 - NogoOes de Estatica e Equacgoes de Equilibrio

Neste capitulo vocé vai ver:

e Nogdes sobre forgas e conjugados;

e Nogdes sobre esforgos internos e deformacgdes;

e Nogdes sobre graus de liberdade e dimensionalidade;
e Grau de hiperestaticidade e determinacao geométrica;
e (Casos excepcionais (polos);

e Equacdes de equilibrio.

a andlise estdtica de estruturas, algumas idealiza¢cGes, consideracdes e hipdteses sdo
assumidas para possibilitar uma solucdo simples, relacionada as forgas que atuam em um

corpo para obtencdo do equilibrio. Considere um corpo de dimensdo arbitraria e

geometria qualquer (vide Figura 1). Quando a geometria ndo interfere na andlise, pode-se reduzir o

problema ao equilibrio de uma Unica particula ou ponto material (Figura 1a). Caso interfiram na

analise de equilibrio, esta deve ser realizada considerando a estrutura como um conjunto de

particulas ou pontos materiais combinados entre si (Figura 1b).

FJ

F,

I

3
a) Acgdes concorrentes a um ponto. b) AcgGes ndo concorrem a um ponto.

FIGURA 1. CORPO DE DIMENSAO ARBITRARIA.

Este mesmo corpo pode sofrer uma mudanca de configuracdo devido a atuacdo de forcas em

pontos distintos. Se esta mudanca de configuracdo ndo envolver mudanca de forma, ou seja, ndo

envolver deformagdes ou que estas possam ser desprezadas, o corpo pode ser considerado rigido.

Neste caso, pode-se dizer que as grandezas fundamentais envolvidas na andlise estatica de

particulas ou pontos materiais e de corpos rigidos sao forca e momento.
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Com isto em mente, pode-se definir forca como a interacdo de um corpo ou particula sobre
outro, em fungao de sua intensidade, dire¢do, sentido e ponto de aplicagdao, sendo representada
por um vetor. Podem ser idealizadas como concentradas pois a regido de sua atuacao é pequena se
comparada com as dimensdes do corpo. A Figura 2 e a equac¢do (1.1) apresentam a forga
concentrada F no espaco cartesiano, aplicada na origem “0”, em func&o dos versores 1, J e E, e de
suas componentes segundo os eixos cartesianos.

F=Fi+EJ+FEk (1.1)

Y
P}}J.A\‘\‘
2L R
0 i >
- \\ 1 B X
F.E -

FIGURA 2. COMPONENTES DA FORCA F APLICADA NA ORIGEM NO CASO TRIDIMENSIONAL.

As forcas podem ser divididas em ativas e reativas, sendo representadas como um vetor com
intensidade e direcdo. As forcas ativas sdo aquelas que atuam diretamente sobre a estrutura. As
forgas reativas sdao decorrentes dos vinculos para fixagao da estrutura, proporcionando equilibrio.

Uma forca tende a promover uma translacdo, assim como pode promover uma tendéncia de
rotacdo, o que define o conceito de momento. Para tanto considere uma forga F aplicada em um
ponto A, conforme a Figura 3. O momento M, ou seja, a tendéncia de rotacdao promovida pela forga

Fem relacdo a origem O é dado pelo produto vetorial entre os vetores OAeF.

M=0A4xF

0

OA F
A4

FIGURA 3. MOMENTO M DE UMA FORCA F APLICADA EM A EM RELAGCAO AO PONTO O.

O momento pode ser expresso por suas componentes em relagdo aos eixos cartesianos, o que

define a tendéncia de giro em relacdo aos referidos eixos:

M=M,T+M,j+M,k (1.2)
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Representa-se o momento por um vetor de ponta dupla, como visto na Figura 3. Para observar
o sentido de giro, emprega-se a regra da mao direita, em que o polegar aponta na dire¢dao do vetor
e o ato de fechar a mao indica a diregao de giro.

Define-se ainda o conceito de binario, que é um sistema de duas forgas paralelas distantes
entre si em d’l (ou seja, perpendicularmente), de mesma intensidade e sentidos opostos. O
momento promovido por esse sistema de forgas é igual para qualquer ponto do corpo, sendo

chamado de momento do binario, Figura 4, e dado por:

M=Fxd, (1.3)
M
F
d
d, F
A

FIGURA 4. TODO BINARIO TEM SEU MOMENTO.

Empregando o conceito de binario, o conjunto de forcas que atuam sobre um corpo pode ser

reduzido a uma unica resultante R e um momento de bindrio M, de forma que ambos os sistemas
sejam estaticamente equivalentes. De forma simplificada, basta transferir todas as forcas que atuam
sobre o corpo para o ponto desejado, acrescentando o momento correspondente a cada uma das

forcas em relacdo a este ponto. A situacdo de equilibrio é alcancada quando a resultante de forgas

R e aresultante de momentos M,. forem nulos.

YE=R=0 (1.4)
YM =M, =0 (1.5)

Neste caso recupera-se a Primeira Lei de Newton, pois ndo ha tendéncias de translacdo e
rotacdo. Os vetores resultantes de forgca e momento expressos por suas componentes definem as
equacOes de equilibrio da estatica, referentes a tendéncia de translacdo e rotacdo do corpo em cada

direcdo do espaco cartesiano.
R=R,i+R,j+R, k=E)I+(ZF)j+ CE) k (1.6)
M, = (EM,) i+ (ZM,) ] + (EM;) k (1.7)
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1.1 Deformacgoes

No caso de corpos deformaveis, ou seja, naqueles em que a mudanca de configuragao envolve
mudanca de forma, a variacdo nas dimensdes pode interferir nas resultantes de forca e momento.
No entanto, tratando-se de texto introdutério, considera-se que tais mudangas nao afetam de
forma significativa a distribuicdo das forcas — ou seja, o equilibrio estabelecido na configuracao
inicial vale na configuracao final, ao se considerar o regime de pequenos deslocamentos, giros e

deformacdes.

X3
FIGURA 5. MUDANCA DE CONFIGURACAO DE UM CORPO DEFORMAVEL.

Dito isto, a deformacdo de um corpo é medida pela variacdo nas suas dimensdes e forma. A
medida de deformacdo de engenharia € é a forma mais simples de averiguar a deformag¢ao. Em um
elemento infinitesimal, que passa por uma mudanca de configuracao conforme ilustra a Figura 5, a
deformacdo na direcdo dos eixos cartesianos, que representa a variacao de encurtamento ou de

alongamento do elemento, é dada por:

(')ul-
_dy;—dx; (dxi + 3_xidxi) — dx; Oy (1.8)
Eii = dxi B dxl- B a_xl

em que u é a funcdo mudanca de configuracdo, que descreve o deslocamento de todas as particulas
do corpo. Na equacdo (1.8), i varia de 1 a 3 e esta associado as dire¢des cartesianas.

A deformacdo no elemento pode ocorrer sem que ocorra seu encurtamento ou alongamento,
promovida apenas por uma variagao de forma, chamada distor¢do ou deformagdo transversal y.
Esta é dada por:

_Yy_1fow dy
&ij = 2 _2<0xj+axl (19)
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1.2 Tensoes

A mudancga de configuragdo do corpo em estudo pode ser devida a atuacao de forgas em
pontos distintos. Considerando um corpo deformavel seccionado conforme a Figura 6, em suas
configuragdes inicial e atual, para que este se mantenha em equilibrio devem surgir forgas
distribuidas, chamadas esforcos internos. Em um elemento de superficie infinitesimal da secao, de
normal N en e area dA, e dA, nas configuragdes inicial e atual respectivamente, a forga resultante
é dada por:

dR; = t;dS = T;dA, dR = tdS =TdA, (1.10)
em que t é o vetor de tensdo de Cauchy (ou verdadeiro), vetor de forga por unidade de area definido
na configuragdo atual, e T é o vetor de tensao de Piola-Kirchhoff (ou nominal), definido na mesma
direcdo de t, porém escrito na configuracdo inicial. Quando a deformacdo é pequena, estes se

confundem.

Configuragao
Inicial
Bo N a7

"7
A X3,y3 Configuragao
Atual
€3 B
— X2,¥2
e
o ’
X1,Y1

FIGURA 6. VETORES DE TENSAO.

Os vetores tensao sao fungdes da normal ao plano de corte. Desta forma, para definir o estado
completo de tensdo em um ponto seriam necessarios infinitos pares vetor tensdo / versores para
devida representacdo. Pode-se, no entanto, empregar planos ortogonais para esta representacao,
e estados intermediarios obtidos por transformacdo de coordenadas. E usual adotar versores

relacionados aos planos cartesianos como planos de corte (e;), como mostra a Figura 7.



14 Nogdes de Estética e Equagdes de Equilibrio

es. A 1(es)

032
O3l

G23

O13

021 OG22

f(el) &)

<& - / ‘\N
e A Gl1 O12

f(e>)

FIGURA 7. COMPONENTES DE TENSAO NAS FACES DE UM CUBO.

Ou seja, o vetor tensdo que ocorre na face de versor e; € dado pelas suas componentes
relacionados aos versores cartesianos, conforme abaixo:
t(e;) = ti(epe; +ty(er)ey + ts(eq)es

t(ey) = ti(ez)es + ty(ez)e; +tz(ez)es

t(es) = ty(es)ey + ta(es)e, + tz(es)es (1.11)
Destaca-se que a componente do vetor tensdao que ocorre na mesma direcdo da normal do

plano de se¢do define a tensdo normal, enquanto que as demais definem tensées cisalhantes. Dito
isto, define-se o tensor de segunda ordem de tensdes de Cauchy:

t(e;) = ge; = gy1e1 + 0316, + 03163

t(ey) = ge; = 0161 + 030, + 03563

t(e3) = O-e3 = 0-1361 + 0-2362 + 0-3383 (112)
em que g;; sdo as componentes do tensor de tensdes de Cauchy, e; sdo os versores cartesianos (ndo

suas componentes) e t(ej) € o vetor tensdo que ocorre na face de versor e;.
1.2.1 Tensdes principais

Se o vetor tensdo t(n) e o vetor normal ao plano de sec¢do forem colineares, implica que n é
uma das direcdes principais de tensdo, conforme apresentado na Figura 8.

A 1(n)

FIGURA 8. VETOR TENSAO PRINCIPAL.
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Neste caso, o vetor tensdo pode ser escrito em fungdo de sua magnitude ou intensidade (1),

ou como comumente associada, um de seus valores principais, conforme a equagado (1.13):

t; = )lni t=1An (113)
A equacdo (1.13) pode ser expressa em funcdo do tensor de tensdes de Cauchy:
O determinante dos termos entre parénteses define a equagdo caracteristica, da seguinte
forma:
Desenvolvendo o determinante, leva a:
MB—LA2+LA-13=0 (1.16)
em que I, I e I3 s3o os invariantes do tensor de tensdes, dados por:
11 = 0j; (117)
1
I; = E(aiiaj,- — 005 (1.18)
I3 = €mnoOm10n2003 (1.19)

As trés raizes da equacdo (1.16) sdo os auto-valores do tensor de tensdes, as tensdes
principais. As tensdes principais independem do sistema de coordenadas, e cada tensao principal
estd associada a uma direcdo, sendo ortogonais entre si. Cada direcdo é definida por um auto-
versor, obtido pela solugdo nao-trivial normalizada da equacdo (1.14).

~ T p p p
Usualmente ordena-se o tensor em fun¢do dos valores principais por o;; > 05, > 035, OuU
seja:
p
o;;, O 0
p
a, 0 (1.20)

F=|o0
0 0 ok

1.2.2 Tensdes maximas de cisalhamento

Da mesma forma que existem trés planos que apresentam apenas tensdes normais, definidos
pelos auto-versores, ha trés planos que apresentam tensées de cisalhamento criticas. Estes planos

formam angulo de 452 com os planos principais, e promovem tensao cisalhante criticas de:

14 14
0,, — O.
0_1c2 — | 11 > 22| (1'21)
14 14
g,, — O.
oS, = MT% (1.22)
14 14
O,, — O.
oS, = |33—11 (1.23)
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Nos planos de tensdo de cisalhamento critica existem componentes de tensdao normal, que

sdo dadas por:

D D
0., + 0O
011 = —l 11 > 22 (1.24)
P P
= |03z + 03 (1.25)
2
P P
0,2 + O
033 = |332—11| (1.26)

p p
O22 \l& O22

FIGURA 9. TENSOES CRITICAS DE CISALHAMENTO.

A determinacdo das tensdes principais e tensdes criticas de cisalhamento permite a

elaboracdo de critérios de falha para o material.
1.3 Relagdes Constitutivas

A resposta de um material quanto a uma ac¢do depende de suas propriedades fisicas, que sao
expressas por uma relacdo constitutiva. No caso da mecanica dos sdélidos ou das estruturas,
estabelece-se uma relacdo constitutiva entre tensdes e deformagdes, que pode depender de
diversos fatores, inclusive do tempo. Assim definem-se materiais elasticos, plasticos, viscoeldsticos,
entre outros.

No ambito deste texto serd emprega relacdo linear entre tensdes e deformacdes, ou seja, a
lei de Hooke. A linearidade entre tensdo e deformacdo, ou seja, o regime elastico, é fundamental
para o principio de superposicdo de efeitos e de proporcionalidade entre causa e efeito, largamente
utilizados na estatica das estruturas. Maiores detalhes sobre as leis constitutivas deverdao ser

obtidos em outras referéncias especificas, associadas a resisténcia dos materiais.
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1.4 Determinagdo geométrica

Relacdo entre vinculos e elementos de um arranjo estrutural que estabelece condicao

necessaria, porém nao suficiente, de sua estabilidade.

Uma estrutura pode ser classificada como modvel (indeterminada), determinada ou
superdeterminada conforme o nimero de barras vinculares e arranjo de barras, nés e chapas que a
constituem. Para a determinar a condicdo geométrica de uma estrutura plana, relaciona-se o
numero de chapas ¢, o nimero total de barras b, incluindo vinculares equivalentes, e o nimero de
nés n, empregando a equagao:

b=3c+2n (1.27)

Para esta contagem, considera-se como barras os elementos lineares articulados em ambas
extremidades, sem que ocorram conexdes intermediarias (ao longo da barra). Elementos que nao
se enquadram nesta situacdo sdo considerados chapas. As articulacdes em que se conectam apenas
barras é chamada de né.

A titulo de exemplo, considere a estrutura mista abaixo:

I 1 2 2 3.3 4_ 4 1 ¢
I4(3)
A

b=3xl +2x8 =19

A 13 14 e
(1) (1)

QUADRO 1. EXEMPLO DE DETERMINAGCAO GEOMETRICA.

A estrutura do Quadro 1 é composta por um trecho trelicado, em que foram numeradas as
barras (em preto) e nés (em vermelho). A articulagdo que conecta o trecho trelicado com uma chapa
(numerada em verde) ndao é um nd. Os valores indicados entre parénteses indicam as barras
vinculares, existentes na conexdo da estrutura com a chapa terra (apoios) e na conexdo entre
chapas. Desta forma contabilizam-se 1 chapa, 8 nds e 19 barras, o que implica em uma estrutura
geometricamente determinada, pois o nimero de barras existentes é igual ao niumero de barras

necessarias.
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3
[0
A

b=3x3+2x0=9

(61 a

D)

QUADRO 2. EXEMPLO DE DETERMINAGAO GEOMETRICA.

Alternativamente, considera-se uma estrutura composta por trechos que representam chapas
rigidas de trelica, que atuam em conjunto. A ligacao entre chapas do Quadro 2 é realizada por duas
barras vinculares, que impedem o deslizamento entre estas, porém permitindo o giro. Esta ligacao
€ usualmente chamada de rétula ou articulagdo. Assim sdo contabilizadas trés chapas e nove barras,

o que leva a mesma determinacdo geométrica obtida anteriormente.
1.5 Casos excepcionais de liga¢des entre chapas

E condicdo necessdria para estabilidade que uma estrutura seja geometricamente
determinada, porém ndo é suficiente para que seja considerada estavel. Existem casos excepcionais
gue podem tornar a estrutura movel pela ligacdo por articulagdes e barras vinculares, mesmo sendo
geometricamente determinada.

Para compreender tal afirmacao, é necessdrio observar as cadeias cinemdticas com um grau
de liberdade, que consistem em um conjunto de chapas rigidas ligadas entre si por articulacdes ou
barras vinculares. Como tem apenas um grau de liberdade, ou seja, apenas uma diregcdo de
movimento que ndo esta restrito, o deslocamento ou giro ocorre apenas nesta direcdo. O ponto em
torno do qual uma chapa gira é chamado de polo absoluto e em torno do qual duas chapas giram é
chamado de polo relativo, como mostra a Figura 10.

Na Figura 10a, a chapa 1 rotaciona em torno do polo absoluto préprio (), definido pelo
encontro dos segmentos de reta estabelecidos pelas barras vinculares com a chapa terra. Os
segmentos de reta sdo chamados de Lugar Geométrico. O polo é dito absoluto quando pertence a
chapa e préprio quando contido nos arredores da chapa.

Na Figura 10b, a chapa 1 rotaciona em torno de um polo absoluto impréprio (1), localizado no
infinito, onde supostamente as retas paralelas definidas pelas barras vinculares se encontram. Ou
seja, a chapa s6 pode se deslocar transversalmente em relagdo as barras vinculares. O polo é dito

impréprio pois esta contido no infinito.
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a) Polo absoluto préprio (1) b) Polo absoluto improprio ()

c) Polo relativo proprio (I,11) d) Polo relativo improprio (I,11)

FIGURA 10. POLOS ABSOLUTOS E RELATIVOS, PROPRIOS E IMPROPRIOS.

Na Figura 10c, as chapas 1 e 2 rotacionam relativamente em torno do polo relativo préprio
(1,11), definido pelo encontro dos segmentos de retas estabelecidos pelas barras que vinculam ambas
as chapas. Portanto, o polo é dito relativo quando pertence a ligacdo de duas chapas.

Na Figura 10d, as chapas 1 e 2 sé podem deslizar transversalmente em relagdo as barras
vinculares que as interligam em virtude do polo relativo ser impréprio, localizado no infinito. Desta
forma, o polo é dito relativo pois pertence a ligacdo de duas chapas e impréprio por nao estar

contido nos arredores das chapas.

Polo é o ponto em torno do qual uma chapa com um grau de liberdade gira. Este pode
ser absoluto se estiver relacionado com a ligacdo com a chapa terra, ou relativo se
estiver relacionado com a ligacdo entre chapas. Um polo pode ser impréprio ou

0 proprio, caso esteja contido no infinito ou ndo, respectivamente.

No caso de polo absoluto préprio, o giro promovido por um deslocamento na chapa ocorre

em relacdo a ele. Disto decorre importante propriedade, em que se define o raio vetor:
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<

Q)

FIGURA 11. RAIO VETOR.

Considerando pequenos deslocamentos e giros, em que tg(w) = w, tem-se que:
- -
U =w.7 (1.28)
Barras vinculares definem lugares geométricos, que por sua vez definem a posi¢cdo dos polos.
Os lugares geométricos podem ser expressos tanto por barras vinculares associadas a chapa terra,

guanto com barras vinculares entre duas chapas, como mostrado na Figura 12.

TLULG (LT

a) Lugar geométrico do polo (I) b) Lugar geométrico do polo (I,I1)

c¢) Alinhamento dos polos absolutos e relativo.

FIGURA 12. LUGAR GEOMETRICO E POSIGAO DE POLOS.

Ademais, um lugar geométrico entre chapas é definido pelo alinhamento dos polos, pois o
polo relativo de duas chapas e seus respectivos polos absolutos estdao contidos na mesma reta. Isto
€ mostrado na Figura 12c.

Os conceitos aqui apresentados, de cadeias cinemadticas e seus lugares geométricos, sdo

essenciais para a determinacao de linhas de influéncia.
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1.6 Grau de hiperestaticidade

Grau de hiperestaticidade é a representacdo numeérica do nimero de vinculos

excedentes a determinagao estatica da estrutura.

O grau de hiperestaticidade é dado pela diferenca entre o nimero de esforgos incégnitos e o
nimero de equacdes de equilibrio disponiveis. O elemento estrutural é denominado hipostatico se
esta diferenca for negativa (nUmero de equagdes de equilibrio maior), isostatico se igual a zero, e
hiperestatico se esta diferenca for positiva (nimero de esforgos incégnitos maior). Considere, como

exemplo, o quadro apresentado na Figura 13:

o,

R

FIGURA 13. GRAU DE HIPERESTATICIDADE DE QUADROS.

NN

Os vinculos externos, ou seja, o engaste e o apoio moével, apresentam quatro reagdes
incognitas. Estando disponiveis trés equag¢des de equilibrio, uma reacdo permaneceria
desconhecida, demonstrando um grau de hiperestaticidade externo unitario.

Ha ainda possibilidade de a estrutura apresentar esforcos internos incégnitos, mesmo quando
conhecidas todas as rea¢des de apoio. Considere a estrutura da Figura 13, que de forma hipotética
fossem conhecidas as reacdes de equilibrios nos vinculos. Uma secdo realizada no ponto indicado,
por exemplo, ndo leva a obtencao dos esforgos internos, pois nao é possivel separar a estrutura em
duas partes. Ou seja, a conexdo ainda existente da estrutura mantém a transferéncia de esforgos
internos, indicando a existéncia de esforcos indeterminados.

De forma genérica, cada quadro plano amplia o grau de hiperestaticidade em trés, que sdo os
esforcos internos de esforco normal, esforco cortante e momento fletor. Considerando o quadro
exemplo da Figura 13, devido a presenca de uma rétula, o grau de hiperestaticidade interna é dois.
Adicionando o grau externo contabilizado anteriormente, o grau total de hiperestaticidade da

estrutura é trés.
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Capitulo 2 - Método Classico para Estruturas Lineares

Neste capitulo vocé vai ver:
e Teoria da Elasticidade Linear;
e Hipdteses, SimplificacOes e Idealizagdes;
e CondicOes de compatibilidade;
e CondicGes de equilibrio;

e Relagbes constitutivas

onsidera-se uma estrutura como um conjunto de particulas e sélidos organizados e com

geometria definida, denominados elementos estruturais, ligados entre si e ao meio externo,

capaz de receber solicitacdes externas e transmitir até os pontos onde se encontra
vinculada.

A concepcdo de um modelo estrutural para representacdao do comportamento de estruturas,
dependendo dos fendmenos fisicos que se desejam representar, contempla uma série de hipdéteses
simplificadoras que devem ser adotadas com base em uma idealizagdo sobre o comportamento real
da estrutura. Esse conjunto de hipéteses simplificadoras deve ser adotado para viabilizar a obtencao
de modelos matematicos representativos do comportamento estrutural, almejando solucdes
analiticas.

A mais simples das abordagens para concep¢ao de um modelo estrutural constitui o chamado
Método Classico ou Teoria da Elasticidade Linear em pequenos deslocamentos, que contempla um
conjunto de hipdteses, simplificacdes e idealizagbes. Se destacam a condi¢ao de continuidade, o
principio da superposicdo de efeitos e o regime de pequenas deformacdes. Consideram-se ainda
idealizagbes sobre a geometria dos elementos, sobre as solicitagdes, regime de pequenos
deslocamentos e proporcionalidade entre causas e efeitos. A partir destas hipdteses sdo
estabelecidas as condicdes de equilibrio, de compatibilidade entre deslocamento e deformacdes, e

condicOes sobre o comportamento dos materiais.
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2.1 IdealizagOes sobre a geometria

No método cldssico sdao tratadas apenas estruturas reticuladas, compostas por elementos
estruturais lineares, que sdo aqueles que possuem uma dimensdo predominante em relacdo as
demais. Tais elementos sao usualmente chamados de barras. As outras duas dimensdes, ortogonais
a dimensdo predominante, definem a secao transversal do elemento.

Os elementos lineares sao representados por seu eixo longitudinal, posicionado ao longo do
baricentro de consecutivas se¢des transversais. Esta idealizacdo sobre a geometria é representada
na Figura 14, onde sdo apresentados, em sequéncia, os elementos lineares de treliga, viga, grelha,
portico plano e pdrtico espacial. A distingdo decorre do plano de acdo das forcas atuantes sobre o
elemento e das consideragGes quanto aos esforgos internos.

Assim sendo, trelica é o elemento estrutural sujeito a apenas solicitagdes normais a sua se¢ao
transversal. Seu esforco interno é chamado esforco normal, promovendo o alongamento ou
encurtamento do elemento. Pode ser dividida em trelica plana e trelica espacial, conforme sua
descricdo geométrica.

Viga é o elemento sujeito a apenas a solicitacdes transversais a sua se¢ao, em um dos planos
ortogonais (usualmente, no plano x-y). Seus esforcos internos sdo chamados momento fletor e
esforco cortante, promovendo deformacgdes normais (flexdo) e deformagdes transversais
(distorcdo) ao longo da secao.

Grelha é o elemento sujeito a solicitagdes transversais a sua se¢cdo, em um dos planos
ortogonais. Seus esforgos internos sao o momento fletor, o esfor¢o cortante e o momento torgor,
em torno do eixo do elemento. Tais esforcos promovem deformacdes normais devido a flexao, e
deformacdes de distorcao transversais decorrentes do esfor¢o cortante e do momento torgor.

Pdrtico plano é o elemento sujeito a solicitacdes normais e transversais a sua se¢ao (em um
dos planos ortogonais). Seus esforcos internos sdao o esforco normal, o esfor¢co cortante e o
momento fletor, promovendo deformacdes normais e transversais na se¢ao transversal.

Por fim, o pértico espacial é o elemento sujeito a solicitacdes nos trés planos (x-y; x-z; y-z),
promovendo momentos fletores em dois eixos, esforcos cortantes em dois eixos, esforco normal e
momento torgor. Seus seis esforgos internos promovem deformacdes ao longo e em torno dos trés

eixos que definem o elemento.
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II TranslaQﬁE) - Esfor¢o Normal

a) Elemento de Trelica.

Rotagdo - Momento Fletor Translacdo - Esfor¢o Cortante

b) Elemento de Viga.

T3

Rotagao - Momento Fletor Translagdo - Esforgo Cortante

Translagdo - Esfor¢o Normal

c) Elemento de Grelha.

"%a

Rotagdo - Momento Fletor Translacdo - Esforgo Cortante

_Rotagdo - Momento Torgor

d) Elemento de Pértico Plano.

Rotagdo - Momento Fletor
Translacdo - Esforco Cortante
Translagdo - Esforco Normal
s
Translacio - Esforco Cortante Rotacdo - Momento Torgor

Rotacdo - Momento Fletor
e) Elemento de Pértico Espacial.

FIGURA 14. ELEMENTOS DE TRELICA, VIGA, GRELHA, PORTICO PLANO E PORTICO ESPACIAL.
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e Trelicas: Solicitadas axialmente (a normal) apenas;
e Vigas: Solicitadas a flexdo e ao cisalhamento;
e Grelhas: Solicitadas a flexao, a tor¢do e ao cisalhamento;
e Poérticos planos: Solicitados a flexdo, a normal e ao cisalhamento;
Q e Porticos espaciais: Solicitados a flexao e ao cisalhamento em dois eixos, a tor¢ao,

e anormal;

2.2 Idealizagdes sobre as solicitagoes

O tipo de analise a ser realizada esta diretamente relacionada ao tipo de solicitagcdo a que a
estrutura estd sujeita. As solicitacdes sdo elencadas conforme a combinacdo de acdes que podem
atuar sobre a estrutura simultaneamente, visando estabelecer as situa¢cdes mais desfavordveis para
a avaliacdo de seguranca da estrutura, seja em um estado limite ultimo, seja em um estado limite
de utilizagao.

As acOes, por sua vez, sdo as causas que promovem os esforcos solicitantes ou deformacdes
nas estruturas. S3o ditas permanentes quando assumem valores constantes ou com pequena
variacdo durante a vida da estrutura, i.e., peso préprio do elemento estrutural; peso préprio de
enchimentos e revestimentos; acdes de protensao, etc.

As acdes sao ditas varidveis quando seus valores variam significativamente durante a vida da
estrutura, podendo, inclusive, ndo ter uma posicao fixa. S3o, em sua maioria, cargas estabelecidas
por cddigos normativos segundo a probabilidade de ocorréncia, associadas a utilizacdo da
construcdo. A acdo da temperatura, da dgua, do vento e de pessoas, sdo exemplos de acdes de curta
duracgdo e/ou varidveis. A acdo de veiculos é outro exemplo de a¢do variavel que pode atuar em
posicOes (instantes) distintas da estrutura.

As acbes podem ainda ser tomadas como excepcionais quando envolvem baixas
probabilidades de ocorréncia durante a vida da estrutura, porém pode ser necessario considera-las
em algumas situacdes, em especial quando a faléncia ou colapso da estrutura gerar graves

consequéncias. Explosdes e sismos podem ser considerados exemplos deste tipo de ac¢ao.
2.3 ldealizagdo sobre condi¢des de vinculagao

Uma estrutura se conecta a outros sistemas estruturais ou ao meio externo por meio de
vinculos, também chamados apoios ou barras vinculares. Tais elementos impedem o movimento
absoluto ou relativo de chapas, em uma ou mais direcdes, e sdo representados conforme os graus

de liberdade livres, como ilustra a Figura 15 para uma estrutura plana.
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FIGURA 15. REPRESENTAGAO DE VINCULOS INTERNOS E EXTERNOS.

O vinculo 1 da Figura 15 é um engaste, que restringe dois deslocamentos transversais assim
como o giro. A representacdo de engaste equivale a uma ligagdo por trés barras vinculares com a
chapa terra. O vinculo 2 é um apoio fixo, que restringe dois deslocamentos transversais, porém
permite o giro, representado por duas barras vinculares. O vinculo 3 é um apoio mével, que
restringe apenas um deslocamento, representado por uma barra vincular.

O vinculo 4 é uma ligacdo deslizante, um engaste mdvel. O giro entre a chapa e a chapa terra
(ou referencial fixo) é impedido, assim como uma das dire¢ées de deslocamento — horizontal no
caso. Apenas o deslizamento ou escorregamento vertical entre as chapas é permitido. As barras
vinculares sdo paralelas, pois, caso uma chapa venha a sofrer rotagdo, a outra irda acompanhar o
movimento.

O vinculo interno 5 é uma rétula, também chamada de articulagdo. O giro entre chapas é
permitido, e os deslocamentos relativos sdo restringidos por barras vinculares. Por fim, o vinculo 6
representa continuidade. N3ao ha possibilidade de deslocamento ou giro relativo. Na Figura 16 sao

mostrados as reacdes e os esforcos internos associados a cada uma das vinculagées discutidas

anteriormente.
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FIGURA 16. VINCULOS, REACOES E ESFORCOS INTERNOS.
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2.4 Linearidade Geométrica

O equilibrio estabelecido na configuragao inicial vale na configuracao final. Decorre da
consideracdo de pequenos deslocamentos e giros, assim como do regime de pequenas
deformacgdes. Considere a estrutura que ocupava a posi¢ao inicial indicada em linha sélida na Figura
17, sujeita a uma carga concentrada P, e cuja configuracdo deslocada encontra-se em linha
tracejada. A reacdo de momento calculada no engaste, considerando a configuracao deslocada da

estrutura, é dada por:

M, =P.(L+96) (2.1)
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FIGURA 17. CONFIGURAGAO INICIAL E ATUAL DE UMA ESTRUTURA.

No caso do deslocamento § « L, pode-se desconsiderar o acréscimo de reacdo de momento

promovido por §, computando a reacdo na configuracdo inicial, tdo somente, como:
M,=P.L (2.2)

Ou seja, o equilibrio da estrutura é promovido na configuracao indeslocada e, portanto, os
esforcos solicitantes sdo relacionados somente as dimensdes da estrutura. Desta forma, os esforgos
solicitantes sao proporcionais aos carregamentos e as demais causas fisicas aplicadas na estrutura.

Outra consequéncia de se considerar a hipdtese de pequenos deslocamentos e deformacoes
e, por conseguinte, giros pequenos, esta na linearizagdo dos referidos giros. Neste caso, o valor da
tangente do angulo de giro se confunde com o valor do préprio angulo, como pode ser visto na

Figura 18.
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FIGURA 18. LINEARIZAGAO DOS GIROS.

Por fim, a linearidade geométrica implica que a geometria e as propriedades constitutivas da
estrutura, quando dependentes da geometria da estrutura, ndao se alteram com a mudanga de

configuracao.
2.5 Condi¢ao de continuidade

A estrutura sofrer deformacdo, permanece continua. Os vinculos internos (ligacoes) e
externos (apoios) sdo mantidos. Considera-se ainda que o angulo formado entre duas barras é

mantido apds a deformacao, ou seja, que os nés sao rigidos.
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FIGURA 19. CONTINUIDADE.

2.6 Linearidade Fisica

O material é considerado elastico linear. Neste caso, as tensdes normal e cisalhante sao
diretamente proporcionais as deformacdes especificas — normal e distorcional. Isto implica na
validade da Lei de Hooke, vide Figura 20. Desta forma, removendo-se a causa fisica que promoveu
certa deformacdo, a estrutura retorna para a situacdo inicial indeformada, sem o surgimento de
deformacdes e tensdes residuais correspondentes.

Considera-se, de forma adicional, material homogéneo e isotrdopico. Neste caso, todos os
pontos do corpo respondem da mesma forma, e com propriedades fisicas idéntica em todas as

diregdes.
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FIGURA 20. LEI DE HOOKE — RELAGAO LINEAR ENTRE TENSOES E DEFORMAGOES

A lei de Hooke estabelece que “As forcas deformantes sdo proporcionais as

deformacdes elasticas produzidas”.

2.7 Principio de superposigcao de efeitos

A associacdo das hipdteses anteriores implica na validade do principio da superposicdo dos
efeitos. Ou seja, o efeito de varias causas pode ser dado pela superposicao dos efeitos das causas
consideradas separadamente. Ndo importa a ordem que estas causas foram impostos na estrutura,
pois é equivalente a uma transformacdo linear. Associa-se ao principio de superposicdo a
proporcionalidade entre causas e efeitos, pois a superposicdo dos efeitos deve ser independente da
sequéncia de imposicao dos efeitos. Ambos principios podem ser escritos na forma:

E(x+y)=EXx)+E() (2.3)
E(k.x) = k.E(x) (2.4)

2.8 Hipdtese cinematica de Euler-Bernoulli

Apesar de ndo estar enumerada como uma das hipdteses do Método Classico, é usual
empregar a hipotese cinematica de Euler-Bernoulli, que consiste em supor que as secdes
transversais inicialmente planas permanecem planas e ortogonais ao eixo longitudinal apds a
deformacao da estrutura (vide Figura 21). Esta consideracdo influencia diretamente na distribuicdo
de tensdes ao longo da secdo transversal do elemento de barra, estabelecendo relacdes em que as
tensOes sdo determinadas diretamente a partir dos esforgos solicitantes, uma vez que sdo
resultantes da integracdo dessas tensdes ao longo da secdo transversal do elemento. Desta forma,

as tensdes sdo diretamente proporcionais aos esforcos solicitantes.
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A hipdtese cinematica, em suma, é dada por:

0(x) =v'(x) (2.5)
em que 6 é o giro da secdo transversal, v é a eldstica da viga e ' denota a derivada.

Cinemdtica de Euler-Bernoulli:
segdo permanece plana e ortogonal

NOONWNNNNN

-~
Cinematica Real:
secdo transversal distorce

FIGURA 21. CINEMATICA DE EULER-BERNOULLI.

2.9 Relagdes Diferenciais em Estruturas Lineares

Destaca-se que as equacdes disponibilizadas nesta secdo estdo em acordo com a convencgao

de sinais expressa na Figura 14.
2.9.1 Condi¢des de equilibrio infinitesimal

O equilibrio estatico é estabelecido quando a resultante de forcas e momentos é nula, em
todo e qualquer ponto da estrutura. Algumas rela¢des diferenciais entre os esforgos solicitantes
podem ser estabelecidas separando-se um elemento de comprimento infinitesimal, submetido a
carregamentos distribuidos na direcdo do seu eixo e nas dire¢des perpendiculares a ele,
representando-se os esforcos solicitantes e suas variacdes atuando em cada uma de suas secdes,
garantindo-se assim o equilibrio, como mostra a Figura 22. Por questdes de simplificacao,
apresentam-se as relagdes diferenciais apenas para o caso bidimensional com cargas no plano dos
elementos, sendo o caso tridimensional uma generalizacao do que se segue.
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a) Axial. b) Flexural. c) Torcional.

FIGURA 22. EQUILIBRIO INFINITESIMAL.
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O equilibrio infinitesimal decorrente de esforcos axiais resulta em uma relacdo entre a carga
distribuida axialmente e a variacao do esfor¢o normal:

dN
——=—q() 26)

O equilibrio infinitesimal em uma seg¢do transversal decorrente de esforgos flexurais prové

duas relagdes — do esforgo cortante e do momento fletor:

dv

-~ == (2.7)
dM d*mM
Frar a1 28

A relagdo (2.8) é obtida ao se desprezar infinitésimos de ordem superior. Ja o equilibrio
infinitesimal em uma secdo transversal decorrente de esforcos torcionais estabelece relacdo entre
o0 momento torcor e as tensdes cisalhantes de torcdo, ndo havendo relagdo com esforcgos
distribuidos neste caso:

~ [rdA

Tr (2.9)

2.9.2 Condi¢does de Compatibilidade Infinitesimal

A compatibilidade estabelece relagdo entre o deslocamento e a deformacado. As deformacdes

axiais estdo relacionadas com a varia¢do do deslocamento:

du
e =—=u'(x (2.10)
X dx ( )
J4 as deformacgdes de flexdo, segundo a cinematica de Euler-Bernoulli - equacdo (2.5), se
relacionam com o deslocamento axial de uma fibra qualquer por:
g = —yv''(x) (2.11)
As deformacgdes por cisalhamento sdao desprezadas na referida cinematica. Na tor¢ao, a

distorg¢do por torcao se relaciona com o angulo de tor¢ao da seguinte forma:

d
Yr = rd—i) =r¢’ (2.12)

2.9.3 Equacdes Diferenciais
Para obter as relacbes diferenciais, deve-se adotar uma relacdo entre as deformacdes e as

tensdes, o que é feito pela Lei de Hooke neste caso. Desta forma, a equacdo diferencial para barras

solicitadas axialmente é dada por:

u’(x) = _g,(élx) (2.13)



Método Classico para Estruturas Lineares 33

Para barras solicitadas transversalmente, é dada por:

q(x)
w — 2.14
) = (2.14)
Para barras solicitadas por torcdo (pura ou de Saint-Venant, sem empenamento), é dada por:
, My
¢'(x) = (2.15)

GJ,
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Capitulo 3 - Diagramas de Esforgos Solicitantes

Neste capitulo vocé vai ver:
e Obtencado de diagramas de esforgos solicitantes por equilibrio;
e Determinacdo das equagdes de momento / cortante;

e Pontos caracteristicos / notaveis no tracado dos diagramas.

onsidere um elemento estrutural seccionado por um corte ficticio, que o divide em dois
trechos. Para transmitir quaisquer solicitacdes aos vinculos, sdo desenvolvidos
internamente esforcos solicitantes.

Os esforgos solicitantes garantem o equilibrio de cada uma das partes, e sdo resultantes da
integracdo das tensoes existentes nas secdes transversais, tensdes estas provocadas em oposicdo a
tendéncia de movimento relativo entre as particulas que constituem a sec¢do transversal. Ou seja,
os esforcgos solicitantes surgem aos pares e em sentido contrdrio, manifestados para equilibrar as

forcas ativas e/ou reativas que atuam na estrutura, vide Figura 23.

K
< A
TS Ty
v T s
M, A/[Z/ﬁyy

FIGURA 23. ESFORCOS SOLICITANTES EM UM ELEMENTO ESTRUTURAL.

No caso tridimensional, sdo trés componentes de forca e trés componentes de momento,
associadas as trés translacdes e trés rotacdes possiveis da se¢do transversal. Considerando o plano
de corte, o esforco normal N impede o afastamento ou aproximacao dos referidos planos na dire¢ao
x. Os esforgos cortantes V), e V, impedem, respectivamente, o deslizamento entre os planos nas
diregbes y e z. Ja os momentos fletores M,, e M, impedem, na devida ordem, o giro relativo entre
os planos gerados pela sec¢gao em torno dos eixos locais y e z, e o momento tor¢or T impede o giro

relativo entre os referidos planos em torno do eixo x.
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Como os esforcos solicitantes podem variar de secao para secao do elemento estrutural, passa
a ser interessante a representacao grafica de tais esforgos ao longo do eixo do elemento, sendo esta
representacdo denominada diagrama de esforcos solicitantes. Os valores dos esfor¢cos sdo
apresentados como ordenadas diretamente sobre as linhas que definem os eixos das barras do
elemento estrutural, tomados como abscissas na representacao grafica.

Uma convengdo de sinais deve ser assumida para representagao conveniada. No caso
bidimensional, em que os eixos dos elementos estdo contidos em um mesmo plano
X ey, € comum que a convengao seja a apresentada na Figura 24.

S S’
MZ MZ
’. N ou _)>C N N

V y v Vy Vy

"

FIGURA 24. CONVENGAO DE SINAIS PARA DIAGRAMAS DE ESFORGOS EM PROBLEMAS PLANOS.

Para obtencdo dos diagramas de esforgos, ou de expressdes que representem os esforcos
solicitantes ao longo do eixo dos elementos, faz-se cortes imagindrios em diferentes se¢des ao longo
do eixo do elemento. Este procedimento é conhecido como Método das Sec¢des.

Apesar de os esforcos solicitantes poderem variar de secao a secdo do elemento estrutural,
as expressdOes dos diagramas s3ao, em geral, continuas por trechos do elemento sempre que o
carregamento e a propria estrutura (i.e., geometria e se¢do transversal) forem continuos no referido
trecho. O mesmo é valido para mudancgas de material e a existéncia de forcas reativas. Portanto, a
presenca de acdes concentradas (forcas ou momentos) ao longo do eixo do elemento implica
obrigatoriamente em um ponto de descontinuidade de um ou mais diagramas, seja esta
descontinuidade no valor dos esforcos ou na derivada destes.

Dito isto, o numero de se¢des necessarias para que se determinem as expressdes dos esforgos
ao longo do eixo de determinado elemento depende do tipo de carregamento a que este encontra-

se submetido e de sua geometria. Vide segdo 2.9, pagina 31.
3.1 Exemplos

Quatro exemplos sdo resolvidos para ilustrar as discussdes relativas a obtencdo dos diagramas
de esforcgos solicitantes. Como este ndo é um texto introdutério, algumas liberdades foram tomadas

nos diagramas, como representacdo conjunta dos esforcos solicitantes.
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3.1.1 Exemplo 1

Como exemplo inicial, considera-se uma viga isostatica sujeita ao carregamento indicado.

Parte-se do chamado Diagrama de Corpo Livre (D.C.L.) do elemento estrutural, em que os vinculos

sao substituidos pelas respectivas reagdes, sendo a estrutura representada livre do referencial fixo

e submetido apenas a forcas ativas e reativas.

12 kN/m 15 kN

TEEEER 8 kN.m
e ﬁ
o

TIITT

VANGN B C
| 1.2m | 2,0m | 12m] 14m |[1,0m |
| | ! T 1
Diagrama de Corpo Livre:
12 kN/m 15 kN
vidd v 8kN.ml

Vs M.
N

VB

le

VA

M5 =0
RVA = 7,5kN
SR/ = 0
RVB = 16,5kN
SFEC =0
Ryc = 31,5kN
XM =0

M, = —66,4kN.m

QUADRO 3. GEOMETRIA DO EXEMPLO 1.

Ndo estando solicitada por forgas axiais (horizontais), a reagao horizontal em C é nula, e,

portanto, sequer foi indicada na resolucdo. Percebe-se no diagrama de corpo livre os vinculos

internos e externos substituidos pelas respectivas forgas reativas, com dire¢do definida de forma

arbitraria —em pares no vinculo interno. Sdo as equacdes de equilibrio que vao efetivamente definir

o sentido correto das forgas e momentos. Ha mais de um caminho de solugao, e todos os caminhos

levam a solucdo, pois esta é univoca. Uma vez conhecido o equilibrio, pode-se calcular as equacdes

representativas para os esforgos solicitantes ao longo da estrutura.

44<x<358

M, =-Ryp(x-32)+8

~

/ 198 A
ﬁ\j\/\f‘j/ o=l } -11,8 N
EFEI

1,2<x<32 349 //// -66,4
M= Ryyx - 6 (x - 1,2)° qL¥8=6 A

0<x<12 32<x<44 5.8<x<68
]\/154- = Rmx AJ[ - - RVE (X' 3;2) Mf = -RVB (x - 3,2) + 8
15 (x-5.8)

QUADRO 4. DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR PARA O EXEMPLO 1.
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Considerando o ponto A como x = 0, obtém-se as expressdes relativas ao momento fletor
Mg, seccionando os trechos e olhando-se para a esquerda. A seguir sdo encontradas as expressdes

relativas ao esforgo cortante 1, obtidos de forma analoga.

0<x</2
V =R,
v VA 4,4<x<58
s s /= Rrn
77T ‘\\\"“\J
-]6,5 '16:5
12<x<32 32<x<44 -31,5
V,=Ryy-12(x-12) V,=-Ryp 58<x<6,8
Vy=-Ryp-15

QUADRO 5. DIAGRAMA DE ESFORCO CORTANTE PARA O EXEMPLO 1.

Apesar dos diagramas poderem ser representados por meio de equacdes representativas aos
trechos, é mais simples empregar o Método das Se¢des, em que se calcula os esforgos solicitantes
em secOes da estrutura. As se¢cOes devem ser dispostas sempre que houver uma mudanca de

continuidade, seja de carregamento ou caracteristicas do elemento estrutural.

12 kN/m 15 kN

N A A A A A A 8 kKN.m
B C CDMC
TR

R\J

VA
1S, 1S, 1S, S, 1S: 1S,
M/10 E TRNSTXRIE 304|664
v, 17,5 17.5 -16,5]-16,5 -16,5]-165 -16,5]-31,5  |-31,5

QUADRO 6. METODO DAS SECOES.

Uma vez conhecidos os valores nas secoes, basta tracar o diagrama a partir dos valores
estabelecidos. Nos trechos em que existem cargas uniformemente distribuidas, “pendura-se” o
valor relativo a contribuicdo do trecho. Salienta-se que as secdes indicadas no Quadro 6 sdo as
minimas necessarias para obtencdo do diagrama — outras se¢des podem ser incluidas por

conveniéncia ou para verificacdo dos valores.
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Diagrama de Momento Fletor: AT 1]-66:4
-34,9 7
198 1]
AU C11.8
7 9 ~q.LY8 =6
Diagrama de Esfor¢o Cortante:
7,5 7,5
| | A
L I
/74 I
165 -165
315

QUADRO 7. DIAGRAMAS OBTIDOS PELO METODO DAS SEGOES.

Alguns pontos notaveis podem ser observados. No diagrama de momento fletor, as variacdes
sao sempre lineares, exceto quando associadas a uma carga distribuida. No caso de uma carga
uniformemente distribuida, a variacdo é quadratica. A concavidade é disposta na direcdo contraria
a componente transversal do carregamento em relagao ao eixo da barra do elemento estrutural.

Outro ponto que merece atencado é a rétula. Se ndo hd momento aplicado nas imediagdes, o
momento fletor neste ponto sempre sera nulo. No ponto de aplicagio de um momento
concentrado, ocorre um salto de mesmo valor no diagrama, o que é esperado.

Com relagdo ao diagrama de esforgo cortante, sempre ocorre salto no ponto de aplicacdo de
uma forca, tanto ativa quanto reativa, transversalmente ao eixo do elemento. No trecho em que ha
uma carga uniformemente distribuida, a variacdo do esforco cortante é linear. Outras conclusodes
podem ser extraidas dos diagramas fazendo-se uso das rela¢des diferenciais apresentadas na secao

2.9, pagina 31.

3.1.2 Exemplo 2

4 kKN/m
c H,H'J,H,J,H,JHL§
D ER
3m
Y Bfom
L 2m | 2m | 2m | 6m |
[ T T T i

QUADRO 8. GEOMETRIA DO EXEMPLO 2
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A estrutura mista do exemplo 2 apresenta exclusivamente esfor¢os normais nas barras com
rotulagdo em ambas extremidades, caso visto nas barras AB, AC, BC, BD e CD. J4 a barra DE pode
apresentar tanto esforgos transversais quanto esforgos axiais, decorrente das agdes impostas e da
transferéncia de esforgos das barras de trelica, que deve ser observado pelo equilibrio de agGes.

Inicialmente, determinam-se por equilibrio as reacdes de apoio. Para tanto, adotam-se forcas

reativas positivas para direita e para cima, e momento reativo positivo hordrio.

ZME=0 ZFH=0 ZFV=0 ZM,;zo
Vy = 6,667 kN Hg; = 0kN Vg =37,333 kN Mg =152 kN.m

Sao quatro incégnitas reativas, o que requer quatro equacgdes de equilibrio para obtencao das
reacgoes. A rotula em D apresenta a quarta equagdo de equilibrio, pois 0o momento em uma rétula é
nulo.

Uma vez obtidas as reagdes de apoio, determinam-se as Normais das barras de trelica. Adota-
se tragdo positiva. O equilibrio em cada né (Método dos Nds) possibilita a obtencdo dos esforgos
normais.

Njyg = 4,44 kN Ngc = 8,01 kN N¢ep = —8,89 kN
Nyc = —8,01 kN Ngp = 16,0 kN Npg = 0 kN

Conhecidos os esforcos axiais em todas as barras, resta apenas determinar os esforcos
transversais na barra DE, o que é facilmente atingido a partir do método das secdes ja discutido
anteriormente e das reagdes de apoio obtidas.

De forma simplificada, representam-se os valores de esfor¢co normal nas barras de trelica e de
momentos fletores no trecho DE, solicitado a esforgos transversais, em um Unico diagrama. Essa
representacdo ndo é a mais adequada, pois esta associando dois tipos de esforcos internos, sendo
feito apenas em estruturas mistas em que ha clara separac¢do dos esfor¢os preponderantes. Neste
caso ndo sdo apresentados os esforcos normais das barras sujeitas a flexdo, o que pode levar a falsa
impressao que ndo existem esforgcos normais nas mesmas, caso do exemplo 3.

Percebe-se que no ponto D ha uma rétula, o que implica que o momento fletor no ponto é
nulo. No apoio E, hd um momento reativo devido ao engaste, de valor conhecido. Segundo a
convencdo empregada, as fibras tracionadas pelo momento sdao as fibras superiores, portanto
desenhado conforme segue. Por fim, acresce-se o efeito da carga distribuida ao longo do vao,
pendurando o valor relativo a contribuicdo especifica ao trecho, desconsiderando outras a¢des, na

direcdo transversal ao vao.
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152,00

J

37333 kN| 152 kN.m

22224

A 444 B
77777

T6,667 kN

QUADRO 9. PRINCIPAIS ESFORCOS SOLICITANTES NOS ELEMENTOS.

3.1.3 Exemplo 3

G E — Diagrama de Corpo Livre
1,8 m Go—>
20 kN RHy
- E o 20 kN
15 kN/m 1,8m E— O F
VIV O 15 kN/m
B c _p *© TEEEEER |
B C D
2.5m
A v RH,
’ 3,5m . 20m g 1,5m _)T A
T T | RV,

QUADRO 10. GEOMETRIA E DIAGRAMA DE CORPO LIVRE DO EXEMPLO 3

Este exemplo traz novamente uma estrutura mista. As rea¢des de apoio por equilibrio,

adotando-se sentido positivo para direita e para cima, sdo:

ZFV:O ZMAZO ZFH=0
Vy =52,5kN H; = —29,16 kN V,=9,16 kN
Conhecidas as reacées de apoio, determinam-se os esforcos normais, sendo adotada tracdo
positiva. Iniciando pelas barras de trelica, os esforcos normais sdao obtidos diretamente por
equilibrio nodal.
Nge = —45,55 kN Npe = 34,99 kN Ngr =9,16 kN
Ncg = —34,99 kN N¢ep = —14,31 kN Npr = 45,98 kN
Obtidos os esforgos axiais nas barras onde estes sdao preponderantes, pode-se, por equilibrio
e empregando o método das sec¢des, determinar os esforcos internos nas barras sujeitas a flexdo.
Faz-se uso novamente da representacao simplificada de esforco normal e momento fletor nos

trechos de interesse em uma unica figura.
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\ e
29,16 kN

9,16 kN

QUADRO 11. REPRESENTAGAO DOS ESFORGOS SOLICITANTES NO EXEMPLO 3.

Um ponto essencial na andlise deste exemplo é o ponto B. Ha continuidade no valor do
momento fletor no referido ponto. Como ndo ha momento concentrado aplicado no referido ponto,
isto € mandatdrio. Assim, ao fazer uma secdao no ponto B, pode-se verificar o equilibrio tanto
observando-se a se¢do a esquerda quanto a direita, e os valores do momento fletor devem ser
coincidentes.

Outra questdo importante estd no trecho parabdlico que foi adicionado ao diagrama — o
trecho pendurado, entre os pontos A e B. Conhecidos os valores dos momentos na extremidade da
barra AB, o valor do momento adicionado corresponde apenas a parcela transversal da acdo

distribuida, que deve ser decomposta para tal fim.

3.1.4 Exemplo 4

A 10 kKN/m

20 kN/m

4m

QUADRO 12. GEOMETRIA DO EXEMPLO 4.
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Conforme tratado anteriormente, grelhas sdo elementos solicitados a flexdo, a tor¢do e ao
cisalhamento, e os esforgos externos estdao contidos transversalmente ao plano que contém os
elementos. Determina-se por equilibrio as reacbes de apoio, para posteriormente desenhar os
diagramas associados aos esforgos solicitantes. O equilibrio é atingido fazendo-se uso das equagdes
de equilibrio de momento em torno de eixos arbitrados bem como somatério de forcas na direcdo

perpendicular ao plano da estrutura, ou seja:

ZMBCZO ZMABD:O ZFV:()
4V, = 20.4.2 — 10.4.2 4V, = 20.4.4 Vg +Ve+Vy,=120kN

Vp =20 kN Ve = 80kN Vg =20 kN
Conhecidas as reacdes de apoio, sdo feitas secdes nas extremidades das barras, analisando os

trés esforgos solicitantes na se¢do, tendo em mente a convencao de sinais respectiva.

Diagrama de Momento Fletor Diagrama de Momento Torgor
qL*/8=20
80 80
0
-80 T
" N
80 -80
Diagrama de Esfor¢o Cortante
60
-20
/
LTI TN
-20
-40
LTI IN
220 -20

QUADRO 13. DIAGRAMAS DE ESFORCOS SOLICITANTES EM GRELHA.

Um ponto especialmente notavel pode ser destacado no diagrama de momentos fletores e
torcores em grelhas. Quando o encontro de duas barras de grelha ocorre em angulo reto, os
esforcos solicitantes de momento fletor sdo transferidos para a outra barra como momento torgor.
O inverso também é valido. Desta forma, o valor (em mddulo) do momento fletor no fim de uma

barra deve ser o mesmo para o momento torcor no inicio da outra barra.
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Isto é facilmente percebido no ponto B, em que a barra AB tem momento fletor de 80 kN.m
em B e a barra BC tem momento torgor de mesmo valor no ponto. Da mesma forma, o momento
torcor de AB em B é nulo, assim como o momento fletor de BC. Quando o encontro ocorre em
angulo diferente de reto, deve ser feita a devida decomposicao do vetor momento atuante na se¢ao

ou no da estrutura.



Capitulo 4 - Principio dos Trabalhos Virtuais

Neste capitulo vocé vai ver:
e Defini¢des gerais do PTV;
e Teoremas de Energia;
e Aplicagdes do PTV: calculo de deslocamentos em estruturas isostaticas;

e Aplicacdes do PTV: selecdo de equacdo de equilibrio.

Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) constitui em um teorema fundamental, que

possibilita a imposicdo de condi¢des de equilibrio e de restricbes de compatibilidade,

largamente empregado para obtencdo de deslocamentos, reagBes e esforcos em
estruturas isostaticas, auxiliando no tracado de linhas de influéncia, sendo base para formulacdes
de resolugdo de estruturas hiperestaticas.

De forma geral, o PTV pode ser enunciado a partir de dois estados distintos atuando sobre
uma estrutura, sem ligacdo obrigatdria entre tais estados. Um dos estados é considerado um estado
de forcas (vide Figura 25, estado (1)), em que se exige o equilibrio entre forgas externas e esforgos
internos. O segundo estado é tido como um estado de deslocamentos (Figura 25, estado (2)), em

compatibilidade com suas deformacdes, respeitando vinculos externos e a continuidade existente.

Estado (1) Estado (2)

FIGURA 25. PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS.
Com base no Principio da Conservacgao de Energia, o PTV estabelece que:
O trabalho virtual externo realizado pelas forcas de (a) ﬁ(a) sobre os correspondentes
deslocamentos de (b) 6i(b) ¢ igual ao trabalho virtual interno realizado pelos esforgos

internos de (a) aj(a) sobre as correspondentes deformagdes de (b) ej(b):

L STexe = XTine — L6 = j o Ve d (4.1)
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O termo virtual decorre da independéncia entre os estados adotados, sendo necessario
apenas que o estado de forgas esteja em equilibrio e o estado de deslocamentos seja compativel,
respeitando a continuidade e vinculos da estrutura. Ou seja, o estado de deslocamentos e estado
de forgas, criados ou aplicados sobre a mesma estrutura, ndo apresentam, necessariamente,
qgualquer ligacdo. Apesar de providos pela mesma estrutura, os estados sdo independentes, e ndo
tem nenhuma relagdo causa efeito entre eles.

Particularmente para estruturas reticuladas, para o caso bidimensional com cargas contidas
no plano da estrutura, a parcela a direita da equagdo (4.1) pode ser escrita em fun¢ao dos esforgos

solicitantes — esforgo normal N@), esforgo cortante V(@ e momento fletor M(@:

YFPs® = f N@qy® 4 f V@qap® 4 f M@gp® (4.2)
em que du®, dv® e dp® s3o, respectivamente, deslocamentos relativos que ocorrem entre
duas secbes vizinhas distantes em ds, associados ao esforco normal, esfor¢co cortante e momento
fletor. Os referidos deslocamentos relativos, assim como os deslocamentos totais, sdo mostrados

na Figura 26.

S (b)
) .dV(b) //\ \/\,\% Byd /_5_\_[_ .
du’ )% /}y ~ / //a“du(b) 0 \/“>A_‘ / // d(l)[ )
VAR / v 4
AV 4/
AN SO e N ~/
S A
4 / //
/ VAR i
/ /‘J\/

8“’]

X

FIGURA 26. DESLOCAMENTOS ABSOLUTOS E RELATIVOS DE UM ELEMENTO INFINITESIMAL.

A Figura 26 mostra uma estrutura sujeita a uma causa fisica qualquer, que promoveu uma

configuracdo deslocada. Desta forma, um elemento infinitesimal de dimensdo ds é sujeito a um
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deslocamento de translaggio §® (decomposto em 557 e 63(,b)) e uma rotacdo 6éb). A variagdo de
deslocamento no sentido axial é dada por du®, no sentido transversal por dv® e rotacional por
dqb(”), estabelecidos conforme a cinematica adotada e a causa fisica a qual encontra-se submetido
o elemento estrutural onde estes sdao calculados.

A interpretagao do Principio dos Trabalhos Virtuais da origem a duas formas conveniadas: O
Principio das Forgas Virtuais (PFV) e o Principio dos Deslocamento Virtuais (PDV). Em linhas gerais,
o PFV estabelece que, impondo-se um estado de deslocamentos real (b) em um estado de forcas
virtual (b), em equilibrio e convenientemente criado, o trabalho externo das forgas virtuais de (a)
com os deslocamentos reais de (b) é igual ao trabalho interno das tensdes virtuais de (a) sobre as
deformagdes reais de (b), sendo assim possivel de se impor condi¢ées de compatibilidade ao estado
de deslocamentos real. Esta forma do PTV é particularmente interessante para determinacdo de
deslocamentos em estruturas.

J& o PDV estabelece que, impondo-se um estado de deslocamentos virtual (b),
convenientemente criado e compativel com os vinculos, a um estado de forgas real (a), o trabalho
externo das forgas reais de (a) com os deslocamentos virtuais de (b) é igual ao trabalho interno das
tensdes reais de (a) sobre as deformacdes virtuais de (b), sendo possivel de se impor condicdes de
equilibrio ao estado de forgas real. Esta forma do PTV é particularmente interessante para

determinacdo de reacdes e esforgos solicitantes em estruturas.
4.1 Calculo de deslocamento em estruturas isostaticas

A determinacdo de deslocamentos em estruturas isostaticas decorre da aplicacdo do Principio
das Forgas Virtuais, em que se impdem ao estado de deslocamentos real (b) um estado de forgas
virtual (a) criado de forma conveniente, com uma for¢ca (ou momento) unitaria na direcao e sentido

do deslocamento que se deseja determinar, tal como ilustrado na Figura 27.

1 Indeslocada Indeslocada
/\ ~ \Deslocada
7777 ST STT777

Estado de Forgas (a) Estado de Deslocamentos (b)

FIGURA 27. CALCULO DE DESLOCAMENTO EM ESTRUTURA ISOSTATICA.

Impondo-se o estado de deslocamentos (b) ao estado de forgas (a), de acordo com a equacgdo

(4.2), tem-se que:
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1.6® = f N@du® + f V@dy® f M@dp® (4.3)
reduzindo o problema do célculo do deslocamento §® & determinacio de integrais de produtos de
fungdes definidas sobre o eixo das barras da estrutura, com du(b), dv® e dqb(b) determinados de
acordo com a cinematica adotada e com as causas fisicas as quais encontram-se submetidos os
elementos da estrutura no estado de deslocamentos (b).

Com as consideragdes e restricdes dispostas no Capitulo 2 - associadas ao método classico -,
as variacoes de deslocamento devido a um carregamento qualquer em um elemento infinitesimal

de comprimento ds sao definidas por:

b
w _ N (4.4)
du EA ds
(b)
GA
M®)
ag® = ——ds (4.6)
(b)
Gl

em que E é o mddulo de elasticidade longitudinal, G é o mddulo de elasticidade transversal, A é a
area da secdo transversal, I é a inércia da se¢dao em relacdo ao eixo longitudinal, e y é um fator de
correcao do cisalhamento associado a forma da se¢do transversal. Inclui-se ainda d(p(b), que é a
variacdo angular entre secdes associada com a distor¢cdo decorrente da torcdo (verificada em
elementos de grelha e porticos espaciais), sabendo-se que J; é o momento polar de inércia, também
conhecido como momento de inércia a torgao.

Quando a causa fisica é uma variacdao de temperatura, ja em equilibrio a partir de um

referencial livre de tensdes, as variagdes de deslocamento sao dadas conforme a Figura 28.

AT, ¢ AT, ds
\
L du¥ =a AT, ds
\
\,Q:J do® - @ (AT—-AT) ds
\ (I) = h
\ 1
N
ATi \‘) '
|<T>| o AT,ds

FIGURA 28. DISTRIBUICAO DE TEMPERATURA EM UM ELEMENTO INFINITESIMAL.

Tendo isto em mente, as variacdes de deslocamento sao dadas por:

du® = a AT, ds (4.8)
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(4.9)
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dv® =0
dp® = a—ATi _ ATsd
h
em que « € o coeficiente de expansdo térmica, AT, € a variagdo de temperatura em relagdo ao eixo

s (4.10)

longitudinal, AT; e AT, sdo as variagdes de temperatura em relagao as fibras inferiores e superiores,

respectivamente, e h é a altura da secgao.
Para uma se¢do em que o eixo longitudinal se encontra na metade da altura, du® reduz para:

AT; + AT, @11)

du® =« > ds

4.1.1 Exemplo trivial
Considere a viga apresentada no Quadro 14, em que se deseja conhecer o deslocamento

vertical em B. O estado de deslocamentos é provido pelos diagramas de esforgos solicitantes

associados as propriedades geométricas da secdo transversal e propriedades fisicas do material

constituinte.
12 kN/m 15 kN
Tl - - 50 Goa
~ v o
8 O ~ G =25 GPa
A B C
ST
L 1,2m 2,0m | 2,6 m 1,0m >
* 0 i 10 cm
EXEMPLO DE CALCULO DE DESLOCAMENTO EM ESTRUTURA ISOSTATICA PELO PTV.

QUADRO 14.
Ja o estado de forgas é proposto conforme o deslocamento que se deseja obter, impondo-se

uma forga unitaria na direcdo do deslocamento e sentido arbitrado positivo.
1kN

3,2m

SN A
| 3,6 m
|

Estado de Forgas (a)
QUADRO 15. ESTADO DE FORCAS ARBITRADO PARA CALCULO DE DESLOCAMENTO PELO PTV.

Para obtencdo do deslocamento em B, relacionam-se os diagramas de esforcos solicitantes

por meio da equacdo (4.3), conforme a seguir.
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: . -74.4
Diagrama de Momento Fletor: 42,9 2,6 -3

Diagrama de Esforgo Cortante:
7,5
TTTT7 N % T I
-16,5 -1

-3L,5
Estado de Deslocamentos (b) Estado de Forgas (a)

L2

QUADRO 16. DIAGRAMAS DE ESFORGOS SOLICITANTES PARA CALCULO PELO PTV.

Cada trecho do diagrama deve ser convertido em uma expressdo, e cada variacdo nos
diagramas envolve a dedugdo de nova expressao. No entanto, as integrais envolvidas podem ser
facilmente obtidas empregando-se tabelas de integracdo de produto de duas fung¢des, como a
mostrada no Quadro 17. Qutras tabelas, com maior nimero de relacdes, sdo facilmente obtidas em

outras bibliografias, porém as relacdes apresentadas sao suficientes para as aplicagées mais gerais.

() dx
fa(x)dx ¢ a| a 4 b
o . aal ?L @L
‘B %L %L @L
a 5 a(“z_H”)L a(2a_6+ﬁ)L a(2a6+ ﬂ)_l_b(a-gZﬂ) .
\V Z:YL %L @L

QUADRO 17. INTEGRAIS DE PRODUTO DE DUAS FUNCOES.

A tabela com as integrais de produto de duas func¢des foi empregada para determinar o
deslocamento vertical em B. Apenas nos trechos que envolver diagrama ndo nulo, estas sdo
apresentadas. Inicia-se com o diagrama de esforco cortante, depois com a contribuicio de

momento fletor.
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-16,5 -1 -31,5 -1
GA 1=2,6m l=1,0m
—429 =744 _5¢ -3
1 -42,9 -2,6 ' ’
N e i o S
El
1=2,6m [=1,0m

5y = % [(—1.-16,5.3,6) + (—=1.—31,5.1,0)]

41 (26 4292’6)
70 LU

N K—z,a (2.-42,9 — 74,4)> N (-3:6- (z429+2. _74’4)>l . 1,0}

3 6
_ X744 + 281,108 _ 0,1786 + 84,3324 = 84,51
B~ " GA El 7 ’ o

QUADRO 18. CALCULO DO DESLOCAMENTO VERTICAL NO PONTO B.

4.1.2 Primeiro exemplo complementar

Considere a viga apresentada abaixo, em que se deseja conhecer o deslocamento vertical em
C, considerado positivo para baixo. O estado de deslocamentos é provido pelos diagramas de
esforcos solicitantes associados as propriedades geométricas da se¢do transversal e propriedades

fisicas do material constituinte, sendo estas: El =21.000 kN.m? e k = 5.000 kN.m/rad.

10 kN/m
g,lllllllf{llllllll
7 A EI B@k EI C

4m I, 4 m I

QUADRO 19. EXEMPLO COMPLEMENTAR - VIGA COM MOLA RELATIVA DE GIRO.

O estado de deslocamentos é dado pelas a¢bes atuantes na estrutura. Para facilitar sua
obtencdo e destacar as acdes e reagbes — inclusive as internas —, desenha-se o Diagrama de Corpo
Livre. No caso da rdtula, transfere-se esforco horizontal (desconsiderado pela auséncia de a¢des) e

esforco vertical. A mola de giro, por sua vez, garante continuidade de momento.
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Diagrama de Corpo Livre

10 kN/m 10 kN/m
ri=0 4V VT LLTT o CITITTTI T
RM ,=320kN r% T j)MB T l MB%J
A ™RV, =80KN  V, ARRAA V,=40kN

MBC\@ﬁr-> Mj=80kN.m

QUADRO 20. DIAGRAMA DE CORPO LIVRE DO ESTADO DE DESLOCAMENTOS (B).

O estado de forgas é proposto conforme o deslocamento que se deseja obter, impondo-se

uma forca unitdria na direcao e sentido arbitrado positivo.

Diagrama de Corpo Livre

RM ;8]1;_.:1{: I F‘l)MB ﬂ M&‘

RV ,=1kN Vi Vi Vg Vp=1kN

MB(@/) Mp=4kN.m

QUADRO 21. DIAGRAMA DE CORPO LIVRE DO ESTADO DE FORCAS ARBITRADO (A).

llkN

Para obtenc¢do do deslocamento em C, relacionam-se os diagramas de esforcos solicitantes
por meio da equacdo (4.3). Em elementos sujeitos a causa fisica carregamento, a principal
contribuicdo de deslocamento, em geral, é dada pelo Momento Fletor, portanto é usual

desconsiderar o Esfor¢co Cortante, como segue:

(M,) kN.m

©

Estado de Deslocamentos (a) Estado de Forgas (a)

QUADRO 22. DIAGRAMA DE ESFORCOS SOLICITANTES. -

Emprega-se a tabela de integrais de produto de duas fun¢Ges para obter o deslocamento

vertical em C a partir da contribuicdo do momento fletor e do esfor¢co na mola de giro.
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320 80 g 4 8 4
- I N R T R e e

1=4,0m 1=4,0m 1=4,0m

" +%[ il |4l

l=4,0m

4 4 4 4
{— [320(28+4) +80(8 + 2.4)] — 520(8 +4) + 5804 - §20.4}

Sve = 37000 (6

+ £ 000 [80.4]

Syc = 0,30781 m = 30,781 cm

QUADRO 23. CALCULO DO DESLOCAMENTO VERTICAL DO PONTO C.

4.1.3 Segundo exemplo complementar

Neste exemplo, deseja-se encontrar o deslocamento vertical do ponto A em uma grelha

isostatica, considerado positivo para baixo, sendo dados El =21.000 kN.m? e GJ: = 10.000 kN.m?2.

A 10 kN/m

20 kN/m

<
4m

QUADRO 24. EXEMPLO COMPLEMENTAR — GRELHA ISOSTATICA.

Neste caso, deve-se observar que os esforgos solicitantes associados a estrutura sdo esforco
cortante V@ | momento fletor M@ e momento torgor T@ e devem ser empregados ao

contabilizar o trabalho decorrente das a¢des internas na equacao (4.1), na seguinte forma:

1.6® =jV(“)dv(b) +j1v1(a>d¢<b> +fT(a)d(p(b) (4.12)
em que d(p(b) é a variacdo angular entre secdes, associada a distorcdo, determinada de acordo com
a cinematica adotadas e com as causas fisicas as quais encontram-se submetidos os elementos da
estrutura no estado de deslocamentos (b). Novamente a contribuicdo do esfor¢co cortante sera
desprezada, pois sua contribuicdo ao deslocamento é consideravelmente menor que as demais

parcelas neste exemplo.
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Os diagramas de esforcos associados ao estado de deslocamentos sdo obtidos a partir do

Diagrama de Corpo Livre:

10 kN/m

T T 20 kN/m
RV,=20kN RV, =80kN

RVD=2OkNT

QUADRO 25. DIAGRAMA DE CORPO LIVRE — GRELHA ISOSTATICA.

qL*/8=20

0
qL/8=40
-80
0
-80
80
a) Momento Torgor b) Momento Fletor

QUADRO 26. DIAGRAMAS PARA ESTADO DE DESLOCAMENTOS (B) — GRELHA ISOSTATICA.

O estado de forgas, criado com o propédsito de obter o deslocamento vertical em A, é dado
pela adocdo de uma forca unitdria de sentido vertical para baixo no ponto A, e os respectivos

diagramas de esforcos.

llkN

RV,=2kN T RV _=0kN T

RV,=1kN l

QUADRO 27. DIAGRAMA DE CORPO LIVRE — GRELHA ISOSTATICA.
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0

c¢) Momento Torgor d) Momento Fletor

QUADRO 28. DIAGRAMA PARA ESTADO DE FORGAS (A) — GRELHA ISOSTATICA

Emprega-se novamente a tabela de integrais de produto de duas funcbes para obter o
deslocamento vertical em A, a partir da contribuicdo do momento fletor e do momento torgor.

Sya = % Il I R NS~ My i

[=4,0m [=4,0m [=4,0m

N — —80. —— —4 N vw. 7—4 N \IBO. \|—4

1=4,0m [=4,0m 1=4,0m

N i[ ™ | ] ] |‘*]

GJe 1=4,0m 1=4,0m
P {4804 04— 2804+ 804 —F104 4804}
VA~ 21000137 3777 3Tzttt o3t 3ot
+T500g [~ 4804 + 4.80.4]
5, =2 001524 m = —1524

VAT 21.000 m=—Loskcm

QUADRO 29. CALCULO DO DESLOCAMENTO VERTICAL DO PONTO A.

4.2 Selegcdao de equagao de equilibrio em estruturas isostaticas

O Principio dos Deslocamentos Virtuais pode ser aplicado para a determinacdo de esforcos
solicitantes internos e reagdes de apoio em estruturas isostaticas, recaindo na solu¢ao de uma Unica
equacdo com uma incognita. Para tanto, cria-se um estado de forcas real removendo-se o vinculo
associado a reacdo ou esforco que se deseja determinar, substituindo-se pela correspondente
reacdo ou esforco. A estrutura isostatica em equilibrio se torna uma cadeia cinematica com um grau
de deslocabilidade.

Sobre tal cadeia cinematica, impdem-se um estado de deslocamentos virtual,
convenientemente criado e sem incluir deformacdes — deslocamento de corpo rigido —, constituido
de um deslocamento unitario na direcdo da reacdao ou esforco que se deseja determinar. O

deslocamento, porém, é imposto em sentido contrario ao arbitrado positivo, gerando
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deslocamentos proporcionais a este no restante da estrutura, passiveis de serem determinados por

relagdes trigonométricas. Tal processo é ilustrado na Figura 29.

Estado de Forgas (a)

Estado de Deslocamento (b) '—>1
H=

FIGURA 29. CALCULO DE REAGAO OU ESFORGO EM ESTRUTURA ISOSTATICA.

Impondo-se o estado de deslocamentos virtual (b), de corpo rigido, ao estado de forcas real

(a), tem-se que:

2Text =0

—1LRy +YF s + ¥ f q\V5"ds =0

(4.13)

(4.14)

Ou seja, a aplicacdo do Principio dos Deslocamentos Virtuais para determinacdo de esforgos

e reacbes em estruturas isostaticas transforma um problema eminentemente estatico em um

problema geométrico de calculo de deslocamentos infinitesimais sobre uma cadeia cinematica com

um grau de deslocabilidade.

4.2.1 Exemplo de calculo de reagao

Considere a viga apresentada abaixo, em que se deseja conhecer a reacdo vertical em A.

12 kN/m 15 kN
I Bl E=soom
-A-A O § I G =25 GPa
B C
| 1,2m | 2,0m | 2,6m 1,0 m | —
| | | i 10 cm
QUADRO 30. EXEMPLO DE CALCULO DE REACAO DE APOIO POR PTV.
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O estado de forcas decorre da remocdo do vinculo associado ao esforco que se deseja
conhecer e a substituicdo por um esforgo correspondente. A estrutura, antes isostdtica, se torna

uma cadeia cinematica com um grau de liberdade, porém ainda em equilibrio:

12 kN/m 15 kN

vid i

T A B C

V174

Estado de Forgas (a)

QUADRO 31. CADEIA CINEMATICA EM EQUILIBRIO.

O estado de deslocamentos é dado pela imposi¢cdao de um deslocamento unitario contrario ao

sentido do esforgo imposto:

A E

Estado de Deslocamentos (a)

QUADRO 32. CADEIA CINEMATICA COM DESLOCAMENTO IMPOSTO.

A reacdo é dada pela imposicao do estado de deslocamentos arbitrado ao estado de forgas,

resultando em:

3,2

—1.Ry, +J 12
1,2 ’2

3,2—x

dx =0 - Ry, = 7,50kN

QUADRO 33. CALCULO DA REAGAO DE APOIO POR PTV.

A coordenada x, neste caso, foi tomada a partir do ponto A. Ndo hd nenhuma obrigatoriedade

neste sentido.
4.3 Teorema de reciprocidade de Betti

O Teorema de Betti estabelece que, sendo dois estados quaisquer (1) e (2) sobre uma
mesma estrutura, provocados por causas fisicas distintas, em equilibrio e cujos
deslocamentos e deformacdes respeitam as condi¢cdes de continuidade e vinculagao
da estrutura, o trabalho externo das forcas externas de (1) sobre os deslocamentos

de (2) é igual ao trabalho externo das forcas externas de (2) sobre os deslocamentos

de (1), ou seja:

Ty = Ty (4.15)
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Sejam, por exemplo, os estados (1) e (2) apresentados na Figura 30, atuantes sobre a mesma
estrutura, submetidos por simplicidade apenas as a¢des indicadas. Considere ainda deslocamentos
elementares definidos segundo a resisténcia dos materiais (lineares), conforme os esforcos

solicitantes.

1 \

Estado (1) Estado (2)

FIGURA 30. TEOREMA DE BETTI.

O trabalho externo das forgas de (1) sobre os deslocamentos de (2) é dado por:

o N@ V@ M@ (4.16)
f EA S+f GAXS+f ——ds
Ja o trabalho externo das forgas de (2) sobre os deslocamentos de (1) é dado por:
Ty = jN(z)du(l) +IV(2)dv(1) +jM(2)d¢(1) _
(4.17)

EA GA El
Da igualdade dos termos a direita das equacgdes (4.16) e (4.17) fica comprovada a hipétese do

N@N@D y@py@ M@ p@
=f—ds+]—xds+J—ds

teorema, estabelecida na equacao (4.15).
4.4 Teorema de Maxwell

De forma semelhante ao Teorema de Betti, o Teorema de Maxwell relaciona os
deslocamentos em pontos distintos de dois estados (1) e (2) que atuam sobre a mesma estrutura,
cada qual sujeito a apenas uma ag¢ado unitdria — forca ou momento.

Sejam, entdo, os estados (1) e (2) apresentados na Figura 31, atuantes sobre a mesma

estrutura, submetidos a acdo indicada.

S2

: Deslocada

SZNI

—
81 2
Indeslocada ' Indeslocada

Estado (1) Estado (2)

FIGURA 31. TEOREMA DE MAXWELL.
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O Teorema de Maxwell estabelece que o deslocamento §, ; do estado (1) na diregao
e sentido da forga unitdria aplicada no estado (2) é igual ao deslocamento &, , do

estado (2) na direcdo e sentido da forca unitaria aplicada no estado (1):
o T(l)(Z) = T(Z)(l) - 1.62‘1 = 1.61‘2 - 62’1 = 61’2 (418)
Isto implica na simetria dos sistemas de equa¢bes de métodos de resolugao de estruturas

baseados no Principio dos Trabalhos Virtuais.
4.5 Aplicagdoes do PTV

O Principio dos Trabalhos Virtuais tem outras aplicagdes além das inicialmente aqui
apresentadas. Sua generalidade permite, por exemplo, obter Linhas de Influéncia de cargas méveis,
obter equacgdes adicionais para resolucdo de estruturas hiperestaticas — o que resulta nos Processos
dos Esforcos e dos Deslocamentos, além de servir de base para outras formulagdes mais complexas.

As Linhas de Influéncia, assim como os processos para resolucdo de estruturas hiperestaticas
sdo temas centrais para a Estatica das Estruturas. Estes serdo abordados no préximo livro, porém
ndo podem ser elucidados sem a base apresentada neste livro.

Como discente, é dever buscar exercicios que empreguem os conhecimentos basicos aqui
apresentados para complementar seu estudo. Desta forma, a Estatica das Estruturas se torna

apenas a construcao de processos e métodos a partir de desenvolvimentos anteriores.

Nos vemos no Livro 2.

Carrazedo & Paccola.
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Capitulo 5 - Bibliografias Complementares ,

Neste capitulo vocé vai ver:

e Complemente seu estudo — Encontre referéncias a livros que podem te auxiliar nos

estudos, com detalhes das formula¢des desenvolvidas.

ALMEIDA, Maria Cascao Ferreira. Estruturas isostaticas. Oficina de Textos, 2009.
MACHADO JUNIOR, Eloy Ferraz. Introducdo a isostatica. Sao Carlos: EESC-USP, 1999.

MARTHA, Luiz Fernando. Analise de estruturas: conceitos e métodos basicos. Rio de Janeiro,
ELSEVIER, 2010.

SALES, José Jairo; et alli. Sistemas estruturais: teoria e exemplos. S3o Carlos: SET/EESC/USP, 2005.

SUSSEKIND, José Carlos. Curso de anadlise estrutural, vol. |. Rio de Janeiro, GLOBO, 1974.
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