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Titulo

Jogos e problemas olimpicos envolvendo caminhos minimos e desigualdades

Prefacio
Este material didatico é utilizado durante algumas das aulas dos cursos
“Geometria Olimpica com GeoGebra I e II” para professores de Matematica do
Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O texto conta com 53 figuras que
facilitam acompanhar as resolugoes. Todas tém como complemento links para os
graficos interativos no site do GeoGebra e, varios, a resolucao em video do
YouTube. O contetdo esta dividido em duas partes: um conjunto de dez jogos
baseados na desigualdade triangular e um grupo de sete problemas resolvidos de
olimpiadas internacionais de Matematica. Nestes tltimos também aparecem as
desigualdades de Cauchy-Schwarz, das Médias e de Erd6s-Mordell. O diferencial
na utilizacao do GeoGebra justifica-se pela disponibilidade gratuita do software,
tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construcoes
geométricas podem ser feitas de forma dindmica, onde exploram-se diversas
configuracoes de um mesmo desafio. O GeoGebra serve tanto como calculadora
grafica e numérica, utilizada para a verificagao, como ferramenta para a
apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa. O GeoGebra

também convida o leitor a interagir, a por as maos na massa.

Palavras-chave: Geometria, Olimpiadas, GeoGebra, Ensino Fundamental,

Ensino Médio, Formacao de Professores.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Brincadeiras e jogos

Brincadeiras e jogos sao ferramentas eficazes de aprendizagem em determinados contex-
tos. Segundo Kamii e Joseph [5], brincadeiras podem ser utilizados na educagao matematica
para estimular a habilidade de pensar de forma independente. A pesquisa de Savi e Ribas [38]
traz pontos importantes para uso de jogos digitais na educacao. Os autores listam trés poten-
cialidades da interagao com os computadores para o ensino: efeito motivador, aprendizado por
descoberta e socializacao.

Na dissertacao de Demétrius Melo de Souza [39], o autor apresenta com figuras, textos e
videos um conjunto de problemas (jogos) que sao resolvidos pelas transformagoes geométricas
de Translacao e Rotagao. Outro artigo muito didético sobre o Teorema de Napoledao e o ponto

de Fermat pode ser encontrado em Rodrigues [35].

1.2 Sobre o contetido e sua organizacao

O livro faz parte dum projeto de longo prazo para o treinamento de estudante e professores
com problemas de Olimpiadas de Matematicas. Em particular, este material didatico é utilizado
nas aulas dos cursos “Geometria Olimpica com GeoGebra [ e II” para professores de Matemaética
do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. Os mesmos acontecem na modalidade de
Ensino a Distancia (EaD) pela plataforma Moodle de Cultura e Extensdo da USP.

O contetido esta dividido em duas partes: um conjunto de dez jogos baseados na de-
sigualdade triangular e um grupo de sete problemas resolvidos de olimpiadas internacionais
de Matematica. Nestes tltimos também aparecem as desigualdades de Cauchy-Schwarz, das
Médias e de ErdGs-Mordell.

O texto conta com 53 figuras que facilitam o acompanhamento das resolugoes. Como

complemento, links para os graficos interativos sao disponibilizados em paginas do GeoGebra.


https://www.GeoGebra.org/m/vsfydv2v
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Varios problemas contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do YouTube.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento, curso de
Geometria, Nivel 2, do Prof. Cicero Thiago [10]. Também serviram como referéncia os livros
de Geometria [31], Geometria Analitica [1] e Matematica Discreta [30] adotados pelo Mestrado
Profissional em Matemética em Rede Nacional (PROFMAT).

Cinco livros eletronicos gratuitos com as notas de aulas do curso Geometria Olimpica
com GeoGebra estao disponiveis em [16], [17], [18], [12] e [10]. Também foram publicados
quatro livros eletronicos dedicados a resolucao de problemas de olimpiadas internacionais de
Matematica para o Ensino Médio: [15], [6], [7] e [8]. Outros trabalhos da area de Matematica
sao [9], [19], [20], [21], [14], [22], [23], [4], [24], [26], [27], [28], [29], [36], [25], [37], [11] e [13].

1.3 Sobre o GeoGebra

O diferencial na utilizacdo do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do soft-
ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construgoes geométricas
podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuracoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a ve-
rificagdao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.

Com uma boa organizacao e programacao adequada, discutir problemas na tela do GeoGe-
bra permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. En contra partida, na versao
impressa tradicional o aprendente precisa ficar alternando entre paginas para acompanhar uma
resolucao.

O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto é, pode movi-
mentar pontos da construcao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos mais obstina-
dos é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes.

Adicionalmente, a versao online do GeoGebra funciona como uma rede social de aprendi-
zado e colaboracao. Os profissionais e alunos podem disponibilizar e buscar construcoes, baixar
e modificar ou alterar e salvar no préprio site. Em resumo, é um local que fornece materiais e

meios alternativos para a troca de conhecimento relacionado ao ensino de Matematica.

1.4 Lista de jogos

1. Nao conseguir formar um triangulo. Desafio, regras, materiais e questionamentos em 3.1.

Apoio tedrico em 4.1. Versao interativa aqui.

2. Lei da Reflexao. Desafio, regras, materiais e questionamentos em 3.2. Apoio teérico em

4.2. Versao interativa aqui.
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10.

1.5

Problema do Cavaleiro I. Desafio, regras, materiais e questionamentos em 3.3. Apoio

tedrico em 4.3. Versao interativa aqui.

Problema do Cavaleiro II. Desafio, regras, materiais e questionamentos em 3.4. Apoio

tedrico em 4.4. Versao interativa aqui.

Removedor de Minas. Desafio, regras, materiais e questionamentos em 3.5. Apoio teodrico

em 4.5. Versao interativa aqui.

Faixa de Pedestres. Desafio, regras, materiais e questionamentos em 3.6. Apoio teodrico

em 4.6. Versao interativa aqui.

Rio Traigoeiro. Desafio, regras, materiais e questionamentos em 3.7. Apoio tedrico em

4.7. Versao interativa aqui e aqui.

Problema do Jardineiro. Desafio, regras, materiais e questionamentos em 3.8. Apoio

tedrico em 4.8. Versao interativa aqui.

Ponto de Fermat. Desafio, regras, materiais e questionamentos em 3.9. Apoio teérico em

4.9. Versao interativa aqui e aqui.

Problema de Fagnano. Desafio, regras, materiais e questionamentos em 3.10. Apoio

tedrico em 4.10. Versao interativa aqui e aqui.

Lista de problemas olimpicos

. Num quadrangulo convexo com é&rea 32 cm?, a soma dos comprimentos de dois lados nao

adjacentes e uma diagonal ¢ igual a 16 ¢m. a) Qual é o comprimento da outra diagonal?
b) Quais sdo os comprimentos dos lados do quadrangulo se o perimetro é um minimo? c)
Sera possivel escolher os lados para que o perimetro seja um maximo? Para a resolucao

ver Problema 11.

Encontrar o ponto P no interior de um AABC' para o qual a soma:

BC’+ C’A+AB
PD PE PF

¢ minima, em que PD, PE e PF sao as perpendiculares de P a BC, CA e AB, respec-

tivamente. Para a resolugao ver Problema 12.

Se a, b e ¢ sao lados de um triangulo, provar que:

a’b(a — b) + b%c(b —¢) + *alc —a) >0
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Determinar quando vale a igualdade. Para a resolugao ver Problema 13.

4. Seja ABC um triangulo e M um ponto em seu interior. Provar que:
min{MA, MB,MC}+ MA+ MB+ MC < AB + BC + CA.

Para a resolucao ver Problema 14.

5. Considera-se um triangulo acutangulo ABC| com circuncentro O e altura AP. Seja ainda:

£C > /B + 30°.

Provar que:
LA+ ZCOP < 90°.

Para a resolucao ver Problema 15.

6. Os pontos X e Y estao sobre o arco BC' da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC
(este arco nao contém A), de tal forma que /BAX = ZCAY. Seja M o ponto médio da

corda AX. Mostrar que BM + MC > AY. Para a resolugao ver Problema 16.

7. Sejam ABC um triangulo e M um ponto interior. Mostre que pelo menos um dos angulos

MAB, MBC e MCA é menor ou igual a 30°. Para a resolugao ver Problema 17.
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Capitulo 2

Algumas proposicoes basicas antes dos

Jogos

2.1 Desigualdade triangular

Proposi¢ao 1 (Ao maior lado corresponde o maior angulo). Se dois lados de um tridngulo néao
sao congruentes, entao os dngulos opostos a estes lados nao sao congruentes, e o maior dngulo

€ oposto ao mator lado.

Figura 2.1: Guia para a demonstragao da Proposicao 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.


https://www.GeoGebra.org/m/g5ujmbwn
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Demonstracao. A Figura 2.1 mostra um tridngulo ABC. Pode-se supor, sem perda de genera-
lidade, que BC' > AC'. Marca-se sobre BC' o ponto D tal que AC = CD. Logo, o ACAD é
isosceles de base AD e ZCUAD = ZCDA = 6. Sejam LCBA = e ZBAD = ~. Pelo Teorema
do Angulo Externo, aplicado no vértice D do ABDA, tem-se § = 3+ . Portanto, 6 > . Além
disso, como /BAC = a = 0+, entdao a > (3. Isto é, oposto ao maior lado corresponde o maior

angulo. O]

Ainda na Figura 2.1, por redugao ao absurdo e a Proposicao 1 prova-se a reciproca. Isto
é, se a > 3, entao BC > AC.

Proposicao 2 (Desigualdade triangular). A soma dos comprimentos de dois lados quaisquer

de um triangulo € maior que o comprimento do terceiro lado.

Figura 2.2: Guia para a demonstragao da Proposicao 2. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Basta mostrar que o maior lado é menor que a soma dos outros dois. A Fi-
gura 2.2 mostra um triangulo ABC' com ZABC = (. Pode-se supor, sem perda de genera-
lidade, que BC' > C'A > AB. Estende-se a semirreta C'A e marca-se o ponto D € C'A de
tal forma que AD = AB. Seja ZDBC = ~. Como o AABD ¢ isosceles de base BD tem-se
/ABD = ZADB = 6. Adicionalmente, de

/DBC =~v=0+3>0=/BDA
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e da Proposicao 1, segue que:

CD=CA+AD =CA+ AB > BC.

2.2 Simetria em relacao a um ponto

Definig¢ao 1 (Simetria em rela¢do a um ponto). Os pontos A e A’ sao chamados siméltricos com

relacdo a um ponto fizo O se, e somente se, O for o ponto médio do segmento AA" (Figura 2.3).

Figura 2.3: Definicao de simetria em relacao a um ponto. Versao interativa aqui.

O
Ae . o . o A

Fonte: O autor.

Proposicao 3. Sejam 0os AABC e NA'B'C' duas figuras simétricas com rela¢ao ao ponto O
e sejam AB e A'B’' os segmentos correspondentes nessas duas figuras. Entdo ABA'B’ é um

paralelogramo (Figura 2./).

Figura 2.4: ABA’'B’ é um paralelogramo. Versao interativa aqui.
A

Fonte: O autor.
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Demonstragao. Pela Definicdo 1 (Simetria em relagdo a um ponto) AO = OA’ e BO = OB'.

Portanto, as diagonais do quadrilatero ABA’ B’ cortam-se em seus pontos médios. Isso significa
que ¢ um paralelogramo.

Nota-se pelos mesmos argumentos que ACA'C' e BCB'C' também sdo paralelogramos.

O

2.3 Simetria em relacao a uma reta

Definicdo 2 (Simetria em relagdo a uma reta). Os pontos A e A’ sao chamados simétricos

com relagao a uma reta [ se, e somente se, f for a mediatriz do segmento AA" (Figura 2.5).

Figura 2.5: Definicao de simetria do ponto A em relagao a uma reta f. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.4 Triangulo Ortico

Definicao 3 (Tridngulo Ortico). Sejam os pontos D, E e F' as projecoes ortogonais dos vértices
C, A e B sobre os lados AB, BC' e C' A, respectivamente. O ADEF € o tridngulo drtico do
NABC (Figura 2.7).

O triangulo o6rtico também pode ser definido como o triangulo pedal do ortocentro H de
um AABC.
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Figura 2.6: Definigao de Triangulo Ortico. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
Proposicao 4. O incentro do tridngulo ortico DEF coincide com o ortocentro do tridngulo

original ABC' (Figura 2.7).

Figura 2.7: O incentro do tridngulo 6rtico DEF' coincide com o ortocentro do tridngulo original
ABC'. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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Demonstracao. Seja /BAFE = «. Como ZAEB = 90°, entao ZFBA = 90° — a. Do ABDC,
retangulo em D, segue que ZBCD = a.

Como LZHFA = ZHDA = 90° o quadrilatero AFFHD ¢ inscritivel. Logo, /DFH =
/DAH = «. Do mesmo modo, como /ZHEC = ZHFC = 90° o quadrilatero CFHE é inscri-
tivel. Logo, /FFH = /ZECH = «a.

Segue que a reta HF' é bissetriz do ZDF E. Analogamente, mostra-se que as retas HD e
HE sao bissetrizes do ZFDFE e ZDFEF, respectivamente. Ou seja, o ponto H é o incentro do

ADEF e com centro nele pode ser esbocado o incirculo k. O]
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Capitulo 3

Enunciado das brincadeiras ou jogos

3.1 Jogo 1: nao conseguir formar um triangulo

Formar grupos de 3 ou 4 jogadores. Com um barbante (segmento AD na Figura 3.1)
pedir a um estudante (ou grupo) para dividir em trés partes de comprimentos diferentes (AB,
BC e CD). A seguir solicitar que tente formar um triangulo, de tal forma que o pedago de
barbante AB fica fixo (e esticado) na horizontal. Os estudantes nos vértices C' e D podem

movimentar-se livremente, mas mantendo a corda esticada.

Figura 3.1: Dividir em trés (AB, BC e C'D) partes diferentes o barbante AD e intentar formar
um triangulo. Versao interativa aqui.

C
8
D

—————o

A 2 B
A B C D
—o o )

2 8

Fonte: O autor.

Conseguiram formar um triangulo? Como explica-se o resultado pela desigualdade tri-


https://www.GeoGebra.org/m/awvjd7ys
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angular? Como a maior parte das pessoas tende a dividir em partes aproximadamente iguais
é mais dificil nao conseguir. Ganha o grupo que lograr NAO formar um triangulo e explicar

corretamente o porqueé.

3.2 Jogo 2: lei da reflexao

Formar grupos de 3 jogadores. Desenhar uma reta r e dois pontos C' e D no mesmo
semiplano em relacdo a r (Figura 3.2). Um jogador fica no ponto C, o segundo no ponto D e
o terceiro escolhe um ponto F' € r procurando minimizar o comprimento da poligonal C'F'D.
As medidas podem ser feitas com um barbante esticado. Ganha o grupo que tiver escolhido a

poligonal C'F'D de menor comprimento. Como poderia ser utilizada a desigualdade triangular?

Figura 3.2: Escolher um ponto F' € r procurando minimizar o comprimento da poligonal CF'D.
Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.3 Jogo 3: problema do cavaleiro I

Um cavaleiro esta com seu cavalo no ponto A (Figura 3.3). Ele deve primeiro levar o cavalo
a comer grama em algum ponto B € M N. A seguir tomar 4gua em algum ponto C' € PN e
finalmente continuar para o Estabulo no ponto D. Qual deve ser a posicao dos pontos B e C'

para que o comprimento da poligonal ABC'D seja minima?
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Figura 3.3: Problema do Cavaleiro I. Versao interativa aqui. Movimentar os pontos B e C' para
encontrar o caminho mais curto.
M

Te
)
pd

Agua

Fonte: O autor.

Formar grupos de 4 jogadores, um para cada uma das letras A, B, C' e D. As medidas
podem ser feitas com um barbante esticado. Ganha o grupo que tiver escolhido a poligonal
ABCD de menor comprimento. Existe alguma relagao entre este jogo e o anterior? Como

poderia ser utilizada a desigualdade triangular?

3.4 Jogo 4: problema do cavaleiro 11

Um cavaleiro esta com seu cavalo no ponto A (Figura 3.4). Ele deve primeiro levar o cavalo
a comer maca em algum ponto B € PM. Segundo, levar o cavalo a comer grama em algum
ponto C' € M N. Terceiro, tomar dgua em algum ponto D € PN e finalmente continuar para o
Estabulo no ponto E. Qual deve ser a posicao dos pontos B, C' e D para que o comprimento

da poligonal ABC DFE seja minima?
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Figura 3.4: Problema do cavaleiro II. Versao interativa aqui. Movimentar os pontos B, C' e D
para encontrar o caminho mais curto.
M

Maga

P Agua D N

Fonte: O autor.

Formar grupos de 5 jogadores, um para cada uma das letras A, B, C' D e E. As medidas
podem ser feitas com um barbante esticado. Ganha o grupo que tiver escolhido a poligonal

ABCDE de menor comprimento. Como poderia ser utilizada a Desigualdade Triangular?

3.5 Jogo 5: removedor de minas

Um soldado tem que detectar minas em um area com a forma de um triangulo equilatero
ABC delado [ (Figura 3.5). O raio R do seu detector ¢ igual a metade da altura h do AABC. O
soldado comeca no vértice A. Determinar o caminho mais curto que o soldado deve seguir para
garantir que toda a regiao seja checada. O soldado é representado pela letra S e a circunferéncia

s delimita a area verificada.
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Figura 3.5: Removedor de Minas. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Escolher uma vareta de comprimento r como detector (pode ser um cabo de vassoura). O
jogador com a vareta representa o soldado e pode verificar a area atingida simplesmente girando
a vareta sobre sua posicao. Caso gire com o brago esticado, este também deve ser considerado.
Ou seja, o raio da circunferéncia s é R = r + b, onde b representa a medida do braco.

Lembra-se que a altura A num tridngulo equilatero em funcao do lado [ calcula-se como:

hzﬁl.
2

Para satisfazer a restricao R = % o AABC deve ter um comprimento dos lados:

4 4
l:—R:—\/gRQQ,?)R.

N

O AABC pode ser construido com um barbante seguindo o critério lado-lado-lado. A
poligonal ADFE pode ser representada com barbante. Formar grupos de 3 ou 4 jogadores. Ganha
o grupo que tiver escolhido a poligonal ADFE de menor comprimento. A simetria do triangulo
equilatero pode ser explorada de alguma forma? Como poderia ser utilizada a desigualdade

triangular?
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3.6 Jogo 6: faixa de pedestres

Uma pessoa deve deslocar-se do ponto P até o ponto ) pela poligonal PXY Q) (Figura 3.6).
O segmento XY representa uma faixa de pedestres colocada perpendicularmente aos segmentos
AB e CD e que atravessa uma avenida perigosa. Como escolher o ponto X € C'D de tal forma
que a poligonal PXY () tenha comprimento minimo?

Formar grupos de 4 jogadores, um para cada uma das letras P, X, Y e (). As medidas
podem ser feitas com um barbante esticado. Ganha o grupo que tiver escolhido a poligonal
PXY (@ de menor comprimento. Existe uma estratégia eficiente para este jogo? Pode ser

relacionada com a desigualdade triangular? Alguma semelhanca com o jogo 27

Figura 3.6: Faixa de Pedestres. Versao interativa aqui.

D C
° °
Avenida
perigosa
] ®
A B
Q
® ®

Fonte: O autor.

3.7 Jogo 7: rio traicoeiro

Uma pessoa deve deslocar-se do ponto P até o ponto @ pela poligonal PABC'DQ (Fi-
gura 3.7). Os segmentos AB e C'D representam pontes construidas perpendicularmente aos
lados dos retangulos e que atravessam um rio traicoeiro. Como escolher os pontos A € M N e

C € RS de tal forma que a poligonal PABC D() tenha comprimento minimo?
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Figura 3.7: Rio traicoeiro. Versao interativa aqui.

@

N

Rio traigoeiro

Fonte: O autor.

Formar grupos de 6 jogadores, um para cada uma das letras P, A, B, C, D e (. As medidas
podem ser feitas com um barbante esticado. Ganha o grupo que tiver escolhido a poligonal
PABCD@ de menor comprimento. Existe alguma estratégia eficiente para este jogo? Como

relaciona-se com o anterior? Qual a correlacao com a desigualdade triangular?

3.8 Jogo 8: problema do jardineiro

Formar grupos de 3 jogadores, um para cada uma das letras Fy, F, e P (Figura 3.8).
Com Fj e F5 fixos e segurando as pontas do barbante, o jogador em P desloca-se com um giz
e deixando um desenho no chido. E utilizado um tnico barbante esticado o tempo todo. Uma

demonstracao da construcao pode ser vista em video.
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Figura 3.8: Problema do Jardineiro ou construcao de uma Elipse. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Qual a relagao desta curva com a Desigualdade Triangular? E com a trajetéria dos

planetas em torno do Sol? Como obter uma Elipse partindo de um cone?

3.9 Jogo 9: ponto de Fermat

Dado um AABC, encontrar o ponto P que minimiza a soma AP+ BP+CP (Figura 3.9).
Formar grupos de 4 jogadores, um para cada uma das letras A, B, C' e P. As medidas podem
ser feitas com um barbante esticado. O triangulo ABC' pode ser desenhado no chao com giz.
Ganha o grupo com menor AP+ BP + CP. Para comparar o resultado da soma entre diferentes
grupos solicitar que os jogadores alinhem-se num tnico segmento de reta APBPC, mantendo
os barbantes esticados. Isto é, os jogadores em P e B devem segurar simultaneamente dois
barbantes. Existe alguma estratégia eficiente para este jogo? O resultado depende do tipo
de AABC? O minimo deve acontecer dentro ou fora do tridngulo? Como relaciona-se com a

desigualdade triangular?
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Figura 3.9: Jogo sobre o Ponto de Fermat. Versao interativa aqui.
A

Fonte: O autor.

3.10 Jogo 10: problema de Fagnano

Dado um triangulo acutangulo ABC encontrar o AXY Z de perimetro minimo, inscrito
no AABC (Figura 3.10). Ou seja, X € AB,Y € BC e Z € CA.
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Figura 3.10: Jogo sobre o problema de Fagnano. Versao interativa aqui. Podem movimentar-se
os pontos X, Y e Z.

A

©

5 Yy C

Fonte: O autor.

Formar grupos de 3 jogadores, um para cada uma das letras X, Y, e Z. As medidas
podem ser feitas com um barbante esticado. O triangulo acutangulo ABC' pode ser desenhado
no chao com giz. Ganha o grupo com menor comprimento de XY +Y 7 4+ ZX. Para comparar
o resultado da soma entre diferentes grupos solicitar que os jogadores alinhem-se num tnico
segmento de reta XY ZX, mantendo os barbantes esticados. Isto é, os jogadores em Y e Z
devem segurar simultaneamente dois barbantes. Existe alguma estratégia eficiente para este
jogo? Como relaciona-se com a desigualdade triangular? Qual a menor distancia entre um

ponto fora de uma reta e esta?
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Capitulo 4

Fundamentacao tedérica dos jogos

4.1 Nao conseguir formar um tridngulo (jogo 1)

Problema 1. Como cortar um barbante em trés partes e consequir NAO formar um tridngulo?

Figura 4.1: Para conseguir NAO formar um triangulo basta que o lado de maior comprimento
seja mais longo que a soma dos outros dois. Versao interativa aqui.

C
8
D

r— 0

A 2 B
A B C D
L — ) o °

2 8

Fonte: O autor.

4.1.1 Resolucao do Problema 1

Pela Proposi¢ao 2 (Desigualdade Triangular), no jogo 1, para conseguir NAO formar um

triangulo basta que o lado de maior comprimento seja mais longo que a soma dos outros dois
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(Figura 4.1).

4.2 Comprimento minimo passando por uma reta (jogo 2)
Problema 2. Qual é a posicio do ponto F € r que minimiza o comprimento da poligonal

CFD (Figura 4.2)?

Figura 4.2: O ponto E € r, tal que C, E' e D’ sejam colineares, minimiza o comprimento da
poligonal C'F'D. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.2.1 Resolucao do Problema 2

Seja o ponto D' a reflexdo de D relativo a reta r (Figura 4.2). Considera-se o ponto E € r
tal que C, F e D’ sejam colineares. Tem-se que F'D = FD' e ED = ED’. Pela desigualdade
triangular no ACD'F o caminho CED’, igual a CED, é mais curto que CFD’, igual a CFD.
Ou seja,

CE+ED=CE+ED <CF+FD =CF+FD.

Isto é, no jogo 2, a posicao do ponto F' deve coincidir com o ponto E para minimizar o

comprimento da poligonal C'F'D.
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Este contetido pode ser correlacionado com a lei da reflexao de ondas eletromagnéticas
estudada nos cursos de Fisica. Os angulos de incidéncia e reflexao, respeito a uma perpendicular

a r passando por F, sdo iguais (). Num médio homogéneo a luz segue o caminho mais curto.

4.3 Problema do cavaleiro I (jogo 3)

Inicia-se com a discussao de dois problemas propostos em [3].

Problema 3. Um cavaleiro estd com seu cavalo no ponto A (Figura 4.3). Ele deve primeiro
levar o cavalo a comer grama em algum ponto B € MN. A sequir tomar dgua em algum ponto
C € PN e finalmente continuar para o Estabulo no ponto D. Qual deve ser a posicao dos

pontos B e C para que o comprimento da poligonal ABC'D seja minima?

4.3.1 Resolucao do Problema 3

Sejam A’ e D’ as reflexdes dos pontos A e D respeito aos segmentos M N e PN, respecti-
vamente. Adicionalmente, marquem-se os pontos £ = A/ D'NMN e FF = A’ D' PN. O minimo
acontece quando os pontos B e C sao colineares com A’ e D'. Ou seja, quando B=Fe(C = F
(Figura 4.3).

Figura 4.3: Resolu¢ao do Problema do cavaleiro I. Versao interativa aqui. Movimentar os
pontos B e C para encontrar o caminho mais curto.

A

Te

. \
Agua S
g 'i(( ]

Fonte: O autor.

LOPEZ LINARES, J. Jogos e problemas olimpicos envolvendo caminhos minimos e
desigualdades. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 85 p. ISBN 978-65-87023-28-1 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606 /9786587023281.


https://www.geogebra.org/m/cegcpss8

CAPITULO 4. FUNDAMENTACAO TEORICA DOS JOGOS 36

Pela reflexao vale AB = A'B, AE = A'E, DC = D'C e DF = D'F. Adicionalmente, pela
aplicagao da desigualdade triangular nos AA’BC e ANA'C'D’ obtém-se:

A'B+ BC > A'C,

A'C+CD' > A'D'.

Considerando as duas desigualdades anteriores segue:
AB+BC+CD >AC+CD > AD.
Portanto, para quaisquer pontos B € MN e C € PN ¢ vélido que:

AB+BC+CD=AB+BC+CD'>A'D'=AF+FEF+FD' =AFE+ EF + FD.

4.4 Problema do cavaleiro II (jogo 4)

Problema 4. Um cavaleiro estd com seu cavalo no ponto A (Figura 4.4). Ele deve primeiro
levar o cavalo a comer maca em algum ponto B € PM. Sequndo, levar o cavalo a comer
grama em algum ponto C' € M N. Terceiro, tomar dgua em algum ponto D € PN e finalmente
continuar para o Estibulo no ponto E. Qual deve ser a posi¢cao dos pontos B, C' e D para que

o comprimento da poligonal ABCDE seja minima?

4.4.1 Resolucao do Problema 4

A primeira parte do caminho acontece afastando-se do destino final. Por isso deve ser
feita a menor distancia entre o ponto A e o segmento PM. Isto é AF, onde F' é a projecao
ortogonal de A sobre PM.

Neste momento a situagdo é analoga ao Problema 3. Sejam F’ e E’ as reflexdes dos
pontos F' e E respeito aos segmentos M N e PN, respectivamente. O minimo acontece quando

os pontos C' e D sao colineares com F’ e E'. Ou seja, C' = G e D = H (Figura 4.4).
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Figura 4.4: Resolucao do Problema do cavaleiro II. Versao interativa aqui. Movimentar os
pontos B, C' e D para encontrar o caminho mais curto.

2 F
/

P Agua . or

Fonte: O autor.

4.5 Removedor de minas (jogo 5)

Problema 5. Um soldado tem que detectar minas em um drea com a forma de um tridngulo
equildtero. O rato do seu detector ¢ igual a metade da altura do tridgngulo. O soldado comeca
em um vértice. Determinar o caminho mais curto que o soldado deve sequir para garantir que

toda a regiao seja checada.

A IMO (International Mathematical Olympiad, Olimpiada Internacional de Matematica)
1973 foi realizada na cidade de Moscou, capital da Rassia. O problema acima foi proposto por

Dorde Dugosija da delegagao da Iugoslavia |2].

4.5.1 Resolucao do Problema 5

A Figura 4.5 mostra um triangulo equildtero ABC. M, N e L sao pontos médios dos
lados AB, BC e AC, respetivamente. Os arcos de circunferéncia § e v tém raios iguais a
metade da altura do triangulo ABC e estao centrados em B e C, respetivamente. H é o ponto
de intersecao da altura LB, a base média M N e o arco de circunferéncia 3. M N é paralela

com AC e tangente a [3.
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Figura 4.5: Triangulo equilitero ABC. M, N e L sao pontos médios dos lados AB, BC e
AC, respetivamente. Os arcos de circunferéncia S e v tem raios iguais a metade da altura do
triangulo ABC' e estao centrados em B e C, respetivamente. H é o ponto de intersecao da
altura LB, a base média M N e o arco de circunferéncia 5. M N é paralela com AC' e tangente
a (. Versao interativa aqui.

C

Fonte: O autor.

Supondo que o soldado parta do vértice A ele deve chegar no minimo a um ponto D € 3
para verificar toda a &rea dentro do triangulo perto do vértice B. Da mesma forma, o soldado
deve alcancar um ponto E € « para verificar toda a area dentro do tridngulo perto do vértice
C'. Logo, precisa-se minimizar a soma dos comprimentos dos segmentos AD e DFE.

Seja [ a medida dos lados do triangulo ABC', utilizando o Teorema de Pitagoras prova-se

que LB = ‘?l e os raios de (8 e v sao:

LH=HB=CE=R=—I.

“[%

Na Figura 4.6 adicionam-se os segmentos CE, C'D e o ponto .J, interse¢ao de v com CD.
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Figura 4.6: A figura anterior adicionam-se os segmentos C'E, C'D e o ponto .J, intersecao de 7
com C'D. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Pela Desigualdade Triangular aplicada no triangulo CDFE tem-se:
CD < CE+ DFE.
Segue que independentemente da posicao do ponto F encontra-se:

DE >CD — CE,

DEZCD—§2 (4.5.1)

Fixado D, a igualdade em (4.5.1) acontece quando o ponto E coincide com o ponto J.
Na Figura 4.7 adiciona-se o ponto C’, reflexdo do ponto C' em relacdo a semirreta M N.

Nota-se que CC’ = LB. Também sao construidos os segmentos AC" e C'D.
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Figura 4.7: A figura anterior adiciona-se o ponto C’, reflexao do ponto C' em relacao a semirreta
MN. Nota-se que CC’" = LB. Também sao construidos os segmentos AC" e C'D. Versao
interativa aqui.

Fonte: O autor.

Pelo Teorema de Pitagoras no triangulo ACC’, retangulo em C, encontra-se que:

AC = \JAC2 1 (CCrY = ||+ <75

AC' = gl.

Agora utiliza-se a Desigualdade Triangular no tridngulo ADC":
AC' < AD + DC".

A igualdade acontece quando o ponto D é colinear com os pontos A e C'.

Segue que independentemente da posicao do ponto D tem-se:
AD > AC' — DC',

AD > gl—DC’.

LOPEZ LINARES, J. Jogos e problemas olimpicos envolvendo caminhos minimos e
desigualdades. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 85 p. ISBN 978-65-87023-28-1 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606 /9786587023281.


https://www.geogebra.org/m/ztjvxywq

CAPITULO 4. FUNDAMENTACAO TEORICA DOS JOGOS 41

Sendo o ponto P a intersecao das retas C'D e M N segue que CP = PC’, pois P esta
na reta de reflexdo (Figura 4.8). Pela Desigualdade Triangular aplicada no triangulo DPC’
tem-se:

DC'"< DP+ PC'"=DP+ PC = DC.

A igualdade acontece quando o ponto P é colinear com os pontos D e C'.

Figura 4.8: O ponto P = CD N MN, CP = PC’, pois P € MN. Estudo da Desigualdade
Triangular no triangulo DPC". Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Logo,

AD > gz — DC' > gz ~ DC. (4.5.2)

A igualdade em (4.5.2) acontece quando D = P = H.

Somando as desigualdades (4.5.1) e (4.5.2) encontra-se:

Ap+pE> (YT _V3), (4.5.3)
2 4
Ou seja, o valor minimo da soma AD+ DE, igualdade em (4.5.3), acontece quando D = H
e E=CHnN~.
Na Figura 4.9 esta ilustrada a configuragao que minimiza AD + DE. Além disso, sao

mostrados dois instantes de tempo, quando o soldado estd em K; € AD = AH e em Ky €
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DE = HJ, e as areas de cobertura, circulos de raio */Tgl, do detector de minas em cada caso.
Seguindo o caminho indicado o soldado consegue verificar todo o interior e fronteira do tridngulo

ABC no menor tempo possivel. A resolu¢ao também esta disponivel em video.

Figura 4.9: Configuragao que minimiza AD + DFE. Além disso, sao mostrados dois instantes
de tempo, quando o soldado estd em K; € AD = AH eem Ky, € DE = HJ, e as areas de
cobertura, circulos de raio \/Tgl, do detector de minas em cada caso. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.6 Problema da faixa de pedestres (jogo 6)

Problema 6. Uma pessoa deve deslocar-se do ponto P até o ponto @) pela poligonal PXY ()
(Figura 4.10). O segmento XY representa uma faiza de pedestres colocada perpendicularmente
aos segmentos AB e C'D e que atravessa uma avenida perigosa. Como escolher o ponto X € C'D

de tal forma que a poligonal PXY () tenha comprimento minimo?
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Figura 4.10: Resolugao do Problema da Faixa de Pedestres. Versao interativa aqui.

D C
° °
Avenida
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[ ®
A ' B
Y Q
Q
® ®

Fonte: O autor.

4.6.1 Resolucao do Problema 6

O comprimento do segmento XY nao depende da posicao de X € C'D. Isto é, essa dis-
tancia nao pode ser minimizada e sera “eliminada” com uma construcao geométrica. Coloca-se
o ponto @' de tal forma que XY QQ’ seja um paralelogramo (Figura 4.10). Consequentemente,
XY =QQ e XQ =YQ. Seja X' € CD colinear com P e @'. Pela desigualdade triangular
aplicada no APXQ' vale que:

PX+XQ =PX+YQ>PQ =PX' +XQ.

Mas X'Y'QQ’ também é um paralelogramo e vale que X'Y' = Q'Q e X'Q' = Y'(). Com
isso,
PX+YQ>PX +Y'0,

PX+XY+YQ>PX' + XY +Y'0Q.

Isto é, a posicao do ponto X que minimiza o comprimento da poligonal PXY () encontra-se

quando X ¢é colinear com P e Q' (ponto X’).
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4.7 Rio traigoeiro (jogo 7)

Problema 7. Uma pessoa deve deslocar-se do ponto P até o ponto () pela poligonal PABC DQ)
(Figura 4.11). Os segmentos AB e C'D representam pontes construidas perpendicularmente aos
lados dos retangulos e que atravessam um rio traicoeiro. Como escolher os pontos A € MN e

C € RS de tal forma que a poligonal PABCDQ) tenha comprimento minimo?

Figura 4.11: Resolugao 1 do Problema do Rio traicoeiro I. Versao interativa aqui.
N

(&

Fonte: O autor.

4.7.1 Resolucao 1 do Problema 7

Os comprimentos dos segmentos AB e C'D nao dependem da posicao de A e C. A figura
pode ser modificada para zerar essas distancias (Figura 4.12). Para isso podem ser feitos os
pontos em vermelho e amarelo na Figura 4.11 coincidir com uma translacao vertical e outra

horizontal.
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Figura 4.12: Resolugao 1 do Problema do Rio traigoeiro II. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Pela Desigualdade Triangular o comprimento da poligonal PABC D@ é minimo quando
A e C sao colineares com P e () na Figura 4.12. Isto é, quando A = A’ e C' = C'. Uma vez
encontrada essas posigoes retornasse na configuragio inicial (Figura 4.13). Ou seja, a poligonal
PA'B'C'D'Q é a de menor comprimento.

Figura 4.13: Resolugao 1 do Problema do Rio traicoeiro III. Versao interativa aqui.
N

Fonte: O autor.

4.7.2 Resolucao 2 do Problema 7

Os comprimentos dos segmentos AB e C'D nao dependem da posicdo de A e C. A figura

pode ser modificada para zerar essas distancias (Figura 4.14). Para isso, primeiro, traca-se por
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( uma paralela a C'D e marca-se um ponto ', acima de ), tal que CD = QQ'. Segundo, traca-
se por () uma paralela a AB e marca-se um ponto )", a esquerda de ()’, tal que AB = Q"(Q'".

Figura 4.14: Resolucao 2 do Problema do Rio traicoeiro. Versao interativa aqui.
e N

Fonte: O autor.

Marcam-se os pontos A’ = PQ" N MN e C”" = PQ" N RS. Colocam-se os pontos C’ e
C" de tal forma que Q'Q"C"C" e CBAC", nessa ordem, sejam paralelogramos. O ponto D’ é

representado de modo que o quadrilatero C'C' DD’ seja um retangulo. Ou seja,
C//Q/l — C/Ql — DIQ

CI/IQ// — CQ/ — DQ

Para todo A € MN e C € RS (Figura 4.14), pela aplicagao da desigualdade triangular
nos ANAC"Q" e APAQ" obtém-se:

AQ// S AC///_"_O/// /l7

PQ" < PA+ AQ".

Utilizando as duas desigualdades anteriores encontra-se:
PQ// S PA+AC”/+C”/QH.

Ou seja, o comprimento do segmento PQ"” = PA'C"Q" é menor ou igual a poligonal
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PAC"(@Q)". Segue que:
PA/+A/C//+C//Q// S PA+AC///+C///Q//,

PA"+ B'C'"+D'Q < PA+ BC + DQ.
Na desigualdade anterior adiciona-se A’B’+ C’D’ no lado esquerdo e AB+CD = A'B’ +
C'D’ no direito:

PA'"+AB +B'C'"+C'D'+D'Q< PA+AB+ BC+CD + DQ,

PA'B'C'D'Q < PABCDQ.

Em palavras, a poligonal PABCD( de comprimento minimo acontece quando A = A’ e

Cc=cC.

4.8 Problema do jardineiro ou construcao de uma Elipse
(jogo 8)

Problema 8. Construcao de uma Elipse.

4.8.1 Resolucao do Problema 8

Os jardineiros costumavam fixar duas estacas no chao e amarrar os extremos duma corda
nelas. Depois, mantendo a corda esticada tragcavam uma curva no chao para delimitar a area

do jardim. Uma exemplificacdo dessa construcao, feita em sala de aula, esta disponivel aqui.

Defini¢ao 4 (Elipse como Lugar Geométrico). Dados os pontos Fy e Fy (chamados focos) e a
constante nao negativa a, com 2a > 2¢ = |F1Fy| (Figura 4.15), uma Elipse sao todos os pontos
P que satisfazem:

PF, + PF, = 2a.
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Figura 4.15: Definicao de Elipse e Desigualdade Triangular. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja P, um ponto dentro da Elipse (Figura 4.15). Entao pela Desigualdade Triangular
aplicada no AP, PF, segue:

PP+ P Fy, < PPFy+ PP+ Ply = PFy, + PFy, = 2a.

Seja P, um ponto fora da Elipse (Figura 4.15). Entdo pela Desigualdade Triangular
aplicada no APP,F, tem-se:

PF + PBF,=PF + PP, + PBF, > PF| + PF, = 2a.

Proposicao 5. Seja t uma reta tangente a elipse em P, entdo a reta t € bissetriz externa no
vértice P do AF\PFy (Figura /.16).
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Figura 4.16: Uma reta tangente a elipse em P é bissetriz externa do AF; PF,. Versao interativa
aqui.

t e

Fonte: O autor.
Demonstracao. Seja o ponto A € t. Como o ponto A é externo a Elipse vale que:
AFy + AFy > PFy + PFs.

A soma AF| + AF, ¢ minima quando A = P. Logo, os angulos formados por F1 P e F5P e t sao

iguais. Isto é, a reta t é bissetriz externa no vértice P do AF}PFs. O

4.9 Ponto de Fermat (jogo 9)

Pierre de Fermat foi um advogado francés e funcionario do governo mais lembrado por seu
trabalho em teoria dos ntmeros. Em particular por o "Ultimo Teorema de Fermat". Nasceu
em 1601 e morreu em 1665 [33].

Um artigo muito didatico sobre o Teorema de Napoleao e o ponto de Fermat pode ser

encontrado em [35].

Problema 9. Encontrar o ponto P, no interior do ANABC, que minimiza a soma AP+BP+CP.
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4.9.1 Resolucao do Problema 9

Serao discutidos dois casos: o primeiro quando todos os angulos internos do triangulo sao

menores que 120° e o segundo quando um dos angulo é maior ou igual a 120°.

4.9.1.1 Todos os dngulos internos do AABC sao menores que 120°.

Seja P um ponto arbitrario no interior do AABC. E construido o AAQgB’ com uma
rotagao de 60° no sentido anti-horario, com centro em A, do AAPC. Adicionalmente, constroi-
se 0 ABQ4A" com uma rotagdo de 60° no sentido horario, com centro em B, do ABPC.
Também é construido o AAQ-C’ com uma rotacao de 60° no sentido horario, com centro em
A, do AAPB (Figura 4.17).

Obtém-se, por construcao, que AAQpB' = NAPC, ABQ A = ABPC e NAQ:C! =
AAPB. Adicionalmente, os triangulos ACB’, BCA', ABC', APQp, BPQ s e APQ¢ sao equi-
lateros.

Tem-se ZBAB' = ZC'AC, BA = C'"A e AB’ = AC. Pelo critério de congruéncia LAL
encontra-se ABAB' = ANC'AC e BB’ = CC". Analogamente mostra-se que AABA" = ANC'BC
e BB'=(CC'"= AA".

Pela desigualdade triangular o comprimento da poligonal C'PQcC” é maior ou igual ao
comprimento do segmento C'C” e o comprimento da poligonal BPQgB’ é maior ou igual ao

comprimento do segmento BB’. Isto é,
CP+PA+PB=CP+ PQc+ QcC'>CC',

BP + PA+ PC =BP+ PQp+ QB > BB'.

As igualdades (minimo de AP + BP + C'P) acontecem quando os pontos C, P, Q¢ e C’
e os pontos B’, Qp, P e B sao colineares. Isto é, quando P = F = CC' N BB'.
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Figura 4.17: Construcao geométrica para o caso em que todos os angulos internos do AABC
sao menores que 120°. Versao interativa aqui.

Cl

Fonte: O autor.

No caso P = F tem-se Qp € BB' e vale /B'FA=/QpFA=/B'CA=:60° Ou seja, F
é conciclico com A, B' e C'e ZAFC = 120°. Analogamente mostra-se que ZAFB = /BFC =
120°.

Para ganhar o jogo 9 neste caso basta construir dois triangulos equildteros externamente
aos lados. Por exemplo, o AABC" e 0 AACB’. A seguir estender dois barbantes BB’ e
CC’. A posicao do ponto P que minimiza a soma das distancias aos vértices encontra-se em
F=CC'NnBB.

4.9.1.2 Caso do AABC com ZBAC > 120°.

Num AABC com angulo interno ZBAC > 120° o ponto que minimiza as somas das
distancias aos vértices (Ponto de Fermat) é o ponto A.
Seja P um ponto do interior do AABC. Construimos o AAP'C’ por uma rotagao do

AAPC em torno ao vértice A e de tal forma que B, A e C’ sejam colineares (Figura 4.18).
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Figura 4.18: Construcao geométrica para o caso em que ZBAC > 120°. Versao interativa aqui.

C.

Fonte: O autor.

Como ZBAC > 120°, entao ZCAC' = ZPAP' <60°e PPA= PA > PP'. Segue que:
PA+ PB+ PC > PP+ PB+ P'C'=BP+ PP + P'C'= BPP'C'.

Pela desigualdade triangular a poligonal BPP'C’ tem comprimento maior o igual ao
segmento BC', logo
PA+ PB+ PC > BC'= AB + AC".

Finalmente, AC' = AC" e
PA+ PB+ PC > AB+ AC.

Para ganhar o jogo 9 neste caso basta colocar o ponto P no vértice A.

4.10 Problema de Fagnano (jogo 10)

Giovanni Francesco Fagnano dei Toschi foi um matemaético e clérigo italiano. Nasceu em
1715 e morreu em 1797 [32].

Problema 10 (Fagnano). Entre todos os AXY Z inscritos num triangulo acutdngulo ABC o
de perimetro minimo € o ortico DEF (Figura /.19).
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Figura 4.19: Problema de Fagnano. Versao interativa aqui. Podem movimentar-se os pontos
X,YelZ.

e

Fonte: O autor.

Serao apresentadas duas resolucoes. Sera visto que para ganhar o jogo 10 basta colocar os
pontos X, Y e Z nas posicoes dos pés das alturas do AABC. Isto é, X =D, Y =Fe Z =F.

4.10.1 Resolucao 1 do problema de Fagnano

Como o ADEF é ortico do AABC, viu-se na Proposi¢ao 4 que ZDFB = /BFE (Fi-
gura 4.20). A mesma igualdade ndo acontece quando tracada uma normal a AC' passando por

Z # F. A reflexao de um ponto arbitrario P serd denotada por P'.
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Figura 4.20: Resolugao 1 (apos cinco conjuntos de reflexbes). Problema de Fagnano. Versao
interativa aqui. Podem movimentar-se os pontos X, Y e Z.

Fonte: O autor.

E feita uma primeira reflexdo em relacio a reta AC dos triangulos ABC, XY Z e DEF.
Vale que DX = D'’X’ e o lado AB girou um angulo 2a. Nota-se ainda que /DFB = /F'FB’
e com isso os pontos D, F' e E’ sao colineares. O mesmo nao acontece com os pontos X, Z e
Y’

A seguir é realizada uma segunda reflexao, desta vez em relacao a reta B'C, dos triangulos
AB'C, X'"Y'Z e D'E'F. Vale que DX = D'X' = D" X" e o lado AB girou um angulo 2a+243. Os
lados dos ADEF e AXY Z foram “esticados” nas poligonais DFE'D" e XZY’X". Porém, neste
estagio, ainda nao fica evidente a comparacao entre os comprimentos dessas duas poligonais.
Os pontos iniciais e finais sao diferentes.

Prossegue-se com uma terceira reflexdo em relagao a reta A'B’ dos triangulos A'B'C,
X"Y'Z" e D"E'F'. Os pontos D" e X" e o lado A’B’ sao invariantes. Continua valendo que
DX =D'X'"=D"X" e olado AB girou um angulo 2a + 2.

Continua-se com uma quarta reflexao em relacdo a reta A'C’ dos triangulos A'B'C’,
X"Y"Z" e D"E"F". Vale que DZ = D'Z' = D"Z" = D"Z" e o lado AB girou um angulo
200 + 203 — 2av.

Finaliza-se a construcao com uma quinta reflexdo em relagao a reta B”C” dos triangulos
A'B'C', X"Y"Z" ¢ D"E"F". Vale que:

DZ — D/Z/ — D//z// — Dl//z/// — D////z////

e o lado AB girou um angulo
20+ 20 — 2a — 28 = 0.
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Como AB || A”B" e XD = X""D"" entao o quadrilatero X DD"” X" & um paralelogramo.
Segue que DD"" = X X" O anterior permite comparar o comprimento do segmento DD""
equivalente ao dobro do perimetro do ADEF, com a poligonal X ZY'X"Z"Y" X" equivalente
a duas vezes o perimetro do AXY Z. Pela aplicacao da desigualdade triangular o perimetro do

triangulo ortico é o minimo possivel.

4.10.2 Resolucao 2 do problema de Fagnano

Um ponto Z é escolhido de forma arbitraria sobre o lado AB. O ponto H é obtido pela
reflexdo de Z sobre o lado BC. Analogamente, o ponto K é obtido pela reflexdao de Z sobre
o lado AC. Como ZACB < 90° o segmento HK intersecta os lados do AABC em X e Y

(Figura 4.21). Sera mostrado que o AXY Z é aquele tem o menor perimetro para um Z fixo.

Figura 4.21: Resolugao 2. Primeira parte. Problema de Fagnano. Versao interativa aqui.
Podem movimentar-se os pontos D e E para verificar o minimo no comprimento da poligonal
HEDK.

C

Fonte: O autor.

Sejam D € AC e E € BC outros dois pontos. Desta forma, obtém-se o AZDFE inscrito
no ANABC. Nota-se que ZX = XH e ZY = YK, pois H e K sao reflexdes de Z em relacao
a BC e AC. Analogamente, tracando os segmentos ZFE, EH, ZD, DE e DK obtém-se que
ZE=FEH e ZD = DK.

Comparando os perimetros dos AXY Z e AZDEFE nota-se que:

2pxyz =4X+ XY +YZ=HX+ XY +YK =HK,
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2pgpp =ZE+ED+DZ=HE+ED+ DK > HK.

Este tltimo resultado é devido a Desigualdade Triangular. Portanto, o AXY Z possui o
menor perimetro dado um ponto Z fixo.

Agora quer-se encontrar o ponto Z € AB de tal modo que HK seja o menor possivel
(Figura 4.22). Devido as duas reflexées CK = CZ = C'H. Adicionalmente, o

LKCH =2/ACB < 180°

e 0 ZKCH nao depende da posicao do ponto Z em AB. Como o ponto C' também ¢ fixo o
segmento HK é minimo quando CH = C'K for minimo. Ou seja, quando C'Z for minimo. O
valor minimo de C'Z é C'Z' (projecdo ortogonal de C' sobre AB).

Quando Z’ é o pé da altura relativa ao vértice C, entdo Y’ e X’ sdo os pés das alturas

relativas aos vértices B e A, respectivamente.

Figura 4.22: Resolucao 2. Segunda parte. Problema de Fagnano. Versao interativa aqui. Pode
movimentar-se o ponto Z para verificar o minimo do segmento H K.

o

Fonte: O autor.
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Capitulo 5

Outras desigualdades na (Geometria

5.1 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Proposicao 6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dadas duas sequéncias de nimeros reais

(a1, a9, ,a,) e (b, by, - -+, b,) entdo:
(al+a5+---+a) (b5 +034 - +b2) > (arhy + asbs + - - - + anby,)’ (5.1.1)

e vale a igualdade quando b; = Aa; para todo 1 <1 <n, com X real.

Demonstracao. Considera-se a funcao real de variavel real:

fz) = Z(aix — b))%

=1

Desenvolvendo o quadrado e colocando x em evidéncia pode-se escrever:

flz) = (Z af) r? -2 (Zn: aibi> x + (Z bf) :

Isto é, f € um polindmio de segundo grau na variavel . Como f é uma soma de quadrados,

entdo f(x) > 0 para todo = € R. Por consequéncia, o discriminante é negativo ou igual a zero:

A=4 (gaibi>2—4 <Z:a2> (ézﬂ) <0.

Dividindo por 4 chega-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz reescrita com os simbolos de

(54 (5= (504)-

somatorios:
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A igualdade acontece quando o discriminante é zero. Nesse caso f tem uma raiz dupla

x = A. Mas isto corresponde a escrever:

Como as sequéncias (a,) e (b,) sdo de nimeros reais, os quadrados sdo ndo negativos. A
tnica possibilidade é que a;A — b; = 0 para todo 1 < ¢ < n. Isto é, acontece a igualdade na

desigualdade de Cauchy-Schwarz quando as sequéncias (a,) e (b,) sdo proporcionais. O

Uma verificagao interativa da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, com sequéncias bidimen-
sionais, pode ser feita aqui.

5.2 Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica

Proposicao 7 (Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica). Seja {x1,x2,...,2,} uma

lista de niumeros reais positivos com n > 2, entao:

em que
n
in:xl—i—@#—...—i—xn,
i=1
n
H Ty =TT T,
i=1
A igualdade ocorre quando x4 = 19 = -+ = x,,.

Demonstracao. Caso n = 2: Quer-se provar que:

T1 + T2

9 Z\/l’l'[EQ.

Multiplicando os dois lados por 2 e elevando ao quadrado tem-se:
(21 + 29)* > 41 - 9.
Desenvolvendo o quadrado e simplificando obtém-se outras sentencas equivalentes:

2 2
2]+ 271 - w9 + 25 2> 4x1 - 29,
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x§—2x1-x2+x§zo,
2
(1'1—1'2) ZO

Mas o quadrado de um ndmero real é sempre nao negativo. A igualdade acontece quando
O

Tr1 = T9.

A demonstragao para n > 2 pode ser encontrada, por exemplo, em [30]. A Figura 5.1

ilustra as desigualdades envolvendo os comprimentos dos segmentos AB e BC"

max{AB, BC} > Mg > Ms > Mg > My > min{AB, BC},

onde
AB? + BC?
Mq(AB, BC) = BD = \/+C,

Mu(AB,BC) = MA = MC = MD = ME = w,
Mg(AB, BC) = BE = VAB - BC,

2
My (AB,BC) = FE = ———,

AB T BC
sao as Médias Quadraticas Mg, Aritmética M4, Geométrica M e Harmonica My. Em todos

os casos, a igualdade somente acontece quando AB = BC.

Figura 5.1: Desigualdades envolvendo os comprimentos dos segmentos AB e BC. Versao
interativa aqui. Pode ser verificada a desigualdade movimentando o ponto B.

Desigualdade das médias

max{AB, BC} > Mg > My > Mg > My > min{AB, BC},

Mg = BD = AB?+ BC? Igualdade quando AB = BC.
5 :

MA:MA:MC:MD:ME:AB;BC
//
Mg = BE = VAB-BC. .
//
/
2
My=FE=———. /
48 T BC K
/
1
1
1
1 Phe
1 ///
1 -~
-7
2
A

Fonte: O autor.
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Para o célculo da Média Quadratica Mg primeiro nota-se que:

_ AB-BC
-

MB

Segundo, utiliza-se o Teorema de Pitagoras no AM BD, retangulo em M:

2 2
BDP (AB;LBC) . (AB;BC)

e o resultado segue.
Para o calculo da Média Geométrica M utiliza-se uma das relagoes métricas no AAEC,

retangulo em E: “Altura ao quadrado é igual ao produto das proje¢oes”. Ou seja:
BE? = AB - BC.

E para o calculo da Média Harmoénica My foca-se no AM BE, retangulo em B: “Cateto

ao quadrado é o produto da hipotenusa com a sua projecao”. Ou seja:
BE? = ME - FE.

Como ME = My e BE = Mg segue que:

2 2 1 N 1
My FE AB BC’

5.3 Teorema de Erddés-Mordell

Lema 8 (Para o Teorema de Erdés-Mordell). Considera-se um triangulo ABC e um ponto P
no seu interior. Sejam P,, P, e P. as projecoes ortogonais do ponto P nos lados BC, CA e

AB, respectivamente. Entao vale a desigualdade
AP-BC > P.P-CA+ FB,P- AB,

com igualdade se, e somente se, P,P,. || BC (Figura 5.2).
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Figura 5.2: Lema para a prova de Erdés-Mordell. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

Demonstragao. Seguiremos a prova pelo Teorema de Ptolomeu utilizada em [11]. Sejam B’ e
C" as projegoes ortogonais dos pontos B e C' na reta P.P, (Figura 5.3). Entdao BC' > B'C" e

vale a igualdade se, e somente se, P.P, || BC. Alternativamente,
BC > B'P.+ P.P,+ P,C".
A seguir multiplica-se a desigualdade anterior pelo valor positivo AP :
AP-BC > AP-B'P.+ AP - P.P,+ AP - B,C". (5.3.1)
De /PP,A = /ZPP.A = 90° o quadrilatero AP,PP, é inscritivel e
/APP,= /AP.P, = /BP.B',

/APP.= /ABP.= Z/CP,C".

Logo, pelo critério de semelhanca angulo-angulo tém-se:
NAPP, ~ ABP.B',

NAPP, ~ NCP,C".
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Segue que
AP PP, ——
BP. BB < AP-B'P.=P,P-P.B, (5.3.2)
AP PP,
S ° o AP-P(C' = P.P-P,C. 3.
CB~ BC & ,C . ,C (5.3.3)

Pelo Teorema de Ptolomeu aplicado no quadrilatero ciclico AP,PP, tem-se:
AP -P.P,=AP,- P.P+ AP, - B,P. (5.3.4)
Substituindo (5.3.2), (5.3.3) e (5.3.4) em (5.3.1) encontra-se:
AP-BC > P,P-P.B+ AP,- P.P+ AP.- Pb,P+ P.P - P,C.
Agrupando e simplificando o resultado segue:
AP -BC > P,P(AP.+ P.B) + P.P(AP, + B,C),

AP-BC > P,P-AB+ P.P- AC.

Figura 5.3: Construgao para a prova do Lema 8. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

Teorema 9 (Erdgs-Mordell). Considera-se um triangulo ABC' e um ponto P no seu interior.

Sejam P,, P, e P. as projecoes ortogonais do ponto P nos lados BC, CA e AB, respectivamente.
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Entao vale a desigualdade
AP+ BP+CP >2(P,P+ P,P+ P.P),

com igualdade se, e somente se, P for o circuncentro de um NABC equildtero (Figura 5./).

Figura 5.4: Teorema de Erdds-Mordell. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstragao. Pelo Lema 8 tém-se as trés desigualdades (uma relativa a cada vértice):

CA AB
AP>P.P-— + BP - —
— 1c BC + BC’
BC AB
BP>PP.- 2= 4 pp. 22
= ea Tt e
BC CA
p>pP- 2= pp. 2L
CrzBb- gt hb g
Valem as trés igualdades quando B,P. | BC, P.P, || CA e P,B, || AB. Ou seja, P é o
circuncentro do AABC.

Somando as trés desigualdades anteriores obtém-se:

AP+ BP+CP >

CA AB BC AB CA BC (5.3.5)
> (== 4 == — 4+ = —— 4+ == :

LOPEZ LINARES, J. Jogos e problemas olimpicos envolvendo caminhos minimos e
desigualdades. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 85 p. ISBN 978-65-87023-28-1 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606 /9786587023281.


https://www.geogebra.org/m/nzcj5rf9

CAPITULO 5. OUTRAS DESIGUALDADES NA GEOMETRIA 64

Os trés paréntesis em (5.3.5) sao da forma:
T+ —.
x

Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica no conjunto de nimeros

positivos {x, %} encontra-se:

x4+ 1
Z ZL"—:].,
2 T
1
T+ —>2. (5.3.6)
T

O resultado anterior ¢ substituido nos trés parenteses de (5.3.5):
AP+ BP + CP > 2(P,P + P,P + P.P). (5.3.7)

A igualdade em (5.3.6) acontece quando z = % Ou seja, © = 1. Isto leva a uma igualdade
em (5.3.7) quando AB = BC = CA. Isto é, ABC ¢é equilatero. Adicionalmente, deve ser
satisfeito que P seja o circuncentro do AABC. n
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Capitulo 6

Problemas resolvidos de olimpiadas

internacionais

6.1 Desigualdade Triangular. Desigualdade das Meédias.
Areas. P1 IMO 1976.

Problema 11. Num quadringulo convewo com drea 32 cm?, a soma dos comprimentos de
dois lados nao adjacentes e uma diagonal € igual a 16 cm. a) Qual é o comprimento da outra
diagonal? b) Quais sao os comprimentos dos lados do quadrdngulo se o perimetro é um minimo?

c¢) Serd possivel escolher os lados para que o perimetro seja um mdzimo?

A IMO 1976 foi realizada na cidade de Lienz, Austria. Problema 3 da SL, proposto pela

delegagao da antiga Checoslovaquia e escolhido como P1 da competicao [2].

6.1.1 Resolucao do Problema 11.

A Figura 6.1 mostra uma construgao geométrica inicial do Problema 11.
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Figura 6.1: Construcao geométrica inicial para o Problema 11. Versao interativa aqui.

32

Fonte: O autor.

Um quadrangulo é uma figura plana que consiste em quatro pontos, cada um unido a
outros dois por segmentos (que se intersectam ou nao). Quando o quadrangulo é convexo,
equivale a um quadrilatero convexo.

Todas as unidades de comprimento sao dadas em cm e as de drea em cm?. As mesmas

serao omitidas no que segue. Seja S =32 e
—16 = AB+CD + AC. (6.1.1)

a) A area do quadrangulo ABCD pode ser calculada pela soma das areas dos AABC' e
ANACD, onde AC é o lado comum. Adicionalmente, para medidas fixas de dois lados, o angulo,
determinado por estes, que maximiza a area de um triangulo é 90°. Ou seja, acontece 0 maximo

quando os dois triangulos sao retangulos:
1
S < §AC(AB +CD).
Utilizando (6.1.1) reescreve-se a desigualdade anterior como:
1
S < §AC’(d — AC). (6.1.2)

Por outro lado, considerando AC' como variavel e utilizando a Desigualdade das Médias
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Geométrica e Aritmética (Proposigao 7) no conjunto de nimeros positivos { AC, d— AC'} tem-se:

AC + (d — AC)

AC(d— AC) < . ,

AC(d— AC) < dZQ (6.1.3)
A igualdade acontece quando AC' = d — AC ou AC = £. Considerando (6.1.2) e (6.1.3)
encontra-se: P2
S < R
Utilizando os ntmeros dados para d e S conclui-se que somente é possivel a igualdade. Isto é,
AC=AB+CD =8, AB 1L ACe(CD 1 AC. Seja CD =xe AB=8 —x.
Constroi-se a reta AB e traca-se por D uma reta [ paralela com AC (Figura 6.2). Marca-
se o ponto £ = AB N (. O tridAngulo BED, retangulo em FE, é isosceles de base BD. Logo, o
comprimento é:

BD = 8V2.

b) Para encontrar o valor minimo do perimetro do quadrilatero ABC'D basta minimizar
a soma BC' + AD, pois AB + CD = 8. Para isso, posiciona-se um ponto F' de tal forma que o
quadrilatero AC'F'D seja um paralelogramo. Isto é, DF' =8 e AD = C'F. Constroéi-se também
o segmento BF.

Aplicando a Desigualdade Triangular (Proposi¢ao ?77) no ABCF tem-se:

BC +CF =BC+ AD > BF.

Isto é, o valor minimo de BC' 4+ AD é BF e, nesse caso, C' € BF. Utilizando o Teorema de
Pitagoras no ABEF encontra-se BF = 8/5.

Por outro lado, quando C' € BF, pelo critério de semelhanca AA, tem-se AFDC ~
AFEB. Da proporcionalidade dos lados segue que:

cr—ap=PF po_FP_,

Logo, AD = BC' =4v/5e AB=CD = 4.
c) Assuma-se, sem perda de generalidade, que C'D < AB. Neste caso, o ponto C' esta no

interior do ABDF e vale que:
BC+ AD = BC+ CF < BD + DF.

Isto é, o valor maximo da soma BC + AD é atingido quando os pontos C' e D coincidem e o
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quadrangulo ABC'D é degenerado. A Figura 6.2 mostra os detalhes das construcoes geométricas

dos itens a), b) e c).

Figura 6.2: Constru¢ao geométrica para o Problema 11. Versao interativa aqui. Pode ser
movimentado o ponto B para encontrar o perimetro minimo.

Fonte: O autor.

6.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Incentro. Areas.
P1 IMO 1981.

Problema 12. Encontrar o ponto P no interior de um ANABC para o qual a soma:

BC CA AB

PD+PE+PF (6.2.1)

¢ minima, em que PD, PE e PF sao as perpendiculares de P a BC, CA e AB, respectivamente.

A IMO 1981 foi realizada na cidade de Washington, EUA. Problema 15 da SL, proposto

pela delegacao do Reino Unido e escolhido como P1 da competigdo [2].

6.2.1 Resolucao do Problema 12.

Nota-se que para qualquer ponto P no interior do AABC' a soma:

BC-PD+CA-PE + AB- PF (6.2.2)
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é duas vezes a area do mesmo. Isto é, o resultado é constante (ndo depende de P).

Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposi¢ao 6) escreve-se:
(CL% + ag + (Ig) (b% —f- bg —I— bg) Z (albl —f- a,gbg —f- a3b3)2.

Identificando em (6.2.2) que a? = BC' - PD, a3 = CA- PE, a3 = AB- PF e em (6.2.1)

BC

BC b = e b2 = 48 tem-se:

que b? =

BC+ CA +AB
PD PE PF

(BC-PD+CA-PE+AB~PF)< )z(BC+CA+AB)2.

A igualdade, que representa o valor minimo de (6.2.1), acontece quando as sequéncias

(a,) e (b,) sdo proporcionais. Isto é, quando existe um nimero A tal que:
(a1, a2, a3) = (Aby, Aba, Abs).

Logo, A = PD = PE = PF. Portanto, o ponto P que minimiza (6.2.1) é o Incentro do AABC.

A Figura 6.3 mostra uma construgdo geométrica.

Figura 6.3: Construcao geométrica para o Problema 12. Versao interativa aqui. Movimentando
o ponto P pode-se verificar o minimo.

A

Fonte: O autor.
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6.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Incirculo. Tangen-
tes. P6 IMO 1983.

Problema 13. Se a, b ¢ ¢ sdo lados de um tridngulo, provar que:
a®b(a — b) + b%c(b — ¢) + c*a(c — a) > 0. (6.3.1)

Determinar quando vale a igualdade.

A TMO 1983 foi realizada na cidade de Paris, Franca. Problema 9 da SL, proposto pela

delegagao dos Estados Unidos e escolhido como P6 da competicao [2].

6.3.1 Resolucao do Problema 13.

Constroi-se a circunferéncia inscrita d no AABC' e marcam-se os pontos de intersegao A’,
B’ e C'" de d com os lados BC, CA e AB, respectivamente, conforme apresentado na Figura
6.4.

Figura 6.4: Construgao geométrica para o Problema 13. Versao interativa aqui. Movimentando
o ponto A pode-se verificar o minimo.

a

Fonte: O autor.
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Devido a tangéncia tém-se AB' = AC' =x, BA' = BC' =y e CA = CB’ = z. Logo,

a=y+z,
b=z+u, (6.3.2)
c=x+y.

Substituindo (6.3.2) em (6.3.1), segue:
(y+22(z+a)y—2)+ (z+ 2@ +y)(z—y) + (@ +y)°(y +2)(x —2) > 0.
Expandindo e simplificando tem-se:
vy® +y2® 4+ 2 > ayz(y + 2 + ).

Multiplicando os dois lados pelo ntimero positivo z + x + y encontra-se uma Desigualdade

de Cauchy-Schwarz (Proposicao 6):
(2 + y2* + 22°) (z + 2+ y) > [Vayz(y + 2 + 7))
As duas sequéncias que dao origem a desigualdade anterior sao:
(y\/:l:_, 2/Yz, zm) ,
(V2 vV, V) -

A igualdade acontece quando as sequéncias sao proporcionais. Isto é,

Como x, y e z sao nlimeros reais positivos existe uma tunica solugao para a igualdade anterior:

x =1y = z. Logo, a = b= c. A Figura 6.4 mostra uma construcao geométrica.

6.4 Desigualdade Triangular. Bases Médias. Paralelogramo.
P7 SL IMO 1999.

Problema 14. Seja ABC um tridngulo e M um ponto em seu interior. Provar que:
min{MA, MB,MC}+ MA+ MB+ MC < AB+ BC + CA.

A IMO 1999 foi realizada na cidade de Bucareste, Roménia. Problema 7 da SI, proposto
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pela delegacao da Arménia [2].
6.4.1 Resolucao do Problema 14.
Lema 10. Seja M um ponto no interior de uma quadrildtero convero ABCD. Entao vale que:

AM + MB < BC + CD + DA.

Figura 6.5: Construgao geométrica para o Lema 10. Versao interativa aqui.

A

R N C

Fonte: O autor.

Demonstracao. A Figura 6.5 mostra uma construgao geométrica. Seja N = AMNBC'. Aplica-se
a Desigualdade Triangular (Proposicao ?77) aos triangulos AMNB, AANC e ACDA.
No AMNB vale que MB < M N + NB, logo:

AM +MB < AM + MN + NB = AN + NB. (6.4.1)
No AANC tem-se AN < NC' + C'A. Com isto segue:

AN + NB < NC +CA+ NB=CA+ BC. (6.4.2)
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E no ACDA vale que CA < CD + DA. Portanto,
CA+ BC <(CD+ DA+ BC. (6.4.3)

Concatenando (6.4.1), (6.4.2) e (6.4.3) fica provado o lema. O

Sejam E, ' e J os pontos médios de BC, AC e AB, respectivamente, como mostrado na
Figura 6.6. Qualquer ponto M no interior do AABC esta no interior de, pelo menos, dois dos
quadrilateros ABEF, BCFJ e CAJE. Pode-se supor, sem perda de generalidade, que:

MB =min{MA+ MB + MC}.

Isto é, M esta no interior de ABEF ¢ BCFJ.
Aplicando o Lema 10 ao quadrilatero ABEF tem-se:

AM + MB < BE+ EF + FA. (6.4.4)
E aplicando o Lema 10 ao quadrilatero BC'F'J segue:
BM +MC < CF+ FJ+ JB. (6.4.5)
Somando (6.4.4) e (6.4.5) obtém-se a desigualdade a seguir:
MB+ MA+MB+ MC<BE+FJ+CF+ FA+ EF + JB.

Adicionalmente, devido ao fato de F'J e EF serem Bases Médias tém-se F'.J = EC e

EF = JB. Consequentemente, encontra-se a desigualdade:
min{MA, MB,MC} + MA+ MB + MC < BC +CA+ AB.

A Figura 6.6 mostra uma construgdo geométrica.

LOPEZ LINARES, J. Jogos e problemas olimpicos envolvendo caminhos minimos e
desigualdades. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 85 p. ISBN 978-65-87023-28-1 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606 /9786587023281.



CAPITULO 6. PROBLEMAS RESOLVIDOS DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS 74

Figura 6.6: Construcao geométrica para o Problema 14. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

6.5 Desigualdade Triangular. Lei dos Senos. Trigonome-
tria. P1 IMO 2001.

Problema 15. Considera-se um tridngulo acutingulo ABC, com Circuncentro O e altura AP.
Seja ainda:
LC > /B + 30°.

Provar que:
LA+ ZLCOP < 90°.

A TMO 2001 foi realizada na cidade de Washington, Estados Unidos. Problema 16 da SL,

proposto pela delegacao da Coreia do Sul e escolhido como P1 da competicao [2].

6.5.1 Resolucao do Problema 15.

A Figura 6.7 mostra uma constru¢ao geométrica para o Problema 15.
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Figura 6.7: Construcao geométrica para o Problema 15. Versao interativa aqui.

°

Fonte: O autor.

Sejam /A=a«a, /B=§,/C=~, ZOCP =9e ZCOP = 1. Tem-se v > (§ + 30°. Como
um angulo central ZBOC = 2« é duas vezes o inscrito ZBAC = a e o AOBC' é iso6sceles.
Segue que:

Z0OCB =6§=90° — a.

Do enunciado do Problema 15 quer-se provar que n < d. Pela Proposicao 2.1, aplicada no
ACOP, o anterior equivale a demonstrar que PC < OP.

Por sua vez, para verificar que PC' < OP bastara mostrar que:
2-PC <OC =R. (6.5.1)

De fato, aplicando a Desigualdade Triangular (Proposi¢ao ??) no AOCP e multiplicando
por 2 pode-se escrever:
2R<2-OP+2- PC.

Utilizando (6.5.1) tem-se:
2R <2-OP +R,

R<2-OP. (6.5.2)
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Logo, de (6.5.1) e (6.5.2) segue:
2:-PC<R<2-OP= PC<OP.
Devido ao ZC'PA = 90° segue:
PC = AC cos(y).

Mas pela Lei dos Senos no AABC' tem-se:

AC

2h= )

Logo,
PC = 2Rsen(f3) cos(7).

Utilizando a hipotese v > 8+ 30° e o fato da funcao cosseno ser decrescente no intervalo

entre 0° e 90° encontra-se:
PC < 2Rsen(f) cos(8 + 30°).

Resta mostrar que:

2sen(f) cos(f + 30°) < %

De fato, utilizando as identidades do cosseno e seno da soma de dois angulos tem-se:

2sen(f) cos(f + 30°) = 2sen(pB)[cos(B) cos(30°) — sen(S) sen(30°)]

= sen(203) cos(30°) — 2sen?(B3) sen(30°).

Somando e subtraindo sen(30°) do lado direito encontra-se:
2sen(f3) cos(3 + 30°) = sen(283) cos(30°) + [1 — 2sen?(3)] sen(30°) — sen(30°)
= sen(2/) cos(30°) 4 cos(2) sen(30°) — sen(30°)

1
2

Como a fungdo seno é sempre menor ou igual a um e sen(30°) = % a ultima desigualdade

= sen(25 + 30°) — sen(30°) <

é verdadeira. Isto conclui a demonstracao.
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6.6 Arcos de circunferéncias, desigualdade triangular e cir-
cuncirculo. P5 NE IGO 2014-5.

Problema 16. Os pontos X e Y estao sobre o arco BC' da circunferéncia circunscrita ao
triangulo ABC' (este arco nao contém A), de tal forma que ZBAX = ZCAY. Seja M o ponto
médio da corda AX. Mostrar que BM + MC > AY.

Problema 5 (Nivel Elemental) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2014-2015, proposto por Mahan Tajrobekar [34].

6.6.1 Resolucao

A Figura 6.8 mostra uma construgdo geométrica inicial do problema.

Figura 6.8: Construgao geométrica inicial do Problema 16. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Como O é o circuncentro do AABC, tem-se OM 1 AX. Traca-se uma perpendicular a
reta OM passando por B e marca-se o ponto Z como a intersecao desta com o circuncirculo.

Sendo OM | BZ, BZ uma corda e O o centro da circunferéncia, a reta OM ¢é a mediatriz
do segmento BZ. Logo, M Z = M B. Pela Desigualdade Triangular aplicada no AM ZC' tem-se
BM + MC =ZM + MC > CZ. Vale a igualdade quando os pontos C', M e Z sao colineares.
Mas BZ || AX, segue que:

AZ=BX =CY & ZAC =YCA < CZ = AY.
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Consequentemente, BM + MC > AY. Vale a igualdade quando os pontos C, M e Z sao
colineares. A Figura 6.9 ilustra o problema resolvido. Uma solucdo em video esté disponivel

aqui.

Figura 6.9: Guia para a resolucao do Problema 16. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

6.7 Desigualdade de Erdés-Mordell, trigonometria e de-
monstracao por contradi¢cao. P5 IMO 1991.

Problema 17. Sejam ABC' um tridngulo e M um ponto interior. Mostre que pelo menos um
dos dangulos MAB, MBC e MCA é menor ou igual a 30°.

A IMO 1991 foi realizada na cidade de Sigtuna, Suécia. Problema 4 da lista curta e

escolhido como P5 da competicao, proposto pela delegacio da Franga |[2].

6.7.1 Resolucao do Problema 17

Sejam X, Y e Z as projecoes de M sobre os lados BC, C'A e AB, respectivamente.
Suponha-se, por absurdo, que os angulos MAB, MBC e MCA sao todos maiores que 30°
(Figura 6.10).
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Figura 6.10: Uma construcao geométrica para o Problema 17. Versao interativa aqui.

B X c

Fonte: O autor.

Como sen(30°) = %, o anterior implica que:

MZ>1 MX
MA ™~ 2" MB

>1 Y>
2’ ‘

1

c 2
Ou seja,

MA<2MZ, MB <2MX, MC < 2MY.

Somando as trés tltimas desigualdades segue que:
MA+ MB+ MC <2(MX + MY +MZ).
Contradicao, pois pelo Teorema 9 tem-se justamente o oposto:

MA+MB+MC >2MX+ MY +MZ).
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