RODOLFO HOFFMANN

TN

L7
Vs:ae)

T

PRODUTIVIDADE E PRECOS
EM SISTEMAS SRAFFIANOS

Portal de Livros Abertos
da USP
2016






Rodolfo Hoffmann

PRODUTIVIDADE E PRECOS
EM SISTEMAS SRAFFIANOS

12 EDICAO DIGITAL

Piracicaba, ESALQ-USP
Edigc&o do autor

2016

DOI: 10.11606/9788592105723



Digitac&o do original: Joselene R. da Silva

Dados Internacionais de Catalogacédo na Publicacao
DIVISAO DE BIBLIOTECA - DIBD/ESALQ/USP

Hoffmann, Rodolfo
Produtividade e precos em sistemas Sraffianos [recurso eletrénico] /

Rodolfo Hoffmann. - - Piracicaba: ESALQ, 2016.
308 p. :il.

ISBN: 978-85-921057-2-3
1. Economia sraffiana 2. Mercadoria 3. Modelos matematicos

4. Precos 5. Economia marxista 6. Valores-trabalho [.Titulo
CDD 338.5

H711p
DOI: 10.11606/9788592105723

Autorizo a reproducao parcial ou total desta obra, para fins
académicos, desde que citada a fonte.

Uma versao anterior deste livro, impresso, foi publicada
pela Editora LP-Books em 2013.



SUMARIO

1. INTRODUGAO ......ccuiitiiteceeeeee ettt aae e e e saeneas 7
2. PRODUCAO PARA SUBSISTENCIA.......coociieeeeeeee e 9
3. O SISTEMA DE LEONTIEF ..ottt eeee e et e e e seneeeeeneeene e 15
EXERCICIOS L.ttt et ee e ee e 18
4. PRODUGCAO COM EXCEDENTE .....ccocvitivitecveeeeneeeeeeeieteens s 21
5. MERCADORIAS BASICAS E NAO-BASICAS ....coueeeeeeeeeeeeeeeeeeee 27
6. VALORES-TRABALHO, PRECOS E A TAXA DE LUCRO.................31
7. UM CASO PARTICULAR ..ottt ettt 37
8. O SISTEMA PADRAO ...ttt e et eeee e 1.4
9. SUBSISTEMAS ..ottt oot et eeeeee et ee e seee e reee s e nieeseeenenn 4O
EXERCICIOS 2. oottt ettt et e et e e reeeaen 53
10. INTRODUCAO A MODELOS DE PRODUCAO DINAMICOS..........61
11. O MODELO MARXISTA oottt e, 67
12. COMPOSICAO ORGANICA UNIFORME ............commmeeeeeeerinaeensnennn 77
13. CRESCIMENTO COM INVESTIMENTO DE TODO O LUCRO........ 79
14. EXEMPLO NUMERICO ...oveieet ettt aee e reeeseeeeneaene s 83
EXERCICIOS 3.ttt ettt eeee ettt e e ettt ee e et e eee e eaaen 91
15. AESCOLHA DA TECNICA oottt ettt 99
EXERCICIOS 4 ..ottt ettt eee e 104
16. PROGRAMACAO LINEAR E O SIGNIFICADO DOS PRECQS..... 109
17. RENDA DA TERRA ..ot eee e ee e ee e 511
17. 1. RENDA EXTENSIVA outittitiettetietieteeteeteesetseeseessesessasessensensererenrenrenns 115
17. 2. RENDA INTENSIVA «vettteteee ettt et et et st s tas e e e e s e sen s e renrenns 121
17.3.0 CRESCIMENTO INTENSIVO DA PRODUCAO AGRICOLA........ccvvuvnnens 129
17.4. AS MUDANCAS AUTONOMAS NA DISTRIBUIQAO E A RENDA
IN T EN S VY A ittt i et e et et e e s raan e e s eanan e e e s anaaneerrannnseersannnrerrannns 350
17.5. RELACOES ENTRE TAXAS DE LUCROSALARIO E RENDA INTENSIVA DA
L L 141
17.6. A POSSIBILIDADE DE UMA RELAQAO W-71 CRESCENTE A
INDETERMINA(;AO PARA UMA DADA TAXA DE SALARIO ...cuviieiei i 146

17.7.RENDA DA TERRA: RICARDO, MARX E SRAFFA......cuutiiiiiiiriiieiieenaaaannns 147



EXERCICIOS 5 ..ottt 151
18.VALORES-TRABALHO EM SISTEMAS COM PRODUGAO
CONIUNTA ottt n et n ettt 163
EXERCICIOS B ...t eeeeee st n s sannnens 178
19. VALORES-TRABALHO EM SISTEMAS COM RENDA DA TERRAS81
RESPOSTAS DOS EXERCICIOS ......c.cvvvet oo eeeseneseeenensnnnenns 195

APENDICE A. RAIZES CARACTERISTICAS DE UMA MATRIZE AS

PROPRIEDADES DAS MATRIZES NAO-NEGATIVAS .................. 209
1. MATRIZES SEMELHANTES .....coiuiiivieeeeesememer e en s 209
2. RAIZES E VETORES CARACTERISTICOS DE UMA MATRIZ

QUADRADA ...ttt ettt 210
3. VETORES CARACTERISTICOS A ESQUERDA.......cccooiveveerenn. 217
4. EXERCICIOS .....ooueieeeceeteeeeeeee ettt en e saennnas 218
5.RAIZES E VETORES CARACTERISTICOS DE MATRIZES

SIMETRICAS. ...ttt emmmm ettt es s e se s eae e e 219
6. DIAGONALIZACAO DE UMA MATRIZ SIMETRICA........ccovevevaen. 221
7. EXERCICIOS ...t eeeeeereee st en e 223

8. DIAGONALIZACAO DE UMA MATRIZ QUADRADA NAO-
SIMETRICA COM VETORES CARACTERISTICOS LINEARMENTE

INDEPENDENTES ....coviuiiiieieieieieseisssesass st 224
9. 0 DESENVOLVIMENTO DE(l = @A) ™ ..o 225
10. MATRIZES NAO-NEGATIVAS E MATRIZES IRREDUTIVEIS...... 229
11 TEOREMAS Lottt 234
12. TEOREMAS ..ottt emn e 242
13. TEOREMAS Hl ..ot memmsee st 247
14, RESUMO ..ot o 258

15. MATRIZES SEMIPOSITIVAS REDUTIVEIS........c.comeeeeeiieicrenan 260



SOBRE A TEORIA DO CAPITAL ..ocvoveeeeveeeeeeeeeeeee e 265
1. INTRODUGAO ......coiitiieeeeeeee ettt eeaee e 265
2. DA GEOMETRIA ANALITICA DA HIPERBOLE ........ccceveeivcviieinne. 271
3. A RELACAO ENTRE SALARIO E TAXA DE JUROS EM UM UKO

‘SISTEMA’ COM DUAS ‘LINHAS DE PRODUGAOQ'........ccccoevrveunee 275
4. PRODUCAQO COM VARIOS ‘SISTEMAS' .......oovieeeeieececeeeee e, 288

5.A FUNCAO DE PRODUCAO AGREGADA NA ECONOMIA

NEOCLASSICA ..ottt ettt ae e, [e]5%

BIBLIOGRAFIA ...ttt 303






1. INTRODUCAO

O objetivo deste texto é apresentar, didaticamersadeias
basicas do livro de Piero Sraffa intitulado “Prodocde
mercadorias por meio de mercadorias”, publicado 1860, e
alguns de seus desdobramentos. O estilo e a oaganizda
exposicdo se baseiam no trabalho de Pasinetti Jlifi#itulado
“Lectures on the Theory of production”.

O trabalho de Sraffa teve repercurssdes importatate®
para a escola marxista como para a corrente dsapwmto
neoclassica. Nao ha duavida que uma de suas casHctes
basicas é o fato de ressaltar a estrutura da pEodue
mercadorias e sua influéncia na determinacdo desogr da
mesma maneira que Ricardo. Alguns se referem, asmam a
uma escola “neo-ricardiana”, mas me parece queads Sraffa
nao tem a abrangéncia necessaria para se apresemtaruma
alternativa as escolas neoclassica ou marxista (@mmessa a
pretensdo do autor).

Quatro capitulos deste livro tratam da determinag&o
valores-trabalho nos esquemas econdmicos analisaCalse
destacar a determinacdo de valores-trabalho ememsgucom

producdo conjunta, particularmente quando ha reladarra, um
assunto raramente abordado na literatura econémica.






2. PRODUCAO PARA SUBSISTENCIA

No primeiro capitulo de “Producédo de mercadoriasmeio
de mercadorias”, Sraffa considera uma economia oeuz
apenas o0 necessario a sua subsisténcia.

Supdbe, inicialmente, uma economia com apenas duas
mercadorias: trigo e ferro. Considerando tanto nsemo dos
trabalhadores como a utilizagdo de meios de pradachnite que
280 sacos de trigo e 12 toneladas de ferro sdoasispdra
produzir 400 sacos de trigo, a0 mesmo tempo quesalis de
trigo e 8 toneladas de ferro sdo usados para pro2lizoneladas

de ferro. Esquematicamente:

280 trigo + 12 ferro» 400 trigo
120 trigo + 8 ferro» 20 ferro

Esses sdo os métodos de producdo e consumo pmaoutiv
mais simplesment®s métodos de producéo

Notar que, nesse exemplo, o total produzido de cada
mercadoria € igual ao total utilizado, caracteriiaa producéo
apenas para subsisténcia.

No inicio do periodo de producdo admite-se que as
mercadorias estdo distribuidas pelas industriaacdedo com o
que é necessario para a producdo, mas no fim apemas
respectivos produtores tem cada tipo de mercaddaaapenas

um conjunto de relacdes de troca que, através denarnado,
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restaura a distribuicdo original. Para o exemplwsmerado pode-
se verificar que essa relacdo de trocas € 10 sdedEgo por
tonelada de ferro.
A seguir Sraffa apresenta um exemplo com 3 mercior
240 trigo + 12 ferro + 18 porcos 450 trigo

90 trigo + 6 ferro + 12 porcos 21 ferro
120 trigo + 3 ferro + 30 porcos 60 porcos

Note-se, novamente, que a producdo é suficienémaap para
repor o que foi utilizado. Pode-se verificar quesse caso, as
relacbes de troca que garantem a reproducdo degzmcde

producéo sao
10 sacos de trigo = 2 porcos = 1 tonelada de ferro

Pasinetti mostra que a “producao para subsistédei®Braffa
pode ser analisada como um sistema de Leontiehafiec O
termo “fechado” é utilizado nesse contexto parécardque ndo se
destaca a demanda final, isto €, o0 consumo dasgsweésncarado
como um insumo do processo de producdo, da mesmainma
que o combustivel de uma magdina

Sejaq; a quantidade da mercadoriaque entra na producao

da mercadorig. No exemplo acima temos),; =240, q,, =90,

1 E mais usual usar os termos “fechado” e “abertafapdesignar uma
economia sem ou com comércio externo, respectiveemen
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d,, = 12, etc. Os indices e j variam de 1 &, sendon o

numero de diferentes mercadorias do sistema ecendmi

Seja Q, a producdo total daésima mercadoria.

Por definicdo, os coeficientes técnicos de prodsé@o

0;
& = —
| Qj
Seja Q a matriz nxn dos fluxos fisicos intersetoriais, isto
é Q= [qij]'
Entéo
A=|a]=QD?, L

onde D é uma matriz diagonal com as quantidades totais

produzidas, isto &,

Q O 0
520 @ 0
0 0 Q,

Também vamos considerar o vetor
a=[Q Q .. Q]

Seja | o0 vetor-coluna comn elementos iguais a 1.

Verifica-se queDi=q e Qi =q.
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Sejap, o0 prego dai-ésima mercadoria. Podemos, entédo

construir uma tabela com os valores dos fluxosseteriais.

Tabela 1. Tabela das transag¢des (valores dos fluxos

intersetoriais)
Setor
Setor 2 n Total
1 Ch: Py 1% e Oy, Py Ql P
2 0., 0, 0., P, ... Uz, B, Qp,
n qnlpn qnzpn qnn pn Qn pn

Considerando as linhas dessa tabela, temos
011 +Q12 +"'+q1n =Q1

dx +q22 +"'+Q2n =Q2

qnl +qn2 +'”+qnn :Qn

ou

a,Q +a,Q, +---+a,Q,=Q,
3,/ Q +a,,Q, +---+a,,Q, =Q,

anl(gl-l_a‘nZQZ +'”+ann Qn :Qn

ou
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Ag=q 2)

Considerando as colunas da tabela, obtemos

a,Qp, +a,,Qp, +--+a,,Q p, =Q,p,
a,Q, P, +3,Q,p, ++--+,,Q,p, =Q, P,

a:I.n(?npl-+_a2n Qn p2 +'”+aann pn :Qn pn

ou
a; P, tay, P, +-+ta,, P, =Py
AP TPt ta, P, =P,
a, pl+a2n P, +'“+ann P, = Py
ou
Ap' =p'
ou, ainda,
PA =p 3)

onde p é o vetor-linha com os pre¢os dos produtos.
E claroqueq>0 eA =0

De (2) segue-se que
(I-A)g=0 (4)
Conclui-se que|| —A| = 0 e que 1 é uma raiz caracteristica de

A (ver o Apéndice A)
Vamos demonstrar que 1 € a maior raiz caractexidga.
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Se dividirmos os elementos de cada linhaQdeoelo total
da linha (lembrar qu&! = q) , obtemos a matri8 = D™'Q .
Temos B = 0 e a soma dos elementos de qualquer linh® de
igual a 1. Entdo a maior raiz caracteristicaBle é igual a 1.
Umavez quds e A sao semelhantes, as raizes caracteristicas de
A s&o iguais as raizes caracteristicasBle Conclui-se, assim,
que a maior raiz caracteristica de € igual a1, istoed =1.

A relacdo (2) mostra quey € o vetor caracteristico a
direita correspondente 4, =1 e arelagdo (3) mostra qpeé o
vetor caracteristico a esquerda correspondemtg a 1 . Entdo
p=0. Podemos concluir gue > 0 se a matrizA for irredutivel.

No caso do exemplo considerado, uma solyg@a o

vetor de precos p=[0,1 1 Op.



3. O SISTEMA DE LEONTIEF

Vimos, na secao anterior, que a “producao paraiséhsia”
de Sraffa corresponde a um sistema de Leontiehaths;, isto €,
um sistema de Leontief onde néo se separa a derfinaddantes
de prosseguir com a apresentacao dos esquemasrsrsff
vamos, nessa sec¢ao, apresentar o sistema de lfeairero, isto
€, uma analise de insumo-produto em que se deatdeananda
final.

Seguindo Pasinetti, vamos adaptar o exemplo de uma
economia com 3 setores apresentado na secao ant&amos
admitir que a mao-de-obra total seja igual a 6@aches, com 18
unidades empregadas no setor 1, 12 unidades erdpeega setor
2 e 30 unidades empregadas no setor 3. Vamos gdamtla, que
a cada unidade de mé&o-de-obra corresponde um condan3
sacos de trigo e de 1/2 porco. Entdo o valosalario, com
p=[01 1 0, éw=301+ 0,505 = 0,55.

As tabelas a seguir mostram os fluxos de mercal@ia

trabalho e os respectivos valores monetérios.



16

Tabela 2. Fluxos de Mercadorias e Trabalho

Setor Demanda
Setor T ] 2 | 3 Final Total
1 186 54 30 180 450
2 12 6 3 0 21
3 9 6 15 30 60
Mao-de-obra 18 12 30 60

Tabela 3. Fluxos em valor

Demanda
Setor Setor final Total
1 [ 2 | 3 (consumo)
1 18,6 5,4 3 18 45
2 12 6 3 0 21
3 4.5 3 7,5 15 30
Sub total 35,1 14,4 13,5
Valor
adicionado 9,9 6,6 16,5 33
Total 45 21 30 96

Essa € a matriz das transacdes, tabela das trassagcdabela
de insumo-produto.

A técnica de producdo € representada por uma matriz
guadrada de coeficientes interindustriais

Q1 Ay .. By,

A= Ay Ay ... Ay, (5)

a, a, .. a

nn
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e pelo vetor dos coeficientes de mao-de-obra

b=[b, b, - k] (6)

Para o exemplo considerado temos

_186 54 30 _12 . _15

BT 250" T o AT g0 BT 50 e Tgp
b,=20 =12 ¢p =30
45(C 21 60

Fazemos

Q':[Ql Q - Q]
p=[p B - R
e y' = [Y1 g Y]

onde Y, & a quantidade do produtp destinada a atender a
demanda final.
Temos

Aq+y=q (7)
ou

(I-A)g =y
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Exercicios 1

1.I1. Considere um sistema econdémico com 3 setajaswatriz de

coeficientes técnicos é

04 0,25 0,55
A=0 04 0,15
0,03 0,09 0,5

e cujo vetor de coeficientes de mao-de-obra é
b=[01 02 0}

Faca uma tabela com os fluxos de mercadorias alli@le
determine o vetor do produto liquido sabendo gueetor das
producdes é

300
q=/100
60

1.2. Seja uma economia com dois setores: setmapo e setor
urbano (incluindo industria e servicos). Sdo daamsseguintes

informacdes, para um ano-base:
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Vendas do setor primario ao setor urbano80
Vendas do setor urbano ao setor primariol20
Valor agregado no setor primario: 150
Valor agregado no setor urbano: 400
Valor bruto da producédo do setor primaria300
Valor bruto da producédo do setor urbano:800

Determine:

a) a matrizA) dos coeficientes de custo dos meios de producéo

b) a matriz dos multiplicadoreg: - A)™ .

c) o valor bruto da producao e a estrutura de insurompativeis
com uma nova demanda final de 200 para produtosettor

primario e de 500 para produtos do setor urbano.

2 Como nado sdo fornecidos os fluxos fisicos interss, ndo podemos
determinar a matriz dos coeficientes técnicos. Arimalos coeficientes de
custo dos meios de producgéo é definida de manieni&ss usando os valores
monetarios.






4. PRODUCAO COM EXCEDENTE

No segundo capitulo de “Producdo de mercadorias po
meio de mercadorias” Sraffa comeca a analisar dostale
producdo onde ha um excedente. Ele consideraalimente, que
esse excedente sera distribuido entre as industii#erme uma
taxa de lucro uniforme. Dados os fluxos fisicognsgtoriais, 0s
precos e a taxa de lucra () sdo determinadasmultaneamente

de acordo com o seguinte sistema de equacdes:

(A, p,+B, p,+--+K, p)(1+r) =Ap,
(A, p,+B, p,+-+K, pJ1+r)=B p,

(A P, +Bp, ++ K, p)(1+1)=K p,

O volume total produzido de cada mercadoria éadb por
A B, .. ,K. Ospregossap,,p,, ..., b, - Os fluxos fisicos
intersetoriais s@o representados pok, , B, , etc. Essa € a
simbologia utilizada por Sraffa ao longo de todsea livro.

Para que a economia representada por essas es|ymgsa

se reproduzir deve-se ter
A+A +... A
B,+B +..+B <B, etc

IN
>
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Note-se que, dados os volumes produzidos e osdlfigicos
intersetoriais, 0 nimero de incégnitas (bs'1 precos relativos e
a taxa de lucro) é igual ao niumero de equacdes.

Sraffa apresenta o seguinte exemplo numérico da um
economia com duas mercadorias (sacos de trigo edattas de
ferro):

280 trigo + 12 ferro—» 575 trigo
120 trigo + 8 ferro-» 20 ferro
Indicando por p o preco da tonelada de ferro em sacos de

trigo, as equacdes ficam

(280 + 120) (1 +r) = 575
(120+ 8 (1 +r)= 2@

A solucdo ép=15 er=0,25.

Até aqui admitiu-se que os salarios pagos aosltrabiores
correspondem estritamente aos meios de subsistésses meios
de subsisténcia estdo incluidos entre os insumasmedsma
maneira que o combustivel de uma maquina. A segraffa
destaca, no sistema, o pagamento de salarios,iadonibclusive
gue os trabalhadores possam receber uma parcedacedente.
Indicando o salario por w e as quantidades de trabalho

necessarias pdr, , L , ..., L, , o sistema de equacdes fica
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p,+B.p,+...+K_ p)1+r)+L, w=Ap
(AA a a Mb a k)( ) a a
(Ab P.+B, P, +...+ K, pk)(l+r)+LbW:pr

(A p.+B, p, +...+ K, p)(1+r)+ L, w=Kp,

Sraffa admite que os salarios sdo pagos apents o ciclo
de producao, ndo se computando, ent&o, juros scae valor.

Em geral vamos considerar que representa todo o salario
pago por unidade de trabalho; nesses casos as doeasa
necessarias a subsisténcia dos trabalhadores ggadefamilias)

ndo estdo mais incluidas nos insumag, B

al !

etc. Entretanto,
guando for conveniente, também podemos admitir qse
mercadorias necessarias a subsisténcia dos trdbadisa
continuam incluidas nos insumad,, B,, , etc. , e que w
representa apenas a participacdo dos trabalhadorescedente,
por unidade de trabalho.

Note-se que agora 0 numero de incognitgs\W e o precos
relativos) supera em uma unidade o niumero de eqgsacblas
palavras de Sraffa, “0 sistema pode mover-se congrau de
liberdade”.

Vamos, agora, abandonar a simbologia utilizadaSraffa,
passando a usar uma notagdo mais compativel comso cdal

algebra de matrizes (como faz Pasinetti).
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Seja A a matriz n x n dos coeficientes interindustriais e
sejab o vetor-linha dos coeficientes de trabalho dirgto,
definidos na secdo 3. Essas duas matrizes carartedtécnica
de producéo que é utilizada.

Seja p o vetor-linha dos pregos, conm elementos O
salario e a taxa de lucro séo indicados, respectnte, porw e

71. Essasn + 2 incognitas devem obedecer a equacao
pA(1+ 71)+bw=p (8)

que corresponde a um sistemamesquacdes. Mesmo lembrando
gque um dos precgos pode ser arbitrariamente fixadda ficamos
com n +1 incognitas en equacdes, isto €, permanece “um grau
de liberdade”.

Estamos admitindo (como faz Sraffa na parte Iselolivro)
gue cada industria produz uma Unica mercadoriadasaabalho
e mercadorias. As mercadorias empregadas comos nikEo
producdo sdo usadas (consumidas) em cada perieddo s
necessario repor a mesma quantidade. Assim, acddéincada
periodo a producao total devera ser dividida ens ghaates: uma
que é destinada a repor os meios de producdo gastosa que

3 Os precos determinados nos esquemas sraffianosagépriadamente
denominados “precos de reproducdo” por Possas (£98284). O mesmo
autor assinala a natureza rigidamente estaticadntido de “atemporal”, e nao
de “equilibrio”) imposta pela moldura tedrica dolplema econdmico definido
por Sraffa (Possas, 1983, p. 168).
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pode ser consumida, constituindo-se no produtoidégdinal,
produto nacional liquido ou produto liquido.

O valor adicionado, que € igual ao valor do prodiguido, é
dividido pelas pessoas do sistema, no fim de caléogo de
producdo, em duas formas: salarios e lucros. Adseitgue o
trabalho é homogéneo e que a taxa de lucro é a anesntodas
as industrias.

Sraffa, diferentemente de Leontiehdo pressupde retornos
constantes a escala. No prefacio do livro ele afique vai tratar
exclusivamente daquelas propriedades de um sisteor@mico
gue nao dependem de mudanca na escala de producéaso
propor¢des dos “fatores”.

Sejaq o vetor-coluna com as quantidades totais prokdszi
em cada industria, da mesma maneira que na sedaotd® o
vetor-coluna com as quantidades que constituenodupw liquido
el -A)q e

valor do produto liquido p(I — A)q (9)
Temos, também, que

total de salarios bgw (20)






5. MERCADORIAS BASICAS E NAO-BASICAS

Sraffa nota que na producédo para subsisténttdas as
mercadorias aparecem tanto entre os produtos cartre es
meios de producéo; entdo todas as mercadoriasrerdigeta ou
indiretamente, na producado de todas as outraslas foarticipam
da determinacéo dos precos relativos. Por outro, lgdando ha
um excedente, surge a possibilidade de existéecmatiutos “de
luxo” que ndo sdo usados como meios de producé&seN=aso,
no sistema de equagdes (8) o preco desse prodarecapapenas
na equacédo (linha) correspondente & sua prodédgHim, essa
equacdo poderia ser separada do sistema, redisendo
simultaneamente o numero de equacdes e 0 nUmencamitas
em uma unidade. O mesmo raciocinio vale para o dasdens
“de luxo” que séo utilizados como meios de produg@enas na
sua propria reproducao (como, por exemplo, cavddosorrida).
Pode-se considerar, ainda, um grupo lkdemercadorias que sao
utilizadas, direta ou indiretamente, apenas naygéal delas, de
maneira que ak equacdes poderiam ser separadas do sistema,
reduzindo-se a0 mesmo tempo, o numero de incogaitask
unidades.

Sraffa denomina deasica uma mercadoria que entra, direta
ou indiretamente, na producéo de todas as mereadduando
isso ndo ocorre (como no caso dos produtos “de€’ Idgecritos

anteriormente) a mercadoria é denominada-basica
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A existéncia de mercadorias ndo-basicas correpeadepre,
a uma matriz A redutivel. No caso de um produto de luxo
utilizado apenas na sua propria reproducédo teriammaslinha de
matriz A onde apenas o elemento na diagonal principah seri
diferente de zero; admitindo, sem perda de gedadsi que essa
mercadoria € a-ésima, a matrizA fica

A: All AlZ
0 a ’

nn

onde A,;, éuma matriz(n— ])x(n—l), A, éum vetor-coluna e
0 representa um vetor-linha com - 1 zeros.

No caso de um grupo d& produtos que aparecem como
meios de producdo apenas nas equacdes correspEscEnt
mercadorias do grupo, sempre sera possivel reardesa
indUstrias de maneira que elas figuem nas ultimesices,
fazendo com que a matrix fique

A Z{An Alz}
0 A,

ondeA,, é uma matriz (n-k)x(n-k) , A, é uma matriz
(h-k)xk , A,, é umamatriz k xk e O representa uma
matriz kx(n-k) de zeros.
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Sraffa pressupde, explicitamente, que todo sistema
econdmico contém pelo menos uma mercadoria basica.

Na exposicdo que se segue, sempre que for convenie
vamos admitir que as equacdes referentes a meraadadio-
basicas ja foram previamente separadas do sistenaaneira
gue todas as mercadorias consideradas sado basicas e

conseguentemente, a mathzé irredutivel.






6. VALORES-TRABALHO, PRECOS E A TAXA DE
LUCRO

O valor-trabalho de uma mercadoria € o tempo aeatho
necessario a producado da mercadoria, incluinde tartrabalho
diretamente empregado no processo de producdo d=doea
como todo o trabalho empregado em etapas anterinaes
producdo dos insumos utilizados nesse processo.

Seja v o vetor-linha com os valores-trabalho por uniddee

cada mercadoria. Entdo

VA + b =v
v(il=A) =b
e
v=b(l-A)" (11)

O valor-trabalho do produto nacional liquidaw(@ — A)q .

Lembrando (11), verifica-se que:

valor-trabalho do produto liquidobg = total de trabalho
direto empregado

4 Neste texto, ao nos referirmos a esse conceitmowadtilizar sempre a
expressdo “valor-trabalho”, reservando a palavraldV para o valor
monetario de uma mercadoria ou de um conjunto deaderias.
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Vejamos, em seguida, qual é o vetor de precos 8O ca
extremo em que a taxa de lucro € igual a zero. Can¥ 0 a

relacéo (8) fica

p(l —A)=bw
ou
p=b(l -A)'w (12)

Comparando (11) e (12) verifica-se que, cam 0 0S precos
sdo proporcionais aos valores-trabalho (ou tempograbalho
incorporados nas mercadorias). Particularmenteysel tem-se
p=v.

No outro extremo temosy =0 e 77= 1, a taxa de lucro
méaxima. E claro quew = 0 representa uma situacgéo hipotética
que s6 pode ocorrer sev estiver sendo usado para indicar a
participacdo dos trabalhadores no excedente, sendo
necessidades de subsisténcia consideradas noscieues
interindustriais. O vetor de precos para esse eaf@mo sera

representado pop* . De acordo com (8), conw = 0 temos

p*A(l +I1) =p*
ou
1

1+11

p*A = p* (13)

Isso mostra que 1/(1 H) é uma raiz caracteristica d& e

que o correspondente vetor caracteristico a edguégp* . Se A
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é irredutivel, de acordo com os teoremas de P¢moipenius a
Gnica solugdo aceitavel 4, =1/(1+M), garantindo-se que
p* > 0. Para que o sistema econdmico seja viavetmes ter
M>0 e, portanto,A , < 1, isto €, a raiz caracteristica maxima
de A deve ser menor do que 1.

Em geral, com 0 «< I, temos

p[l - (1+ 7 )A]=bw (14)
p=b[l - (1+7)A] "W (15)
ou
1 1 -
=——b—I-A| w 16
P 1+ [1+77 } (16)
1
Como A, = , com 1< Tl temos > A,
1+N 1+ n
1 -1
e (1+ I —AJ >0 , concluindo-se que todos 0s precos sao
Vg

nao-negativos (todos s@ositivosseA for irredutivel).

Vejamos, em seguida, como pode ser obtida umacéqua
para a relagdo entre o salario e a taxa de luomumente
denominada de relacawr .

Se fizermosp, = 1 e pos-multiplicarmos (15) pore;, (a

primeira coluna de uma matriz unitaria), obtemos

1=b[l -(1+m)A] "ew (17)
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Essa expressao mostra, implicitamente, camovaria em
funcado de iz Trata-se, em geral, de um polindbmio de gratem

T

SeA é irredutivel todos os elementos fle- (1+ 77)A]™ séo
fungBes continuas e crescentes dee podemos concluir que a
relacédo entrev e 77 € uma fungcdo monotonicamente decrescente.

Isso mostra que,dada a técnica ha um conflito de interesses

entre assalaridados e os que recebem lucros.

Sraffa mostra como o0s pre¢cos das mercadorias pagem
reduzidos a “quantidades datadas de trabalho”. Carx I

temos

¥ <1+T11 -1
A

m

Entao, a partir de (15) obtemos

p =bw+ (1+ 1) bAw + (1+ 77)° bA?W + ... (18)

Comw=1 temos

p=b+(1+mbA +(1+ 1) bA% +... (19)
Notar quew = 1 pode ser obtido simplesmente escolhendo de
maneira conveniente a unidade de tempo de trabalho.
De (11) obtemos

v=b+DbA +bA%+... (20)
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Tanto em (20) como em (19) aparecem as quarsddd
trabalho direto lf) , aquelas diretamente empregadas no periodo
anterior na producdo dos meios de produddd) (, aquelas
diretamente empregadas dois periodos antes na ga@ddos
meios de producgdo necessérios a producao dos de@m®ducao
(bA?), e assim por diante. Em (20), para obtermaestor de
valores-trabalho, essas quantidades de trabalheisgdesmente
somadas. Em (19), para obter o vetor de precosgcéssario
ponderar aquelas quantidades de trabalho por un@nga de
(1+ m). E isso que Sraffa denomina de “quantidades datdea
trabalho”.

Antes de encerrar esta se¢cao vamos ver como Rasradisa
os efeitos de uma mudanca na taxa de lucro sobnereg®s

relativos. A j-ésima equacéao do sistema (8) e
(1+7T)Z a; p, +b; w=p,;
i=1

Com w=1 obtemos
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P

dp, 2.a;p 2 anp

p,dpl_plpj : D - D +
j 1

Entédo o sinal dedi(&j € igual ao sinal de
T

P— drr

(1+7T)(p12 %) gg P2 @ J (21)

No segundo membro dessa expressédo, o primeiradoiss

termos sera positivo ou negativo conforme a proolulgdj-ésima

mercadoria seja ou ndo mais capital-intensiva doajproducao

da mercadoria 1. Se a producédo gasima mercadoria for mais

capital-intensiva pode-se dizer que, em geral, ez@rrelativo

p;/p, ira crescer comvz A afirmativa ndo pode ser mais

conclusiva porque o sinal de (21) também dependsedondo

termo e o resultado final pode inclusive ter siopbsto ao do

primeiro termo. Note-se que 0 segundo termo depetate

variacbes que a alteracdo da taxa de lucro causso@wvs 0s

precos, 0 que, por sua vez, depende de toda #uestdo sistema,

e ndo apenas das caracteristicas da producéo amsnéucadorias

cuja relacéo de precos esta sendo analisada.



7. UM CASO PARTICULAR

Vamos examinar 0 que ocorre no caso muito partiailda
uma “técnica” em que o vetds € um vetor caracteristico a
esquerda dé\, correspondente a raiz caracteristidg . Vamos
indicar esse particular vetor dos coeficientesrdlealho porb* .
Entéo

b*A = A b* 22)
De acordo com (9), desenvolvendb— A)™ , obtemos
v=Db* + b*A +b*A% + ... (23)

De (22) segue-se qub*A® = A% Db* , b* A% = A3 b |
etc.

Substituindo esses resultados em (23), obtemos
v=b*+ A b*+A2b*+...

ou
v=b*(1+A, +A2+-)

1

< 1 , segue-se que

v=br—t=px/7

(24)
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Esse resultado mostra que, nesse caso, 0s valabadhb séo
proporcionais aos tempos de trabalho direto.

Lembrando queb*A = A _b* , b* A*> = A2b* , etc,

de (19) segue-se que
p :[b *+(1+77)A, b *+(1+ )? A2 b*+...] W
ou
p=b *[1+(1+7T))Im +(1+ ) A2 +] w

1+n

Como (L+ )4 , =Ty < lsem <M temos

W 1+/7W
1- 1+m7 [1-m
1+/77

p=b* , (25)

mostrando que neste caso muito particular os pregosnesma
maneira que os valores-trabalho, sdo proporciaw@sempos de
trabalho direto.

De (24) e (25) segue-se que

v, (26)
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mostrando que neste caso 0S pregos Sao proposcarmvalores-
trabalho. Em terminologia marxista, esse € o cascothposi¢ao
organica do capital idéntica em todas as industrias

Quandow =0 e =11 as relagbes (25) e (26) nao se
aplicam. Nesse caso o vetor de precgs*éque, de acordo com
(13), € um vetor caracteristico a esquerda derrespondente a
raiz caracteristicad , . Uma vez que tantg* como b* s&o
vetores caracteristicos de correspondentes al , , concluiu-se
gue p* é proporcional ab* .

A relacdo (26) mostra que, neste caso particulgossivel

escolher uma unidade monetéria de tal maneira que
p=v (27)
e, a0 mesmo tempo,

Mmw
Mn-n

=1 (28)

De (28) segue-se que
n=n(1-w) (29)
Esse resultado mostra que a taxa de lugrcé (uma funcao
linear decrescente do salang) e que o salario maximo & = 1.

Sabemos que o valor do produto liquido &1 -A)qg .
Considerando (27) e (11) obtemos

valor do produto liquido b*q
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Mas b*q ¢é, também, o total de trabalho empregado.
Conclui-se, novamente, que o salario maximo é igual pois
entdo todo o produto liquido seria apropriado pehkisalhadores.

E interessante ressaltar que o fato & ser um vetor
caracteristico a esquerda deA, correspondente a sua raiz
caracteristica maxima, faz com quee v sejam proporcionais a
b* e garante a linearidade da relacdo entrere w . Essa

linearidadendo depende da unidade monetaria escolhida.



8. O SISTEMA PADRAO

Dado um sistema econdémico cuja técnica de prodacao
caracterizada pelas matrized e b, o sistema padrdo € um
sistema econdmico artificial que inclui as mesmascadorias
bésicas, combinando as respectivas industrias epommdes tais
gue o produto liquido desse sistema é uma mereadomposta
com exatamente a mesma composi¢do que 0 conjuntsw®aos
utilizados na producao.

Seja 6 o vetor-coluna com o% coeficientes que indicam a
fracdo ou o multiplo de cada industria que ird comp sistema

padrdo. O vetor-coluna de producdes do sistemaipadra

q*=D8, (30)

7

onde D € a matriz diagonal com as producdes do sistema

econdmico dado, isto é,

Q 0 .. O
-0 & o 0
0 0 .. Q

O vetor-coluna dos insumos utilizados no sistendrgmae,

portanto,

Ag* = AD
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Indicando por 1 R a relagdo entre produgao e insumos no

sistema padrao, devemos ter
AD6 (1 +R)=D®6 (31)

Seja T o total de trabalho empregado no sistema ecomdmic
dado. Vamos impor que o sistema padrdo empreguessmmtotal

de trabalho:
bg*=bDO = T (32)

As expressoes (31) e (32) constituem um sistemandel
equacdes comn + 1 incognitas (osn elementos d® e R),
tornando possivel determinar o sistema padrao sponelente a
um dado sistema econdmico.

De (30) e (31) segue-se que
Ag*(1+R) =q*
ou

1

Ag* =
a 1+R

q* (33)

Isso mostra que 1/(1 R ) € uma raiz caracteristica d& e
que g* € o correspondente vetor caracteristico a dir&SeA é
uma matriz semipositiva irredutivel, a Unica sotugieitavel é
aguela correspondente a raiz caracteristica madanA, isto €,

devemos ter
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1
=/ 34
R (34)
Conclui-se, entdo, quB =T11.
De (33) e (34) segue-se que
AQ* = 4,0 (35)

Sejay* o vetor-coluna do produto liquido do sistemaraad

Temos que
y* =(-A)q* (36)
Lembrando (35) verifica-se que
y* = @-4,)9" (37)

A cesta de produtos representada pgt € denominada
mercadoria padrao

A seguir vamos demonstrar que a taxa de lucro éfungdio
linear decrescente do salario sempre que a unideeetaria
adotada for uma fracdo qualquer da mercadoria pad?ara
facilitar vamos adotar uma unidade monetaria grreeto valor de
y* numericamente igual ao total de trabalho empteg&ntéo,

lembrando (37), temos
py = (1-A,)pg* = T (38)

De (8) , pos-multiplicando pog* , obtemos
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PAQ*(1 + 7 +bg*w = pqg*

Lembrando (35) segue-se que
pg*A (1 + 7 +bg*w = pg*

Lembrando (32) e (38) segue-se que
Pg*A,(1+7+(1-A,)pg*w = pg*

ou

A(Bmr)+(1-4, w=1

ApoOs algumas transformacdes algébricas obtemos

1-A1
A

m

m= n1-w

Lembrando (34) conclui-se que
n=R(1-w) (39)

Portanto, se for utilizada como unidade monetarfsagdo
1/T da mercadoria padrag*) , o salario maximo éW=1 e a
relacdo entre 7re w corresponde, graficamente, a uma reta
decrescente. Note-se que estamos nos referindac@oeentre 77
e W no sistema econdmico original. O sistema pad@a s
“construido”, teoricamente, para definir a mercalpeadréo.

De (35) e (37) segue-se que
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Ay* =y* (40)

mostrando quey* , da mesma maneira qug , € um vetor
caracteristico a direita dee, associado a raiz caracteristitg .
De (18) , poOs-multiplicando por y* e lembrando (40),

obtemos
py* =by*w+ (L +7bA y*w+ (L +7)° bA2y*w + ...

ou

py* = why* [1+(147) iy +(147) At ]

Lembrando (34) segue-se que

. . 1+ (1+m)
py* = wby {1+1+R+(1+ Rj +:| (41)
ou
1+R
py* = whby*-— - (42)

A expressao (41) mostra que o0s termos da sérieansditui
o valor da mercadoria padrapyf) formam uma progressao
geométrica com razado (1// (1 +R).

Analogamente, de (20), poOs-multiplicando pgr e

lembrando (40), obtemos
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wr =by*(1+ A, +A% + ..) (43)

Esse resultado mostra que as quantidades de waddtfidas
em cada etapa da producdo da mercadoria padraoérramb
constituem uma progressao geomeétrica, neste caso rapao
A, =112 +R).

Essa regularidade na distribuicdo do tempo de ltraljzelos
varios estagios também é uma caracteristica dopaatioular em
que a composicdo organica do capital € uniforme éezao
anterior). A mercadoria padrao reprodpor construcadp em
todos os estagios, a constancia da proporcdo &rdpstal” e
trabalho que é uma caracteristica daquele casoiciart
(Pasinetti, Lectures on the Theory of Productior,19).

De (43), lembrando (34), obtemos

1 1+R
* = py* = bvy*
vy yl—)l y R

m

Lembrando (32) e (37) verifica-se que
wr=T
1+R

vg*=T R ,

ou seja, o valor-trabalho da producdo do sistentadpaé um

multiplo (1 +R) /R do total de trabalho direto empregado.
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Cabe assinalar que na apresentacédo original dda Soaf
sistema padrdo é uma etapa essencial do racioqimo lhe
permite concluir que o salariev() € uma funcdo decrescente da
taxa de lucro f). Aqui essa concluséo ja foi obtida anteriormente
com base nos teoremas de Perron-Frobenius, quaatisaanos a

relacéo (17).






9. SUBSISTEMAS

Consideremos um sistema econO6mico cuja técnica de
producdo é caracterizada pelas matrikee b e cujo produto

liquido € o vetor semipositivo

i

(1-A)=y= Y2

Y,

n

Vamos admitir quey tem h (comoh < n ) elementos
positivos. Entdo o sistema pode ser subdividido lenpartes, de
tal maneira que cada parte forma um sistema menorpcoduto
liquido consiste em apenas uma espécie de meraadinaffa
denomina essas partessisistemas

Seja @, o vetor-coluna com as fragbes de cada industr
gue irdo constituir oi-eésimo subsistema, isto €, o subsistema
cujo produto liquido &, . Entédo o vetor-coluna das quantidades

produzidas nesse subsistema é

q = D6, (44)
e devemos ter
(1-A) =eY, (45)

onde g € ai-ésima coluna de uma matriz unitamax n .
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Substituindo (44) em (45) obtemos
(I-A)De, =eY, (46)

Esse sistema da equacdes permite determinar os elementos
de@, apartirdeA,D e .

De (45) segue-se que

. =(-A) ey,

11
Entado o trabalho direto empregado nesse subsisiegual a

bg, =b(I -A)eY,

Lembrando (11) segue-se que

bg; =veY,

Esse resultado mostra que o trabalho direto emgoega
subsistema é igual ao valor-trabalho do seu proliigigdo. Uma
vez que o produto liquido do subsistema é condtityior uma
Unica mercadoria, e as demais industrias apenasmeps meios
de producdo utilizados, todo o trabalho empregadde pser
considerado como direta ou indiretamente aplicadela Unica
mercadoria. Nas palavras de Sraffa, “em um sulpsgsteemos de
imediato, como um agregado, a mesma quantidadeataltio

que obtemos como a soma de uma série de termosiauan
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percorremos 0S sucessivos estdgios da producdo noe u
mercadoria”.
Consideremos, como exemplo, um sistema econémigo co
apenas duas mercadorias, trigo e ferro, cujos rogtde producdo
sdo descritos pelo seguinte esquema, com trigore feedidos

em toneladas:

18trigo + 6ferro +0,6trabalho- 36trigo
12trigo +12ferro +0,4trabalho- 20ferro

Note-se que a unidade de medida do trabalho @¢abdotal

empregado € igual a 1. Verifica-se que o prodagtadio é

g

Para obter o subsistema cujo produto liquido éligu®&
toneladas de trigo devemos tomar uma frag¢do da primeira

industria e uma fragdd, da segunda, de maneira que

364, - (186, +126,)=6
206, -(66,+126,)=0

Resolvendo esse sistema de equacgdes obtemos
2 1
6 = - e 6 ==
t3 22

Entdo o subsistema cujo produto liquido € iguaten@ladas

de trigo é
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12trigo +4ferro +0,4trabalho- 24trigo
6 trigo +6ferro +0,2trabalho- 10ferro

Para obter as 6 toneladas de trigo sdo empregdidets, ou
indiretamente, 0,6 unidades de trabalho. Entaddar-tabalho da
tonelada de trigo é

A =% =01

O sistema cujo produto liquido é constituido pdorzeladas

de ferro pode ser obtido “subtraindo” do sistemaonémico

global o subsistema para trigo, obtendo-se

6 trigo +2ferro +0,2trabalho- 12trigo
6 trigo +6ferro +0,2trabalho- 10ferro

Verifica-se que 0,4 unidades de trabalho sdo erapesy
direta e indiretamente, para obter o produto liguwid 2 toneladas
de ferro. Entdo o valor-trabalho da tonelada d®fér

E interessante verificar que os mesmos valoresitrabs&o
obtidos através da expressédo (11). Para o sisteom®mico dado

temos
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05 0,6 L L
=1 b=|— I
=~ 06 60 50
6
05 -06
| —A =
Ry
6
4 6
| -A)*" =
(1-A)'=|5 |
3

e, finalmente,

v=b(l-A)"=[o1 0,2

Exercicios 2

2.1. Considere o seguinte sistema econdémico snafftem duas
industriasA e B:
4A + 8B + 0,2 trabalho- 16A
4A + 4B + 0,8 trabalho- 28B
Determine:
a) o subsistema cujo produto liquido é formado westehmente
por A.

b) o valor-trabalho por unidade dke.
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c) o valor-trabalho por unidade Be
d) a taxa de lucro maxima do sistema
e) o salario, em unidades Bepor unidade de trabalho, quando a

taxa de lucro é 20%.

2.2. Considere o seguinte sistema economico smnafftem duas
industrias,A e B:
6A + 6B + 0,8 trabalho- 210A
20A + 8B + 0,2 trabalho» 1B
Determine:
a) o sistema padrao (mantendo o total de trahgilad a 1)
b) a taxa de lucro maxima
c) a relacdo entre o salariv () e a taxa de lucro7f para o
sistema, utilizando uma unidade monetaria tal qualor da
mercadoria padrdo (produto liquido do sistema mads&ja
igual a 1.

2.3. Considere um sistema econbmico sraffiano t&gaica de
producéo € caracterizada pelas matride® b . Temos

VA+b=v

Ag+y =¢



55
onde v é o vetor-linha dos valores-traballip,é o vetor-coluna
das producdesye € o vetor-coluna das producgdes liquidas.

Compare os resultados obtidos pds-multiplicangwimeira
equacao porq e pré-multiplicando a segunda equacéo poy
concluindo que o valor-trabalho do produto liguéldgual ao
trabalho total diretamente empregado em um perdedwroducéo.
De acordo com Rosinger (1984, p. 1463), essasOedaqmostram

adualidade entre valores e quantidades fisicas.

2.4. Considere um sistema econdmico sraffiano qoemas duas

mercadoriasA e B. Com 5 unidades ddB8 e 25 unidades de

trabalho s&o produzidas 50 unidade#®A\deCom 40 unidades d&

e 4 unidades de trabalho séo produzidas 8 uniakdBs

a) Determine o produto liquido do sistema.

b) Determine o subsistema cujo produto liquidocdnstituido
exclusivamente pela mercadora.

c) Determine os valores-trabalho por unidade da caercadoria.

d) Adotando uma unidade monetaria tal que =1, determine
o salario ¢ ), a taxa de lucro7f e p; , sabendo que a

remuneracao total do trabalho € igual a 80% do rvalo

monetario do produto liquido.

2.5. Vamos considerar uma economia com 4 indUstmae os

saldrios sdo pagos no fim do periodo de producéoseja, O
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montante de salarios ndo faz parte do capital exdpatNa
notacéo usual, sdo dadas as seguintes matrizes:

02 02 0 O
A = 02 02 0 O

0L 62 0 01

02 01 25 O

b=[02 01 02 0§

a) Com base na matifz, classifique cada uma das 4 mercadorias
como basica ou nado-basica, justificando (sumarideesua
classificacao.

b) Determine a taxa de lucro maxima do sistema.

2.6. Considere o0 seguinte sistema econdmico snafiteam duas
industrias,A e B:
16A + 24B + 0,8 trabalho- 224A
24A + 12B + 0,2 trabalho- 368

Determine:

a) os valores-trabalho por unidadeAde B.

b) um subsistema cujo produto liquido sejaB.38

C) o sistema padréo.

d) a taxa de lucro maxima.

e) a taxa de lucro quando o saléario for igual A p@r unidade de

trabalho.
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2.7. Considere um sistema econdmico com 4 merasloride as

relacdes entre precop)( salario (v ) e taxa de lucrozj sejam
dadas por

PA(L+7) +wb =p

02 01 0O 02
02 02 0 Ol
01 01 05 01
0L 0 O 03

A =

b=[1 1 1 R

a) Qual é ataxa de lucro maxima nessa economia?
b) Qual é o salario, medido em unidades da meriza8pguando
7=10,2?

Sugestao: Na matrix , troque a ordem das mercadorias 1 e 3.

2.8. Sdo dadas as seguintes condi¢Bes técnicagnefs a certo
sistema econdémico:

12 homens com 1t de aco produzem 4t de ferro

32 homens com 4t de ferro produzem 4t de aco

10 homens com 3t de aco produzem 100t de pé&o
Seja ra taxa de lucro ev o nivel do salario. Considere um
modelo sraffiano, onde os lucros sao calculadosasgpesobre o

valor dos meios de producdo. Obtenha a relagaae verifique
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se ela € concova ou convexa em relacdo a origaga, Eambém,
um grafico dessa relagdo. (Exemplo de Robinsonwellal1973,
pp.184-195).

2.9. Para um sistema econdémico com 3 mercado@asptacao

de Sraffa, temos:

A=5 B =5 C=0 L =6 A=2
Ab=5 Bn:]- Cb:O Lb:]_O B= 6
A=2 B=0 C=7 L=7 C=14

a) Determine o subsistema cujo produto liquido astituido

apenas pela mercadoAa

b) Determine o sistema padrdo de maneira que altr@kotal
empregado seja 0 mesmo do sistema original.

c) Qual é a taxa de lucro maxima no sistema dado?

2.10. Considere um sistema econdémico com 4 merieedonde
as relacbes entre prec@3 ( salario v ) e taxa de lucro7 sejam
dadas por

PA(L+7) +wb=p

05 0 0 O
0,3 0,7 0,3 0,3
02 0 03 O
01 0,1 0,1 0,5



a) Classifiqgue as mercadorias como basicas ou &siods.
b) Determine a taxa de lucro maxima nessa economia.

Sugestao: Troque a ordem das mercadorias 1 e 4.
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10. INTRODUCAO A MODELOS DE PRODUCAO
DINAMICOS

Vamos examinar 0 que ocorre em um sistema econéaaico
longo do tempo, admitindo que a populacdo cresce ma
tecnologia e as preferéncias dos consumidores setéma
constantes. O “dinamismo” é tao simples que sedalanodelo
guase dinamicgou pseudodinamico SejaN (t) a populacdo no
anot e sejagg a sua taxa de crescimento. Entdo

N(t) =N(0)(1 +g)' (47)

Vamos admitir que a forca de trabalfio)(é proporcional a

populacao, isto €,

T(t) = 4N(t)

Segue-se que
T(t) =T(0) (1 +g)'

Sejaq (t) o vetor-coluna das producdes no an@sejay (t)

o vetor-coluna do correspondente produto liquidaa&
qt)-Aqt)=y(t)
Para que haja pleno emprego devemos ter

ba(t)=T (t)=&N(t) (48)
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Seja ¢ 0 vetor-coluna do consunper capitg que se supode
constante. O consumo no ar® cN(t) .

Para que o volume de insumos cres¢ca ha mesma paopor
que a forca de trabalho, o investimento no tarteve ser igual a
gAq(t ) . Uma vez que o produto liquido deve ser divodéhtre

consumo e investimento, devemos ter

q(t) - Aq(t) = gAa(t) +eN(t) (49)
ou

a(t)=[r -(1+g)A]"eN () (50)

Lembrando (47) segue-se que

q(t)=[1 - (1+g)A]*eN(0) (1+ g) (51)
mostrando que todos os elementosgdg crescem com taxa igual

ag.
Substituindo (50) em (48) obtemos

b[I - (1+g) Al "eN(t) =T (t) (52)

As relacdes (50) e (52) constituem um sistema e 1
equacgOes que devem ser obedecidas para que hsgamaeto
com pleno emprego. Se considerassemos como dadaatiiees
A eb (atécnica de producaog,, N(t ) ec, teriamos apenas a8
elementos dgj(t) como incégnitas. Na realidade, o vetomao

pode ser livremente escolhido. Pelo menos um ldoseatos de
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c deve ser considerado como incégnita. Uma altemnageria
considerar como dado um vetory que estabecesse a
proporcionalidade entre os elementos de fazendoc = wy, e
deixando o coeficientevcomo incégnita.
Seja g o vetor-coluna das producdpsr capita De acordo
com (50) temos

g =Ni(t)q(t)=[l ~(1+ g)Al"c (53)

Desde que a mesma moeda seja mantida ao longongo te
(n&o ocorrendo inflacdo ou deflagdo), os precosmsatém
constantes e temos, para tado

PA(l+7) +bw=p
ou
p=b[l - (1+7)A] W
Com w=1 temos
p=b[l - (1+7)A]" (54)

Note-se a simetria (dualidade) entre as expre$58¢® (54).
Vamos fixar em zero o valor das — 1 ultimos elementos de

c, obtendo
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c® =
0
De (51), pré-multiplicando pob , obtemos

L

N (1)

Lembrando (48) segue-se que

bq (t)=b[l - (1+g)A]*c®

1=b[l - (1+ g)A] "c®pu™ (55)

Comparando essa expressdao com (17), verifica-se aqu
relagéo entrec, /4 e g tem exatamente a mesma forma que a
relacdo entrew e 7z Portanto, s& é uma matriz semipositiva
irredutivel, ¢, € uma funcdo monotonicamente decrescentg de
Dada a técnica de producdo, uma taxa de crescimaator
implica em menor consunper capita

A taxa de crescimento maxim&)(é obtida comc = 0 .
Nesse caso, de acordo com (49), temos

Aq(t)=——q(t)

1+G

Entdo, de acordo com os teoremas de Perron-Fraheniu

devemos ter
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1 _
1+G "

e concluimos que
G=MN=R (56)

A seguir vamos procurar entender melhor como adugi@es
das diversas industrias deverdo se ajustar paradeatea
determinada necessidade de investimento e consumo.

A taxa de excedente fisico para cada mercadoria é

Y
R=—
Q-Y
Entéo
Y=R> 3Q (57)
J
De acordo com (49), e omitindo, por simplicidadédice t,
temos
y =0Aq +cN
ou
Y=9> 3Q+¢N (58)
i

para i=1,2,..,n.

Comparando (57) e (58), verifica-se que, coo® 0 , a taxa

de crescimentay ndo pode ultrapassar o menor Bps
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O menor dosR pode, em geral, ser aumentado alterando-se
as proporcgoes entre peoducdes dos setores. Para isso a produgéo
do setor limitante & aumentada, diminuindo, sinmgiéamente, a
producdo de algum setor, de maneira a manterpleno
emprego. Sec = 0 esse tipo de ajustamento na producdo dos
setores pode ser feito até tornar todosRosiguais aR=G, a

taxa de crescimento maxima.



11. O MODELO MARXISTA 5

Uma das caracteristicas do modelo de Sraffa écodato
salario ndo ser fixado. O produto liquido é divadehtre salarios
e lucro e o numero de incégnitas no sistema sumgrauma
unidade, o numero de equagbes. O sistema pode F®WEM
um grau de liberdade.

Nesta se¢do vamos admitir que o salario € regubesiias
necessidades de consumo do trabalhador e de siibafate
acordo com o pensamento econdmico classico e stanRara
Marx aforca de trabalhcd@ uma mercadoria cujo valor-trabalho é
igual ao valor-trabalho da cesta de mercadoriasssétia para a
sobrevivéncia do trabalhador e de sua familia, uindb
elementos histoérica e culturalmente condicionados.

J& vimos que, ses € o vetor-linha dos valores-trabalho por

unidade de cada mercadoria, temos

VA +b=v (59)

v=b(l-A)" (60)

5 Cabe mencionar Medio (1972) como um trabalho piongilizando algumas
idéias de Sraffa para construir um modelo marxidéa uma economia
capitalista.
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Sejad o vetor-coluna que mostra a composicao fisiceedtac

de mercadorias consumida por trabalhador (e sudidarpor

unidade de tempo de trabalho. Entdo o valor dafdegtrabalho

por unidade de tempo é

3 =vd (61)

Para que exista mais-valia (distribuida como l&fou renda

da terra) devemos ter

o<1
A relacéo (59) pode ser escrita

VA +d +(1-Jb=v (62)

gue, considerando uma unidade de cada mercadquiaate a

(capital constante) + (capital variavel) + (maiaja= (valor total)

A taxa de mais-valia é

1-9
= — 63
a 5 (63)

De (61) e (63) segue-se que
vd(l+0)=1 (64)
A partir de (61), (62) e (63) obtemos

VA +vdb + ovdb =v (65)
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Se o0 vetor-coluna das quantidades produzidassistema
econdbmico éq , entdovAq é o capital constante totaldbq é o
capital variavel total eovdbq é o total de mais-valia.

De (65) segue-se que
(A +ogvdb =v(I —A) (66)
ou

—_ _l: l
vdb (I -A) 1+Uv (67)

Esse resultado mostra que 1/(&) € uma raiz caracteristica
da matrizd b (I - A)™ e quev é o respectivo vetor caracteristico
a esquerda. Masl b , como um produto de vetores, € uma matriz
com caracteristica igual a 1. Consequentememtb (I — A)™
também tem caracteristica igual a 1, isto é, teemap uma raiz
caracteristica diferente de zero, que sera igud(h+o0) .

De (66) segue-se que
v[l -A-(1+0)db]=0

ou

v{ L I—( 1 A+de:O
1+o 1+o

Para que esse sistema de equacOes lineares haasgén

tenha outras solucdes além da trivial, devemos ter
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Iljal—[ljaA+dbj‘:O (68)
Vamos considerar, em seguida, a determinacéo @égsde
producdo. Cabe ressaltar que, diferentementeiedag Sraffa, e
de acordo com Marx, o montante de salarios pagmsigiderado
parte do capital empatado. Entéo,seé o vetor-linha dos precos

e 77é a taxa de lucro, temos

(PA+wb)(@+7n)=p (69)
com
w = pd (70)
Entao
(PA +pdb)(1+ 72 ) =p (71)
ou

p[lj”| —(A+db)}=0

Essa relacdo mostra que 1/f+€ uma raiz caracteristica da

matriz
A"=A+db (72)

e quep € o respectivo vetor caracteristico a esquerda.
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Se A é uma matriz semipositiva irredutivél; também é
semipositiva e irredutivel.

Entdo 1/(1 +7) deve ser igual a maior raiz caracteristica de

A", isto é,
1
= A 73
T = A (73)
A correspondente equacao caracteristica é
1 | -(A +db)=0 (74)
1+7m

Comparando (68) e (74) e lembrando que a raiz tafsiica
maxima de uma matriz semipositiva irredutivel € ulmacéo
continua e crescente dos valores dos elementositlia naonclui-

se que, SéA é semipositiva e irredutivel@> 0 , temos
o> 7T (75)

Se o valor deg que satisfaz (68) [e (67)] for= 0, entédo a
solucdo para (74) serad = 0, isto é, teremosr= o= 0 .
Excluindo esse caso especial teremgs< 1e 0> n> 0. A
afirmativa de que “a taxa de lucro € positiva ssomente se a
taxa de mais-valia for positva” éteorema marxista fundamental
de Morishima.

De (71) segue-se que
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PA (1+ 72 )+pdb (1+ 72 )=p (76)

Vamos adotar uma unidade monetaria de tal maneiea g

analogamente a (64), tenhamos
pd(1+0)=1 (77)

Isso significa que a quantidade da “cestd” com valor-
trabalho igual a 1 também tera valor monetéario ligaal.

Lembrando (70) verifica-se que a condi¢ao (77)esponde a
w(l*o)=1 ou o==——

Substituindo (77) em (76) obtemos

1+n,
pA(L+ )+ —b=p
ou
1+n
| —A)-77A]=
pll -A)-mAl=7~

-1

P6s-multiplicando pofl - A)™ e lembrando (60), obtemos

ol - A —A)‘l]:iig
ou
p=1t7, [| -A(l - A)_l]_l (78)

1+o0



73

Essa expressdo mostra a transformacao de valyeerh
precos de producap), tema de muita controvérsia na historia do
pensamento econdmico. Voltaremos a esse tema dbpdeduzir
uma relagao entre a taxa de lucro e a taxa devabis-

De (65) e (72) obtemos

VA" +ovdb =v (79)

Verifica-se quevA™ é o vetor-linha com os valores-trabalho
do capital em cada induastria (incluindo tanto oitehmonstante
como o capital variavel) e queovdb € o vetor-linha com os
montantes da mais-valia criada em cada industoiaupidade de
produto.

Se A" é uma matriz semipositiva irredutivel, os teoremia
Perron-Frobenius nos garantem que o vetor carsiiterf direita
associado a raiz caracteristica maxima A€ é positivo, isto €,

temos
A"X = AT X (80)

comx >0 . Para que fique determinado é necessério estabelecer
alguma restricdo como, por exemplo, fixar em 1 0 [@@meiro
elemento.

Pos-multiplicando (79) pok obtemos

VA" X +ovdbx = vx (81)
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De (80), pré-multiplicando pov e lembrando (73), obtemos
(1+ 7)vA*x = vx
Comparando esse resultado com (81) verifica-se que
(1+ 77 VA *x = VA" x + ovdbx
ou
WA X = ovdbx
ou, finalmente,

vdbx

82
VA "X (82)

Sabemos quevdb € o vetor-linha com os valores do capital
variavel em cada industria, por unidade de pro@utme vdbq
€ o capital variavel total na economia. Entédbx € uma soma
ponderada daqueles valores de capital variavelupatade de
produto, que corresponde ao capital variavel tata uma
economia artificial onde as producdes dasindustrias fossem
proporcionais aos elementos xde AnalogamentevA™x € o
valor-trabalho de todo o capital (constante e vat)dempatado
nessa economia. Note-se que, na expressdo (8feséssa a
proporcionalidade entre os elementos ®e pois multiplicando
numerador e denominador da fragdo por uma conspaatemos

alterar os valores absolutos desses elementos.
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Marx, nos seus exemplos numéricos de transformaegéo

valores de precos de producéo, utilizou a relacao

(83)

t <3

<0

m
taxa de lucro = =
c+v 1

onde m, ¢ e Vv representam, respectivamente, a mais-valia, o

capital constante e o capital variavel na econoEsaa relacao é

equivalente a

m v
taxa de lucro =— [
vV Cc+V
ou
taxa de lucro =0 (84)
cC+vV

bY

Essa relacdo s6 corresponde exatamente a rela2ics€8
X =0 O0u se a composi¢do organica for a mesma em tadas
industrias, isto €, se for sempre a mesma a relagdie@ o0s
elementos de vdb (capital variavel) e o0s elementos
correspondentes deA” (capital total), pois neste caso o resultado
nao é afetado pelos fatores de ponderacao (0s reiesmex)s.

6 Ver Possas (1982). Esse trabalho faz uma interessistingdo entre precos
de producéo e precos de reproducéo.

Sobre a determinag&o dos valores-trabalho e snafdrmacéo em precos de
producéo, ver os artigos de Gontijo listados néidgafia.



76

As relagcdes (78) e (82) mostram como as variaveis
fundamentais das analises marxista, os valorealraby) e a
taxa de mais-valiad), de um lado, se transformam, no outro lado,
nas variaveis taxa de lucrg)(e precos de producap)(, no
dominio dos valores monetarios. Pode-se dizer gaeanalise
marxista,v e o estdo em um nivel de abstracdo mais elevado do
que p e 7, da mesma maneira que, na Fisica, o conceito de

massa é mais abstrato do que o conceito de peso.



12. COMPOSICAO ORGANICA UNIFORME

Nesta se¢cdo vamos analisar o caso especial dsistema
econdmico no qual a composicédo organica do capitalmesma

em todas as industrias. Neste caso temos
vA = pyvdb (85)

onde y é uma constante,vA é o vetor-linha dos capitais
constantes evdb € o vetor-linha dos capitais variaveis.
Substituindo (85) em (65) obtemos

yvdb +vdb + ovdb =v

ou vdb :#v (86)
1+y+o0

Substituindo esse resultado em (85) obtemos

vA:+v (87)
l1+y+ o0

Somando (86) e (87) membro-a-membro e lembranao qu
A" =A +db , obtemos

1+ y

VA" = ——
l+y+o

(88)

Esse resultado mostra que () (1 + y+ 0) € uma raiz
caracteristica de A* e que v € o correspondente vetor

caracteristico a esquerda. De acordo com os teereisaPerron-
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Frobenius, seA™ é uma matriz semipositiva irredutivel, somente
0 vetor caracteristico correspondente a raiz canigtica maxima
nao tem nenhum elemento negativo (e é positivdaddevemos
ter

1+y

—— 7 =)
l1+y+o0

Lembrando as deducdes de (71) a (73), verificatse go
caso particular em que a composicdo organica ghitatae

uniforme, tantop como v sao vetores caracteristicos a esquerda

de A" associados a sua raiz caracteristica maxima.

At = 1 = 1+y
" 1+m 1+y+o0

Conclui-se que, nesse caso, 0s precos de produ@o s

proporcionais aos valores-trabalho e

g
= 89
1+y (89)

Note-se que esse resultado corresponde exatameglcao
(83) de Marx. Mas a relacdo (89) foi obtida pressgp que a
composicao organica é a mesma em todas as ingustiaarx
admitiu, erroneamente, que a relacao (83) fosédavam geral.



13. CRESCIMENTO COM INVESTIMENTO DE TODO O
LUCRO

Da mesma maneira que no capitulo 10, vamos coasider
modelo pseudodindmico, em que a técnica de prodgio
mantém a mesma e todas as industrias crescem ooama taxa
6. Em um modelo marxista, para que a producaoesgmmente
suficiente para repor o capital constante e o ahpiariavel
utilizados e, ao mesmo tempo, permita novos investios que

facam esses capitais crescerem com tdxdevemos ter
Aq(1+6 )=q (90)

Cabe ressaltar que estamos considerando uma situaca
hipotética em que toda a producdo se destina asigéiwo dos
capitais (incluindo o consumo dos trabalhadores, €ugual ao
capital variavel) e aos novos investimentos. Naadrsumo dos
capitalistas, isto €, todo o lucro é investido. Capitalistas
exercem apenas sua funcao essencial: acumulaalcapit

De (90) segue-se que

1
A*q= 91
q 1+0q (91)

Esse resultado mostra que 1/(¥¥ é uma raiz caracteristica
de A® e g € o correspondente vetor caracteristico a direita
Lembrando os teoremas de Perron-Frobenius, coselgite
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(92)

Comparando (73) e (92) verifica-se qué = 7, isto €, a
taxa de crescimento € idéntica a taxa de lucro.

Note-se que tanto o vetor definido em (80) como o vetay
em (91) sdo vetores caracteristicos a direita da*
correspondentes a sua raiz caracteristica maxiria). Entao
esses vetores-coluna sao proporcionais entre slezlacao feita
para chegar a (82) pode ser repetida, cqmem lugar dex ,
obtendo-se

_o vdbq
VA'q

Lembrando queA”™ =A +db segue-se que

vdbq
vdbq + vAq

ou

o
=2 (93)
1+ VA(Q

vdbq

Essa relacdo mostra, para o caso especial do modelo

pseudodinamico analisado, a rela¢éo entre a taacde (7) , a
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taxa de mais-valiad) e a composicdo organica na economia

como um todo, dada por

_ VAQ _ capitalconstante
vdbqg capitalvariavel

14

Note-se que a expressao (93) corresponde exatandente
relacdo (83) de Marx, da mesma maneira que a sgug89).

Ha, portanto, duas situacfes particulares em quelagelacdo de
Marx é exatamente valida: o caso da composicao nmaa
uniforme, analisado na secdo anterior, e 0 casonddelo de
crescimento pseudodindmico com investimento de todocro

analisado nesta secéo.

Vejamos como a composi¢cdo organica ha economia cmmo
todo (/) se relaciona com as composi¢cOes orgéanicas e cad
industria. Sejac; 0 i-ésimo elemento do vetor-linhaA . Entéo
a composicao organica nasima indastria é

aQ _ «

= = ! i :l,...,
K =ahQ  vab ¢ ")

ondeb representa Bésimo elemento de . Verifica-se que

Zyilei

14 :W ) (94)
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7

mostrando que a composicdo organica global é umdiamé
ponderada das composicfes organicas em cada iagdustr
ponderadas pela méo-de-obra diretamente empregadapelo

valor do capital variavel) em cada industria.



14. EXEMPLO NUMERICO

Nesta secdo vamos analisar pormenorizadamente emmpéx
numérico de uma “economia” com 3 setores (ou 3 Sti#Hs),
utilizando os conceitos e a notacdo apresentadeapitulo 11 (o
modelo marxista).

Sao dadas as matrizes

01 O 0,3 1
A=01 O 0,2 d=|0
0O 01 01 1

b =[01 01 01

Observa-se que a mercadoria 2 (produto da seguoddatiia)

nao € consumida pelos trabalhadores.

Obtemos
02 01 04
A" =A+db={01 0 02
01 02 02

A correspondente equacao caracteristica é

\A* —;n\ =0
ou
A% - 0,442 -0051= 0



84

cujas raizes sdao-0,1, 0 e 0,5 . Entdo a raiz caracteristica

maxima é
A, =05
N 1
Como A}, = , obtemos

1+ 7
m=1 ou 100%

O vetor-linha de precosp) € um vetor caracteristico a

esquerda déA* correspondente a raiz caracteristica maxima.

Entao
PAT =1 p
ou
p(a*-a:1)=0
ou
-03 01 04
[p, p, pJ o1 -05 o02[=0
01 02 -03

Das duas primeiras equacoes segue-se que
p, =p, € p; = 2p, . Fazendop, = 1 ( que corresponde a

utilizar a mercadoria 1 como moeda), obtemos
p=[1 1 2

O salario é
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w=pd =3

O vetor-linha dos valores-trabalho por unidade @elac

mercadoria [ver (60)] &
v=>b(-A)"

Para este exemplo humérico temos

09 0 -03

I-A=|-01 1 -02

0 -01 09
, [880 30 300
(I—A)_l:ﬁ 90 810 210
10 90 900

e
v = 7; [98 93 141=[ 0,1242 0,1179 767

Entédo o valor-trabalho da unidade de forca de kinab&

C
5=vd = 2% - 0,3029
78¢

e a taxa de mais-valia é

o= 1-90 _ 55C _ 2,301
0 23¢

Vamos admitir que a economia esta crescendo

proporcionalmente (todos 0s setores crescem com@sana taxa)
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e com investimento de todo o lucro. Entédo, de acooi (91) e
(92), temos

ATg=1.9
ou
(A* =2t 1)g=0
Das duas primeiras equacdes desse sistema obtemos

11

Vamos fixar em 50 a producéo do setor 2. Entéo torve
coluna das producdes é

110
g=| 50
70

O namero de unidades de trabalho empregadas nareizoga
bg = 23, sendo 11 no setor 1, 5 no setor 2@ Setor 3.

As tabelas a seguir mostram o sistema econdmicwa&ids
angulos.
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Tabela 4. Os fluxos fisicos intersetoriais

Setor d¢g Setor de Destino Investi-

oigem| 1 | 2 | 3 | Sub-Total| mento | Total
1 22 5 28 55 55 110
2 11 0 14 25 25 50
3 11 10 14 35 35 70

Tabela 5. Os fluxos fisicos intersetoriais de meiae producao
(destacando o consumo dos trabalhadores)

Setor de Setor de destino Cons.dos Investi-

origem 1 | 2 | 3 |trabalhadores mento | Total
1 11 0 21 23 55 110
2 11 0 14 0 25 50
3 0 5 7 23 35 70

Note-se que nessas duas primeiras tabelas nacdetido
somar valores de uma coluna, pois se trata de desda

heterogéneas.

Tabela 6. Valores monetarios dos fluxos intersetais de
meios de producéo, do consumo dos trabalhadores e d
investimento.

Setor de Setor de destino Cons.dos Investi-
oigem | 1 | 2 | 3 | trabalhadore3 mento | Total
1 11 0 21 23 55 110
2 11 0 14 0 25 50
3 0 10 14 46 70 140
Trabalho 33 15 21 69

Lucro 55 25 70 150
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Tabela 7. Valores-trabalho

Capital Capital | Mais- Composicao
Setor | Constante| variavel | valia Total organica
1 2,66 3,33 7,67 13,66 0,799
2 0,89 1,51 3,49 5,89 0,590
3 551 2,12 488 12,51 2,598
TOTAL 9,07 6,97 16,03 32,07 1,301

Se, em lugar de fixar p, = 1, adotarmos uma unidade
monetaria que torne o valor de toda a produgdp (igual ao
valor trabalho total\g = 25300/789 = 32,07) , o vetor de precos

sera

p =[0,1069 0,1069 0,2138

Comparando com o vetorv verifica-se que no setor 3, onde a
composi¢do organica do capital é elevada, temps> v, ,
enguanto nos setores 1 e 2, onde a composicaocaghncapital
é relativamente baixa, temogp, <v, e p,<v, . Até ai as
diferencas ocorrem no sentido que seria prevista base no
método de transformacdo de valores-trabalho emograle
producdo utilizado por Marx. No entanto, se compaos 0S
setores 1 e 2, verifica-se que o preco é relatvaenmais baixo,
em comparagdo com o valor-trabalho, no setor lsaapde a
composicao organica do capital ser menor no setor 2

Verifica-se, nesse exemplo numérico, que a relagde a

mais-valia e a soma do capital constante e doatagtiavel na
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economia é igual a taxa de lucm= 1). Mas isso sO ocorre, neste
caso, porque estamos considerando um vetor degiiesl{) que
permite o crescimento com investimento de todoaooolucomo
descrito na secdo 12. Qualquer mudanca nao propaichas
producdes dos trés setores fard com que a relag@cetotal de
mais-valia e o total dos capitais constantes éveis deixe de ser
igual arz

Pode-se verificar que o produto liquido do sistema

econdmico, em termos fisicos, é

78
y=(25
58

Seu valor monetéario @y = 219, igual a soma do valor do
consumo dos trabalhadores e do investimento.

O valor-trabalho do produto liquido¥y = 23, igual ao total
de trabalho direto empregado.

Esse sistema econbmico pode ser decomposto em 3
subsistemas onde o produto liquido é constituidcapenas uma
mercadoria.

Para o subsistema cujo produto liquido é igual arM8ades

da mercadoria 1 o vetor de produto liquido fica
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78
y.=| 0
0

Temos

Aq1+y1:q1 ou (I _A)q1:y1

Entao
. 880
=(1-A)"y. =—=| 90
q,=(1-A)"y, 59
10

A quantidade de trabalho empregada nesse subsistema
bg, = 9688

Entdo a quantidade de trabalho por unidade do pryodu
liquido &

9,088 _ 0,1242
78

ou 0,1242 unidades de trabalho empregadas, direta e
indiretamente, para obtencdo de uma unidade deadwmia 1.

Este é, obviamente, o valor-trabalho por unidadeeicadoria 1.
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Exercicios 3

3.1. Fazendo p, = 1, determine os pregos, a taxa de lucro, o
salério, os valores-trabalho por unidade de caddupo e a taxa
de mais-valia para 0s seguintes sistemas econdmicos

(considerando o modelo marxista):

a)A = {0,3 0,4} q :{ 0 }
02 01 1,5

b=[0,2 0,2
0,30 2,00 0
b)A = d=
0,04 0,10 1,5
b=[0,04 0,20
2 0
C)A=|3 d=| 5
0 0 24
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A :{0,44 0,72} q :{0,3}

0,02 0,26 0,4
b=[02 0,
0,40 025 0,55 1
e)A=| 0 040 0,5 d=|0,5
0,03 0,09 0,50 0

b=[0,1 02 0,

3.2. Para um “sistema de producao” com apenas 2achatas,

tem-se:
0,15 0,10 42| 0
10,50 0,05 105
b=[225 1]

Admite-se que os salérios sdo adiantados, istonégrdante

de salarios pagos faz parte do capital empatadéoEem-se:
(pA+wb)(1+7)=p  comw=pd

a) Determine a taxa de lucro.
b) Adotando uma unidade monetaria que torne oisataral a 1,

determine os precop( e p,) das duas mercadorias.
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c) Determine a taxa de mais-valia.

d) Preservando o consumo dos trabalhadores, gaata&a de
crescimento maxima se a producdo nas duas industrias for
g, = 200 e g, =100C (admitindo que nao haja limitagbes ao
crescimento da mao-de-obra empregada)?

e) Seq, =20C, qual deve ser o valor dg, para que os dois
setores cresgam com taxa maxima (com investimentodb o
lucro), preservando o consumo dos trabalhadoresmatindo
gue ndo haja limitacbes ao crescimento da mao-tke-ob

empregada?

3.3. Vamos considerar uma economia com 3 industr@e 0s
salarios sao adiantados, isto €, 0 montante decsaldagos faz
parte do capital empatado. Na notacdo usual, sd@asdas

seguintes matrizes:

01 0 0,55 0,25
A=04 05 O d=| O
0 0 03 0

b=[04 04 1,8

a) Com base na matrizA® =A +db, classifique cada uma das
trés mercadorias como basica ou nao-basica, pastidio
(sumariamente) sua classificacao.

b) Determine a taxa de lucro.
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c) Fazendop, =1, determine os demais pregos e o salavin (
d) Determine os valores-trabalho por unidade de caercadoria.
e) Determine o valor-trabalho da unidade de foec&rabalho e a

taxa de mais-valia.

3.4. Como se alteram as respostas da questaooarser salario
real for multiplicado por 4, isto é, se tivermos
1
d=|0
0
3.5. O que ocorre com, , ha questdo 3.3, se tivermas, = 0,6
(em lugar dea,; =0,3)? Qual € o significado econdmico desse

resultado?

3.6. Vamos considerar uma economia com 3 industnae os
salarios sdo pagos no fim do periodo de producécsepa, o
montante de salariosdo faz parte do capital empatado. Na

notacéo usual, sdo dadas as seguintes matrizes:

01 O 055
A=04 05 O
0 0 03

b=[04 04 1,9
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Note que essas matrizes sdo iguais as matAzesb da questao

3.3.

a) Com base na matrizA, classifigue cada uma das trés
mercadorias como basica ou nao-basica, justificando
(sumariamente) sua classificacao.

b) Obtenha a relagcéo entre o salawp € a taxa de lucra7d com
p, = 1. Determine o salario maximoM e a taxa de lucro
maxima (1).

c) Determine a taxa de lucro para o salario obti@auestdo 3.3.
Compare essa taxa de lucro com a taxa de lucrdeobtiquela
guestdo. Explique (com palavras) porque essas ta#as
diferentes apesar de o salario e as matriizee b serem
iguais nas duas questdes.

d) Determine o vetor de produgdes totgsdorrespondente a um
produto liquido igual a

90
y=g-Aq=|10
63

Qual ¢ o total de unidades de trabalho empregasarsituacao?

3.7. Considere um sistema econémico com 4 mercasioo qual
as relacdes entre precqs,(salérios \ ) e taxa de lucroz ) séo
dadas por

(A +wb)(1+7)=p
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w = pd

000 0 01 0O 1
103 01 03 01 0
lo 02 0 O 1

0O 06 01 01 0

b=[01 02 01 0,2

Qual é a taxa de lucro nessa economia?

3.8. Considere um sistema econémico com 4 meralog qual
as relacdes entre precgy ( salario (v ) e taxa de lucro7j séo
dados por

(A +wb)(1+ 71)=p

w=pd
05 03 01 01 0
0] 0,7 01 01 0
A= o d=
0 0 0,3 0,1 0,2
0 0 0 0,5 0

b=t 1 1 1]
a) Tendo em vista a matriA®™ = A + db , classifigue as
mercadorias como basicas ou ndo-basicas.
b) Determine a taxa de lucro.

c) Determine os precos das 4 mercadoriag/ sel.
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3.9. Considerando o modelo marxista, determinexa die lucro,
0S precos, 0 salario, os valores-trabalho por adeidde cada
produto, a taxa de mais-valia, 0 vetog para crescimento
proporcional com investimento de todo o lucro, tovey e 0s
fluxos intersetoriais para cada um dos conjuntodadi®s a seguir.
Em cada caso obtenha, também, o subsistema cujotpridquido
€ constituido apenas pela mercadoria 1 e confiralar-trabalho

por unidade dessa mercadoria, como foi feito nétwaiapl4.

0,10 0,16 0,32 0,08
a)A=| 005 0,12 0,20 d =|0,03
0 0 002 0,04

b=[1 2 4]

0,37 0,85 0,68 0,1
b)A=| 001 0,25 0,04 d=[01
0,02 0,10 0,28 0,1

b=[ 03 15 1,2

=1, Q = 10C
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0,27 192 0,48
c)A*=/0,03 0,27 0,06
0,12 0,96 0,27

b=[0,1 08 0.2

=1, Q = 80C
0,56 0,24 0,36
d)A*=| 006 056 0,18
0,04 0,08 0,56

b=[12 24 34

p,=1, Q = 50C

0,5
d=|0,2
0,2

0,09
d=|0,05
0,02



15. A ESCOLHA DA TECNICA
Neste capitulo voltamos a considerar o modelo d#z5r
pA(1+ 1 )+bw=p

gue corresponde a um sistema de equacbes comn + 1
incognitas (n—1 precos,n ew). H4, portanto, um grau de
liberdade. Eliminando n — 1 precos obtemos uma relacdo
funcional monotonicamente decrescente entre oicald) e a
taxa de lucro) [Ver (17)].

As matrizes A e b constituem a técnica de produgéo
utilizada, que passamos a representar através dainica matriz

(n+1)xn:

A

O conjunto das técnicas conhecidas em dado mon&nto
denominaddecnologia Admitindo que hajak diferentes técnicas
conhecidas, a tecnologia € o0 conjunto das matrizes
C,, C,, ..., C,.Vamos admitir que a mercadoria 1 € a mesma
em todas essas técnicas e que ela é adotada cameramio.
Entdo as relacbew-/7 para as diferentes técnicas podem ser

colocadas em um mesmo gréfico e comparadas, corfiguna 1.
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Figura 1. Relagbesv-7rpara quatro técnicas.

Para cada nivel de salario os empresarios escoladgtnica
gue permite obter a maior taxa de lucro. Assimiignaa 1, para
W, <w<W (ou O<m<m,) serd usada a técnica 1, para
w, <w<w (ourm < 7m< ) sera usada a técnica 2, e
assim por diante. A técnica usada corresponde, regrapum
segmento de uma curva-rque esta mais afastado da origem. A
linha (envolvente) formada por esses segmentos f@raeira
tecnoldgica das possibilidades de distribuicdo elela. E claro

gue muitas técnicas conhecidas ndo tem nenhumiipagéio
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nessa fronteira, isto é, séo técniaalssoletas, como é o caso da
técnica 4 na figura 1.

Vamos considerar duas técnicas;, e C, , relativas a
producdo do mesmo conjunto de mercadorias. Vamos admitir
gue essas duas técnicas diferem apenas nos coEffciecnicos

de producdo ddn-ésima mercadoria. Entao

c :_A1 la & ey a3,
“lb,] |[B b ... b, .. b

c __AZ}_{ai a .. a, .. a
, = =
b, b b ..
Note-se que as matrize€, e C, so6 diferem nah-ésima
coluna. Para a técnica 1 temos
pa,(1+7)+bw=p (# h) (95)
pam(l"' n )+ by W=p, (96)
Para a técnica 2 a Unica equacao distinta é
pah2(1+ z )+ b, W= p, (97)

As relacoes (95), (96) e (97) formam um sisteora @ + 1
equacdes B+ 1 incognitasri{— 1 precosw e 71 ) cuja solucéo,
se existir, corresponde ao ponto de intersecdocdasas w-77

referentes as duas técnicas. E claro que esse minttem
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significado econdmico se a intersegcdo ocorrer nguHdrante.
Nesse ponto é, obviamente, indiferente utilizaéaita 1 ou a
técnica 2, jA que os precos, o salario e a taxluae sdo os
mesmos; pode-se, inclusive, utilizar uma combinagd® duas
técnicas, isto €, produzir parte da mercaddri@om uma técnica
e parte com a outra técnica.
Vamos admitir, agora, que ha duas técnicas pamupioa

h-ésima mercadoria e ha, também, duas técnicasppadazir a
m-ésima mercadoria. Podemos distinguir, entdo, #didas de

producao para aa mercadorias:

C,=[c, & .. Gy o G - G
C,=[c, ¢ ... G, - G .. G
C;=[c, ¢ ... G, . G, .. G
C,=[c, ¢ ... G, - G, .. G

Nesta sequéncia uma matriz difere da anterior gpemauma
coluna, isto é, uma técnica difere da anterior apera maneira de
produzir uma Unica mercadoria. As técnicas 1 enBetnto,
diferem na maneira de produzir duas mercadoriatergéssemos
impor, para as técnicas 1 e 3, 0S mesmos valorasoparecosy

e 77 obteriamos um sistema da + 2 equagbes comn + 1
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incégnitas que, em geral ndo teria solugdo. Igyufgia que, em
geral, as relacbesv-77 para as técnicas 1 e 3 ndo terdo um ponto
de intersecdo na fronteira tecnolégica, onde sediferente usar
uma dessas duas técnicas. Esse ponto de interesigi@m, em
geral, fora da fronteira tecnoldgica, como ocoree figura 1.
Pontos de mudanca de técnica na fronteira tecroa@nvolvem,
em geral, mudanca na maneira de produzir uma Unica
mercadoria

Pasinetti (1977, capitulo 6) mostra que, dado unjucdo de
técnicas, desde que haja uma mercadoria basicantanodas

elas, as seguintes propriedades séo validas:

)em um ponto de mudanca de técnica na fronteira
tecnoldgica as duas técnicas envolvidas levam ammeetor de

precos;

Il) para qualquer valor dé? para o qual ha apenas uma

técnica mais lucrativa, essa técnica leva a preeladivos ao
salario (pi /W) que sdo, para todas as mercadorias, menores do

gue aqueles associados a qualquer outra técnica;

[l) os pontos de mudancas de técnica e a posajatva das

curvas wrtnado dependem do numerario escolhido;

IV) a fronteira tecnolégica é sempre decrescente.

7 A excegdo ocorre quando mais de duas cumwaspassam por um mesmo
ponto, como ilustram os exercicios 4.2 e 4.4.
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E interessante notar que uma técnica de produgd® ser a
mais lucrativa para dois intervalos distintos datde lucro, como
ocorre com técnica 2 na figura 1. Isso decorreassipilidade de
duas curvasv-77 cruzarem mais de uma vez, fenémeno que foi
denominado de réswitching of techniqués(retorno de uma
técnica). Em principio pode haver até pontos de cruzamento
das curvasw-r relativas a duas técnicas distintas para proauzir

mercadorias basicas.

Exercicios 4

4.1. Considere as técnicas 1 e 2, indicadas esgigamante a
sequir:

Técnica 1:

04 t detrigo + 16 t de bronze—;+ un. de trabalho

- - 1,94 t de trigo

0,6 t detrigo+2,4 t de bronzeé un. de trabalho-

-~ 4 t de bronze
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Técnica 2:
1 t detrigo + 2,8 t de ferro + 0,6 un. deb&ao —
- 3t detrigo

1 t detrigo + 1,2 t de ferro + 0,4 un. déb&o —

- 4t de ferro

Caracterize as formas das relac®egrdessas técnicas.

Para que valor(es) da taxa de lucro ha “mudang¢éctéca’?

(Nos pontos de mudanca de técnica as duas técnicas
conduzem ao mesmo salario).

Ha reversibilidade de uma técnica de producéao?

Genericamente, isto €, para coeficientes técnicagsquer,
numa economia com dois produtos e sendo disponitheds
técnicas (como no exemplo dado), quantos pontosutanca de
técnica pode haver? (Justifique).

4.2. Para uma economia com duas mercadorias baksmsnos

das seguintes técnicas de producao:

03 004 05 006
C,=|10 03 C,=[15 05
05 01 005 001
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03 006 05 004
C,=|10 05 C,=| 15 03
05 001 005 01

Determine a fronteira tecnoldgica, especificandpasos de

mudanca de técnica.

4.3. Para uma economia com 3 mercadorias disponags d

seguintes técnicas de producéo:

04 02 072 04 0 01
102 04 02 102 02 01
17102 02 04 C.= 02 02 03
1 1 1 1 4 10

Note-se que a primeira coluna é a mesma nas dut&zesa
Devem ser consideradas também outras duas téanieagodem
ser obtidas fazendo diferentes combinacfes das ditiasas
colunas das duas matrizes. Sefa, a matriz cuja 2coluna é
igual a de C, e cuja 8coluna é igual a d€, e sejaC, a matriz
cuja 2 coluna é igual a d&€, e cuja 3coluna é igual a deC; .
Determine a fronteira tecnoldgica, especificandpasos de
mudanca e a técnica usada em cada intervalo deesala taxa de

lucro.

4.4. Para uma economia com 3 mercadorias basispsndos das

seguintes técnicas de producao:



107

(0,4 0,2 0,2 (0,4 0,2 0,2]

02 04 0,2 02 04 02
C,= C,=

02 02 04 02 02 0,3

|2 2 2 |2 2 4 |

04 02 0,2 0,3 0,2 0,2]

02 03 0.2 02 03 0.2
C3 = C4 =

02 02 0,3 02 02 0,3

2 4 4 4 4 4 |

Fazendo p, = 1, determine as relacdes /7 para as 4

técnicas e mostre que as respectivas curvas cruzamonto

5

1
T=—- e w= —.
9 9C
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16. PROGRAMACAO LINEAR E O SIGNIFICADO DOS
PRECOS

Nesta secdo procuramos apresentar, resumidamente, a
interpretacédo de Pasinetti (1977, pp. 180-190)esobsistema de
pregos, contrastando o modelo de Sraffa com a &olde um
problema de programacéo linear.

Vamos, inicialmente, descrever esse problema de
programacao linear.

Vamos admitir que existelknmaneiras diferentes de produzir
cada uma das mercadorias. Os coeficientes técnicos referentes
h-ésima maneira de produzir igésima mercadoria formam o
vetor-coluna c;, , com n + 1 elementos (como uma coluna da
matriz C definida no inicio da secdo anterior). Todas as
possibilidades de producéo estariam representamtasspesn k

vetores-coluna, que formam a matrzH1) x n k
r=[c, ¢, .. CuCy .. Cpl

Seja € 0 vetor-coluna com as disponibilidades de
mercadorias (estoques) e méao-de-obra no inicio ettogo de
producdo. Esse vetor tem+ 1 elementos, sendo que o ultimo é
a mao-de-obra disponivel.

Consideremos o seguinte problema de programaggariin
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Maximizar p X
com Fx<eg
e x =0
onde p € um vetor-linha de precos preestabelecidos & o
vetor-coluna de produgbes de cada mercadoria atrdeécada
método de producdo. Tantp como x tem n k elementos,
sendo que no vetop o0 preco de cada mercadoria é repetido
vezes.
Note-se que nesse problema a tecnologia, reprelsepda I
, 0S recursos disponiveig)(e 0os n precos sdo dados. As
incognitas sdo os elementosxde Na solucdo, que sera indicada
por x* , os elementos positivos indicam os métodos deygao
escolhidos e os elementos iguais a zero corresporadaétodos
de producéo descartados.
Cabe ressaltar que nesse problema ndo ha referéosia
custos de producdo dos recursas , como se todos fossem
recursos naturais.

Odual® desse problema de programacao linear é

Minimizar zg
com r=p
e z=20

8 Ver, por exemplo, Lanzer (1982), pp. 192-205.
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onde z € o vetor-linha cujosn elementos sé&o os pre¢cos-sombra
atribuidos aos recursos disponiveis. Segé a solucdo do
problema dual.

Sabemos que as solucdes dos problemas primal s&tutdis

que
px*=z*I'x*=z*¢

Os elementos iguais a zero &m correspondem a recursos que
existem em excesso, havendolga na obediéncia as restricbes
do problema primal. Os elementos positivos emz*
correspondem a recursos escassos, cuja dispoadslidé
completamente utilizada. Simetricamente, os elensepositivos
em x* que indicam métodos de producdo efetivamente
utilizados, correspondem, no dual, a métodos deéugé&n em que
0 custo atribuido (custo calculado com os precosssa,z* c,, )
€ exatamente igual ao preco preestabelecido. Elerseptos
iguais a zero emx* correspondem a métodos confolga no
dual, isto €, métodos cujo custo atribuigtoc,,, € maior do que o
preco preestabelecido (métodos ineficientes).

Pasinetti assinala que esse modelo exige 0 des@ameoko
de uma teoria da demanda, como é feito na micnoeEca
neoclassica. O vetop é obviamente uma maneira canhestra de
expressar a demanda. Mas essa teoria da demandaé nao
necesséria para analisar como o modelo se compodado
ocorrem certas mudancgas. Para analisar as cons&piéie uma
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reducdo na disponibilidade de um recurso vamos rsupta
situagdo inicial em que &-ésimo recurso existia em abundéancia,
existindo folga para esse recurso na solucdo dalgma primal.
Entdo o respectivo preco-sombra, na solucédo dolganabdual,
era igual a zero. Vamos admitir que a disponibileldo h-ésimo
recurso seja reduzida, tornando-o escasso. Na sogdo a
restricdo do problema primal para esse recursoaerd@ida sem
folga e o respectivo preco-sombra na solucéo dblgma dual
passara a ser positivo. Tera ocorrido entdo, umeatordo preco-
sombra do h-ésimo recurso. Em geral, desde que o nimero de
técnicas seja bastante grande, a nova solutasera diferente da
inicial, implicando em alteracbes na técnica dedpcdo, em
favor de métodos de producéo que sejam menos és§yra USO
do h-ésimo recurso.

Vejamos, agora, 0 que ocorre quando aumenta a ‘fidaha
por um produto. Vamos admitir que aumenta o vagéopd e que
a producao da-ésima mercadoria seja a mais exigente no uso do
j-ésimo recurso. Entdo as solugdes dos problemaslpe dual
serdo alteradas, ocorrendo aumento do precgo-sopateao j-
€simo recurso e uma tendéncia de alteracdo dosdosetde
producdo em favor dos métodos menos exigentesauosce que

se tornou mais escasso.
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Em resumo, Pasinetti apresenta duas proposi¢cdes que
considera “tradicionais” :

a) Uma alteracdo dos precos estabelecidos (emacelas
disponibilidades de recursos) ou uma mudanca das
disponibilidades de recursos (em relagcdo a deméndd leva,
em geral, a uma mudanca na técnica e, consequeritense
mudancgas nos precos-sombra e a mudangas nas [@epoeqtre
insumos utilizados, de maneira que a relacdo eotaatidades de
dois insumos varia no sentido inverso da variagirethcdo entre
0S respectivos precos. Recursos que se tornanvaet@nte mais
escassos (e mais caros) sdo substituidos por eoscause se
tornam relativamente menos escassos (e mais barddesse
contexto a escolha da técnica se confunde com ahascda
propor¢cao entre insumos. Pode-se dizer que mudaiogagrecos
relativos implicam em um processo de substituigiceaecursos.

b) Os precos-sombra atribuidos aos recursos sdaésde
escassez” . A utilizacdo, ou “alocacéo”, dos remsirsom base
nesses precos é, entdo, uma alocacdo baseadausograes de
escassez. Essa alocacdo é oOtima (eficiente) nddsente
minimizar os custos atribuidos (custos calculamws os precos-
sombra).

E interessante comparar essas proposicoes tragigiocom
os resultados relativos a escolha da técnica nelmate Sraffa,

analisados no capitulo 15.
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No modelo de Sraffa ndo ha “recursos disponiveisé q
possam ser considerados mais ou menos escassass s
mercadorias sdo produzidas.

A escolha da técnica, no modelo de Sraffa, ndorikpea
demanda. Como todos 0s insumos séo produzidosmudanca
na composicdo da demanda leva a alteragbes nasidauias
produzidas, mas a técnica continua a mesma. Nolmddesraffa
nao ha motivo para substituicdo entre insumos, ysomao ha
recursos escassos.

Pode-se pensar que no modelo de Sraffa ndo hatsigast
entre insumos porque os coeficientes técnicos faznd\) séo
considerados fixos. A comparacdo com o problema de
programacao linear apresentado nesta secdo moska aq
constancia dos coeficientes técniau®o € o ponto essencial, pois
essa constancia também ocorre na programacao ,lioede
podemos identificar a substituicdo de insumos @daccom
mudancas nos precos relativos.

Cabe ressaltar, ainda, que no modelo de Sraffdoaeer
uma mudancga na técnica utilizada, devido a uma ngadaa taxa
de lucro, ndo podemos estabelecer nenhuma regral ger
relacionando as mudancas nos precos relativos soalteaacoes
nas proporg¢des entre insumos. Isso fica 6bvio 8o da retorno

de uma técnicaéswitching of techniqugs



17. RENDA DA TERRA

Sraffa trata da renda da terra no altimo capitalgaite Il do
livro, onde analisa as industrias com produto rpialtie capital
fixo. Ele assinala que “os recursos naturais que usRdos na
producdo, tais como terra e depdsitos mineraisue spndo
escassos permitem aos seus proprietarios obter nemda,
ocupam entre 0s meios de producdo uma posicawabeyle
aguela ocupada pelos nao-basicos entre os prodSsdo
empregados na producdo, mas ndo sendo eles proprios
produzidos, sédo o inverso de mercadorias que, engvoduzidas,

nao séo usadas na produ¢ao”
17.1. Renda extensiva

Vamos considerar, inicialmente, um sistema em queirh
anico produto agricola, denominado “cereal”, queaguzido em
h diferentes qualidades de terra. Vamos admitir bée k
mercadorias industriais. Em cada indUstria é produama Unica
mercadoria utilizando um método de producédo. Papmoduto
agricola h4 um método de producdo para cada tipterde O
produto liquido do sistema sera distribuido na fome salario,

lucros e, eventualmente, renda da terra. Utilizamdwtacao de

9 Posteriormente varios autores utilizaram o métdeoSraffa para explorar
diferentes possibilidades de formacéo e variac&ei#a da terra. Uma revisdo
bibliografica sobre o tema encontra-se em Veni&9Q).
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Sraffa (ver secdo 4), esse sistema pode ser repmdsepelas

equacgdes

(A.p, +B,p, +...+K,p, +Z,p,) (1+ )+ Lw= Ap,

(AP, +Byp, +...+ K, py +Z,p,) (1+ 1)+ Lw=Bp, (98)

(AP, +Bp, +... + K P + Z,p,) (1+ 1) + Lw=Kp,

(Azi P, + Bzi Pp ...+ Kzi Py +Zzipz)(1+ 77)+ inW+'|'i,0i :Zipz

comi =1,2,..,h (99)

As k primeiras equacdes referem-se ao sistema industrial
as h equacdes finais constituem o setor agricola.dxéni é
usado para distinguir osh diferentes métodos de produzir o
(4nico) produto agricola, um para cada tipo deatekssim, B,,
indica a quantidade do produto industri&lutilizada na producéo
do cereal noi-ésimo tipo de terra, juntamente coly, unidades
de trabalho. A area cultivada deésimo tipo de terra &, e p
€ o valor da respectiva renda da terra, por unidad@ea.

Admite-se que as terras de melhor qualidade saintente
utilizadas e que ha um tipo de terra, denominadrginal , que
ndo € totalmente utilizado e para o qual a renda &,
consequentemente, igual a zero. A condi¢cdo de queas p

seja igual a zero da origem a seguinte equacao:



117
Py P =0 (100)

Temos, entdok + h + 1 equacfes. As variaveis econémicas
sdo osk+ 1 pregos 77, w e ash rendas. Mesmo considerando
gque um dos precos € determinado pela escolha diadei
monetaria, ainda restam+ h + 2 incégnitas. O sistema sraffiano
continua com um grau de liberdade.

Por simplicidade vamos considerar um exemplo nwoéri
referente a um sistema econémico com um Unico poodu
industrial A e producéo de cereal em dois tipos de terraq)l e
Vamos admitir que as areas de terra disponiveisnsficientes
para que a quantidade necesséaria de cereal sejazta em um
anico tipo de terra, mas que sao mais do que saofes quando os
dois tipos sao utilizados, fazendo com que partérda de um
tipo ndo seja cultivada. Adotando o cereal como er@no, as

equacodes ficam (Hoffmann e Venter, 1990):

(4p, +(1+ n)+ 05w=10p, (101)
(05p, + 2 (1+77)+ 015w+ p, = 4,2 (102)
(25p, + 04)(1+n)+ 04w+ p, =54 (103)
PP, =0 (104)

Observa-se que na terra 1, por exemplo, sao prasiz,2
unidades do cereal por unidade de area (hectditando 0,5

unidade do produto industrial, 2 unidades de cex€gl5 unidade
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de trabalho. Note-se que tanto o cereal como oupsaddustrial
séo mercadorias basicas.

Isolando p, da equacdo (101) e substituindo a expresséo
obtida nas equacdes (102) e (103), obtemos duas@egiemw ,

7T p, € p, quepodem ser representadas por
¢.(wn.p,)=0 (105)

¢,wn.p,)=0 (106)

A relacdow-rpara a terra 1 € obtida fazengq = 0 em
(105). Se a expresséo pana obtida dessa relacao for substituida
em (106) obtemoso, como funcéo der Para a faixa de valores
de rpara a qual a terra 1 é a marginal teremos, afatwte,
p,=0 e p,=20.

Analogamente, fazendo, = 0 em (106) obtemos a relagéao
w-77 para a terra 2. A partir dessa relacdo e da equddis)
podemos obter p, como funcdo der . Para o intervalo de
valores derrno qual a terra 2 € a marginal teremos, efetivéenen
p,=0ep, =20.

A parte superior da figura 2 mostra as duas retac@ernr
para o exemplo numérico apresentado. Para a teaasdlario
maximo é 11,04 e a taxa de lucro maxima € 0,806 pderra 2
esse valores sao, respectivamente, 7,53 e 0,93 8luds linhas se

cruzam quandaer= 0,476.
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E mais eficiente a terra que proporciona maior salario para

uma dada taxa de lucro (ou maior taxa de lucro paradado
salario).

Se a demanda por cereal pudesse ser atendida caitivo
de apenas parte da area de um unico tipo de terfipnteira
tecnoldgica dessa economia seria a linhkaB C na figura 2,
utilizando-se sempre a terra mais eficiente.

Entretanto, se a demanda por cereal ndo pode exailicda
cultivando apenas um tipo de terra, entdo a fr@tecnoldgica é

formada pelas partes mais internas das cwwag:, isto €, pela

linha D B E na figura 2. Neste caso havera pagamento de renda

pelo uso da terra mais eficiente, como mostra te paferior da
figura 2. Note-se que a renda da terra 2 ndo @idafipara 7
superior a 0,806, que € a taxa de lucro maxima pa@ducao de
cereal na terra 1.

Na figura 2 observa-se que, a medida que a taxaale
aumenta, diminui a eficiéncia relativa da terra 1 em
contrapartida, aumenta a eficiéncia relativa dat2r Isso ocorre
porque a producao de cereal na terra 1 € maissiugeam capital,
sendo mais eficiente, portanto, para valores badedaxa de
lucro. Por outro lado, a producéo na terra 2 € nmaénsiva em
trabalho, o que a torna relativamente mais efieigrdra valores
elevados da taxa de lucro (que correspondem aegalmaixos

para o salario).
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Figura 2. Relacdes entre salang),(taxa de lucroA e rendaf)
nas terras 1 e 2.

No ponto B, com = 0,476, os dois tipos de terra sao

igualmente eficientes e tantg como p, S&o iguais a zero.
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Para 1< 0,476 a terra 1 é mais eficiente e sera totatene
utilizada, sendo considerada escassa, ndo haveswdssez da
terra 2, cuja area nao sera totalmente cultivada.

Parar> 0,476 a terra 2 € mais eficiente e sera totatene
utilizada e escassa, ndo havendo escassez da teuja area nao
sera totalmente utilizada.

Verifica-se, portanto, que a ordem de eficiéncia wgras e
até mesmo a escassez de certo tipo de terra depeludealor de
7T ou seja, da participacdo de assalariados e lisfgita no
produto liquido.

O aumento da demanda por cereal pode levar aagtiiz de
toda a area disponivel dos dois tipos de terranatagecessario o
cultivo de um terceiro tipo de terra. Nesse caseela, em geral,
renda positiva para dois dos trés tipo de terra KHa&fmann e
Venter, 1990).

17.2. Renda intensiv&®

Sraffa mostra que pode haver renda da terra mesmaaq
terra seja totalmetne homogénea, associada cor simasltaneo
de dois métodos de cultivo do cereal. Nesse casmdis que ha

renda intensiva em oposicdo ao caso da rendextensiva

10 Nas secgdes 17.2 a 17.7 sdo reproduzidas partemtigo de Venter e
Hoffmann (1991)
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associada ao uso simultaneo de varios tipos da, tamalisado
anteriormente.

Sraffa argumenta que os casos mais complexos, épiosv
produtos agricolas sendo cultivados em varios tigesterra,
podem ser compreendidos como combina¢gbes dos nsodelo
renda extensiva e renda intensiva.

Vejamos o modelo sraffiano de renda intensiva. \&amo
considerar um sistema econbmico fechado onde hainsa
qualidade de terthd e apenas um produto agricola denominado
“cereal”. Neste caso, como veremos a seguir, oeapaento da
renda da terra deve-se a coexisténcia de dois gt cultivo
do cereal na terra homogénea, usando-se toda ali&peEmivel.
Como afirma Sraffa (1983, p.238), “enquanto o cds®terras de
qualidades diferentes serd facilmente reconhecidmoc o
resultado de um processo de rendimentos decres@mtessivos
pode ser menos Obvio que exista uma conexao sieiae o
emprego de dois métodos de produzir cereal na tiernama so
gualidade e um processo de rendimentos decresaietaesivos.

Utilizando a notacédo de Sraffa (ver capitulo 4jgisiema é

representado pelas seguintes equacoes:

11 A qualidade da terra é determinada pelas suastesisticas edafocliméaticas
e pela sua localizacao.
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(As+B,p, +..+ K, p )L+ ) + L w=A

(A, +Byp, +... 7 Kyp )1+ 7)) + Lyw=Bp, \ (107)

(A +Bp, +..+K, p, )@+ )+ L w=Kp,
[Aq + By P+t Ky P IA+ ) + L, W+ Ty 0 =2 p, (108)

As primeirask equacodes referem-se aos processos produtivos

industriais. O termaK,, por exemplo, corresponde a quantidade

da mercadoria industridd necessaria a producdo Beunidades
da segunda mercadoria industrial, empregahgounidades de
trabalho.

As h equacdes restantes correspondem ao setor agdooia,
diferentes métodos de cultivo para a mesma qualidaderra. O

termo A,,,, por exemplo, refere-se a quantidade da mercadoria
industrial A necessaria para a producdo dg unidades do
cereal, pelo métodoi”; em T, hectares, empreganda,

unidades de trabalho.
Admite-se que todos os coeficientes técnicos sao- na

negativos.
Adotando a mercadorid como numerario, de modo que

p, =1, ask + 3 incognitas desse sistema econdmico séo a taxa de
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lucro (77), a taxa de salarigw), a renda da terra), os k-1
precos industriai§p,,..,p,) € 0 preco do ceredlp,).

Cabe ressaltar que, nesse modelo, a terra € umsoetatural
e que, consequentemente, a renda da teda inclui a
remuneracdo do capital incorporado a terra. O gdylw
exemplo, deve ser incluido entre os elementos @t&o eentre
colchetes nas equac0Oes relativas a producédo dal.c&émnbém
deve ser registrado que, apenas para fins de fizapéo, o cereal
é considerado uma mercadoria ndo-béasica (ver tapitu

Pressupbe-se que &sprimeiras equacoes, referentes aos
processos produtivos industriais, constituem umtersia
econbmico viavel, ou seja, que a raiz caracteaigtié@xima da
respectiva matriz de coeficientes técnicos sejeomeén que 1.

Pela tradicao sraffiana escolhe-se a taxa de caarde lucro
como variavel exdégena para obter a solu¢cdo darsstie precos,
dado o numerério. Isto apenas implica que no s&steronémico
sraffiano a solucéo distributiva € um dado exogerém sendo
determinada no ambito restrito da teoria econén8caffia deixa
margem para a determinacao politica da distribuigdorenda
(conflito de classes). Dada uma das variaveisilligivas obtem-
se a outra e os prec¢os das demais mercadorias.

Tomando-se a taxa de salario como um dado exogerunis
meétodos estiverem sendo operados, lado a lado,uli®ocdo

cereal sobre a mesma qualidade de terra, o sistemarecos
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acima estara determinado (ndo restando qualquen de
liberdade). Isto porque, teremdst 2 equagbes para determinar
as k+2 incognitas do sistema (ok—1 precos industriais, o
preco do cereal, a taxa de lucro e a renda dg.t€cmo afirma
Sraffa (1983, p. 238), “se toda a terra é de magm#idade e sua
oferta € escassa, isso torna possivel que doisegsos ou
meétodos diferentes de cultivo sejam utilizados eaemente,
lado a lado, em terras similares, determinando uerada
uniforme por acre”.

Neste caso, deveremos supor que a tera € escassm. C
contrario, havera sempre um capitalista dispost@plecar seu
capital na parte ndo cultivada da terra, obtendaxa de lucro
apenas, e oferecendo o cereal a um preco menoenkmto,
como afirma Sraffa (1983, p. 239), “enquanto a €sa de terra
proporciona assim backgrounddo qual surge a renda, a Unica
evidéncia dessa escassez que se encontra no proeesoducao
€ a dualidade de métodos: se ndo houvesse escapseas se
utilizaria um método, o mais barato, sobre a tegrado poderia
existir renda”.

Na verdade, uma vez que, no sistema econdémico tpe o
discutimos, o cereal ndo é uma mercadoria bassdapemeiras
equacOes (do sistema industrial) determinamkosl precos
industriais e a taxa de lucro. Os valores dessasgintas sao,

entdo, inseridos nas equacdes de producao do,caleahdo-se o
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valor das Ultimas duas incognitas: a renda da tmapreco do
cereal.

Para que, no entanto, ndo obtenhamos valores veggara
a renda da terra, devemos obedecer a restricdoele gnétodo

com maior produgdo por unidade de area (mafQr/T)

apresente o maior custo por unidade de produtoulealo a partir
dos valores correntes dos precos e taxas de s&ail® lucro.
Vejamos isto mais de perto. O custo total de pradulp método

é:

Ciy = (Az(i) + By Py ot Ky Py YA+ )+ L,oyW

Note-se que a renda da terra ndo é incluida n@.cD&ssa
maneira, as duas equacdes de producdo do cereampser
escritas da seguinte forma:

Zyp, ~Typ=Cy (109)

ZoypP,~Typ= C(z) (110)

Como o cereal € uma mercadoria ndo-basica,e C, sao

conhecidos e apenase p, sdo incognitas. Para que esse sistema

de equacdes tenha uma solucdo determinada é macessa

Z
Z

-T

@
- T(z)

0 £0

@
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Isso implica que Z,T,-Z,T, #0, ou seja,
Zy Ty 22y Ty (as producdes por unidade de area dos dois

métodos devem diferir).
Da equacéo (109) ou da (110) segue-se que:
Z C

—_ =W (i)
=—0 5 =0 111
PP 7 (111)

0) 0
Agora, resolvendo o sistema constituido pelas €gpsal09)

e (110), obtemos
Z5Cw ~Z2aCp

)
Loyl =Ly

P (112)
Como, por hipéteseZ , /T, # Zy /Ty, suponhamos que
Zy Ty >Zy /T, . Neste caso, o denominador da expressao

(112) serd negativo. Entdo, par@>0 deveremos ter o
numerador também negativo, 0 que implicara em

ZyCyp>Z,Cy e, portanto, C, /Z, >Cy/Z,, como

gueriamos demonstrar. Recapitulando: o método cammrm
producdo por unidade de &rea (o método 2, no chs@ra ter
maior custo médio (custo total por unidade do ptwdpara que a

renda da terra seja positiva. A Figura 3 ilustfato'2,

12 Esta figura é obtida a partir dos parametros (samoexemplo numérico
discutido na secc¢éo 17.5, fixando a taxa de lugr@® 5.
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A equacédo (111) mostra que, para cada método dkigio
do cereal, fixado o custo, a renda da terra € wmeab linear do
preco do cereal. A inclinacdo da reta é a prodpgéianidade de
area naguele método e a intercecgdo da reta coiroodas

abcissas (quandg =0 fornece o valor do custo médio por

unidade produzida.

Renda da terrep)

Figura 3. A coexisténcia de dois métodos gerandda@ositiva.

Observando a Figura 3, vemos que quando o meétoeho co
maior producdo por unidade de area (reta maisniumtd) for
também o de maior custo médio (OS > OR), ambos @tsduns
podem coexistir, lado a lado, gerando uma mesmalaren
(positiva), como mostra a intersecc¢éo das duas net@onto A. E

importante ressaltar, entretando, que a posicasadagtas pode
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alterar-se para valores diferentes da taxa de l{(orade salario,
conforme a variavel escolhida como exdgena). Qay sefigura 3
€ valida para uma dada taxa de lucro. Voltaremmsr@entar este
importante aspecto quando nos referimos as mudantasomas

na distribuicao.

17.3. O crescimento intensivo da producao agricola

Dentro do modelo até entdo considerado € possiadicar o
processo de aumento da producdo agricola devidestente
demanda por cereal (questdo central na analise ickrdB).
Manteremos a pressuposicdo (meramente didaticamadé
introduzir o assunto) de que o cereal é uma merzaddo-
béasica.

Suponhamos que existam trés métodos de cultivedEake
gue o método com maior producéo por unidade deétambém
0 que produz o cereal ao maior custo médio. Estgocu
evidentemente, € obtido para um dado valor momettrisalario,
tomando-se a solucao do sistema de precos indsis&i&igura 4
ilustra o que pretendemos discutir.

Essa figura é obtida a partir do sistema econbmiseqguir,

parann=05e p, =1.

5p, @+ 71) + 03w=105p,
1p, @+ 77) + 004w+1p = 21p, (método 1)
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2p, (L+ 1)+ 050w+1p = 32p, (método 2)
Olp, (L+ 1)+ 196w+10 = 45p, (método 3)

Observemos que o modelo considera, simplificadagnent
apenas uma mercadoria industrial. Entretanto, w8nfienos que
desejamos analisar ndo séo afetados pela introdng&modelo,

de maior nimero de mercadorias industriais.

30 1
28
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18 4
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14 4
124
10
g

Renda da terrgdj
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Figura 4. O crescimento da producéo e a substitod métodos
de cultivo.

Vamos partir do caso em que a demanda por ceraal €q
fixada exogenamente nos sistemas sraffianos) éientmente
pequena, de tal forma que pode ser atendida comltivocde
parte da terra total disponivel (com qualquer m@&toNeste caso

a terra ndo é escassa e, portargo, . O método 1, que produz o
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cereal ao menor custo médio, sera empregado iso&ada. O
preco do cereal correspondera, assim, a medidagioento OA
na Figura 4.

Suponhamos que a demanda por cereal cresca atécogmo
que o método 1 (com menor producdo por unidaderes ado
mais possa atendé-la, mesmo utilizando toda a tésgonivel.
Assim sendo, o preco do cereal devera subir (deatdexcesso
de demanda), até o ponto em que seja viavel oveufielo
meétodo 2, lado a lado com o método 1. O novo pesgorenda
por unidade de area sao as coordenadas do pontoeSfigura 4.

Um novo crescimento na demanda por cereal faragquemm
segundo método substitua, paulatinamente, o pnear toda a
extensdo da terra, uma vez que é mais produtivqudtno isto
acontece, o preco do cereal e a renda da terraapeoem
constantes ao nivel anterior.

Apesar de a producéo do cereal pelo método 2 wcaroen
custo médio maior, ndo podemos esquecer que estedoné
produz mais cereal por unidade de area. Vamosiocarib que
esta ocorrendo, através de alguns calculos. Dacaquae
producdo da mercadoria industrial verifica-se qaean = 05, a
taxa de salario é igual a 10,0. Assim sendo, o®sysr unidade
de &rea sao, respectivamente, 1,9 e 8. Verifioga®eno ponto
S(1), com o uso simultdneo dos métodos 1 e 2,gppte cereal €

p, = 5545. Entdo, nesse ponto, enquanto a receita da produca
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total pelo método 1 é igual a 11,64 (2,1 unidadedyridas vezes
0 preco do cereal), a receita total obtida pelood@® é igual a
17,74. Os calculos mostram que ambos os métodgsiego do
cereal igual a 5,545, pagardo a mesma renda @aperrunidade

de area(p = 9,74) . Ou seja, com esse preco do cereal e essa renda

da terra, os métodos 1 e 2 produzem a mesma taxacde
tornado-se indiferentes para o capitalista.

Assim, fica claro que a introducdo de métodos rastosos
se viabiliza, apenas, com o0 cescimento da demaeldacgreal
(que acarreta um crescimento no preco do cereal).

Quando o crescimento da demanda fizer com que aaes
nado possa mais ser atendida com o cultivo de todarra
disponivel com o método 2, voltaremos a ter umcarento no
preco do cereal e, por conseguinte, na renda da Quando o
preco do cereal atingir o valor 9,04 o terceiro odét passa a
ocupar parte da terra disponivel, pagando uma réaderra igual

a obtida com o cultivo pelo método(@ = 2093). E 0 processo

continua, com métodos que produzem mais por unidad&ea a
um custo médio cada vez maior. Como afirma Srdfé83, pp.
238-9), “desse modo, o volume de producdo podeeatan
continuamente, embora 0os métodos de produgdo sejaados
de uma forma espasmadica”.

Em geral havera dois métodos de cultivo sendozatlbs

simultaneamente na terra homogénea. Entdo o sistdena
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equacdes constituido por (107) e (108) tera2 equagbes. Como
ha k+3 incognitas (depois que um dos precos fica fixada p
definicdo do numerario), resta um grau de liberdadmo é usual
nos sistemas sraffianos.

Se formos construir um grafico como o da Figuraoic
infinitos métodos, poderemos obter uma curva emvi®; que

representara as possiveis solugbespgee p para o crescente

nivel de demanda. Um método que nao tenha quasggenento
da respectiva reta pertencendo a curva envolvedte sera
utilizado a qualquer nivel de demanda por cereal.

Observa-se, portanto, que quanto mais favoraveh faazéo
entre 0 aumento na produtividade da terra e 0 atarmem custo
(ou seja, quanto mais préximas forem as intersecgds retas
com o eixo das abcissas, e quanto maior a difererazm
inclinacdes destas retas), menor devera ser o darderpreco do
cereal para que um método substitua outro.

Além disso, devemos ressaltar que a posicdo das ret
Figura 4 altera-se para valores dediferentes, porque alteram-se
0s custos médios de producdo de cada método, naltera
intercepto com o eixo das abscissas. Essas alesrgugilem até
mesmo fazer com que o método com maior producaarmdade
de &rea seja também o de menor custo médio. Pareroplo

numérico apresentado isso ocorre quarde 107 e w=05.

Nesse caso o0 método 3 sera o unico utilizado ehadera renda
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da terra. Isso ndo invalida o raciocinio apresentpdis podera
existir (ou podera ser criado) um quarto método pomducao por
unidade de area ainda maior, porém com maior ¢aétbo (é, na
verdade, o que acontece frequentemente na pra#icdgoria
sraffiana ressalta que o custo de producdo é umavehkque
assume valores diferentes quando muda a distrinudearenda
entre lucros e salarios.

Note-se que esse processo de crescimento intertdvo
producdo agricola através da introducdo de métogos
produzem mais por unidade de area a um custo mesba,
associado ao crescimento da renda da terra e aenémio preco
do cereal, gerando, consequentemente, queda dim sakl, dada
a taxa de lucro.

Finalmente, é preciso acrescentar que a analiggrab®sso
de crescimento intensivo da producdo agricola admeutido
nao se altera, em esséncia, para o caso (realcdesal ser uma
mercadoria basiéd Na verdade, o que se modifica é a forma das
relagOes entrep, e p para dado valor de, que deixam de ser
retas (a menos que escolhamos a taxa de salarm romerario),

uma vez que, agora, mudangas @yalteram a taxa de lucro.

Dessa maneira o custo médio de producao do cesealnp dado

método nao corresponde mais a interseccao da louea

13 ver em Kurz (1980) e Montani (1972) a determinag@ocusto médio e a
andlise do crescimento intensivo da producgédo dgrfzara o caso de o cereal
ser uma mercadoria basica.
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representa a relagéo entpg e p com o eixop, (como antes).

Esse custo varia para diferentes valorepde

17.4. As mudangas autonomas na distribuicdo e a r@a
intensiva

Vamos analisar, no modelo da renda intensiva, @sosfde
mudancgas autdbnomas na distribuicdo sobre a rendarda e,
portanto, sobre a escassez do meio de producd@o Y&remos
gue, dados certos métodos de producéo do cereaimammesma
qualidade de terra, a terra tornar-se-4 escassduegdo das
necessidades globais da economia pelo cereal stdawdcao do
excedente econdmico entre lucros e salarios.

O fato novo da teoria sraffiana para renda da teoresiste
exatamente na relagéo entre a escassez da tediatakaiicdo do
excedente econdmico entre lucros e salarios. Aateoostra que
0 grau de escassez da terra (medido pela rendardg hao
depende, exclusivamente, da demanda pelo cerealae
disponibilidade de terra (com uma dada produtivkjadnas
também da distribuicdo da renda entre lucros eigala

Inicialmente, como introducédo ao tema, vamos cemardo

seguinte sistema econdémico:

d
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AP, A+ 1) +L,w=Ap,
Az(l) pa (l+ ﬂ) + I—z(]_)W+T(]_),0 = Z(l) pz (métOdO 1)

AZ(2) pa (1+ ZT) + Lz(z)W+T(2)p = Z(2) pz (métOdO 2)

A primeira equacdo representa a producdo da meraado
industrial (que é a Unica mercadoria basica), astalcomo

numerario (p, =1). A fronteira tecnolégicd dessa economia é

determinada, exclusivamente, a partir da equacaproeéucao

industrial, sendo a seguinte funcéo linear:
w= AL, -(A/L,)0+7)

Suponhamos que o0 meéetodo de producdo do cereal
representado pela terceira equacdo do sistemacfirearemos
de método 2) produz mais por unidade de area queitm
(método 1). Portanto, Z, /T, >Z, /T, . Além disso,

suponhamos que a demanda por cereal ndo podeedeseliida
com o0 método 1, mesmo que se cultive toda areaniisgl, mas
poderd ser atendida pelo método 2 sem o cultiveoda area

disponivels.

14 ver secéo 15.

15 Fazemos essas hipoteses para analisar o surgimi@nenda, que s sera
positiva se a producdo do cereal for mais eficigngl® método 1, que nao
atende a demanda, tornando-se necessaria a irimdio; método 2, lado a
lado com o método 1.
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Ja vimos que, no caso em que dois métodos coexigtem
necessario que o método com maior producdo poadeide area
tenha o maior custo médio de producdo, para queugd® do
sistema gere renda da terra positiva. Agora, noanémt
analisaremos esse processo diretamente por meigetigdes
w-71, ao invés de nos reportarmos as relagbes epfre o,
porque desejamos levar em consideracao variagoéistnauicao
da renda entre lucros e salarios.

Para esse primeiro caso particular, onde a frenteir
tecnologica € determinada, exclusivamente, pelaagiu de
produgdo da mercadoria industrial, deveremos cereida
variacdo dos custos médios em cada método, quaada &
distribuicAo. Enquanto a Figura 5 apresenta a dnant
tecnoldgica, a Figura 6 mostra a variagdo dos sustalios frente
a variacoes na distribuicdo da renda.

Para o sistema econbmico acima, a equacdo dosscusto
meédios dos métodos é dada por:

C(i) — Lz(i)A+ (LaAz(i) - Lz(i)Aa)

Ziy Lok Zipla

1+ )

Esta € uma relacdo linear crescentelsd,;, >L,;A,, €

linear decrescente no caso contririo

16 As figuras 5 e 6 mostram um caso possivel. Naadsdo caso que
pretendemos discutir. Observe-se que o coeficiemtgular das funcdes
representadas na Figura 6 reflete a comparacde astintensidades relativas
de “capital” e trabalho dos métodos agricolas &em método industrial (algo
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Figura 5. A fronteira tecnologica.

como o conceito marxista de “composi¢do organicecajuital”). De acordo

com a Figura 6, o método 1 é mais intensivo emitaBipdo que o método

industrial. Este, por sua vez, é mais intensivocapital do que o método 2,
pois a reta é decrescente. Assim sendo, é claro quenento enf? aumenta o

custo de producdo do método 1, ao mesmo tempo iguiaud o custo de

producdo do método 2.
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Figura 6. O comportamento dos custos medios.

As Figuras 5 e 6 baseiam-se no seguinte sistenmdegoo:
81+ n)+1lw=16
4(1+ 1) + 025w +1p =5p,
6(1+ 77) + 2w+1p0 =10p,

A Figura 6 mostra que para valores geentre 0 e 0,71
(aprox.) a producédo com o método 1 € mais eficié@ete menor
custo meédio). Como a demanda ndo podera ser aterfpat

hipétese), a terra torna-se-a escassa, a renda paranto,
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positiva, e os dois métodos coexistirdo, lado a,lad cultivo de
toda area disponivel. Entretando, pama maior que 0,71 a
producdo sera mais eficiente com o método 2. Comenaanda
poderda ser atendida com o cultivo parcial da @igjponivel se for
usado o0 método 2, a terra ndo sera escassa enqudatanaior

que 0,71. Finalmente, pava= 0,/1 ambos os métodos terdo igual

eficiéncia, e a demanda por cereal sera atenditta quétivo
parcial da terra disponivel com o método 2, excamiente, ou
com ambos. Neste caso, ndo havera renda da terra.
Concluindo: quando o custo médio de producao dodoéte
maior producéo por unidade de area € maior queto coedio do
método de menor producdo por unidade de area, €ivpbsa
existéncia de renda da terra. A escassez da tempandera,
portanto, de duas condi¢des: primeiramente, € s@gejue haja
pelo menos um método, entre os disponiveis, codupividade é
tal que as necessidades globais de cereal ndo sEnddidas se
toda a terra disponivel for cultivada exclusivareepbr este
meétodo. Em segundo lugar, é necessario que tadmémha um
custo meédio de producdo menor que o custo médmpratkicdo
de todos os outros métodos com maior produtivid@deno esta
dltima condi¢éo depende da distribuicdo do excedeodbndmico
entre lucros e salarios, fica claro que a escadseferra néo
depende, exclusivamente, das necessidades gladbasathomia

por cereal mas, também, da distribuicio do excedent
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econdmicé’. A constatacdo desse fato €, certamente, uma
contribuicédo original da teoria sraffiana.

17.5. Relagdes entre taxas de lucro, salario e remdéhtensiva
da terra

A fim de nos aprofundarmos no tema, vamos analisas
detalhadamente as relacdes entre as taxas de decsalario e a
renda intensiva da terra. Para este fim, vamosidenas o

seguinte sistema econdémico:
Ap,@+n)+Lw=Ap
AP A+ m)+ L W+Typ =2, (método 1)

APt M) + LWt T, p=2, (método 2)

A Unica alteracdo, em relagdo ao sistema antedon
numerario que, agora, passa a ser o cereal. N&este & fronteira
nao mais podera ser obtida diretamente do sistadhsstrial e,
assim, deveremos analisar a relacdo entre a remdarich e as
mudangas autdbnomas na distribuicdo da renda, mieste a
partir das curvasw-71. Manteremos, entretanto, as hipoteses
sobre as produtividades dos métodos e 0s requidi®s
atendimento da demanda por cereal.

Para analisar as relacbes entre as taxas de keldijo e
renda da terra (além de determinar a fronteira olégita),

17 0 que ja tinha sido constatado na analise da rexteasiva da terra.
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precisamos considerar, no mesmo grafico, as tEEsiyeis
relacbesw- 1 deste sistema economiéo

A primeira relagaow- nn refere-se ao caso em que ambos os
métodos sao utilizados conjuntamente sobre todarea &
disponivel. Tal relagédo € obtida, por substituig#dizando-se as
trés equacoes do sistema acima. Neste caso, tamlgasivel

obter-se, alternativamente, a relagéo emtre p, uma vez que a

renda da terra sera positiva.
Pode-se, ainda, obter a relag@en correspondente ao caso
em que o segundo método é utilizado isoladamesite oscultivo

de toda a terra disponivel. Assim, a terra serdn@ahnte,0 =0, e

a relacdow-n € obtida substituindo-se a terceira equagcao do
sistema (referente ao método 2) na equacéo inalustri

Deveremos acrescentar, por fim, a relagé&on referente ao
cultivo parcial da terra disponivel, exclusivametden o método
1. Embora isto nunca ira ocorrer (pois, por hipdtes demanda
por cereal ndo serd atendida), serd necessarioirmok essa
relacdo para analisarmos o0 que pretendemos, comemes
adiante. Tal relacdo € obtida das duas primeiramgégs do
sistema, comp =0.

Para essas trés relagbes teremos a mesma taxa and&im

lucro (I, paraw = 0), pois ha s6 uma mercadoria basica. Neste

18 ver Montani (1975) para a obtengdo, em termesdis, das relacdes- n e
o - 1, partindo do sistema discutido nesta secéo.
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caso, M =(A-A)/A,. As Figuras 7 e 8 ilustram um caso

possivel. Essas figuras correspondem ao seguinempdsa
numerico de Montani (1975, p. 94):

5p,(1+ )+ 030w=10p,
1p, @+ )+ 004w+1p =21
2p, @+ )+ 0p0W+10 = 65

Como I =1, vamos fazern variar de zero a 1, para
estudarmos as relacdes que pretendemos. A Figonasifa que,
para valores dez entre 0 e 0,7 0 método 1 é mais eficiente (tem
menor custo médio) que o método 2, uma vez qudtivauo
produto agricola com este método permite pagaral@nie maior,
dada a taxa de lucro. Pode-se verificar que cosocerclusivo do
método 1 o salario maximo (com=0) seria 21.
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Figura 7. A renda intensiva e as mudancas autonamas
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Figura 8. A renda intensiva e as mudancas autonamas
distribuigéo: curvgo - i
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Como o uso exclusivo do método 1 ndo permite ateade
demanda, sera necessario que ambos 0s métodosnojpei@ a
lado, acarretando o aparecimento da renda da(tem@o mostra a
Figura 8). Portanto, nesta faixa de variacdo da t# lucro, a
relacdo w-n relevante sera a correspondente & mais interna
relacdow- 7 na Figura 7, representada pela linha continua.

Quandoz varia entre 0,7 e 1,0 #1, podemos observar, na
Figura 7, que o método 2 passa a ser mais eficiprde método
1. Assim, parte da terra ndo serd cultivada, a s&ra redundante
e nao haverd, portanto, renda da terra. O métaiw&utilizado
na parte cultivada da terra. A relacéo n relevante para este
intervalo de variacdo den € dada, dessa vez, pela curva
intermediaria (operacdo isolada do método 2), sgmtada pela
linha tracejada na Figura 7.

Por fim, para =07, ambos os métodos terdo igual
eficiéncia, a terra sera parcialmente cultivada cométodo 2 ou
com ambos. A fronteira tecnologica desta econonadrigura 7,
sera formada, portanto, pela curva continua paga0,7 e pela
curva tracejada par@,7 < n1<1, sendo a maxima taxa de salario
possivel igual a 8,5 (apro’)

Finalmente, poderemos observar o processo de resi

intensivo da producdo agricola, discutido antererta,

19 Veja em Montani (1975, p. 88) outro caso possiyendop cresce para
valores crescentes de.
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considerando, diretamente, as relacboes n. Voltemos a
obesrvar a Figura 7, admitindo que € menor que 0,7. Se a
demanda por cereal for pequena e puder ser atepédidaultivo
com o meétodo 1, ndo havera renda da terra. O orestd da
demanda por cereal (para menor que 0,7) tornard necessaria a
introducdo de um método que produza mais cerealmdade de
area. Como vimos, inicialmente ambos os métodosacie
simultaneamente, até que o método 2 substitua (@m
crescimento da demanda) totalmente o método 1.

As Figuras 3 e 4, discutidas anteriormente, most@am
processo de substituicdo de métodos de cultivoyrargalor fixo
de n. A Figura 7, por outro lado, permite analisar quéacia de
meétodos que serdo utilizados para qualquer dosvedss valores
de 71, mostrando inclusive que a ordem de eficiénciamémdos

depende do valor da taxa de lucro.

17.6. A possibilidade de uma relacdow-7n crescente: a
indeterminacéo para uma dada taxa de salario

Os exercicios 5.6 e 5.7 ilustram um fendmeno istenate: a
indeterminacdo da taxa de lucro para uma dadadexsalario.
Isso pode ocorrer quando tivermos uma relagéa crescente,
gerando uma fronteira tecnoldgica também crescestdhora

apenas para uma faixa de variacdowde
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17.7. Renda da terra: Ricardo, Marx e Sraffa

E dificil fazer uma correspondéncia entre os cdosede
renda da terra em Ricardo e Marx e 0os modelos d#aSpois
estes permitem considerar situacdes absolutanrerdias.

A renda diferencial | de Marx esta associada ayiradade
diversa de aplicacdes iguais de capital em aregssigle terras de
gualidade desigual. A renda diferencial Il decalaeaplicacéo de
doses adicionais de capital (e trabalho), mas, tatttoi em geral,
gue a pior terra utilizada ndo gera renda.

O modelo sraffiano de renda extensiva mostra ardetacao
da renda da terra quando se considera que harddergualidades
de terra em uso, sendo nula a renda em uma daslayled de
terra. Nao é feita nenhuma restricdo no que seeref@plicacéo
de diferentes quantidades de capital nos diveipos te terra.
Verifica-se, portanto, que a renda extensiva ddféSmengloba
tanto a renda diferencial | como a renda diferdrkcia

O modelo sraffiano de renda intensiva mostra como
estabelece o valor da renda da terra mesmo quasido ée
perfeitamente homogénea, desde que sejam utilizkdiusa lado,
dois métodos de cultivo do cereal. Uma vez quesedderentes
meétodos de cultivo correspondem a diferentes imdtadss de
aplicacdo de capital, a renda intensiva de Sraffdepa ser
associada com a renda diferencial 1l de Marx. Dsveessaltar,
entretanto, que Marx ndo admitia a possibilidaddaler renda
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diferencial 1l se a terra fosse totalmente homogéRara ele “a
renda diferencial Il supbe a renda diferencial Mafx, 1985,
p.776).

Poder-se-ia associar a renda intensiva de Sraffaacoenda
absoluta de Marx, pois ambas explicam a existédeiaenda
qguando a terra é totalmente homogénea. Entretamtatureza da
explicacdo é totalmente distinta. A teoria marxigia renda
absoluta depende do pressuposto questionavel t@itasnente
mutével) da menor composicao organica do capitalgneultura
e se baseia em uma diferenca entre valor-trabalpoego de
producdo que estd metodologicamente errada porguelve
unidades de medida diferentes (tempo de trabalhwaler
monetario).

Devemos ressaltar, também, que o0s modelos sradfiano
permitem analisar a simultaniedade na determinda@o/ariaveis
econdmicas como renda, preco do cereal, taxa de éusalario. E
Obvio que isso era muito mais dificil para os aegoto século
XIX. Assim Ricardo (1982, p. 67), ao analisar aiagio na renda
devida a sucessivas aplicacbes de capital na me=gnaa nao
leva em consideracdo a possibilidade de variacaprago do
cereal. Os esquemas de Marx sobre a determinacaenda
diferencial Il ja mostraram que a alteragdo nansidade de uso
de capital por unidade de area pode alterar taném@a da terra

como o preco do cereal.
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N&do h& davida de que o uso de um modelo formalizado
permite analises mais precisas do progresso ténaiegricultura.
Além disso, a teoria sraffiana parte de uma ab@maglternativa
da questéo da distribuicdo da renda, recusanddéoquenclassico
de manter o salario ao nivel de subsisténcia eidemasdo, de
maneira mais realista, as diferentes solugbes doflitoco
distributivo sempre presente na sociedade capaalidssim
fazendo, a teoria sraffiana da renda da terra permnanalise das
variacbes nos precos e na renda terra, frente aanmgad nas
varidveis distributivas W e 7). Dessa maneira foi possivel
mostrar que a escassez de uma Unica qualidaderdeaiem de
depender da demanda global da economia e da proldgke dos
meétodos disponiveis, também depende da distribuigdenda.

Os casos de indeterminacéo da renda da terraatiostipelos
exercicios 5.6 e 5.7 podem ser encarados comotaspssitivos
ou negativos da teoria sraffiana. Sdo aspectoginegae forem
interpretados como sintomas da natureza “inconiptigateoria,
gue nao permite determinar especificamente o queac@rer,
mesmo depois que se fixa o salario. Sao aspecsitivps para 0s
gue consideram que uma andlise de carater estnitame
econdmico ndo deve levar, necessariamente, a uogisainica,
deixando margem para a influéncia de fatores gamiibicos (0

gue é uma caracteristica basica dos esquemasscaifi
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No que se refere a determinagcdo da renda intensiva,
acreditamos que o modelo sraffiano é superior (guansua
consisténcia légica) as consideracfes de Ricarddaex. Em
primeiro lugar, porque a teoria sraffiana permiteliear a
determinacdo da renda mesmo quando ha uma uUnitdagleade
terra. Em segundo lugar, porque ficam explicitass-relacdes
entre as variaveis econémicas como taxa de luatéris, precos
e renda da terra.

Cabe ressaltar, finalmente, a contribuicdo de Ntarsentido
de analisar as condi¢gbes sociais e institucioraia p existéncia
da renda da terra. Para que alguém receba a renderrd é
necessario que seja reconhecido como proprietariterda. Nao
basta que um recurso natural seja escasso pargegeeaenda.
Nuvens de chuva podem ser, em certas ocasidessasa@muito
Gteis, mas ndo geram renda porque ndo sao progeeda
ninguém. A cobranca de renda sobre areas de masenémnou
comum simplesmente devido a dificuldade de constogircas”

delimitando uma “propriedade” no mar.
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Exercicios 5

5.1. Consideremos um sistema econdmico onde h#&aspena
mercadoria, que € o produto de uma lavoura. Existeis tipos
de terra onde essa lavoura pode ser desenvolviiaitérse que a
utilizacdo de apenas um dos dois tipos de temzdiciente para
obter a producdo necesséria, mas ndo ha necessdieladar toda
a area disponivel dos dois tipos de terra. Vamdisan o preco do
produto, o salario, a taxa de lucro, a renda potane da terra tipo

1 e a renda por hectare da terra tipo 2 porw, @ o, € 0, ,

respectivamente. O sistema econbmico pode, ens&o,

representado pelo seguinte sistema de equagoes:

p(1+ 7 )+4w+ o, =10p (1)
5 (1+ 1) +5w+ 0, =20p (2)
PP, =0 3)

Verifica-se que a producao por hectare na teraig duas
vezes maior do que na terra tipo 1.

Vamos admitir que a moeda adotada é tal puel.
a) Qual é a taxa de lucro maxima nesse sistemagtoo’?
b) Qual é o salario maximo?
c) Determinew, p, e p, se ataxa de lucro for igual a 20%.
d) Para que valor der os dois tipos de terra sdo igualmente

eficientes?
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e) Para que intervalo de valores de terra de tipo 1 € mais
eficiente, apresentando renda da terra positiva?
f) Faca um grafico aproximado mostrando as relacdesr e

comop, e p, variamem fungao de

5.2. Consideremos um sistema econdmico semelhamtelaa
guestao anterior, mas com um unico tipo de tedai® métodos
de exploragao da cultura. O sistema econdmico espi@sentado
pelas equagdes (1) e (2) com = p, = p . Admite-se que ha
disponibilidade de apenas 1000 ha de terra homagénegue é
necessario produzir 16000 unidades do produto.

a) Para que faixa de valores de a renda da terrgo( sera

positiva?

b) Obtenha a equacdo que mostra coouaria em funcao de

5.3. Considere um sistema econémico com 1 proddasirial
(A) e um produto agricolaZz) que pode ser cultivado por dois
métodos distintos no Unico tipo de terra disponi@imétodo I
permite obter maior quantidade do produto agripolaunidade
de area. Admite-se que a demanda pelo produtoodayritdo
podera ser atendida com o uso exclusivo do métanesmo que
se cultive toda a éarea disponivel, mas podera teedida pelo

método Il sem o cultivo de toda a area disponi@elsistema
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econdmico pode ser representado pelo seguintemsistde

equacoes:
8p, (1+ 77)+ w=16p,
2pa(1+ 77)+,0: 6p, (métodal)
p, (1+ 77)+ 2w+ p=15p, (métodall)

Note que ndo € utilizada méo-de-obra (direta) malypdo deZ

pelo método 1.

a) Classifique os dois produtos como basicos otbados.

b) Qual é a taxa de lucro maxima nessa economia?

c) Paraque intervalo de valores ddavera uso simultaneo dos
métodos | e Il e renda da terra positiva? O quetace para o
outro intervalo de valores possiveisafe

d) Fazendo p, =1 |, determine os valores de

p,,w e p paran = 0,8.

e) idem, pararr= 0,3 .

f) Obtenha a expressao algébrica para a relagdawom p, =1,
guando h& uso simultaneo dos métodos | e Il. Moatravés
do sinal de sua derivada, se ela € uma funcéoerresou
decrescente.

g) Comp, = 1, qual é o salario maximo nessa economia?
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5.4. Consideremos um sistema econdmico com 1 produt
industrial @), um produto agricolaZj e dois tipos de terra.
Admite-se que a utilizacdo de apenas um dos dqums tie terra é
insuficiente para obter a producdo necessaria, nm@s ha
necessidade de usar totalmente a area disponivelaie tipos de
terra. O sistema econdmico pode ser representddospguinte

sistema de equacoes:

05p, (#+77)+02w=p,
0lp, (3 77)+ 004w+ p =2

06p, (¥ 77)+ 00w+ 0 ,=8

P pP,=0

O produto agricola € adotado como moega € 1).

Verifica-se que a producéo (fisica) por unidadéda na terra 2

€ quatro vezes maior do que na terra 1.

a) Qual é a taxa de lucro maxima nesse sistemaeGoo"?

b) Qual é o salario maximo?

c) Determinep, ,w, p, e p, paran = 0,2.

d) Idem, parar= 0,8 .

e) Para que valor der os dois tipos de terra sdo igualmente
eficientes?

f) Para que intervalo de valores da terra 1 € mais eficiente?
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g) Faca um grafico aproximado mostrando as relagége como

p, € p, variam em funcao de

5.5. Consideremos um sistema econdmico com 1 produt
industrial @A) e um produto agricol&) que pode ser cultivado por
dois métodos distintos no unico tipo de terra digpel. O método

2 permite obter maior quantidade do produto agripok unidade
de area. Admite-se que a demanda pelo produtoodayritdo
podera ser atendida com o uso exclusivo do métpadwdmo que

se cultive toda a area disponivel, mas podera teaedida pelo
método 2 sem o cultivo de toda a area disponiveah @, = 1, 0
sistema econdmico pode ser representado pelo segistema de

equacdes (note a semelhanga com o sistema docaencierior):

05p, (1+ 77)+ 02w=p,

01p, (1+ 77)+ 004w+ p =2

06p,(1+ )+ 00w+ p=8

a) Qual é a taxa de lucro maxima?
b) Qual é o salario maximo?
c) Determinep, , w e p paran = 0,2.

d) Idem, parar= 0,8 .
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e) Para que valor dez se torna indiferente utilizar o método 1 ou
0 método 27 (os custos de producdo por unidadeatiuio,
sem considerar renda da terra, sao iguais nosrElos).

f) Para que intervalo de valores dea renda da terra é positiva?

g) Faca um gréfico aproximado mostrando as relacées: e

comop varia em funcéo dea

5.6. Considere o0 seguinte esquema sraffiano com oo
produto industrial e dois métodos de cultivo doeakrem terra
homogéne®:
8p, +1p, )@+ 1) +1w=16p,
(2p, +2p,)@+ )+ 005w+1o0 =6p, (método 1)
@p, +2p,)@+ ) + 150w+10 =8p, (método 2)
Diferentemente do exemplo analisado na secao &dus, o
cereal € uma mercadoria basica. Vamos admitir qdenaanda
por cereal e a area de terra disponivel sdo t@sagiemanda nao
pode ser atendida com o uso exclusivo do métodwas,pode ser
atendida com o uso exclusivo do método 2, com n@inducdo
por unidade de éarea.
Adotando o cereal como numerarip,(=1), verifique que a

posicdo das 3 relagbes-nn (uso exclusivo do método 1, uso

exclusivo do método 2 e uso simultaneo dos 2 métddocultivo

20 Exemplo numérico apresentado e discutido em Venkwffmann (1991).
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do cereal) é a ilustrada na figura a seguir, conzanento no
ponto de coordenada= 050 e w= 237.

e (2

Salario )

3.5 1

3.0 1

2.5 1

2.0 1

Renda da terrgdj

0.5 1

0.0 1

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 08 09 1.0 T

As curvasw- 77 referentes ao uso esclusivo de um dos dois

meétodos de cultivo do cereal, com=0, sdo necessariamente
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decrescentes. Isso pode ser verificado analisandstema de
equagbes dado, conp, =1. A primeira equagdo mostra que o
crescimento simultaneo de e w exigiria 0 crescimento de,.
Mas, isso € incompativel com qualquer uma das ®ulizas
equacdes conp, =1 e p=0. Concluimos que apenas a relacdo
w- 71 referente ao uso simultaneo dos dois métodos, pond,

pode ser crescente, pois nesse caso a queda maleaio pode
compensar o crescimento simultaneordeve p, .

Verifigue que a fronteira tecnologica dessa ecoaomi
hipotética é formada pela linha continua (refereate uso
simultaneo dos dois métodos de cultivo do cereala pn
variando de 0 a 0,50 (aprox.) e pela linha tracejaeferente ao
uso exclusivo do método 2) pamavariando de 0,50 a 0,89.

Note-se que paran > 050 a curva continua é uma pura

construcdo matematica, pois esta associada a valegativos da
renda da terra.
Um aspecto curioso desse exemplo numérico € que a

existéncia de um ramo ascendente na fronteira ltggioa gera

um problema de indeterminacdo quando consideramssianio
como variavel exégena. Neste caso, parantre 1,60 e 2,37
(aprox.) havera duas solucdes possiveis. War&, por exemplo,
verifica-se que uma solucdo consiste em cultizatepda terra

com o0 meétodo 2, exclusivamente, obtendarse 06 e p=0.
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Outra solucao possivel consiste em cultivar totdra disponivel
com ambos 0s métodos, com uma taxa de lucro ménde, (

aprox.), mas conp = 137 (aprox.¥.

5.7. Considere o seguinte esquema sraffiano, camptodutos
industriais A e B) e dois métodos de cultivo, em terra homogénea,
de um anico produto agricola (ceréal)

(050p, +1p, )@+ ) + 0w =1p, (industriaA)
(005p, +1p,)(L+ 1) + 10w =1p, (industriaB)
(010p, + 020p, )1+ 77) + 10w +1p =3p, (método 1)
(100p, + 020p, )L+ 1) + 002w +1p = 46p, (método 2)

Trata-se de um sistema muito particular, onde ooduét
agricola 1 corresponde a uma tecnologia trabaltem&iva (em
relacdo ao meétodo 2) e utiliza uma mercadoria im@ls
produzida com uma tecnologia capital-intensiva (efacdo a
outra mercadoria industrial). O inverso ocorre commétodo 2.
Essa particularidade é importante para que se lubtentipo

especial de relagée - 7 mostrado a seguir.

21 Fixadow, o conflito distributivo se da entre capitalismgroprietarios de
terras. Se ndo houver separacdo de classes epitaistas e proprietarios de
terras, o conflito podera ocorrer entre os capitdi agricolas e industriais, uma
vez que para 0s primeiros a menor taxa de lucrd sempensada por uma
maior renda da terra, 0 que ndo ocorrera paratiososl

22 Exemplo numérico apresentado e discutido em Venkoffmann (1991).
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Admite-se, novamente, que a demanda por cereal pede
atendida usando exclusivamente o método de prod2gc@aas,
dada a area de terra homogénea disponivel, ndosgodtendida
usando exclusivamente o método 1, com menor prodpoi
unidade de éarea.

Adotando o primeiro produto industrial como numierar

(p, =1, verifique que as 3 relagdes-n (uso exclusivo do

método 1, uso exclusivo do método 2 e uso simuitades 2
métodos de cultivo do cereal) sdo as representmlas 3 curvas

da figura a seguir.
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10,
09
058
0.7
056

0.5 1

Salario ()

0.4 4

0.3

0.2 4

0.1 4

0.0 1

0.45 1

0.40 1

0.35 1

0.30 1

0.25 1

0.20 1

Renda da terrgdj

0.15

0.10 1

0.0 01 0.2 03 0.4 0.5 06 0.7 0.8 09 10 7

Ha dois pontos em que as 3 curwassr se cruzam: em

7=015 e w=0,73 e no ponto de coordenadas= 071 e

w = 0,045. Parar< 015 sera usado exclusivamente o método 2 e
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ndo havera renda da terra. PdB5< 71< 071 os dois métodos

de cultivo do cereal serdo usados simultaneamenteegda da

terra sera positiva. Para> 0,71 sera usado exclusivamente o
meétodo 2, novamente com =0. Note-se que a relacaw- 7

referente ao cultivo do cereal com a operagdo samed dos dois

métodos € inicialmente decrescente (até = 055) e

posteriormente crescente. Dessa maneira, para equepa faixa
de valores dew, ha trés possiveis solugcbes, que refletirdo, da
mesma maneira que no exercicio 5.6, um conflitdribigivo
entre capitalistas e proprietarios da terra (sevéroseparacéo de
classes). No entanto, diferentemente do caso discuto
exercicio anterior, duas das possiveis solucOesespmnderdo a
valores positivos (e diferentes) da renda da terra.

Se, por exemplo, fixarmag em 0,025, as 3 solu¢des possives

correspondem aos pontos com= 0476 (e = 0303),
n=0641(e p= 0099) e, agora na relagao- 7 referente ao uso

exclusivo do método 2, n=07/74 (e p=0).



18. VALORES-TRABALHO EM SISTEMAS COM
PRODUCAO CONJUNTA

Nesta secdo sera analisada a determinacdo dosesralor
trabalho quando h& producdo conjunta, isto €, utihedade
econdmica gera um produto formado por duas ou mais
mercadorias. Um exemplo classico é a producéo &imed de |a
e de carne de carneiro.

Para explicar o problema, sera usado um exemplancmon
apresentado por Steedman (1977), que causou girapdeto na
literatura sobre determinacdo de valores-trabalotabela a
seguir mostra esse exemplo, constituido por dosessos de
producdo, ambos com producdo conjunta das mereadoe B.
Note-se que sdo apresentadas as quantidades daossel
produtos obtidos empregando uma unidade de tralmthcada

processo.

Tabela 8. Fluxos de mercadorias em dois process@satiucao,
ambos com produc¢ao conjunta das mercadéraB.

Processo Insumos Produto
Mercadoria| Mercadoria| Trabalho| Mercadoria Mercadoria
A B A B
1 5 0 1 6 1
2 0 10 1 3 12

Pressupfe-se que cada unidade de trabalho necpasitaua

manutencao e reproducao, de 0,5 unidadé €&/6 unidade dB.
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Admite-se, também, que o salariw) (é estritamente suficiente
para atender a essas necessidades.

Fixando a unidade monetaria de maneira que o pdeco
mercadoriaB seja igual a 1(p, =1), o preco d&\ (p,), o salario

e a taxa de lucr@n) devem obedecer as seguintes equé&édes

5
05p, +—=w
P 6
(Bpa +W)A+77) =6p, +1 (113)
L0+ W)@+ ) =3p, +12

Pode-se verificar que a Unica solucdo desse sistmma

significado econdmico é

o = -3+/54 _-1+4/6
A 27 9
w=0,9139e 71 = 014380u 1438%

= 01611,

SejaQ a matriz quadrada dos fluxos de mercadorias usadas
como insumos. Da mesma maneira que na definicaoatiaz Q

na secdo 2, o elementy € a quantidade daésima mercadoria

usada ng-ésimo processo.

SejalL o vetor-linha das quantidades de trabétho

23 Considerando que a despesa com salarios é pac@pital empatado, como
€ usual em economia marxista.

24 Em geral usamos uma letra minGscula para repasemt vetor. No caso do
vetor de quantidades de trabalho, o uso do L mindse torna inconveniente,
simplesmente porque ele pode ser confundido codmero 1.
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L=, L, .. L] (114)

SejaD a matriz quadrada das producdes.iMaima coluna
dessa mtriz estdo as quantidades produzidasesiana industria,
usando os insumos daésima coluna d€) e a quantidade de
trabalho dada pelieésimo elemento de.

Na secado 2, como o produto de cada industria evstitgido
por uma unica mercadoria, a matbizera uma matriz diagonal.
Havendo producdo conjunta, pelo menos um elemento da
diagonal deb serd positivo.

Para o exemplo da Tabela 18.1, temos

Q{S O} D:F 3}eL:[l 1]

0 10| 1 12

Sendop o vetor-linha dos pregos, devemogier

(PQ +wL )@+ 7m) =pD (115)
Sendod o vetor-coluna que representa a cesta de consumo

dos trabalhadores por unidade de tempo de trabaimos

w = pd (116)

As expressdes (115) e (116) formam um sistema nerth

equacdes. Como um dos precos é determinado pesthasta

25 Note-se que na presenca de producdo conjunta rgussivel definir as
matrizes de coeficientes técnicd® b.
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unidade monetaria, o sistema temt1 incognitas 6 —1 precos,
we n).

Da mesma maneira que fez Steedman (1977), vamogsiradm
gque uma determinada economia é formada por apemnas d
indUstrias: uma utilizando o processo 1 e empreg&ndnidades
de trabalho e outra utilizando o processo 2 e egapiadd uma
unidade de trabalho. Os fluxos fisicos de mercadoei trabalho

sao apresentados na Tabela 9.

Tabela 9. Fluxos fisicos de mercadorias e trabalho.

Insumos Producéo
Inddstria | Mercadoria| Mercadoria| Trabalho| Mercadoria Mercadoria
A B A B
1 25 0 5 30 5
2 0 10 1 3 12
Total | 25 | 10 | 6 | 33 | 17

A partir dos dados dessa tabela verifica-se queodupo

liquido dessa economia &

y= ﬁ (117)

Seja 0 o vetor-coluna de multiplicadores que mostram
quantas unidades de cada processo Sdo operadasomaméa.

Para o exemplo numérico considerando temos

S
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Entdo o produto liquido da economia é dado por

y=D0-Q0=(D-Q)6 (118)

Para esse exemplo numérico temos

1 3
D-Q-= L 2} (119)
e
8
y=(D-Q)0= {7} (120)

Como o trabalho total E@ =6 e

d= [0’5} (121)
% )

0 consumo dos trabalhadores é

3
6d = M (122)

Sejav o vetor-linha dos valores-trabalho por unidade attac
mercadoria. Conforme o procedimento ja usado n®@ ais
producéo simples de mercadorias, devemos ter

vQ+L =vD (123)

ou

viD-Q)=L (124)
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Para o exemplo numeérico apresentado na Tabelm8ste
13
V, V =1 1
o wll; 5=k
ou

vV, +tVv; =1
v, +2vg =1

Resolvendo, obtemoy, =-1 e vz =2. Com tais valores-

trabalho, a mais-valia seria negativa. Esses sxhgt levam
Steedman a sugerir que 0 conceito de valor-trabddéiveria ser
definitivamente abandonado.

Mas, como bem mostram Morishima e Catephores (1980)
resultados absurdos decorrem de uma maneira erdéneacular
os valores-trabalho. Como se trata de tempos Helt@, € 6bvio
que valores-trabalho ndo podem ser negativos,éist vetorv
nao pode ter elementos negativos. No caso dos resguamples
gue estamos analisando, com trabalho totalmentéoroma

(sempre com a mesma intensidade), o valor-trab@lhp de uma

cesta de mercadorigsé obtido resolvendo o seguinte problema

de programacao line:

26 para calcular os precos ou os valores-trabaliajiferente usar as matrizes
de insumos e produtos obtidos da tabela 8 ou deld& Por simplicidade,
optamos por usar sempre as matriQe® e L obtidas da Tabela 8.
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MinimizarA, = Lx
com (D-Q)x=y (125)
e x=20

Neste problema, sdo dadas as matrizeP, Q ey e a
solucéo do problema ira fornecer o vetate multiplicadores e o

valor-trabalho(4,) dey.

Vejamos, particularmente, a determinagéo do va#draiho
do produto liquido dado pela expressao (117). (blpmoa de

programacao linear a ser resolvido fica:

Min A, =x +X,

com Ix, +3x, =28 (126)
Ix, +2%x, =27
Xx=20ex,20

A solucéo éx;, =0 e x, = 35, de maneira qud, = 35.

Um problema de programacao linear relativamenteplsisn
como esse pode ser resolvido pelo método grafiotretanto,
para resolver varios problemas desse tipo ou peshlgmas
envolvendo mais de duas variaveis, € muito conwémigsar um

programa de computador.
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O dual do problema (125) é

Max oy
com o(D-Q)<L (227)
e =0

ondeo é o vetor-linha dos valores-sombra:
c :[al g, ... an]

Para o exemplo numeérico que estamos analisandobtepra

dual é
Max 80, + 70,

com o,+t0,<1 (128)
30,+20,<1

0,20e0,20

A solucao desse problemaae =0 e g, = 05, gerando um

valor maximo da funcéo objetivo igual a 3,5. Noteeple esse
valor é idéntico ao valor 6timo da funcdo objetnv problema
primal (125). H& um teorema que garante que o \&iaro da
func@o objetivo no problema dual é sempre iguavaor 6timo
da funcdo objetivo no problema priffalisso significa que para
os problemas formulados em (125) e (127), nos ofisps pontos

otimos tem-se sempre

A, =Lx =0y (129)

27 Ver, por exemplo, Lanzer (1982).
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O valor nulo do valor-sombra da mercaddkiaa solucéo do
dual (g, =0) significa que a primeira restricdo em (126) néo €
limitante; substituindo a solucaddx, =0 e X, =35) nessa
equacdo obtém-se a desigualdatgs >8, mostrando que ha
folga.

Por outro lado, a segunda é limitante; substituiadmlucéo
(x, =0 e x, = 35) nessa equacgdo obtém-se a igualdade 7=7. O
valor-sombra da mercadori® obtido na solucdo do dua
(o, = 05) mostra que a reducdo de uma unidade da mercaloria
no produto liquido causaria uma reducdo de 0,5ew v&lor-
trabalho, isto é, o valor-trabalho de uma cesta 8amidades de
A e 6 unidades d8 € 35-05=30. Analogamente, o valor-
trabalho de uma cesta com o produto liquido estalull e uma
unidade adicional d8 ¢é igual a 3,5 + 0,5 = 4, como mostra a
Tabela 10.

Pode-se verificar que a equacao (129) € obedeaidtodas
as linhas da Tabela 10.

Na Tabela 10, a mais-valia foi determinada comoalr
trabalho da cesta de mercadorias obtida subtrafled@roduto
liquido o consumo dos trabalhadores (cujo valdraitszo é o

capital variavel).
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Tabela 10. Valores-trabalho de cestas cgm unidades da

mercadoriaA e y, unidades da mercadorii para o sistema de
producao descrito nas Tabelas 8 e 9.

Valor- ~ Valor-
Cesta ou respectivp y y trabalho Solugao sombra
valor-trabalho A B

/]y X X, g, o,
Produto liquido 8 7 3,5 0 3,5 0 0,5
Prod. lig. -B 8 6 3,0 0 3,0 0 0,5
Prod. lig. +B 8 8 4,0 0 4,0 0 0,5
Prod. lig. -2 7 7 3,5 0 3,5 0 0,5
Prod. lig. +A 9 7 3,5 0 3,5 0 0,5
Prod. Total 33 17 11,0 0 11,0 1/3 0
Cap. constante 25 10 25/3 0 25/3 1/3 0
Cap. Variavel 3 5 2,5 0 2,5 0 0,5
Mais-valia 5 2 5/3 0 5/3 1/3 0
A cesta-salario 0,5 5/6 5/12 0 5/12 0 0,5
1 unid. deA 1 0 1/3 0 1/3 1/3 0
1 unid. deB 0 1 0,5 0 0,5 0 0,5

Outra cesta-sald¥. 0,57 0,95 0,475 0 0,475 0 0,5
Outro cap. vat” 3,42 5,70 2,85 0 2,85 0 0,5
Outra mais-vali& 4,58 1,30 1,5267 0 15267 1/3 0

) Referente ao exemplo discutido adiante, com cedéais 14% maior.

E importante notar que os valores-trabalho da Babehio
sao aditivos.Nos esquemas econdémicos sem producdo conjunta
os valores-trabalho séo aditivos, mas essa pr@ueedao é
preservada na presenca de producdo conjunta, coul® fer
verificado na Tabela 10. Se os valores trabalhessim aditivos, o
valor-trabalho do produto liquido poderia ser clada com base

nos valores-trabalho por unidade de cada mercadosieria

8%+7[D,5= 6167
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Entretanto, o valor-trabalho do produto liquido éitm mais
baixo: 3,5.
Sendov o vetor-linha dos valores-trabalho por unidade, de

cada mercadoria, em geral te@fs

A, < vy (130)

O valor-trabalho da producéo total (33 unidades @el7 de
B) € 11, mas a soma dos valores-trabalho das cestas
correspondentes ao capital constante, ao capitaveae a mais-
valia é

%5 ; 2,5+2 =125

A equacdo (65), deduzida para economias sem produca
conjunta, ndo é necessariamente valida quando bdugio
conjunta.

Considerando os valores-trabalho apresentadodakatiO, a

taxa de mais-valia é

A economia emprega 6 unidades de trabalho e o -valor

trabalho das mercadorias consumidas pelos trabmaksdigual

28 Como mostram Morishima e Cathefores (1980). Héngke bem conhecido
de falta de aditividade em outros campos da Ecaadnaivendo economias de
escala, o custo de producéo de 1000 unidades podeugo menor do que 200
vezes o custo de producéo de 5 unidades.
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ao capital variavel) é 2,5. Entdo o trabalho exasao pago) é
6-25=35 e o0 grau de exploragcdo poderia ser medido pela
relacéo
6-25
=——— = 140uld4(%
=g =1

No célculo de; tanto o numerador como o denominador

sao obtidos por meio da resolucéo de problemasatggmacao
linear nos quais se minimiza o tempo de trabalh@as M
combinagdo de atividades efetivamente existente @ma
economia capitalista ndo é feita com o objetivordeimizar o
esforco humano. Isso implica em certo “desperdidmtrabalho,

que faz com que o trabalho excedente (0 numeraroélculo de

M) possa ser maior do que a mais-valia (0 numenaol@aélculo

de 4;), de maneira qu#é
Hy 2 s

O grau de exploracdo também pode ser obtido usando
valor-trabalho da cesta de consumo por unidadeatialho, que é
512. A parte ndo paga 4-512 e, portanto, o grau de

exploragéo é

29 Ver Morishima e Catephores (1980)
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-0 5
y7A :T:g:lA
12

Neste exemplo verifica-se qug, = U, > [4;. Morishima e

Catephores (1980, p. 52) afrmam que em getaF U, = [,
mas na préxima sec¢ao veremos que, em esquemasendia da
terra podemos teg, > ;.

Em seguida vamos examinar o que ocorre se o exemplo
numerico analisado for modificado, multiplicandocasta de

consumos dos trabalhadores por 1,14, de maneirpapsamos a

_ 05] [057
d= 114%5/6} {095}

Entdo, no sistema (113) a primeira equagdo deve ser

ter

substituida, obtendo-se o sistema

057p, + 095=w
(Bp, +W)A+m) =6p, +1 (131)
@o0+w)(1+m) =3p, +12

Se, nas duas Ultimas equacgdes, substituirmospela
expressdo fornecida pela primeira equacdo e, enuidseg

eliminarmos7, obtemos a seguinte equagéo éigrau emp, :
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1329p2 + 342p, + 045=0 (132)

O discriminante dessa equacéo € negativo, mostiguelodo
h& solucao real. O sistema (131) ndo tem soluca@wr€scimo de
14% nos componentes da cesta de consumo dos tadbedls
torna a economia inviavel.

Entretanto, o calculo dos valores-trabalho ndccendue essa
economia seja inviavel. O consumo total dos trazhires é

5 057] [ 342
095| | 570

Subtraindo essa cesta do produto liquido obtemaesta

correspondente a mais-valia:

8| |342|_| 458

7 570 130
Verifica-se (ver 3 ultimas linhas da Tabela 10) guealor-
trabalho do consumo dos trabalhadores (igual atata@ariavel)

€ 2,85, a mais-valia € 1,5267 e que o valor-trabdth novod é

0,475. As medidas do grau de exploracao séo
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6- 285
=———=1105
H 285 1
1- 0475
He =" og75 =~ 103
5267
e ,U3 ::LZW = 0536

Fica claro, portanto, que, na presenca de produg@jonta, a
taxa de mais-valia positiva, por si s6, ndo garaqjie haja
lucro30.

Na auséncia de producdo conjunta foi possivel obtacdes
entre valores-trabalho e precos de producéo, corarpeessao
(78). Faz sentido, entédo falar em “transformacao/aeres em
precos de producdo”. Neste capitulo, na presencprattucao
conjunta, vimos como precos e valores-trabalho modeer
determinados a partir dos fluxos fisicos de mengadoMas néo é
possivel obter uma relacdo funcional que caraetetuma
“tranformacao de valores em precos”. A expressaradde ter
sentido. Isso ndo reduz em nada a importancia guyessa dar
aos valores-trabalho. Mesmo no caso da producaplesnde

mercadorias, a determinacdo prévia dos valoresitrab

30 Para demonstrar o que chamam de “Teorema Marfstadamental
Generalizado”, Morishima e Catephores (1980, p.6B6-pressupde uma
economia capitalista viavel, o que torna o teor@aeialmente tautoldgico.
Parece mais razoavel considerar que, na presengaodecdo conjunta, a

existéncia de exploragé\()u1 > O)é condicdo necessdria, mas nao suficiente,
para que haja lucros positivos.
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certamente ndo é necessdaria para determinar o®spree

producagl.

Exercicios 6

6.1. Considere uma economia com dois processogaiigio,
ambos com producdo conjunta das mercadéi@8. A Tabela a

seguir mostra os fluxos de mercadorias e trabathaipidade de

tempo
Tabela dos fluxos de mercadorias e trabalho
Insumos Producéo
Inddstria | Mercadoria| Mercadoria| Trabalho| Mercadorid Mercadoria
A B A B
1 1 3 5 13 10
2 2 2 8 9 18
Total 3 5 13 22 28

Admite-se que o consumo dos trabalhadores por deidie
trabalho é igual a uma unidade de cada mercadoria.

Fixando o preco da mercadoi@m 1(p, =1), mostre que

P = 2,Ww=3 e ataxa de lucr¢n) é igual a 50%.

Verifiqgue os resultados apresentados na ldabeseguir,
resolvendo (por meio de um computador) problemas de

programacao linear como indicado em (124).

31 para 0 economista interessado na determinacapreoss € absolutamente
desnecesséario pensar nos valores-trabalho, da mesmaira que para um
engenheiro civil preocupado com o peso de uma \gatotalmente
desnecessario que ele lembre que esse peso degendassa da viga e da
massa do globo terrestre.
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Valores-trabalho de cestas coyp unidades da mercadorfae
Yg unidades da mercadoia

Cesta ou Valor- Multiplicadores Valores-sombra

respectivo | YA A trabalho X o o
valor-trabalho A, X 2 1 2
Produto liquido 19 23 13 1 1 0,1678 0,4266

Prod. lig. 1A 18 23 12,8322 0,8881 1,0490 0,1678 ,4266
Produto total 23 27 15,3776 1,2518 1,1399 0,1678 426%
Cap. constante 4 4 2,3776 0,2518 0,1399 0,1678 66,42
Cap. variavel 13 13 7,7273 0,8182  0,4546 0,1678 26B4

Mais-valia 6 10 5,2727 0,1818 0,5454 0,1678 0,4266
A cesta-salario 1 1 0,5944 0,0629 0,0350 0,1678 26B4

1 unid. deA 1 0 0,4167 0,0833 0 0,41670 0

1 unid. deB 0 1 0,5 0 0,0625 0 0,5

Notar que nas 7 primeiras linhas dessa Tabek dois
valores-sombra sdo positivos, indicando que nadolga em
nenhuma das duas restricdes. Nessas condi¢Oesssctreos
valores-trabalho sédo aditivos. Pode-se verificae gagmando o
capital constante, o capital variavel e a maisayali resultado é
igual ao valor-trabalho do produto total.

Verifica-se, também, que nesse caso

th = 1, = iy = 0682






19. VALORES-TRABALHO EM SISTEMAS COM RENDA
DA TERRA

A terra nua (da mesma maneira que qualquer outurse
natural) coloca um problema especial para a ecanomairxista:
como algo sem valor-trabalho tem preco?

N&o h& duvida, na teoria, de que o0 preco da terama
consequéncia da renda da terra (e ndo o contr&riopcessario,
entdo, explicar como se determina a renda da ¢ewexificar se
ha alguma parcela do valor-trabalho total que psssassociado
a essa renda.

Marx define varios tipos de renda da terra (renfiaehcial |,
renda diferencial 1l e renda absoluta) e assodas@ mais-valia
gerada na propria agricultura, pressupondo, pasa, igue a
composicdo organica do capital nesse setor € raaia do que no
resto da economia. Esta €, obviamente, uma presigépanuito
limitante para um teoria geral. De qualquer maneranalise
apresentada por Marx se baseia no seu procedireeidioeo de
“transformacéo de valores em precos de producéo”.

Vimos, no capitulo 17, que os esquemas Sraffiapasiem
explicar apropriadamente a renda associada a wmidiagiio entre
tipos de terra (renda extensiva) e a renda asso@aduso de
diferentes métodos de producdo em terra homogéresala(

intensiva).
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Cabe, agora, investigar se a renda da terra ememsgu
Sraffianos pode ser associada a alguma parcelaifispedo
valor-trabalho total. Para isso, vamos consid@nanialmente, um
esquema muito simples com renda extensiva. Ha4 apema
mercadoria (o cereal) produzida em dois tipos da.té& Tabela
11 mostra a producdo e os insumos utilizados era oad dos

dois tipos de terra.

Tabela 11. Producéo do cereal e insumos utilizadggocesso
de producdo em cada tipo de terra.

Tipo de terra Insumos

OU processo Produgéo de
de producéo Cereal Trabalho Terra cereal

1 1 4 1 10

2 5 5 1 20

Preliminarmente vamos analisar a relacdo entreica&axa
de lucro, sem fixar a cesta de consumo dos tratbatba por
unidade de trabalho. Admite-se que a unidade moaet&ja
estabelecida de maneira que o0 pre¢o da Unica noeigaskja
igual a 1. Considerando o pagamento dos salario® garte do
capital empatado, obtemos as seguintes equacdes:

@+4w)(L+ )+ p, =10 (133)
G+5w)@+ )+ p, =20 (134)

Vamos admitir que a producdo necessaria ndo podbdsda
usando apenas um dos tipos de terra, mas que néoeésario
usar toda a area disponivel dos dois tipos de.t&mébo, de

acordo com o que foi discutido na se¢édo 17.1, ldas@ira de um
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dos dois tipos de terra e a respectiva renda sésa te maneira
que

P, =0 (135)
O sistema formado pelas equacgdes (133), (134)9 (&/h 4
incognitas:w, 711, p, € p,.
Se a terra marginal for a primeir§o, =0), temos as

seguintes equacdes:

w=_2_" (136)
40+ )
P, =20- (5+5w)d+ 71) (237)

Por outro lado, se a terra marginal for a segugda=0),

temos as seguintes equacdes:

_3-n
W= i (138)
p, =10- 1+ 4w)@+ n) (139)

A Figura 9 mostra as curvasz correspondentes as equacgoes
(136) e (138). Verifica-se que elas cruzam no pamo que
nn=1ew=1. Parann<1 a producdo é mais eficiente na terra tipo
2 ( maiorw potencial para dada ); esta sera totalmente utilizada
e vai gerar renda; a terra tipo 1 sera a margiata 7>1 a
producdo é mais eficiente na terra tipo 1 (quegeaar renda) e a

terra tipo 2 sera a marginal. Pama=1 os dois tipos de terra séo
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igualmente eficientes e ndo havera renda da t&rronteira
tecnoldgica é a linha que passa pelos pontos AR).2B(1;1) e
C(3;0)

A Figura 10 mostra como varia a renda da terraupatade
de area. Para <1 arenda € positiva na terra tipo 2 e paral a
renda € positiva na terra tipo 1.

Vamos analisar, a seguir, a determinacdo dos \‘lore
trabalho, admitindo que ha, apenas, uma unidadeedede cada
um dos dois tipos de terra. Verifica-se, na Talda que o
produto liquido por unidade de area € igual a €lades do cereal
na terra tipo 1 e é igual a 15 na terra tipo 2ai®ek, ex, 0s
multiplicadores dos processos descritos nas donhadida Tabela
11 que precisamos determinar para compor um sistema

econdmico hipotético que gere determinado prodidoido.

Entdo o valor-trabalhod, de um produto liquido igual &

unidades do cereal € a solucdo do seguinte prolgemal:

Minimizar A, = 4x, +5x, (140)
com Ox, +15x, 2 vy, (141)
x 20,x, 20, (142)

X <lex, <1 (143)
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Figura 9. Relacbes-r para o exemplo da Tabela 11

4.0
35
3.0
25 1

2.0 1

Renda da terrgdj

0.5 1

0.0 1

T 7
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0

Figura 10. Variacdo da renda da terra em funcaa g@ara o
exemplo da Tabela 11
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Indicando o calor-sombra do cereal pgy e os valores-

sombra por unidade das terras 1 e 2 @peo,, respectivamente,

o problema dual €

Maximizar g,y —0, —0, (144)
com 90, -0, <4, (145)
1%, -0, <5, (146)

0,20 0,2 0eg, 20 (147)

Na funcéo objetivo (144) os valores-sombra dos tipgs de
terra ficam com sinal negativo porque as restricoes
correspondentes no problema primal [as inequacb&3)](tém
sentido oposto ao da restricdo associada ao vatobis do cereal
[a restricdo (141)].

Para poder calcular o capital constante vamos adamjora,
que a Tabela 11 descreve o fluxo de mercadoriaco@omia e,
para calcular o capital variavel, vamos admitir gqumnsumo dos
trabalhadores é igual a uma unidade do cereal piolade de
trabalho. Assim, o consumo total dos trabalhadérégual a 9
unidades do cereal.

A Tabela 12 mostra o valor-trabalho de cestas deate
correspondentes a varios componentes dessa ecohipaitiética.
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Tabela 12. Valores-trabalho de unidades do cereal, para o
sistema de producéo descrito na Tabela 11.

Valor- Solugéo Valores-sombra
Conceito y trabalho
/]y X X, O 0, g,
Produto lig. 24 9 1 1 4/9 0 5/3
Prod. lig.—1 23 77/9 8/9 1 4/9 0 5/3
Cap. Constante 6 2 0 0,4 1/3 0 0
Cap. variavel\) 9 3 0 0,6 1/3 0 0
Mais-valia (n) 15 5 0 1 1/3 0 0
1 unidade 1 1/3 0 2/30 1/3 0 0
5=06 % 54 1,8 0 0,36 1/3 0 0
' m 18,6 6,6 0,4 1 4/9 0 5/3
5=14 % 12,6 4,2 0 0,84 1/3 0 0
m 11,4 3,8 0 0,76 1/3 0 0
5=2 % 18 19/3 1/3 1 4/9 0 5/3
m 6 2 0 0,4 1/3 0 0

Utilizando as expressodes (140) e (144), pode-sioasr para
qualquer linha da Tabela 12, que o valor da furgdetivo do
problema dual coincide com o valor da fungcdo obgetdo
problema primal.

Note-se que o valor dg, (4/9) na primeira linha da Tabela
12 é igual a reducdo erh, quando se reduz de uma unidade o

valor dey.

O valor-trabalho de uma unidade do cereal é igd&BaSe os
valores-trabalho fossem aditivos, o valor-trabalim produto
liquido (24 unidades do cereal) deveria ser igudl o entanto,
esse valor-trabalho é maior (igual a 9). Verifieagsie
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A, =9>8= 24(L/3) = 24}, (148)

Note-se que, neste caso, 0 sentido da desiguaagesto
ao de (130).

A desigualdade (148) ocorre porque a producdo dewmta
unidade do cereal pode ser obtida usando apenaxespo mais
produtivo (cultivo da terra 2), ao passo que a pp¢éd de 24
unidades exige o uso, também, da terra de tipo 1.

Consideremos a primeira linha da Tabela 12 e vegaztnmo
interpretar o valor-sombra da terra tipd@, = 5/3) . De acordo
com a expressao (144), que fornece o valor da éuabgetivo do
problema dual, o valor-trabalho do produto liqu{@d unidades
do cereal) é

A, =0.24-0, -0,
ou Ay :—E?_4—§ =—-— (149)

A primeira parcela (240, =32/3) representa o valor-

trabalho do produto liquido se toda a producéoefésita na terra
tipo 1, menos produtiva. Nesse tipo de terra éohbdim produto
liquido de 9 unidades do cereal por unidade de amgando 4

unidades de trabalho por unidade de area. Portpata,produzir

y = 24 seria necessario cultiv%é—l zg unidades de area,
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ocupando

§ 4= %2 unidades de trabalho.

3

Entdo o valor subtraiddo, =5/3) na expressdo (149)

representa a reducdo no valor-trabalho e devida a
disponibilidade de uma unidade da terra tipo 2srpaddutiva. O
valor-sombra por unidade da terra tipo 2 é a “eovadde valor-
trabalho associada a disponibilidade de uma unidedse tipo de
terra.

Analogamente, no ambito da analise monetaria (desop),
a renda extensiva em determinado tipo de terraasstdciada a
escassez de um tipo de terra mais eficiente. Entiigtno ambito
dos valores-trabalho, a terra mais produtiva € sermpnesma (a
terra tipo 2 no exemplo analisado), ao passo quammaito dos
valores monetéarios a ordenacédo dos varios tipasroee conforme
sua eficiéncia depende da taxa de lucro. No exeamptisado, a
terra 2 € mais eficiente se<l1, mas paran >1 a mais eficiente é
a terra de tipo 1.

Paran =1 ndo havera renda da terra, mas o valor-sombra da

terra de tipo 2 ser@, =5/3 se o produto liquido desejado for

superior a 9. Note-se, entretanto, que o valor-sardh terra nao
€ um tempo de trabalho efetivamente dispendidan éampo de
trabalho hipotético: o tempo de trabalho adicionetesséario a
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producdo se a disponibilidade da terra mais predufosse
reduzida de uma unidade.

A seguir vamos analisar como a taxa de lugrd varia em

funcéo da taxa de exploracég,) . Para que a taxa de exploragéo
seja variavel, vamos variar o consumo dos trabaltesd por
unidade de trabalho, que passamos a indicargpoNa quarta
linha do corpo da Tabela 12 admitimos ghie 1. Nas 6 ultimas
linhas dessa tabela sdo obtidos o capital vari@vaelmais-valia
parad = 06, 0 = 14e o =2, mantendo sempre as condi¢cdes de
producao estabelecidas na Tabela 11.

Para 0 =1 obtemos as seguintes medidas do grau de

exploracéo:
M= ? =04211
3
-
M, = T = 0,5
3
2
e M, =—=03158
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Verifica-se que, neste caso,
Hy > My,
como foi anunciado quando discutimos a ordenacao toks
medidas de exploragéo no capitulo 18.
A Tabela 13 mostra as trés medidas do grau de ragdo

para diversos valores d&.

Tabela 13. As medidas do grau de exploragdo naoauan
descrita na Tabela 11, para diferentes valoresathsuwrno dos
trabalhadoregd) por unidade de trabalho

Medidas do grau de exploracdo
0 Hy H; Hs
0,6 4 4 3,6667
1 2 2 5/3=1,6667
14 8/7=1,1429 8/7=1,1429 0,9048
2 0,4211 0,5 0,3158

Pode-se verificar que a mais-valia se torna nulaa pa
0 =8/3= 2667

Por outro lado, fixando o preco do cereal em 1pogem= 90
e o valor den pode ser calculado usando (133) cgn=0 ou
(134) com p, =0. De acordo com a Figura 9, pava=0 >1

deverd ser usada a equacao (133), calculando-se

10
= -
1+49
e paraw = J <1 devera ser usada a equacao (134), calculando-se
20

JT=
5+50



192
Cabe notar que a economia € inviavel paraw > 225.
Dentro do intervalo0<d < 225 podemos calcular, para

cada valor d&, os correspondentes valores de e 77, obtendo

a relacéo funcional representada na Figura 11.

1.5 1
1.4 1
1.3 1
1.2 1
1.1 1
1.0 1
0.9
0.8 1
0.7 4
0.6 1
0.5 1
0.4 4
0.3
0.2 4
0.1
0.0 4

Taxa de lucrortf)

IllllllllllllllllllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 35 4.0

Taxa de exploragaol, )

Figura 11. A taxa de lucror como fucéo da taxa de exploracao
(uy) para o exemplo da Tabela 11.

Para 6 < 5/3, correspondendo a; =08, o consumo dos
trabalhadores pode ser produzido usando apenasaatif 2,
mais produtiva. Par@d > 5/3, correspondendgs, < 08, torna-se

necessario usar também a terra tipo 1. Por isgqoeeha, na
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Figura 11, uma mudanca da declividade da relagacidoal no

ponto 4 = 08en = 0304 Também ocorre uma mudanga mais

brusca de inclinacdo no ponyw = 2en=1, que é o ponto no
gual se altera a ordem de eficiéncia econdmicaddastipos de
terra, conforme foi visto na Figura 9.

E interessante notar que pa225< J < 8/3= 2667 a mais-
valia é positiva ey, >0, mas a economia é invariavel e ndo ha

lucro. A existéncia de mais-valia positiva € coAdigiecesséaria
para que haja lucro, mas ndo é condi¢do suficiesute que isso
ocorra.

Calcular valores-trabalho para o sistema econOméserito

na Tabela 11 cond = 23 é pura perda de tempo. E a andlise no

Y

tem sentido insistir na idéia de que a determinaigovalores-
trabalho deve preceder a determinacéo dos precos.

Da mesma maneira que no capitulo 18, o exemplasadal
neste capitulo mostra que ndo ha como “transforvasores-
trabalho em precos”. Embora a existéncia de madia-\seja
condicdo necessaria para que a economia gere laaresda da
terra, ndo é possivel separar uma parcela da rakésgue seja a
“fonte” da renda da terra.

Um exemplo numérico de determinacao de valoresitnab
em um esquema que considera a producdo de umadmeaca

industrial, além da producao de cereal em doistifgterra, pode
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ser encontrado em Cunha e Hoffmann (2000). No mesamgo
encontra-se uma apresentacdo do problema mais, geral
considerando um esquema cam atividades industriais e,
tipos de terra

A determinacdo de valores-trabalho em esquemasreoda

intensiva € analisada em Hoffmann e Cunha (200dfémann
(2013).
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1.1.
Fluxos de mercadorias e trabalho
Setor Setor Sub- | Produto| Total
1 | 2 | 3 | Total | Liquido
1 120 25 33 178 122 300
2 0 40 9 49 51 100
3 9 9 30 48 12 60
Trabalho 30 20 12 62
1.2.

A{ol 01} (I_A)_l{l,z 0,2}

04 04 08 18

Fluxos intersetoriais, demanda final e valor bddagroducéo

Setor
Setor Priméario | Secundéario] Demanda| Valor bruto
Final da producéo
Primario 34 106 200 340
Urbano 136 424 500 1060

2.1.
a) 3A+6B+0,15trab.~ 12A

M+1B+0,2 trab—~ 7B
Produto liquido =/8

b) 0,04375 c) 0,040625
d R=1,132 e) w=21,548
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2.2.
a) 3A+ 3B+0,4trab.— 105A
60A + 24B + 0,6 trab.~ 45B
Produto liquido: 48 e 18B

b) R=2/3 C) 7T=§(1—W)

2.4

a) 10A e 3B

b) 2B +10trab.- 20A

10A + 1trab.~ 2B
c) 1,1e6 d) w=0,7537 ,
m=7,934% e p; = 5773

2.5.

a) As mercadorias 1 e 2 constituem um conjunto de
mercadorias ndo-basicas. As mercadorias 3 e Basicas.

b) 100%

2.6.
a) 1/184 e 19/1380
b) 12A+18B+ 0,6 trab.— 168A
156A + 78B + 1,3 trab.—. 234B
c) 10A+ 15B+ 0,5 trab.— 140A
60A +30B + 0,5 trab. 90B
d) 100% e) 57,91%
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2.7. A Unica mercadoria basica é a 32 . Cgqm= 1 obtemos
051+ +w=1
a) 100% b) w=10,4

2.8. Indicando os precgos de ferro, agco e paoparp, e p;, ,
respectivamente, obtemos
025p, (I+ n)+3w=p,
p, (I+ 1)+ 8w=p,
003p, (& )+ Olw= p,
Verifica-se que péo é uma mercadoria ndo-basica.
Fazendop, = 1 obtemos

_ + 025(1+7)°
3+ 2(1+ 1)

que corresponde a um arco de curva ligeiramenteegon no
guadrante.
Fazendop, = 1 obtemos

_ ¥ 025(1+ 77’
8+ 3(1+ 1)

que corresponde a um arco de curva ligieiramemeas® no 1
guadrante.

Verifica-se que a mercadoria padrdo é formadaf@wo e
aco na proporcdo de 2 para 1. Se adotarmos umaadenid

monetaria tal quép, + p, = 28 a relacaov-7sera linear:

w=1-m7
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2.9.
a) 4A+4B+4,8trab.— 16A
4A + 0,8B + 8 trab.— 4,8B
b) 3,75A+3,75B+ 4,5 trab.» 15A
6,25A + 1,25B + 12,5 trab.— 7,58
Prod. liquido: B e 2,58

c) 50%

2.10.
a) As mercadorias 2 e 4 séo basicas e as noei@ad e

3 sdo nao-basicas.
b) 25%.

3.1.
p,=p,= L= 025 w=15,

a
) v,=v,= 04 e 0=2/3

p,= 57= 025w= 75,

b
) v,=008,v,= 04 e 0g=2/3

p,= 24;1= 02, w= 05,
v,=1v,=3,0=06

C)

p, = 3,71= 025, w=15,

d
) v,=04,v,=12, 0=2/3

e)p,=3,p=5, n71=025 w=25
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v= 1 [102 266 39D e o= 2
49t 47
3.2.
a) m=0,25 b) p=5ep =2
c) 0=0,4093 d) 14,29%
e) g, = 130(
3.3.

a) As mercadorias 1 e 2 sédo basicas. A meriea8og
nao-basica.

b) 7= 2/3
c) p=1,p =10/3, w= 025
d v=[08 08 33 e 0=02 e o=4

3.4.
a) Resposta inalterada

b) 7= 1/9
coop=1,p =47/12, w=1
d) Resposta inalterada

e)o=08 e 0=0,25
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3.5. \Verifica-se qup, = ————
0,6 — ag

Entdo quandoa,; tende a 0,6, lip, = £

Em uma economia com taxa de lucro igual a 2/3 @ao

economicamente viavel produzir a mercadoria &ge= 0,6 .

3.6.
a) Apenas a mercadoria 2 é basica

b) w= 1281-71), W=125 e I =1
c) 7= 0,8 . A taxa é maior porque se aplica apenas no
valor dos insumos (exclusive mao-de-obra).

155
d)g=|144 e bg=281,6
90

3.7. Verifica-se que na matria™ todas as linhas tem soma igual
a 0,8. Entaorr=0,25.

3.8. a) A mercadoria 4 é ndo-basica. As outras rtréscadorias
séo bésicas.
b) 7= 1/9 cop=[6 14 5 10



3.9.

ayr=1,p=[1 2 4, w=03
v=[L25 25 50, 0=5/3

40 296
g=120 e y=1136
10 98

by7=0,25,p=[1 5 4, w=1
v=[0,6 30 24, o=23

100 29
g=1| 20 e y=113
25 14

cm=13 ,p=[1 8 2], w=25
v=[0,2 1,6 Q4 , o=1

800 320
g =100 e y=1| 73
400 148

d)=025 ,p=[1 2 3, w=0,25
v=[2,4 48 73, o=2/3

201
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1500 786
q=| 750 e y=1[420
500 208

4.1. Adotando o trigo como unidade monetéaria, acé w-77

para a técnica 1l é

1,69z - 7,03¢7

Wl
18- 17m

e para atécnica 2 é
w, =1-4n

A primeira € coOncava e a segunda € linear. iddamca de
técnica para 7= 0,083 e parar= 0,19 , aproximadamente.
Ocorre reversibilidade da técnica 2.

Em geral, ao igualar as expressoes pargem funcéo dej
nas duas técnicas, obtemos uma equacdo de 3° gram e

Portanto, pode haver 3 pontos de mudanca de técnica

4.2. As curvasw-7rdas quatro técnicas tem um ponto comum que
é m= 02 ew=0,8,comp, =5p,; nesse ponto é
indiferente utilizar qualquer uma das 4 téasi Pararr< 0,2

sera utilizada a técnica 2 e para 8,21 < 1 sera utilizada a

técnica 1.
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4.3. Para ( n1<0,0714 sera usada a técnica 1. Cars
0,0714 (ew = 0,1429) ¢ indiferente usar as técnicas 1 dRada
0,0714 <7< 0,3436 sera usada a técnica 4. Com0,3436 (ev
=0,0385) é indiferente usar as técnicas 4 owata P,3436 I7<

0,8 sera usada a técnica 2. A técnica 3 é obsoleta

4.4. Para X 711 < 1/9 sera usada a técnica 1. Paral1/9 (e
w= 5/90) é indiferente usar qualquer uma das 4 idasn
Para 1/9 <n < 3/7 sera usada a técnica 4.
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5.1. a) 300%; bW=2,25; cw=22p,=0 e p, = 3;

d) W1:%(9‘7T) W, = 3-7,w,=w, ,quandonn=1 ou

100%; €)1 <7 < 3

10

8
¢
% ~
2
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52. a)1l<wr<15;b)p=15 (1)

A relacdow-7rcom uso simultaneo dos 2 métodow & 6 -4 71

wr
3 "W .
2
‘ ~~
i
DU §
4 Sy
to
8
4
4
2
\ 2 3 4 Ty

5.3. a) O produto industrial é basico e o prodgcala é ndo-
basico.
b) 1 ou 100%

c) Para 0 m< 0,6 o0 método |, com menor producdo por
unidade de &rea, tem menor custo médio, ocorrestép, uso
simultaneo dos dois métodosae> 0. Pararr= 0,6 0 custo médio

€ 0 mesmo para os dois métodge=®0. Para 0,6®w<1 o
método Il, com maior producéo por unidade de &eza,0 menor

custo médio; entdo apenas este método sera uilead= 0O .
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d p,=3,w=48, e p=0 ; e) p,=0909w=5091
71-77) dw_ 144

e p=3,636; ) w= ,
p YW1t dn (15177 )

mostrando quew é uma func@o crescente dguando ha uso

simultaneo dos dois métodos.
g) O salario maximo ocorre conr=0,6 e éiguala 6.

w

- BN - <+ “

2.2 A 2% A ! ¥
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54. aynN =1 ; bW = 25 ; c¢) p,=10, w=20,
p, =0 ep,=06 ; d p,=73733, w=36866,
p,=05253 e p,=0; e)m=0,3 (aproximadamente) ;

f) 0,3 <m< 1; g)Estdo em negrito as partes das relacbesr

gue mostram, efetivamente, com varia em funcdo dernesse
sistema.

5N 2

20 AN

toa2 o4 0,6 08 Ly
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5.5.a)R=1;b)W=32;c)p, = 108108 w = 216216p=0

d p, =6,7797, w = 3,3898 ,p = 0,6441 ; e)r = 0,3
(aproximadamente); ) 0,3 #<1;g) ComO0 <7 < 0,3 ¢é
utilizado apenas o método 2 @=0. Com 0 <7 < 0,3 0s
dois métodos sé&o utilizados@= 0.

30
\z} «2
\
\
N N
Y
20
N
io \\\ 1
. \\z
Q.
1. N
ey, ™
.
>
92 P) o6 1
4 e
e i
08
04
oy
0,2

02




APENDICE A. RAIZES CARACTERISTICAS DE UMA
MATRIZ E AS PROPRIEDADES DAS MATRIZES NAO-
NEGATIVAS

Admitimos, aqui, que o leitor jA conheca os se@sint
conceitos e operacdes: matrizes e vetores, adigaoltglicacao
de matrizes, matriz diagonal, matriz unitaria, izatransposta,
matriz simétrica, tragco de uma matriz, determingnt@atriz
inversa, particdo de matrizes, espaco vetoriahrestlinearmente
independentes, caracteristica de uma matriz, reatortogonais,
matriz idempotente e forma quadratica (definidatpas definida
negativa, semidefinida positiva, semidefinida niegat ou
indefinida).

1. MATRIZES SEMELHANTES

Dadas duas matrizes quadradas B, se existir uma matriz
nédo-singularP tal que B =PAP™, dizemos queA e B s&o
matrizes semelhantes.

Indicando o determinante depor | A |, temos

- . 1
IBHPI|ODA|OP™ HA| pois|P 1|:ﬁ

Verifica-se, portanto, que matrizes semelhantes ¢émesmo

determinante.
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Se indicarmos a caracteristica (ou posto)Adeor r(A),

temos, para qualquer produto de duas matrizes,
r(AB) < min{r(A),r(B)}
Com base nesse teorema, ndo é dificil demonsterdgas

matrizes semelhantes tém a mesma caracteristica.

Para exemplificar, considere as seguintes matrizes

1 06 O 16 0 O
A=/06 1 0[,B=|0 1 O
0 0 1 0 0 04
N2 0 142
e P= ]/\/E 0 —]/\/E
0O 1 0

a) Mostre queP é uma matriz ortogonal
b) Verifique queB = PAP™, |A E|B| er(A) =r(B).

2. RAIZES E VETORES CARACTERISTICOS DE UMA
MATRIZ QUADRADA

SejaA uma matriznxn. Vamos determinar o escaldr e o

vetor-colunax, comn elementos, tais que
AX = AX (2.1)

Isso seria verdadeiro para qualguersex = 0; entdo impomos

x #0. Além disso, seAx = Ax, segue-se qué (kx) = A(kx), ou
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seja, 0 vetok € indeterminado. Para tornar a solu¢do determinada
podemos impox'x =1.

A equacaoAx = /x pode ser escrita
(A=Al )x=0 (2.2)

Dada a matriZA, se (A—-Al)x=0, com x#0, entdoA é
uma raiz caracteristicade A e X € 0 respectivo vetor
caracteristico.

A raiz caracteristica também €& denominadalor
caracteristicq autovalorou valor proprio e o vetor caracteristico
também é denominadtovetorouvetor prépria

A equacao (A-AlI)x=0, com x#0, implica que as

colunas deA — Al séo linearmente dependentes. Segue-se que
|[A-=Al'|=0 (2.3)

Essa é @quacao caracteristicda matrizA.
Para uma matri2x 2
A= {an aiz}
a'21 a'22
a equacao caracteristica fica

&y - a,

=0
Ay ay ~ A

ou

N —(ay, tay,)A taa, —a,a, =0.
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que é uma equacdo ddgau emA . Em geral, sé é uma matriz
nxn, a equacao caracteristica € uma equacdméasimo grau em
A.

No caso de uma matrizx 2 verifica-se facilmente que

A+, =a,ta,=tr(A)

A, =aa,, —a,a, =[A|
Generalizando, no caso de uma maltrizn temos

S = tr(A) (2.2)
i=1
e
nA =A] (2.5)
Isso pode ser facilmente verificado no caso de um#iz
diagonal
d O 0
A= 0 d? 0
0 0O --- d

A equacdao caracteristica fica

-4 0 -« 0
0 dy,-4 -+ 0
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ou (d, —A)(d, - A)...(d, -A) =0.

Obviamente, as raizes caracteristicas 8gsd,, A, =d,, ...,

A, =d,, isto é, as raizes caracteristicas sdo os prégieasentos

da diagonal principal deA. E imediato, nesse caso, que
2A =tr(A) e quelA FA].

TEOREMA 2.1. Dada a matriA, sex (com x'x=1) é o vetor
caracteristico correspondente a raiz caracterisiicaentao
XAX=A.
Demonstragdo: TemosAX =Ax, comx'x =1.

Entdo, XAX=AX'X

ou XAX=A, c.q.d.

TEOREMA 2.2. Dada a matriA, sex (com x'x=1) é o vetor
caracteristico correspondente a raiz caracterigticantdo — x
também pode ser considerado como o0 vetor cardateris
correspondente a essa raiz caracteristica.
Demonstracdo: TemosAX =X, comx'x =1.

Entdo, A(-X)=A(-x),

com (—x)'(-x) =1, c.q.d.
TEOREMA 2.3. As raizes caracteristicas @€’ s&o iguais aos

guadrados das raizes caracteristicas Ale e 0s vetores

caracteristicos sdo 0s mesmos.
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Demonstracdo: Sejamd e X uma raiz caracteristica e 0
respectivo vetor caracteristico da makiz

Entdo AX=AX

e A%x = AAX = AAx = AAX = A%x,

A igualdade A*x = A°x mostra que as raizes

caracteristicas dé& * sdoA® e que os vetores caracteristicos sio

0s vetores caracteristicos Alec.q.d.

TEOREMA 2.4. SeA € ndao-singular, as raizes caracteristicas de

A™ s&o os reciprocos das raizes caracteristicAs d@s vetores

caracteristicos sdo 0s mesmos.
Demonstracdo: De  AX =X obtemos
A7'AX = A7 X
x =A™ Ax

ou A'lx:/‘lx, c.q.d.

Note-se que o fato dA ser ndo-singular implica que nenhuma

raiz caracteristica € igual a zero.

TEOREMA 2.5. As raizes caracteristicas de uma matriz idefin
positiva (semidefinida positiva) s@o todas pos#ivénéo-
negativas).

Demonstracdo: Se a matriz é definida positiva, eméz >0
para qualquerz # 0. Mas, de acordo com o teorema 2.1, temos

XAX=A, com Xx#0, onde x é o0 vetor caracteristico
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correspondente a raiz caracteristida Entdo, necessariamente,
A>0.

A demonstracdo € analoga para o caso de uma matriz
semidefinida positiva.

Analogamente, temos que as raizes caracteristeasn
matriz definida negativa (semidefinida negativa)o sébdas
negativas (ndo-positivas).

TEOREMA 2.6. Matrizes semelhantes tém as mesmas raizes
caracteristicas.
Demonstragdo: De acordo com o que foi visto nacsdgaas
matrizes quadrada& e B sdo semelhantes se exigtetal que
B=P'AP.
SejaA uma raiz caracteristica de de tal maneira que
AX=AX,comx#0

Podemos escrever

AP 'Px = Ax
Pré-multiplicando poP, obtemos
PAP™Px = APx
ou BPx=APX

Fazendoy = Px, obtemos
By = Ay,

mostrando quel é uma raiz caracteristica Bec.q.d.
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TEOREMA 2.7. Dada a matriz quadrad®, se suasn raizes
caracteristicas sao distintas, 0svetores caracteristicos sao
linearmente independentes.

Demonstracdo por absurdo: Vamos admitir que a maAtride
dimensGesnxn, tenhan raizes caracteristicafl;, A,,...,A,)

distintas entre si, mas que 0s correspondentes regeto

caracteristicos sao linearmente dependentes. Vaupms que 0s

vetores caracteristicas,,,,...,X, sdo linearmente independentes
e que os vetores caracteristices...,X, podem ser expressos

como combinacdes lineares daquelesk vetores linearmente

independentes. Pavg, por exemplo, teriamos
X, = _z a.x, (2.6)

com pelo menos um dog; diferente de zero. Pré-multiplicando

(2.6) por A e lembrando queAX, =AX, (comi=1, ..., n),

obtemos

Ax, = ¥ aAx 2.7)

i=k+1

Multiplicando (2.6) porA, obtemos

X, = Y adx 2.8)

i=k+1

Subtraindo (2.8) de (2.7) membro a membro, obtemos
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0= > a (4 -4 (2.9)

i=k

Como os vetores X,,,..,X, Sao linearmente
independentes, a expressado (2.9) implica que oficierges
a,(A —A), comi=Kk+1, ..., n, devem ser todos iguais a zero.
Uma vez que as raizes caracteristicaAdgio distintas, temos
A=A, #0 parai=k+1, ..., n. Mas isso contraria 0 que foi
admitido em (2.6).

A suposicdo de que um dos vetores caracteristieds
podia ser expresso como uma combinacdao linear tiesoeetores
caracteristicos nos levou a uma contradicdo. Cbgaeluque,

guando asn raizes caracteristicas sao distintas, nosetores

caracteristicos sao linearmente independentes.

3. VETORES CARACTERISTICOS A ESQUERDA

Dada a matriz quadradd, consideremos o vetor-linha

y'£0, tal que

y'A =1y’ (3.1)
ou y'(A-Al)=0
ou, ainda, (A'=Al)y=0 (3.2)

Essa equacdo, comy #0, implica que as colunas de

A'=Al, que sdo as linhas deéA-Al, sdo linearmente

dependentes. Segue-se que
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A=Al =0,
que € a equacao caracteristica da matri¥erifica-se, portanto,

que A é uma raiz caracteristica d&. O vetor-linhay' é

denominadovetor caracteristico a esquerdde A e, havendo
necessidade de especificacdo, o vetor-catuer (2.1) ou (2.2) é
denominado vetor caracteristiGp direita Ressalta-se que as
raizes caracteristicas sao as mesmas, havendonicaaeguacao
caracteristica. A expressdo (3.2) mostra que umor vet
caracteristico a esquerda deé um vetor caracteristico a direita
de A'.

E claro que os teoremas apresentados na sec&oioant
podem ser demonstrados considerando-se um vetmrtedstico

a esquerda.

4. EXERCICIOS
, _ 2 -
4.1. E dada a matria =
1 6

a) Mostre que suas raizes caracteristicas sao 3 e 5.
b) Obtenha os correspondentes vetores caracteristidiosita
e a esquerda (comx=1e y'y =1).

c) Verifique as relagbes (4) e (5).
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d) Calcule B=A? e obtenha as raizes e vetores

caracteristicos d@®, verificando a veracidade do teorema

2.3.
4.2. Mostre que as raizes caracteristicas da matriz
1 06 O
A=06 1 O
0O O 1

sao iguais a 1,6, 1 e 0,4. Obtenha os correspaslestores
caracteristicos a direita (corX =1).

4.3. Demonstre que as raizes caracteristicas de natiaz
ortogonal sdo sempre iguaistd ou —1.

4.4. Demonstre que as raizes caracteristicas de noatiaz

idempotente{A® = A) s&o iguais a zero ou 1.

5.RAIZES E VETORES CARACTERISTICOS DE
MATRIZES SIMETRICAS

Em estatistica (especialmente em analise mulkigaji
interessa, muitas vezes, conhecer as raizes e esetor
caracteristicos de matrizes simétricas. Veremeasgair, algumas
propriedades das raizes e vetores caracteristieosnatrizes

simétricas.
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TEOREMA 5.1. SeA é uma matriz simétrica real (cujos elementos
sdo todos nameros reais), suas raizes carac@sisdo numeros

reais.

Demonstracdo por absurdo: Seja uma raiz complexa e seja

X+yi (comi =\/—_1) 0 respectivo vetor caracteristico. Entéo
A(x+yi) = A(x +yi)

Pré-multiplicando pofx —vyi)", obtemos

(x—yi)y A(x+yi) = A(x—yi) (x +yi)

X'AX +X'Ayi —y'AXi +Y'Ay = A(X'X = X'yi —y'Xi +VY'y)
Mas x'Ay =y'Ax pois sdo matrizes 2 1 e, comA simétrica,
uma € a transposta da outra. Pela mesma razas,y'x . Entdo
X'AX +y'Ay = A(X'x +Vy'y)

_ X'Ax +y'Ay
XX +y'y

e A , que é um numero real.

TEOREMA 5.2. Para uma matriz simétrica, 0s vetores
caracteristicos correspondentes a raizes caraictsisliferentes

sao ortogonais entre si.
Demonstragdo: D&X, = A X, segue-se que
X,AX, = AX5X, (5.1)
De AX, =A,X, segue-se que

X;AX, =AX X, (5.2)
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Uma vez quex,X; =X;X, e X,AX, =X,AX,, subtraindo
membro a membro as expressdes (5.1) e (5.2) obtemos
0=(A, —A,)xiX,

Se A, # A, conclui-se quex;x, =0, c.q.d.

6. DIAGONALIZACAO DE UMA MATRIZ SIMETRICA

Consideremos uma matriz simétride. Vamos admitir,

inicialmente, que suas raizes caracteristicas @das tdistintas.

Entdo, seX; sdo vetores caracteristicos, cotX; =1, de acordo
com o teorema 5.2 temox/x; =0 para i# j. Verifica-se,

portanto, que matriz

P:[x1 X, ... xn]
€ uma matriz ortogonal, isto €,
Pt=P (6.1)
TemosAX, =A X, parai=1...,n
Ent&o AP:[AX1 Ax, ... Axn]:
:[/11x1 AX, ... Axn]:

A 0 .. 0
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ou AP =PA , (6.2)

onde A € uma matriz diagonal com as raizes caracteigtiea
na diagonal principal.

Pré-multiplicando (6.2) poP’ e lembrando (6.1) obtemos
PAP=A (6.3)

Essa expressdo mostra que, dada uma matriz sienélyi
podemos formar a matriz de vetores caracteristiPpse, por
meio dela, “diagonalizar” a matri, obtendo a matriz\ .

Pés-multiplicando (6.2) pdP’ e lembrando (6.1), obtemos

A =PAP’ (6.4)

Tanto (6.4) como (6.3) mostram géee A sdo matrizes
semelhantes. Entédo, de acordo com o que foi viatgagao 1,
temos

r(A)=r(A)

Mas r(A) = (n° de raizes caracteristicas diferentes de zero).

Entao,

r(A)=r(A) =

= (hde raizes caracteristicas diferentes de zero) ) (6.5

Ressalte-se que essa relacdo ndo € sempre veadpdea

matrizes ndo-simétricas. A matriz

1 1
{_1 ~ } por exemplo, temA;, =4, =0 mas tem

caracteristica igual a 1.
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As relacdes (6.3) e (6.4) foram obtidas com base n
pressuposicado de que as raizes caracteristicAssd® distintas.
Esses resultados, entretanto, sS40 mais gerais: ymasamatriz
simétrica qualquer existe uma matriz ortogonBl tal que
AP=PA, PAP=A e A=PAP’, ondeA é a matriz diagonal
com as raizes caracteristicasAdea diagonal principal (ver Theill,
p. 28). Da mesma maneira que em (6.3) ou (6.4)plamas dd°
sdo vetores caracteristicos AleEntretanto, essa matriz ortogonal
nao é unica quando ha raizes multiplas. Para exemap!
consideremodA =1 ,. Verifica-se qued, =4, =1 e A=1I,. Neste
caso a relacdoAP =PA fica, simplesmenteP =P, ou seja,

podemos utilizar qualquer matriz ortogonat 2. Mas

po| COSp sew
—-senp cosg

€ uma matriz ortogonal para qualquer valor @eisto é, ha

infinitas matrizes que podem ser utilizadas. Quagquma das 2

colunas dessa matr, com ¢ qualquer, € um vetor caracteristico
del,.
7. EXERCICIOS
2
J2 3

a) Obtenhas suas raizes caracteristiche(A,)

7.1. E dada a matri&A :{

H

b) Mostre que A, + 4, =tr(A) =5,
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A, FAF4
e r(A) = (n° de raizes caracteristicas diferentes de zero) = 2

c) Obtenha a matriz ortogonal de vetores caracteststle) e
verifique a relacéo (6.3)
7.2. Para a matria do exercicio 4.2, obtenha a matriz ortogonal
de vetores caracteristicd®) e verifique a relacdo (6.3).
7.3.Com base no exercicio 4.4 e a relagéo (6.5), demeorgue,
para uma matriz simétrica e idempotente
r(A) =tr(A)

8. DIAGONALIZACAO DE UMA MATRIZ QUADRADA
NAO-SIMETRICA COM VETORES CARACTERIS-
TICOS LINEARMENTE INDEPENDENTES

Consideremos uma matriz quadra&laqualquer, com raizes
caracteristicasA,,...,A, e respectivos vetores caracteristicos
Xiy...,X,. Vamos admitir que o® vetores caracteristicos séo

linearmente independentes, de maneira que a matriz
P:[x1 X, ... xn]

€ nao-singular. De acordo com o teorema 2.7,nogetores
caracteristicos sdo linearmente independentes seque asn

raizes caracteristicas forem distintas entre si.
TemosAX, =AX; parai=1...,n

ou AP =PA, (8.1)
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onde A € uma matriz diagonal com as raizes caractelsticA
na diagonal principal.

SeP é nao-singular, existt™ e pré-multiplicando (8.1) por

P~ obtemos
P*AP=A (8.2)

Se os vetores caracteristicos Aendao forem linearmente
independentes, a matri2 sera singular e ndo sera possivel
diagonalizar a matria.

Para exemplificar, consideremos a matriz (Pasjnet262)

-4 9
A=
4 5
a) Verifique que as suas raizes caracteristicas &8 e
A, =-T7.

b) Sem impor que os vetores caracteristicos temhadulo igual

a 1, mostre que uma possivel matriz de vetoresteaisticos é

Y

c) Verifique a relagao (8.2).

9. O DESENVOLVIMENTO DE (I —aA)™
Dada uma matriz quadrada se

limA™=0,

m-— oo
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dizemos qué\ € uma matriz convergente.
TEOREMA 9.1. Dada a matriz quadrada se 8>|A,, |, onde A,
indica a maior raiz caracteristica de em valor absoluto, entdo

1, .
EA € uma maitriz convergente.

Demonstracdo: Vamos admitir que todos ©s vetores
caracteristicos dé\ sao linearmente independentes. Entdo, de
acordo com (8.2), temos

PTAP=A
ou A =PAP™*

Segue-se que

Ia- P(EAJP*

6 0
e (1 Ajm = P(l Ajm P (9.1)
g 0

Com 8>|A,, |, todos os elementos ndo-nulos da matriz

: 1 ~ ~
dlagonalgA sdo, em valor absoluto, menores do que 1. Entéao

Iim(%Ajm -0 9.2)
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De (9.1) e (9.2) segue-se que
Iim(EA) =0, c.q.d.
m-w{ @

Embora a demonstracdo tenha sido feita supondoogue
vetores caracteristicos d& sdo linearmente independentes, o

teorema é vélido para qualquer matriz quadradaReasimetti, p.
265).

Vamos desenvolver, a seguir, um método de obteatazm
-1
. 1
mversa(l —gAj :

Considere a somatoria
m i 2 m
z(EAj Z1 1 +[£Aj +...+(£Aj 9.3)
i=o\ @ 6 e e

Multiplicando os dois membros pd)r—%A , obtemos

(' _% jégAji _ _(%Ajmﬂ

1 .
Sabemos que, par@>|A,, |, a matrlng é convergente.

Entdo, param bastante grande temos, com a aproximacgao
desejavel,
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1585 -

Essa relacdo mostra que a somatéria dada em (9.3) é

aproximadamente, a inversa Ejle—%Aj , isto €,
-1 2
(|—1Aj :I+£A+(£Aj . 9.4)
g 7 7
Temosl —lAzi(a -A)
7 7

e (I —%Aj_ =98 -A)™ (9.5)

De (9.4) e (9.5) segue-se que
L1, 1 1)
a4 -A) —§|:| +5A+[5Aj +:| (9.6)

. 1 - . .
Se fizermos w==, com w<A, |*, que é a condigdo
6
equivalente & >| A,, |, entédo a expresséo (9.4) pode ser escrita

(I —cA)' =1 + A +a?A% + .. (9.7)
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10. MATRIZES NAO-NEGATIVAS E  MATRIZES
IRREDUTIVEIS

Nesta secdo e nas seguintes, onde vamos deduzmasg
propriedades das matrizes nao-negativas, seguireraos
apresentacao de Pasinetti (p. 266-276).

A matriz A € positiva se todos o0s seus elementos sao
positivos, indicando-sa > 0.

A matriz A é ndo-negativase nenhum de seus elementos é
negativo, indicando-séA >=0. Uma matriz nula é uma matriz
nao-negativa.

Uma matriz ndo-negativa na qual pelo menos um eitorée
positivo é denominada matsemipositivaindicando-seA = 0.

Uma matriz quadradadA é denominadaredutivel se for
possivel, trocando linhas e trocando as colunassmondentes,

colocar a matriz na forma

A:{An Alz}
0 A,l

onde A, e A,, sdo submatrizes quadradas. Uma matriz

guadrada é denominadaredutivel se a operacao descrita acima
nao for possivel.

Consideremos, por exemplo, a matriz
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4 0 2
A=l6 8 3
7 0 5

Se trocarmos a®tom a 2 linha e, em seguida, trocarmos®a 1

com a 2 coluna, obtemos a matriz

(o]

——————l

o O

Esse resultado mostra que a makrig redutivel.

Oskar Perron e Georg Frobenius, em trabalhos @mdus
entre 1907 e 1912, deduziram uma série de teorsolae as
raizes caracteristicas e vetores caracteristicomatezes nao-
negativas. A seguir veremos alguns dos teorema®eieon-
Frobenius que sao importantes no estudo dos n®tlieéares de
producao.

Vejamos, inicialmente, como podemos indicar, asadé
uma matriz auxiliar, a permuta ou troca de posig¢izeduas linhas

(ou duas colunas) de uma dada matriz.
Se, na matrid ;, por exemplo, trocarmos & dom a 2 linha

obtemos a matriz

m

I
o +—r O
o O -
= O O
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Se uma matri, com 3 linhas, fopré-multiplicadapor essa
matriz E, havera uma troca de posicoes 8ladin a 2linha deA,

como mostra o exemplo a seguir:

a; ap & 8y
Ela, a,| =|a; a
8y g 8y g

Se uma matriB, com 3 colunas, fopds-multiplicadapor
essa matriE, havera uma troca de posicées 8ladm a 2 coluna
deA, como mostra o exemplo a seguir:

b, b, byl _[b. b by
b21 b22 b23 b22 b21 b23

Em geral, se desejamos efetuar a permuta de dolaasli
(colunas) de uma dada matr&, podemos fazer a permuta
desejada nas linhas de uma matriz unitaria de di&wen
apropriada, obtendo uma matiz, em seguida, a matzé preé-
multiplicada (pos-multiplicada) pd.

Se uma mesma permuta de linhas for efetuada duss,ve
volta-se, evidentemente, a posicado original. Enigera toda

matriz E temos
EE=I

ou E™'=E (10.1)
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Vamos admitir, agora, que desejamos efetuar uniea dérk
permutas nas linhas de uma matizUma primeira permuta de
duas linhas corresponde a pré-multiplicagcdo por omatiz E, .
Uma segunda permuta de duas linhas corresponddtiplitacdo

por E,, e assim por diante. O resultado final seria idlicpor
E.---E,E/A=GA,
onde G=E,---E,E; (10.2)

Se A for uma matriz quadrada e a mesma sequéncia de
permutas for feita nas linhas e nas colunaé de resultado final

pode ser indicado por

E.---E,E,AEE,---E, =GAG™ (10.3)
pois, de acordo com (10.1) e (10.2),

G*=E;'E}'--E.' =E,E,---E,
TEOREMA 10.1. Dada uma matriz quadraflan x n, irredutivel,
se X=0 é um vetor caracteristico ée entdox>0.

Demonstracdo por absurdo: Vamos admitir qu20 tenhah
(com 0 <h <n) elementos positivos @—h elementos iguais a
zero. Entdo, ap6s uma reordenacdo desses elenmodemos

escrever
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ondey é um vetor-coluna coni elementos positivos. Apos
reordenar as linhas e colunasAdda mesma maneira que foi feito

com os elementos de obtemos

A* - GAG -1 - |:A;.l A;.Zj|

* *

A21 A22
onde A}, é uma matrizh xh e A,, é uma matriz
(n-h)x(n-h).

Seja A a raiz caracteristica d& correspondente ao vetor

caracteristicx. Entdo temos
AX = AX
Pré-multiplicando poG, podemos escrever
GAG "'Gx = AGx

ou AX = X

Ay Ap|lY|_IN
A, An,ll0]7] 0

Segue-se que

ou ainda,
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ALy=0

Comy > 0 essa relacdo implica qlAb*21 =0, o que contradiz
a hipdtese de quk é irredutivel.
Portanto, sex=0 é um vetor caracteristico da matriz

irredutivelA, temosx >0, c.q.d.
E facil verificar que a demonstragdo do teoremabtam
poderia ser feita considerando-se um vetor caiatiter a

esquerda.

11. TEOREMAS |

TEOREMA 11.1. SeA =0 é uma matrin x n, irredutivel, entdo

(1+A)" >0, isto é, a matri{l +A)" é positiva.

Demonstragdo: Consideremos um vetor-coluxwza 0, com n

elemento®. Vamos admitir qué elementos sdo positivosre-h
elementos séo iguais a zero. Através de uma reagéerde seus
elementos, o vetor se transforma em

s~y | Y
X —Gx—{o} (11.2)

ondey é um vetor-coluna corh elementos(h<n) positivos.

Apés reordenar as linhas e colunasAdda mesma maneira que

foi feito com os elementos de obtemos

32 Ressalte-se quedo estamos admitindo, no contexto desse teoremaxque
seja um vetor caracteristico Ae
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. L AL A
A" =GAG 1:{A31 Afz] (11.2)
21 22

onde A, é uma matriz hxh e A, é uma matriz

(n=h)x(n-h).

Temos

(I1+AX =x +A'X = {y}{Agl AEZ} {y} = {y+:°\*ny} (11.3)
0] |A,, A,||lO A,y

Comoy >0e A" 20, temosy +A;1y >0, ou seja, o primeiros

elementos do vetofl + A")X s&do positivos. Uma vez que é

uma matriz semipositiva e irredutivel, temas, >0. Entdo, com

y >0, temosA,y =0, isto é, ao menos um elemento Agy é

positivo. Portanto, o vetor (I +A")X tem pelo menosh+1

elementos positivos.

ComoXx =Gx e A" =GAG *, temos

(1 +AX =(1 +GAG)Gx=Gx+GAx=G(l + A)X

mostrando que o vetdt +A)X é resultado de uma reordenacao
dos elementos do vetofl + A)x. Conclui-se, portanto, que o
vetor (I + A)x também tem pelo mends+1 elemenos positivos.

Pelo mesmo raciocinio, segue-se que



236

(1 +A)(I +A)x=(+A)°X terd pelo menosh+2
elementos positivos, e assim por diante.

E claro que (I +A)"X terd, necessariamente, todos 0s

elementos positivos, isto é,
(1 +A)"x>0 (11.4)
Comox é um vetor semipositivo qualquer, conclui-se que
(1+A)">0, c.q.d.

A demonstracdo desse teorema também pode ser feita
utilizando um vetor-linhap =0, com h elementos positivos e
n—h elementos iguais a zero. Pode-se demonstrar qu#too
p(l + A) tem pelo menod1+1 elementos positivos, concluindo-

se que
p(l+A)">0 (11.5)
e (1+A)">0

Antes de enunciar 0 proximo teorema, vejamos alguma

definicbes.

SejaS o conjunto dos vetores-colunxa 0, comn elementos,

tais que X1 =1, onde 1 é um vetor-coluna com todos os

elementos iguais a 1.
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SejaA(x) o maior nimero real tal que

(I +A)"Ax>=A(X)(1 +A)"x (11.6)
E claro que para qualqudr< A(x) teremos

(1 +A)"Ax>A(I + A)"X

Na expressao (11.6) a igualdade deve ser obsepaadaelo
menos um elemento pois, em caso contrario, podesiam

aumentar o valor dd(x)
Note-se que:

a) Comox =0 eA é uma matriz semipositiva irredutivel, temos
Ax=0

b) Comx=0 e Ax=0, temos, pelo teorema 11.1, que
(I1+A)"'x>0 e(I +A)"Ax>0 (11.7)

c) De (11.6) e (11.7) segue-se qix) >0

n n
d) Como (I+A)"=1+nA+| |A+. .+ AT+ AN
2 n-1
verifica-se que

(I +APA=A(l +A)" (11.8)
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SejaA,, o maximo dosi(x), considerando todos os vetoxes

do conjuntoS.

TEOREMA 11.2. O méaximo dogl(x) , indicado porA,, é uma raiz

caracteristica deA e o vetor caracteristico correspondente é

positivo.

Demonstracdo: Sej& o vetor do conjuntd para o qualA(x)

assume o valor maximo, isto é,
A, =AX)
Entéo, de acordo com (11.6),
(I +A)'AX>=A_(1 +A)"X, (11.9)
com a igualdade sendo valida para pelo menos ureldogntos.

Lembrando (11.8), a relacao (11.9) pode ser escrita
Al +A)'X>=A (I +A)"X
Fazendo
X=(1 +A)"X (11.10)

obtemos

ou Z=AX-AX>=0



239

Essa relagdo mostra que devemos ter
) Z=0, isto &,
AX=A X (11.11)

ou
) 220 (11.12)

Vamos demonstrar, por absurdo, que essa segunda

possibilidade ndo pode ser verdadeira.

Comz=0, de acordo com (11.4) temos
(1+A)'z>0
Lembrando que, por definicd@,= AX—A X, obtemos
(I +A)"AX > A (1 +A)"X (11.13)
De acordo com (11.4) e a definichoxilem (11.10), temos
x>0 (11.14)

A soma dos elementos deé dada pot'’Xe

€ um dos vetores do conjurfo
Dividindo os dois membros de (11.13) pot segue-se que

(I +A)"AX >A (1 +A)"X,
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0 que contraria o fato de qu, é o maximo dosi(x) .

Uma vez que a relacdo (11.12) nos conduziu a umiachcao,
s6 nos resta a relacdo (11.11), isto é, concluimas,

necessariamente,

AX=A X, (11.15)

mostrando quel,, é uma raiz caracteristica e Ressalte-se que,

de acordo com (11.14), o vetor caracteristico spoadente é

positivo, c.g.d.

TEOREMA 11.3. Nenhuma raiz caracteristicaAl@ode ser maior
que /...

Demonstracao: Consideremos uma matriz quadfdd=0, de
dimensdesnxn. Sejaa uma raiz caracteristica dee sejap o

correspondente vetor caracteristico a esquerdag,ist

pB =ap
ou équ = ap, §=1,...n
com osh; =0.
Entéoi2| p b =2la | p | (11.16)

Como essa expressao envolve a comparagao de dalares
(e ndo de matrizes), é indiferente usar o simbkolou o simbolo

>=
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Sejap o vetor-linha cujos elementos sdo iguais aos &alor

absolutos dos elementos deEntéo a relagao (11.16) pode ser

escrita
pB>=lalp
ou la|p <=p'B (11.17)
Dada a matriz quadrada irredutivdl= 0, vamos admitir que

a matrizB seja escolhida de maneira que
0<B<=A
Lembrando (11.17) e considerando que 0, temos
la|p <=pB<=pA (11.18)
Segue-se que
lalp” <=p'A
Po6s-multiplicando pok e lembrando (11.15), obtemos
|la|p'X<ApX (11.19)
Note-se que os dois membros dessa expressao slaresc
tornando indiferente o uso do simbalu do simbolo<= .
Comop =0 e, de acordo com (11.14§,>0, temosp X >0
. Entdo de (11.19) segue-se que
lakkA, (11.20)
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Se fizermodB = A, a passa a ser uma raiz caracteristicA de
e a relagdo (11.20) mostra que nenhuma raiz casita deA

pode ser maior do qué,, c.q.d.

12. TEOREMAS II

Nesta secdo veremos uma outra versdo do teorerda 11.
envolvendo o vetor caracteristico a esquerda. Atéesnunciar
esse teorema, vejamos algumas defini¢gbes.

SejaR o conjunto dos vetores-linh@> 0, comn elementos,
tais quept =1.
Sejau(p) o maior nimero real tal que
PA(l +A)" >=p(p)p (I +A)"
De acordo com (11.8), essa relacao também podsceta
P(I+A)"A>=p(pp (I +A)" (12.1)
Uma vez queA é uma matriz semipositiva e irredutivel, de

acordo com (11.5) temgs(l +A)" >0. Entdo, comA =0, temos

p(I +A)"A >0 e conclui-se queu(p) > 0.
Como u(p) € o maior valor que satisfaz a condicao (12.1), é
claro que a igualdade deve ser valida para peloosmem dos

elementos dos vetorasx1 que constituem 0°le o 2 membros

da relacéao.
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Seja l4,, 0 maximo dosu(p), considerando todos os vetores

p do conjuntdR.

TEOREMA 12.1. O maximo dosu(p), indicado por /., € uma

raiz caracteristica dé\ e o respectivo vetor caracteristico a

esquerda é positivo.

Demonstracdo: Seja o vetor do conjuntdR para o qualu(p)

assume o valor maximo, isto é,
Hry = (D)
Entdo, de acordo com (12.1),
p(l+A)'A>=up(l +A)", (12.2)
com a igualdade sendo valida para pelo menos ureldogntos.
Seja
p=p( +A)" (12.3)
Entéo, (12.2) pode ser escrita
PA >= D (12.4)
Seja

W=PA - /4P
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De acordo com (12.4) temag >=0, ou seja, devemos ter
) W=0 e, portanto,
PA = 4.p (12.5)
ou
) W=pA-u4p=0 (12.6)

Vamos demonstrar, por absurdo, que essa segunda

possibilidade n&o pode ser verdadeira.
ComWw =0, de acordo com (11.5) temos
w( +A)">0
Lembrando que, por definicd® = pA — 4. P, obtemos
PA(I +A)" >y p(l +A)"
ou, de acordo com (11.8),
p(+A)'A>up(l+A)" (12.7)
De acordo com (11.5) e a definicdomesm (12.3), temos
p>0 (12.8)
A soma dos elementos (e € dada poipt e
p

* 1
p =—
Pt
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€ um dos vetores do conjuriRo

Dividindo os dois membros de (12.7) gor, obtemos
P (+A)A>pp (1 +A),
0 que contraria o fato de qy¢, é o maximo dogu(p) .

Uma vez que a relacdo (12.6) nos conduziu a uma
contradicdo, s nos resta a relacdo (12.5), istor&gluimos que,

necessariamente,

PA=4.P, (12.9)

mostrando quei,, é uma raiz caracteristica de Ressalte-se

gue, de acordo com (12.8), o respectivo vetor teniatico a

esquerda é positivo, c.q.d.
TEOREMA 12.2. Nenhuma raiz caracteristicaAl@ode ser maior

do que .

Demonstragdo: Consideremos uma matriz quadrddla O, de
dimensBesnxn. Sejaa uma raiz caracteristica dee sejax o

respectivo vetor caracteristico a direita, isto é,

Bx=ax
ou ilbjxj =ax (=1,..n)
i=

com osb, >0.
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Entdo2.b; | X [2]a |Ox | (12.10)
J

Seja x° 0 vetor-coluna cujos elementos sdo os valores
absolutos dos elementos BeEnNntdo a relagdo (12.10) pode ser

escrita
BX >=|a|x
ou |a|X <=BX (12.11)

Dada a matriz quadrad® semipositiva e irredutivel, vamos

admitir que a matriB seja escolhida de maneira que
0<B<=A
Lembrando (12.11) e considerando gue: 0, temos
|a|X <=BX <=AX
Segue-se que
|a|X <=AX
Pré-multiplicando pop e lembrando (12.9), obtemos
|a |pX <y px (12.12)
Comox’ =0 e, de acordo com (12.8),>0, temospx >0.
Entdo, de (12.12) segue-se que

a & (12.13)
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Se fizermodB = A, a passa a ser uma raiz caracteristicA de

e a relacdo (12.13) mostra que nenhuma raiz ceisitiae deA

pode ser maior do qug,,, c.q.d.
A partir dos teoremas 11.3.e 12.2 conclui-se que

A =u (12.14)

13. TEOREMAS llI

TEOREMA 13.1. Seja0<B <=Ae sejaad uma raiz caracteristica
deB. Entdo, sda |- A, temosB = A.

Demonstracdo: Corfr |= A, a relagdo (11.18) fica

Ap <=pB<=pA, (13.1)

onde p* € o vetor-linha cujos elementos sao os valoreslatos

dos elementos d@, que é o vetor caracteristico a esquerda
correspondente a raiz caracteristica de B. Continuamos a
admitir, nesta secdo, que a matriz quadraa além de

semipositiva, € irredutivel.
Seja z=pA-Ap (13.2)
De acordo com (13.1) temos
z>=0

Vamos considerar duas possibilidades:
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I) z=0, que corresponde a

PA=Ap (13.3)
ou
1) z=0 (13.4)

Vamos mostrar que essa segunda possibilidade nde po

ocorrer. De acordo com (11.5), paa O temos
z(l+A)">0 (13.5)
Substituindo (13.2) em (13.5) obtemos
P A +A)">Ap (I +A)" (13.6)

Comop >0,
L 1 .
P=—DP
p
€ um vetor do conjunt®. Dividindo os dois membros de (13.6)
por Pt obtemos

PA(I+A)">Ap(1 +A)",

0 gue contraria o fato de qye, = A, é o maximo dosu(p) (ver

o terorema 12.1).
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Uma vez que a relacao (13.4) nos levou a uma ahod@,
concluimos que a outra possibilidade, dada poBj,18.a correta,

isto &, concluimos que
PA=Ap (13.7)
Essa relacdo mostra que =0 é um vetor caracteristico da
matriz irredutivelA. Ent&o, de acordo com o teorema 10.1, temos
p >0.
De (13.1) e (13.7) segue-se que
PB=pA
ou
p(A-B)=0
Comop >0, concluimos qué =B, c.q.d.

TEOREMA 13.2. Dada uma matriz quadrada semipositiva e
irredutivel, sua raiz caracteristica maxima (ver teorema 11.3) é

uma funcgéo continua e crescente dos elementds de

Demonstracéo: De acordo com (11.20), dare= A temos

An(B) = A,(A)
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Mas, de acordo com o teorema 13.14séB) = A (A) segue-se

gue B =A. Conclui-se que, par8 <A (a desigualdade sendo

valida para pelo menos um elemento) temos
An(B) <A,(A)

TEOREMA 13.3. A raiz caracteristica maxima de uma submatri

principal obtida dé\ (eliminando uma ou mais linhas e as colunas

correspondentes) é menor do qligA).

Demonstracdo: Sejd", de dimensdedhixh (com h<n), uma
submatriz principal dé\. Se substituirmos as linhas e as colunas

eliminadas por vetores nulos, obtemos a m&trimx n, tal que
B<A
Entdo, de acordo com o teorema 13.2, temos

An(B) <A, (A) (13.8)
As linhas e colunas d& podem ser reordenadas de maneira a
obtermos

. 0 0
B =GBG"1={O A*} (13.9)

ondeG é uma matriz do tipo definido em (10.2). CoBi@ B’
sdo matrizes semelhantes, suas raizes caractyis@o iguais

(ver teorema 2.6) e temos
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2,(B)=A.(B) (13.10)

As raizes caracteristicas @& s&o dadas pofB” -/l |=0.

Lembrando (13.9), essa equacéo pode ser escrita

A, 0
0 A -A,

ou (-A)""|A =1, |F0,
mostrando quéd” tem n—h raizes caracteristicas iguais a zero e
que as demais raizes caracteristicas sdo igudesAs Entdo
A(A)=A.(B) (13.11)
De (13.8), (13.10) e (13.11) conclui-se que
A (A) <A (A), c.q.d.
TEOREMA 13.4. A raiz caracteristica maximadleA,,, € uma raiz
simples (n&o multipla) da equacédo caracterigtisa- Al |=0. A

demonstracdo desse teorema sera feita apenas pasa em que

A é uma matriZx 2. Nesse caso a equacao caracteristica fica

Ay, ~ A 3, -0
ay, 3, -A
ou K-(a,+tay)A+ad,-a,a,=0 (13.12)

Essa equacao d8 grau tem uma raiz dupla apenas se
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A=(a,+ a22)2 — 42, —a,f,) =0

ou (a,—a,,)° +4a,3,=0 (13.13)

Para A=0 e irredutivel temosa,@,>0 e a condicéo

(13.13) se torna impossivel. Conclui-se qu& 0 e que ha duas

raizes distintas.

Vejamos uma outra maneira de demonstrar que a &guac
(13.12) ndo pode ter raiz dupla. Se houvesse uizadgpla

teriamos

A=A :@ (13.14)

Mas &, e a,, Sé0 as raizes caracteristicas das submatrizes
principais deA. Entdo, de acordo com o teorema 13.3, temos

a,<A,ea,<A,,oque torna (13.14) impossivel.

TEOREMA 13.5. A cada raiz caracteristica real)(de A distinta
de A, corresponde um vetor caracteristico & direita oup a

esquerda) que tem pelo menos um elemento negativo.
Demonstracdo: Para um vetor caracteristico a ajreinos
AX = ax (13.15)
De acordo com os teoremas 11.3 e 13.4, temos

a<A, (13.16)
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De acordo com (12.8), (12.9) e (12.14), temos

PA=AP, (13.17)
comp >0.
Pré-multiplicando (13.15) pgp e pos-multiplicando (13.17)
por x, obtemos
PAX = apx
e PAX =A_pX
Subtraindo essas duas equagdes membro-a-membrmazbt
(A,—a)px=0
Lembrando (13.16) segue-se que
px=0
Como p >0, conclui-se que o vetor caracteristix@ 0 tem
pelo menos um elemento negativo, c.qg.d.

A seguir faremos a demonstracdo considerando umr vet

caracteristico a esquerda. Por defini¢cdo, temos
PA =ap
Pos-multiplicando pok, obtemos
pPAX = apX (13.18)

De (11.15), pré-multiplicando pgr, obtemos
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PAX = A_pX (13.19)
Subtraindo, membro-a-membro, (13.18) de (13.19grobs
(A, —a)px=0
Com a <A, segue-se que
px =0

Uma vez que, de acordo com (11.14)% 0, conclui-se que o

vetor p # 0 tem pelo menos um elemento negativo.

TEOREMA 13.6. Dado H:C—%)>Am, temos (I —aA)™>0,

(@ —A)™" >0 e todos os elementos das matrifles aA) ™ e
(@ —A)™ sdo fungdes continuas e crescentesudu funcdes
continuas e decrescentes é¢

Demonstracdo: De acordo com os teoremas 11.3 e skhémos
que A, é a maior raiz caracteristica deEntdo, pelo teorema 9.1,
sed=w'>A_, a matriz6A = wA é convergente e, de acordo

com (9.6) e (9.7), podemos escrever

L1 01 1.V
@ -A) —5{I+EA+(EAJ +} (13.20)

e (I —cA) " =1 +aA + WA +... (13.21)
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Note-se que, comA=0, todos os termos no segundo
membro de (13.20) ou (13.21) sdo nao-negativosesdslares
(poténcias deca) que multiplicam as matrizes no segundo

membro de (13.20) ou (13.21) sao estritamenteiposit

As matrizes nodn+1 primeiros termos do segundo membro
de (13.20) ou (13.21) coincidem com as matrizessegundo

membro de

n — n 2 n n-1 n
(1+A)"=1+nA+| |A%+...+ AN+ A"
2 n-1

- n f .
onde os coeficientasg (2) etc. também sao positivos. Sabemos,

de acordo com o teorema 11.1, olerA)" >0. Entdo a soma

dos n+1 primeiros termos do segundo membro de (13.20) ou
(13.21) é uma matriz positiva. Como os demais ters@&m néo-

negativos, conclui-se que
@-A)">0 (13.22)
e (I -aA)*>0 (13.23)

Observando (13.20) e (13.21) verifica-se que toda

contribuicdo (positiva) para formar os elementodds positivos)

de (@ -A)"ou (I —aA)™ é uma funcao continua e crescente de

w=6">0. Conclui-se que cada um dos elemento§@ie- A)™
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ou (I —aA)™ é uma funcéo continua e crescentaxte 87 >0
e, consequentemente, uma funcdo continua e decresde

6=w", c.q.d.
TEOREMA 13.7. Indicando pora; as colunas deA, temos

A:[a1 a ... an] e os totais de colunas sa@,, 1a,, ...,

va,. Para uma matriz quadradé semipositiva e irredutivel,

temos
mjl'n(l'aj) <A, < mjé>(1'aj)

Demonstracdo: De acordo com o teorema 11.2, temos
A X=AX,

com X >0. Pré-multiplicando por', obtemos
A VX =VAX

ou

SN X

X

onde X; > 0 sao os elementos de

Segue-se que
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_ 2(Va))x

A

(13.24)

Note-se que, comA =0 e irredutivel, va; >0 para todg). A

expressdo (13.24) mostra quk, é uma média ponderada dos
totais de colunas'a;, com fatores de ponderacd >0. Se

todos osv'a; forem iguais temos
mjin(l’aj) =A. = mjé>(l’aj)
Caso contrario teremos
mjl'n(l'aj) <A, < mjé)(l'aj)

TEOREMA 13.8. Indicando po€, as linhas dé\, temos

&
e
A=|7
en
e os totais de linhas séa@u, €,, ..., €;l. Para uma matriz

guadrada&, semipositiva e irredutivel, temos

min(ey) < A, < max(eu)

Demonstracéo: De acordo com o teorema 12.1 (e &rdbrque

. =A.), temos
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ﬁA = Amﬁ 1

comp > 0. Pos-multiplicando por, obtemos

Indicando os elementos @e por P, temos
2nEy=4,2p

— 2(eVp

ou A,
2P

mostrando qued,, € uma média ponderada dos totais de linhas

(er>0), com fatores de ponderacad@ >0. Se todos os totais

de linhas forem iguais temos
mil'n(eil) =A, = miéx(eil)
Caso contrario temos
miin(eil) <A, < miéx(eil)
14. RESUMO

Se A é uma matriz quadradaxn, semipositiva A=0) e

irredutivel, temos que:
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a) A maior raizcaracteristicade A, indicada por A, é uma raiz

simples (ndo-mdltipla) da equacgdo caracteristiciAddssa
raiz é positiva e a ela correspondem vetores @afstitos a

direita k) e a esquerdg) que séo positivos, isto &, > 0,

x>0ep>0.

b) A, é uma fungdo continua e crescente dos elementds de
(teorema 13.2).

¢) A raiz caracteristica maxima de uma submatiizcipal deA é

menor do quel,, (teorema 13.3).

d) A cada raiz caracteristica realy) de A distinta de A,

corresponde um vetor caracteristico (a esquerda dineita)
gue tem pelo menos um elemento negativo (teoren®d. 13

e) Sed=w'>A_, temos (I —aA)™ >0, (4 —A)™" >0 e todos
0s elementos dessas matrizes sdo funcbes contiauas

crescentes dev (ou funcdes continuas e decrescentesf)de

(teorema 13.6).

f) O valor de A, se encontra dentro do intervalo delimitado pelo

menor e pelo maior total de coluna Ae O valor de/ se

encontra, também, dentro do intervalo delimitado pgenor e
pelo maior total de linha d& (teoremas 13.7 e 13.8).
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15. MATRIZES SEMIPOSITIVAS REDUTIVEIS

Seguindo Pasinetti, vamos apresentar aqui, sem
demonstracdo, as propriedades relativas as matguadradas

semipositivas redutiveis.

Se A é uma matriz quadradaxn, semipositiva A=0) e

redutivel, temos que:

a) O maximo () entre osA(x) definidos em (11.6) é uma raiz

caracteristica deA a qual estdo associados vetores
caracteristicos a direitax)( e a esquerdap) que sao nao-

negativos. Nao ha nenhuma raiz caracteristicaA aeaior do
que A, mas A ndo é, necessariamente, uma raiz simples da

equacao caracteristica de
b) A, é uma funcéo continua e ndo-decrescente dos dlesram
A.

) A raiz caracteristica maxima de uma submatriz paideA

ndo pode ser maior do quk,.

d) Sed=w'>A_, temos (I —aA)™* =0, (4 —A)" =0 e todos
0s elementos dessas matrizes sao fungbes contEnung®-

decrescentes de
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e) O valor ded,, se encontra dentro do intervalo delimitado pelo

menor e pelo maior total de coluna Ae O valor de/ se

encontra, também, dentro do intervalo delimitado pgenor e

pelo maior total de linha d& (teoremas 13.7 e 13.8)

Note-se que nédo ha, no caso de matrizes semyassiti

redutiveis, teorema correspondente ao teoremaol3dtem (d) da

secao anterior.
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16. EXERCICIOS

16.1. Considere a matriz

1 2 3 1
A=/0 1 1|eovetorx=|0
4 3 2 0

Note que o vetox tem apenas 1 elemento positivo. Verifique

que (I + A)x tem 2 elementos positivos e que os elementos do

vetor (I +A)’X sdo 16, 4 e 20, todos positivos, de acordo com o

que foi visto na demonstracéo do teorema 11.1.

16.2. Considere a matriz

1 2 3 1

A=/0 1 O|leovetorx=|0

4 3 2 0
92
Verifique que(l + A)*x=| 0
124

Esse resultado contraria (11.4)? Explique.

16.3. No contexto do teorema 13.3, considere aiznatr

>

]
=R
P oW R
A N O
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Seja A" a matriz 2x2 obtida deA eliminando a primeira
linha e a primeira coluna. SejB a matriz 3x3 obtida

substituindo a linha e a coluna eliminadas porrestoulos.

a) Mostre que as raizes caracteristicag\desdo 5 e 2.

b) Mostre que as raizes caracteristicaB @@o 5, 2 e zero.

c) Verifigue que a Unica raiz caracteristica realAde igual a
5,1528.

d) Note que, de acordo com o que foi visto no teord®a3,
temosA_(A")=A_(B)<A_(A).

16.4. Para a matriA dado no exercicio 7.1, verifique a relacao

(13.24).

16.5. Idem, para a matri& dada no exercicio 4.2 (note que se

trata de uma matriz semipositiva redutivel).






APENDICE B. INTRODUCAO A CONTROVERSIA DE
CAMBRIDGE SOBRE A TEORIA DO CAPITAL

1. INTRODUCAO 33

Na década de 1950, em Cambridge, Inglaterra, teve
inicio um movimento de critica as ideias neocl@ssigue
Harcourt (1972) denomina “controvérsias de Camleridg
sobre a teoria do capital”. O movimento foi lidevagor
Piero Sraffa e Joan Robinson.

Criticando o papel mistificador da ideia de fungi®
producdo na economia neocldssica, Robinson (1953-4)
escreveu: “Ensina-se o estudante de economia &vescr
Y = f(L,K), ondeL é a quantidade de mao-de-obka,a
quantidade de capital, ¥ a producdo. Se lhe ensina a supor
todos os trabalhadores como sendo iguais, e a rheelin
termos de homens-horas de trabalho; se lhe engmga a
alguma coisa sobre o problema de numeros indices
relacionado com a escolha de uma unidade de mefdida
producdo; e entdo € levado rapidamente para ossunto,
na esperanca de que ele se esqueca de perguntqueem

unidadeK €& medido. Antes que faca tal pergunta, ele se

33 Reproduzimos, nessa introdugéo, varios paragmdoseccio 2.5 (p.
33-37) da dissertacdo de mestrado de Graziandwda($974).
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tornou um professor, e assim habitos confusos (itzsdos)
de pensar sao transferidos de uma geracao pasgd.outr

N&o se pode medir o capital pelo seu valor, pdis és
funcdo da taxa de juros, a qual, por sua vez, seria
determinada a partir da funcdo de producéo (osoprec
relativos do capital e do trabalho sendo deternuisgokla
taxa marginal de substituicdo entre esses fatoresilir o
capital pelo seu valor implica, portanto, em rai@m
circular.

A teoria de produtividade marginal pode servir para
explicar a relacéo entre variacdes nos salariasemprego e
€ uma interessante teoria de alocacéo dos recaiatsyuma
taxa de juros (e a taxa “normal” de lucros); mas c@nstitui
uma teoria que explique a distribuicdo do produbdree
lucros e salarios (ver Serra, 1973, p. 14-141).

Para Dobb (1973, p. 248) o aparecimento, em 1960, d
livro j& classico de Sraffa, intitulado “A producéade
mercadorias por meio de mercadorias” representiadeiro
divisor de aguas na evolucdo do pensamento ecoadmic
partir dessa obra se desenvolveu uma espécie dia esitre
a nova geracdo de economistas, que desenvolveuritina
da teoria neoclassica (como subtitulo ao seu ligm@ffa
colocou que ele era um “prelidio a uma critica elaria
econdbmica”). Uma tendéncia dessa escola foi reaviva

estudo das ideias de Ricardo e Marx. Comentandoaum
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ano apods sua publicacdo, Meek (1961) afirmou qumod&
considera-lo, alternativamente, “como modelo tedric
herético de um tipo especial de economia, destirradar
uma nova solucao ao tradicional problema do val@dmo
atague implicito a moderna analise marginal”, aanfo uma
espécie de magnifica reabilitacdo do método clagsicaté
certo ponto, marxista) de estudo de certos proldemsciais
relativos ao valor e a distribuicéo”.

No modelo da “producdo de mercadorias por meio de
mercadorias” ndo ha lugar para os conceitos deufmod
marginal ou custo marginal. Sraffa mostra que numa
economia com excedente, os valores dos precos/oslad
podem ser determinados se o nivel de salarios daxdade
juros (ou uma relacdo entre ambos) for exogenamente
estabelecido; em outras palavras, a distribuicacedda ndo
pode ser determinada nos limites de um modelaasgnte
“econbmico”. Sraffa estuda a relacao funcionaleenivel de
salarios e taxa de juros (ou lucro) sem discutitre¢anto,
como é fixado (fora do seu modelo), o valor de ulessas
variaveis.

Seria necessaria uma teoria da determinacao dorsosal
de acordo com um nivel de subsisténcia, historitmame
modificado, como é feito nas escolas classica «istar para

“completar” (ou “fechar”) o modelo de Sraffa.
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Dentro do esquema da “producdo de mercadorias por
meio de mercadorias” pode-se mostrar que €, encipiin
possivel que o valor do capital e a taxa de juarseemn no
mesmo sentido, quando se consideram taxas de juros
alternativas, de tal maneira que a uma taxa desjuro
relativamente baixa estd associado um baixo nivel d
mecanizacao.

Esse fendbmeno, denominado de “reversdo do capital”
(“capital-reversing”) contraria 0 que se esperadado com
a funcdo de producdo neoclassica. Mais ainda, -pede
mostrar que uma certa técnica pode ser a maidilteczara
diferentes valores da taxa de juros, com outra&m)itca(s)
sendo a(s) mais lucrativas) para taxas de juresnmgdiarias.
Esse é o fendmeno denominado de “reversibilidade”

(“reswitching” ou “double-switching”) de técnica de

produgé(334. Ao analisar um fendmeno semelhante (as
oscilacdes da diferenca de precos entre duas nugi@agpara
diferentes taxas de juros) Sraffa conclui que esses
movimentos “... ndo podem ser reconciliados apralquer
nocdo de capital como uma grandeza mensuravel
independentemente da distribuicéo e dos precos”.

Samuelson (1962), num artigo que é uma das pecas
basicas da controvérsia, procura defender a teoria

neoclassica, desenvolvendo a sua pseudo-funcamdegio

34 para melhor discuss&o do assunto veja Arauja9r3, p. 3).
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(“surrogate production function”). Entretanto, Ggmani
(1970) mostraria que a construgdo de Samuelsoras@kda
para uma economia onde uma Uunica mercadoria era
produzida, a partir dela mesma e de trabalho. Exéoraa
incompatibilidade entre a funcdo de producéo agiegia
economia neoclassica e a heterogeneidade dos lens d
capital, o debate deu origem a diversas denomisagam
um “capital” que fosse fisicamente homogéneo oueenal:
argila, conjuntos mecanicos (“meccano sets”), etnforme
preferéncia do autor, e que Joan Robinson, irorecaen
denominou de ectoplasma.

Como sera visto adiante, verifica-se que a fungdo d
producdo agregada dos modelos neoclassicos s6 ¢é
estritamente valida em uma “economia” com uma Unica
mercadoria. E claro que essa critica ndo se agilielamente
aos modelos microecondmicos de equilibrio geraé n@o
dependem de uma funcéo de producdo agregada.

Ironicamente, os esquemas sraffianos também foram
utilizados em criticas a economia marxista, padrtoente
no que se refere a determinacdo dos valores-ti@loglando
h& producéo conjunta (Steedman, 1977). Mas, isde per
considerado superado pela solucdo apresentada em
Morishima e Catephores (1980), embora essa solest@ga
longe de ser universalmente aceita entre 0s ecatasnjue

consideram o conceito de valor-trabalho importante.
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Nas secOes seguintes desse Apéndice, apOs estudar
algumas caracteristicas da hipérbole utilizadasandel]
apresentamos a analise da relacdo entre nivell@#osae a
taxa de juros em uma economia (a relagaa), baseando-
nos, fundamentalmente, no artigo de Garegnani (1970
Nesse artigo Garegnani mostra que a “pseudo-fumigio
producdo” de Samuelson (1962) s6 pode existir ena um
economia em que um unico bem é produzido utilizesedo
mao--de-obra e 0 mesmo bem; os pontos basicos cliéssa

sdo apresentados na secao 5 desse Apéndice.
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2. DA GEOMETRIA ANALITICA DA HIPERBOLE

A equacdo geral de uma hipérbole com assintotas

paralelas aos eixos coordenados &

(y+B)(x+a)=y (2.1)
_ vy
ou y_x+a £

Consideraremos, aqui, apenas casos enygue. Note-
se que, cony >0,

lim y=+o0,

x--a*

lim y=-co

Xo—a~

e imy=-23,

X - 00

mostrando que as retas=—-a e y=-L£ sao assintotas da

curva.

De (2.1) obtemos:
a) parax=0, y=OB=%-3;

b) paray=0, x=OA=~%-qa

wix RIS

A figura 1 ilustra os dois tipos de arcos de hipé&lmue

serdo examinados mais pormenorizadamente.
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i >0
| <0
|
|

Vix

Figura 1. Arco de hipérbole convexo ou concavo nmeiro
guadrante.

A equacdo da hipérbole pode ser escrita da seguinte

maneira:
V_p_ylY_,_
(a g yJ(ﬂ ! XJ:L:m
Xy ap

Mostraremos, a seguir, que essa expressao é ewal

(2.2)

a (2.1). De (2.2) segue-se que
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wy=|(y-ap) -ayl[(y-aB) - 5
wy=(y-aB)’ - B(y-ap) —ay(y-ap) +apky

(v—-aPxy=(y-aB)’ - By -ap) —ay(y—ap)
xy+px+ay+aB =y
E, finalmente,
(y+B)(x+ta)=y
A figura a seguir mostra a interpretacdo geometliea
(2.2)

Area ¢ -g-y)( - o-%)

Figura 2. Arco de hipérbole concavo.
O tipo de hipérbole que estamos considerando é

caracterizado pelo fato de a relacdo entre as ateas

retangulos hachurados na figura ser iguat aa—};’. Note-se
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gue essa relacdo ndo depende da posicdo do pont
hipérbole.
Conclui-se, entdo, que o arco de hipérbole quecepea
a parte positiva dos eixos coordenados é concanaodlacao
a origem) se, e somente $8<1, e € convexo se, e somente

se,m>1.
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3. ARELACAO ENTRE SALARIO E TAXA DE JUROS
EM UM UNICO ‘SISTEMA’ COM DUAS ‘LINHAS
DE PRODUCAQ’

Consideremos uma técnica de produgéo, com retornos
constantes a escala, com duas ‘linhas de produgdgdé sao
produzidos dois bens econdémicos, utilizando, camamos,
trabalho ) e capital C). Numa das linhas de produgéo, o
setor 1, € produzido um bem de capital e na ootsefor 2, é
produzido um bem de consumo. Sejay e L as
guantidades do bem de capital e de trabalho ne@ssa
producgdo de uma unidade do bem de capital e s€jaml,
as quantidades do bem de capital e de trabalhcs@tas a
producdo de wuma unidade do bem de consumo.
Estabelecemos que o preco do bem de consumo éaigunl
e que o preco do bem de capital é igupl epresentemos
porw o nivel do salario, pon a taxa de juros ou lucros e por
d a taxa de depreciacdo. Admitindo que os salafesrs

pagos no fim do periodo de producéo, temos
pG(n+d)+wl =p (3.1)
pC,(n+d)+wl, =1 (3.2)

Admitamos que o sistema esteja em estado estaicionar
(isto €, que haja apenas reproducéo simples), deiraaque

todo o produto liquido est4 na forma de bem de wuons
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Neste caso, para cada unidade do bem de consumé que

produzida, é necessario produzr unidades do bem de

capital, com
A=dC +AdCG
Portanto, para cada unidade do bem de consumo sao
produzidas
A ::—?Cl (3.3)

unidades do bem de capital, exatamente o suficipata
repor a depreciacao dos bens de capital existentes.

Explicitando p em (3.1) e (3.2) e igualando as duas
expressoes, obtemos:

1-wh, _ wl, (3.4)
C,(r+d) 1-C/(r+d) '

1-C,(r+d) ~wL,[1-C,(77+d)] =wLC,(77+d)

1-C,(r+d) =wWL, +(LC, - L,C))(7r+d)]

e 1-C(n+d)
L, +(LC, - L,C)(r+d)

(3.5)

Para7 =0 obtemos o salario maximo, dado por

_ 1-dC _ 1-dC (3.6)
L, +(LC,-LC)d L,(1-dC)+dLC, .

Sejal o valor de7s1 paraw=0. Entao, de (3.5) temos:

1-C(N+d)=0
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ou

n=1-9G (3.7)

Uma vez quel-dC >0 (isto é, a depreciagdo dos bens
de capital requeridos para a producao de uma unidadem
de capital € menor que u??]) W e Il sao positivos,
concluindo-se que a relagédo entree 77, dada pela equacao

(3.5), intercepta as partes positivas dos eixosdem@ados.

Se LC,-LC =0, de (3.5) obtemos

W:%_&ﬂ' (3.8)
L2 L2

mostrando que neste caso especial a relacdo wnére €

linear, como mostra a figura 3.

AW

2
N|

Figura 3. Relagaav- 77 linear.

35 Note-se que da equagéo (3.1) segue-sel ufC, = C1n+iv L
p
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E qual é a forma da relagdo entre e 71 se

LC,-LC #0? De (3.5), dividindo o numerador e o

denominador pot C, —L,C,, obtemos:

\/\{—LZ + 7T+ dj = 1 & (77+d)
L1C2 - L2C1 L1C2 - L2C1 L1C2 - L2C1

Adicionando e subtrainde— 21 >
(LG, -LC)

fictrre)
L1C2 - LZCl
LC,

=- G [ 2 + 7T+ dJ o
LC, -LC LG, -LC (|-1C2 - L2C1)

obtemos:

Cy L,
i) (et
[.Co- L,Cy [.C,,C,

:Ll—sz (3.9)
(L1C-L2C1)
Comparando essa expressdao com (2.1) verifica-se aque
relagdow- 71 € um arco de hipérbole com assintotas
- Cl
LC, - LC,
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L, :_dL1C2 +L,(1-dG)
LC, - LG LC, - LG,

m=-d-

A figura 4 mostra a representacdo grafica da relaca

w- 77 quandoLC, —L,C >0.

\ W = 1-dC,
> L, +(LC, - L,C)d

n-1-dS
Cl
— s 71
I D N
! LG, - LG
gL
L1C2_L2C1
Figura 4. Relacaav- 77 convexa.
L _ L, . .
Portanto, se—=>—= 0 arco de hipérbole relevante &
1 2

convexo em relacéo a origem.
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, . L
Se, por outro ladoL,C, —L,C <0, isto e,ﬁ<—2, 0
C G
arco de hipérbole relevante é concavo, como ilustiigura
5.

w
T=-d - L,
4 LC, - L,C,
|
' c
o e e (W S — 1
_____________ |
_ 1-dC, ~~__ ) LC, - LC,
L+(LC,-LC)d ] |
|
I
|
[
|
|
|
h L n
_ \
EELL SN |
Cl \ I

Figura 5. Relacaav- 77 concava.

A correspondéncia entre o valor dgC,-LC, e a

forma (cGncava ou convexa) da relacdo- 77 pode ser
mostrada de uma outra maneira. Comparando (2.B8)9% (
obtemos as seguintes relagdes:
+—I‘2

LC, - LG
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y= LC,
(|-1C2 - L2C1)2
Substituindo essas expressoes em (2.2), fazendmagy

simplificacbes e considerando (3.6) e (3.7), ob&emo

W-w)(M-m) _ 1 _
wWIT "~ h@-dG)+dG, m (310
com
L,
_LG_G
e L
C

W

W "“§\\\\ ; -\\’1'

Area

U

Area/é:
/A
7l

Figura 6. As area®v77 e (W —w)(IM —77) em uma relacéo
W- 7T convexa.

> 71
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Se i>i temosh<l, m>1 e a relacdow-71 é
Cl C:2

convexa em relacdo a origem. éé<i, temos h>1,
1 2
m<1 e arelacaon- 71 é concava.
Em resumo:
a) se a razao trabalho-capital no setor de proddgéo

bem de capital € igual a do setor de producdo do te

L_L

consumo —

arelacdow-7 é umareta;
G G

b) se o setor de producdo de bens de capital éméais
. . L ~ .
de-obra mtensw{h > EZJ a relagaow- 711 é convexa;
2
c) se o setor de producdo de bens de capital € smeno
~ . . L o oA
mao-de-obra mtenswEh < —2] a relacaow- 71 € cbncava.
1 2
Passemos a analisar a relagdo epteer. (Lembremos
gue o preco do bem de consumo foi fixado em um)(33D
temos
D= 1-wL,
C,(mr+d)

Considerando (3.5) obtemos
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-1 L[1-C(n+d)]
C2(7T+ d) C2(7T+ d)[Lz + (L1C2 - L2C1)(7T+ d)]

Y

_L+(LC, - LC)(n+d) - L, + LC(n+d)
© G+l + (LG, - L,C)(r+d)]

_ L
P L+ (LG, - LC)(r+d) (3.11)

Se LC,-LC >0, p é claramente positivo. Se

LC, -LC <0 a condigdo para queseja positivo é

mrd<-— 2
LC, -LGC
ou
me— 2 __g= 1 4
LC, - LG, C - icz
L,

nelige 1y

G o-pc

a condicdo anterior € satisfeita no intervalo reté® para a
relacaon- 7.

A expressao (3.11) mostra que:
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L
CZ
L,

de juros[p=rJ , sendo igual a razdo dos tempos de
2

a) seCi = , 0 precop € 0 mesmo para qualquer taxa
1

trabalho diretamente necessarios a producdo deunidade
do bem de capital e do bem de consumo;
L _ L ; ~
b) se =>—= |, o precop € uma funcdo decrescente de
1 2
Ti;

£<L2

C) se —=
G G

, 0 prec € uma funcéo crescente de

Esses resultados devem ficar claros através de um
raciocinio menos algébrico. Consideremos duascéiasa(l e
) em que a mesma técnica de producdo € utilizada.
Admitamos que a industria do bem de capital é memés-

de-obra intensiva (mais capital intensiva) quediistria do

. 3 L
bem de consumo, isto eL—1 <=,
Cl C2

Na situagéo | a taxa de lucro7&, o nivel do salario é
W, o preco do bem de capital@, e ha equilibrio, com as
duas industrias sendo igualmente lucrativas.

Consideremos, a seguir, uma situagéo Il, cap™ 73, .

Entdo, W, <w, e o montante de lucros em ambas as

indUstrias seria maior e o total de salarios pagom menor
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. ~ slé L,
que na situacdo |. Entretanto, <—=, 0 aumento do
1 2
montante de lucros devido ao maior valor de sera
relativamente maior na industria de bens de cafuia é,
neste exemplo, a mais capital intensiva) e o delon@sno
total de salarios sera relativamente menor para eEsma

industria. Conclui-se que o preco do bem de capgiad,
necessariamente, maior que na situagéo |, isg & p, .

A seguir veremos como se pode ler, em um grafico da
relacdon-71, os valores de: a) o produto fisico liquido por
unidade de trabalha); b) o valor k), em termos do bem de

consumo, do capital por unidade de trabalho; e €lagao

capital-produto(%} .

Uma vez quéN é o valor do salario s8 =0, ele é igual
ao valor do produto liquido por unidade de trabalho
Mostremos esse fato mais formalmente:

De (3.6) temos

1
W=s————
|_2 .|.diQ L1
1-dC
Considerando (3.3) obtemos

1
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Uma vez quel, + AL, é o nimero total de unidades de
trabalho necesséarias, direta e indiretamente, @amaducao
de uma unidade do bem de consumo, e uma vez qae ess
unidade é o produto liqguido de uma unidade da $tréhl
integrada”, a relacdo (3.12) mostra gieé igual ao produto
fisico liquido por unidade de trabalho, isto é,

W=q (3.13)

Lembrando que o preco do bem de consumo € igual a
um, conclui-se que também é o valor do produto liquido
por unidade de trabalho.

Segue-se queW-w ¢é a parcela do produto
correspondente aos lucros relativos ao capitabpatade de
trabalho, isto é,

W-w=7K,
ondek é o valor do capital por unidade de trabalho.

Entdo, para o angul@ , nafigura 7, temos

tgf=——=—=k (3.14)



287

salario

taxa de
lucro.

Figura 7. Determinacgé&o do valor do capital por adelde
trabalho(k =tgé).
De (3.13) e (3.14) segue-se que
k=9—W (3.15)
s

-W

A relacao w =k também pode ser obtida,

algebricamente, considerando que, por definicéo,
= (C.+AC)p
L, + AL
e utilizando (3.11), (3.3), (3.5) e (3.6).

Para uma dada técnica, uma vez que a quantidade de

capital fisico por unidade de trabalho, dada%PCL ++/]/$L11) P ,
2

(3.16)

€ constante, as mudancas kmefletem mudancas em (o
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preco do bem de capital em termos do bem de corjsumo
Esse é o chamado efeito-prego de Wicksell.

Considerando o trianguM/OM na figura 7 temos

_ 9
tgfd = ——
g OM
ou oM :% , 0 inverso da relacéo capital-produto.

4. PRODUCAO COM VARIOS ‘SISTEMAS'

Consideremos um caso em que existem 3 diferentes
sistemas de producgéo, sendo que, em todos elesdagho
W-71 € linear.

Vamos admitir que o bem de consumo é 0 mesmo em
todos os sistemas, que diferem pelo bem de cdpitameio
de producéo) utilizado. Uma vez que em todos d¢smes de
producdo o preco do (mesmo) bem de consumo é figado
1, os valores de ep (preco do bem de capital) de diferentes

sistemas podem ser comparados.
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v

:

.

1
nab

Figura 8. Relacdew- 77 lineares e o respectivo valor do
capital por unidade de trabalHq.(

Examinando a figura 8, verifica-se que, 8> 7T,, 0

sistema (a) sera utilizado, pois neste intervato pErmite
obter, dado o nivel do salério, a maior taxa desyou taxa
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de lucro). Quandoi,. <71<7,,, o sistema (b) sera utilizado,
e quando7nt <7, o sistema (c) sera utilizado.

Para n=r7, e n=r7,, temos “pontos de mudanca”
(switch points).

Neste exemplo verifica-se que, nos pontos de muadang
a uma taxa de juros mais baixa corresponde um raalor

do capital por unidade de trabalh) ¢ uma relacdo capital-

produto (k/q) mais elevada. E 6bvio que o sentido da

relacdo entre os valores dg k e k/( ser4 sempre esse se as

relacbesw- 71 dos varios sistemas forem todas lineares.

Denomina-se efeito real de Wicksell a variacdo dlorv
dek num ponto de mudanca entre sistemas. Fala-seestn ef
real de Wickselpositivose, num ponto de mudancga, & menor
taxa de juros corresponder um maior valokdediz-se que
esse efeito @egativose a menor taxa de juros corresponder
um menor valor dé&.

Conclui-se, entdo, que se as relac®essz sdo todas
lineares s6 podemos ter efeitos reais de Wickssitigos.

Consideremos, a seguir, um caso com 2 sistemas de
producéo, sendo que a relag@e 71 é uma linha reta para um
dos sistemas e um arco de hipérbole para outroa Par
especificar melhor o exemplo, admitamos que osnperas

tenham os seguintes valores:
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Sistema (a) Sistema (b)
C=L,=2 G=2,1,=1
C=L-=1 C,=1,L,=2
d=0,2 d=0,22

Entdo, as equacdes (3.1) e (3.2), relativas a pémddo
bem de capital e do bem de consumo, séo

2p,(n+02)+2w, = p, (4.1)
{ p,(n1+02) +w, =1 4.2)
para o sistema (a), e
2p,(n+ 022 +w, = p, (4.3)
JLpn(n+ 022 +2w, =1 (4.4)

para o sistema (b).
De acordo com (3.3) temos

A =L e 2 =2%2- 039
3 056

De (3.5), (3.6) e (3.7) obtemos:
w, =06-2n, (4.5)
W, =06,
n,=03,

_ 056-27

© 134-37° (4.6)
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\/\/b :0'_28 = 0418
067
e M, = 028

No sistema (a) a razao trabalho-capital € a mesasa n

T (N PR
duas industrias = =—= | e, consequentemente, 0 prego
1 2

independe da taxa de juros e é igual a razdo eadre
quantidades de trabalho diretamente necessarias @ar
producdo de uma unidade do bem de capital e dodeem

consumo:

_Lj —
p =21=2
: L2

Considerando (3.13) e (3.15) podemos facilmente

verificar que no sistema (a) o valor do capital poidade de

trabalho e a relac&o capital-produto também séastantes.

k,=2
ka2 _10
q 06 3

No sistema (b) a industria do bem de capital € mais
L . L ~
capital |nten5|va(ch<€2J e, consequentemente, a relagédo
1 2

W-71 é um arco de hipérbole concavo em relacdo a origem

0 preco B, € uma funcdo crescente da taxa de juros. De
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acordo com (3.13) e (3.16), conclui-se qlig e k/q,

também sédo funcbes crescentes da taxa de juros.

Os valores da taxa de juros nos pontos de mudantiga e
sistemas (se tais pontos existirem) podem serrdgiados
igualando (4.5) e (4.6) e resolvendo a equacaoedansio
grau em71 assim obtida.

Neste exemplo as raizes sao
n,=025e n,=0161
As variagOes dev e k em fungéo de7n1 estdo ilustradas
na figura 9. Verifica-se que ha reversibilidadetéenica (a)
de producéo (“reswitching”). Sa > 0251 o sistema (a) sera
utilizado; se 0161< 1< 0251 o sistema (b) seréa utilizado, e

se 1< 0161 o sistema (a) sera, novamente, utilizado.

No ponto de mudanca =7, =0,25] a taxa de juros

mais baixa esta associada com um menor valor dtatppr
unidade de trabalho, isto é, temos um efeito redalMicksell
negativo. Tal fenbmeno também é chamado de revelsao

capital (“capital-reversing”).
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Figura 9. Duas relagbes- 77 e as respectivas mudancgas no
valor do capital por unidade de trabalkp (
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5. A FUNCAO DE PRODUCAO AGREGADA NA
ECONOMIA NEOCLASSICA

Tendo em vista as criticas sobre a possibilidade de
mensuracdo do “capital” agregado, Samuelson (1962)
apresentou a sua “Surrogate production functiorse(plo-
funcdo de producgédo), que ele pretendia que fosspativel
com a heterogeneidade dos bens de capital; a emielde
um conjunto de relagbew-71 (como as da figura 8 deste
Apéndice) seria uma isoquanta da pseudo-funcédo de
producao.

Garegnani (1970) iria mostrar, entretanto, comemes
no fim desta sec¢do, que a pseudo-funcdo de prodada
poderia existir em uma economia onde um Unico besaef
produzido.

Recordaremos, inicialmente, algumas das caradatesst
da funcdo de producdo agregada da economia ndoalass
representada por

Q=F(K,L),
ondeQ, K eL representam, respectivamente, o produto total,
o capital e a mao-de-obra empregados.

Admite-se que essa funcdo é linearmente homogénea,

isto €, se as quantidades de insum&s g L) forem

multiplicadas por uma constanig>0 qualquer, o produto

sera multiplicado pelo mesmo fator:
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ou

ou

ou

ou

F(oK,pL) = pF(K,L) =

Fazendop = % obtemos

Q_(K.\_¢K

: F(L,lj f(Lj (5.1)
(K

Q‘”(ﬂ

Q _ [Ej—u'(ﬁjﬁ

oL L L )L?

2 (K] k(K 59

Entao

a_Q =Lf '(Ejl
oK L

0Q _ (K

De (5.3), (5.1) e (5.4) segue-se que
0Q _Q_KdQ

oL L LoK
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Q:a_QL+a_QK
oL oK

Esse resultado corresponde ao teorema de Eulea e su

(5.5)

interpretacdo, dentro da economia neoclassica, &€ @u
produto sera exatamente suficiente para que sef@oSpPOS

servicos do capital e o trabalho se o0 preco détaseses de

producao” for igual a sua produtividade margirsh ie, se

0Q _

il w (5.6)
e %%:n, (5.7)
teremos
Q=wL+7/K
Entao

1= a_QL +6_Q£ = W_L +K

oLQ KQ Q Q

isto é, a elasticidade de producdo de cada fatgua a
fracdo do produto total recebida pelo fator.

(5.8)

Sejam
K Q
= — e = —
L a L
Entdo, de acordo com (5.1), temos
q=f(k) (5.9)

De (5.4) e (5.7) segue-se que

f(@:%%:n (5.10)
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De (5.3), (5.6), (5.9) e (5.10) obtemos
w=q-krmr (5.11)

As relagdes (5.9) a (5.11) sao ilustradas na figQra

q = (k)

R b mar e v s v an o o

Figura 10. A funcéo de producédo agregada.

De (5.3) e (5.6) obtemos

w= f(ﬁj K f'(ﬁj (5.12)
L) L L
A relacéo (5.10) pode ser escrita
= f(%) (5.13)

As expressbes (5.12) e (5.13) constituem equacgOes
paramétricas para a relagfiesz. Conclui-se que a
declividade da relacdav- 77 derivada de uma funcdo de

producéo agregada é
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dw
o) -
aw_ \L)__\L L) L \L)__K
dr  dm (Kj L
K an
o)
L
ou
w__y (5.14)
dr

Sabemos, pelo que foi visto na seccao 3, que eal ger

aw,
dmr

Figura 11. Determinagéo #ee dej—W em um ponto de
T

uma relagdow- 77 concava.
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Verifica-se queg—W = -k apenas se a relacam- 11 for
T

linear.

Vejamos as implicagbes dessa condicdo. Sabemas, pel
gue foi visto na seccédo 3, que a relagéon (ou “curva de
salario”) de um sistema é linear se, e somentea gazao
entre trabalho e capital requeridos € a mesma nas d
industrias (de bens de capital e de bens de cornsistm €,

L, L .
se Elzc—z Vimos que, neste caso, 0 preco do bem de
1 2

capital (fixando-se em um o preco do bem de con}umo

dado por

Examinando-se as equacdes (3.1) e (3.2) verificpiee

_L_C

se p—L—:C—, uma equagdo € um multiplo da outra. No
2 2

exemplo dado na secc¢éo 4, verifica-se que a equédcBoé

igual a 2 vezes a equacédo (4.2) (Lembrar que, sedtEma,
p, =2). Entdo, se escolhermos convenientemente a unidade

do bem de capital, podemos fazer com que as dumg@es
se tornem idénticas, ou seja, tal sistema nao EmEie
distinguido de um em que um uUnico bem ¢é produzido
utilizando-se 0 mesmo bem e méao-de-obra. Em resuma,

vez que heterogeneidade de mercadorias, nestextmns®
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pode ser apropriadamente definida através de difasenas
condicbes de producdo, uma relagée 71 linear significa
gue um unico bem (mercadoria) € produzido utilizasd o
mesmo bem e mao-de-obra.

A conclusdo é que a pseudo-funcdo de producdo so6
existe huma economia em que um unico bem é proaluzid
utilizando-se méo-de-obra e 0 mesmo bem.

Quatro anos apoés a publicacéo do artigo sobreeutjos
funcdo de producado”, Samuelson (1966) publica utigaar
onde reconhece a importancia teérica do fendmeno da
reversibilidade de uma técnica de producéo (“rehiig”) e
alerta para as limitagbes das *“old time parables of
neoclassical writing”.

Cabe ressaltar que no artigo classico de Solow6(195
inicio da sec¢éo Il) hA mencdo ao fato de que o efonod
representa uma economia com um Unico produto. &ivro
textos atuais também reconhecem (sem maior distussga

limitacdo de modelos neoclassicos com funcdo ddugém

agregad?ae.

36 ver, por exemplo, o livro-texto de macroeconomgaBianson (1972),
no inicio do capitulo 19. Jones (2000) apenas maacio fato (no
segundo paragrafo do capitulo 2), aparentementesidemando-o
irrelevante para uma apresentacao do modelo devSolo






BIBLIOGRAFIA

ARAUJO JR., J.T. (1973praffa e a controvérsia recente
sobre Teoria do Capital CEDEPLAR/UFMG,
Associagcdo Nacional de Centros de Pos-Graduacdo em
Economia (I Encontro Anual).

BRANSON, W.H. (1972Macroeconomic theory and policy
Harper & Row, Publishers, New York.

CHIANG, A.C. (1974) Fundamental Methods of
Mathematical Economics? ed. McGraw-Hill, New
York.

CUNHA, M. S.; HOFFMANN, R. (2000). Valores-traballeo
precos de producdo em um sistema econdmico sraftiam
renda extensivaRevista de Economia Politica. 20, n. 2
(78), abril-junho de 2000, p. 120-140.

DOBB, M. (1973)Theories of value and distribution since
Adam Smith Cambridge University Press, Cambridge,
Inglaterra.

GAREGNANI, P. (1970) Heterogeneous Capital, the
Production Function and the Theory of Distribution.
Review of Economic Studies: 3107-436. Reproduzido
in HUNT, E.K. e SCHWARTZ, J.G. (ed.), (1972).
critique of Economic Theoryenguin Books, Middlesex,
Inglaterra, pp.245-291.

GONTIJO, C. (1989) A epistemologia da transformacéoa
critica ao neo-ricardianismoRevista de Economia
Politica, v. 9, n. 3 (35), p. 84-102.



304

GONTIJO, C. (1994) A lei do valor em condicbes de
producdo conjuntaRevista Brasileira de Economia.
48, n. 3, p. 389-398.

GONTHNO, C. (2008) A transformacao de valores eetqs
segundo o Sistema Temporal Unico: uma apreciacao
critica.Economiav. 9, n. 1, p. 215-243.

GONTIJO, C. (2009) O valor-trabalho como fundamedue
precos.Economia e Sociedade. 18, n. 3 (37), p. 493-
511.

GRAZIANO DA SILVA, J.F. (1974) Interpretacdo de
alguns recentes estudos sobre distribuicdo da remala
Brasil. Dissertacdo de Mestrado apresentada a ESALQ-
USP, Piracicaba, SP.

HADLEY, G. (1961) Linear Algebra Addison-Wesley,
Reading, Massachusetts.

HARCOURT, G.C. (1972)Some Cambridge Controversies
in the Theory of CapitalCambridge University Press,
Cambridge, Inglaterra.

HARCOURT, G.C.; LAING, N.F. (1971)Capital and
Growth Penguin Books, Middlesex, Inglaterra.

HOFFMANN, R. Valores-trabalho e precos de reproduca
Revista de Economia Politicao prelo, 2013.

HOFFMANN, R.; CUNHA, M. S. (2001). Valores-traballeo
precos de producdo em sistemas econémicos Sraff@om
terra homogéne#&evista Brasileira de Economia. 55, n. 1,
jan.-mar. de 2001, p. 53-76.



305

HOFFMANN, R.; VENTER, Paulo Régis (1990) A Renda
Extensiva da Terra em um Sistema SraffidPesquisa e
Planejamento Econdmico &): 601-612, dez. de 1990.

HUNT, E.K. e SCHWARTZ, Jesse G. (org.) (1972)
Critique of Economic Theory Penguim Books,
Middlesex, Inglaterra.

JOHNSTON, J. (1971Métodos Econométrico€d. Atlas,
Séo Paulo.

JONES, C. I Introducdo a Teoria do Crescimento
EcondmicoEditora Campus, Rio de Janeiro.

LANGE, O. (1967)Introducéo & EconometrigEd. Fundo de
Cultura, Rio de Janeiro.

LANZER, Edgar Augusto (1982Programacdo Linear
Conceitos e AplicagbesRio de Janeiro, IPEA, Série
PNPE-4.

LIMA, L.A. de Oliveira (1974). O conceito de capita a
teoria da distribuigcéo da rendRevista de Administragéo
de Empresgsl4(2):7-20.

MEDIO, A. (1972) Profits and Surplus-Value: Appaace
and Reality in Capitalist Productiom HUNT, E. K. e
SCHWARTZ, J. G. (org.),A Critique of Economic
Theory Penguin Books, p.312-346.

MEEK, R.L. (1961) Sraffa e a reabilitacdo da ecoiwam
classica. Artigo publicado simultaneamente Suottish
Journal of Political Economyde junho de 1961, e em
Science and Societyna primavera de 1961, e
reproduzido em MEEK, R. L. (1971Fconomia e
Ideologia Zahar Editores, Rio de Janeiro, p. 209-30.



306

MORISHIMA, M.; CATEPHORES, G. (1980).valor,
Exploragdo e Crescimento: Marx a luz da Teoria
Econdmica ModernaZahar Editores, Rio de Janeiro.

MORISHIMA, M. (1973).Marx’s Economics: a dual Theory
of Value and GrowthCambridge University Press, 1973.

NELL, E. (1972) Property and the means of productia
primer in the Cambridge Controversyhe Review of
Radical Political EconomigdMichigan, 4(2):1-27.

PASINETTI, Luigi L. (1977)Lectures on the Theory of
Production New York, Columbia University Press.

POSSAS, M. L. (1982) Valor, Preco e Concorréncio @
preciso recomecar tudo desde o inicRevista de
Economia Politica @): 71-110.

POSSAS, M. L. (1983) Apresentacdo da obra de Piero
Sraffa. In Kalecki - Sraffa - RobinsorAbril Cultural,
Colecdo Os Economistapp.151-172.

POSSAS, M. L. (1984) Marx e os fundamentos dardicéa
econdbmica capitalista.Revista de Economia Politica
4(3): 63-84.

POSSAS, M. L. (1989) Dinamica e concorréncia
capitalista: uma interpretacdo a partir de Markditora
HUCITEC e Editora da UNICAMP.

RICARDO, David (1982)Principios de economia politica e
tributacda S&o Paulo, Abril Cultural (Colegcdo Os
Economistas).

ROBINSON, Joan (1953-4) The production function #mel
theory of capitalReview of Economic Studjesl. 21, p.
81-106. Reproduzido em HARCOURT, G.C. e LAING,



307

N.F. (ed.) (1971)Capital and Growth Penguin Books,
Middlesex, Inglaterra, p. 47-64.

ROBINSON, Joan (1973Collected Economic Papers, vol.
IV. Humanities Press, New York.

ROBINSON, Joan e EATWELL, John (1973An
Introduction to Modern EconomicsMcGraw-Hill,
London.

RONCAGLIA, Alessandro (1978)Sraffa and The Theory of
Prices John Wiley & Sons.

ROSINGER, Jean-Luc (1984) Taxa de Mais-Valia, @tab
Comandado e Taxa de Lucro: uma Abordagem
Funcional. XIl Encontro Nacional de Economigé&Séo
Paulo, dezembro de 1984. ANPEC, Anais, vol. 3, pp.
1459-1489.

SAMUELSON, P.A. (1962) Parable and realism in cpit
theory: the surrogate production functioReview of
EconomicStudies vol. 39, p. 193-206. Reproduzido em
HARCOURT, G.C. e LAING, N.F. (org.) (197Dapital
and Growth Penguin Books, Middlesex, Inglaterra, p.
213-32.

SAMUELSON, P.A. (1966) A summing upQuarterly
Journal of Economigsvol. 80, p. 568-83. Reproduzido
em HARCOURT, G.C. e LAING, N.F. (org.) (1971)
Capital and Growth Penguin Books, Middlesex,
Inglaterra, p. 233-50.

SERRA, J. (1973) A reconcentracdo da renda: critica
algumas interpretacdeSstudos CEBRAP, 3:31-156



308

SIMONSEN, Mario Henrique (1984) Marx e a Revoluci&o
Von Neumann.Revista Brasileira de Economia (Z3,
abr./jun. 1984.

SOLOW, R.M. (1956) Model of GrowtlQuarterly Journal
of Economicsvol. 70, p. 65-94. Reproduzido em SEN, A
(org.) (1970) Growth Economics. Penguin BooOKs,
Middlesex, Inglaterra, p. 161-92.

SRAFFA, Piero (1983production of Commodities by Means
of Commodities - Prelude to a Critique of Economic
Theory Cambridge University Press, Cambridge,
Inglaterra.

SRAFFA, Piero (1960Producédo de mercadorias por meio
de mercadorias: preladio a uma critica da teoria
econbmica Sao Paulo, Abril Cultural (Colecdo Os
Economistas).

STEEDMAN, I. (1977)Marx after SraffaNLB, Londres.

THEIL, H. (1971)Principles of EconometricsJohn Wiley,
New York.

VENTER, P. R. (1990) A Renda da Terra no Sistema
Econbmico Sraffiano. Piracicaba, ESALQ-USP,
Dissertacao de Mestrado.

VENTER, P. R.; HOFFMANN, R. (1991) A Renda
Intensiva em Sistemas SraffianB®vista de Economia e
Sociologia Rural 2@): 183-208, jul./set. de 1991.



