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Prefacio
Este material didatico foi utilizado durante algumas das aulas do curso
“Geometria Olimpica com GeoGebra” para professores de Matematica do Ensino
Fundamental e Médio de todo o Brasil. O texto conta com 68 figuras que
facilitam acompanhar a resolucao. Todas tém como complemento links para os
graficos interativos no site do GeoGebra e, varios, a resolucao em video do
YouTube. A discussao é organizada em cinco capitulos: Conceitos bésicos;
Aplicacoes da inversao; Prova de Teoremas utilizando inversao; Exercicios de
construcao geométrica por inversao; Problemas resolvidos utilizando inversao. O
diferencial na utilizacao do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita
do software, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As
construcoes geométricas podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se
diversas configuragoes de um mesmo problema. O GeoGebra serve tanto como
calculadora grafica e numérica, utilizada para a verificagao, como ferramenta,
para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa. O GeoGebra

também convida o leitor a interagir, a por as maos na massa.
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Capitulo 1

Introducao

O livro faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de estudante e professores
com problemas de Olimpiadas de Matematicas. Em particular, este material didatico foi utili-
zado durante algumas das aulas do curso Geometria Olimpica com GeoGebra para professores
e estudantes de alto rendimento em Matematica do Ensino Fundamental e Médio de todo o
Brasil. Os mesmos acontecem na modalidade de Ensino a Distancia (EaD) pela plataforma
Apolo de Cultura e Extensao da USP.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento, curso de
Geometria, Nivel 2, do Prof. Rodrigo Pinheiro [33] e do Prof. Cicero Thiago [36]. Também
serviram como referéncia os livros de Geometria [26] e Geometria Analitica [2] adotados pelo
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT).

O texto conta com 68 figuras que facilitam o acompanhamento das resolugoes. Como
complemento, os links dos graficos interativos sao disponibilizados em paginas do GeoGebra.
Varios problemas contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do YouTube.

A discussao é organizada em cinco capitulos: Conceitos basicos; Aplicagdes da inver-
sao; Prova de Teoremas utilizando inversao; Exercicios de construcao geométrica por inversao,
Problemas resolvidos utilizando inversao.

O diferencial na utilizacdo do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do soft-
ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construgoes geométricas
podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuragoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a ve-
rificagao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.

Com uma boa organizacao e programacgao adequada discutir problemas na tela do GeoGe-
bra permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. En contra partida, na versao
impressa tradicional o aprendente precisa ficar alternando entre paginas para acompanhar uma
resolucao.

O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto é, pode movi-


https://uspdigital.usp.br/apolo/apoObterCurso?cod_curso=740300011&cod_edicao=22001&numseqofeedi=1
https://www.GeoGebra.org/m/vsfydv2v
https://www.youtube.com/watch?v=AEOTmoHzOoQ&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=117&t=300s
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mentar pontos da construcao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos mais obstina-
dos é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes.

Adicionalmente, a versao online do GeoGebra funciona como uma rede social de aprendi-
zado e colaboracao. Os profissionais e alunos podem disponibilizar e buscar construcoes, baixar
e modificar ou alterar e salvar no préoprio site. Em resumo, é um local que fornece materiais e
meios alternativos para a troca de conhecimento relacionado ao ensino de Matematica.

Trés livros eletronicos gratuitos com as notas de aulas da primeira parte do curso Geome-
tria Olimpica com GeoGebra estao disponiveis em [10], [L1] e [12]. Também foram publicados
quatro livros eletronicos dedicados a resolucao de problemas de olimpiadas internacionais de
Matematica para o Ensino Médio: [6], [7], [8] e [9]. Outros trabalhos da area de Matematica
sao [13], [14], [15], [16], [17], [18], [19], [5], [20], [22], |23], [24], [25], [34] e [21]
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Capitulo 2
Conceltos basicos sobre inversao

A geometria inversiva que serd discutida neste e-book é o estudo duma transformacgao
do plano no plano. Esta mapeia circunferéncias e retas em outras circunferéncias ou retas
e preserva, localmente, os angulos entre as curvas que cruzam-se. Varios problemas dificeis

tornam-se muito mais simples utilizando a inversao.

Defini¢ao 1 (Inversao de ponto). Dados um plano 1, uma circunferéncia i € I, com centro O

e raio r, e um ponto P € [, o ponto P’ que pertence a semirreta OP e satisfaz
OP' -OP = r?

é chamado inverso de P em relagdo a i (Figura 2.1). O ponto O € chamado “centro de inversio”

e 1 € chamada de “circunferéncia de inversao”. Também utiliza-se a notagao

P" = Inv(P,1).
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Figura 2.1: Ilustracdo da Definicdo 1 e da construcao dos pontos inversos P’ e @'. Quando
S ei= 5" =85. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Segue diretamente da Definicdo 1 que os pontos sobre a circunferéncia de inversao sao
invariantes. Isto é, quando o ponto S € i = S’ = S. Adicionalmente, P = Inv(Inv(P,i),1).
Os pontos no interior de 7 sao transformados em pontos no exterior de i e vice-versa. Também

convenciona-se que “o infinito” e o centro de inversao O formam um par inversivo.

2.1 Construcao de P’ quando P esta no interior de i.

Exercicio 1. Construir o inverso do ponto P, quando P € interior a circunferéncia de inversao

1 de centro O.

2.1.1 Resolucao do Exercicio 1

A seguir descreve-se um procedimento de construcao do inverso P’, com régua e compasso,

quando o ponto P estd no interior da circunferéncia de inversao (Figura 2.1):
1. Tracar a semirreta OP.

2. Tracar uma perpendicular a OP passando por P e marcar o ponto A na intersecao desta

com ¢.
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3. Construir o segmento OA. Tracar uma tangente a i passando por A e marcar o ponto P’

na intersecao desta com a reta OP.

Como ZAOP = ZAOP' (comum) ¢ ZOPA = ZOAP' = 90° tem-se:
AOPA ~ NOAP'.

Segue que:
AP A0 PO

PA_ PO A0

= OP-OP = 0A* =",

2.2 Construcao de Q' quando () esta no exterior de i.

Exercicio 2. Construir o inverso do ponto Q), quando Q) € exterior a circunferéncia de inversao

1 de centro O.

2.2.1 Resolucao do Exercicio 2.

Segue o procedimento de construcao do inverso (', quando o ponto () esta no exterior

da circunferéncia de inversao (Figura 2.1):
1. Tracar a semirreta OQ).

2. Tragar uma tangente a ¢ partindo de () e marcar o ponto de tangéncia B. Construir o

segmento OB.
3. Marcar (' como a projecao ortogonal de B sobre OQ).

Analogamente ao caso anterior vale AOQB ~ AOBQ' e

0Q-0Q = O0B? =

2.3 Primeira construcao do inverso valida para qualquer
posicao.
Exercicio 3. Construir o inverso do ponto P, dentro ou fora da circunferéncia de inversao 1

e centro O, utilizando somente regra e compasso.

2.3.1 Resolucao do Exercicio 3.

A Figura 2.2 ilustra o procedimento de construcao descrito a seguir.

LOPEZ LINARES, J. Transformacio de Inversdo: Teoria, Exercicios de Construcao
Geométrica, Problemas Olimpicos e Aplicacoes. Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2022. 105 p. ISBN
978-65-87023-25-0 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023250.



CAPITULO 2. CONCEITOS BASICOS SOBRE INVERSAO 19

1. Com centro em P e raio PO construir a circunferéncia c. Marcar o ponto A em uma das

intersecoes entre ¢ e c.

2. Com centro em A e raio AO construir a circunferéncia d. Marcar o ponto P’ na interse¢ao

da semirreta OP com d.

Figura 2.2: Guia para o Exercicio 3. A construcao ilustra o caso em que P é interior a i, mas
o procedimento é valido também nos outros casos. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Como os triangulos OPA e OAP’ sao isésceles por construgao, entao:
ZOAP = ZAOP = ZAP'O.
Como ZAOP = ZAOP' (comum) e ZOAP = ZOP'A tem-se:

NOAP ~ AOP'A.

Segue que:
OA OP ;L 9
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2.4 Segunda construcao do inverso valida para qualquer
posicao.

Exercicio 4. Construir o inverso do ponto A, dentro ou fora, da circunferéncia de inversao i
de centro O e raio OB.

2.4.1 Resolucao do Exercicio 4.

1. Tracar a reta OA e marcar o ponto C = OA N1, com C entre O e A ou entre O e A'.
2. Tragar a reta BC' e a reta BA = h.

3. Construir a reta A/, reflexao da reta h em relagéo a reta BC. Marcar o ponto A" = A/ NOA.

Por construcao obtém-se:
ZABC = LA'BC,

Z0BC = ZOCB.

Separa-se a andlise em dois casos.

Primeiro caso (Figura 2.3). Quando A ¢é interno a i vale que:
/OCB = /OA'B + /A'BC,

ZOBC = ZOA'B + LABC,
ZOBA+ /ABC = ZOA'B+ ZABC

e encontra-se que ZOBA = ZOA'B.
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Figura 2.3: Guia para o primeiro caso do Exercicio 4. Versao interativa aqui.

0 A Ci™

Fonte: O autor.

Segundo caso (Figura 2.4). Quando A é externo a i vale que:
/0CB = /Z0AB+ ZABC,

Z0BC = LOAB + ZA'BC,
ZOBA" + ZA'BC = LZOAB + LA'BC,

e encontra-se que ZOBA' = ZOAB.
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Figura 2.4: Guia para o segundo caso do Exercicio 4. Versao interativa aqui.

(0] A c , A

Fonte: O autor.

Adicionalmente, valendo nos dois casos, ZBOA = ZA'OB (comum). Segue que:
ANOAB ~ NOBA'.

Logo, OA-OA' = OB2

2.5 Inversao de pares de pontos

Proposigao 1 (Propriedade dos inversos de dois pontos). Considera-se uma circunferéncia de
inversao i de centro O e raio r (Figura 2.5). Sejam os pontos P, Q, (nao colineares com O e

diferentes deste) e P' = Inv(P,i) e Q' = Inv(Q,1). Entio AOPQ ~ AOQ'P’ e

2
' Dl r
@ =5p00"¢
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Figura 2.5: Guia para a demonstragao da Proposicao 1. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Demonstracao. Tem-se,

OP-OP' =0Q-0Q" =1 (2.5.1)
Isto é,
or_og
0Q OP’

Como ZPOQ = ZQ'OP’ (comum), pelo critério de semelhanca lado-angulo-lado, segue que:
ANOPQ ~ ANOQ'P’. Com isto:
ZOPQ = L0Q'P,

£0QP = Z/OP'Q.

Também vale que:

oQ  PQ
OP o Q’P"
Na equagao anterior coloca-se em evidéncia Q' P e de (2.5.1) utiliza-se OP' = % para concluir
que:
/P/ r2 P
Y =0op0g"?
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2.6 Inversao de retas e circunferéncias

Até aqui apresentou-se a inversao de pontos isoladamente. A seguir estudam-se os inversos

dos lugares geométricos (LG) reta e circunferéncia. Isto é, conjuntos de pontos.

Definigao 2 (Inversa de Lugar Geométrico). Dados um plano | e um lugar geométrico f € I,

o LG [ €1, é chamado inverso de [ quando o ponto P € f se, e somente se, o ponto P’ € f'.
Embora P’ # P em geral, existem casos em que o LG nao muda apds a inversao.

Proposicao 2 (Inversao de reta que passa por O). A inversa h' de uma reta h que passa pelo

centro de inversao O € ela mesma (Figura 2.6).

Demonstracao. Segue diretamente da Definicao 1. Os pontos no interior de ¢ e sobre a semirreta

OC' transformam-se nos pontos no exterior de i e vice-versa. n

Figura 2.6: Guia para a demonstragao das Proposicoes 2, 3 e 4. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Proposicao 3 (Inversdo de reta que nao passa por O). A inversa f' de uma reta f que néo
passa por O € uma circunferéncia que passa por O (Figura 2.6). Adicionalmente, a reta n,

tangente a f' em O, € paralela a f.
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Demonstracao. Construir uma reta k perpendicular a f passando pelo centro de inversao O.
Marcar o ponto B = kN f e escolher um ponto arbitrario A € f (A # B). Sejam A" = Inv(A, 1)
e B' = Inv(B,1).

Como viu-se na Proposicao 2.5 tem-se NOAB ~ AOB'A’. Segue que LOA'B' =
ZOBA = 90°. Do fato de ZOA'B’ = 90°, para todo A € f (A # B), o ponto A" per-
tence a circunferéncia f’ de diametro OB’. Convenciona-se que “o infinito” pertence a reta f e
O = Inv(oo,i) € f'.

Reciprocamente, dado um ponto A" € f' (A" # B' e A’ # O) tem-se ZOA'B’ = 90°
(pois OB’ & diametro de f’). Pela Proposi¢ao 2.5 segue que AOB'A" ~ AOAB. Portanto,
/OBA = ZOA'B’ = 90°. Como ZOBA = 90°, para todo A" € f' (A # B’ e A’ # O), todo
ponto A esté contido numa reta perpendicular ao segmento OB. Como O € f’, por convencao,
oo = Inv(0, i) e “o infinito” pertence a reta f.

Para a segunda parte, suponha-se, por absurdo, que as retas f e n nao sejam paralelas.
Logo, existe o ponto P = (f Nn) # co. Entao, P’ € f'Nn'. Como a reta n passa por O, pela
Proposigao 2, segue que n =n’ e P’ € f'Nn (P’ # O, pois P # o0). Ou seja, tanto P’ quanto
O sao pontos diferentes que pertencem a intersecao de f’ e n. Contradi¢ao, n nao seria tangente
a f'. O

Proposicao 4 (Inversao de circunferéncia que passa por O). A inversa de uma circunferéncia
I’ que passa pelo ponto de inversao O é uma reta f = Inv(f',i) (Figura 2.6). Adicionalmente,

a reta n, tangente a f' em O, € paralela com f.

Demonstracao. Segue diretamente da Proposicao 3 e da propriedade:
Inv(Inv(P,i),i) = Inv(P',i) = P.

]

Proposicao 5 (Inversao de circunferéncia que nao passa por O). A inversa de uma circun-
feréncia d que nao passa pelo centro de inversao O é outra circunferéncia d (Figura 2.7).
Adicionalmente, as retas tangentes externas comuns de d e d' passam por O. Isto €, o ponto O

é o centro de homotetia externo de d e d'.
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Figura 2.7: Guia para a demonstragao da Proposicao 5. Versao interativa aqui.

7

Fonte: O autor.

Demonstrac¢ao. Seja uma circunferéncia de inversao i de centro O e raio r. Seja um ponto () € d,
P a segunda interse¢ao da reta OQ com d, P' = Inv(P,i), Q' = Inv(Q,i) e OA um segmento
tangente a d. A poténcia do ponto O relativa a d nao depende da posicao especifica de @) e
pode ser escrita como:

OQ - OP = Pot4(0) = OA2.

Por outro lado, como P e P’ sdo um par de inversao vale:
OP'-OP = .

Dividindo as duas tltimas equacgoes encontra-se:

0Q  Poty(0) 0A?

= = cte.
OP! 72 72

Em palavras, independentemente da posicao do ponto () sobre a circunferéncia d a razao %
nao muda. Ou seja, os pontos @) e P’ sdo homologos. Com isto, d’ é outra circunferéncia e uma
tangente a d também o serd a d’. O resultado continua sendo valido quando P = @, pois neste

caso OP = 0Q = OA. O]

LOPEZ LINARES, J. Transformacio de Inversdo: Teoria, Exercicios de Construcao
Geométrica, Problemas Olimpicos e Aplicacoes. Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2022. 105 p. ISBN
978-65-87023-25-0 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023250.


https://www.geogebra.org/m/atcfbttx

CAPITULO 2. CONCEITOS BASICOS SOBRE INVERSAO 27

2.7 Angulos e inversao

Definicao 3 (Angulo entre duas circunferéncias que intersectam-se). O dngulo entre duas
circunferéncias que intersectam-se num ponto € definido como sendo igual ao dngulo formado
pelas suas retas tangentes no mesmo ponto. Duas circunferéncias saio chamadas ortogonais

quando este dngulo € 90°.

Proposicao 6 (Inversao preserva o angulo entre retas). Sejam f e g duas retas que nao passam
por O e intersectam-se no ponto P formando um dngulo a. Considera-se uma tnversao relativa
a uma circunferéncia i centrada em O. Sejam f' e g as inversas de f e g, respectivamente.

Entao o dngulo formado entre f' e g em P’ = Inv(P,i) é a (Figura 2.8).

Figura 2.8: Guia para a demonstragao da Proposicao 6. Versao interativa aqui.

t',

Fonte: O autor.

Demonstracao. Como as retas f e g nao passam por O transformam-se, pela inversao, nas
circunferéncias [’ e ¢’ passando por O. Sejam pf e pg as retas tangentes a ' e ¢’ em O. Viu-se
na Proposicao 3 que pg || g e pf || f. Logo, o angulo entre pf e pg em O é «. Consideram-se
as retas m e n, tangentes em P’ = Inv(P,i) a f’ e ¢/, respectivamente. Sejam I = pf Nm e
J = pg Nn. Como os tridngulos TOP" e JOP' sao isosceles de base OP’ o angulo entre m e n

também é «. N

Os angulos entre duas retas quando alguma delas (ou as duas) passa(m) pelo centro de

inversao também sao preservados.

LOPEZ LINARES, J. Transformacio de Inversdo: Teoria, Exercicios de Construcao
Geométrica, Problemas Olimpicos e Aplicacoes. Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2022. 105 p. ISBN
978-65-87023-25-0 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023250.


https://www.geogebra.org/m/nbk4bnmn

CAPITULO 2. CONCEITOS BASICOS SOBRE INVERSAO 28

Corolario 7 (Inversao preserva o angulo entre circunferéncias). Sejam f e g duas circunferén-
cias que intersectam-se no ponto P formando um dngulo o. Considera-se uma inversao relativa
a uma circunferéncia i centrada em O. Sejam f' e ¢' as inversas de [ e g, respectivamente.
Entao o angulo formado entre ' e ¢’ no ponto P’ = Inv(P,i) é a. Em outras palavras, a inver-
sao preserva os dangulos formados entre duas circunferéncias (Figura 2.9). A mesma conclusao

também vale para uma reta e uma circunferéncia.

Figura 2.9: Guia para a demonstracao da Corolario 7. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. O angulo formado entre duas circunferéncia é definido pelo angulo formado
pelas suas retas tangentes no ponto de intersecao. Com isso o resultado segue da Proposicao 6.

O angulo entre as retas j e k em P é o mesmo que o angulo entre as retas m e n em P’ =
Inv(P,i). O

Proposigao 8 (Ortogonalidade com i de circunferéncia por P e P'). Qualquer circunferéncia

d que passe por um ponto P e seu inverso P', respeito a circunferéncia i, € ortogonal com i
(Figura 2.10).
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Figura 2.10: Guia para a demonstracao da Proposicao 8. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Por serem inversos respeito a ¢ vale que:
OP-OP' = OB (2.7.1)

Sendo M ponto médio de PP’ tem-se:

OM = M, (2.7.2)
P —OP
PM = %. (2.7.3)
Quer-se provar que:
OA* = 0B + AB*. (2.7.4)

Mas AB = AP e pelo Teorema de Pitdgoras no AOM A segue:
OM? + AM? = OB* + AP?.

De (2.7.2) e do Teorema de Pitagoras no AAPM tem-se:

<0P’ +OP
2

2
) + AM? = OB%* + PM? + AM?.
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Simplificando e utilizando (2.7.3) encontra-se:

/ 2 ; 2
<OP ;—OP) — OB’ + <OP . OP) '

Desenvolvendo os quadrados e simplificando volta-se a (2.7.1):
OP-OFP = 0B

Conclui-se que vale (2.7.4). Pela inversa do Teorema de Pitagoras a proposicao fica provada. [

Proposi¢ao 9 (Inversao entre circunferéncias ortogonais). Consideram-se duas circunferéncias
¢ e d ortogonais. A inversa d de d relativa a ¢ é ela mesma. Isto é, d = Inv(d,c) = d.
Analogamente, Inv(c,d) = c. Também vale que: B = Inv(D,c) = Inv(C,d) (Figura 2.11).

Figura 2.11: Guia para a demonstracao da Proposicao 9. Versao interativa aqui.

Inv(d,c)=d

Fonte: O autor.

Demonstracao. Seja P € d. Esta é uma reciproca da Proposicao 8. Como ¢ e d sao ortogonais,
entdo P’ = Inv(P,c) € d. Para a segunda parte basta analisar o ACED, retangulo em E

devido a ortogonalidade, e lembrar dos procedimentos de construcao de pontos inversos. O]
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2.8 Divisao harmonica e inversao

Proposicao 10 (Divisao harmoénica e inversao). Os pontos P e Q) dividem harmonicamente o
segmento BC' se, e somente se, P e () sao pares inversivos relativo a uma circunferéncia i de
didmetro BC' (Figura 2.12). Isto é, sendo O o ponto médio de BC e r = OB = OC wvale:

PB QB

I _ X" & PO. — 2
pc = o0 & P0-QO=r

Adicionalmente, as circunferéncias de didametros BCe P(Q) sao ortogonais.

Figura 2.12: Guia para a demonstracao da Proposicao 10. Versao interativa aqui.

~
T~ ——

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sera feita a prova do caso P € OC. Quando P € BO a demonstracao é analoga.

Vale que:
PB  PO+r QO+r (@B

PC r—PO QO-r QC’

A equacao anterior é equivalente ao conjunto a seguir:

(PO+7)(QO —71) = (QO +r)(r — PO),

PO -QO =12,
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Seja M o ponto médio do segmento PQ) e R = PM = M@. Como

PB_QB@CP_BP
PC QC ~ CQ BQ’

entdo CM-BM = R?. Em outras palavras, B e C sdo pares de inversdo relativos a circunferéncia
i de diametro PQ). Adicionalmente, devido a passarem por pares de inversdo (Proposicao 8), as

circunferéncias i e i sao ortogonais. O

2.9 Inversos de centros de circunferéncia

Proposigao 11 (Centro de circunferéncia inversa ¢ quando O ¢ ¢). Seja i uma circunferéncia
de inversao de centro O e c uma circunferéncia de centro C' que nao passa por O. Seja [ a reta
que passa por O e C. Seja O o inverso de O em relagdo a ¢ (O = Inv(0O,¢)) e o inverso de c
em relagcdo a i (¢ = Inv(c,i)). Entdo o inverso de O em relacio a i, o ponto Cy = Inv(é,i),
serd o centro de . Isto é, Cy = Inv(Inv(O,c),i) (Figura 2.13).

Figura 2.13: Guia para a demonstracao da Proposicao 11. Versao interativa aqui.

_______
— .

,,,,,,

Fonte: O autor.

Demonstracao. Na Figura 2.13 a reta b ¢ a mediatriz do segmento 00 e o ponto D é o centro
da circunferéncia d. Como O e O sdo um par de pontos inversos em relacao a ¢ tem-se que

0,0 € f e d, que passa por eles, é ortogonal com ¢ (Proposicao 8).
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A inversa d' de d em relacao a i é uma reta, pois d passa pelo centro de inversao O
(Proposicao 4). Como d e ¢ sado ortogonais, pelo Corolario 7, também o serdo d' e ¢’. Logo, d’
passa por Cf.

Como O e C; sdo um par de pontos inversos em relacdo a i e O € f, entdo C; € f. A

reta f passa por O, logo a inversa dela em relagao a i é ela mesma (Proposicdo 2). Segue que
Ci=dnf=dnf. u

Proposicao 12 (Centro de circunferéncia inversa ¢ quando a reta ¢ nao passa por O).
Considera-se uma circunferéncia de inversao i(O,r). O centro O" da circunferéncia inversa
c, de uma reta ¢ que nao passa por O, € obtido em duas etapas. Primeiro € feita a reflexao
do ponto O relativo a reta c. Sequndo, a inversao do ponto O’ relativo a i : O" = Inv(O',1)
(Figura 2.14).

Figura 2.14: Guia para a demonstracao da Proposicao 12. Versao interativa aqui.

T~ "

Fonte: O autor.

A reflexao do ponto O relativo a reta ¢ pode ser considerada como a inversao relativo

a uma circunferéncia de raio infinito. Neste caso, como na Proposicao 11, também vale que:

O" = Inv(Inv(0O,¢),1).

Demonstracao. Tém-se que: OB = BO' e OB - OB’ = r?> = 00" - 00". Como 00" = 2085,
entdo 00" = OTB'. O
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Proposicao 13 (Inverso do centro da circunferéncia ¢ quando O € ¢). Considera-se uma
circunferéncia de inversao i(O,r). O inverso do centro C de um circulo ¢(C,CA) em que o

centro de inversao O € ¢, é o simétrico de O com rela¢io a ¢ = Inv(c,i) (Figura 2.15).

Figura 2.15: Guia para a demonstracao da Proposicao 13. Versao interativa aqui.
1 c'
I
]
I
1

e ———,
- ~.

~

Fonte: O autor.

Demonstracao. Pela Definicao 1 tem-se:
r? =0C-0C"=0A- 04
Mas OA = 2 - OC, segue que:
oC' =2-0A.
O

Proposicao 14 (Inverso do centro da circunferéncia ¢ quando O é exterior a ¢). O inverso do
centro C de um circulo ¢, em que o centro de inversao O estd no exterior de c, é o ponto médio

dos pontos de tangéncia das retas tangentes ¢ que passam por O (Figura 2.16).
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Figura 2.16: Guia para a demonstracao da Proposicao 14. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstra¢ao. Como F' = Inv(F) e C' = Inv(C), pela Proposigao 1, tem-se:
ANOFC ~ NOC'F'.

Logo, ZOC'F' = ZOFC = 90°. Isto é, OC" & mediatriz do AOF'G" e F'C' = C'G'. ]

Proposigao 15 (Inverso do centro da circunferéncia ¢ quando O é interior a ¢). O inverso do
centro C' de um circulo ¢, em que o centro de inversao O estd no interior de c, € a intersecao

das retas tangentes a ¢ = Inv(c,i) pelas intersecoes da perpendicular a OC' passando por O
(Figura 2.17).
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Figura 2.17: Guia para a demonstracao da Proposicao 15. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Seja d a circunferéncia circunscrita ao AOCF. Como ZCOF = 90° segue F'C é
diametro de d. Logo, d e ¢ sdo tangentes em F. Sendo F' = Inv(F,i) e d = Inv(d, i) tém-se que
d' e ¢ sao tangentes em F’. Sejam O’ = Inv(O,c) e O" = Inv(0',i). Viu-se na Proposicao 11
que O” é o centro de ¢ e ZO"F'C" = 90°. m

2.10 Polo e Polar

Definicao 4 (Polo e Polar). Considera-se uma circunferéncia de inversao i de centro O e o0s
pontos pares de inversao P e P'. A reta g, perpendicular a OP' passando por P’, é chamada
Polar de P e o ponto P € denominado Polode g (Figura 2.18).
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Figura 2.18: Guia para a Definicao 4. Versao interativa aqui.

e ———
- ~.
. ~

. -t
S~ —_—

Fonte: O autor.

Philippe de la Hire foi um matematico francés que trabalhou em secoes conicas e em

geodésia e astronomia. Nasceu em 1640 e morreu em 1718 [32].

Teorema 16 (La Hire). Com referéncia a Figura 2.19, o ponto Q estd na Polar de P (reta g)

se, e somente se, P estd na Polar de Q) (reta k).
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Figura 2.19: Guia para a demonstracao do Teorema 16. Versao interativa aqui.

Lt
-~ ——

Fonte: O autor.

Demonstracao. Considera-se inicialmente que ) € g, e g é a Polar do Polo P, quer-se provar
que P € k, sendo k Polar do Polo (). Da defini¢ao de inversao
OP-OP' =0Q-0Q' = 0B®
e o angulo comum ZQ'OP = ZP'OQ tem-se, pelo critério de semelhanga LAL, que:
AOP'Q ~ ANOQ'P.
Logo, ZOQ'P = ZOP'Q)Q = 90°. Ou seja, P € k. A prova da reciproca é analoga. n

Corolario 17. Com referéncia a Figura 2.20, seja C = k N g. Se trés pontos (Polos) sao

colineares, por exemplo P, QQ e C', entao suas Polares, g, k e n, sao concorrentes e vice-versa.
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Figura 2.20: Guia para a demonstracao do Corolario 17. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Pelo Teorema 16 a Polar j do Polo C' deve passar por P e (). Assim como a

Polar n de C’ passa por C. O]
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Capitulo 3

Aplicacoes da inversao.

3.1 Projecao Estereografica.

Numa Projecao Estereografica qualquer ponto P na superficie de uma esfera, por exemplo

a Terra, é representado, sobre um plano tangente a ela, por outro ponto P’.
Na Figura 3.1 a circunferéncia ¢, de centro C, representa um corte transversal da superficie

da Terra. Suponha-se que o ponto de tangéncia seja o polo Sul S. A semirreta que parte do

polo Norte N e passa por P € t intersepta uma perpendicular ao segmento NS em P’

Figura 3.1: Inversao e Projecao Estereogréfica da Terra. Versao interativa aqui.

1

I
1
I
I
|

o
1

Fonte: O autor.

Proposigao 18. Os pontos P e P’ formam um par inversivo relativo a circunferéncia d com

centro em N e raio NS (Figura 5.1).
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Demonstracao. Seja ZSNP = a. Do triangulo NPS, retangulo em P, segue que:
NP = NS cos(a).

Analogamente, do triangulo NSP’, retangulo em S, tem-se:

NS
NP

cos()
Juntando as duas tltimas equacoes encontra-se:
NP NP = NS>

Isto é, P e P’ sao inversos relativos a d. O

Seja o ponto () a reflexdao de P relativa a uma perpendicular a NS passando por C
(projecao ortogonal do equador da Terra). Pela Proposi¢ao 18 vale que @ e sua Projegao

Estereografica () formam um par inversivo relativo a d (Figura 3.1).

Proposicao 19. Os pontos P’ e Q)" formam um par inversivo relativo a circunferéncia ¢ com
centro em S e raio NS (Figura 3.1).

Demonstracao. Pela simetria da reflexdo ZQSN = «. Do triangulo SQN, retangulo em @,
segue que:
ZSNQ@ =90° — a.

Do triangulo NPS, retangulo em P, chega-se a:
SP = NSsen(a).

Analogamente, do triangulo NSP’, retangulo em S, tem-se:

_SP
NS’

tan(«)

Do mesmo modo, do triangulo NSQ’, retangulo em S, segue:

SQ'
NS

= tan(90° — a) =

tan(a)

Manipulando as duas dltimas equagoes encontra-se:
SP'".SQ = NS>

Isto é, P’ e Q' sao inversos relativos a c. O
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3.2 Mecanismo de Peaucellier—Lipkin

O inversor de Peaucellier—Lipkin, inventado em 1864, foi o primeiro mecanismo plano
capaz de transformar movimento de rotagdo em movimento retilineo perfeito, e vice-versa.

Na Figura 3.2 podem ser vistas seis barras de comprimento fixo com as restricoes de
OA =0C e AB = BC = CD = DA. Isto &, as quatro tdltimas formam um losango. Além
disso, o ponto O ¢é fixo. O ponto B é restringido a mover-se ao longo duma circunferéncia d,

centrada em J (ponto da mediatriz do segmento OB), por outra barra de comprimento fixo
BJ.

Figura 3.2: Inversao e Mecanismo de Peaucellier—Lipkin. Versao interativa aqui.

RS
R
R

Fonte: O autor.

Entao o ponto D necessariamente tera que mover-se ao longo de uma linha reta f (mos-
trada em verde). Reciprocamente, se o ponto D fosse restringido a mover-se ao longo de uma
linha, que nao passa por O, entdao o ponto B teria necessariamente que mover-se ao longo de
um circulo (passando por O).

Seja E' o ponto de encontro das diagonais do losango ABCD. Tem-se que BE = ED e
/ZBEA = 90°. Segue que:

OB-0D = (OE — BE)(OE + BE),

OB -0OD = OE* — BE*.
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Somando e subtraendo EA? reescreve-se:
OB -0OD = (OE* + EA*) — (BE* + EA?).
Pelo Teorema de Pitédgoras nos triangulos retangulos OFA e BE A segue:
OB -0D = 0OA* — AB? = r?,

Do fato de OA e AB serem barras rigidas, com OA > AB, a ultima igualdade pode-se

escrever como o quadrado de um ntimero positivo r. Isto é,

r=+v0A%2 — AB2.

Logo, a equacao OB - OD = r?

significa que existe uma circunferéncia i, de raio r e
centrada em O, para a qual os pontos B e D sao pares inversivos. A inversa da circunferéncia
d, que passa pelo centro de inversao, é uma reta f que nao passa por O. Ou seja, se B € d,
entdo D € f. Vale também a reciproca. Esses resultados foram provados na Proposicao 3 e na

Proposicao 4.
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Capitulo 4

Prova de Teoremas utilizando imversao.

4.1 Teorema de Ptolomeu

Claudio Ptolomeu (85-165 d.C., Alexandria, Egito) publicou o tratado “Almagesto” de
treze livros defendendo a teoria geocéntrica do movimento dos planetas, a L.ua e o Sol. Esta
prevaleceu por mais de 1400 anos, até que Nicolau Copérnico revolucionou a Astronomia com
o modelo heliocéntrico em 1543. No livro I do “Almagesto”, Ptolomeu enunciou o teorema
que leva seu nome. A partir do mesmo ele conseguiu calcular a funcao comprimento de corda
(analoga a func¢do seno atual) com intervalo de meio grau e cinco casas decimais de precisao
[1]. A formula do Teorema de Ptolomeu, quando aplicada a um retangulo, transforma-se na

formula do Teorema de Pitagoras.

Teorema 20 (Ida de Ptolomeu). Em um quadrildtero inscritivel ABC'D o produto dos com-
primentos das diagonais € igual a soma dos produtos dos comprimentos dos lados opostos. Isto
€, vale:

AC-BD =AB-CD+ AD - BC.
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Figura 4.1: Guia para a demonstracao da Teorema 20. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Com referéncia a Figura 4.1, seja c a circunferéncia circunscrita ao quadrilatero
ABCD. Considera-se uma circunferéncia de inversao ¢ com centro num dos vértices do quadri-
latero, por exemplo D, e raio arbitrario . Como ¢ passa pelo centro de inversao, sua inversa ¢’
é uma reta (Proposi¢ao 4). Ou seja, os pontos A’, B' e C” (inversos de A, B e (') sao colineares

e vale que:
A'C'=A'B'+ B'C'. (4.1.1)
Pelas propriedades da inversao de um segmento (Proposi¢ao 1) tém-se:

T2

AC = 5mm AC, (4.1.2)
7“2

A'B = = AB, (4.1.3)
T'2

BC' = 555 BC. (4.1.4)

Substituindo (4.1.2), (4.1.3) e (4.1.4) em (4.1.1) encontra-se:

7,2 T2 742

DA-DC"~ ~ DA-DB c.
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Multiplicando a equacao anterior por DA - DB - DC' e simplificando segue que:

AC-DB = AB-DC + BC - DA.

4.2 Teorema de Feuerbach

Karl Feuerbach foi um gedmetra que descobriu o circulo de nove pontos de um triangulo.

Nasceu em 1800 e morreu em 1834 [30].

Teorema 21 (Feuerbach). O circulo de nove pontos co (vermelho) é tangente ao incirculo k
(amarelo) e aos trés ex-circulos do AABC (Figura 4.2). Os pontos de tangéncia Fr, F,, F, e

F. sao denominados de Feuerbach.

Figura 4.2: Apresentacao do Teorema de Feuerbach. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Antes de demonstrar o teorema anterior precisa-se estudar trés lemas [1].

Lema 22. Sejam A, B' e C' 0s pontos médios dos lados de um triangulo ABC, ¢y a sua
circunferéncia dos nove pontos, s a sequnda (diferente de AC') reta tangente interna as cir-
cunferéncias inscrita k e ex-inscrita d (correspondente ao vértice B). Seja ainda r uma reta

tangente a co por B'. Entdo r € paralela a s (Figura 4.5).
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Figura 4.3: Lema 22. Teorema de Feuerbach. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Seja o ponto K = rNBC. Por serem angulos de segmentos e inscritos referentes
a mesma corda A’B’ de ¢y vale que ZKB'A" = B'C'A’. Como C'B’ é base média relativa a BC,

entao A’CB'C’ é um paralelogramo e
/B'C'A'=2/A'CB'.

Sejam o ponto = sNAC e L = s BC. Como a reta BE é bissetriz por construcao
obtém-se que /ZEBA = /EBL e /BEL = Z/BFEA. Pelo critério de congruéncia ALA segue
que ABEL = ABFA. Consequentemente, /BAFE = /BLE e BA = BL.

Seja o ponto N = s N BA. Pelo critério de congruéncia ALA vale que ABLN = ABAC.
Com isto, ZBNL = ZBCA. Como ZBNL = ZA'B'K as retas r e s sdo paralelas. a

Lema 23. Sejam Gy, e Ny, 0s pontos de intersecao da circunferéncia inscrita k(I) e ex-inscrita
d(Iy) do tridngulo ABC com o segmento AC, respectivamente. Entao: a) O ponto médio do
segmento AC, isto é B', também é ponto médio do segmento GyNy. b) Os pontos I e I, dividem

harmonicamente o segmento BE (Figura J.4).
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Figura 4.4: Lema 23. Teorema de Feuerbach. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstragao. A prova do item a) encontra-se no Corolario 2.1 em [20].
Item b). Sejam G. e N, os pontos de intersecao da circunferéncia inscrita k(1) e ex-

inscrita d(1,) do triangulo ABC com a reta AB, respectivamente (Figura 4.4). Por AA vale a

semelhanca:
ABG A ~ ABN._I.
Segue que:
IB I1G. r
B E— 4.2.1
LB ILN. R ( )
Por AA também vale a semelhanca:
NIGyE ~ ALNE.
Segue que:
IE 1
_IG (4.2.2)

LE LN, R
De (4.2.1) e (4.2.2) encontra-se:

IB IE

LB LE

A equagao anterior significa que os pontos I e I, dividem harmonicamente o segmento BE e
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vice-versa. Isto é, os pontos B e F dividem harmonicamente o segmento 11,,. O

Lema 24. Seja D o pé da altura do vértice B sobre a reta AC. Os pontos D e E sao conjugados

harménicos em relagao ao segmento G,Ny (Figura 4.5).

Figura 4.5: Lema 24. Teorema de Feuerbach. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Pela semelhanca AIGyE ~ AI,NyE sabe-se que:

GyE IE
N,E IL,E

Como [ e I, dividem harmonicamente o segmento BE (Lema 23) encontra-se:

GyE IB
= —. 4.2.3
NyE B ( )

Traga-se por I, uma paralela a reta AC e marca-se sobre esta as projegoes ortogonais ()

e P dos pontos B e I, respectivamente. Pelo Teorema de Tales tem-se:

IB QP GyD
LB QI, N,D

(4.2.4)
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De (4.2.3) e (4.2.4) encontra-se:

GyE  GyD
N,E N,D

A equacao anterior significa que os pontos D e E dividem harmonicamente o segmento

Gy Ny e vice-versa. Isto é, os pontos Gy e NV, dividem harmonicamente o segmento DE. O

Teorema 25 (Feuerbach). O circulo de nove pontos co (vermelho) é tangente ao incirculo k
(amarelo) e ao ex-circulo d do AABC' (Figura 4.6).

Figura 4.6: Demonstragao do Teorema de Feuerbach. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Considera-se uma circunferéncia de inversao i, com centro em B’ e didmetro
Gy Ny (Figura 4.6). Isto é possivel pois viu-se no Lema 23 que G, B’ = B'N,,

Por construgao, as circunferéncias k e d sao ortogonais a i. Pela Proposicao 9 elas sao
invariantes apos a inversio em relagao a i. Ou seja, k = Inv(k,i) =k e d = Inv(d,i) =d. A
reta AC' também é invariante, pois passa pelo centro de inversao.

A circunferéncia de nove pontos do AABC, ou seja cg, passa pelo centro de inversao B'.
Consequentemente, sua inversa ¢y é uma reta. Como os pontos D e E sao pares harmonicos
relativos ao segmento G,N, (Lema 24), entdo, pela Proposicao 10, D= Inv(D,i) = E e ¢

passa pelo ponto E.
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Adicionalmente, pela Proposicao 4, ég é paralela a reta r (tangente a ¢g por B’). Também
viu-se no Lema 22 que r é paralela com a reta s, segunda tangente interna comum de k e d e
que passa por E. Ou seja, ¢y = s.

Como ¢y é tangente as circunferéncias ke cZ, pelo Corolario 7, segue que cg9 ¢ tangente
com k e d. De fato, os pontos de Feuerbach sdo F; = Inv(F,1) = FeF,= Inv(H,i) = H.

A demonstracao da tangéncia entre c9 e 0os outros dois ex-incirculos é feita de forma

analoga. O

Uma apresentacao em video do Teorema de Feuerbach esté disponivel aqui.
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Capitulo 5

Exercicios de construcao geométrica por

1nversao

5.1 Transformacao de reta e circunferéncia em circunferén-

clas concéntricas

Exercicio 5. Transformar por inversao a reta g e a circunferéncia ¢ em circunferéncias con-

céntricas. Construir dinamicamente as circunferéncias tangentes simultaneamente a g e c.

5.1.1 Resolucao do Exercicio 5.

A Figura 5.1 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 5.1: Construgao geométrica inicial para o Exercicio 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

. Tracar a reta f perpendicular a g e passando pelo centro C' de ¢. Marcar o ponto D = gN f.

. Esbocar um ponto A € ¢ tal que ZDAC = 90°. Construir com centro em D a circunfe-
réncia d de raio DA e marcar os pontos mégicos P e () na intersecao de d com f. d é

perpendicular com c e g simultaneamente.

. Os pontos P e () sao chamados magicos porque sao os tnicos onde pode ser colocado o
centro de uma circunferéncia de inversao que transforma c e g em circunferéncias concén-
tricas. Vale que: P = Inv(Q,c) e Q = Inv(P,c). Entendendo a reflexao relativa a reta
g como uma operagao de inversao relativa a uma circunferéncia de raio infinito pode-se

escrever também: P = Inv(Q, g) e Q = Inv(P,g).

. A circunferéncia i, com centro em (), transforma por inversao ¢ e g nas circunferéncias
concéntricas ¢ e ¢, respectivamente (Figura 5.2). O centro comum destas tltimas é o

ponto P’ = Inv(P,i) (Proposigao 11 e Proposigao 12).

. Uma circunferéncia r que tangencie simultaneamente ¢’ e ¢’ (relativamente facil de cons-
truir) é transformada pela inversao relativa a i na circunferéncia r’ que tangencia tanto c

como g (dificil de construir por outro caminho).
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Figura 5.2: Construcao geométrica final para o Exercicio 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

5.2 Pontos magicos de duas circunferéncias disjuntas e nao

concéntricas

Exercicio 6. Sejam c e d circulos disjuntos. Entao, existe um tnico par de pontos mdgicos P e

Q) que sao inversos em relacao as circunferéncias ¢ e d simultaneamente. Isto €, Q) = Inv(P,c),

P =1Inv(Q,c), Q = Inv(P,d) e P = Inv(Q,d). Construir eles.

5.2.1 Resolucao do Exercicio 6.

A Figura 5.3 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 5.3: Construgao geométrica inicial para o Exercicio 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

1. Tracar a reta s passando pelos centros O; e Oy das circunferéncias c e d. Marcar os pontos

A, B na intersecao de s com c.

2. Com centro no ponto A construir uma circunferéncia de inversao ¢ de raio arbitrario.
Como c passa pelo centro de inversao, sua inversa ¢ a reta ¢’. O inverso de d é a circun-

feréncia d'.

3. Agora a situacao é analoga ao Exercicio 5. Marcar o ponto B’ = Inv(B,i) = sNc.
Construir uma tangente a d’ passando por B’ e destacar o ponto de intersecao H'. Com

centro em B’ e raio B'H' esbogar a circunferéncia ¢’. Tém-se ¢’ L e ¢ L d'.

4. Construir a circunferéncia g = Inv(g’,i). Pelo Corolario 7 segue que g 1L ce g L d.

Marcar os pontos magicos P e () nas intersecoes de g e s.

5. Como c e g sao ortogonais, pela Proposicao 9, P e () formam um par de inversao relativo
a c. Analogamente, como d e g sao ortogonais, pela Proposicao 9, P e () formam um par

de inversao relativo a d.
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Figura 5.4: Construcao geométrica final para o Exercicio 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

5.3 Familias de circunferéncias tangentes a outras duas

Exercicio 7. Sejam ¢(O1,0:C) e d(Oy,02D) circulos disjuntos. Construir dinamicamente as

familias de circunferéncias tangentes simultaneamente a c e d.

5.3.1 Resolucao do Exercicio 7.

A Figura 5.5 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 5.5: Construgao geométrica inicial para o Exercicio 7. Versao interativa aqui.

~N—_—— -

Fonte: O autor.

1. Suponham-se construidos os pontos magicos P e @ (Exercicio 6). Com centro em

construir uma circunferéncia de inversdo ¢ de raio arbitrario.

2. Construir as circunferéncias inversas ¢ = Inv(c,i) e d = Inv(d,7) com centro comum

P = Inv(P,7) (Figura 5.6).

3. Com centro em P e raio PCJ“%

esbocar a circunferéncia 7.

centro em R e raio @

4. Com centro em P e raio PC_%
Com centro em T e raio @

internamente em ¢ e externamente em d.

5. As familias de circunferéncias r = Inv(#,1) e t = Inv(f,1) sio as solugdes do problema

(Figura 5.7).

6. Animar os pontos R e T da Figura 5.6.

esbocgar a circunferéncia m. Colocar o ponto R € m. Com

esbocar a circunferéncia n. Colocar o ponto 7" € n.

esbocar a circunferéncia ¢. Tanto 7 como ¢ sao tangentes
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Figura 5.6: Construgao geométrica apds a transformacao de inversao para o Exercicio 7. Versao

interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Figura 5.7: Solucao para o Exercicio 7. Versao interativa aqui.

o @
N

Fonte: O autor.
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5.4 Corrente de Steiner

Jakob Steiner foi um matematico suico que fez grandes contribuicoes para a geometria

projetiva. Nasceu em 1796 e morreu em 1863 [29].

Exercicio 8. A Figura 5.8 mostra uma corrente de Steiner com n = 10 circunferéncias (em
preto) tangentes entre si, externamente a circunferéncia em vermelho e internamente a circun-
feréncia em amarelo. Reproduzir essa construcao de forma dindmica, como ilustrado na versao

interativa. Isto €, permitir que 3 < n < 10 e as circunferéncias pretas movimentem-se.

Figura 5.8: Construgao geométrica para o enunciado do Exercicio 8. Versao interativa aqui.

]
©II

-

o

Fonte: O autor.

5.4.1 Resolucao do Exercicio 8.

A Figura 5.8 é obtida apos a inversao da Figura 5.9. Nota-se que a relacao de tangencia
entre as circunferéncias é preservada. Porém, as circunferéncias tracejadas vermelha e amarela
na Figura 5.9 sao concéntricas. Ou seja, a construcao geométrica da Figura 5.9 é muito mais

simples de ser executada.
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Figura 5.9: Construcao geométrica para o Exercicio 8. Versao interativa aqui.

...........
Uit T

Fonte: O autor.

A Figura 5.10 permite acompanhar a discussao que segue.
1. Construir a circunferéncia ¢’ com centro no ponto O e raio r = OA.

2. Criar um controle deslizante 3 < n < 10, com n € N.

3. Pela simetria o angulo 2a formado pelos centros de duas circunferéncias pretas consecu-

tivas e O é:

360°
200 = .

n

4. Definir:

T

o= —.

n

5. Sejam p o raio comum das circunferéncias pretas, B um dos centros e C' um ponto de

tangéncia entre elas, conforme a Figura 5.10.

6. O AOBC é retangulo em C' e ZBOC = «. Segue que:

sen(a) = . _’i >
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7. Da equacao anterior coloca-se em evidéncia p. Definir:

_ rsen(«)
1 — sen(a)

8. Define-se também R = r + 2p. Construir a circunferéncia d’ com centro em O e raio R.
9. Construir a circunferéncia k& com centro em O e raio r + p.

10. Colocar o ponto B sobre k com o comando:

B = Ponto(k).

11. Construir os centros das circunferéncias pretas, conjunto de pontos M [i], com o comando:
M = Sequencia(Girar(B,2 -« -1,0),i,1,n).
12. Isto leva a B = M|n].
13. Construir as circunferéncias pretas w’[i] com o comando:
w' = Sequencia(Circulo(Elemento(M, j), p), j, 1,n).
14. Construir uma circunferéncia de inversao ¢ com centro no ponto D.

15. Fazer a inversao de ¢, d' e w’ para obter ¢, d e w, conforme a Figura 5.10.

16. Animar o ponto B.
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Figura 5.10: Construcao geométrica para o Exercicio 8. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

5.5 Corrente de Pappus

Pappus de Alexandria foi um dos grandes geometras gregos e um de seus teoremas é
citado como base da geometria projetiva moderna. Escreveu comentarios sobre os Elementos

de Euclides e o Almagesto de Ptolomeu. Acredita-se que nasceu em 290 e morreu em 350 antes
de Cristo [31].

Exercicio 9. O lado direito da Figura 5.11 mostra uma corrente de Pappus com n = 7 cir-
cunferéncias (em preto) tangentes entre si, externamente a circunferéncia ¢ (em vermelho) e
internamente a circunferéncia d (em amarelo). Reproduzir essa constru¢ao de forma dindmica,

como ustrado na versao interativa.
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Figura 5.11: Construcao geométrica para o Exercicio 9. Versao interativa aqui.

Tlitaeedeaannl)

Fonte: O autor.

5.5.1 Resolucao do Exercicio 9.

O lado direito da Figura 5.11 resulta da inversao relativo a circunferéncia i do lado es-
querdo. As retas paralelas f’ e ¢/, por nao passarem pelo centro de inversao O, transformam-se
nas circunferéncias f e g que passam por O.

Nota-se que a relacao de tangencia entre as circunferéncias e retas é preservada apos a
inversao. Porém, a construgao geométrica do lado esquerdo Figura 5.11 é muito mais simples
de ser executada.

Para animar a construcao tracga-se a reta h equidistante de f’ e ¢’. Coloca-se um ponto
A € h. Os centros das circunferéncias pretas w’ utilizam A como parametro. No final basta

animar o ponto A.

5.6 Circunferéncias tangentes a outras trés

Exercicio 10. Construir as duas circunferéncias tangentes simultaneamente com outras trés

circunferéncias tangentes entre si (Figura 5.12).
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Figura 5.12: Construcao geométrica para o enunciado do Exercicio 10. Versao interativa aqui.

.

Fonte: O autor.

5.6.1 Resolucao do Exercicio 10.

A circunferéncia de inversao i foi colocada com centro em F, ponto de tangencia das
circunferéncias ¢ e d. A inversao transforma X em X' e X’ em X. Como c e d sdo tangentes,
e passam pelo centro de inversao, entdao ¢’ e d’ sao retas paralelas. Como a circunferéncia f é
tangente com c e d, mas nao passa pelo centro de inversao, transforma-se numa circunferéncia

f’ tangente com ¢’ e d’. A inversao preserva localmente os angulos (Figura 5.13).
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Figura 5.13: Primeira construcao geométrica para a solucao do Exercicio 10. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

Sao construidas as circunferéncias ¢’ (azul) e A’ (verde) tangentes com ¢, d' e f'. As

inversas g e h serdo tangentes com ¢, d e f (Figura 5.14).

LOPEZ LINARES, J. Transformacio de Inversdo: Teoria, Exercicios de Construcao
Geométrica, Problemas Olimpicos e Aplicacoes. Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2022. 105 p. ISBN
978-65-87023-25-0 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023250.


https://www.geogebra.org/m/tznmx8je

CAPITULO 5. EXERCICIOS DE CONSTRUCAO GEOMETRICA POR INVERSAO 66

Figura 5.14: Segunda construcao geométrica para a solucao do Exercicio 10. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

O Exercicio 10 é um caso particular do problema ntimero 10 de Apolonio. Em [35]
encontra-se um estudo detalhado sobre Inversao Geométrica aplicada a resolucao dos Problemas
de Apolonio.

Apolénio de Perga foi um matematico grego conhecido como "O Grande Geoémetra".
Suas obras tiveram uma influéncia muito importante no desenvolvimento da matematica e seu
famoso livro Conicas introduziu os termos parabola, elipse e hipérbole. Acredita-se que nasceu

no ano 268 e morreu em 190 antes de Cristo [27].

5.7 Primeiro ponto Isodinamico como centro de inversao

Seja o AABC. A intersecao das bissetrizes internas com os lados opostos determinam os
pontos P,, P, e P.. Analogamente, a intersecao das bissetrizes externas com o prolongamento
dos lados opostos determinam os pontos Q,, @, € Q.. Cada distancia P;Q);, com i = 1,2,3, é
diametro de uma circunferéncia de Apolénio. As trés circunferéncias de Apolonio concorrem
nos Pontos Isodinamicos S = X(15) e 8" = X(16).

Proposicao 26. Uma circunferéncia de inversao i, centrada em S e de raio arbitrdrio r,
transforma o ANABC' no tridngulo equildtero A'B'C" (Figura 5.15).
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Figura 5.15: Uma circunferéncia de inversao i, centrada em S e de raio arbitrario, transforma
o AABC no triangulo equilatero A’B’C’. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Pela Proposicao 1 vale que:

7"2

AB' = e BA
IYall T2

BC' = <5508
! Al T2

C'A = e AC.

Dividindo as duas primeiras equagoes segue:

A'B"  SC-S$B-BA SC-BA
B'C" SB-SA-CB SA-CB’

Por outro lado, o ponto S pertence a circunferéncia B-Apolonio k. Isto significa que vale:

SA  BA

SC  BC’
Das duas tultimas equacoes encontra-se que A’B’ = B'C’. Analogamente mostra-se que
B'C" = C'A'. Isto demonstra que o AA’B’'C’ é equilatero. H
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5.8 Semelhanca de A’B’C’ com as projecoes de P no cir-

cuncirculo

Proposicao 27. Seja P qualquer ponto dentro de um tridngulo ABC. Sejam X, Y e Z as
intersecoes de AP, BP, e CP com o circuncirculo d do NABC. Entao o NA'B'C’, obtido pela
tmuversao respeito a uma circunferéncia i com centro em P e raio arbitrdrio r, € semelhante ao
AXY Z (Figura 5.16).

Figura 5.16: Guia para a demonstracao do Proposicao 27. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Pela Poténcia do ponto P relativo a d tem-se:
PA-PX =PB-PY =PC-PZ.
Da inversao relativa a ¢ segue:
PA.PA = PB-PB = PC-PC' =r°.

Dividindo as duas equacoes anteriores encontra-se:

PX PY PZ
PA'~ PB PC"
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Ou seja, AXYZ ~ NA'B'C". O

Quando o ponto P coincide com o primeiro ponto isodinamico S o tridngulo A'B'C" é

equilatero (Proposi¢ao 26) e consequentemente XY Z também.
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Capitulo 6

Problemas resolvidos utilizando inversao

6.1 Inversao. Incirculo. Poténcia de ponto. P4 IMO 1969.

Problema 1. Seja AB o didmetro da circunferéncia . O ponto C € =y, diferente de A e de B.
Seja o ponto D a projecao de C' em AB. Considerar trés outras circunferéncias vy, 2 € y3 com
AB como tangente comum: vy inscrita no triangulo ABC, e v e 73 tangentes ao segmento C'D

e a vy (ambos). Provar que 1, 2 € y3 tém duas tangentes comuns.

A IMO 1969 foi realizada na cidade de Bucareste, Roménia. Problema 47 da lista longa,

proposto pela delegacao dos Paises Baixos e escolhido como P4 da competicao [3].

6.1.1 Primeira resolucao do Problema 1.

A Figura 6.1 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.
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Figura 6.1: Construgao geométrica inicial para o Problema 1. Versao interativa aqui.

Yo / V1

Y3

A e S ° B
D

Fonte: O autor.

Seja O o ponto médio de AB e centro de «y. Sejam Oq, Oy e Oz e 11, 75 € r3 08 centros e
raios de 71, 72, € 73, respectivamente. Adicionalmente, sejam C4, Cy e C3 os pontos de tangencia
de 71, 2 e 73 com AB. Sejam D e D3 os pontos de tangencia de 75 e 73 com C'D. Finalmente,
sejam G e G3 os pontos de tangencia de v, e 3 com 7.

Como 7, é tangente internamente a v, elas sao homotéticas com centro em G, e tém-se que
os trios de pontos G, Oy € O e Go, Dy e B sao colineares. De fato, GoO = OB e G209 = 03D,
implicam que 0os AGyOB e AG205D, sao isosceles e LZ05DyGy = L05GoB = Z0OBGs. Logo,
O,D, || AB.

Analogamente, como 3 é tangente internamente a -y, elas sao homotéticas com centro em
(G5 e tém-se que os trios de pontos Gz, Oz e O e (3, D3 e A sao colineares. De fato, G50 = OA
e G303 = O3D3 implicam que os AG30A e AG303D3 sao isosceles € L03D3G3 = £03G3A =
ZOAGSs. Logo, O3Ds || AB.

Como AB é diametro de ~ os triangulos ACB, AGyB e AG3B sao retangulos em C, G,

e (33, respectivamente. A poténcia do ponto B em relacao a v, pode ser escrita como:
BC3 = BD, - BG,. (6.1.1)

Por outro lado, de ZBG3A = ZBDDy = 90° ¢ LZABGy = ZDyBD (comum) tem-se
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ABGyA ~ ABDD,. Segue que:

BG, BA _ GyA

BD BD, DD,

BD, - BGy = BD - BA. (6.1.2)

Utilizando uma das relacoes métricas no AABC' tem-se:

BD - BA = BC”. (6.1.3)
De (6.1.1), (6.1.2) e (6.1.3) conclui-se que BCy = BC' e

ACy = AB — BC. (6.1.4)

Analogamente,
ACs = AC. (6.1.5)

Os resultados anteriores permitem construir os pontos Cy e C3. Localiza-se O, na inter-
secao da perpendicular ao segmento AB passando por Cy com a bissetriz do ZADC'. Analoga-

mente, O3 é construido.
De (6.1.4) e (6.1.5) tem-se:

CyCy = ACy — ACy, = AC + BC — AB. (6.1.6)

Das relagoes métricas do incirculo no AABC sabe-se que:

AB+ AC + B AB+ AC — B
A, = ABHACHBC g AB+ACE BO (6.1.7)
> >
Logo, de (6.1.4) e (6.1.7):
CoCy = ACy — AC, = A€ BQC —AB (6.1.8)

Comparando (6.1.6) e (6.1.8) segue que C ¢ ponto médio de Cy e Cs.
Adicionalmente, de O3Ds || AB || D305 tem-se:

CQOQ + 0303 =179+ T3 = 0203.

E das relagoes métricas do incirculo no tridangulo retangulo ABC"

AC + BC — AB

CiO1=m = 9
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Isto é, C710; é a média aritmética de CyOy e C303. Conclui-se que os pontos O, O; e O3 sao
colineares e o centro de homotetia de 75, 71 ey3 estd na intersecao das retas 0,03 e AB. A

Figura 6.2 mostra uma construgao geométrica.

Figura 6.2: Construgao geométrica para o Problema 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

6.1.2 Segunda resolucao do Problema 1.

Neste caso utiliza-se a transformacao de inversao e a tese serd provada para pontos arbi-
trarios A, B, C' € v (Figura 6.3.) Seja 71 (o incirculo do AABC) a circunferéncia de inversao.
Denota-se Inv(X,v) = X'.

Pela inversao, as retas BC, C'A e AB, que nao passam pelo centro O, sao transformadas
nas circunferéncias a/, V' e ¢, respectivamente. Os pontos de tangéncia do incirculo com os
lados do AABC sao fixos. Com isto @', b’ e ¢ passam por O; e tém didmetros iguais ao raio
de 1. Sejam P, Q e R os centros de a’, b’ e ¢, respectivamente.

A reta C'D é transformada na circunferéncia k' que passa por C’ e O; e é ortogonal com
. Portanto, o centro Cjs estd na intersecao da tangente a ¢ em O; e a reta PQ (mediatriz de

C’01). A Figura 6.3 mostra uma construgdo geométrica inicial para a segunda resolucio.
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Figura 6.3: Construcao geométrica inicial para a segunda resolu¢ao do Problema 1. Versao
interativa aqui.

Fonte: O autor.

Construir o ponto O de tal forma que RO;CyO seja um paralelogramo e 5 e 74 as
circunferéncias com centro em O e tangentes a k. 75 e 74 também sao tangentes a ¢, pois OR
e OCy tém comprimentos iguais aos raios de k' e ¢/, respectivamente. Logo, 75 e 74 sdo as
inversas de v, e 3.

Adicionalmente, como QA'OCy e PB'OC}, sao paralelogramos e (), P e C}s s&o colineares,
segue que A, B’ e O também sao colineares. Consequentemente os centros de 71, Y2 € Y3 sao
colineares e estao sobre a reta O10. A Figura 6.4 mostra uma construcao geométrica da segunda

resolucao.
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Figura 6.4: Construcao geométrica da segunda resolucao do Problema 1. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

6.2 Inversao. Circunferéncias concéntricas. Teorema de
Pitagoras. P12 SL. IMO 1982.

Problema 2. Quatro circunferéncias diferentes c, c¢1, ca e c3 e uma reta | sao dadas em um
plano. A circunferéncia ¢ e a reta l sao disjuntas. As circunferéncias c1, ca € c3 sao tangentes

entre si e com c e l. Assumir que o raio de ¢ seja R, determinar a distdncia do centro de ¢ a l.

A IMO 1982 foi realizada na cidade de Budapeste, Hungria. Problema 12 da lista curta,
proposto pela delegacao da Finlandia [3].

6.2.1 Resolucao do Problema 2.

A chave para resolver o problema estd em pensar na possibilidade de uma das circunfe-
réncias ¢;, por exemplo c3, ser uma reta paralela com [. A tangéncia entre c3 e [ acontece no
infinito. A construcao inicial é feita no espago inverso e com uma simetria que a circunferéncia
¢y transforma-se na reta cz. Isto facilita as contas.

Seja f uma reta perpendicular a [ que passa pelo centro de ¢, marcar o ponto K = fNl.

Existe um ponto mégico Y € f tal que uma circunferéncia de inversao 7, centrada em Y, mapeia
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¢ e [ em duas circunferéncias concéntricas ¢ e I, de centro comum Z e com ¢ no interior de /’

(Exercicio 5). A Figura 6.5 mostra uma construgdo geométrica inicial.

Figura 6.5: Construcao geométrica inicial para o Problema 2. Elementos do espago inverso em
linhas tracejadas. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Construir as circunferéncias ¢ tangentes externamente com ¢’ e internamente com /', todas
com o mesmo raio. Construir ¢ de tal forma que ¢;NI’ =Y. Com isso Inv(c}, i) = c3 é uma reta

paralela com [. Aplicando a inversao aos outros elementos obtém-se a imagem da Figura 6.6.
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Figura 6.6: Segunda construcao geométrica para o Problema 2. Versao interativa aqui.

itk

Fonte: O autor.

Sejam Oy, H e x = O1H o centro da circunferéncia c;, a interse¢cao das circunferéncias c;
e ¢y e a distancia entre os dois pontos anteriores, respectivamente. Como o raio de ¢ é R, no

triangulo retangulo O1 HO, pelo Teorema de Pitagoras, vale:
2+ (z — R)? = (v + R)*.

Segue que © = 4R e a distancia de O até L é OK = 7R.

Na Figura 6.7 sao mostrados simultaneamente todos os elementos das duas construgoes
anteriores. Incluidos os pontos de tangéncia, dois a dois, entre as curvas. Quando permite-se
que as circunferéncias ¢}, ¢, e ¢§ girem um angulo v em torno do ponto Z suas inversas ¢, ¢y

e c3 formam o padrao animado no Passo = 4.
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Figura 6.7: Terceira construcao geométrica para o Problema 2. Todos os elementos das duas
construcoes anteriores. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

6.3 Inversao. Incirculo e circuncirculo. Colinearidade. P14
SL IMO 1986.

Problema 3. A circunferéncia inscrita no tridngulo ABC' € tangente aos lados BC, CA e AB
em D, E e F, respectivamente. X, Y e Z sao pontos médios de EF, FD e DFE, respectivamente.
Provar que os centros do circulo inscrito e das circunferéncias circunscritas de XY Z e ABC

sao colineares.

A IMO 1986 foi realizada na cidade de Varsovia, Polonia. Problema 14 da lista curta,
proposto pela delegacao da Irlanda [3].

6.3.1 Resolucao do Problema 3.

A Figura 6.8 mostra uma construgao geométrica.
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Figura 6.8: Construcao geométrica para o Problema 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja I o centro do incirculo k do tridangulo ABC. Como AF = AE e FX = XFE tem-se

que X F ¢ altura no AAFEI, retangulo em F. Utilizando uma das relagdes métricas segue:
IX-TA=1F"

Da equacao anterior uma inversao em relacao a k leva o ponto A para a posicao do ponto
X. Analogamente, B para Y e C para Z. Isto é, sendo d e f os circuncirculos dos triangulos
ABC e XY Z, chega-se a:
f=1Inv(d, k).

Como o centro de uma circunferéncia é colinear com o centro da sua inversa e o centro

de inversao conclui-se que O (centro de d), J (centro de f) e I s@o colineares.

6.4 Incentro. Homotetia. Inversao. P7 SL IMO 1992.

Problema 4. As circunferéncias g, g1 e go sequem as regras: g, e go sao tangentes externamente
no ponto W e as duas sao tangentes internamente com g. Os pontos A, B,C € g : a reta BC ¢é
uma tangente comum externa de g1 e go e a reta WA é uma tangente comum a g1 € go passando
por W. O ponto A esta no mesmo lado que W em relacao a reta BC. Provar que W € o incentro
do triangulo ABC.
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A IMO 1992 foi realizada na cidade de Moscou, Russia. Problema 7 da lista curta,
proposto pela delegacio da India [3].

6.4.1 Resolucao do Problema 4.

A Figura 6.9 mostra uma construgdo geométrica inicial.

Figura 6.9: Construgao geométrica inicial para o Problema 4. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

Sejam P=g NBCeQ=gpNBCeR=gNgeS=g,Ng.Seja D o ponto médio do
arco BC' de g que nao contem A. Sejam O, O; e Oy os centros de g, g1 € gs.

Uma homotetia com centro em R e fator % mapeia g; em g e o segmento BC' em outro
paralelo e tangente a g passando por D. Isto é, o ponto D é a imagem de P pela homotetia.
Segue que R, P, e D sao colineares. Analogamente S, () e D estao alinhados.

Por D ser ponto médio do arco BC' tém-se: Z/DBC = ZDCB e DB = DC. Para a corda

BD segue a igualdade dois angulos inscritos ZBCD = ZBRD. Com isto, ADBP ~ ADRB e
DP-DR = DB?* = Pot,, (D). (6.4.1)

Analogamente,
DQ - DS = DC? = Pot,, (D). (6.4.2)
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Mas DB = DC' e pode-se escrever de (6.4.1) e (6.4.2) que,
Potg, (D) = DP- DR = DQ - DS = Pot,,(D). (6.4.3)

Isto é, o ponto D esta no eixo radical de g; e go. Logo, D é colinear com W e A.

Ou seja, as equagoes (6.4.1) e (6.4.2) podem ser re-escritas como:
DP-DR = DB? = Pot,, (D) = DW?,

DQ - DS = DC? = Pot,, (D) = DW?.

Com isso encontra-se que DW = DB = D(C'. Uma introdugao aos conceitos de poténcia de
ponto relativa a uma circunferéncia e eixo radical e outros problemas IMO resolvidos encontra-se
em |18].

Como DW = DB = DC e g é a circunferéncia circunscrita ao AABC, pela Proposicao
2.3 em [20], segue que o ponto W é incentro do AABC. Na Figura 6.10 sdo mostrados todos

os elementos das construcoes anteriores.

Figura 6.10: Construcao geométrica para o Problema 4. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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6.4.2 Verificacao do Problema 4 por inversao.

Chama-se N a projegao sobre BC' do ponto W. Constroi-se a circunferéncia de inversao ¢
com centro em W e raio W N. Nota-se que i também é o incirculo do AABC. Como o centro de
inversdo pertence a g; e gs e elas sdo tangentes obtém-se que ¢y = Inv(gy,i) e gh = Inv(gs, 1)
sao retas paralelas.

Por outro lado, W ¢ g e g é tangente com ¢g; e go segue que ¢ = Inv(g,i) é uma
circunferéncia tangente entre as retas gj e g5. Os pontos A, B’ e C’ sdo os inversos de A, B e
C, respectivamente.

Sendo M = ABNie L = CANi verifica-se que A’, B e C' sao pontos médios de LM,
MN e NL, respectivamente (Ver Problema 3). Na Figura 6.11 sdo mostrados os elementos

inversos citados.

Figura 6.11: Elementos inversos do Problema 4. Versao interativa aqui.

B Ig1'

—"

A

Fonte: O autor.
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6.5 Semelhanca. Circunferéncias Ortogonais. Inversao.
P2 IMO 1993.

Problema 5. A, B, C' e D sao quatro pontos em um plano, com C e D no mesmo lado da
reta AB, tais que AC - BD = AD - BC e ZADB = 90° + ZACB. Encontrar a razao

AB-CD
AC - BD’

e provar que as circunferéncias ACD e BC'D sao ortogonais. Duas circunferéncias sao ditas

ortogonais quando nos seus pontos de intersecao suas tangentes sao perpendiculares.

A IMO 1993 foi realizada na cidade de Istambul, Turquia. Problema 22 da lista curta e

escolhido como P2 da competicao, proposto pela delegagdo do Reino Unido [3].

6.5.1 Primeira resolucao do Problema 5.

A Figura 6.12 mostra uma construcao geométrica inicial.

Figura 6.12: Construcao geométrica inicial para o Problema 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja M o ponto dentro do ZADB tal que BD = MD e BD 1. M D. Com isso

BM = 2BD
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e segue das hipoteses que:
ZADM = LACB,
AC AD AD
BC ~ BD MD’

Pelo critério de semelhanca lado-angulo-lado tem-se:

ANACB ~ AADM.

Segue que LZCAB = /DAM, /CAD = Z/BAM e
AB  AC
AM — AD’
Do resultado anterior, por lado-angulo-lado, encontra-se que:

ANCAD ~ ABAM.

Consequentemente,

AC _CD  CD

AB  BM  \2BD’
AB-CD
AC-BD_\/E

Sejam k e [ as circunferéncias AC'D e BCD, respectivamente. Sejam P, e P, pontos

sobre as tangentes em C' a k e [, respectivamente. Pela igualdade entre angulos de segmento e

inscritos vale:

LPCPy=/PCD+ £DCPy, = ZCAD + ZCBD = 90°.

A ultima igualdade decorre do estudo dos angulos nos AABC e AABD. Com isto, k e [ sao

ortogonais. Na Figura 6.13 sao mostrados todos os elementos das construcoes anteriores.
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Figura 6.13: Construcao geométrica para o Problema 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

6.5.2 Resolucao do Problema 5 por inversao.

Constroi-se a circunferéncia de inversao ¢ com centro em C' e raio ao quadrado:
r?=CA-CB. (6.5.1)

A inversao mapeia os pontos A, B e D em A, B" ¢ D’ respectivamente (Figura 6.14).

Pela Proposicao 1 tem-se a semelhanca:
NCAB ~ NCB'A'.
Adicionalmente, pelo raio de inversao escolhido, encontra-se:
CA'=CB, OB = CA. (6.5.2)
Logo, mais do que semelhantes, vale a congruéncia:

ACAB = ACB' A,

BA-CD

A'B'= BA = D

(6.5.3)
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Utilizando novamente a Proposicao 1 obtém-se:

2
. r _ CB-DA

A'D _—C’A-C’DDA_—CD , (6.5.4)
y r? CA-DB

Por hipoteses AC' - BD = AD - BC, logo A'D' = B'D' =z e o ANA'B'D’ & isosceles de

base A’'B’. Para calcular a razao requerida utilizam-se (6.5.3) e (6.5.5):

A'B AB-CD
B'D'~ AC-BD’

(6.5.6)

Figura 6.14: Problema 5 por inversao. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Resta provar que a hipoteses ZADB = 90° + ZACB implica que o AA’B’'D’ & retangulo

. I R/ N .
em D'. Pois nesse caso, % = V2 e de (6.5.6) conclui-se que:

AB-CD
AC-BD_\/§

Seja ZC' = «. Pela Lei dos Cossenos aplicada no AABC segue:

AB? = AC? + BC* — 2AC - BC cos(a),
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AC? + BC? — AB?
cos(@) = —— 5 BC

Por outro lado, pela Lei dos Cossenos aplicada no AABD tem-se:

AB? = AD? + BD? — 2AD - BD cos(90° + a),

AB? = AD? + BD? +2AD - BD sen(a),

AB? — AD? — BD?
2AD - BD
Substituindo (6.5.3), (6.5.4) e (6.5.5) em (6.5.8) encontra-se:

sen(a) =

2 1y 2
(AB)? — (A’D’-CD) B (B D -CD)
sen(ar) = 2A’D’~gg “BD-CD A )

CB CA

sen(a): QA/D/B/D/CDQCACB

Como A'D’ = B'D = x a equagao (6.5.9) simplifica para:

(A'B'-CA-CB)?-2(z-CD)?
2¢2-CD?*-CA-CB '

sen(a) =

(A'B'-CA-CB)?— (A'D'-CD)* — (B'D' - CD)?

(6.5.7)

(6.5.8)

(6.5.9)

(6.5.10)

Utiliza-se agora a identidade trigonométrica fundamental e as equagoes (6.5.3), (6.5.7) e

(6.5.10):

<A02 + BC? — (A’B’)2>2 N ((A’B’ AC-BOY —2(z- 017)2>2 .

2AC - BC 222.CD?- AC - BC

Desenvolvendo e simplificando a equacao anterior chega-se em:

A'B

xz

V2.

Pela reciproca do Teorema de Pitagoras conclui-se que ZA'D’'B’ = 90°.

6.6 Teorema da Bissetriz. Tridngulo Pedal. Lei dos Senos.

Inversao. P2 IMO 1996.

Problema 6. Seja P um ponto no interior do ANABC tal que:

LAPB — LC = LAPC — ZB.

(6.6.1)
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Sejam D e E os incentros dos NAPB e NAPC, respectivamente. Mostrar que AP, BD e CE

sa0 concorrentes.

A IMO 1996 foi realizada na cidade de Mumbai, India. Problema 11 da lista curta e

escolhido como P2 da competicao, proposto pela delegagdo do Canada [3].

6.6.1 Primeira resolucao do Problema 6.

A Figura 6.15 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.

Figura 6.15: Construcao geométrica inicial para o Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja ' = BD N CFE. Quer-se mostrar que ' € AP. Como BD e C'E sao bissetrizes, pois

D e FE sao incentros, pela forma reciproca do Teorema da Bissetriz, bastara provar que:

AB AF AC
BP FP (CP

(6.6.2)

Sejam X, Y e Z os pés das projecoes ortogonais do ponto P nos lados BC, CA e AB,
respectivamente (Figura 6.16). Os quadrilateros AZPY, BZPX e CXPY sao ciclicos, pois a
soma de um par de angulos opostos é 180°.

No quadrilatero C X PY tem-se que:

/XPY =180° — /C. (6.6.3)
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Pelo angulo raso em Z vale que:
LXZY =180°— LXZB — LY ZA. (6.6.4)
Utilizando agora que BZPX e AZPY sao inscritiveis e (6.6.4) segue:
LXZY =180°— LXPB — LY PA. (6.6.5)
De (6.6.3) e considerando a soma dos angulos em torno ao ponto P tem-se:
LAPB =180° — ZXPB — LYPA+ ZC. (6.6.6)
Da comparacao entre (6.6.5) e (6.6.6) chega-se a:
LXZY = ZLAPB — ZC. (6.6.7)
Analogamente demonstra-se que:
LXYZ = LAPC — ZB. (6.6.8)
De (6.6.1), (6.6.7) e (6.6.8) obtém-se LXZY = /XY Z, o AXY Z ¢ isosceles e
XY =XZ. (6.6.9)

Adicionalmente, BP e C'P sao diametros das circunferéncias circunscritas a BZPX e
C X PY, respectivamente. Pela Lei dos Senos aplicada aos AXBZ e AXCY obtém-se:

XZ = BPsen(4£B),

XY = CPsen(ZC).

De (6.6.9) e as duas equagoes anteriores segue:

BP  sen(£C)
= . 6.1
CP  sen(4B) (6.6.10)
Utilizando mais uma vez a Lei dos Senos, agora no AABC, encontra-se:
sen(£C) AB
= . 6.11
sen(£B) AC (6.6.11)
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Logo, juntando (6.6.10) e (6.6.11) conclui-se:

BP AB
cP  AC’
A equagao anterior é a parte de (6.6.2) que queria-se demonstrar. A Figura 6.16 mostra uma

construgao geométrica.

Figura 6.16: Construcao geométrica para o Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

6.6.2 Construcao e resolugcao do Problema 6 por inversao.

A localizacao do ponto P foi feita partindo de uma construcao mais simples no espago
inverso. Seja ¢ uma circunferéncia de inversao de centro em A e raio arbitrario r. Sejam
B' = Inv(B,i), C" = Inv(C,i) e P = Inv(P',1).

Constroéi-se a reta mediatriz m dos pontos B’ e C’ e posiciona-se P’ € m, de tal forma
que P esteja no interior do AABC. Ter-se-a que B'P' = C'P’.

Na inversao de dois pontos, Proposi¢ao 1, obtém-se que:

2
BP ——" __pp
AB - AP

)

T2

AC - AP Pe.

C'P' =
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Logo, dividindo as duas equacoes anteriores, encontra-se:

BP CP
AB  ACT
Pela forma reciproca do Teorema da Bissetriz o resultado segue. A Figura 6.17 mostra uma

construcao geométrica utilizando inversao.

Figura 6.17: Construcao geométrica utilizando inversao para o Problema 6. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

6.7 Teorema de Desargues. Incentro e Circuncentro. In-
versao. P9 SL IMO 1997.

Problema 7. Seja A1 Ay Az um tridngulo nao isdsceles com incentro I. Seja ¢;, com i =1,2,3,
a menor circunferéncia que passa por I e € tangente a A;A;11 e AjA; o (considera-se a soma
dos indices mddulo 3). Seja B;, com i = 1,2,3, o sequndo ponto de intersecio de ci11 € Ciia.

Provar que os circuncentros dos tridngulos A1B11, Ay Byl e A3B3l sao colineares.

A TMO 1997 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina. Problema 9 da lista

curta, proposto pela delegacao dos Estados Unidos [3].
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6.7.1 Resolucao do Problema 7.

A Figura 6.18 mostra uma construgao geométrica inicial.

Figura 6.18: Construcao geométrica inicial para o Problema 7. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Nesta resolucao, considera-se ¢ = 1,2,3 e a soma de todos os indices modulo 3. Para
construir ¢;, primeiro esboga-se uma perpendicular, passando por I, & bissetriz interna b; (no
vértice A;). A intersecao dessa perpendicular com os dois lados mais proximos determina um
triangulo, do qual ¢; é o incirculo.

Seja ¢ a circunferéncia circunscrita ao AA;As Az (Figura 6.19). Denotam-se por O; os
centros das circunferéncias ¢; e por M; o ponto médio do arco A;,1A;.2 de ¢ que nao contém
A;.

Primeiro, nota-se que a reta O;;10;,2 é a mediatriz o; do segmento IB;, e consequente-
mente o circuncentro R; do AA; B;I esta contido em o;. Segundo, sejam M, 1 M;, - as retas m;.
Da igualdade das medidas dos segmentos M;,1A; = M;,11, pela Proposi¢ao 2.3 em [20], tem-se
que m; é mediatriz dos pontos A; e I. Isto implica que R; esta contido na reta m;. Ou seja,
R; = 041040 N M1 Mo

No que segue consideram-se os AM;MyMsz e AO10,03. Como as retas M0, M;05 e
M305 sao concorrentes em [, pelo Teorema de Desargues, as intersecoes dos prolongamentos dos
lados correspondentes R;, com ¢ = 1,2, 3, sao colineares. A Figura 6.19 mostra uma construgao

geomeétrica.
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Figura 6.19: Construcao geométrica para o Problema 7. O ponto Ry € R R3, nao aparece pela
escala. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Girard Desargues foi um matematico francés, considerado um dos fundadores da geometria
projetiva. Seu trabalho centrou-se na teoria das segoes conicas e perspectiva. Nasceu em 1591

e morreu em 1661 [28].

6.7.2 Resolucao do Problema 7 por inversao.

As circunferéncias circunscritas aos AA;B;I, com ¢ = 1,2,3, serao denotadas por d;.
Sabe-se que, se Ry, Ry e R3 sdo os circuncentros dos triangulos A1 B11, AsBsl e A3B3l, respec-
tivamente, entao eles sao os centros de dy, dy e ds3, que tem o ponto I em comum. Para mostrar
que os R; sao colineares bastara provar que as circunferéncias d; tem um segundo ponto J # [

em comum. A Figura 6.20 mostra uma construcao geométrica inicial utilizando inversao.
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Figura 6.20: Construcao geométrica inicial utilizando inversao para o Problema 7. Versao
interativa aqui.

Fonte: O autor.

Constroi-se uma circunferéncia de inversao i de raio arbitrario, diferente de zero, e centro
em I. Denota-se por X’ o inverso de X. Como as circunferéncias ¢; passam pelo centro de
inversdo I, suas inversas sao as retas c;. Tem-se que B} = ¢, Ncj, ou ¢; = Bj B 5. As
inversas das retas A;A;;1, sao as circunferéncias AjA; I, de mesmo raio, pois equidistam de
1. A relagao de tangéncia entre retas e circunferéncias é preservada apds a inversao.

Seja P; o centro da circunferéncia A}, A; ,I. Devido a igualdade dos raios, nota-se que
PP || B;B;,,. Logo, o AP PPy & homotético com o AB{B,Bj. A Figura 6.21 mostra uma

construcao geométrica somente dos elementos apos inversao.
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Figura 6.21: Construcao geométrica somente dos elementos apés inversao para o Problema 7.
Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Como Aj e I sao as intersegoes das circunferéncias Aj A}, I e AA; ,I, tem-se que A; e I sdo
simétricos em relacao ao segmento PP 2. Com isto, o AA} AL AL também é homotético com
o AB| B, BY. Consequentemente, A By, A,Bj e ALBY sdo concorrentes no centro de homotetia
J'. Ou seja, as circunferéncias A;B;I, com i = 1,2, 3, passam pelo ponto J = Inv(J',i) # 1. A

Figura 6.22 mostra uma constru¢ao geométrica com todos os elementos apresentados.
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Figura 6.22: Construcao geométrica utilizando inversao para o Problema 7. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

6.8 Topologia. Inversao. P8 SL IMO 1999.

Problema 8. Uma circunferéncia ¢ chamada “Separadora” para um conjunto de cinco pontos
num plano se passa por trés deles, um quarto ponto estd no seu interior € o quinto no exterior.
Provar que todo conjunto de cinco pontos, que nao tenha trés colineares nem quatro conciclicos,

tem exatamente quatro Separadoras.

A TMO 1999 foi realizada na cidade de Bucareste, Roménia. Problema 8 da lista curta,

proposto pela delegacao do Japao |3].

6.8.1 Resolucao do Problema 8.

Sejam A, B, C, D e E os pontos e uma circunferéncia de inversao ¢ com centro em E.
Sejam A’, B', C' e D’ os inversos respeito a 7. Uma circunferéncia Separadora que passa por
E transforma-se numa reta, passando por dois pontos dentre A’, B', C' e D', e de forma que
separa os outros dois inversos, um em cada lado da reta. Uma Separadora que nao passa por F
transforma-se em outra circunferéncia, passando por trés pontos inversos e com o quarto ponto
inverso no seu interior.

Seja M’ a envoltoria convexa de A’, B', C" e D'. Ha dois casos: i) M’ & um quadrilatero

ou ii) M’ é um triangulo com o quarto ponto no interior.
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i) M’ & um quadrilatero, por exemplo A’B'C'D’. Neste caso duas das circunferéncias
Separadoras (p e ¢) sdo inversas das diagonais A'C" e B'D’'. Se LA" + ZC" < 180° as outras
duas Separadoras (k e r) sdo as inversas das circunferéncias A’B'C" e A'D'C". Caso contrario,
de B'A'D' e B'C'D’. As inversas das outras 6 circunferéncias e retas utilizando A’, B’, C', D’

e F nao sao Separadoras. A Figura 6.23 mostra uma construcao geométrica neste caso.

Figura 6.23: Construgio geométrica do Problema 8. Caso i) M’ é um quadrilatero e ZA'+2C" <
180°. Versao interativa aqui.

L
.-

.\‘
N

[N

Fonte: O autor.

ii) M’ é um triangulo, por exemplo, A’B'C" com D’ no interior. Neste caso as circunfe-
réncias Separadoras sdo as inversas «, 3, v e ¢ das retas D'A’, D'B’, D'C" e da circunferéncia
A’B'C’. Nenhuma outra reta ou circunferéncia satisfaz as condigdes do problema. A Figura 6.24

mostra uma constru¢ao geométrica neste caso.
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Figura 6.24: Construcao geométrica para o Problema 8. Caso ii) M’ é o triangulo A’B'C’ com
D’ no interior. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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