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Titulo

Geometria Olimpica com GeoGebra v.3

Prefacio
Este material didatico foi utilizado durante algumas das aulas do curso
“Geometria Olimpica com GeoGebra” para professores de Matematica do Ensino
Fundamental e Médio de todo o Brasil. O texto conta com 57 figuras que
facilitam acompanhar a resolucao. Todas tém como complemento links para os
graficos interativos no site do GeoGebra e, varios, a resolucao em video do
YouTube. A discussao é organizada em quatro capitulos: Desigualdade de
Ptolomeu; Teorema de Casey; Célculos de Areas; Teoremas de Menelaus, Pascal
e Ceva. Discute-se a teoria associada e resolvem-se problemas. O diferencial na
utilizacao do GeoGebra esté baseado na disponibilidade gratuita do software,
tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construcoes
geométricas podem ser feitas de forma dindmica, onde exploram-se diversas
configuracoes de um mesmo problema. O GeoGebra serve tanto como
calculadora grafica e numérica, utilizada para a verificacao, como ferramenta,
para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstragao rigorosa. O GeoGebra

também convida o leitor a interagir, a por as maos na massa.

Palavras-chave: Geometria, Olimpiadas, GeoGebra, Ensino Fundamental,

Ensino Médio, Formacao de Professores.
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Capitulo 1

Introducao

O livro faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de estudante e professo-
res com problemas de Olimpiadas de Matematicas. Em particular, este material didatico foi
utilizado durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra” para pro-
fessores de Matematica do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O mesmo aconteceu
na modalidade de Ensino a Distancia (EaD) pela plataforma de Cultura e Extensao da USP.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento, curso de Geo-
metria, Nivel 2, do Prof. Rodrigo Pinheiro [35] e do Prof. Cicero Thiago [38]. Também serviram
como referéncia os livros de Geometria [27] e Geometria Analitica [2] adotados pelo Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) e a dissertacdo de mestrado de
Anderson Reis de Vargas [39].

O texto conta com 57 figuras que facilitam facilitam o acompanhamento das resolugoes.
Como complemento, os links para os graficos interativos sao disponibilizados em paginas do
GeoGebra. Varios problemas contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do
YouTube.

A discussao é organizada em quatro capitulos: Desigualdade de Ptolomeu; Teorema de
Casey; Calculos de Areas; Teoremas de Menelaus, Pascal e Ceva. Discute-se a teoria associada
e resolvem-se problemas. Escolhemos apresentar alguns exercicios em cada caso, mas sem a
pretensao de esgotar o tema.

O diferencial na utilizacao do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do soft-
ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construgoes geométricas
podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuragoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a ve-
rificagao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.

Com uma boa organizacao e programagao adequada discutir problemas na tela do GeoGe-
bra permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. En contra partida, na versao

impressa tradicional o aprendente precisa ficar alternando entre paginas para acompanhar uma
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resolucao.

O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto é, pode movi-
mentar pontos da construcao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos mais obstina-
dos é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes.

Adicionalmente, a versao online do GeoGebra funciona como uma rede social de apren-
dizado e colaboracao. Os profissionais e alunos podem disponibilizar construcoes, buscar cons-
trucoes, baixar e modificar ou alterar e salvar no proprio site. Em resumo, é um local que
fornece materiais e meios alternativos para a troca de conhecimento relacionado ao ensino de
Matematica.

Dois livros eletronicos gratuitos com as notas de aulas da primeira parte do curso Geo-
metria Olimpica com GeoGebra também estao disponiveis em [12] e [13].

Um dos autores também publicou quatro livros eletronicos dedicados a resolucao de pro-
blemas de olimpiadas internacionais de Matematica para o Ensino Médio: [8], |9], [10] e |L1].

Outros trabalhos da area de Matematica sao [14], [15], [16], [L7], [18], [19], [20], [°], [21],

23], 1241, 1201, 1261, [37] e [22].
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Capitulo 2

Desigualdade de Ptolomeu

2.1 Introducao

Claudio Ptolomeu (85-165 d.C., Alexandria, Egito) publicou o tratado “Almagesto” de
treze livros defendendo a teoria geocéntrica do movimento dos planetas, a L.ua e o Sol. Esta
prevaleceu por mais de 1400 anos, até que Nicolau Copérnico revolucionou a Astronomia com
o modelo heliocéntrico em 1543. No livro I do “Almagesto”, Ptolomeu enunciou o teorema
que leva seu nome. A partir do mesmo ele conseguiu calcular a funcao comprimento de corda
(analoga a func¢do seno atual) com intervalo de meio grau e cinco casas decimais de precisao
[1]. A formula do Teorema de Ptolomeu, quando aplicada a um retangulo, transforma-se na
formula do Teorema de Pitagoras.

O Teorema e a Desigualdade de Ptolomeu raramente sao sequer citados para os estudantes
de Ensino Médio no Brasil. Porém, seu conhecimento é importante para o sucesso em Olimpia-
das. Neste capitulo discutem-se detalhadamente cinco problemas propostos para a Olimpiada
Internacional de Matematica (IMO), mas sem a pretensao de esgotar o tema.

Embora fteis e proveitosas, as resolugoes apresentadas nos foruns de problemas da IMO
nao detalham muitas deducoes, as quais ficam para o leitor. Os autores parecem supor que todos
tém conhecimentos matemaéticos suficientemente avancados. Adicionalmente, essas discussoes
encontram-se frequentemente em inglés.

A apresentacao neste capitulo visa que o material possa de fato ser lido e estudado por
estudantes de lingua portuguesa (e talvez espanhola) que preparam-se para as fases finais das
olimpiadas nacionais ou internacionais. Fspera-se também que a presente abordagem sirva
de apoio aos professores do Ensino Médio que aventuram-se em tépicos mais avancados. Em
comparac¢ao com outras solucoes disponiveis, as apresentadas aqui utilizam argumentos menos
rebuscados e um ntimero menor de passagens a serem preenchidas pelo leitor. Anteriormente
discutimos outros conjuntos de problemas de olimpiadas internacionais de Matematica em |20],

[19] e [21]. Inicia-se com uma introdugao dos conceitos bésicos sobre a igualdade e Desigualdade
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de Ptolomeu.

2.2 Conceitos basicos

2.2.1 Teorema de Ptolomeu

Definicao 1. Um quadrildtero é dito inscritivel ou ciclico quando seus quatro vértices pertencem

a uma mesma circunferéncia.

Teorema 1 (Teorema de Ptolomeu). Em um quadrildtero inscritivel ABCD o produto dos
comprimentos das diagonais € igual a soma dos produtos dos comprimentos dos lados opostos
(Figura 2.1). Isto é, vale

AC-BD =AB-CD+ AD - BC. (2.2.1)

A forma reciproca também é verdadeira. Se (2.2.1) for verdade para o quadrildtero convezxo

ABCD, entao ele € inscritivel.

O link interativo @, ilustrado na Figura 2.1, mostra uma avaliagao numérica do Teorema
de Ptolomeu. Neste caso, os produtos a direita formam dois retangulos de areas AB - CD e

AD - BC, respectivamente.

Figura 2.1: Enunciado do Teorema de Ptolomeu. Para um quadrilatero ser inscritivel o produto
dos comprimentos das diagonais deve ser igual & soma dos produtos dos comprimentos dos lados

opostos e vice-versa. Versao interativa @

Fonte: Os autores.
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A Figura 2.2, com versao interativa Q, serve de guia para a demonstracao da forma

direta do Teorema de Ptolomeu.

Demonstracao. i) Forma direta do Teorema de Ptolomeu. Suponha-se que ABCD seja um
quadrilatero inscritivel. Tem-se que ZABC + ZADC = 180°. Estende-se a reta C'D e coloca-se
o ponto P € CD, tal que ZBAC = ZPAD (Figura 2.2).

Figura 2.2: Demostracao da forma direta do Teorema de Ptolomeu. Versao interativa @

Fonte: Os autores.

Como LZADP + ZADC = 180° segue que LZABC = ZADP. Logo,
NABC ~ AADP,

pelo critério de semelhanca angulo-angulo. Consequentemente:

AB_BC_AC:DP_AD-BC
AD DP AP  AB

(2.2.2)

Adicionalmente, /BAD = /PAC, pois ZDAC é comum aos dois anteriores, e ZABD =

ZACD, devido a "enxergarem", a mesma corda AD. Com isto

AABD ~ AACP,
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pelo critério de semelhanca angulo-angulo. Segue que:

AB AD BD AC - BD
cp=A¢ 5D

AC AP P AB (2.2.3)

De (2.2.2) e (2.2.3) tem-se

AD-BC  AC-BD

CP=CD+DP=CD+ 1B 1B

Multiplicando a dltima igualdade por AB encontra-se (2.2.1).
ii) Reciproca do Teorema de Ptolomeu. A Figura 2.3 ilustra a construgdo. Suponha-se
que ABCD seja um quadrilatero convexo e vale (2.2.1). Esbog¢a-se um ponto E, no interior de

ABCD, tal que ZEDC = ZADB e
ED  AD

D_C — m. (2.2.4)

Figura 2.3: Demostragao da reciproca do Teorema de Ptolomeu. Versao interativa Q

B

Fonte: Os autores.

Como LZEDC = ZADB e, por (2.2.4), os lados correspondentes sao proporcionais, pelo

critério de semelhanca lado-angulo-lado, tem-se:

AEDC ~ AADB.
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Logo, /DAB = /DEC, ZABD = ZECD e

ED DC EC
AD DB AB’

(2.2.5)

Nota-se que /BDC = ZADE, pois ZEDB é comum. Logo, por um par de angulos

congruentes e lados correspondentes proporcionais, (2.2.5), tem-se:
ABDC ~ ANADE.

Segue que LDAE = /DBC, ZAED = /BCD e

BD DC BC
AD DE AE’

(2.2.6)

Partindo de (2.2.1) escreve-se:

_AD-BC , AB-CD

AC BD BD

Comparando o lado direito da equacado anterior com (2.2.5) e (2.2.6) segue que:
AC =AE + EC.

Isto é, A, E e C sao colineares. Como ZABD = ZACD, conclui-se que o quadrilatero ABC' D

é ciclico. O

Corolario 2. O Teorema de Ptolomeu aplicado em um retingulo ABCD equivale ao Teorema

de Pitdgoras aplicado nos triangulos retangulos ABC, BCD, CDA e DAB (Figura 2./).

Demonstracao. Todo retangulo ABC'D é inscritivel pois a soma dos angulos opostos é 180°

(Figura 2.4). Pelo Teorema de Ptolomeu vale:
AB-CD+ BC-DA=AC - BD.

Mas num retangulo ABCD os lados opostos e as diagonais sdo congruentes entre si. Isto é,
AB =CD =a, BC = DA =be AC = BD = c. Segue a formula do Teorema de Pitagoras
relativa aos triangulos retangulos ABC, BCD, CDA e DAB:

a’ + b = 2.
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Figura 2.4: Teorema de Ptolomeu no retangulo ABC'D. Versao interativa Q

D lla C
C C
bl I
A g B
a

Fonte: Os autores.

2.2.2 Desigualdade de Ptolomeu

A Desigualdade de Ptolomeu generaliza o resultado anterior.

Teorema 3 (Desigualdade de Ptolomeu). Se ABC'D € um quadrildtero convexo (nao necessa-
riamente inscritivel) o produto dos comprimentos das diagonais € menor ou igual a soma dos

produtos dos comprimentos dos lados opostos. Isto €, vale:
AC-BD < AB-CD+ BC - AD. (2.2.7)

Ocorre a igualdade se, e somente se, ABCD ¢ um quadrildtero inscritivel, conforme o Teo-

rema 1 (Ptolomeu,).

Demonstracao. A Figura 2.5 permite acompanhar a explicacdo. Seja ABCD um quadrilatero
convexo (nao necessariamente inscritivel), com diagonais AC' e BD.

Inicia-se construindo um ponto E tal que ZADC = ZABE e ZACD = ZAEB. Pelo
critério de semelhanca angulo-angulo segue que AACD ~ AAEB. Com o qual resulta na

proporcionalidade dos lados:
AE AB EB
AC  AD CD’

(2.2.8)
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Figura 2.5: Construcao geométrica para auxiliar na demonstracao da Desigualdade de Ptolo-

meu. Versao interativa @

Fonte: Os autores.

Da segunda igualdade em (2.2.8) encontra-se:

_AB-CD

EB
AD

(2.2.9)

Por outro lado, tem-se que ZBAD = ZFEAC. Adicionalmente, da primeira igualdade em

(2.2.8) segue que:
AD AB

AC — AE

Pelo critério de semelhanca lado-angulo-lado pode-se afirmar que:

(2.2.10)

ABAD ~ AFAC.

Segue que ZAEC = ZABD e ZACE = ZADB. Adicionalmente, além de (2.2.10), ganha-se

outra proporcionalidade de lados:

AD BD
De (2.2.11) segue que:
AC - BD
EFC = ——FF+—. 2.2.12
C=—5 (2.2.12)
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A seguir foca-se no triangulo FBC'. Utilizando a Desigualdade Triangular tem-se:
EC < EB+ BC. (2.2.13)

Substituindo (2.2.12) e (2.2.9) em (2.2.13) encontra-se:

AC’-BD<AB-CD

5 <—p  tBC (2.2.14)

Multiplicando (2.2.14) por AD conclui-se a validez de (2.2.7).
A igualdade ocorre se, e somente se, FC = EB + BC. Ou seja, E/; B e C' sao colineares.

Isso equivale ao quadrilatero ABC'D ser inscritivel. O

A desigualdade também é valida se o quadrilatero nao é convexo [1]. Uma verificagdo

numérica no site do GeoGebra pode ser vista Q Outra demonstracao da Desigualdade de

Ptolomeu encontra-se, por exemplo, em [27].

2.3 Problemas

2.3.1 Teorema de Ptolomeu. Arco Capaz. Tridngulo Equilatero. P5
IMO 1995.

Problema 1. Seja ABCDEF um hexdgono convexro com:
AB =BC =CD,

DE = EF = FA,
/BCD = /EFA =r/3.

Sejam G e H dois pontos no interior do hexdgono, tais que os dngulos AGB e DHE sao ambos
27/3. Provar que:
AG+GB+GH+ DH +HE > CF.

A IMO 1995 foi realizada na cidade de Toronto, Canada. O problema acima foi proposto
por A. McNaughton da delegacao da Nova Zelandia, P11 da lista curta (SL) e escolhido como

o quinto da competicdo [3].

2.3.1.1 Resolucao do Problema 1.

A Figura 2.6 mostra uma construgao geométrica. Os tridngulos BC'D e EF A sao equila-

teros pelas hipoteses do problema. Para poder "encaixar"a parte superior (ABC'D, em azul)
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com a parte inferior (DEF A, em vermelho) a linha BE deve ser a mediatriz dos pontos A e
D. Tsto é, os triangulos ABD e AED sao isosceles de base AD. Para localizar as posi¢coes dos
pontos G e H deve ser feita a constru¢ao do Arco Capaz (parte das circunferéncias ¢ e f no

interior do hexagono) sobre os segmentos AB e DFE, respectivamente.

Figura 2.6: Uma construg¢ao geométrica para o Problema 1. Versao interativa @

Fonte: Os autores.

Para resolver o problema sao construidos os pontos C’' e F’, simétricos de C' e F' em
relacdo a reta BE, respectivamente. Nota-se que CF = C'F".

Pela simetria em relacdo a linha BFE os triangulos ABC” e DEF’ sao equilateros. Segue
que os angulos BC'A e DF'E medem 60°, com o qual os quadrilateros AGBC’ e DHEF' sao
inscritiveis (LZAGB + £ZBC'A=180° ¢ ZDHE + ZEF'D = 180°).

Utilizando o Teorema 1 (Ptolomeu) no quadrilatero inscritivel AGBC” tem-se:
AG - BC'+ BG - AC' = GC" - AB.
Como BC' = AC'" = AB segue:
AG + BG = G(C". (2.3.1)

Analogamente, utilizando o Teorema 1 (Ptolomeu) no quadrilatero inscritivel DHEF’

tem-se:
HE -DF'+HD-FEF =HF' - DE.

Como DF' = EF' = DFE segue:
HE+ HD = HF' (2.3.2)
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Somando (2.3.1) e (2.3.2) encontra-se:
AG+BG+HE+HD=GC' + HF'.
Adicionando GH nos dois lados da equagao anterior tem-se:
AG+BG+GH+HE+HD=GC'+GH+ HF'. (2.3.3)
Pela Desigualdade Triangular aplicada nos triangulos HGC' e HC'F' segue que:
(GC"+GH)+ HF' > HC'+ HF' > C'F' = CF. (2.3.4)

A igualdade acontece quando os pontos G e H pertencem ao segmento C'F”.

De (2.3.3) e (2.3.4) encontra-se o que queria-se demonstrar:
AG+BG+GH+HE+HD > CF. (2.3.5)

Pela Desigualdade de Ptolomeu (Teorema 3) pode ser eliminada a restrigdo dos angulos
AGB e DHE serem 120°. Neste caso, os quadrilateros AGBC’ e DHEF’' nao serao neces-
sariamente inscritiveis nem convexos. As igualdades (2.3.1) e (2.3.2) devem ser substituidas
por:

AG + BG > GC',

HE+ HD > HF'.

Repetindo o raciocinio feito anteriormente a desigualdade (2.3.5) continuara sendo valida.

2.3.2 Desigualdade de Ptolomeu. Desigualdade das médias aritmé-
tica e harmonica. P7 SL IMO 1997.

Problema 2. Seja ABCDFEF um hexdgono convezo tal que AB = BC,CD = DE, EF = FA.

Provar que:
BC DE FA

BE DA T FC

3
> —.
-2
Quando acontece a igualdade?

A TMO 1997 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina. O problema acima foi
proposto por Valentina Kirichenko da delegagao da Russia, P7 da SL [3].
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2.3.2.1 Resolucao do Problema 2.

A Figura 2.7 mostra uma construgao geométrica. Para facilitar a interpretagao também

foram construidos os segmentos AC =a, CE =be AE = c.

Figura 2.7: Uma construg¢ao geométrica para o Problema 2. Versao interativa @

¥ E

Fonte: Os autores.

Inicia~se aplicando a Desigualdade de Ptolomeu (Teorema 3) ao quadrilatero ACEF":
AC-EF+FA-CE > AFE - FC.

Como FA = EF segue que:
FA c

FC ~a+b
Analogamente, aplicando a Desigualdade de Ptolomeu (Teorema 3) no quadrilatero AEDC

(2.3.6)

tem-se:

AE-CD+ AC-DE > DA-CE.

Mas C'D = DFE, logo
DFE b
DA —a+tec

Mais uma vez, aplicando a Desigualdade de Ptolomeu (Teorema 3) no quadrilatero ABCE

(2.3.7)

segue:

AB-CE+ AE-BC > AC - BE.
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Com AB = BC, encontra-se:
BC S _a

= ) 2.3.8
BE ~ b+c ( )
Somando (2.3.6), (2.3.7) e (2.3.8) tem-se:
BC L DE . FA S @ . b i c
BE DA FC ~b+c¢ a+c a+b
Para resolver o problema basta provar a Desigualdade de Nesbitt:
a b c 3
> —. 2.3.9
b+c+a+c+a+b_2 ( )
Sejam
r=0b+c, (2.3.10)
y=a-+c, (2.3.11)
z=a+b, (2.3.12)
p=a+b+ec (2.3.13)

Das quatro equagoes anteriores pode-se escrever a, b e ¢ como funcgao de x, y, z e p:

a=p-—uz, (2.3.14)
c=p—z. (2.3.16)

Substituindo (2.3.10), (2.3.11), (2.3.12), (2.3.14), (2.3.15) ¢ (2.3.16) em (2.3.9) encontra-se

que (2.3.9) equivale a:
1 1 1 3
pl=4+-+-)-3>=.
T Yy =z 2
E apos algumas manipulagoes fica-se com a desigualdade:

1 9
+ . P (2.3.17)

+ 2

SHE

1
Y
Da soma de (2.3.10), (2.3.11), (2.3.12) e da defini¢do de p em (2.3.13) tem-se que o valor

2p pode ser escrito como:
p=x+y+ =z (2.3.18)
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Substituindo (2.3.18) em (2.3.17) e reagrupando conclui-se que (2.3.17) é equivalente a:

MAAz,y, 2z} =

3
s = M.H {vy2}. (2.3.19)
Y

3 -+

8=

+

=

Em (2.3.19) reconhece-se a desigualdade (verdadeira) entre as médias aritmética (M.A.)
e harménica (M.H.) do conjunto de valores positivos {x,y, z}.

A igualdade em (2.3.6), (2.3.7) e (2.3.8) acontece, pelo Teorema 1 (Ptolomeu), quando
os quadrilateros ACEF, AEDC e ABCE sao inscritiveis. Da igualdade em (2.3.9) segue que
a =b = c, isto equivale a + = y = z (igualdade na Desigualdade das Médias). Neste caso o

hexagono é regular.

2.3.3 Teorema de Ptolomeu. Conjugados Isogonais. Semelhanca de
tridngulos. P4 SL IMO 1998.

Problema 3. Sejam M e N pontos no interior do NABC, tais que /ZMAB = ZNAC e
/MBA = /ZNBC. Provar que:

AM-AN+BM-BN+CM-CN_1
AB-AC = BA-BC CA-CB

A IMO 1998 foi realizada na cidade de Taipé, Taiwan. O problema acima foi proposto

pela delegacao da Arménia, P4 da lista curta [3].

2.3.3.1 Resolucao do Problema 3.

A Figura 2.8 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.

Devido as igualdades /ZMAB = /ZNAC e ZMBA = ZNBC, os pontos M e N sao
conjugados isogonais. Pelo Teorema Fundamental dos conjugados isogonais também ¢é vélido
que ZMCB = ZNCA.

Para a construcao posiciona-se um ponto M no interior do AABC. Tracam-se as retas
AM, BM e as bissetrizes g e h dos angulos CAB e ABC respectivamente. A seguir encontra-se
a reflexao f’ da reta AM relativo a g e a reflexao j' da reta BM relativo a h. Marca-se o ponto
N=f'nj.

Seja um ponto K € BN tal que ZBCK = Z/BM A (Figura 2.9). Como Z/KBC = ZABM,
tem-se ABCK ~ ABMA. Segue que /ZBKC = ZBAM e

BC BK CK
BM BA MA’

(2.3.20)
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Figura 2.8: Uma constru¢ao geométrica inicial para o Problema 3. Versao interativa @

Fonte: Os autores.

Da primeira igualdade em (2.3.20) e ZM BC' = ZABK, pelo critério de semelhanga lado-
angulo-lado, segue que AMBC ~ ANABK. Logo, /ZMCB = /ZAKB, /ZBMC = /BAK e

MB MC _ BC

5 =% = B (2.3.21)

Como /NKC = /BKC = ZBAM = ZNAC, entao o quadrilatero ANCK ¢é inscritivel.

Aplicando o Teorema 1 (Ptolomeu) tem-se:
AC-NK = AC - (BK — BN) = AN - CK + CN - AK,

AC-BK = AC - BN + AN - CK + CN - AK. (2.3.22)

De (2.3.20) e (2.3.21) encontra-se:

( _ AB.CM
AK = 2557+
_ AB-BC
BK = ABBC.
_ AM-BC
\CK ~  BM
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Substituindo os resultados anteriores para AK, BK ¢ CK em (2.3.22) tem-se:

AC - AB - BC AN -AM -BC CN-AB-CM
B = AC - BN + B + Bl .

(2.3.23)

Multiplicando (2.3.23) por + chega-se a:

BM
AB-BC-C
1_B.M~BN+A]\4-AN+C’JW'C'N
~ BA-BC AB-AC  CA-CB’

Figura 2.9: Uma construcao geométrica para o Problema 3. Versao interativa @

Fonte: Os autores.

2.3.4 Poligono inscritivel. Teorema de Ptolomeu. P4 da SL da IMO
2000.

Problema 4. Seja A A,...A,, um poligono convexro com n > 4. Provar que Ai1As...A, € ins-
critivel por uma circunferéncia se, e somente se, a cada vértice A; pode ser associado um par

de nimeros reais (bj,c;), j = 1,2,..n, tais que
AiAj = bjCZ‘ - biCj, (2324)

para todo i, com 1 <1 < j<n. A;A; é a distdncia entre os pontos A; e A;.

A IMO 2000 foi realizada na cidade Daejeon, Coreia do Sul. Problema proposto pela
delegacao da Russia, P4 da lista curta |3].
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2.3.4.1 Resolucao do Problema 4.

Primeiro, suponha-se que a cada vértice A; pode ser associado um par de niimeros reais
(bj,c;), 5 =1,2,..n, tal que A;A; = bjc; — b;c; para todo 4,5, com 1 <i < j <n.
Para provar que o poligono A;A,...A, é inscritivel basta provar que os quadrilateros
A1 Ay Az A;, com 4 < i < n, sdo inscritiveis. Ou, pela forma reciproca do Teorema 1 (Ptolomeu),
que:
A1As - AyA; = AjA; - AyAs + A1 Ay - A3A;. (2.3.25)

Nota-se, de (2.3.24), que:
A1 Az = bzer — bies,

AgAi = bica — bac,
AL A; = biey — bic,
A Az = bzcy — bycs,
A1 Ay = bycy — bic,
AsA; = bjcs — bse.
Substituindo-se as seis equagoes anteriores em (2.3.25)
(bser — bies) - (bica — baci) = (bicy — bic;) - (bsca — bacs) + (bacy — bica) - (bics — bsc;)
bscibjco — bscibac; — bicsbico + bicsbac; = bycibsca — bicibocs — bic;bsey + bic;bacs+
+bac1bicz — bacibze; — bicabics + bicabsc,

bgbicica — babscic; — bibicacs + bibacze; = bgbicica — babreCs — Dibzeac; + bibaczeit+
+babieiCs — babzcic; — bibicacs + Dibzeac,
verifica-se a igualdade.
Segundo, suponha-se que A;A,...A, seja inscritivel. Logo, os quadrilateros A;AsA;A;

com 3 < i < j < n sdo inscritiveis. Pela forma direta do Teorema 1 (Ptolomeu) vale que:
AlAi . AQA] - A]_Aj . AQAZ + AlAQ . AzAj

Segue que:

A A

AA: = A A, - =2
TR ALA, AL A,
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A equacao anterior sugere que basta utilizar:

b — —AlAQ, set =1
t AxA;, se2<i<n’

AA L <<
= A4, <7< n.

Fazendo isto, segue que para todo 7,7, com 1 <17 < 7 <n,

C;

AZ'Aj = bjCZ‘ — biCj.

Isso conclui a prova do problema.
Como exemplo da segunda parte nota-se que a associacao de pares para os quatro primei-

ros pontos de um poligono inscritivel seria da forma:
Al — (_A1A270)7

AQ — (07 1)7
AA
Az — (A2A3, ﬁ);
A1A4)
A1 Ay

Este problema faz lembrar a definicao do operador Rotacional do Calculo Vetorial. Seja

Ay — (A2A4,

o campo vetorial F : R® — R3 tal que:

—

F(r,y,2) = (Fu(v,y,2), Fy(z,y, 2), F2(7,y, 2)).

Seja ainda o operador V formalmente representado como um vetor de derivadas parciais:

- 0 0 0
v— <a_x7a_y7£>

O Rotacional V x F ¢ um campo vetorial calculado como:

S 0 0 0 0 0 0
F=\—F,-—F,—F, ——F,—F,——F,|.
v X (By T 020" 0x T ox? Oy x)

Isto é, cada uma das componentes do Rotacional é da forma:

d d
—F - —F.
oj " 07
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com i,j € {x,y,z} e i # j. Ou seja, uma formula que lembra a (2.3.24).

2.3.5 Desigualdades de Ptolomeu e Triangular. Baricentro. Relagao
de Stewart. P17 SL IMO 2001.

Problema 5. Denotar o ponto G, centroide do ANABC. Determinar a posi¢ao de um ponto P
tal que
AP-AG+ BP-BG+CP-CG (2.3.26)

seja minimo. Fxpressar este minimo em funcao dos comprimentos dos lados do triangulo ABC.

A IMO 2001 foi realizada na cidade de Washington, EUA. O problema acima foi proposto
pela delegacao do Reino Unido, P17 da lista curta [3].

2.3.5.1 Resolucao do Problema 5.

A Figura 2.10 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.

Figura 2.10: Uma construgao geométrica inicial para o Problema 5. Versao interativa Q

Observe que ao mover o ponto P para diferentes posicoes somos levados a conjecturar que o
minimo ocorre quando P = G.

c B

Fonte: Os autores.

Sejam C’, B" e A’ os pontos médios dos segmentos AB = ¢, BC = a e CA = b, res-
pectivamente. Considera-se a circunferéncia k circunscrita ao ABCG e o ponto F' a segunda

intersegao da reta AG com k (Figura 2.11). Como o quadrilatero BFCG ¢é inscritivel tém-se:
/BFC = ZBG(C' = q,

/FBC = /FGC = /C'GA = B.
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Pela Lei dos Senos aplicada no ABCF segue:

BC  sen(a)
oF = sa(®) (2.3.27)

Seja ZGC'B = ~. Pela Lei dos Senos aplicada nos AGC'B e AGC' A encontram-se:

BC"  sen(a)

= 2.3.28
BG  sen(y)’ ( )
ACY sen(f) sen(f3)
— = ) 2.3.29
AG  sen(180° — )  sen(7) ( )
Como AC" = BC', dividindo (2.3.28) por (2.3.29) resulta em:
AG  sen(a)
= . 2.3.
BG  sen(fB) (2:3.30)
Logo, da comparacao de (2.3.27) e (2.3.30) chega-se a:
BC AG
Analogamente, mostra-se que:
BC AG
5= Al (2.3.32)

Reescrevem-se os dois tltimos somandos de (2.3.26) utilizando (2.3.31) e (2.3.32):

CF - AG BF - AG
BP-BG+CP-CG=BP —— " + CP- =2
AG
BP-BG+CP-CG = 2 (BP-CF +CP - BF). (2.3.33)

Aplica-se a Desigualdade de Ptolomeu (Teorema 3) ao quadrilatero PBFC':
BP-CF+CP-BF > PF - BC. (2.3.34)

Vale a igualdade quando PBF'C' ¢ inscritivel.
De (2.3.33) e (2.3.34) segue:

BP~BG+{H%C@QE%guerC):AG.PR (2.3.35)

Para recuperar (2.3.26) adiciona-se AP - AG nos dois lados de (2.3.35):

AP-AG + BP-BG+CP-CG > AP - AG + AG - PF = AG(AP + PF). (2.3.36)
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Pela Desigualdade Triangular aplicada no AAPF tem-se:

AP + PF > AF. (2.3.37)
Vale a igualdade quando P € AF.
De (2.3.36) e (2.3.37) segue:
AP-AG+ BP-BG+CP-CG > AG - AF. (2.3.38)

A utilizacdo das duas desigualdades (Ptolomeu e Triangular) leva a concluir que o minimo

de (2.3.26) acontece quando P = G. Isto é, (2.3.38) pode ser escrito como:
AP-AG+ BP-BG+CP-CG > AG® + BG* + CG”.
O anterior implica que
(AP — AG)* 4+ (BP — BG)’ + (CP - CG)*> 0

& AP? + BP? + CP? > 2(AP - AG + BP - BG + CP - OG) — (AG? + BG* + CG?) >
> AG? + BG* + CG?,
de onde segue que o baricentro é o ponto que minimiza a soma dos quadrados das distancias

aos vértices.

Com o auxilio da Relacao de Stewart calcula-se o quadrado da mediana AA’ :

b2+ a?

AA” = -—. 2.3.39
5 1 (2.3.39)
De (2.3.39) e AG = 2AA’, entao:
2 2
A =2+ -2, (2.3.40)
9 9
Analogamente, vale que:
2 b?
BG*=Z(a* + %) — —, (2.3.41)
9 9
2 2
OG? = S(a>+17) - %. (2.3.42)

Somando (2.3.40), (2.3.41) e (2.3.42) encontra-se:

a’ +b*+ 2

AG® + BG* 4+ CG? = 3
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Figura 2.11: Uma construgao geométrica para o Problema 5. Versao interativa Q

Fonte: Os autores.
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Capitulo 3

Teorema de Casey

3.1 Teorema de Casey

John Casey foi um gedmetra irlandés, mundialmente reconhecido por seus trabalhos sobre

a geometria de tridngulos e circunferéncias. Nasceu em 1820 e morreu em 1891 [].

Teorema 4 (Teorema de Casey). Sejam ¢;(O;,r;), com i € {1,2,3,4}, quatro circunferéncias
que tangenciam um determinado circulo ¢(O,r) nos pontos Py, Py, Py e Py, respectivamente.
Os pontos sao tomados nessa ordem em sentido anti-hordrio. Seja t;; o comprimento de um
segmento determinado por uma tangente comum dos circulos ¢; e c;. Se ¢; e ¢j tocam ¢ ambos
internamente, ou ambos externamente, a tangente comum € externa. Caso contrdrio, t;; é

definido como a tangente comum interna. Entao:

t12t34 + toglia = t13t04.

Algumas das circunferéncias ¢y, cq, c3, ¢4 podem ser degeneradas (Figura 3.1). No caso
em que todas sao degeneradas o Teorema de Casey coincide com o Teorema de Ptolomeu. O
enunciado também vale quando ¢ é uma reta, pois uma reta é um caso especial de circunferéncia

com r — Q.

Demonstracao. Caso em que as quatro circunferéncias sao internas a c¢. A Figura 3.2 permite
acompanhar a explicacdo. Seja AB uma corda de ¢ e tangente comum externa de c¢; e ¢ em
Q1 e ()9, respectivamente.

Esboca-se a reta P;(); que intersecta ¢ no ponto S. Como os AP,O1Q1 e AP,OS sao
isosceles, com um angulo das bases coincidentes, por angulo-angulo, sao semelhantes. Segue
que O1Q || OS e, como ZO:Q1B = 90°, OS L AB. Logo, S é o ponto médio do arco AB.

Analogamente se mostra que a reta P,()o intercepta ¢ em S.
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Figura 3.1: Teorema de Casey. A versao interativa @ permite verificar diferentes configura-
coes.

Fonte: Os autores.

Por opostos pelo vértice, angulos centrais e de segmento e a semelhanca vista vale:

1 1
L5QiQa = LPQiA = S/P0WQ1 = SLPiOS = ZSP:P,.

Analogamente, Z/5Q2Q1 = ZSP| P,.
Logo, por angulo-angulo, ASQ1Qy ~ ASP,P;. Com isso pode-se escrever a proporciona-

lidade dos lados:
Qi@ _ 5Q1 _ 5Qs
PP SP, SP,

A igualdade anterior é equivalente a:

Q> _ [SQ:1-5Q; _ [00:-00;
PP SP,-SP OP,-OP,"

A 1ltima igualdade é resultado das semelhancas dos AP,O1Q1 e AP,OS e AP;O5Q5 ¢ AP,OS.

Segue que

(r—ry)(r— 7“2).

tio = Q1Q2 = P2P1\/

Analogamente, para os pares de subindices ij, com i # j e 1,5 € {1,2,3,4}, pode ser
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escrito:

s :PjPZ-\/(T_T;)(T_Tj). (3.1.1)

Pelo Teorema 1 (Ptolomeu), no quadrilatero inscritivel P, P, P3Py, vale que:

PPy - PyPy+ P3Py - PPy = P,P; - P3P, (3.1.2)

Em cada um dos somandos de (3.1.2) aparecem todos os subindices. Portanto, multipli-
cando (3.1.2) por

V(=) (r =) (r —rs)(r —ry)

9
T

e utilizando (3.1.1) encontra-se:

t1ot34 + taglia = t13ta4.

Figura 3.2: Demonstragao do Teorema de Casey no caso em que as quatro circunferéncias sao

internas a c. Versao interativa Q

Fonte: Os autores.

A Figura 3.3 ilustra o caso em que a circunferéncia c; é interna e ¢y externa a c. A demons-

tracdo ¢ analoga, mas deve-se trocar (r — i) por (r +ry) quando ¢; tangencia ¢ externamente.
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Figura 3.3: Caso em que a circunferéncia c; é interna e co externa a c. Versao interativa @

Fonte: Os autores.

A reciproca do Teorema 4 (Casey) também ¢é valida.

Teorema 5 (Reciproca do Teorema de Casey). Dadas quatro circunferéncias ¢y, co, 3, C4,
caso exista uma escolha de sinais e tangentes comuns interna (ou externas) t;; que satisfazem
4 equacao

Ttot3y T tostiy = t13tay = 0,

entdo exriste uma circunferéncia ¢ que tangencia as quatro anteriores.

A demonstracao utiliza o conceito de inversao relativa a uma circunferéncia e nao sera

apresentada aqui.

3.1.1 Problema resolvido por Casey, trés pontos e uma circunferéncia.

Problema 6. Seja ABC um tridngulo isdsceles, de circuncirculo k, com AB = AC = c¢. Uma
circunferéncia w € tangente a BC' e ao arco BC de k que nao contém A. Uma tangente por A

até w toca w em P. Descrever o lugar geométrico de P (Figura 3./).
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Figura 3.4: Uma construcao para o Problema 6. Versao interativa @

w

Fonte: Os autores.

3.1.1.1 Resolucao

A circunferéncia w é construida com o auxilio de uma circunferéncia de inversao i, centrada
em B e de raio BC. Como k passa pelo centro de inversao sua inversa k' é uma reta passando
por C e perpendicular a reta BOj. A inversa da reta BC' é ela mesma (Figura 3.5).

Seja D um ponto do menor arco BC' e D’ seu inverso. Construa-se uma bissetriz j das
retas BC' e k' e a perpendicular h, passando por D', a k. Marca-se o ponto O,y = jNh. A
inversa da circunferéncia w’, de centro O, e raio h, é a circunferéncia w procurada.

Seja o ponto F' = BC' Nw (Figura 3.6). Aplica-se o teorema de Casey considerando
os pontos A, B,C € k como circulos de raio zero. A quarta circunferéncia tangente a k é w.
Pensando no Teorema de Ptolomeu aplicado no quadrilatero AC' DB troca-se D pelas tangentes

aw :

AC-BD+ AB-CD = BC - AD,
AC-BF +AB-CF = BC - AP.

Utilizando que AC = AB = ce que BF + CF = BC segue:
¢(BF +CF)=BC - AP,

c=AP.
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Figura 3.5: Construcao por inversao da circunferéncia w no Problema 6. Versao interativa @

Fonte: Os autores.

A ultima igualdade significa que P esta no arco de circunferéncia ac, de centro A e raio

¢, entre os pontos B e C (Figura 3.6).

Figura 3.6: Resolucao do Problema 6. O lugar geométrico do ponto P é o arco ac. Versao

interativa Q

Fonte: Os autores.
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3.1.2 Problema resolvido por Casey, dois pontos e duas circunferén-

cias.

Problema 7. Sejam ¢ uma circunferéncia com didmetro AB e centro O e P e () dois pontos
em ¢, em lados diferentes de AB. O pontol' é a projecao ortogonal de Q) em AB. Consideram-
se as circunferéncias ¢1(O1,11) € c2(Oq,13), de didmetros TA e TB. Os segmentos PC' e PD

sGo tangentes a ¢y e cq, respectivamente (Figura 5.7). Mostrar que:

PC + PD = PQ.

Figura 3.7: Construcao iniciar para o Problema 7. Versao interativa @

Q

Fonte: Os autores.

3.1.2.1 Resolugao

Seja E'F um segmento tangente externo comum de ¢; e ¢o (Figura 3.8). Como o quadri-

latero PAQ B é inscritivel, pelo Teorema de Ptolomeu, pode-se escrever:
PA-QB+ PB-QA=PQ-AB. (3.1.3)

A seguir utiliza-se o Teorema de Casey. Para tal consideram-se os pontos P e () como

circunferéncias de raio zero. As outras duas circunferéncias sdo ¢; e co. Em (3.1.3) os segmentos
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onde aparecem os pontos A € ¢; e B € ¢y sdo trocados pelas medidas das tangentes respectivas:
PC-QT + PD-QT = PQ - EF. (3.1.4)

Uma reta paralela ao segmento FF' passando por O; intersepta o segmento Oy F' no ponto

G. Aplica-se o Teorema de Pitagoras no AO;GOs,, retangulo em G :
EF? = (71 +7°2)2 —(m —7“2)2,

EF? = 4rry. (3.1.5)

Por outro lado, uma das relacoes métricas do AAQ B, retangulo em Q, afirma que QT2 =
AT - TB, ou seja:
QT? = 2ry - 2ry = 4179, (3.1.6)

De (3.1.5) e (3.1.6) encontra-se QT = E'F. Substituindo o resultado anterior em (3.1.4) e

simplificando termina-se a demonstracao:

PC + PD = PQ.

Figura 3.8: Construcao final para o Problema 7. Versao interativa @

Q

Fonte: Os autores.
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3.2 Teorema de Feuerbach provado utilizando a reciproca

de Casey

Karl Feuerbach foi um gedmetra que descobriu o circulo de nove pontos de um triangulo.

Nasceu em 1800 e morreu em 1834 [32].

Teorema 6 (Feuerbach). Num AABC seu circulo de nove pontos ko € tangente ao incirculo

k e aos trés ex-incirculos k,, ky e k. (Figura 3.9).

Figura 3.9: Teorema de Feuerbach. Versao interativa @

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Sejam R, S e T e A', B' e C' os pontos médios e intersecoes de k com os
lados BC = a, CA =be AB = ¢, respectivamente (Figura 3.10). Considera-se, sem perda de
generalidade, que a > b > c.

Imaginam-se os pontos R,S,T € kg como circunferéncias de raio zero. Serd utilizada a

reciproca do teorema de Casey. Para tal deve-se mostrar que:
lrstkr + trstrr = trrlsk. (3.2.1)

Os segmentos T'S, RS e T'R sao bases médias. Logo,

brs = & tns = S typ = (3.2.2)
TS_27 RS_27 TR_2' <Ll
Pelas relagoes métricas do triangulo devido ao incirculo |21] tém-se:
, b—c , a—2b , a—c
tkr = AR = , tre = TC = , L = SB' = . (323)

2
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Substituindo (3.2.2) e (3.2.3) em (3.2.1) verifica-se a validade de (3.2.1). Pela reciproca
do Teorema de Casey as circunferéncias kg e k sao tangentes. O ponto de tangéncia anterior é

denotado por F7.

Figura 3.10: Teorema de Feuerbach, incirculo. Versao interativa @

CNe)

Fonte: Os autores.

Sejam A”, B"” e C” os pontos de interse¢oes da circunferéncia ex-inscrita k. com as retas
BC, CA e AB, respectivamente (Figura 3.11). Novamente, imaginam-se os pontos R, S, T € kg
como circunferéncias de raio zero. Sera utilizada a reciproca do teorema de Casey. Para tal

deve-se mostrar que:

trrlk.s + trstre. = trstre..- (3.2.4)

Seja p o semiperimetro do AABC. Pelas relagoes métricas do triangulo devido ao ex-

incirculo [21] tém-se:

a—2b

tm, = RA"=p— 2. (3.2.5)

b
tch = B”S =p— 5, tch = TC” = B

Substituindo (3.2.2) e (3.2.5) em (3.2.4) verifica-se a validade de (3.2.4). Pela reciproca
do Teorema de Casey as circunferéncias kg e k. sao tangentes. O ponto de tangéncia anterior

é denotado por F,.
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Figura 3.11: Teorema de Feuerbach, ex-incirculo. Versao interativa Q

Fonte: Os autores.

3.3 Teorema de Sawayama-Thebault

Teorema 7 (Sawayama-Thebault). Seja 0 AABC cujo circulo circunserito é (O, R). D é um
ponto arbitrdrio sobre o lado BC, k1(O1,11) € uma circunferéncia tangente aos segmentos AD
e DB, em E; e Iy, respectivamente, e ao arco menor AB de T'. kyo(Oa,19) € uma circunferéncia
tangente aos segmentos AD e DC, em E5 e Fy, respectivamente, e ao arco menor AC de I'.
v(I,r) € o incirculo do AABC (Figura 5.12). Se ZADB = «, entGo as afirmagoes a seguir
sao verdadeiras:

1. r=rycos? (2) +rasen? (2);
2. As paralelas a AD por Fy e Fy sao tangentes a v,
3. By, Fy el e By, Fy e I sao colineares;

4. O1, Oy e I sao colineares;

. 8—% = tan? (%) .
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Figura 3.12: Teorema de Sawayama-Thebault. Versao interativa Q

AN
D
Fonte: Os autores.

Demonstra¢ao. Sejam S = [ABC|, BC =a,CA=0b,AB=c¢,2p=a+b+c, x = DF} = DEj,
y= DF, = DEFE,, F o ponto de tangéncia de v com BC' e J; e Jy 0s pontos de tangéncia de k;
e ko com I' (Figura 3.13).

Figura 3.13: Teorema de Sawayama-Thebault, demonstracao. Versao interativa Q

Fonte: Os autores.
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1) Pelo Teorema de Ptolomeu no quadrilatero AJ, BC' tem-se:

Consideram-se os pontos A, B, C' € T circunferéncias de raio zero. Aplicando o teorema de Ca-
sey para A, B, C, ki, trocam-se na equacao anterior os segmentos onde aparece J; pela tangente
correspondente, segue:

AF,-BC+ BF,- AC =CF,-AB,

(AD —x)a+ (BD — z)b = (CD + x)c,
x(la+b+c)=2pr=a-AD+b-BD —c-CD. (3.3.1)

Analogamente, pelo teorema de Ptolomeu no quadrilatero ABC'J, tem-se:
AJy-BC+CJy- AB = BJy- AC.

Consideram-se os pontos A, B, C' € T circunferéncias de raio zero. Aplicando o teorema de Ca-
sey para A, B, C, ks, trocam-se na equacao anterior os segmentos onde aparece J, pela tangente
correspondente, segue:

AE; - BC+CF,- AB = BF, - AC,

(AD —y)a+ (CD —y)c = (BD + y)b,
yla+b+c)=2py=a-AD —b-BD +c-CD. (3.3.2)

Somando (3.3.1) e (3.3.2) encontra-se:
plx+y)=a-AD. (3.3.3)

Por outro lado, dos AO1E1D e AOyE5D tém-se:

) cos (90° —

COS (

), (3.3.4)

_ 2 3
ren ) Y ? sen (90° — %) " cos (%)

R [IR

Sen (

Substituindo (3.3.4) em (3.3.3) segue:

rycos? ($) 4 rosen® (%) _a-AD
s (3) cos (3) o
2 (O o (@) _ a-AD - sen()
T1 COS (2> + 7o sen (2) = % : (3.3.5)
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Mas a - AD - sen(a)) = 25 = 2pr logo, de (3.3.5),
a a
T cos? (5) + 79 sen? (5) =r.

2) Mostra-se que a paralela a AD por F} tangencia 7. A analise da outra paralela é analoga.
Seja G1 € AB tal que F1Gy || AD. Basta provar que 7y é ex-incirculo do ABF;G;. Ou seja,

ro(ABF1G1) = r. Seré utilizada a formula de area relacionada com o raio r, do ex-incirculo:
2[BF1G1] = Tb(BFl + BGl - FlGl). (336)

Como os segmentos F1 G e AD sao paralelos e B é um vértice comum segue que ABF|Gy ~

ABDA. Seja
_ BR

~ BD

a razao de semelhanca. Pode-se ainda escrever:

k

BF, =k-BD, BGy=k-¢, G, =k- AD, (3.3.7)

[BF\G1] = k* - [BDA]. (3.3.8)

Como os triangulos ABD e ABC compartilham a mesma altura relativa aos lados BD e
BC segue que:
BD

[BDA] = = ~[ABC. (3.3.9)

Substituindo (3.3.7), (3.3.8) e (3.3.9) em (3.3.6) encontra-se:

2[ABC|kBD

a

— 1y(BD + ¢ — AD). (3.3.10)

Em (3.3.10) escreve-se a area do AABC' utilizando o raio r do seu incirculo 7. Isto é,

[ABC| = pr:

2prkBD
WrkBD | (BD 4+ c— AD). (3.3.11)
a

Como quer-se demonstrar que r = 13, de (3.3.11), resta provar que:
2pkBD = a(BD + ¢ — AD,). (3.3.12)
Em (3.3.12) substituem-se os valores de p e k :

(a+b+¢)BF, =a(BD +c— AD). (3.3.13)
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Por outro lado, em (3.3.1) sdo feitas as substituicoes
BD =BF,+x, CD =a— BF, — x.

Ou seja:
z(a+b+c)=aAD +b(BF, + ) — c(a — BF; — ).

Reagrupando e simplificando encontra-se:
(BD+¢— AD)a = (a+ b+ ¢)BF. (3.3.14)

A comparagao das igualdades (3.3.13) e (3.3.14) termina a prova.
3) Quer-se provar que I, I e E; sao colineares. Como F1Gy || DA segue que ZG1F1D =
180° — a. Mas viu-se que [ é ex-incentro do ABF1G1, logo

/G F.D
ﬁFID:% :900—%.

Por outro lado, pela tangencia a k; tem-se DF; = DFE;. Logo, o ADF| E; é isosceles e da

soma dos seus angulos internos segue que:
o
LEFiD =90° — 5 = LIFD.

Analogamente demonstra-se que ZIFyF = 5 e Fy, I e Ej sao colineares.
4) Como LFIF; = § e o AFIF; é retangulo em F' segue que:

F\F = rtan (%) . (3.3.15)

Analogamente, como ZFF,] = § e o AFIF, é retangulo em F' segue que:

-
FEF = . 3.3.16
= (@) (3.3.16)
De (3.3.15) e (3.3.16) encontra-se:
FlF 9 (&
L —) . 3.3.17
e (2 (3:3.17)

Como O1F; || IF || OoFy quer-se mostrar que:

O, FF

0,1 FF’

Neste caso, pela reciproca do Teorema de Tales, fica provada a colinearidade de Oy, [ e O, € a
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afirmacao 5).
Tracam-se perpendiculares a reta O, F5 passando por Oy e I para determinar as intersecoes
nos pontos M e N, respectivamente (Figura 3.14). Como O;M || IN pelo Teorema de Tales

tem-se:
01] . MN . rT—T

= = ) 3.3.18
OQI OQN o =T ( )
Em (3.3.18) é substituido o valor de r que foi provado na afirmacdo 1):
O I cos? (%) + o sen’ (%) —n_(rn—m) sen’” (%) (3.3.19)
OuT ™y~ ricost (3) + rasen? (3) (s — i) et (5) ”
De (3.3.19) segue que:
O11 9 (UK
T —t —). 3.3.20
O,1 " <2> (3320

Comparando (3.3.17) e (3.3.20) vale que:

O, FF

0.1 EBF

Pela reciproca do Teorema de Tales, aplicado aos segmentos O F} || IF' || OoF5, fica provada a

colinearidade de Oy, I e O, e a afirmagao 5). O

Figura 3.14: Teorema de Sawayama-Thebault, todas as construgoes da demonstracao. Versao

interativa Q

Fonte: Os autores.
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Capitulo 4

Calculos de Areas

4.1 Foérmula tradicional para a area de triangulo

Utiliza-se a notagao [A; A, - -+ A,] para denotar a area de um poligono de n lados.

Proposicao 8. Seja 0 AABC de lados BC = a, CA=0be AB = c e alturas hg, hy € h.. Entao

vale que:
= 9 a — 9 b — 9 c-

Figura 4.1: Férmula tradicional para o cdlculo de area de triangulo. Versao interativa Q

E A F A E F
L1 ] L1 L]
b b

¢ ha ha c
|1 ul
B D a c D B a c

Fonte: Os autores.

Demonstragao. Seja o ponto D pé da altura do vértice A. Serao considerados dois casos: i) O
ponto D estd no interior do segmento BC' (esquerda da Figura 4.1) e ii) O ponto D esta no
exterior do segmento BC' (direita da Figura 4.1).

i) O ponto D esté no interior do segmento BC' (esquerda da Figura 4.1). Neste caso vale
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que:
IAABC] = %[BDAE] _ %[DCFA],

[ANABC] = %BD he — %(a — BD) - h,,

(AABC] = %a .

ii) O ponto D esta no exterior do segmento BC' (direita da Figura 4.1). Suponha-se, sem

perda de generalidade, que D esteja a esquerda do ponto B. Neste caso vale que:

IAABC] = [ADCF] — %[ADBE} - %[ADCF],

IAABC] = (DB + a)h, — %DB g — %(a 4+ DB) - h,,

1
[AABC) = Za- h,.

Analogamente demonstra-se a féormula utilizando outro par de lado e altura correspon-
dente. 0

Corolario 9. Sejam r e s retas paralelas e A e B pontos distintos sobre a reta v e C e D

pontos distintos sobre a reta s. Entao,

[AABC] = [AABD].

Figura 4.2: Triangulos de igual area entre retas paralelas. Versao interativa @

Fonte: Os autores.
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Demonstracao. Como os dois triangulos tém a mesma medida da base e altura, pela Proposi-

¢ao 8, as areas sao iguais:
AB-h

2

4.2 Area com dois lados e o angulo que eles determinam

Proposicao 10. Seja 0 AABC de lados BC =a, CA=beAB=ce /A=a, LB=0¢
ZLC = . Entao vale que:

[AABC] = %a -c- sen(f) = %b ~a- sen(y) = %c b+ sen(a).

Figura 4.3: Area de um triangulo com dois lados e o angulo que eles determinam. Versio

interativa @

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Seja o ponto D pé da altura do vértice A. Serdo considerados dois casos: i) O
ponto D estd no interior do segmento BC' (esquerda da Figura 4.3) e ii) O ponto D esta no
exterior do segmento BC' (direita da Figura 4.3).
i) O ponto D esta no interior do segmento BC' (esquerda da Figura 4.3). No AADB vale
que:
he = ¢+ sen(p).

Pela Proposicao 8 tem-se:
1
[AABC] = 5(1 . ha.
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Segue que:
[AABC| = %a - ¢ - sen(f).

ii) O ponto D esta no exterior do segmento BC' (direita da Figura 4.3). Suponha-se, sem

perda de generalidade, que D esteja a esquerda do ponto B. No AADB vale que:
he = ¢ sen(180° — ) = ¢ - sen(f).
Pela Proposicao 8 tem-se:
1
[AABC] = ECL : ha

Segue que:
(AABC] = %a ¢ sen(f).

Analogamente demonstra-se a formula utilizando os outros pares de lados e angulos cor-

respondentes. O

4.3 Area de um triangulo utilizando o incirculo

Definigdo 2 (Semiperimetro do AABC). O semiperimetro do NABC de lados BC = a,
CA=0be AB = c € denotado por p e calculado:

a+b+c
5 )

Proposicao 11. Seja o AABC de lados BC' = a, CA=be AB = c er o raio da circunferéncia

inscrita neste (Figura 4.4). Entio vale que:

[AABC|=p-r.

Seguem duas demonstragoes da Proposicao 11.

Demonstracao 1. Nota-se na Figura 4.4 que a area do AABC' pode ser calculada como a soma

das areas de outros trés triangulos que utilizam, como um dos seus vértices, o incentro I:

[AABC] = [ABCI] + [ACAI] + [AABI],

a-r b-r c-r
NABC| =
[ Ol=—+—5+—5
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[AABC| = (%W) r=Dp-rT.

Figura 4.4: Area de um triangulo utilizando o incirculo. Demonstracdo 1. Versdo interativa

]

Fonte: Os autores.

Demonstracao 2. Na Figura 4.5 sejam D, E/ e F as projecoes ortogonais do incentro I nos
lados AB, BC' e CA, respectivamente. Como AI, BI e CI sao bissetrizes, pelo critério de

congruéncia ALA, obtém-se:
ANADI = NAFI,

ABDI = ABEI,
ACEI = ACFI.

Isto permite definir AD = AF = z, BD = BE = ye CE = CF = z. Nota-se que
a=y+z,b=z4+z,c=x+yep=x+y+ 2 A area do AABC pode ser calculada como a

soma das areas de outros trés retangulos de altura r e comprimentos z, y e 2 :

AABC]=z-r+y-r+z-r=(@+y+z)r=p-r
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Figura 4.5: Area de um triangulo utilizando o incirculo. Demonstracdo 2. Versdo interativa

\*

) ] ]

Fonte: Os autores.

4.4 Area de um triangulo utilizando o circuncirculo

Proposicao 12. Seja 0 AABC de lados BC =a, CA=be AB=c, /B =0 e R o raio da

circunferéncia circunscrita k neste (Figura 4.6). Entdo vale que:

abc
ANABC| = —.
[AABC) =
Demonstracao. Sabe-se pela Proposicao 10 que:
1
[AABC| = gac sen(f). (4.4.1)

Estende-se a semirreta AO e marca-se o ponto D na interse¢ao desta com k. Por enxergar

o mesmo arco de circunferéncia vale que:

/ABC = /ADC = 8.
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Figura 4.6: Area de um triangulo utilizando o circuncirculo. Versdo interativa @

Fonte: Os autores.

Como o segmento AD ¢é diametro de k o AADC' é retangulo no vértice C. Segue que:

b
= —. 4.4.2
sen(f3) 5R ( )
Substituindo (4.4.2) em (4.4.1) encontra-se:
abce
NABC| = —.
[ C] iR

4.5 Formula de Heron

Heron de Alexandria foi um importante gedmetra e pesquisador em mecanica que inventou
muitas maquinas, incluindo uma turbina a vapor. Seu trabalho matemaéatico mais conhecido
é a formula para a area de um triangulo em termos dos comprimentos de seus lados. Nasceu

aproximadamente no ano 10 d.C e morreu no ano 75 d.C [33].

Proposicao 13. Seja 0 AABC de lados BC = a, CA =b e AB = ¢ e p o semiperimetro.

Entao vale que:

[AABC] = \/p(p — a)(p — b)(p — c).
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Figura 4.7: Area de um triangulo utilizando a formula de Heron. Versdo interativa Q

A

B m D a-m

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Sejam o ponto D e o segmento BD = m as projecoes ortogonais do ponto A

e do lado AB sobre BC, respectivamente (Figura 4.7). Aplicando o Teorema de Pitagoras nos

NADB e ANADC encontra-se:
h? = —m?, (4.5.1)

h* = b* — (a —m)>. (4.5.2)
Igualando as equagoes (4.5.1) e (4.5.2) pode ser colocado m em evidéncia:

A —m?*=0b*— (a —m)?,

cz—m}[:bQ—aQ%—Qam—m{
a® +c? —b?
2a '

A equacao (4.5.3) & substituida em (4.5.1) e a expressao simplificada:

22 a2 +c2 — b2\ ?
N 2a ’

(4.5.3)

m =

4a’h? = 4a*c® — (a2 +2— b2)2 )

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.3. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 91 p. ISBN 978-65-87023-24-3 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606 /9786587023243.


https://www.geogebra.org/m/ccgzurga

CAPITULO 4. CALCULOS DE AREAS 60

Utilizando as propriedades da diferenca de quadrados e do bindémio quadrado perfeito
encontra-se:
4a’h? = (2ac+a® + & — V*) (2ac — a* — * +b%) ,
102h? = ((a + ¢ — 1) (1 — (a— o)),
4a’h?* = (a+c+b)(at+c—b)(b—a+c)(b+a—c). (4.5.4)
Cada um dos paréntesis no lado direito de (4.5.4) pode ser escrito em fungao do semipe-
rimetro p :
4a*h® =2p-2(p—b)-2(p—a)-2(p—c),

a’h?
4

[AABC] = /p(p — a)(p — b)(p — ¢).

=pp—b)(p—a)(p—o),

4.6 Relacao entre as areas de tridngulos semelhantes

Proposicao 14. Se dois triangulos sao semelhantes com racao de semelhanca k, entao a racao

das dreas é k2.

Figura 4.8: Relacao entre as areas de triangulos semelhantes. Versao interativa Q

F D E
A [ DD ®
-
2 A
[ J
D

Fonte: Os autores.
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Demonstragao. Por hipotese AABC ~ ADEF (Figura 4.8). Sejam os pontos A’ e D’ as
projecoes ortogonais dos pontos A e D sobre os lados BC' e EF, respectivamente. Suponha-se,

sem perda de generalidade, que:
BC AAT
EF DD

Segue que:
[AABC)  BEAY po AN

[ADEF] ~ EEDD ~ EF DD’

= k>

O resultado anterior vale para figuras (ndo somente triangulos) semelhantes em geral.

4.7 Areas para calcular razao de segmentos

Proposicao 15. Seja ABC um tridngulo, P um ponto no interior deste e D, E e F' 0s pontos
de intersecao das semirretas AP, BP e CP com os lados BC, CA e AB, respectivamente.
Define-se Ky = [PBC|, Kgp = [PCA] e K¢ = [PAB]. Entdo
1.
BD Ko CE Ky, AF Kp
DO~ Ky BA Ko’ FB~ Ka

AP Kp+Ke BP Ki+Ke CP  Ki+Kp
pD K, ' PE Ky ' PF @ K&

Demonstracao. Sejam A’ e P’ as projecoes ortogonais dos pontos A e P sobre a reta BC
(Figura 4.9).

1. Como os triangulos ABD e AC'D tém a mesma altura AA’ pode ser escrito:

BD  [ABD]

= ) 4.7.1
DC  [ACD] (4.7.1)
Analogamente, como os tridngulos PBD e PC'D tém a mesma altura PP’ tem-se:
BD  [PBD]
= : 4.7.2
DC  [PCD] (472)

Combinando as razoes em (4.7.1) e (4.7.2) encontra-se:

BD [ABD]-[PBD] K¢

DC ~ [ACD]—[PCD] Kz
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Similarmente demonstram-se as outras duas fragoes.

Figura 4.9: Areas para calcular razdo de segmentos. Versio interativa @

A

Fonte: Os autores.

2. Pelo critério de semelhanca AA vale que AADA" ~ APDP’. Segue que:

AP+1_AP+PD_AD_AA
PD ~  PD  PD PP’

(4.7.3)

Por definigao vale que [ABC] = K4 + Kp + K¢. Como os triangulos ABC' e PBC' tém

a mesma base pode ser escrito:

AA ABC Kia+ K K, K K,
_ABOL KatRp+Ke | KetKo (4.7.4)
PP [PBC]| Ky Ka
Substituindo (4.7.4) em (4.7.3) e simplificando encontra-se:
AP  Kp+ K¢
PD Ky
Da mesma maneira demonstram-se as outras duas fragoes.
O]

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.3. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 91 p. ISBN 978-65-87023-24-3 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606 /9786587023243.


https://www.geogebra.org/m/hdyufpdy

CAPITULO 4. CALCULOS DE AREAS 63

4.8 Area de quadrilatero convexo arbitrario

Proposicao 16. Seja ABCD um quadrildtero convexo arbitrdrio e o o dngulo entre as diago-
nais AC' e BD (Figura /.10). FEntao,

AC - BD - sen(a)

[ABCD] = :

Figura 4.10: Area de quadrilatero convexo arbitrario. Versdo interativa @

A

o

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Seja o ponto E a interse¢ao entre as diagonais AC' e BD (Figura 4.10). A area

do quadrilatero pode ser calculada como a soma das areas de quatro triangulos:

|[ABCD] = [AEB| + [BEC]| + [CED] + [DEA],

AFE - EBsen(a) BE-ECsen(180°—«a) CE-FEDsen(a) DE-EAsen(180° — «)
2 + 2 + 2 + 2 '

Como sen(a) = sen(180° — a) a equacao anterior simplifica-se:

[ABCD] =

sen () |

[ABCD| = (AE- EB + BE - EC + CE-ED + DE - EA)—

Lembrando-se que AF = FA, BE=FEB, CE = FEC e DE = EC segue:

[ABCD] = (AE(EB + DE) + EC(BE + ED)) 56“2(0‘> ,
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MBCMz%AE+ECXBE+EDyﬂ§®’

AC - BD - sen(«)
5 :

[ABCD] =

4.9 Areas, semelhanca e triangulos equilateros

Exercicio 1. Sejam ABC um triingulo equildtero, N o ponto do lado AC tal que AC = TAN,

M o ponto do lado AB tal que MN ¢ paralelo a BC' e P o ponto do lado BC' tal que MP ¢é

[MNP]
[ABC]

paralelo a AC. Determinar a razdo das dreas

4.9.1 Solugao do Exercicio 1

A Figura 4.11 mostra uma constru¢ao geométrica.

Figura 4.11: Areas, semelhanca e triangulos equilateros. Exercicio 1. Versdo interativa @

C

O
w

Fonte: Os autores.

O quadrilatero CPM N é um paralelogramo, pois M P || AC' e M N || BC. Logo,

[MNP] = =[CPMN].

1
2
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Como 0 AABC é equilatero e M N || BC, entao AN = AM = MN. Segue que AAMN ~
NABC e:

AN 1
AC T T
Pela Proposigao 14 tem-se:
[AMN]  (1)°
{ABO]__<7)'

Analogamente, como 0 AABC' é equilatero e M P || AC, entao M B = BP = PM. Segue
que AMBP ~ AABC' e:
MB 6

AB T

-0

Mas 2[M N P| = [ABC| — [AMN| — [M BP]. Logo,

Pela Proposigao 14 tem-se:

-3 4) -
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Capitulo 5
Teoremas de Menelaus, Pascal e Ceva

Alguns bons trabalhos abordaram estes teoremas anteriormente e foram o ponto de partida

para este capitulo: [38], [36] e [7].

5.1 Teorema de Menelaus

Pelos registros historicos acredita-se que Menelaus de Alexandria, nasceu em 70 d.C., no
norte do Egito. Morreu perto do ano 130 d.C. Entre outras coisas fez importantes contribuicoes
na geometria de tridngulos esféricos, segundo relatou Ptolomeu anos mais tarde [28].

O Teorema a seguir lida com critérios necessarios e suficientes para que trés pontos sejam

colineares.

Teorema 17 (Menelaus). Sejam ABC um tridngulo e X, Y e Z pontos (diferentes de A, B e
C') sobre as retas BC, CA e AB, respectivamente. Entdo os pontos X, Y e Z sao colineares

se, e somente se,

BX CY AZ
XC YA ZB

Na versao interativa da Figura 5.1 é possivel deslocar os pontos sobre as retas BC, CA e

1. (5.1.1)

AB, e verificar a validade ou nao da equacao (5.1.1).

Demonstracao. (Ida) Inicialmente suponha-se que os pontos X, Y e Z sao colineares (Fi-
gura 5.2). Sejam AP, BQ e C'R as perpendiculares tragadas a partir de A, B e C, respec-
tivamente, a reta X Z.

Os pares de triangulos retangulos BQX e CRX, APY e CRY e APZ e BQZ, sao

semelhantes pelo critério AA. Entdo,

BX _ BQ &Y _CR Az _ AP
CX ~ CR’ AY AP ° Bz BQ
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Segue que:
BX CY AZ BQ CR AP

XC'YA'ZB‘CR'AP'BQ‘L

Figura 5.1: Teorema de Menelaus. Caso em que os pontos X, Y e Z nao sao colineares. Versao

interativa @ E possivel deslocar os pontos sobre as retas e verificar a validade ou nio de
(5.1.1).

Fonte: Os autores.

Figura 5.2: Ida do Teorema de Menelaus. Por hipétese os pontos X, Y e Z sao colineares.

Versao interativa @

Fonte: Os autores.
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(Volta) Agora suponha-se, por absurdo, que os pontos X, Y e Z nao sdo colineares, mas
vale a equagao (5.1.1). Seja o ponto Z' = XY N AB (Figura 5.3).

Figura 5.3: Volta do Teorema de Menelaus. Por hipotese vale a equagao (5.1.1). Versao

interativa @

Fonte: Os autores.

Pela Ida do Teorema de Menelaus vale que:

BX cCcY AZ

L = 1.
XC YA ZB

Logo, tem-se:
BX CY AZ' BX CY AZ

XC YA Z/B  XC YA ZB’

Az AZ
Z'B  ZB’
Como Z e Z' pertencem a reta AB o resultado anterior é uma contradicao. Ou seja,
Z =17 m

No caso em que mais de um dos pontos X, Y e Z pertencem aos prologamentos dos lados
do triangulo ABC| o teorema anterior ainda é valido.
A préxima subsecdo mostra uma aplicacao direta da reciproca do Teorema de Menelaus,

apresentada na forma de exercicio, para as bissetrizes externas de um triangulo qualquer.
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5.1.1 Colinearidade dos pontos de intersecao das bissetrizes externas

com os lados

Exercicio 2. Seja um tridngulo nao isdsceles ABC e D, E e F' os pontos de intersecao das
bissetrizes externas dos dngulos nos vértices A, B e C' com o0s lados BC, CA e AB, respectiva-

mente. Provar que D, E e F sao colineares.

5.1.1.1 Resolucao

Figura 5.4: Colinearidade dos pontos de intersecao das bissetrizes externas com os lados. Versao

interativa Q

Fonte: Os autores.

A Figura 5.4 permite acompanhar a discussao. AD é uma bissetriz externa no vértice A

do triangulo ABC. Pelo Teorema da bissetriz externa tem-se:

BD AB
DC  AC’

Similarmente, BE é uma bissetriz externa no vértice B do triangulo ABC. Pelo Teorema

da bissetriz externa segue:
CE  BC

EA ~ AB’
Analogamente, C'F' é uma bissetriz externa no vértice C' do triangulo ABC'. Pelo Teorema

da bissetriz externa encontra-se:

AF  AC
FB BC’
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Multiplicando as trés equacoes anteriores conclui-se:

BD CE AF

DC EA FB _©

Pela reciproca do Teorema 17 (Menelaus), aplicado ao AABC, os pontos D € BC, E € AC e

F € AB sao colineares.

5.2 Teorema de Monge

Gaspard Monge foi um matematico francés. Atualmente é considerado o pai da geometria
diferencial, pois introduziu o conceito de linhas de curvatura de uma superficie. Nasceu em
1746 e morreu em 1818 [31].

Teorema 18 (Monge). Sejam dadas trés circunferéncias disjuntas c1(Oq,11), ¢2(O2,13) € c3(O3,13).
Sejam X, Y e Z as intersecoes das tangentes comuns externas de c¢; e ¢, ¢y € C3, € C3 € Cq,

respectivamente. Entao os pontos X, Y e Z sao colineares (Figura 5.5).

Figura 5.5: Teorema de Monge. Versao interativa @ E possivel mudar os centros e raios das
circunferéncias e verificar a colinearidade de X, Y e Z.

Fonte: Os autores.
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Demonstracao. Como X é o centro de homotetia externo das circunferéncias c¢; e ¢y vale que:

01X T1

02X N 7"2'

Analogamente para os pontos Y e Z. Isto é,

OQY . T_Q
OgY n 7"37
OgZ . T3
012 n Tl‘

Segue que:

Pela reciproca do Teorema 17 (Menelaus), aplicado ao AO;0203, os pontos X € 0104,
Y € 0;05 ¢ Z € O30, sao colineares. O

A restricdo de circunferéncias disjuntas pode ser relaxada. Para existirem as tangentes
externas comuns basta que uma das circunferéncias nao fique completamente no interior da
outra. Neste caso o Teorema 18 (Monge) continua sendo vélido.

No caso em que duas circunferéncias tenham o mesmo raio suas tangentes externas comuns
interceptam-se no infinito e formalmente o Teorema 18 (Monge) pode ser considerado como

valido.

5.3 Teoremas de Pascal

Blaise Pascal foi um matemaético e filosofo francés muito influente que contribuiu para
variadas areas da Matemaética e Fisica. Trabalhou em secoes conicas e geometria projetiva e,
em correspondéncia com Fermat, lancou as bases para a teoria das probabilidades. Nasceu em
1623 e morreu em 1662 [30].

Teorema 19 (Pascal). Se A, B, C, D, E e F sao pontos distintos sobre uma circunferéncia
v, entao os pontos X = ABNDE,Y = BCNEF e Z=CDNFA sao colineares.

Na versao interativa da Figura 5.6 é possivel deslocar os pontos sobre uma circunferéncia

~ e verificar a colinearidade de X, Y e Z. O hexdgono ABC DFEF nao precisa ser convexo.

Demonstra¢ao. Sejam os pontos M = CDNEF, N =ABNCD e O = ABNEF (Figura 5.7).
Como os pontos X, Y e Z pertencem aos prolongamentos dos lados do AM NO quer-se mostrar

que:
MZNX OY

ZN XOYM
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Figura 5.6: Teorema de Pascal. Versao interativa @ E possivel deslocar os pontos sobre ~ e
verificar a colinearidade de X, Y e Z. O hexdgono ABC DEF nao precisa ser convexo.

Loz

Fonte: Os autores.

Figura 5.7: Demonstracao do Teorema de Pascal. Versao interativa C} E possivel deslocar
os pontos sobre 7y e verificar a colinearidade de X, Y e Z. O hexadgono ABCDFEF nao precisa

Ser convexo.

Fonte: Os autores.

Nesse caso, pelo Teorema 17 (Menelaus), os pontos X, Y e Z sao colineares.

Para tal aplica-se trés vezes o Teorema 17 (Menelaus) ao AMNO e os pontos colineares:

MDNX OF
X.D.E_y MONA OB
BT DN XOEM

MC NB OY
Y.O.B= eNBovm

MZNAOF

LAE = s O FM
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Multiplicam-se as trés equacoes anteriores e agrupam-se as fracoes:

MZ NX OY MD OFE MCNBNA OF _1
ZN XOYM DN EM CN BO AOFM )

A poténcia dos pontos M, N e O relativos a v pode ser escrita de duas formas equivalentes

em cada caso. Isso justifica reescrever o segundo parenteses na equacao anterior:

MZ NX OY MC-MD NA-NB OF -OF _1
ZN XOYM ME-MF NC-ND OA-OB)

Como os trés dltimos paréntesis sao todos iguais a um, o teorema fica provado. O

O Teorema de Pascal pode ser enunciado de uma forma mais ampla, valendo para seis

pontos distintos sobre uma conica qualquer.

Teorema 20 (Pascal para conicas). Se Ay, As, A3, By, By e B3 sdo pontos distintos sobre uma
conica vy, entao 0s pontos X1 = AaB3z N A3By, Xo = A1B3 N A3By e X3 = A1By N AyBy sao

colineares.

Na versao interativa da Figura 5.8 é possivel deslocar os pontos. Os cinco primeiros

determinam o tipo de conica v, Bs € 7.

Figura 5.8: Teorema de Pascal para Conicas. Versao interativa @ E possivel deslocar os
pontos. Os cinco primeiros determinam o tipo de conica v, Bz € .

Fonte: Os autores.
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O caso especial quando ~ consiste de duas retas é chamado Teorema de Pappus.

Teorema 21 (Pappus). Se Ay, As, e Az, e By, By e Bz sao pontos distintos sobre duas retas,
entao 0s pontos X1 = As B3z N A3By, Xo = A1B3 N A3By e X3 = A1 By N Ay By sao colineares.

Na versao interativa da Figura 5.9 é possivel deslocar os pontos.

Figura 5.9: Teorema de Pappus. Versao interativa @ E possivel deslocar os pontos.

Fonte: Os autores.

5.4 Teorema de Ceva

Giovanni Benedetto Ceva nasceu em 1647 e morreu em 1734 na Itélia. Ceva publicou
Opuscula mathematica em 1682. Nela investiga questoes de geometria pura, bem como apli-
cacoes da matematica, particularmente a hidrodinamica. Em Geometria motus, opusculum
geometricum in gratiam aquarum ezcogitatum (1692), até certo ponto, antecipou o calculo
infinitesimal. Também foi um dos primeiros a escrever sobre economia matematica. Ceva re-
descobriu o Teorema de Menelaus e o utilizou para provar o analogo que ficou conhecido com

seu nome |[29].

Definigao 3 (Cevianas). Dado um tridngulo é denominada ceviana a qualquer segmento de
reta que liga um dos vértices a um ponto do lado oposto a esse vértice ou ao prologamento desse
lado.

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.3. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 91 p. ISBN 978-65-87023-24-3 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606 /9786587023243.


https://www.geogebra.org/m/cysmbbyy

CAPITULO 5. TEOREMAS DE MENELAUS, PASCAL E CEVA 7

O Teorema a seguir lida com critérios necessarios e suficientes para que trés cevianas

sejam concorrentes.

Teorema 22 (Ceva). Sejam ABC um trigngulo e X, Y e Z pontos (diferentes de A, B e C)
sobre as retas BC, C A e AB, respectivamente. Entdo as retas AX, BY e CZ sdao concorrentes

se, e somente se,

BX CY AZ
XC YA ZB

A Figura 5.10 mostra o caso de cevianas nao concorrentes. Na versao interativa é possivel

1. (5.4.1)

deslocar os pontos e verificar a validade ou ndo da equagao (5.4.1).

Figura 5.10: Teorema de Ceva. Cevianas nao concorrentes. Versao interativa Q E possivel
deslocar os pontos e verificar a validade ou nao de (5.4.1).

Fonte: Os autores.

Demonstracao 1. (Ida) Inicialmente suponha-se que as retas AX, BY e C'Z sao concorrentes
num ponto P interior ao AABC' (Figura 5.11).
Define-se K4 = [PBC|, Kg = [PCA] e Ko = [PAB]|. Pela Proposicao 15 vale que:

BX K¢ CY Kia AZ Kp
XC Ky’ YA Ko ZB Ka

Segue que:
BX CY AZ K¢ Kia Kp
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Figura 5.11: Ida do Teorema de Ceva. Cevianas concorrentes em P. Versao interativa @

kL A

Fonte: Os autores.

(Volta) Agora suponha-se, por absurdo, que as retas AX, BY e C'Z nao sao concorrentes,
mas vale a equacao (5.4.1). Sejam os pontos P = AX N BY e Z/ = CP N AB (Figura 5.12).

Figura 5.12: Volta do Teorema de Ceva. Versao interativa @

¢ ' 1

X

Fonte: Os autores.
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Pela Ida do Teorema de Ceva vale que:

BX cY . AZ" 1
XC YA 7'B '
Tem-se:
BX CY AZ BX CY AZ
XC YA ZB XC YA ZB
A7zl AZ
7B~ ZB
Como Z e Z' pertencem ao segmento AB o resultado anterior é uma contradigao. Ou
seja, Z = Z'. O

A segunda demonstracao utiliza o Teorema 17 (Menelaus).

Demonstragao 2. (Ida) Suponha-se que as retas AX, BY e C'Z sdo concorrentes num ponto
P. Primeiro, considera-se o AAXC e os pontos colineares B € CX,Y € AC e P € AX
(Figura 5.13). Pelo Teorema 17 (Menelaus) vale que:

AY CBXP

YC BX PA

Figura 5.13: Segunda demonstracao da ida do Teorema de Ceva. Aplica-se o Teorema 17
(Menelaus) ao AAXC e aos pontos colineares B € CX,Y € AC e P € AX. Versio interativa

]

o

Fonte: Os autores.

Segundo, considera-se o0 AABX e os pontos colineares C' € BX, P € AX e Z € AB
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(Figura 5.14). Pelo Teorema 17 (Menelaus) vale que:

AZ BC XP

ZBCX PA =1

Figura 5.14: Segunda demonstracao da ida do Teorema de Ceva. Aplica-se o Teorema 17
(Menelaus) ao AABX e os pontos colineares C' € BX, P € AX e Z € AB. Versao interativa

@

c -

Fonte: Os autores.

Igualando e simplificando as duas equagoes anteriores segue que:

AY Az
YC-BX ZB-CX’

AY CX BZ

YCXBZA

(Volta) Analoga a feita na demonstracao 1. O

Teorema 23 (Forma trigonométrica de Ceva). Sejam ABC um tridngulo e X, Y e Z pontos
(diferentes de A, B e C) sobre as retas BC, C'A e AB, respectivamente. Entao as retas AX,

BY e CZ sdao concorrentes se, e somente se,

sen(£/BAX) sen(ZCBY) sen(LACZ)
sen(ZXAC) sen(£YBA) sen(ZZCB)

= 1. (5.4.2)

A Figura 5.15 mostra o caso de cevianas nao concorrentes. Na versao interativa é possivel

deslocar os pontos e verificar a validade ou nao da equagao (5.4.2).
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Figura 5.15: Forma trigonométrica do Teorema de Ceva. Cevianas nao concorrentes. Versao

interativa @ I possivel deslocar os pontos e verificar a validade ou nio de (5.4.2).

X Y2

Fonte: Os autores.

Demonstracao. A Figura 5.16 mostra o caso de cevianas concorrentes no ponto P interior ao
ANABC.

Pelo Teorema 22 (Ceva), as cevianas AX, BY e C'Z sao concorrentes se, e somente se,

BX CY AZ

XC YA ZB -

O resultado anterior, pela Proposicao 15, é equivalente a:

[APB] [BPC] [CPA

APC] [BPA] [CPB] -

Cada uma das éreas é calculada pela formula trigonométrica (Proposigao 10):

AP -AB - sen(£BAX) BP-BC-sen(£ZCBY) CP-AC - sen(LACZ)

AP -AC - sen(/XAC) BP-AB-sen(/YBA) CP-BC-sen(ZZCB) L

Simplificando conclui-se:

sen(ZBAX) sen(ZCBY) sen(LACZ)

sen(/XAC) sen(/Y BA) sen(Z/ZCB) =1
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Figura 5.16: Forma trigonométrica do Teorema de Ceva. Cevianas concorrentes no ponto P

interior a0 AABC. Versao interativa @

Fonte: Os autores.

]

Corolario 24. Com referéncia a Figura 5.16, sejam /BAX = a1, ZXAC = g, ZCBY = (4,
LYBA =By, LZACZ =y € LZCB = 5. A formula trigonométrica do Teorema de Ceva se, e

somente se, as cevianas sGo concorrentes pode ser reescrita como:
sen(aq) sen(f;) sen(vy;) = sen(ay) sen(fs) sen(vs).

5.4.1 Ponto de Gergonne

Joseph Diaz Gergonne nasceu em 1771 e morreu em 1859 na Franca. Encontrando pro-
blemas para publicar seus trabalhos de matematica, Gergonne estabeleceu seu proprio jornal,
a primeira parte aparecendo em 1810. Os interesses mateméaticos de GGergonne estavam na geo-
metria, entao nao ¢ de surpreender que tenha sido esse topico que apareceu com mais destaque
em seu didrio. De fato, muitos matemaéticos famosos publicaram nos vinte e um volumes dos

"Annales de Gergonne" que apareceram durante um periodo de vinte e dois anos [34].

Exercicio 3. Sejam D, E e F o0s pontos de contato da circunferéncia inscrita k com os lados
BC, CA e AB, respectivamente, do tridngulo ABC. Provar que AD, BE e C'F sdo concorrentes

em um ponto, chamado de Gergonne.
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O ponto de Gergonne ¢ o X (7) na lista de centros de tridngulos de Clark Kimberling [6].
Para a construcao rapida no GeoGebra, relativa ao AABC, do ponto de Gergonne, pode ser
utilizado o comando:
CentroDoTriangulo(A, B,C, 7).

Figura 5.17: Ponto de Gergonne. Versao interativa C}

A

D

Fonte: Os autores.

5.4.1.1 Resolucao

A Figura 5.17 permite acompanhar a discussao. Como os pares de segmentos F'B e BD,
DC e CE e EA e AF, sao tangentes a k obtém-se:

FB ]

BD 7

DC 1

CE 7

EA ]

AF

Multiplicando as equagoes anteriores segue:

FB DC EA ]
BD CE AF
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Pela reciproca do Teorema 22 (Ceva) no AABC), encontra-se que as cevianas AD, BE e

CF sao concorrentes.

5.5 Exercicios de construgao geométrica

5.5.1 Ponto médio somente com régua sem escala

Exercicio 4. Sejam dadas duas retas f || g e dois pontos A, B € f (Figura 5.18). Construir o

ponto médio do segmento AB utilizando somente uma régua sem escala.

Figura 5.18: Construir o ponto médio do segmento AB utilizando somente uma régua sem

escala. Versao interativa @

Fonte: Os autores.

5.5.1.1 Resolugao
A Figura 5.19 permite acompanhar a construcao e justificativa posterior.
1. Esboca-se um ponto D no semiplano acima da reta g.
2. Constroem-se os segmentos AD e BD.
3. Marcam-se os pontos £ = ADNge F=BDNgy.

4. Constroem-se os segmentos AF e BE.
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5. Marca-se o ponto P = AF N BE.

6. Traga-se a semirreta DP e marca-se o ponto M = DP N f.

Pelo Teorema 22 (Ceva) no AABD, com as cevianas AF, BE e DM que concorrem em

P, segue:
AM BFDE |
MBFD FEA ’
AM  FDFEA
MB BF DE’

Devido ao paralelismo das retas f e g aplica-se o Teorema de Tales para obter:

BF EA
FD DE’
Das duas ultimas equacgoes encontra-se que AM = MB. Ou seja, M é ponto médio do

segmento AB.

Figura 5.19: Utilizacao dos teoremas de Ceva e Tales. Versao interativa Q

Fonte: Os autores.

5.5.2 Divisao harmoénica somente com régua sem escala

Exercicio 5. Sejam uma reta f e trés pontos distintos A, B, P € f (Figura 5.20). Seja ainda

P diferente do ponto médio de AB. Construir o ponto QQ, utilizando somente uma régua sem
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escala, tal que:

AP _ AQ
PB  QB’

Isto €, os pontos P e QQ dividem harmonicamente o segmento AB.

Figura 5.20: Construir o ponto que completa a divisao harménica do segmento AB, utilizando

somente uma régua sem escala. Versao interativa Q

Fonte: Os autores.

5.5.2.1 Resolugao
A Figura 5.21 permite acompanhar a construcao e justificativa posterior.
1. Esboga-se um ponto C tal que C' & f.
2. Tracam-se as retas AC e BC.
3. Constroi-se o segmento C'P.
4. Coloca-se um ponto D € CP, D #C e D # P.
5. Marcam-se os pontos £ = ADNBC e F=BDnNAC.
6. Identifica-se o ponto ) = EF N AB.

Pode ser verificado na versao interativa da Figura 5.21 que a posicao do ponto () nao
depende do local escolhido para os pontos C' e D.
Pelo Teorema 22 (Ceva) aplicado no AABC, com as cevianas AE, BF e C'P que concor-

rem em D, segue:

AP BECF _

PBECFA
Devido ao Teorema 17 (Menelaus) aplicado no AABC, com os pontos colineares () € AB,

E e BCeFeCA, tem-se:
AQBECF

QBECFA

Das duas ultimas equacoes encontra-se que:

AP AQ
PB  QB’
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Ou seja, os pontos P e () dividem harmonicamente o segmento AB.

Figura 5.21: Divisao harmoénica e utilizagao dos teoremas de Ceva e Menelaus. Versao interativa

]

Fonte: Os autores.
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