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Título

Geometria Olímpica com GeoGebra v.2

Prefácio

Este material didático foi utilizado durante algumas das aulas do curso �Geometria

Olímpica com GeoGebra� para professores de Matemática do Ensino Fundamental

e Médio de todo o Brasil. O texto conta com 98 �guras que facilitam acompanhar

a resolução. As �guras são acompanhadas, em geral, dos respectivos hyperlinks

para acompanhamento online e interativo. Os recursos disponibilizados podem

ser acessados, visualizados, estudados e compartilhados por meio da plataforma

colaborativa do GeoGebra online. A discussão é organizada em 7 capítulos: In-

trodução; Congruência de triângulos e aplicações; Relações métricas no triângulo

retângulo; Algumas construções envolvendo triângulos semelhantes e congruentes;

Quadriláteros inscritíveis, circunscritíveis e bicêntricos; Cores Dinâmicas RGB no

GeoGebra e, �nalmente, as referências adotadas. O foco são as construções ge-

ométricas detalhadas com a apresentação passo a passo e o compartilhamento

dos links interativos para que o leitor possa acompanhar o processo descrito. O

diferencial está na utilização do GeoGebra, o qual tem disponibilidade gratuita

tanto para utilização online como utilização em computadores ou aplicativos de

celulares. As construções geométricas podem ser feitas de forma dinâmica e é

permitido que o leitor explore diversas con�gurações de um mesmo problema.

Palavras-chave: Geometria, Olimpíadas, GeoGebra, Ensino Fundamental,

Ensino Médio, Formação de Professores.
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Capítulo 1

Introdução

O livro faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de estudante e professo-

res com problemas de Olimpíadas de Matemáticas. Em particular, este material didático foi

utilizado durante algumas das aulas do curso �Geometria Olímpica com GeoGebra� para pro-

fessores de Matemática do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O mesmo aconteceu

na modalidade de Ensino à Distância (EaD) pela plataforma de Cultura e Extensão da USP.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olímpico de Treinamento, curso de Geo-

metria, Nível 2, do Prof. Rodrigo Pinheiro [38] e do Prof. Cícero Thiago [45]. Também serviram

como referência os livros de Geometria [37] e Geometria Analítica [12] adotados pelo Mestrado

Pro�ssional em Matemática em Rede Nacional (PROFMAT) e a dissertação de mestrado de

Anderson Reis de Vargas [46]. Outras referências são apresentadas durante o texto.

O texto conta com 98 �guras que facilitam o acompanhamento das resoluções. Como com-

plemento, os links para os grá�cos interativos são disponibilizados nas �guras.Vários problemas

contam com apresentação em vídeo disponíveis numa playlist do YouTube.

A discussão é organizada em 5 capítulos: Congruência de triângulos e aplicações; Relações

métricas no triângulo retângulo; Algumas construções envolvendo triângulos semelhantes e

congruentes; Quadriláteros inscritíveis, circunscritíveis e bicêntricos; Cores Dinâmicas RGB no

GeoGebra. Escolhemos apresentar alguns exercícios em cada caso, mas sem a pretensão de

esgotar o tema.

O diferencial na utilização do GeoGebra está baseado na disponibilidade gratuita do soft-

ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construções geométricas

podem ser feitas de forma dinâmica, onde exploram-se diversas con�gurações de um mesmo

problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grá�ca e numérica, utilizada para a ve-

ri�cação, como ferramenta para a apresentação, passo a passo, de uma demonstração rigorosa.

Com uma boa organização e programação adequada discutir problemas na tela do Ge-

oGebra permite ao leitor visualizar simultaneamente grá�cos e textos. Em contrapartida, na

versão impressa tradicional o aluno precisa �car alternando entre páginas para acompanhar

https://www.youtube.com/watch?v=AEOTmoHzOoQ&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=117&t=300s
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uma resolução.

O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto é, pode movi-

mentar pontos da construção, colorir, modi�car parâmetros de entrada, etc. Aos mais obstina-

dos é permitido copiar e melhorar trabalhos já existentes.

Adicionalmente, a versão online do GeoGebra funciona como uma rede social de apren-

dizado e colaboração. Tanto os usuários avançados quanto os alunos podem disponibilizar

construções, buscar outras construções, baixar e modi�car com alteração e salvamento no pró-

prio site. Em resumo, é um local que fornece materiais e meios alternativos para a troca de

conhecimento relacionado ao ensino e aprendizagem de Matemática.

Um dos autores também publicou quatro livros eletrônicos dedicados a resolução de pro-

blemas de olimpíadas internacionais de Matemática para o Ensino Médio: [19], [20], [21] e [22].

Outros trabalhos da área de Matemática são [41], [23], [24], [25], [26], [27], [28], [29], [16], [30],

[31], [32], [33], [34] e [29].

LÓPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olímpica com
GeoGebra v.2. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 115 p. ISBN 978-65-87023-23-6 (e-book). Disponível em:
https://doi.org/10.11606/9786587023236.



16

Capítulo 2

Congruência de Triângulos e Aplicações

É sabido que o termo "Congruência" segue associado com pelo menos dois signi�cados:

� A Congruência Geométrica, que de�ne duas �guras geometricamente congruentes quando

existe uma transformação que preserva distâncias entre elas [11] e [47].

� A Congruência no sentido da Teoria dos Números, que de�ne o número A congruente ao

número B módulo m se m|A−B.

Considerando o primeiro signi�cado, as transformações que preservam distâncias são cha-

madas de Isometrias e surgem como a base do conceito de Congruência. Neste sentido, duas

�guras geométricas são ditas congruentes se, e somente se, uma pode ser transformada em outra

por meio de uma isometria [11].

Segundo [43] uma congruência no plano é uma transformação que é igual a um número

�nito de transformações rígidas no plano. De forma geral, suponha que F e G são duas trans-

formações no plano, então a composição pode ser de�nida por meio de S ◦ F . Gra�camente,

uma composição de transformações é ilustrada na Figura 2.1, disponível no link , por meio

de uma translação (T ), uma rotação (G) em torno do ponto F e uma R re�exão em torno da

reta h.

A translação aplicada ao quadrilátero ABCD dá origem ao quadrilátero A′B′C ′D′. Neste

caso, um ponto P no quadrilátero é transformado em um ponto T (P ) no quadrilátero A′B′C ′D′.

Em particular, a transformação leva o vértice A em A′ = T (A).

A rotação G de ângulo π em torno do ponto F dá origem ao quadrilátero A′′B′′C ′′D′′.

Em particular, a rotação G transforma o vértice A' no vértice A� de tal forma que a distância

A′F = A′′F ou, de forma equivalente, o círculo de raio A′F e centro F passa por A′′. A′′ e A′

são extremos do diâmetro do círculo c. De forma mais geral, todo ponto P ′ em A′B′C ′D′ é

transformado em ponto G(P ′) em A′′B′′C ′′D′′. A composição H = F ◦ G transforma o ponto

P em ABCD no ponto H(P ) = (F ◦G)(P ) = F (G(P )) de A′′B′′C ′′D′′.

https://www.geogebra.org/classic/nwmpccfy
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A re�exão em torno de h transforma o quadriláteroA′′B′′C ′′D′′ no quadriláteroA′′′B′′′C ′′′D′′′.

Em particular, a distância entre C� e h é idêntica a distância entre C� ' e h. Neste caso h tem

comportamento de um espelho plano. De forma geral, um ponto P ′′ em A′′B′′C ′′D′′ é transfor-

mado em um ponto R(P ′′) de A′′′B′′′C ′′′D′′′.

Figura 2.1: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

Uma outra interpretação visual é pensar em isometria como uma transformação aplicada

ao plano todo, ou seja, todos os objetos do plano são deslocados da posição original, mas não

há mudança na magnitude dos objetos ou mudanças nas posições relativas. Veja a Figura 2.2,

disponível no link e note que os eixos do sistema de coordenadas e a respectiva �gura

são transformados por um deslocamento. Como a mudança ocorreu como um bloco compacto,

então todas as posições relativas permanecem as mesmas. Por exemplo, a distância do vértice

B ao centro do sistema de coordenadas é a mesma que a distância B' ao novo sistema de

coordenadas; as áreas dos polígonos são idênticas, etc. Em resumo, tem-se uma congruência de

�guras.

Os quatro processos de construções delineados a seguir ilustram os correspondentes casos

de congruências de triângulos. Em cada caso é possível construir um, e somente, um triângulo

associado com as hipóteses da construção. Caso, o processo possua mais que uma solução, então

não é caso de congruência conforme será visto mais adiante. Os respectivos casos de congruência

apresentados são os conhecidos lado-lado-lado (LLL), lado-ângulo-lado (LAL), ângulo-lado-

ângulo (ALA), lado-ângulo-ângulo oposto (LAAo) e o caso especial para triângulos retângulos

cateto-hipotenusa (CH). Os casos que não produzem congruência são lado-lado-ângulo oposto

(LLAo) e ângulo-ângulo (AA).

LÓPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olímpica com
GeoGebra v.2. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 115 p. ISBN 978-65-87023-23-6 (e-book). Disponível em:
https://doi.org/10.11606/9786587023236.

https://www.geogebra.org/classic/nwmpccfy
https://www.geogebra.org/m/ugerzypa
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Figura 2.2: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

2.1 Caso LLL

Exercício 1. Construa um triângulo com os três lados dados.

2.1.1 Solução

A Figura 2.3 serve de guia para o processo de construção. Neste caso, a desigualdade

triangular é um elemento chave na discussão, pois só é possível construir um triângulo se a

soma das medidas de quaisquer dois lados é maior que a medida do terceiro lado.

1. Anote 3 segmentos aleatórios determinados por pontos A,B,C,D,E, F . Use o ícone na

barra de ferramentas.

2. Construa o ponto G. Utilize o ícone do compasso da barra de ferramentas e construa

uma circunferência c de centro G e raio AB. Outra possibilidade é utilizar diretamente

o comando Círculo(G,Segmento(A,B)) ou utilizar barra de ferramentas por meio do

comando com ícone de círculo por ponto com raio dado e fornecer o segmento AB por

meio de Segmento(A,B).

3. Anote um ponto I sobre a circunferência c. Aqui, uma reta i arbitrária por G foi utilizada

e a interseção I foi calculada. Com centro em I, construa a circunferência e de raio EF .

4. Construa a circunferência d de centro G e raio CD. Obtenha a interseção J (utilize o

ícone da barra de ferramentas.)

5. O triângulo ∆GIJ possui os lados com mesma medida que os segmentos dados.
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Figura 2.3: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

6. Utilize translação do segmento fcom vetor V etor(A,B). Em seguida faça uma rotação

de ângulo ∠B′A′I em torno de G ou A′.

7. Repita o passo 6 com as devidas alterações no ângulo e no vetor de translação. A Figura

2.1 mostra os detalhes e o link de uma construção interativa.

A construção também pode ser feita utilizando outras ferramentas disponíveis na barra de

ferramentas do GeoGebra. A utilização de translação e rotação tem um objetivo adicional de

introduzir tanto o conceito geométrico de vetor como apresentar uma função um pouco menos

comum para a visualização do caso L.L.L. A caixa de texto mostra os valores numéricos dos

segmentos e dos respectivos segmentos após translação e rotação.

2.2 Caso LAL

Exercício 2. Dados dois segmentos e o ângulo formado entre eles, construa um triângulo.

2.2.1 Solução

A Figura 2.4 abaixo serve de guia para a construção.

1. Dados os segmentos e o ângulo entre os segmentos.

2. Transporte o segmento EF utilizando o compasso.

3. Transporte o ângulo sobre o lado (escolhido convenientemente à esquerda).
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Figura 2.4: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

4. Utilizando o compasso construa a circunferência sobre o ponto �nal do segmento. A

interseção fornece o ponto desejado.

2.3 Caso ALA

Exercício 3. Dados dois ângulos e um segmento entre eles, construa um triângulo.

2.3.1 Solução

A Figura 2.5 abaixo serve de guia para a construção.

1. Dados dois ângulos e o segmento entre eles.

2. Transporte o segmento dado.

3. Transporte os ângulos para as extremidades do segmento.

4. Prolongue os segmentos que de�nem os ângulos e encontre a interseção.
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Figura 2.5: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

2.4 Caso LAAo

Exercício 4. Dados um segmento, um ângulo e o ângulo oposto ao segmento, construa um

triângulo.

2.4.1 Solução

A Figura 2.6 abaixo serve de guia para a construção.

Figura 2.6: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.
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1. Dados os lado, o ângulo e o respectivo ângulo oposto.

2. Construa o arco capaz sobre o lado dado.

3. A circunferência de centro O e que passa pelos extremos do lado, contém todos os triân-

gulos com lado e ângulo oposto sob as hipóteses dadas.

4. Transporte o ângulo para o extremo do segmento. O respectivo prolongamento do lado

que contém o ângulo adjacente fornece o triângulo procurado.

2.5 Caso CH

Exercício 5. Dados o cateto e a hipotenusa, construa um triângulo.

O caso de congruência do tipo cateto hipotenusa (CH) é um caso especial de congruência

para triângulos retângulos.

2.5.1 Solução

A Figura 2.7 abaixo serve de guia para a construção.

Figura 2.7: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

1. Dado um triângulo retângulo com cateto e hipotenusa.

2. Construa a circunferência de medida da hipotenusa.

3. Trace um diâmetro.
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4. Construa uma circunferência de mesmo centro e obtenha a interseção com o diâmetro.

5. Determine a perpendicular ao diâmetro pelo ponto do item anterior. A Figura 2.7 mostra

os detalhes.

2.6 Caso LLAo não é caso de congruência

Exercício 6. Dados dois lados e o ângulo oposto, construa um triângulo.

O caso LLAo não é de caso congruência de triângulos, pois é possível gerar dois triângulos

distintos com as hipóteses conforme apresentado a seguir. A Figura 2.8 serve de guia e mostra

os detalhes.

2.6.1 Solução

1. Dados dois lados e o ângulo oposto a um dos lados.

2. Construa a circunferência de medida do maior lado.

3. Trans�ra o ângulo sobre o segmento do item anterior.

4. Trace a reta que contém o ângulo e calcule as interseções com a circunferência.

5. Note que é possível construir os triângulos ∆HIJ e ∆HIK.

Figura 2.8: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.
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2.7 Caso AA não é caso de congruência

Exercício 7. Dados dois ângulos, construa um triângulo.

O caso AA não é de caso congruência de triângulos, pois é possível gerar um número

in�nito de triângulos distintos com as hipóteses conforme apresentado a seguir. A Figura 2.9

serve de guia.

2.7.1 Solução

1. Dados dois ângulos Â e B̂, transporte-os para uma reta f suporte para os pontos A e B.

2. Construa as retas que são de�nidas pelos ângulos e passando por A e B.

3. Trace a reta g paralela a reta f .

4. Os triângulos ∆ABC e ∆ADE possuem os mesmos ângulos.

Figura 2.9: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

Nas próximas seções, construções adicionais são exploradas. Em resumo, são explorados

o arco capaz, as retas tangentes a uma circunferência por um ponto, uma animação das re-

tas tangentes a uma circunferência, o Teorema de Pitot, uma construção de um quadrilátero

inscrito, exercícios e uma discussão adicional sobre isometrias.
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2.8 Arco Capaz

Exercício 8. Construir o Arco Capaz sendo dados um segmento eAB um ângulo α conforme

mostrado na Figura 2.10.

Em outras palavras, encontrar todos os pontos P do plano tais que ângulo ∠APB tenha

mesmo ângulo. A construção inicial pode ser encontrada na guia de disponível .

Figura 2.10: Guia para a construção. Disponível .

Fontes: Os autores.

2.8.1 Solução

1. Dado um segmento AB e um ângulo ∠C1D1E. Ver Figura 2.10.

2. Transferir o ângulo C1D1E para o vértice A. O triângulos D1HG e AIJ são congruentes.

Segue que AI = AJ = D1H = D1G e HG = IJ. Ver a Figura 2.10 para ilustração.

3. Construir a mediatriz dos pontos A e B. Denotar por M o ponto médio entre A e B.

4. Construir uma perpendicular à reta AL. Marcar o ponto O, interseção desta com a me-

diatriz. Como ∠LAB = ∠AOM e ∠AML = ∠OMA = 90◦, os triângulos ∆OMA e

∆AML são semelhantes.

5. Construir uma circunferência c com centro em O e raio OA.

Como O está na mediatriz de AB temos que OA = OB. Como consequência, a circunfe-

rência também passa por B.
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O ângulo ∠LAB é chamado de ângulo de segmento e a reta passando por L e A é tangente

a circunferência.

Qualquer ponto C ou D no arco maior da corda AB (Arco Capaz) é visto com o mesmo

ângulo conforme ilustrado na Figura 2.10. O ângulo ∠AOB é chamado central e o ângulo

∠AO1B inscrito na circunferência.

Considere agora que o ângulo inscrito está entre as retas que de�nem o triângulo ∆AOB

conforme ilustrado na Figura 2.11. Do triângulos ∆AO1B e do processo de construção segue

que:

2β + 2γ + 2δ = 90◦ e β = 90◦ − α.

Logo,

γ + δ = α,

ou seja, o ângulo inscrito é metade do ângulo central que é 2α. Como consequência, o ângulo

inscrito coincide com o ângulo de segmento e é metade do ângulo central.

Figura 2.11: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

Considere agora que o ângulo inscrito é tal que está situado conforme apontado na Figura

2.12, ou seja, no arco entre B e a reta suporte do lado AO do triângulo ∆AOB. Neste caso, o

triângulo ∆AOR é isósceles de base AR e ângulo ϵ; o triângulo ∆BOR é isósceles de base BR

e ângulo θ. Logo, o ângulo ∠ROB é tal que:

∠ROB = 180− 2θ

Assim, o triângulo ∆AOR é tal que:
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2ϵ+ 2α + 180− 2θ = 180α = θ − ϵ.

Portanto, o ângulo inscrito é metade do ângulo central 2α.

Figura 2.12: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

Finalmente, considere agora o caso em que o ponto que de�ne o ângulo inscrito está sobre

a reta que de�ne os segmentos do triângulo ∆AOB, conforme indicado na Figura 2.13.

Figura 2.13: Guia para a construção. Disponível .

Fontes: Os autores.

Neste caso, o triângulo ∆ASB é retângulo em B, pois AS é diâmetro da circunferência

de centro em O. Logo, os segmentos OM e BS são paralelos, pois possuem mesmo ângulo sobre
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o segmento AB. Como consequência, os ângulos ∠BSA e ∠MOA são congruentes, pois são

ângulos entre paralelas.

2.9 Retas tangentes a uma circunferência por um ponto

Exercício 9. Dados uma circunferência w e um ponto A, construir as retas tangentes a w e

que passam por A.

2.9.1 Solução

O procedimento de construção pode ser acompanhado por meio da Figura 2.14 a seguir

ou com link interativo .

Figura 2.14: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

1. Construa a circunferência w com centro O e raio R = OB qualquer. Marque o ponto A

no exterior de w conforme mostrado na Figura 2.14.

2. Determine o segmento AO e calcule o ponto médio C.

3. Construa a circunferência de centro C e raio CO. A interseção da circunferência e w

produz os pontos D e E.

4. Construa as retas passando por A,D e A,E ou utilize segmentos de retas AD e AE.

Ajuste os parâmetros de cor dos segmentos e estilo do segmentos, assinale os ângulos

entre os segmentos. Veja Figura 2.15.
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Os triângulos ∆ADO e ∆AEO são retângulos em D e E, respectivamente, e, além disso

são triângulos congruentes. De fato, os triângulos ∆ADO e ∆AEO são congruentes pelo

caso CH, pois o lado AO é a hipotenusa comum e OD = OE = R.

Figura 2.15: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

2.10 Retas tangentes a uma circunferência: animação

Nesta seção, o objetivo principal é descrever o processo de construção de uma animação

das retas tangentes da seção anterior. O ponto A desloca-se sobre uma elipse escolhida de

forma arbitrária. O resultado é uma �gura dinâmica com destaque à interatividade e apelo

visual obtido por meio do esquema de cores dinâmicas. As Figuras 2.16, 2.17 e 2.18 podem ser

observadas no App, disponível em , e mostram os detalhes: comprimentos de alguns seg-

mentos, raio da circunferência, ângulos entre as retas que passam pelo centro da circunferência

e as retas que contém os pontos de tangência.

É importante ressaltar que a utilização de cores dinâmicas é discutida em mais detalhes

no capítulo 6.

Exercício 10. Dados uma circunferência w e um ponto A sobre uma elipse, construir as retas

tangentes a w e que passam por A. Utilize o esquema de cores dinâmicas RGB para determinar

a coloração dos triângulos congruentes.

2.10.1 Solução

1. Construa uma elipse e. Neste caso utilizamos elipse com focos e ponto dado.
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Figura 2.16: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

2. Construa um ponto A sobre a elipse e um ponto B distante de A. Nota: por conveniência

colocamos o ponto A mais à esquerda, aproximadamente, sobre o eixo maior.

3. Construa uma circunferência c de raio qualquer e centro em B. Nota: construímos a

circunferência dentro da elipse por questão de conveniência.

4. Construa o segmento passando por A e B.

5. Marque o ponto médio P do segmento AB.

6. Construa a circunferência d de centro P e raio PB (ou PA).

7. Determine os pontos de interseção T1 e T2 entre as circunferências c e d.

8. Construa as retas f e g passando, respectivamente, por AT1 e AT2.

9. Faça os ajustes que julgar convenientes para apresentação: cores, tipos de linhas, etc. A

Figura 2.17 mostra o resultado �nal do processo de construção com texto inserido para

mostrar a evolução dos comprimentos de AT1, AT2, o raio da circunferência e ângulos

∠BAT1 e ∠BAT2.

Ao adicionar um esquema de cores dinâmicas, com rastro ativado para o ponto A e os

polígonos t1 = ∆AT1B e t2 = ∆AT1B, a �gura pode ilustrar diferentes aspectos tais como

posição e área. Convenientemente, o esquema de cores RGB adotado para o ponto é dado pela

trinca ordenada:
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Figura 2.17: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

(R,G,B) = (x(A), y(A), x(A)− y(A)),

em que x(A) ,y(A) e x(A)−y(A) são, respectivamente, as abscissas dos pontos A, as ordenadas

dos pontos A e as diferenças entre as abscissas e ordenadas de A.

Para a coloração dos polígonos, o terceiro valor da trinca RGB é substituído pela área do

respectivo polígono com uma escolha aleatória da opacidade. O resultado é a Figura 2.18.

Figura 2.18: Animação com rastro ativado e ponto sobre uma elipse. Disponível .

Fonte: Os autores.

Uma nota interessante é que a elipse pode ser substituída por um segmento de reta, reta,
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círculo ou qualquer outra �gura que permita a variação do ponto e animação. Os polígonos

t1 = ∆AT1B e t2 = ∆AT1B podem utilizar, por exemplo, os comprimentos dos lados dos

triângulos para de�nir a tripla (R,G,B) = (AB,AT1, BT1).

2.11 Teorema de Pitot

Dado um quadrilátero ABCD com uma circunferência c inscrita, ou seja, tangente inter-

namente aos seus quatro lados, então o Teorema de Pitot fornece uma relação entre os lados

opostos do quadrilátero.

Teorema 1. Teorema de Pitot: Um quadrilátero convexo pode ter um círculo inscrito se, e

somente se, satisfaz a relação AB + CD = BC +DA. Ver [17] para maiores detalhes.

O teorema é nomeado, segundo [18], em homenagem ao engenheiro Francês Henri Pi-

tot (1695-1771) que demonstrou a condição necessária em 1725; a condição su�ciente foi de-

monstrada pelo matemático Suíço Jakob Steiner (1796-1863) em 1846. Ainda, outros nomes

são quadriláteros tangentes, quadrilátero circunscrito, quadrilátero circunscritível, quadrilátero

inscritível e quadrilátero circunscritível [18].

Com o auxílio do GeoGebra, os resultados numéricos envolvendo o Teorema de Pitot

podem ser veri�cadas imediatamente. Apesar de não servirem como prova, podem fornecer

uma ilustração do tema.

Outros elementos que podem ser explorados são, por exemplo, a comparação das áreas

dos triângulos [∆BFG] e [∆BEG] por meio de uma variável booleana; a apresentação do valor

da área do polígono calculada pelo GeoGebra e a respectiva área do quadrilátero dada por

AT =
1

2
p · r,

em que r o raio da circunferência e p o perímetro do quadrilátero. Esta, por sua vez, deriva

diretamente da congruência entre os triângulos com hipotenusas AG, BG, CG e DG pelo caso

especial cateto-hipotenusa. Matematicamente:

SABCD = S∆AEG + S∆AKG + S∆BEG + S∆BFG + S∆CFG + S∆CIG + S∆DIG + S∆DKG

A somatória acima pode ser reescrita como:

SABCD =
EG

2
(AE +BE) +

FG

2
(BF + CF ) +

IG

2
(CI +DI) +

KG

2
(DK + AK)

SABCD =
r

2
AB +

r

2
BC +

r

2
CD +

r

2
DA =

r

2
(AB +BC + CD +DA) =

1

2
· p · r
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em que p, neste caso, denota o perímetro do quadrilátero.

Figura 2.19: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

É interessante notar que a a�rmação anterior é uma relação que deriva diretamente da

aplicação do conceito de retas tangentes à uma circunferência que, por sua vez, está associada

à existência de triângulos retângulos congruentes. No entanto, o Teorema de Pitot é uma

a�rmação mais geral e é expresso por meio uma condição necessária e uma condição su�ciente

para a existência de quadrilátero convexo inscrito por uma circunferência.

Nosso objetivo no momento não é dissecar as demonstrações da prova direta e respectiva

recíproca ou apresentar um trabalho de pesquisa sobre o assunto. Os autores sugerem as duas

referências [17] e [18] para as respectivas demonstrações, comentários e referências adicionais.

2.12 Construção quadrilátero inscrito

Uma questão interessante é o processo de construção de um quadrilátero convexo com uma

circunferência inscrita por meio da utilização dos recursos das retas tangentes a circunferência

passando por ponto dado. Neste caso, o procedimento é direto e executado sem lançar mão de

resultados matemáticos mais so�sticados.

Exercício 11. Construir um quadrilátero convexo com uma circunferência inscrita (todos os

lados do quadrilátero são tangentes à circunferência.
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2.12.1 Solução

A Figura 2.20 serve de guia para os detalhes e o resultado �nal é aquele mostrado na

Figura 2.19.

Figura 2.20: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

1. Construa um segmento de extremos A e B e Determine o ponto médio D.

2. Escolha um ponto G arbitrário não pertencente ao segmento AB. Construa a perpendi-

cular g a AB passando por G. Encontre o ponto de intersecção E de g com AB.

3. Trace a circunferência c de centro G e raio GE.

4. Por B, construa a reta tangente à circunferência.

5. Construa o ponto C livre sobre a reta BF e determine I: o ponto de tangencia entre I e

a circunferência c.

6. Construa a reta tangente a c por A. Determine o ponto K. A reta passando por K

determina o ponto D. O quadrilátero construído tem a circunferência c tangente aos 4

lados.

7. Ajustar os elementos de interesse: inserção de texto e cores dos triângulos ou lados. A

Figura 2.19 mostra um resultado �nal.

Os dois exercícios a seguir são provenientes da Olimpíada Iraniana de Geometria de

2014/2015 e ilustram aplicações das congruências para triângulos. A primeira Olimpíada Ira-

niana de Geometria (Iran's Geometry Problems, 2014-2015) foi realizada em Tehran e Isfahan

em 4 de setembro de 2014. Ver [1] para mais informações.
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2.13 Exercício 01

Exercício 12. (IGO 2014-2015) O círculo inscrito no ∆ABC é tangente a BC, AC e AB em

D, E e F , respectivamente. Denote os pés das perpendiculares a BC e passando por F , E por

K e L, respectivamente. A segunda interseção destas perpendiculares com o círculo inscrito é

M , N , respectivamente. Mostre que:

[∆BMD]

[∆CND]
=

DK

DL

A solução completa é dividida em duas partes: a construção inicial, a qual é a construção

geométrica que contém as informações do problema proposto e a solução propriamente dita.

2.13.1 Construção Inicial

A Figura 2.21 fornece a construção inicial do problema.

Figura 2.21: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores

1. Traçar as bissetrizes dos ângulos ∠C e ∠B. Calcular interseção I. Traçar perpendicular

BC passando por I. Obter interseção F. Traçar o círculo de raio FI e centro I. Obter

interseções E e D. Construir os triângulos ∆BMD e ∆CND.

2. Traçar as perpendiculares a BC passando por E e F. Obter as interseções M e N com a

circunferência circunscrita. Obter as interseções K e L.

3. Construir os triângulos ∆BMD e ∆CND.
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4. Marcar os segmentos DK e DL. A relação solicitada é aquela apresentada em destaque:

[∆BMD]

[∆DNC]
=

BD·MK
2

CD·NL
2

=
BD ·MK

CD ·NL
=

KD

KL
(2.13.1)

2.13.2 Solução

1. Traçar os segmentos FD e ED. Obter os triângulos ∆BFD e ∆DEC. Seja B̂ = ∠DBF =

∠KBF . O ângulo ∠BFK = 90− B̂, pois ∆BFK é retângulo. A Figura 2.22 mostra os

detalhes da construção.

Figura 2.22: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

2. Construa o lado FD. Observe o arco ∠MD sobre o arco ∠FD. Os ângulos ∠BFD

e ∠BDF são iguais pois enxergam o mesmo arco. ∠BFD + ∠BDF + B̂ = 180 ⇒
∠BFD = 90 − 1

2
B̂. Logo, o ângulo ∠DFK = ∠BFD − ∠BFK = 1

2
B̂ = ∠DFM O

ângulo ∠MDK = ∠DFM = ∠DFK = 1
2
B̂ (Enxergam mesmo arco DM). A Figura 2.23

mostra os detalhes da construção.

3. Os triângulos ∆BID e ∆DMK são semelhantes. Construa os triângulos ∆BFI e ∆BID.

Os ângulos ∠IFB = ∠IDB = 90 (tangentes). Os raios e as hipotenusas são idênticos.

∠FBI = ∠DBI = B̂
2
. ∠BID = 90− 1

2
B̂. A Figura 2.24 mostra os detalhes da construção.

4. ∆BID e ∆KDM são semelhantes conforme pode ser visualizado na Figura 2.25. Os

ângulos ∠BID = 90− 1
2
B̂ = ∠KMD e ∠KDM = 1

2
B̂ = ∠DBI.

∴
MK

DK
=

r

BD
⇒ r =

MK ·BD

DK
(2.13.2)
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Figura 2.23: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

Figura 2.24: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

5. Construa o lado DE (Ver Figura 2.26 ). Observe o arco ∠ND sobre o arco ∠ED. Os

ângulos ∠CED e ∠CDE são iguais pois enxergam o mesmo arco.

∠CED + ∠CDE + Ĉ = 180 ⇒ ∠CED = 90− 1
2
Ĉ

∠DEL = ∠CED − ∠CEL = 1
2
Ĉ = ∠DEN

∠DEL = ∠NDL = 1
2
Ĉ(Enxergam mesmo arco DN)

(2.13.3)
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Figura 2.25: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

6. Os triângulos ∆CIE e ∆DIC são semelhantes: Construa os triângulos ∆CEI e ∆CID;

∆IEC = ∆IDC = 90 (tangentes); Os raios e as hipotenusas são idênticos; ∠ECI =

∠DCI = Ĉ
2
; ∠CID = 90− 1

2
Ĉ. Ver Figura 2.26.

Figura 2.26: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

7. Os triângulos ∆CDI e ∆DNL são semelhantes: ∠DCI = ∠NDL = 1
2
Ĉ ∠CID =

∠DNL = 90− 1
2
Ĉ conforme ilustrado na Figura 2.27.
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Logo,
r

CD
=

NL

DL
⇒ r =

NL · CD

DL
(2.13.4)

Figura 2.27: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

8. Das fórmulas (2.13.2) e (2.13.4) obtém-se:

r = r ⇒ CD ·NL

DL
=

MK ·BD

DK

Logo, 2.13.1 pode ser escrita como segue:

[∆BMD]

[∆DNC]
=

BD·MK
2

CD·NL
2

=
BD ·MK

CD ·NL
=

KD

KL

2.14 Exercício 02

Exercício 13. (IGO 2014-2015) Em um retângulo ABCD, os pontos M , N , P , Q estão sobre

os lados AB, BC, CD, DA, respectivamente, tal que a área dos triângulos ∆AQM , ∆BMN ,

∆CNP , ∆DPQ são iguais. Mostre que o quadrilátero MNPQ é um paralelogramo.

2.14.1 Construção inicial

1. Construa a circunferência de centro D e raio qualquer.

2. Construa a reta passando por O e escolha um ponto C.
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3. Por C passe a perpendicular a reta anterior. Construa uma circunferência de centro C e

raio idêntico da circunferência anterior.

4. Calcule a interseção B. Por B passe uma paralela a reta passando por O e determine

o ponto A. O polígono ABCD é um retângulo caso os raios das circunferências sejam

distintos e um quadrado caso os raios sejam iguais. A Figura 2.28 mostra a construção.

Figura 2.28: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

2.14.2 Solução

1. AB = CD e AD = BC por hipótese. Suponha que AM ̸= PC, então AM > PC ⇒
−AM < −PC ⇒ AB − AM < AB − PC.

2. [∆AQM ] = [∆PNC] ⇒ AQ·AM
2

= PC·NC
2

⇒︸︷︷︸
AM>PC

AQ < NC −NC < −AQ ⇒ BC −

NC < BC − AQ [∆MBN ] = (AB − AM) · (BC − NC) < (AB − PC)(BC − AQ)

= (CD − PC) · (AD − AQ) = [∆NPC](absurdo).

Portanto, AM = PC e AQ = NC. Como consequência, os triângulos ∆AMQ e ∆CNP

são congruentes (LLL). Da mesma forma MN = PQ. Conclusão: MNPQ é paralelo-

gramo conforme ilustrado na Figura 2.29. O link disponivel .
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Figura 2.29: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

2.15 Discussão adicional: Isometrias

Aqui, o objetivo é fazer uma discussão sucinta sobre o tema e ilustrar os elementos de

isometria por meio do GeoGebra. O recurso dinâmico do GeoGebra é utilizado para ilustrar as

translações, rotações e re�exões.

2.15.1 Isometrias: translação I

Este caso ilustra o processo de translação por meio do uso de vetores, ou seja, um desloca-

mento por uma quantidade �xa. No caso apresentado, disponível online e interativamente neste

link , um triângulo é transladado em conjunto com alguns elementos tais como Incentro,

círculo inscrito, círculo circunscrito, pontos médios dos lados, etc. A veri�cação numérica de

igualdade de elementos associados ao triângulo é apresentada apenas por meio das ilustrações

grá�cas.

Exercício 14. Dado um triângulo ∆ABC, construir a respectiva translação utilizando um vetor

v = m · A⃗C + n · A⃗B, com m, n Controles Deslizantes variando em um intervalo arbitrário.

Adicionalmente, considere o incentro, o círculo inscrito, os pontos de tangencia do círculo

inscrito e o círculo circunscrito para as translações por v.

2.15.1.1 Solução

A Figura 2.30 serve de guia para a construção.
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Figura 2.30: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

1. Construa os pontos A, B e C; o triângulo ∆ABC por meio da ferramenta polígono e os

controles deslizantes m e n. De�na o vetor u = m ·V etor(A,C)+n ·V etor(A,B). De�na

o vetor v = V etor(A,A+ u).

2. Translade o polígono t1 pelo vetor v. O resultado é o polígono t1′ que contém todas as

medidas idênticas àquelas do polígono t1. Por exemplo, o segmento AB tem comprimento

idêntico ao comprimento de A′B′, a área do triângulo∆ABC é idêntica a área do triângulo

∆A′B′C ′, os perímetros também são iguais.

3. Determine o círculo inscrito d em ABC; faça translação por v e obtenha d′. Determine

o Incentro do triângulo ABC e translade por v obtendo I ′. Veri�que que o incentro I ′

é o centro de ∆A′B′C ′ por meio de variável booleana I ′ == S, em que S é o centro do

círculo inscrito de A′B′C ′.

4. Anote o vetor Ivec = I + v. Observe que Ivec aponta de I para I ′.

5. Determine os pontos de tangência de d (círculo inscrito) com os lados do triângulo ∆ABC

e obtenha E, G e J . Faça translação de E, G e J por v. Anote os vetores

Evec = V etor(E,E + v), Gvec = V etor(G,G+ v), e Jvec = V etor(J, J + v).

Observe que a translação transforma E, G e J em L, N e P , respectivamente.

6. Construa o círculo circunscrito h no triângulo ABC e faça uma translação v. De�na R

um ponto em h e translade por v. De�na w = V etor(R,R + v). O ponto w é livre em h
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e pode ser animado.

7. Insira os botões Start m, Stop m, Start n e Stop n. Os botões não são estritamente

necessários para a animação de v, pois basta utilizar o controle deslizante. A Figura 2.31

ilustra a solução em con�guração distinta da Figura anterior obtida por meio de um ajuste

dos valores de m e n e com rastro ativado para o triângulo transladado. A construção

completa pode ser acessada em .

Figura 2.31: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

2.15.2 Isometrias: Rotação I

Da mesma forma que no caso anterior, a rotação é ilustrada por meio de uma construção.

A visualização, passo a passo, pode ser encontrada em . Note que a rotação também não

insere novas informações no triângulo, ou seja, não há mudança de comprimento dos lados,

perímetro, área, etc.

Exercício 15. Dado um triângulo ∆ABC, construir a respectiva rotação em torno de um ponto

para o ângulo α variando no intervalo [0, 2π]. Adicionalmente, considere o incentro, o círculo

inscrito e um dos círculos ex-inscritos para as rotações por α.

A Figura 2.32 serve de guia para a construção e 2.33 mostra o resultado �nal do procedi-

mento descrito a seguir .
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Figura 2.32: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

2.15.2.1 Solução

1. Construir o triângulo ABC; o Controle Deslizante α ∈ [0, 2π] e o triângulo ∆A′B′C ′ por

meio da ferramenta polígono, rotação do triângulo ∆ABC em torno de O pelo ângulo α.

2. Construa o arco circular OAA′; o círculo de centro O e raio igual a distância OC; o círculo

de centro O e raio igual a distância OB.

3. Construa o incentro I do triângulo ∆ABC, o círculo inscrito h e o círculo de centro em

O e raio OI.

4. Rotacione I e h por α em torno de O.

5. Insira uma caixa de texto contendo as medidas de AB, A′B′, os perímetros, áreas.

6. Construa o círculo ex-inscrito ao lado BC e rotacione pelo ângulo α.

7. Acione o rastro do polígono ∆A′B′C ′, do arco circular e do círculo ex-inscrito. De�na o

esquema de cores dinâmicas como:

(R,G,B) = (α, 2α, α/2), (R,G,B) = (α/2, α/2, α), (R,G,B) = (2α, α/2,−α)

para, respectivamente, o círculo inscrito, o círculo ex-inscrito e o polígono. A Figura 2.33

ilustra a construção.
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Figura 2.33: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores.

2.15.3 Semelhança não é isometria

Para ilustrar a questão, observe a Figura 2.34. Neste caso, a construção mostra os triân-

gulos semelhantes ∆ABC e ∆EHG. O triângulo ∆IJC pode ser construído de forma que seja

congruente ao triângulo ∆EHG por meio da transferência dos lados utilizando a ferramenta

compasso.

Figura 2.34: Guia para a construção. Disponível .

Fonte: Os autores

Geometricamente, não há razão para a�rmar que as áreas dos triângulos ∆ABC e ∆EHG

são idênticas, pois os triângulos ∆EHG e ∆IJC são congruentes. Portanto, as áreas dos
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triângulos ∆ABC e ∆EHG são distintas, exceto quando ∆EHG esta sobre ∆ABC, ou seja,

quando a razão de semelhança é igual a 1. Matematicamente, a relação entre as áreas de dois

triângulos semelhantes decorrem diretamente da razão de semelhança. Neste caso:

k =
AB

EH
=

AC

EG
=

BC

HG
=

BK

HM
,

em que BK e HM são as respectivas alturas dos triângulos ∆ABC e EHG.

Dessa forma,

[∆ABC]

[∆EHG]
=

[∆ABC]

[∆IJC]
=

AC ·BK

2
EG ·HM

2

=
EG

BK
· BK

HM
= k · k = k2

2.16 Desa�os de construção: circunferências tangentes

Nesta parte, utiliza-se as construções e elementos geométricos para a construção de cinco

circunferências tangentes a duas retas concorrentes. O problema de construção pode ser colo-

cado na seguinte forma:

Exercício 16. Dado um ângulo qualquer e um ponto D sobre a bissetriz interna do ângulo.

Construir 5 circunferências tangentes às retas suportes do ângulo e com centro na bissetriz .

As circunferências devem ser construídas no sentido de D para O. A Figura 2.35 ilustra o

Desa�o 03 de construção.

Figura 2.35: Retas concorrentes com 5 circunferências tangentes. Disponível .

Fonte: Os autores.
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2.16.1 Solução

A Figura 2.36 serve de guia para a construção.

1. Construa duas retas concorrentes em um ponto O formando um ângulo qualquer entre si.

2. Anote um ponto D sobre a bissetriz bissetriz interna do ângulo entre as retas.

3. Por D, passe uma perpendicular à reta que passa por OA e OB.

4. Calcule a interseção C. A circunferência com centro em D e raio CD é tangente.

5. O ponto E é a interseção da circunferência com a bissetriz. A perpendicular à bissetriz

por E determina o ponto F .

6. A interseção da bissetriz ∠OFE com a bissetriz do ângulo ∠AOB fornece o centro G da

nova circunferência.

7. O procedimento pode ser repetido até atingir 5 circunferências tangentes conforme mos-

trado na Figura 2.35.

Figura 2.36: Guia para construção das 5 circunferências tangentes. Disponível .

Fonte: Os autores.
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Capítulo 3

Relações Métricas no triângulo retângulo

O Teorema de Pitágoras é um dos teoremas mais conhecidos da Matemática. Cerca de

371 demonstrações são conhecidas, as quais incluem a demonstração de Einstein, Leonardo da

Vinci e A. Gar�eld (Presidente dos Estados Unidos) [39]. Pitágoras foi imortalizado devido

ao crédito da descoberta e prova do teorema que tem seu nome, mas não há evidências de

tal descoberta ou prova. Há, no entanto, evidências de que a descoberta e prova estejam

associadas aos matemáticos Babilônicos cerca de 1000 anos antes de Pitágoras. Ver [39] para

mais detalhes e referências. A dedução do Teorema de Pitágoras apresentada aqui é baseada

nas relações geométricas no triângulo retângulo.

3.1 Relações métricas no triângulo retângulo

Considere o triângulo ∆ABC retângulo mostrado na Figura 3.1 e sejam a, b e c as

respectivas medidas dos lados. Seja D o ponto de interseção da altura h relativa ao lado BC.

Por �m, considere que BD = m, CD = n, ∠ABC = α, ∠BCA = β. Determinemos todos os

ângulos dos triângulos ∆ABC e ∆ACD.

No ∆ABC temos:

α + β + 90 = 180 ⇒ α + β = 90◦.

No ∆ABD temos:

α + 90 + ∠BAD = 180 ⇒ ∠BAD = 90− α = β.

∴ ∠DAC + β = 90 ⇒ ∠DAC = 90− β = α.

A seguir, estão apresentados algumas relações métricas no triângulo retângulo. As relações

são baseadas nos conceitos de semelhança dos triângulos da Figura 3.1.
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Figura 3.1: Guia para a demonstração das semelhanças. Disponível .

Fonte: Os autores.

Como todos os ângulos dos triângulos ∆ABC, ∆ABD e ∆BDC são conhecidos, então

as relações de semelhança podem ser descritas como:

△ABC ∼ △DBA (I)

△ABC ∼ △DAC (II)

△DBA ∼ △DAC (III)

(3.1.1)

No entanto, antes da dedução das relações métricas, segue uma visualização das relações

entre os ângulos obtida por meio de rotações, re�exões e translações.

3.1.1 Semelhanças

Considere veri�car as relações derivadas da semelhança entre △ABC e △DBA. Neste

caso, ao invés de estabelecer a relação direta entre lados dos triângulos, optamos por fazer uma

rotação, re�exão e translação para a visualização mais direta das associações entre os ângulos

e lados. A Figura 3.2 serve de guia.

Considere uma rotação do triângulo ∆ABD por um ângulo ∠ABD em torno de B. Em

seguida, faça uma re�exão de ∆A′B′D′ em torno do segmento AB e, por �m, uma translação

por um vetor v para obter o triângulo ∆A′′′B′′′D′′′. Como rotação e translação são isometrias,

então os comprimentos dos lados e os ângulos são preservados. Assim, os valores para as

razões para a semelhança △ABC ∼ △DBA. podem ser observados diretamente nos triângulos

△ABC ∼ △D′′′B′′′A′′′.
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Figura 3.2: Guia para a demonstração da semelhança △ABC ∼ △DBA. Disponível .

Fonte: Os autores.

c

m
=

b

h
=

a

c
(3.1.2)

Analogamente ao caso anterior, é possível re�etir, rotacionar e transladar o ∆ACD con-

forme mostrado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Guia para a demonstração da semelhança △ABC ∼ △DAC. Disponível .

Fonte: Os autores.

Faça uma re�exão do triângulo ∆ACD em relação ao segmento CD e, em seguida, faça

uma rotação de ângulo ∠ACD em torno do ponto D. Finalmente, transladar o triângulo gerado

por um vetor e obter o triângulo em destaque na Figura 3.3. Dessa forma valores para as razões
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são dados por:

c

h
=

b

n
=

a

b
(3.1.3)

No caso da semelhança dos triângulos △DBA ∼ △DAC, a observação da relação de

semelhança é direta e dadas por:

m

h
=

h

n
=

c

b
(3.1.4)

3.1.2 Os catetos ao quadrado são iguais a hipotenusa vezes a sua

projeção

Das relações (3.1.2) e (3.1.3) segue:

c

m
=

a

c
⇒ c2 = a ·m

b

n
=

a

b
⇒ b2 = a · n

b2 + c2 = a ·m+ a · n = a · (m+ n)︸ ︷︷ ︸
a

= a2

3.1.3 A altura é a média geométrica das projeções dos catetos

Da relação (3.1.4) segue:

m

h
=

h

n
⇒ h2 = m · n ou h =

√
m · n.

3.1.4 A hipotenusa vezes a altura é igual ao produto dos catetos

Da relação (3.1.2) segue:

b

h
=

a

c
⇒ a · h = b · c

3.1.5 A mediana relativa ao ângulo reto é metade da hipotenusa

Seja a circunferência c circunscrita ao triângulo ∆ABC. Como o triângulo é retângulo,

então o segmento BC é diâmetro. Logo:

BM = MC =
a

2
= AM,

em que M é o ponto médio da hipotenusa. A Figura 3.4 ilustra o resultado.

LÓPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olímpica com
GeoGebra v.2. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 115 p. ISBN 978-65-87023-23-6 (e-book). Disponível em:
https://doi.org/10.11606/9786587023236.



CAPÍTULO 3. RELAÇÕES MÉTRICAS NO TRIÂNGULO RETÂNGULO 52

Figura 3.4: Guia para de que a mediana é metade da hipotenusa. Disponível .

Fonte: Os autores.

3.2 Relações trigonométricas

Nesta parte, o seno, o cosseno e a tangente são discutidas por meio da utilização da

circunferência unitária. A adoção da circunferência unitária se dá devido à semelhança entre

os in�nitos triângulos possíveis conforme pode ser observado na Figura 3.5.

Figura 3.5: Guia para as relações trigonométricas elementares. Disponível .

Fonte: Os autores.

△DCO ∼ △GEO ∼ △ABO
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DC

DO
=

GE

GO
=

AB

AO
= senα =

c.op.

hip.

Como AO = 1, então a medida do segmento AB é chamada seno de α e denotada por:

AB = senα.

A medida AB expressa a razão entre o cateto oposto e a hipotenusa de um triângulo retângulo

qualquer.

Analogamente, temos:

CO

DO
=

EO

GO
=

BO

AO
= cosα =

c.abj.

hip.

e a respectiva medida do segmento BO é chamada cosseno de α e denotada por:

BO = cosα.

A medida BO expressa a razão entre o cateto adjacente e a hipotenusa de um triângulo

retângulo qualquer.

Segue, pela aplicação do Teorema de Pitágoras, que:

sen2α + cos2 α = 1.

Outra relação interessante é obtida ao fazer:

DC

CO
=

GE

EO
=

AB

BO
= tanα =

c.op.

c.abj.
.

Portanto, a medida:

GE = tanα.

A medida GE expressa a razão entre os catetos oposto e adjacente de um triângulo

retângulo qualquer.

3.3 Ângulos notáveis

A Figura 3.6 mostra o círculo unitário com um ângulo α e respectivos valores de seno

e cosseno. Neste caso, os valores de seno e cosseno são anotados como pares ordenados

(cos(α), sen(α)). O App permite interagir e explorar os valores de ambos cosseno e seno,

os quais incluem ângulos especí�cos múltiplos dos ângulos π/2,π/3,π/4 e π/6.

Por observação direta do ciclo trigonométrico, é possível induzir os valores de ambos seno
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e cosseno para os ângulos 0, π/2, π, 3π/2 e 2π.

Figura 3.6: Guia para valores de seno e cosseno de ângulos notáveis. Disponível .

Fonte: Adaptado de [40].

No caso dos ângulos de π/6, π/4 e π/3, pode ser necessário justi�car geometricamente

os valores numéricos mostrados no ciclo trigonométrico. Para isso considere um triângulo

equilátero ∆ABC de lado l = 1. Seja h a altura relativa ao lado AB com D o ponto de

interseção. O segmento possui medida AD = DB = 1/2 e o ângulo ∠ACD = π/3 = 30◦, pois

h também é bissetriz. Assim, obtém-se:

sen
(π
3

)
=

h

AC
=

√
3

2
, cos

(π
3

)
=

AD

AC
=

1

2

sen
(π
6

)
=

AD

AC
=

1

2
, cos

(π
6

)
=

h

AC
=

√
3

2
.

No caso da justi�cativa geométrica para o seno e cosseno para o ângulo π/4, basta con-

siderar um triângulo ∆ABC, retângulo em A e com catetos iguais a unidade. Desse modo, a

hipotenusa possui comprimento a =
√
2 e, portanto:

sen
(π
4

)
=

1√
2
=

√
2

2
, cos

(π
4

)
=

1√
2
=

√
2

2
.

Os valores múltiplos nos quadrantes dois, três e quatro podem ser obtidos diretamente

dos valores anteriores com observação dos sinais respectivos. A Figura 3.7 mostra os ângulos

citados e respectivos valores de seno e cosseno.
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Figura 3.7: Valores de seno e cosseno para ângulos notáveis. Disponível .

Fonte: Adaptado de [40].

3.4 Outras funções trigonométricas

Considere as construções da Figura 3.8.

Figura 3.8: Grá�co de cosseno. Disponível .

Fonte: Os autores.

Considere os triângulos semelhantes ∆DMO ∼ ∆JE1O ∼ ∆AKO da Figura 3.8. Logo:

JE1 =
JE1

E1O
=

AK

KO
= cotα =

c.adj.

c.op.

Em palavras, a razão entre dois lados dos triângulos ∆DMO e ∆JE1O é igual ao comprimento
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do lado do ∆AKO que tem por lado o raio do ciclo unitário JE1.

Outra relação proveniente da análise dos triângulos semelhantes ∆DMO ∼ ∆JE1O ∼
∆AKO é :

OJ =
OJ

OE1

=
OA

KO
=

1

KO
=

1

senα
= cscα

Em palavras, a razão entre a hipotenusa OA e o lado OK do triângulo ∆AKO no ciclo unitário

é igual ao comprimento do segmento OJ . Da mesma forma, ao analisar novamente a semelhança

entre os triângulos ∆OEG ∼ ∆OAB ∼ ∆OAB obtém-se:

OG =
OG

OE
=

OA

OB
=

1

OB
=

1

cosα
= secα

.

Portanto, dado um ângulo no ciclo trigonométrico, os comprimentos dos segmentos OB,

AB, EG, JE1, OG e OJ representam, respectivamente valores constantes de razões de seme-

lhança chamadas cosseno, seno, tangente, cotangente, secante e cossecante do ângulo dado.

Pode ser notado que a manipulação interativa do App pode ocasionar alguma di�culdade para

a visualização e de�nição clara das quantidades secante e cossecante, pois os pontos G e J es-

tão sobre a mesma reta. Uma alternativa viável é construir uma reta perpendicular à OA pelo

ponto A, cuja interseção com os eixos X e Y são, respectivamente, H e I conforme mostrados

na Figura 3.8.

Os triângulos ∆OGE ∼= ∆OAH. De fato, ambos são retângulos e ∠GOE = ∠AOH e,

portanto, segue que são semelhantes com razão de semelhança igual a unidade. Portanto, o

segmento

OH = OG = sec(α), AH = EG = tan(α).

De forma análoga temos que o segmento:

E1J = IA = cotα, OJ = IO = cscα.

Agora, do triângulo ∆OAH segue, por meio do Teorema de Pitágoras, segue que:

OA2 + AH2 = OH2 ⇒ 1 + tan2 α = sec2 α.

E do triângulo ∆OAI segue, por meio do Teorema de Pitágoras, segue que:

OA2 + AI2 = OI2 ⇒ 1 + cot2 α = csc2 α.

Com os resultados acima, os valores para cosseno, seno, tangente, cotangente, secante e

cossecante podem ser observados por meio de elementos associados à reta que passa por HA e

tangente ao circunferência unitária em A.
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3.5 Visualização das relações trigonométricas

Todas as relações trigonométricas podem ser visualizadas na Figura 3.9. A interatividade

permite explorar as relações entre as relações trigonométricas e as diferentes visualizações para

as funções tangente, cotangente, secante e cossecante. A ativação das características de rótulo

e valor fornecem meios para uma exploração pontual e comparação de um ou mais elementos

no grá�co.

Figura 3.9: Relações entre as funções trigonométricas. Disponível .

Fonte: [?]

3.6 Seno e cosseno da soma

Nesta seção, o seno e o cosseno da soma de ângulos é mostrado por meio da utilização de

um retângulo e o ciclo trigonométrico.

Considere o ciclo trigonométrico e os ângulos α < π/2 e β < π/2 com α + β < π/2.

Construa o triângulo ∆OFH, o triângulo ∆OFC e os triângulo ∆CFI e ∆CGO conforme

ilustrado na Figura 3.10.

Como OC = 1, então:

OF = cos(β) e FC = sen(β).

Como consequência,

FH = sen(α) · cos(β) e OH = cos(α) · cos(β).
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Figura 3.10: Interpretação Geométrica do seno da soma sen(α + β). Disponível .

Fonte: Os autores

Como ∆OFC é retângulo em F, então ∠CFI = α e, por consequência, ∠ICF = β.

Assim,

FI = sen(β) · cos(α) e CI = sen(α) · sen(β).

Por �m, a reta que passa por CI é paralela a reta OH e, portanto, α+β é igual ao ângulo

∠GCO. Portanto, segue que:

sen(α + β) = sen(α) · cos(β) + sen(β) · cos(α)

cos(α + β) = cos(α) · cos(β)− sen(α) · sen(β)

3.7 Lei das tangentes

Exercício 17. Dado um triângulo ∆ABC, demonstrar a Lei das tangentes:

a− b

a+ b
=

tan

(
A−B

2

)
tan

(
A+B

2

) ,
b− c

b+ c
=

tan

(
B − C

2

)
tan

(
B + C

2

) ,
a− c

a+ c
=

tan

(
A− C

2

)
tan

(
A+ C

2

)
Este resultado pode ser encontrado, por exemplo, em [48].
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3.7.1 Solução

A Lei dos Senos fornece:

a

sen(A)
=

b

sen(B)
=

c

sen(c)
= 2R.

A fórmula para o seno da soma e diferença de ângulos fornecem:

sen(α + β) = senα cos β + cosα senβ

sen(α− β) = senα cos β − cosα senβ
⇒ sen(α + β)− sen(α− β) = 2 senβ cosα

Colocando, α+β = A e α−β = B, obtém-se α =
A+B

2
e β =

A−B

2
. Assim, podemos

escrever:

sen(A)− sen(B) = 2 sen

(
A−B

2

)
cos

(
A+B

2

)
Logo,

a− b

a+ b
=

2r( senA− senB)

2r( senA+ senB)
=

2 sen
(
A−B
2

)
cos

(
A+B

2

)
2 sen

(
A− (−B)

2

)
cos

(
A+ (−B)

2

)
Assim,

a− b

a+ b
=

sen

(
A−B

2

)
cos

(
A−B

2

) ·
cos

(
A+B

2

)
sen

(
A+B

2

) =

tan

(
A−B

2

)
tan

(
A+B

2

)
Analogamente, temos:

a− c

a+ c
=

sen

(
A− C

2

)
cos

(
A− C

2

) ·
cos

(
A+ C

2

)
sen

(
A+ C

2

) =

tan

(
A− C

2

)
tan

(
A+ C

2

)
e

b− c

b+ c
=

sen

(
B − C

2

)
cos

(
B − C

2

) ·
cos

(
B + C

2

)
sen

(
B + C

2

) =

tan

(
B − C

2

)
tan

(
B + C

2

)
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3.8 Em direção às funções seno, cosseno e tangente

Na seção anterior, valores especí�cos de ângulo foram observados. Neste caso, os valores

de seno, cosseno e tangente serão mostrados em forma grá�ca para ângulo variando em um

intervalo de�nido. O rastro dos pontos põe em evidência o comportamento distinto das funções

seno, cosseno e tangente conforme pode ser observado na Figura 3.11.

Essa visualização pontual ainda pode ajudar na análise do quociente entre seno e cosseno

que tem como consequência a assíntota vertical nos ângulo múltiplos de π/2. Observe que

quando o ângulo tende a π/2 por valores menores que π/2, os valores de seno e cosseno tendem a

unidade e zero, respectivamente. Logo, o quociente, tangente, cresce inde�nidamente conforme

pode ser observado na Figura 3.11. O mesmo efeito pode ser observado quando o ângulo tende

a 3π/2 por valores menores. Por outro lado, para ângulos quando o ângulo tende a π/2 ou

3π/2 por valores maiores, então a razão entre seno e cosseno decresce inde�nidamente.

Figura 3.11: Visualização grá�ca dos pontos de seno, cosseno e tangente. Disponível .

Fonte: Adaptado de [6].

3.9 Círculo unitário e função seno

Aqui, a função seno é apresentada de forma mais geral. Note que é permitido que o ângulo

varie em um intervalo distinto daquele apresentado anteriormente. O conjunto de pontos é

trocado por uma linha contínua e os valores do seno do ângulo são grafados continuamente.

A função f : R → [−1, 1] ⊂ R, f(x) = sen(x) é contínua.
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Figura 3.12: Grá�co de seno. Disponível .

Fonte: [3].

3.10 Círculo unitário e função cosseno

Aqui, a função cosseno é apresentada de forma mais geral. Note que é permitido que o

ângulo varie em um intervalo distinto daquele apresentado anteriormente. O conjunto de pontos

é trocado por uma linha contínua e os valores do seno do ângulo são grafados continuamente.

A função f : R → [−1, 1] ⊂ R, f(x) = cos(x) é contínua.

Figura 3.13: Grá�co de cosseno. Disponível .

Fonte: [4].
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3.11 Círculo unitário e função tangente

Aqui, a função tangente é apresentada de forma mais geral. Note que é permitido que o

ângulo varie em um intervalo distinto daquele apresentado anteriormente. O conjunto de pontos

é trocado por uma linha contínua e os valores do seno do ângulo são grafados continuamente.

A função f : R − {x| cos(x) = 0} → R, f(x) = tan(x) é contínua no domínio, que pode

ser reescrito como Df = {x ∈ R|x ̸= kπ/2, k ∈ Z}.

Figura 3.14: Grá�co de tangente. Disponível .

Fonte: [5].

Antes de iniciar outras discussões relacionadas, retomemos às de�nições e exploração

de outras relações trigonométricas no triângulo retângulo. Em princípio não há motivo para

que as quantidades seno, cosseno e tangente sejam as únicas quantidades calculadas. Dessa

forma, podem ser relacionadas as quantidades cotangente, secante e cossecante. Cada uma

delas representa quocientes especí�cos de quantidades geométricas relacionadas às semelhanças

de triângulos.

3.12 Visualização das outras funções trigonométricas

Todas as funções trigonométricas podem ser visualizadas na link apresentado Figura 3.15.

A interatividade permite explorar as relações entre as funções trigonométricas e as diferentes

visualizações para as funções tangente, cotangente, secante e cossecante. No entanto, o foco

�cará nas funções secante, cossecante e cotangente.

A Figura 3.15 mostra a função f(x) = csc(x), em que x é um ângulo no ciclo trigonomé-

trico e grafado no eixo das abscissas. Gra�camente, a função cossecante possui comportamento
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cíclico, ou seja, ora a concavidade para cima e ora concavidade para baixo. O comportamento

da função pode ser analisado do ponto de vista da de�nição, pois o quociente

csc(x) =
1

sen(x)

terá o sinal do seno. Portanto, o sinal do seno fornece o sinal da função cossecante. No

intervalo em que seno é positivo, então cossecante é positiva e com valor mínimo 1, atingido

quando cosseno é igual a 1. Por outro lado, no intervalo que a função seno é negativa, então os

valores de cossecante são negativos com valor máximo -1, que é onde o cosseno atinge valor -1

também. Dessa forma, �ca estabelecido indutivamente a característica apresentada no grá�co

de que a função cossecante ora é tangente ao grá�co do seno no ponto de máximo ora é tangente

ao grá�co do seno no ponto de mínimo.

Figura 3.15: Grá�co da função cossecante. Disponível .

Fonte: [10]

A Figura 3.16 mostra a função

f(x) = sec(x),

em que x é um ângulo no ciclo trigonométrico e grafado no eixo das abscissas. Gra�camente,

a função secante possui comportamento cíclico, ou seja, ora a concavidade para cima e ora

concavidade para baixo. O comportamento da função pode ser analisado do ponto de vista da

de�nição, pois o quociente

sec(x) =
1

cos(x)

terá o sinal do cosseno. Portanto, o sinal do cosseno fornece o sinal da função cossecante. No
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intervalo em que cosseno é positivo, então cossecante é positiva e com valor mínimo 1, atingido

quando cosseno é igual a 1. Por outro lado, no intervalo que a função cosseno é negativa, então

os valores de cossecante são negativos com valor máximo -1, que é onde o cosseno atinge valor

-1 também. Dessa forma, também �ca estabelecido indutivamente a característica apresentada

na Figura 3.16 de que a função cossecante ora toca o grá�co do seno no ponto de máximo ora

toca o grá�co do seno no ponto de mínimo.

Figura 3.16: Grá�co da função secante. Disponível .

Fonte: [10]

A Figura 3.17 mostra a função

f(x) = cot(x),

em que x é um ângulo no ciclo trigonométrico e grafado no eixo das abscissas. Gra�camente,

a função tangente possui um comportamento comportamento cíclico análogo ao da função

tangente. Um detalhe importante, é que a função cotangente pode ser vista como uma re�exão

da função tangente em relação aos pontos em que o seno é nulo. O Comportamento da função

pode ser analisado do ponto de vista da de�nição, pois o quociente

cot(x) =
cos(x)

sen(x)

terá o sinal resultante da regra dos sinais. As assíntotas verticais ocorrem nos pontos em que

o sen(x) = 0, ou seja, em pontos da forma kπ, k ∈ Z.
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Figura 3.17: Grá�co da função cotangente. Disponível .

Fonte: [10]

3.13 Interpretação Geométrica de algumas relações trigo-

nométricas

A relação fundamental da trigonometria:

sen2α + cos2 α = 1

pode ser interpretada geometricamente em termos de áreas conforme apresentado na Figura

3.18. Neste caso, os quadrados de áreas:

SQuad1 cos
2 θ SQuad2 = sen2θ

são deformados em retângulos de lado 1 com altura tal que a área seja preservada. Ambas as

áreas são levadas no quadrado de lado 1.

A relação

tan2 α + 1 = sec2 α

pode ser interpretada geometricamente em termos de áreas conforme apresentado na Figura

3.19. Neste caso, a função secante é sempre maior que a função tangente e, portanto, os

quadrados de áreas:

SQuad1 = tan2 θ = SQuad2 = sec2 θ

diferem por uma unidade. A região na cor branca pode ser deformada em de forma a preencher

um quadrado unitário.
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Figura 3.18: Relação fundamental em termos de áreas. Disponível .

Fonte: Adaptado de [7].

Figura 3.19: tan2(θ) + 1 = sec2 θ em termos de áreas. Disponível .

Fonte: Adaptado de [8].
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Capítulo 4

Algumas construções envolvendo

triângulos semelhantes e congruentes

Neste capítulo, o foco está na construção das tangentes internas, construção e externas a

duas circunferências e na apresentação da solução de um exercício de olimpíada. Por �m, alguns

modelos simpli�cados para ilustrar a translação da lua e terra e dois modelos de deslizamento

de uma estrutura de um portão basculante serão apresentados. É necessário ressaltar que o

objetivo é apresentar as potencialidades do GeoGebra para exploração de assuntos diversos com

foco na questão interativa e computacional.

4.1 Tangentes Externas a Duas Circunferências

Exercício 18. Considere duas circunferências quaisquer e faça a construção das retas tangentes

externas à duas circunferências dadas.

4.1.1 Solução

A Figura 4.1 serve de guia para a construção.

1. Construa as duas circunferências c e d com centros A e B e raios AC e BD, respectiva-

mente. Utilize, por exemplo, circunferência por dois pontos dados.

2. Construa a reta f passando por A e B e que intersecta c e d em E e F , respectivamente.

3. Construa uma circunferência e de centro F e raio BD ( transporte a circunferência d para

o ponto F utilizando o compasso.

4. Determine os pontos de interseção G entre a circunferência anterior e a reta f . O ponto

G é o ponto mais interno e próximo ao centro A.
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Figura 4.1: Retas tangentes externas à duas circunferências. Disponível .

Fonte: Os autores.

5. Construir a circunferência g centrada em A e raio AG.

6. Construir as retas tangentes h e i passando por pelos pontos C, H e C, I respectivamente.

Calcular os pontos de interseção H e I, respectivamente.

7. Construa as retas k e j: retas passando pelos pontos A, H e A, I, respectivamente.

Determine os pontos de interseção K e J das retas k e j com a circunferência c.

8. Construa as retas paralelas as retas h e i e que passam por K e J .

9. Determine os pontos de tangência L e M a circunferência d e o ponto de interseção das

retas do item anterior.

4.2 Tangentes Internas a duas circunferências

Exercício 19. Considere duas circunferências quaisquer e faça a construção das retas tangentes

internas à duas circunferências dadas.

4.2.1 Solução

1. Construa as duas circunferências c e d com centros A e B e raios AC e BD, respectiva-

mente.

2. Construa a reta f passando por A e B e que intersecta c e d em E e F , respectivamente.

3. Construa uma circunferência e de centro F e raio BD.
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Figura 4.2: Retas tangentes internas à duas circunferências. Disponível .

Fonte: Os autores.

4. Determine o ponto de interseção G e G1 entre a circunferência anterior e a reta f . O

ponto G é o ponto mais interno e próximo ao centro A, enquanto que G1 é o ponto mais

externo e distante do centro A.

5. Construir a circunferência p centrada em A e raio AG1.

6. Construir as retas tangentes n e q passando por pelo ponto S,C e O, C.

7. Calcular os pontos de interseção R e Q, respectivamente.

8. Construa as retas a e s: retas passando pelos pontos A, R e A, Q, respectivamente.

9. Determine os pontos de interseção S e T das retas a e s com a circunferência c.

10. Construa as retas paralelas às retas n e q e que passam por S e T .

11. Determine os pontos de tangência V e W a circunferência d e o ponto de interseção das

retas do item anterior.

As tangentes internas e externas são apresentadas em conjunto na Figura 4.3. Note que

o processo de construção pode ser executado para duas circunferências quaisquer tais que a

distância entre os centros das circunferências seja maior que a soma dos comprimentos dos

raios.
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Figura 4.3: Retas tangentes internas à duas circunferências. Disponível .

Fonte: Os autores.

4.3 Tangentes interna e externas II

Nesta seção um procedimento alternativo para o cálculo das tangentes internas e externas

é apresentado. A Figura 4.4 serve de guia para o procedimento.

Exercício 20. Considere duas circunferências quaisquer e faça a construção das retas tangentes

internas à duas circunferências dadas.

4.3.1 Solução

1. Construa duas circunferências quaisquer c e d com centros A e C, respectivamente.

2. Trace a reta f passando por A e C.

3. Determine um ponto P qualquer sobre c.

4. Construa a reta g passando por P e A.

5. Determine a reta h, paralela à reta g, passando por C.

6. Calcule os pontos de interseção da reta g com a circunferência c e da reta h com a

circunferência d. Considere que E, F e H sejam tais pontos.

7. A reta i passando por E e H determina o ponto I (interseção de g e i).

8. Ative o rastro para as construções do item anterior.
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Figura 4.4: Retas tangentes internas à duas circunferências. Disponível .

Fonte: Os autores.

9. O ponto I determina as tangentes externas à ambas as circunferências c e d com pontos

de interseção G, J , M e N .

10. Apenas por ilustração, construa os polígonos CGI e CJI.

11. Construa a reta i passando por E e F . Ative o rastro.

12. A interseção da reta i com a reta f dá origem ao ponto O.

13. Calcule as tangentes a uma das duas circunferências a partir do ponto O. Estas serão

tangentes à outra circunferência. Os pontos de tangencia são S, T , U e V .

Um elemento exploratório interessante é que as retas i (reta que passa por E e H) e l

(reta que passa por E e O) possuem comportamento dinâmico relacionado ao ponto P . Ou

seja, ao animar P , com rastro ativado para as retas, obtém-se a Figura 4.5. É conveniente

observar que a coloração da �gura aqui obtida é devido ao rastro dos elementos.

A seguir, um problema da Olimpíada de Matemática é apresentado.

4.3.2 P1 NA IGO 2018

Exercício 21. P1 NA IGO 2018 - Duas circunferências w1, w2 se intersectam nos pontos A e

B. Sejam PQ uma linha tangente comum aos dois círculos com P ∈ w1 e Q ∈ w2 e um ponto

arbitrário X ∈ w1. A linha AX intersecta w2 pela segunda vezem Y. Os pontos Y ′ ̸= Y estão

em w2 de tal forma que QY = QY ′. A linha Y ′B intersecta w1 pela segunda vez em X'. Provar

que PX = PX ′.
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Figura 4.5: Retas tangentes internas à duas circunferências. Disponível .

Fonte: Os autores.

A solução do problema é dividida entre o processo de construção inicial e a solução do

problema.

4.3.3 Construção inicial

A Figura 4.6 fornece a guia para para a construção. O App interativo está disponível

.

Figura 4.6: Construção inicial para P1 NA IGO 2018. Disponível .

Fonte: Os autores.
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1. Construa as duas circunferências w1 e w2 de centros O1 e O2, respectivamente. Sejam A

e B os respectivos pontos de interseção entre ambas.

2. Construa a reta tangente, a ambas nos pontos P e Q, respectivamente. O procedimento

de construção de tangente externa é idêntico ao anteriormente apresentado e consiste em:

� traçar a circunferência de centro em C e raio O1E;

� determinar a interseção F com a reta que contém O1 e O2;

� construir a circunferência de centro O2 e raio O2F ;

� calcular as retas tangentes da circunferência anterior passando por O2;

� determinar a interseção G de uma das retas com a circunferência w2 e determinar a

interseção Q;

� �nalmente, traçar uma paralela à tangente passando por Q e determinar o ponto P

(interseção da reta com w1.)

3. Marcar um ponto X arbitrário (Utilize Ponto(w1)).

4. Traçar a reta por X e A e determinar Y ;

5. Traçar a circunferência de centro em Q e raio QY e determinar X ′ = Xlinha (a outra

interseção das circunferências); construir os segmentos e adotar o estilo desejado;

6. Traçar a reta passando por Y linha e B com interseção em Xlinha = X ′. Construir os

segmentos e adotar o estilo desejado.

4.3.4 Solução

A Figura 4.7 é uma guia para a solução. O Link interativo está disponível .

Como QY = QY ′ ⇒ ∠QY Y ′ = ∠QY ′Y . Em w2 temos ∠QY Y ′ = ∠Y ′QP por serem

ângulos inscritos e de segmento relativos a corda QY ′ e com ângulo central ∠QO2Y
′. Ainda

em w2 temos ∠Y ′Y A = ∠Y ′BA, pois enxergam a mesma corda Y ′A e possuem ângulo central

Y ′O2A. Em w1 temos ∠ABX ′ = ∠AXX ′, pois enxergam a mesma corda AX ′ e possuem

ângulo central AO1X1. Portanto, pode ser concluído que XX ′ ∥ Y ′Y ∥ PQ. Além disso,

∠PXX ′ = ∠X ′PQ, pois são ângulos inscritos e de segmento relativos a corda PX ′ de w1 com

ângulo central ∠PO1A. Logo, o ∠X ′PQ = ∠PX ′X pois XX ′ ∥ PQ e, portanto, o triângulo

∆PXX ′ é isósceles.
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Figura 4.7: Solução para P1 NA IGO 2018. Disponível .

Fonte: Os autores.

4.4 Modelo simpli�cado: propagação retilínea da luz

Modelo simpli�cado da propagação retilínea da luz para esclarecer a geração de zonas de

escuridão. Neste caso, o Sol e a Terra são considerados para ilustração da propagação retilínea

da luz. Deve ser notado que não há interesse em uma discussão com caráter físico sobre o

problema de gravitação. Também é importante salientar que o movimento de translação da

lua em torno da terra ocorre em espaço 3D. Além disso, para um modelo mais realista há

necessidade de considerar a rotação e translação da terra, a sincronização de movimento da

lua em relação a terra, o movimento do sol, o movimento de rotação da lua, entre outros.

Uma discussão pode ser encontrada, por exemplo, em [36]. Discussões relacionadas ao assunto

podem ser encontradas em [44] e [9], por exemplo.

O objetivo da construção da Figura 4.8 é uma ilustração geométrica no espaço 2D de um

fenômeno que ocorre no espaço 3D por meio do GeoGebra e, portanto, possui um caráter mais

exploratório da ferramenta.

Exercício 22. Construir um modelo bidimensional, sem escala, envolvendo a Terra e o Sol

para ilustrar a propagação retilínea da luz.

4.4.1 Solução

1. Construir duas circunferências de raios distintos. Ambos, sol (imaginário) e terra(imaginária)

podem ser deslocadas devido possibilidade de movimentação de pontos do GeoGebra.

2. Traçar as tangentes internas e externas.
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3. Construir um polígono entre os pontos de tangência da Terra.

Figura 4.8: Modelo simpli�cado para a propagação retilínea da luz. Disponível .

Fonte: Os autores.

4.5 Modelo simpli�cado Sol-Terra-Lua

Modelo simpli�cado, fora de escala, da translação da lua em torno da terra e de translação

da terra em torno do sol. Neste caso, apenas os movimentos de rotação foram considerados. O

objetivo da construção é fornecer uma ilustração geométrica simpli�cada no espaço 2D de um

fenômeno que ocorre no espaço 3D por meio do GeoGebra para suscitar discussões adicionais.

Os autores sugerem adotar referências especí�cas para tal assunto. Ver, por exemplo, [36], [44],

[9] e referências para maiores detalhes.

Exercício 23. Construa um modelo bidimensional para o sistema Sol, Terra e Lua e ilustre a

propagação retilínea da luz do item anterior. Considere as seguintes informações:

1. O sol (imaginário) está está localizado em um dos focos de uma elipse.

2. A terra (imaginária) movimenta-se sobre a elipse do item anterior.

3. Os objetos não estão em escala.

4. Os parâmetros do problema podem ser variados via Controle Deslizante.

5. A elipse é variável com os valores dos eixos maiores e menores.
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4.5.1 Solução

A Figura 4.9 serve de guia para a construção.

Figura 4.9: Modelo simpli�cado do Sistema Solar. Disponível .

Fonte: Os autores.

1. De�na os controles deslizantes para a (eixo maior) e b (eixo menor) da elipse.

2. Determine c =
√
a2 − b2. De�na os focos F1 = (c, 0) e F2 = (−c, 0).

3. De�na um controle deslizante para o raio do sol Rs. Construa um círculo de centro F1 e

raio Rs.

4. Construa a elipse d1 com o comando:

d1 = Curva(a · sen(u), b · cos(u), u, 0, 2π),

e escolha um ponto PT sobre d1 (use Ponto(d1)).

5. Construa a elipse e de centro em PT e eixos iguais a 2Rt. Escolha o ponto representante

da lua (Pl) sobre e.

6. Execute o procedimento de construção das tangentes externas conforme apresentado an-

teriormente. Note que construção das tangentes internas não foram feitas, pois o objetivo

é a apresentação do processo dinâmico baseado no GeoGebra. Os detalhes da construção

podem ser obtidos em .
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4.5.2 Modelo Simpli�cado do Sistema solar em 3D

Modelo 3D simpli�cado da translação da lua em torno da terra e de translação da terra

em torno do sol. O objetivo da construção a seguir é uma ilustração geométrica no espaço 3D

por meio do GeoGebra.

Exercício 24. Construa um modelo 3D para o sistema Sol, Terra e Lua. Faça duas construções

para o movimento da lua sendo que uma delas deve ser inclinada em relação ao plano horizontal.

1. O sol (imaginário) está está localizado em um dos focos de uma elipse.

2. A terra (imaginária) movimenta-se sobre a elipse do item anterior.

3. Os objetos não estão em escala.

4. Os parâmetros do problema podem ser variados via Controle Deslizante.

5. A elipse é variável com os valores dos eixos maiores e menores.

4.5.3 Solução

Neste caso o processo de construção é análogo ao anterior e a Figura 4.10 é ilustrativa.

Link interativo disponível .

Figura 4.10: Modelo simpli�cado do Sistema Solar em 3D. Disponível .

Fonte: Os autores.

1. De�na os controles deslizantes para a (eixo maior) e b (eixo menor) da elipse.
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2. Determine o valor de c e de�na os focos como na seção anterior.

3. De�na um controle deslizante para o raio do sol Rs. Construa a esfera cs de centro F1 e

raio Rs.

4. Construa a elipse e1 com eixo maior a e eixo menor b. Crie um controle deslizante pvalor1

para intervalo de 0 a 2π. Escolha um ponto T = e1(pvalor1).

5. Construa o controle deslizante Rt para o raio da terra. De�na a esfera Ct de centro em

T e raio Rt.

6. Construa a esfera cl de centro em T e raio 2Rt. De�na a curva clua por meio de uma

elipse de centro em T e eixos maior e menor de raios 2Rt.

7. De�na o controle deslizante pvalor2 e de�na L = clua(pvalor2). De�na Lua como esfera

de centro L e raio Rt/3.

8. Determine pontos P1 e P2 em cl. Construa um plano p por P1, P2 e T .

9. A interseção de cl com o plano p fornece uma curva d.

10. Construa um ponto PL2 em d. Construa uma esfera em de centro PL2 e raio Rt/3.

Note que há duas construções para a lua: a primeira, o movimento ocorre no plano

XY , enquanto que na segunda o movimento ocorre com uma certa inclinação em relação ao

plano XY . Esse movimento inclinado em relação ao plano XY é uma melhor representação do

movimento real em relação ao movimento no plano XY .

4.6 Modelo de deslocamento de per�l de portão basculante

Nesta seção, a construção de um modelo 2D para o deslocamento do per�l de um portão

basculante é considerado. Na próxima seção, o modelo 3D é considerado.

Exercício 25. Construa o per�l de deslocamento da estrutura de um portão basculante utili-

zando geometria plana com GeoGebra.

De modo simples é uma estrutura rígida com um ponto que se desloca sobre uma superfície

vertical com um braço �xo na porção superior. A Figura 4.12 ilustra o objeto 3D caso o leitor

desconheça tal objeto. Também pode ser facilmente encontrado em �guras por meio de um

buscador.
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4.6.1 Solução

Neste caso, apenas o per�l de deslizamento é solicitado. A Figura 4.11 serve de guia para

o processo de construção.

Figura 4.11: Modelo simpli�cado de deslocamento de um portão basculante. Disponível .

Fontes: Os autores.

1. Construa os eixos Y (e1) e X(e2), respectivamente. Coloque o pé do per�l do portão

sobre a origem do sistema de coordenadas. Note que folgas e espaçamentos não são

considerados.

2. Construa o Controle Deslizante AB para determinar a altura da barra vertical de susten-

tação. Determine o ponto D = (0, AB).

3. Construa o controle deslizante ang ∈ [π, 3 · π/2].

4. Construa o círculo c11 de centro em D e raio AB/4 utilizando a função curva (função

paramétrica) com argumento (x(D) + AB/4 · sen(u), y(D) + AB/4 · cos(u) no intervalo

[0, 2π].

5. Construa o ponto C = c11(ang). Construa o círculo c2 de centro C e raio AB/4. Deter-

mine a interseção P de c2 com o eixo Y .

6. A reta l1 por C e P intersecta c2 em B. O círculo de centro em B e raio AB intersecta

a reta l1 em B. Delimite o segmento AB e o segmento CD.

7. Construa o círculo de centro em D e raio AB/2. Construa a elipse (x(D) + AB/2 ·
sen(u), y(D) + AB/2 · cos(u) no intervalo [0, 2π].
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4.7 Modelo 3D de deslocamento de portão basculante

Nesta seção, o modelo 3D é considerado. O per�l de deslocamento é idêntico ao anterior,

mas é necessário inserir algumas modi�cações para englobar a coordenada espacial. Além disso,

acrescenta-se os detalhes do restante do objeto.

Exercício 26. Construa um modelo 3D para o deslocamento da estrutura de um portão bascu-

lante utilizando geometria plana com GeoGebra.

4.7.1 Solução

A Figura 4.12 serve de guia para a construção.

Figura 4.12: Modelo simpli�cado para um portão basculante. Disponível .

Fonte: Os autores.

1. Construa os controles deslizantes AB e ang análogos da seção anterior. De�na o ponto

D = (0, 0, AB).

2. Construa o círculo c11 de centro em D e raio AB/4 utilizando a função curva (função

paramétrica) com argumento:

(0, x(D) + AB/4 sen(u), z(D) + AB/4 cos(u)),

no intervalo [0, 2π].

3. Construa o ponto C = c11(ang). Construa o círculo c2 de centro C e raio AB/4. Deter-

mine a interseção P de c2 com o segmento AD.
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4. A reta l1 por C e P intersecta c2 em B. O círculo de centro em B, raio AB e na direção

de c2 intersecta a reta l1 em B. Delimite o segmento AB e o segmento CD.

5. Construa o conjunto de segmentos:

� o segmento de A até A+ (2AB, 0, 0);

� o segmento de B a B + (2AB, 0, 0);

� o segmento A+ (2AB, 0, 0) até B + (2AB, 0, 0);

� o segmento (1.01D até 1.01D + (2AB, 0, 0);

� o segmento de 1.01D + (2AB, 0, 0) até 2.01D + (2AB, 0, 0).

6. Construa o círculo de centro em D e raio AB/2 na direção de c2. Construa a elipse

(0, x(D) + AB/2 · sen(u), z(D) + AB/2 · cos(u),

no intervalo [0, 2π].

7. Adicione dois polígonos ao retângulo gerado pelos segmentos.
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Capítulo 5

Quadriláteros inscritíveis, circunscritíveis

e bicêntricos

Neste capítulo, os quadriláteros inscritíveis serão considerados. Um caso especial é o

quadrilátero bicêntrico, o qual admite um quadrilátero inscrito e um quadrilátero circunscrito.

Alguns resultados e respectivas demonstrações são apresentados tanto para os quadriláteros ins-

critíveis quanto para os quadriláteros bicêntricos. Também são apresentados um caso particular

e um caso geral para construção de quadriláteros bicêntricos.

A Figura 5.1 mostra um quadrado que é um exemplo de quadrilátero bicêntrico. É cíclico

pois é possível construir uma circunferência que contenha seus respectivos vértices. É bicêntrico

pois é possível inscrever um círculo tangente a todos os respectivos lados.

Figura 5.1: Exemplo de quadrilátero cíclico e bicêntrico. Disponível .

Fonte: Os autores.
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5.1 Quadrilátero inscritível

Uma noção introdutória e exploratória sobre os quadriláteros inscritíveis pode ser obtida

por meio da manipulação dos elementos mostrados na Figura 5.2, os quais podem ser acessados

no link .

Figura 5.2: Exemplo exploratório para quadriláteros cíclicos. Disponível .

Fonte: Os autores.

De�nição 1. Um quadrilátero cíclico é um quadrilátero no qual um círculo pode ser circunscrito

de tal forma que cada vértice do polígono pertence ao círculo.

Teorema 2. Um quadrilátero ABCD é inscritível se, e somente se, a soma dos ângulos opostos

é 180◦, ou seja, ∠BAD + ∠BCD = 180◦ e ∠ABC + ∠ADC = 180◦.

A Figura 5.3 serve de guia para a demonstração.

Demonstração. (⇒) Suponhamos que ABCD seja inscritível na circunferência de centro O.

Consideramos o arco
⌢

ADC de medida 2α. Um ângulo inscrito correspondente ao mesmo é

∠ABC = α. Por outro lado, seja o arco
⌢

ABC de medida 2β. Um ângulo inscrito correspondente

será ∠ADC = β. Logo, uma volta completa em torno de O permite calcular:

2α + 2β = 360◦ ⇒ α + β = 180◦.

Isto é,

∠ABC + ∠ADC = 180◦.
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Figura 5.3: Guia para o Teorema 2. Disponível .

Fonte: Os autores.

Analogamente, considere o arco
⌢

BAC de medida 2α′. Um ângulo inscrito correspondente ao

mesmo é ∠BAC = α′. O arco
⌢

BCD de medida 2β′., então um ângulo inscrito correspondente

será ∠BCD = β′. Logo, uma volta completa em torno de O permite calcular:

2α′ + 2β′ = 360◦ ⇒ α′ + β′ = 180◦.

Isto é,

∠BAC + ∠BCD = 180◦.

(⇐) A Figura 5.4 serve de guia para a demonstração. Por hipótese temos que a soma dos

ângulos opostos no quadrilátero convexo ABCD é 180◦ :

∠DAB + ∠DCB = 180◦ e ∠ADC + ∠ABC = 180◦

Seja BCD = α, logo ∠DAB = 180◦ − α. Suponha, por absurdo, que ABCD não seja

inscritível. Traçamos a reta CB e marcamos o ponto E na interseção com a circunferência.

Por construção, ABED é inscritível e, portanto, ∠DAB + ∠DEB = 180◦. Logo, ∠DEB =

∠DCB = α que é uma contradição, pois E, é o ângulo externo do △DCE, e, portanto:

∠DEB = ∠DCB + ∠EDC ⇒ α = α + ∠DCB > α.

A mesma argumentação pode ser utilizada ao supor que C pertença ao interior da circun-

ferência determinada por ABD.
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Figura 5.4: Guia para a recíproca do Teorema 2. Disponível .

Fonte: Os autores.

Teorema 3. Um quadrilátero é inscritível se, e somente se, o ângulo entre um lado e uma

diagonal é igual ao ângulo entre o lado oposto e a outra diagonal.

O resultado expresso no teorema anterior pode ser explorado numericamente por meio da

manipulação interativa utilizando o GeoGebra de forma interativa , cuja versão estática é

mostrada na Figura 5.5.

Figura 5.5: Ilustração numérica do Teorema 3. Disponível .

Fonte: Os autores.

Note que os ângulos ∠CBD e ∠CAD, juntamente com o segmento CD e a circunferência

c com centro em O remetem às construções do arco capaz e respectivas conclusões sobre a
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igualdade dos ângulos. Para a demonstração do teorema, a Figura 5.6 serve de guia para a

demonstração.

Demonstração. (⇒) Suponha que o quadrilátero ABCD seja inscritível. Seja o arco
⌢

CD = 2α,

então ∠CBD = ∠CAD = α/2. De forma análoga, podemos concluir que ∠ACD = ∠ABD e

∠BAC = ∠CDB.

(⇐) A Figura 5.6 serve de quia para a recíproca do teorema. Seja o quadrilátero ABCD.

Por hipótese, vale que ∠ADB = ∠ACB. Suponha, por absurdo, que ABCD não é inscritível,

ou seja, suponha que C seja o ponto tal que não pertença à circunferência passando por A, B

e D. Construa o ponto E, interseção do prolongamento do segmento BC com a circunferência

passando por ABD. Por construção, ABED é inscritível. Logo ∠ADB = ∠AEB. Segue que

∠ACB = ∠AEB. Absurdo, pois ∠ACB é ângulo externo do ∆ACE e vale que:

∠ACB = ∠AEB + ∠EAC > ∠AEB.

Figura 5.6: Guia para a recíproca da demonstração do Teorema 3. Disponível .

Fonte: Os autores.

5.2 Exercício

Exercício 27. IGO 2014. Proposto por Morteza Sagha�an. Em um triângulo ABC temos

∠C = ∠A + 90◦. O ponto D na continuação de BC é tal que AC = AD. O ponto E está no

lado de BC que não contêm A e deve satisfazer que ∠EBC = ∠A e ∠EDC = 1
2
∠A. Provar

que ∠CED = ∠ABC.
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5.2.1 Construção inicial

Utilize a Figura 5.7 como guia para a construção inicial, a qual contém as informações do

problema.

Figura 5.7: Guia para a construção do exercício. Disponível .

Fonte: Os autores.

1. Considere os pontos B e C. Anote um ponto F sobre a reta perpendicular à reta que

contém BC. Determine a circunferência de centro F e raio FC. Determine o ponto A,

interseção da reta que passa por B e F .

2. A circunferência de centro em A e raio AC determina o ponto D, interseção com a reta

que passa por BC.

3. O ponto C ′ é a rotação o ponto C pelo ângulo ∠FAC em torno do ponto B.

4. O ponto C ′
1 é a rotação do ponto C pelo ângulo ∠FAC/2 em torno do ponto D.

5. Seja E o ponto de interseção das retas por AC ′ e AC ′
1, respectivamente. Observa a Figura

5.7 para mais detalhes.

5.2.2 Solução

A Figura 5.8 serve de guia para a solução do exercício.

1. Seja M o ponto médio CD. Como o triângulo ∆ACD é isósceles, então AM está sobre

a mediatriz de CD.
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Figura 5.8: Guia para a solução do exercício. Disponível em .

Fonte: Os autores.

2. Sejam P e Q as interseções da mediatriz de CD com os segmentos DE e BE, respecti-

vamente.

3. Como o ponto P está na mediatriz do segmento CD, então ∆CDP é isósceles de base

CD. PC=PD e ∠PCD = α
2
= ∠PDC.

4. No ∆ABC:

∠ABC + α + 90 + α = 180 ⇒ ∠ABC = 90− 2α.

5. Seja G a interseção dos prolongamentos de AC e BE. Em ∆AGB:

90− 2α + α + α + ∠AGB = 180.

Logo, ∠AGB = 90. ∴ △AGB é retângulo em G.

6. No △ABQ temos que BM e AG são alturas. Por de�nição, ponto C é o ortocentro de

∆ABQ. Seja H o pé da altura relativa ao lado AB.

7. No ∆HQB:

90 + 90− 2α + α + ∠HQB = 180 ∠HQB = ∠CQE = α.

No ∆PDC temos ∠CPE é ângulo externo:

α =
1

2
α +

1

2
α = ∠PDC + ∠PCD = ∠CPE.
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8. Como ∠CPE = ∠CQE, então o quadrilátero CPQE é cíclico. Construa a circunferência

por CPQE.

9. Do ∆AMB temos:

90− 2α + 90 + α + ∠CAM = 180.

Logo, ∠CAM = α. De ∆HQA segue:

90 + 2α + ∠HQA = 180.

Logo, ∠HQA = 90◦ − 2α.

10. Como o quadrilátero CPQE é cíclico, então ∠CEP = ∠CQP., pois enxergam a mesma

corda CP e, por consequência, de�nidos pelo mesmo ângulo inscrito. ∴ ∠CED =

∠CQP = ∠ABC, como queríamos provar.

5.3 Quadriláteros bicêntricos

De�nição 2. Um quadrilátero ABCD é chamado bicêntrico se é inscritível e circunscritível

simultaneamente [47].

Um exemplo de quadrilátero bicêntrico foi apresentado na Figura 5.1. Obter um qua-

drilátero bicêntrico parece uma tarefa simples à primeira vista, mas sem a utilização de um

resultado matemático pode ser um problema um pouco mais exigente. No entanto, o seguinte

resultado é útil para a determinação de um quadrilátero bicêntrico.

Proposição 4. O quadrilátero ABCD, circunscrito a circunferência c, com pontos de tangência

P ∈ DA, Q ∈ AB, R ∈ BC e S ∈ CD, é bicêntrico se, e somente se, os segmentos PR e QS

são perpendiculares.

Demonstração. A Figura 5.9 serve de guia para a demonstração.

(⇒) Suponha que ABCD é bicêntrico e sejam P , Q, R e S os pontos de tangência da

circunferência inscrita c com centro em I. Como o quadrilátero ABCD está inscrito em uma

d então ∠ABC + ∠ADC = 180◦.

Ao considerar o quadrilátero QBRI, observe que Q e R são pontos de tangencia e, por-

tanto, ∠IRB = ∠IQB = 90. Como consequência, o quadrilátero QBRI também é inscritível

vale que:

∠ABC︸ ︷︷ ︸
∠QBR

+∠QIR = 180◦.

Como ∠ABC + ∠ADC = 180◦, segue que ∠ADC = ∠QIR.
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Figura 5.9: Guia para a demonstração da proposição. .

Fonte: Os autores.

Utilizando o mesmo argumento anterior, o quadrilátero PISD é inscritível e, portanto,

vale que:

∠ADC︸ ︷︷ ︸
∠PDS

+∠PIS = 180◦.

Como ∠ABC + ∠ADC = 180◦, segue que ∠PIS = ∠ABC. Logo:

∠ADC + ∠ABC = ∠QIR + ∠PIS = 180◦.

Notamos agora que X é o ângulo excêntrico interior de c e, portanto:

∠QXR =

⌢

QR +
⌢

PS

2
=

∠QIR + ∠PIS

2
= 90◦.

(⇐) Sejam P, Q, R e S os pontos de tangência da circunferência inscrita no quadrilátero

ABCD com ângulo entre os segmentos PR e QS um ângulo reto. Provemos que o quadrilátero

ABCD é inscritível.

∠QXR =
∠QIR + ∠PIS

2
= 90◦ ⇒ ∠QIR + ∠PIS = 180◦.

Como o quadrilátero PISD é cíclico, então ∠PIS + ∠ADC = 180◦, então ∠ADC = QIR.

Analogamente, conclui-se que ∠PIS = ∠ABC e, portanto, ∠ABC + ∠ADC = 180◦.

Isto é, ABCD também é cíclico e logo bicêntrico.
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5.4 Construção quadrilátero bicêntrico

Proposição 5. Construir o quadrilátero bicêntrico utilizando a proposição anterior.

O processo de construção utiliza o resultado da proposição diretamente e facilita a ob-

tenção de um quadrilátero bicêntrico. A Figura 5.10 serve de guia e o link interativo pode ser

obtido .

1. Construa o círculo c de centro A e que passa por um ponto B arbitrário.

2. Marque os pontos C e D sobre c. Construa o segmento CD.

3. Por um ponto E em c, trace uma reta perpendicular ao segmento CD. Obtenha os pontos

F e G conforme apontado na Figura 5.10.

4. Construa os segmentos AG, AC, AD, e AE.

5. Construa perpendiculares aos segmentos AG, AC, AD e AE passando pelos pontos G,

C, D e E.

6. Determine as interseções H, K, J e I.

7. Pela proposição anterior, o quadrilátero HKJI é cíclico.

8. Ajuste outros elementos de interesse.

Figura 5.10: Guia para a construção do quadrilátero bicêntrico. .

Fonte: Os autores.
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5.4.1 Construção de quadrilátero bicêntrico por retas tangentes

A construção de um tipo especí�co de quadrilátero bicêntrico pode ser feita por meio da

utilização de retas tangentes. É necessário ressaltar que a construção geométrica por meio da

proposição é mais simples e direta.

Exercício 28. Construir um quadrilátero bicêntrico utilizando retas tangentes a uma circun-

ferência por um ponto.

5.4.1.1 Solução:

A Figura 5.11 serve de guia para a construção proposta.

1. Construa o segmento G e H. Obtenha a mediatriz do segmento GH. Construa a circun-

ferência de centro I sobre a mediatriz e tangente ao segmento GH.

2. Obtenha a interseção U da mediatriz com a circunferência. Trace a reta perpendicular à

mediatriz passando por U .

3. Trace as retas tangentes à circunferência pelos pontos G e H.

4. Os pontos de interseções, por construção, geram o quadrilátero bicêntrico.

Figura 5.11: Quadrilátero bicêntrico com retas tangentes e mediatrizes. .

Fonte: Os autores.
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5.5 Triângulo Pedal e a Fórmula de Euler

Esta seção mostra �naliza o capítulo com a fórmula de Euler para a área do triângulo

pedal, cuja demonstração é baseada na apresentação proveniente de [2, pg. 74].

Teorema 6. Seja ∆ABC um triângulo acutângulo e seja um ponto X no interior de um

triângulo ∆ABC. Sejam P , M e N as projeções ortogonais. Mostre que a área do ∆MNP é

máxima [2].

Demonstração. Inicialmente, considere um triângulo acutângulo ∆ABC e seja X um ponto

no interior de ∆ABC com projeções ortogonais, sobre os lados AB, AC e BC dadas por

P,N e M , respectivamente. A Figura 5.12 mostra o triângulo ∆ABC e o triângulo ∆MNP .

Adicionalmente, considere que a área do ∆ABC seja denotada por S, σ denote a área do

triângulo ∆MNP , R e O o raio e centro do círculo circunscrito, respectivamente.

O triângulo ∆MNP é denominado triângulo pedal do triângulo ∆ABC. É necessário

observar que o triângulo pedal é uma construção mais geral e pode ser construído para qualquer

ponto X no interior ou exterior do triângulo ∆ABC.

Figura 5.12: Triângulo pedal X no interior do triângulo ∆ABC. Disponível .

Fonte: Os autores.

A demonstração de que a área σ do triângulo pedal é máxima é baseada na chamada

fórmula de Euler (Ver [2] ). A área do triângulo pedal relaciona-se de modo natural ao triângulo

original por meio de uma relação compacta entre a distância do ponto X ao centro do círculo

circunscrito ao triângulo ∆ABC e o respectivo raio R [42]. Matematicamente, a equação é:

σ =

(
1− d2

R2

)
· S
4
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com d = OX a distância entre o centro do círculo circunscrito e o ponto X.

Primeiramente, observe que a área do triângulo ∆MNP pode ser escrita em termos de

dois lados e do ângulo formado entre os lados. Logo:

σ =
1

2
·MN ·NP sen(∠MNP )

.

Sejam α = ∠BAC, β = ∠ABC e γ = ∠BCA os ângulos do triângulo ∆ABC. O

quadrilátero APXN é cíclico, pois os ângulos ∠XPA e ∠XNA são retos e, portanto, ∠XPA+

∠XNA = 180o. A Figura 5.13 mostra os detalhes.

Figura 5.13: Quadrilátero cíclico APXN em círculo com diâmetro AX.Disponível .

Fonte: Os autores.

Por meio da aplicação da Lei do Senos ao triângulo ∆ANP obtém-se:

PN

sen(α)
=

AN

sen(β)
=

AP

sen(γ)
= AX

Da equação anterior, segue que: NP = AX · sen(α). De modo análogo, o quadrilátero CNXM

também é cíclico e, portanto, MN = CX · sen(γ. Dessa forma, σ pode ser reescrita como:

σ =
1

2
· AX · CX · sen(α) · sen(γ) · sen(∠MNP )

.

Como o quadrilátero APXN é cíclico, então os ângulos ∠XNP = ∠XAP . Seja Y a

interseção do prolongamento de AX com o circuncirculo do triângulo ∆ABC, então ABY C é
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um quadrilátero cíclico por construção. Agora, observe que:

∠XAP = ∠Y AB = ∠Y CB.

A Figura 5.14 ilustrativa a igualdade dos ângulos no caso especí�co considerado.

Figura 5.14: Quadrilátero cíclico ABY C em círculo com diâmetro AY . Disponível .

Fonte: Os autores.

Agora, quadrilátero cíclico CNXM fornece diretamente que ∠XNM = ∠XCM . Por-

tanto,

∠MNP = ∠MNX + ∠XNP = ∠XCM + ∠Y CB = ∠XCY.

Observe que:

∠XY C = ∠AY C = β = ∠ABC,

em que a última igualdade decorre diretamente do fato dos ângulos β e ∠AY C enxergarem o

mesmo segmento AC. Logo, a Lei dos Senos aplicada ao triângulo ∆CXY e combinada com

os resultados anteriores fornece:

XY

sen(∠XCY )︸ ︷︷ ︸
∠MNP

=
CX

sen(∠XY C)︸ ︷︷ ︸
β

⇒ CX

XY
=

sen(β)

sen(∠MNP )

a qual produz CX · sen(∠MNP ) = XY · sen(β).
Agora, substituindo em σ temos:
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σ =
1

2
· AX · CX · sen(α) · sen(γ) · sen(∠MNP ) =

1

2
· AX ·XY · sen(α) · sen(β) · sen(γ)

.

Considere que X1 e X2 forma um diâmetro qualquer do círculo circunscrito ao triângulo

∆ABC que contenha o ponto O. Assuma que O está entre X1 e X, então o segmento X1X =

R + d e o segmento XX2 = R− d. Como as cordas AY e X1X2 tem o ponto de interseção X,

então:

AX ·XY = X1X ·XX2 = (R + d) · (R− d) = R2 − d2

Agora σ pode ser reescrita como:

σ =
R2 − d2

2
· sen(α) · sen(β) · sen(γ)

Por outro lado a área do triângulo ∆ABC é:

S =
1

2
ab sen(γ) =

1

2
(2R sen(α))(2R sen(β)) = 2R2 sen(α)(2R sen(β) sen(γ)

Dessa forma, o resultado segue:

σ =

(
1− d2

R2

)
· S
4

A área σ = σ(d) é uma parábola com concavidade voltada para baixo da posição do ponto

X e possui máximo quando d = 0, ou seja, quando X = O.

Segundo [2], a fórmula anterior pode ser generalizada para X:

σ = ±
(
1− d2

R2

)
· S
4

em que o sinal + corresponde ao caso em que X está no interior do circuncirculo e o sinal −
corresponde ao caso em que X está fora do circuncirculo.

Um corolário da fórmula de Euler é o Teorema de Simson-Wallace, o qual a�rma que os

pés das perpendiculares de um ponto X localizado sobre o circuncirculo estão sobre uma reta.

De fato, pela Fórmula de Euler, a área do triângulo pedal é nula para todo ponto sobre o círculo

circunscrito ao triângulo e, portanto, é equivalente a a�rmar que os vértices do triângulo pedal

pertencem a uma reta [42]. A �gura 5.15 ilustra a reta de Simson-Wallace para um ponto X

sobre o circuncirculo. O App interativo está disponível em .

LÓPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olímpica com
GeoGebra v.2. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 115 p. ISBN 978-65-87023-23-6 (e-book). Disponível em:
https://doi.org/10.11606/9786587023236.

https://www.geogebra.org/classic/tywjks4m


CAPÍTULO 5. QUADRILÁTEROS INSCRITÍVEIS, CIRCUNSCRITÍVEIS E
BICÊNTRICOS 97

Figura 5.15: Reta de Simson-Wallace. Disponível .

Fonte: Os autores.

Da fórmula de Euler também segue que áreas idênticas são obtidas para pontos P sobre

uma mesma circunferência de raio r qualquer. O resultado pode ser visualizado na Figura

5.16, a qual mostra os triângulos pedais (em azul) gerados quando um ponto P percorre a

circunferência de raio r governado por um controle deslizante.

Figura 5.16: Triângulo pedal para o ponto P sobre um círculo concêntrico ao ponto O.

Fonte: Os autores.

Um outro elemento interessante da fórmula de Euler é obtido ao considerar um valor de

área σ0 para o triângulo pedal. Nesse caso, o conjunto dos pontos X do plano tais que a área

σ = σ0 são dois círculos concêntricos tais que:
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� R

√
1 +

4σ0

S
se 4σ0 > S

� R

√
1− 4σ0

S
se 4σ0 ⩽ S

De fato, ao impor a igualdade entre a fórmula de Euler, obtém-se a equação:

σ0 = ±
(
1− d2

R2

)
· S
4
.

Logo,
d2

R2
= 1± 4σ0

S
⇒ d =

∣∣∣∣∣R
√

1± 4σ0

S

∣∣∣∣∣ = R

√
1± 4σ0

S
,

o qual implica que a d deve ser constante. Em coordenadas cartesianas, se X = (x, y), então

d2 = (x− x0)
2 + (y − y0)

2 = R2

(
1± 4σ0

S

)
,

fornece as equações de dois círculos concêntricos ao circuncirculo de centro O = (x0, y0).

A Figura 5.17 mostra a construção do triângulo pedal com área σ0 dada. O App interativo,

disponível permite explorar em detalhes a construção. Neste caso, todos os triângulos

pedais∆MPN , comX um ponto qualquer do círculo e, possuem mesma área σ0 com a condição

4σ0 > S satisfeita.

Figura 5.17: Circunferência e tal que S∆MNP = σ0, com 4σ0 > S∆ABC . Disponível .

Fonte: Os autores.

De forma análoga, a Figura 5.18 mostra o caso do triângulo pedal para 4σ0 < S. Neste

caso, o conjunto dos pontos X tais que os respectivos triângulos pedais possuem mesma área é
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o círculo e no interior do círculo circunscrito ao triângulo ∆ABC.

Figura 5.18: Circunferência e tal que S∆MNP = σ0, com 4σ0 < S∆ABC . Disponível .

Fonte: Os autores.
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Capítulo 6

Cores Dinâmicas RGB no GeoGebra

Dado um �gura construída no GeoGebra, as respectivas cores podem ser atribuídas via

paleta de cores. No entanto, há possibilidade de modi�cação das cores de acordo com alguma

função especí�ca ou parâmetro. Neste capítulo, o interesse é a exploração do esquema de cores

dinâmicas baseado no esquema de cores denominado RGB, o qual denota as cores vermelho R,

verde G e azul B. As referências bases utilizadas para a discussão neste texto são [35], [13] e

[14]. Resultados acionais podem ser encontrados em [15] e [41].

Primeiramente, considere dois controles deslizantes XE e Y E, ambos no intervalo [0, 2].

De�na o ponto A = (XE, Y E) que associa os controles deslizantes e, dessa forma, pode ser

alterado por meio de animação. Ao invés de de�nir a cor do ponto A por meio da paleta de

cores, de�na a cor por meio da aba de propriedades e escalas de cores Vermelho (R), Verde (G)

e Azul (B). A Figura 6.1 mostra um exemplo de coloração aplicada ao ponto A, movimentado

por meio dos botões de animação dos controles deslizantes, com ativação do rastro do ponto A.

Ao escolher um valor �xo no intervalo [0, 1] para os canais R, G e B obtém-se a coloração

do ponto que é similar à escolha de uma cor especí�ca na paleta de cores. Por exemplo, os

valores R = 1, G = 0 e B = 0 fornecem um ponto vermelho. No entanto, pode ser conveniente

associar ao ponto uma função ou controle deslizante que controla os valores de R, G e B

para o ponto A. Neste caso, uma fórmula foi passada para cada canal RGB. O resultado é a

modi�cação da cor do ponto de forma interativa e feita a medida que o ponto movimenta-se

pela janela grá�ca. A ativação do rastro permite visualizar o caminho percorrido pelo ponto

A e respectivas mudanças de cores. No caso da Figura 6.1, as triplas ordenadas para os canais

RGB receberam valores determinados por funções matemáticas escolhidas arbitrariamente e

dadas por:

� R =distância do ponto A ao Eixo X.

� G =distância do ponto A ao Eixo Y.

� B =distância do ponto A ao centro do sistema de coordenadas.

100
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Figura 6.1: Esquema de cores dinâmicas RGB aplicado a um ponto A. Disponível .

Fonte: Os autores.

Não há necessidade de escrever os valores para os canais RGB em termos de coordenadas

cartesianas, pois o GeoGebra possui funções para o cálculo de distâncias implementadas. Estas,

por sua vez, podem ser utilizadas diretamente na de�nição dos canais RGB conforme mostrado

na Figura 6.1. Em detalhes as fórmulas, utilizando o GeoGebra, são:
R = Distância(A,EixoX)

G = Distância(A,EixoY )

B = Distância(A, (0, 0))

É interessante ressaltar a Figura 6.1 foi obtida por meio de ajustes manuais das velocidades

dos controles deslizantes. É um procedimento um pouco demorado até com poucos pontos e

requer um certo nível de dedicação para que a �gura �que adequada. A seção 6.2 apresenta um

procedimento mais e�ciente que utiliza a planilha de cálculo e executa a varredura de pontos

em um retângulo ao invés pontos governados por controles deslizantes.

6.1 Cores Dinâmicas em Segmentos

O exemplo anterior utiliza pontos com movimentação governada por dois controles desli-

zantes. Aqui, são considerados segmentos com movimentos restritos por pontos. É uma questão

análoga ao caso anterior, porém o segmento é colorido por uma única cor RGB.

Considere um segmento paralelo ao Eixo Y que se movimenta com pontos extremos em

uma reta paralela ao Eixo X e no Eixo X conforme mostrado na Figura 6.2. A construção

inicia-se no ponto A, seguida de reta paralela ao Eixo X, os pontos D e E de�nem o segmento
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DE, anota-se um ponto F sobre o segmento DE. Finalmente, uma perpendicular ao segmento

é utilizada para de�nir o ponto G e o segmento FG.

Figura 6.2: Cores dinâmicas em segmento paralelo ao eixo X. Disponível .

Fonte: Os autores.

Neste caso, o esquema de cores dinâmicas escolhido foi a distância do segmento FG ao Eixo

Y para o canal R e valores nulos para os canaisG e B (R,G,B) = (Distância(FG,EixoX), 0, 0)

e o resultado é a Figura 6.3. Note que neste caso, todo o segmento FG possui a mesma cor e se

comporta como o ponto do caso anterior. No entanto, agora o movimento é mais estruturado

devido às características da construção.

Figura 6.3: Cores dinâmicas (R,G,B) = (|FG−EixoX|, 0, 0) em segmento. Disponível .

Fonte: Os autores.
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Modi�cações no esquema de cores dinâmicas ocasionam padrões distintos de cores. A

Figura 6.4 mostra os resultados para um esquema RGB de�nido por

(R,G,B) = (x(F ), y(F ), x(F ) · y(F )),

em que x(.) é a abscissa do ponto. Note que não há mudança de cores na direção vertical, pois

o segmento todo é de�nido pelo mesmo valor.

Figura 6.4: Cores dinâmicas (R,G,B) = (x(F ), y(F ), x(F ) · y(F )) em segmento.

Fonte: Os autores.

Uma observação interessante é o padrão de repetição das escalas de cores. Isso se deve ao

fato de que cada canal RGB é um valor numérico no intervalo fechado [0, 1]. Valores α fora do

intervalo são convertidos de forma automática pelo GeoGebra utilizando a fórmula:

α =
1

2

∣∣∣α
2
− round

(α
2

)∣∣∣ .
Uma aplicação interessante do esquema de cores dinâmicas é a possibilidade de preenchi-

mento dos triângulos com cores personalizadas de acordo com algum critério particular. Este

adiciona possibilidades adicionais de preenchimento das �guras além daquelas existentes no

GeoGebra. A Figura 6.5 é um exemplo de triângulo ∆ABC com segmento paralelo a um dos

lados e cor determinada pelo esquema de cores dinâmicas. Cada canal de cor é de�nido de

acordo com as distâncias entre os pontos P,D,B e C conforme dado a seguir por meio das

funções do GeoGebra: 
R = Distância(P,D)

G = Distância(P,B)

B = Distância(P,C))
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Figura 6.5: Cores dinâmicas (R,G,B) = (x(F ), y(F ), x(F ) · y(F )). Disponível .

Fonte: Os autores.

6.2 Cores Dinâmicas e Planilha de Cálculo

Uma possibilidade adicional para adicionar maior versatilidade aos esquemas de cores

dinâmicas é a utilização conjugada da janela de álgebra e a planilha de cálculos. Neste caso,

as construções iniciais são realizadas na janela grá�ca utilizando a janela de álgebra, mas os

pontos são coloridos por meio da utilização da planilha de cálculos.

Considere um triângulo ∆ABC e um ponto D(x, y) conforme representado na Figura 6.6.

O objetivo é utilizar o esquema RGB para colorir os pontos de plano de acordo com a distância

às retas f, g e h, respectivamente.

O processo de construção é o seguinte:

1. Construa o triângulo ∆ABC.

2. Construa as retas f, g e h passando pelos pontos A e C, B e C, A e B, respectivamente.

3. Escolha um ponto D arbitrário.

4. Trace perpendiculares às retas f, g e h passando por D.

5. Determine os pontos E,F e G.

6. Construa os segmentos DE, DF e DG.
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Figura 6.6: Um esquema descritivo para utilização das cores dinâmicas. Disponível .

Fonte: Os autores.

A aplicação do esquema RGB ao ponto D pode ser feita da mesma forma que na seção

anterior. Ou seja, basta abrir as propriedades do objeto, ativar o rastro e de�nir o esquema

RGB como: 
R = Distância(D, f)

G = Distância(D, g)

B = Distância(D, h))

.

Para observar o resultado similar ao apresentado na Figura 6.7 basta arrastar o ponto sobre a

janela grá�ca. Observe que a cor de cada ponto é uma combinação de cores provenientes dos

comprimentos dos segmentos DE, DF e DG.

O processo de construção anterior é interessante e ilustrativo. Porém, para produzir uma

�gura mais rica em detalhes, como mostrado na Figura 6.9, é necessário modi�car a abordagem,

pois o processo manual é impreciso e ine�ciente. A seção anterior mostrou um procedimento

alternativo, o qual é baseado na sequência de pontos associada à controles deslizantes. Neste

caso, o processo é mais e�ciente, mas ainda requer observação e ajustes detalhados para obter

uma �gura completa.

Uma alternativa viável às abordagens anteriores é criar uma sequência vertical ou ho-

rizontal de pontos regularmente espaçados. A �gura é obtida por um processo de varredura

similar ao escaneamento de uma imagem [35]. A Figura 6.8 mostra as três janelas necessárias,

além da janela de álgebra, para o processo de construção.

O procedimento pode ser resumido como segue:

1. De�na o ponto P arbitrário e construa o controle deslizante t em um intervalo especi�cado.
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Figura 6.7: Cores dinâmicas dadas pelas distâncias às retas. Disponível .

Fonte: Os autores.

Figura 6.8: Delineamento para cores dinâmicas RGB em sequência de pontos do plano.

Fonte: Os autores.

2. Na planilha de cálculo, preencha a coluna A com valores 1, 2, · · · , N , em que N é o número

de pontos escolhido. N deve ser ajustado aos propósitos da construção. Na construção

em questão, N = 100 foi utilizado.

3. Em B1 construa o ponto imediatamente abaixo de P por meio de P + (−t, A11/K), em

que K é um número arbitrário. O valor K controla o espaçamento entre os pontos da

coluna B. Na construção K = 10 foi utilizado.

4. Altere as propriedades avançadas de B11 para englobar o esquema de cores dinâmicas
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analogamente aos casos anteriores. Utilize

(R,G,B) = (Distância(B1, f), Distância(B1, g), Distância(B1, h)).

5. Acione o rastro para a célula do item anterior.

6. Utilize a similaridade da planilha de cálculo com as outras planilhas disponíveis no mer-

cado (clicar e arrastar a fórmula) e preencha os demais elementos Bi, i = 2, · · · , N .

7. Acione o controle deslizante com adequação da velocidade de avanço. O resultado �nal

pode ser observado na Figura 6.9.

Note que algumas retas parecem destacadas na �gura. É possível observar a combinação

dos elementos de cores para formar o padrão da �gura. Note que pontos em uma reta paralela

ao lado AC, por exemplo, fornecerá um mesmo valor numérico para o canal R. Analogamente,

retas paralelas aos lados BC e AC fornecerão, respectivamente, mesmos valores para os canais

G e B. As retas em vermelho, verde e azul podem ser observadas regularmente espaçadas. A

interação entre os três canais produz regiões as diferentes cores observadas na �gura.

Figura 6.9: Cores dinâmicas RGB em sequência de pontos da Figura 6.8. Disponível .

Fonte: Os autores.

Ao aplicar a técnica de varredura com canais de cores idênticos àqueles utilizados na

Figura 6.1, obtém-se a Figura 6.10. Note que, diferentemente daquele resultado, há suavidade

na transição de cores com incremento na qualidade da imagem. Por �m, é necessário observar

que um menor tempo e dedicação são requeridos do usuário.
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Figura 6.10: Esquema de cores dinâmicas RGB similar ao da Figura 6.1. Disponível .

Fonte: Os autores.

6.2.1 Explorações adicionais

Outra possibilidade de exploração de cores dinâmicas é a utilização combinada com a

construção de triângulos, rotações e translações, etc. A Figura 6.11-a mostra um triângulo

∆ABC, em que o ponto C percorre um círculo de raio R. Em seguida uma translação é

efetuada e as cores RBG são de�nidas para o polígono ∆A′B′C, a translação de ∆ABC por

um vetor. Link disponível . Os resultados da exploração mencionada são apresentados nas

Figuras 6.11-b, 6.12 e 6.13.

Figura 6.11: Construção e �gura exploratória por meio de cores dinâmicas.

Fonte: Os autores.
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Figura 6.12: Figura exploratória por meio de cores dinâmicas.

Fonte: Os autores.

Figura 6.13: Figura exploratória por meio de cores dinâmicas.

Fonte: Os autores.
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