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Titulo

Geometria Olimpica com GeoGebra v.2

Prefacio

Este material didatico foi utilizado durante algumas das aulas do curso “Geometria
Olimpica com GeoGebra” para professores de Matemaética do Ensino Fundamental
e Médio de todo o Brasil. O texto conta com 98 figuras que facilitam acompanhar
a resolucao. As figuras sao acompanhadas, em geral, dos respectivos hyperlinks
para acompanhamento online e interativo. Os recursos disponibilizados podem
ser acessados, visualizados, estudados e compartilhados por meio da plataforma
colaborativa do GeoGebra online. A discussao ¢é organizada em 7 capitulos: In-
troducao; Congruéncia de tridngulos e aplicacoes; Relacoes métricas no triangulo
retangulo; Algumas construcoes envolvendo tridngulos semelhantes e congruentes;
Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos; Cores Dindmicas RGB no
GeoGebra e, finalmente, as referéncias adotadas. O foco sao as construcoes ge-
ométricas detalhadas com a apresentacao passo a passo e o compartilhamento
dos links interativos para que o leitor possa acompanhar o processo descrito. O
diferencial esta na utilizacao do GeoGebra, o qual tem disponibilidade gratuita
tanto para utilizacao online como utilizacao em computadores ou aplicativos de
celulares. As construcoes geométricas podem ser feitas de forma din&mica e é

permitido que o leitor explore diversas configuragoes de um mesmo problema.

Palavras-chave: Geometria, Olimpiadas, GeoGebra, Ensino Fundamental,

Ensino Médio, Formacao de Professores.
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Capitulo 1

Introducao

O livro faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de estudante e professo-
res com problemas de Olimpiadas de Matematicas. Em particular, este material didatico foi
utilizado durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra” para pro-
fessores de Matematica do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O mesmo aconteceu
na modalidade de Ensino a Distancia (EaD) pela plataforma de Cultura e Extensao da USP.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento, curso de Geo-
metria, Nivel 2, do Prof. Rodrigo Pinheiro [38] e do Prof. Cicero Thiago [15]. Também serviram
como referéncia os livros de Geometria [37] e Geometria Analitica [12] adotados pelo Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) e a dissertacdo de mestrado de
Anderson Reis de Vargas [16]. Outras referéncias sdo apresentadas durante o texto.

O texto conta com 98 figuras que facilitam o acompanhamento das resolugoes. Como com-
plemento, os links para os graficos interativos sao disponibilizados nas figuras.Varios problemas
contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do YouTube.

A discussao é organizada em 5 capitulos: Congruéncia de triangulos e aplicacoes; Relagoes
métricas no triangulo retangulo; Algumas construcdes envolvendo tridngulos semelhantes e
congruentes; Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos; Cores Dinamicas RGB no
GeoGebra. Escolhemos apresentar alguns exercicios em cada caso, mas sem a pretensao de
esgotar o tema.

O diferencial na utilizacao do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do soft-
ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construgoes geométricas
podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuragoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a ve-
rificagao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.

Com uma boa organizacao e programacao adequada discutir problemas na tela do Ge-
oGebra permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. Em contrapartida, na

versao impressa tradicional o aluno precisa ficar alternando entre paginas para acompanhar


https://www.youtube.com/watch?v=AEOTmoHzOoQ&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=117&t=300s
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uma resolucao.

O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto é, pode movi-
mentar pontos da construcao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos mais obstina-
dos é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes.

Adicionalmente, a versao online do GeoGebra funciona como uma rede social de apren-
dizado e colaboracao. Tanto os usuarios avancados quanto os alunos podem disponibilizar
construcoes, buscar outras construcoes, baixar e modificar com alteracao e salvamento no pro-
prio site. Em resumo, ¢ um local que fornece materiais e meios alternativos para a troca de
conhecimento relacionado ao ensino e aprendizagem de Matematica.

Um dos autores também publicou quatro livros eletronicos dedicados a resolucao de pro-
blemas de olimpiadas internacionais de Matematica para o Ensino Médio: [19], [20], [21] e [22].
Outros trabalhos da area de Matematica sao [11], [23], [24], [25], [26], [27], [28], [29], [16], [30],

1], 1320, 133], [34] e [29].
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Capitulo 2
Congruéncia de Triangulos e Aplicacoes

E sabido que o termo "Congruéncia" segue associado com pelo menos dois significados:

e A Congruéncia Geomeétrica, que define duas figuras geometricamente congruentes quando

existe uma transformacdo que preserva distancias entre elas [11] e [17].

e A Congruéncia no sentido da Teoria dos Numeros, que define o nimero A congruente ao

ntimero B moédulo m se m|A — B.

Considerando o primeiro significado, as transformacoes que preservam distancias sao cha-
madas de [sometrias e surgem como a base do conceito de Congruéncia. Neste sentido, duas
figuras geométricas sao ditas congruentes se, e somente se, uma pode ser transformada em outra
por meio de uma isometria |11].

Segundo [13] uma congruéncia no plano é uma transformagao que é igual a um namero
finito de transformacoes rigidas no plano. De forma geral, suponha que F e G sao duas trans-

formagoes no plano, entao a composicao pode ser definida por meio de S o F. Graficamente,

uma composicao de transformacoes é ilustrada na Figura 2.1, disponivel no link Q, por meio
de uma translagao (7'), uma rotagao (G) em torno do ponto F' e uma R reflexdo em torno da
reta h.

A translacao aplicada ao quadrilatero ABC' D déa origem ao quadrilatero A’B'C'D’. Neste
caso, um ponto P no quadrilatero é transformado em um ponto 7'(P) no quadrilatero A’B’'C'D’.
Em particular, a transformagao leva o vértice A em A’ = T'(A).

A rotacao G de angulo m em torno do ponto F' da origem ao quadrilatero A”B"C"D".
Em particular, a rotacdo G transforma o vértice A’ no vértice A” de tal forma que a distancia
A'F = A"F ou, de forma equivalente, o circulo de raio A'F' e centro F' passa por A”. A" e A’
sao extremos do didmetro do circulo ¢. De forma mais geral, todo ponto P em A’'B'C'D’ é
transformado em ponto G(P') em A"B"C"D". A composicao H = F o G transforma o ponto
P em ABCD no ponto H(P) = (F o G)(P) = F(G(P)) de A”"B"C"D".


https://www.geogebra.org/classic/nwmpccfy
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A reflexao em torno de h transforma o quadrilatero A” B”"C"” D" no quadrilatero A” B"'C" D" .
Em particular, a distancia entre C” e h é idéntica a distancia entre C”” e h. Neste caso h tem

comportamento de um espelho plano. De forma geral, um ponto P” em A”B"C"”D" é transfor-
mado em um ponto R(P") de A" B"C" D".

Figura 2.1: Guia para a construcao. Disponivel @

h c
e /{
~._DP
' ! o
' F
|
) * —1
| D"
D™ ! |
\ \\ / .
A
\
Al \ \\e / A"
o« \ \)/ P
N \ e - - 7/
. \ O - — -
e B \.C ‘C -=|-- ‘/
B B

Fonte: Os autores.

Uma outra interpretacao visual é pensar em isometria como uma transformacao aplicada
ao plano todo, ou seja, todos os objetos do plano sao deslocados da posicao original, mas nao

h& mudang¢a na magnitude dos objetos ou mudancgas nas posicoes relativas. Veja a Figura 2.2,

disponivel no link @ e note que os eixos do sistema de coordenadas e a respectiva figura
sao transformados por um deslocamento. Como a mudanca ocorreu como um bloco compacto,
entao todas as posicoes relativas permanecem as mesmas. Por exemplo, a distancia do vértice
B ao centro do sistema de coordenadas é a mesma que a distancia B’ ao novo sistema de
coordenadas; as areas dos poligonos sao idénticas, etc. Em resumo, tem-se uma congruéncia de
figuras.

Os quatro processos de construgoes delineados a seguir ilustram os correspondentes casos
de congruéncias de tridangulos. Em cada caso é possivel construir um, e somente, um triangulo
associado com as hipoteses da construcao. Caso, o processo possua mais que uma solucao, entao
nao é caso de congruéncia conforme sera visto mais adiante. Os respectivos casos de congruéncia
apresentados sao os conhecidos lado-lado-lado (LLL), lado-angulo-lado (LAL), angulo-lado-
angulo (ALA), lado-angulo-angulo oposto (LAA,) e o caso especial para triangulos retangulos
cateto-hipotenusa (CH). Os casos que nao produzem congruéncia sdo lado-lado-angulo oposto
(LLA,) e angulo-angulo (AA).
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Figura 2.2: Guia para a construcao. Disponivel Q

Fonte: Os autores.
2.1 Caso LLL

Exercicio 1. Construa um tridngulo com os trés lados dados.

2.1.1 Solucao

A Figura 2.3 serve de guia para o processo de construcao. Neste caso, a desigualdade
triangular é um elemento chave na discussao, pois s6 é possivel construir um triangulo se a

soma das medidas de quaisquer dois lados ¢ maior que a medida do terceiro lado.

1. Anote 3 segmentos aleatérios determinados por pontos A, B,C, D, E, F. Use o icone na

barra de ferramentas.

2. Construa o ponto GG. Utilize o icone do compasso da barra de ferramentas e construa
uma circunferéncia ¢ de centro G e raio AB. Outra possibilidade é utilizar diretamente
o comando Circulo(G, Segmento(A, B)) ou utilizar barra de ferramentas por meio do
comando com icone de circulo por ponto com raio dado e fornecer o segmento AB por

meio de Segmento(A, B).

3. Anote um ponto [ sobre a circunferéncia c. Aqui, uma reta ¢ arbitraria por G foi utilizada

e a intersecao [ foi calculada. Com centro em I, construa a circunferéncia e de raio E'F.

4. Construa a circunferéncia d de centro G e raio CD. Obtenha a intersecao J (utilize o

icone da barra de ferramentas.)

5. O triangulo AGIJ possui os lados com mesma medida que os segmentos dados.
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Figura 2.3: Guia para a construcao. Disponivel Q

Comparagéo dos segmentos:
f=f"? true valor: 3.38

g=g"? true valor: 1.46 ]
h=h"? true valor: 2.66 7 .

Fonte: Os autores.

6. Utilize translacao do segmento fcom vetor Vetor(A, B). Em seguida faga uma rotagao

de angulo ZB’A’'l em torno de G ou A’.

7. Repita o passo 6 com as devidas alteracoes no angulo e no vetor de translacao. A Figura

2.1 mostra os detalhes e o link de uma construcao interativa.

A construcao também pode ser feita utilizando outras ferramentas disponiveis na barra de

ferramentas do GeoGebra. A utilizacao de translagdo e rotacao tem um objetivo adicional de

introduzir tanto o conceito geométrico de vetor como apresentar uma fun¢do um pouco menos

comum para a visualizacao do caso L.L.L. A caixa de texto mostra os valores numéricos dos

segmentos e dos respectivos segmentos apés translacao e rotacao.

2.2 Caso LAL

Exercicio 2. Dados dois segmentos e o dngulo formado entre eles, construa um tridngulo.

2.2.1 Solucao

A Figura 2.4 abaixo serve de guia para a construgao.
1. Dados os segmentos e o angulo entre os segmentos.
2. Transporte o segmento EF utilizando o compasso.

3. Transporte o angulo sobre o lado (escolhido convenientemente a esquerda).
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Figura 2.4: Guia para a construcao. Disponivel @

Passo=3
-

Complete o ridngulo MLO. L

Fonte: Os autores.

4. Utilizando o compasso construa a circunferéncia sobre o ponto final do segmento.

intersecao fornece o ponto desejado.

2.3 Caso ALA

Exercicio 3. Dados dois dngulos e um segmento entre eles, construa um tridngulo.

2.3.1 Solucao
A Figura 2.5 abaixo serve de guia para a construgao.
1. Dados dois angulos e o segmento entre eles.
2. Transporte o segmento dado.

3. Transporte os angulos para as extremidades do segmento.

4. Prolongue os segmentos que definem os angulos e encontre a intersecao.

A
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Figura 2.5: Guia para a construcao. Disponivel Q

5 & ® C
—t
K o
Passo =2 -

- .

\ . _—
., F
S
—

Fonte: Os autores.

2.4 Caso LAAo

Exercicio 4. Dados um segmento, um dngulo e o dngulo oposto ao segmento, construa um

triangulo.

2.4.1 Solucao

A Figura 2.6 abaixo serve de guia para a construgao.

Figura 2.6: Guia para a construcao. Disponivel Q

Passo = 6
5 C D
; ._
. A ; Angulo Abjacente
AT
e F G
: . o
K S B " . [\ Angulo Oposto
] L
H

Fonte: Os autores.
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1. Dados os lado, o angulo e o respectivo angulo oposto.
2. Construa o arco capaz sobre o lado dado.

3. A circunferéncia de centro O e que passa pelos extremos do lado, contém todos os trian-

gulos com lado e angulo oposto sob as hipoteses dadas.

4. Transporte o angulo para o extremo do segmento. O respectivo prolongamento do lado

que contém o angulo adjacente fornece o tridngulo procurado.

2.5 Caso CH

Exercicio 5. Dados o cateto e a hipotenusa, construa um tridngulo.

O caso de congruéncia do tipo cateto hipotenusa (CH) é um caso especial de congruéncia

para triangulos retangulos.

2.5.1 Solucao

A Figura 2.7 abaixo serve de guia para a construgao.

Figura 2.7: Guia para a construcao. Disponivel @

o
G H

Somente em Triangulos Retangulos
1 Congruéncia CH
| J Cateto Hipotenusa

Fonte: Os autores.

1. Dado um triangulo retangulo com cateto e hipotenusa.
2. Construa a circunferéncia de medida da hipotenusa.

3. Trace um didmetro.
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4. Construa uma circunferéncia de mesmo centro e obtenha a intersecao com o diametro.

5. Determine a perpendicular ao diametro pelo ponto do item anterior. A Figura 2.7 mostra

os detalhes.

2.6 Caso LLAo nao é caso de congruéncia

Exercicio 6. Dados dois lados e o dngulo oposto, construa um tridngulo.

O caso LL Ao nao é de caso congruéncia de triangulos, pois é possivel gerar dois triangulos

distintos com as hipoteses conforme apresentado a seguir. A Figura 2.8 serve de guia e mostra

os detalhes.

2.6.1 Solucao

1.

2.

Dados dois lados e o angulo oposto a um dos lados.
Construa a circunferéncia de medida do maior lado.

Transfira o angulo sobre o segmento do item anterior.

Trace a reta que contém o angulo e calcule as interse¢oes com a circunferéncia.

Note que é possivel construir os triangulos AHIJ e AHIK.

Figura 2.8: Guia para a construgao. Disponivel @

LLAo no é critério de congruéncia.

0
C D
L 2 L ]

H Doz

Fonte: Os autores.
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2.7 Caso AA nao é caso de congruéncia

Exercicio 7. Dados dois angulos, construa um tridingulo.

O caso AA nao é de caso congruéncia de tridngulos, pois é possivel gerar um nimero
infinito de triangulos distintos com as hipoteses conforme apresentado a seguir. A Figura 2.9

serve de guia.

2.7.1 Solucao

1. Dados dois angulos Ae B, transporte-os para uma reta f suporte para os pontos A e B.
2. Construa as retas que sao definidas pelos angulos e passando por A e B.

3. Trace a reta g paralela a reta f.

W~

. Os triangulos AABC e AADFE possuem os mesmos angulos.

Figura 2.9: Guia para a construcao. Disponivel Q

\

Somente dois angulos iguais ndo determinam
um tnico triangule. Nao é critério de
congruéncia, mas de semelhanga

Fonte: Os autores.

Nas proximas segoes, construcoes adicionais sao exploradas. Em resumo, sao explorados
0 arco capaz, as retas tangentes a uma circunferéncia por um ponto, uma animacgao das re-
tas tangentes a uma circunferéncia, o Teorema de Pitot, uma construcao de um quadrilatero

inscrito, exercicios e uma discussao adicional sobre isometrias.
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2.8 Arco Capaz

Exercicio 8. Construir o Arco Capaz sendo dados um segmento eAB um dngulo « conforme

mostrado na Figura 2.10.

Em outras palavras, encontrar todos os pontos P do plano tais que angulo ZAPB tenha

mesmo angulo. A construgao inicial pode ser encontrada na guia de disponivel @

Figura 2.10: Guia para a construcao. Disponivel @

Fontes: Os autores.

2.8.1 Solucao

1. Dado um segmento AB e um angulo ZC,D1E. Ver Figura 2.10.

2. Transferir o angulo C) D1 F para o vértice A. O triangulos D1 HG e Al J sao congruentes.
Segue que AI = AJ = D1H = D1G e HG = IJ. Ver a Figura 2.10 para ilustracao.

3. Construir a mediatriz dos pontos A e B. Denotar por M o ponto médio entre A e B.

4. Construir uma perpendicular & reta AL. Marcar o ponto O, intersecao desta com a me-
diatriz. Como ZLAB = ZAOM e ZJAML = ZOMA = 90°, os triangulos AOMA e
AAM L sao semelhantes.

5. Construir uma circunferéncia ¢ com centro em O e raio OA.

Como O esta na mediatriz de AB temos que OA = OB. Como consequéncia, a circunfe-

réncia também passa por B.
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O angulo ZLAB é chamado de dngulo de segmento e a reta passando por L e A é tangente
a circunferéncia.

Qualquer ponto C' ou D no arco maior da corda AB (Arco Capaz) é visto com o mesmo
angulo conforme ilustrado na Figura 2.10. O angulo ZAOB ¢é chamado central e o angulo
ZAO; B inscrito na circunferéncia.

Considere agora que o angulo inscrito esté entre as retas que definem o triangulo AAOB
conforme ilustrado na Figura 2.11. Do triangulos AAO;B e do processo de construcao segue

que:

2064+27y4+20=90° ¢ B =90°—q.

Logo,
Y+o=a,

ou seja, o angulo inscrito é metade do angulo central que é 2a. Como consequéncia, o angulo

inscrito coincide com o angulo de segmento e ¢ metade do angulo central.

Figura 2.11: Guia para a construcao. Disponivel @

O angulo AOB € chamado
central e o angulo AO, B inscrito
na circunferéncia.

O angulo inscrito coincide com o
angulo de segmento e & metade
do &ngulo central.

Passo = 6

-

Fonte: Os autores.

Considere agora que o angulo inscrito é tal que esta situado conforme apontado na Figura
2.12, ou seja, no arco entre B e a reta suporte do lado AO do triangulo AAOB. Neste caso, o
triangulo AAOR é isésceles de base AR e angulo ¢; o triangulo ABOR ¢ isosceles de base BR
e angulo 6. Logo, o angulo ZROB ¢ tal que:

ZROB =180 — 20

Assim, o triangulo AAOR é tal que:
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2¢ + 20+ 180 — 20 = 180cx = 0 — e.

Portanto, o angulo inscrito ¢ metade do angulo central 2a.

Figura 2.12: Guia para a construcao. Disponivel @

/ROi —

a \180° —20

Fonte: Os autores.

Finalmente, considere agora o caso em que o ponto que define o angulo inscrito esta sobre

a reta que define os segmentos do triangulo AAO B, conforme indicado na Figura 2.13.

Figura 2.13: Guia para a construcao. Disponivel @

Fontes: Os autores.

Neste caso, o triangulo AASB é retangulo em B, pois AS é diametro da circunferéncia

de centro em O. Logo, os segmentos OM e BS sao paralelos, pois possuem mesmo angulo sobre
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o segmento AB. Como consequéncia, os angulos Z/BSA e ZMOA sao congruentes, pois sao
angulos entre paralelas.

2.9 Retas tangentes a uma circunferéncia por um ponto

Exercicio 9. Dados uma circunferéncia w e um ponto A, construir as retas tangentes a w e

que passam por A.

2.9.1 Solucao

O procedimento de construcao pode ser acompanhado por meio da Figura 2.14 a seguir

ou com link interativo @

Figura 2.14: Guia para a construcao. Disponivel @

Passo=2
.4 Construir as retas tangentes a w que partem de A.

Fonte: Os autores.

1. Construa a circunferéncia w com centro O e raio R = OB qualquer. Marque o ponto A

no exterior de w conforme mostrado na Figura 2.14.
2. Determine o segmento AO e calcule o ponto médio C.

3. Construa a circunferéncia de centro C' e raio CO. A interse¢ao da circunferéncia e w

produz os pontos D e E.

4. Construa as retas passando por A, D e A, F ou utilize segmentos de retas AD e AF.
Ajuste os parametros de cor dos segmentos e estilo do segmentos, assinale os angulos

entre os segmentos. Veja Figura 2.15.
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Os triangulos AADO e AAEO sao retangulos em D e E, respectivamente, e, além disso
sao triangulos congruentes. De fato, os triangulos AADO e AAEO sao congruentes pelo

caso CH, pois o lado AO ¢ a hipotenusa comum ¢ OD = OF = R.

Figura 2.15: Guia para a construcao. Disponivel @

Passo =3
. Construir as retas tangentes a w que partem de A.

S

Fonte: Os autores.

2.10 Retas tangentes a uma circunferéncia: animacgao

Nesta secao, o objetivo principal é descrever o processo de construgao de uma animacao
das retas tangentes da secdo anterior. O ponto A desloca-se sobre uma elipse escolhida de
forma arbitraria. O resultado é uma figura dinamica com destaque a interatividade e apelo

visual obtido por meio do esquema de cores dinamicas. As Figuras 2.16, 2.17 e 2.18 podem ser

observadas no App, disponivel em @ , ¢ mostram os detalhes: comprimentos de alguns seg-
mentos, raio da circunferéncia, angulos entre as retas que passam pelo centro da circunferéncia
e as retas que contém os pontos de tangéncia.

E importante ressaltar que a utilizacdo de cores dinamicas ¢ discutida em mais detalhes

no capitulo 6.

Exercicio 10. Dados uma circunferéncia w e um ponto A sobre uma elipse, construir as retas
tangentes a w e que passam por A. Utilize o esquema de cores dindmicas RGB para determinar

a coloracao dos tridngulos congruentes.

2.10.1 Solucao

1. Construa uma elipse e. Neste caso utilizamos elipse com focos e ponto dado.
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Figura 2.16: Guia para a construcao. Disponivel @

Fonte: Os autores.

2. Construa um ponto A sobre a elipse e um ponto B distante de A. Nota: por conveniéncia

colocamos o ponto A mais a esquerda, aproximadamente, sobre o eixo maior.

3. Construa uma circunferéncia ¢ de raio qualquer e centro em B. Nota: construimos a

circunferéncia dentro da elipse por questao de conveniéncia.
4. Construa o segmento passando por A e B.
5. Marque o ponto médio P do segmento AB.
6. Construa a circunferéncia d de centro P e raio PB (ou PA).
7. Determine os pontos de intersecao 17 e Ty entre as circunferéncias c e d.
8. Construa as retas f e g passando, respectivamente, por AT; e AT;.

9. Faca os ajustes que julgar convenientes para apresentacao: cores, tipos de linhas, etc. A
Figura 2.17 mostra o resultado final do processo de construcao com texto inserido para
mostrar a evolucao dos comprimentos de ATy, AT,, o raio da circunferéncia e angulos
/BAT, e ZBAT,.

Ao adicionar um esquema de cores dinamicas, com rastro ativado para o ponto A e os
poligonos t1 = AAT\B e t2 = AAT| B, a figura pode ilustrar diferentes aspectos tais como
posicao e area. Convenientemente, o esquema de cores RGB adotado para o ponto é dado pela

trinca ordenada:
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Figura 2.17: Guia para a construcao. Disponivel O

Fonte: Os autores.

(R, G, B) = (x(A),y(A), 2(A) — y(A)),

em que z(A) ,y(A) e z(A) —y(A) sdo, respectivamente, as abscissas dos pontos A, as ordenadas
dos pontos A e as diferencas entre as abscissas e ordenadas de A.
Para a coloragao dos poligonos, o terceiro valor da trinca RG B é substituido pela area do

respectivo poligono com uma escolha aleatéria da opacidade. O resultado é a Figura 2.18.

Figura 2.18: Animagao com rastro ativado e ponto sobre uma elipse. Disponivel O

Fonte: Os autores.

Uma nota interessante ¢ que a elipse pode ser substituida por um segmento de reta, reta,
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circulo ou qualquer outra figura que permita a variacao do ponto e animacao. Os poligonos
tl = AATIB e t2 = AATB podem utilizar, por exemplo, os comprimentos dos lados dos
triangulos para definir a tripla (R, G, B) = (AB, ATy, BTy).

2.11 Teorema de Pitot

Dado um quadrilatero ABC'D com uma circunferéncia c inscrita, ou seja, tangente inter-
namente aos seus quatro lados, entao o Teorema de Pitot fornece uma relacao entre os lados

opostos do quadrilatero.

Teorema 1. Teorema de Pitot: Um quadrildtero convero pode ter um circulo inscrito se, e
somente se, satisfaz a relagio AB + CD = BC + DA. Ver [17] para maiores detalhes.

O teorema é nomeado, segundo [18], em homenagem ao engenheiro Francés Henri Pi-
tot (1695-1771) que demonstrou a condigdo necessaria em 1725; a condicdo suficiente foi de-
monstrada pelo matematico Suico Jakob Steiner (1796-1863) em 1846. Ainda, outros nomes
sao quadrilateros tangentes, quadrilatero circunscrito, quadrilatero circunscritivel, quadrilatero
inscritivel e quadrilatero circunscritivel [18].

Com o auxilio do GeoGebra, os resultados numéricos envolvendo o Teorema de Pitot
podem ser verificadas imediatamente. Apesar de nao servirem como prova, podem fornecer
uma ilustragao do tema.

Outros elementos que podem ser explorados sao, por exemplo, a comparacao das areas
dos tridngulos [ABFG] e [ABEG] por meio de uma variavel booleana; a apresentagao do valor
da area do poligono calculada pelo GeoGebra e a respectiva area do quadrilatero dada por

Ap = %p T
em que r o raio da circunferéncia e p o perimetro do quadrildtero. Esta, por sua vez, deriva
diretamente da congruéncia entre os tridngulos com hipotenusas AG, BG, CG e DG pelo caso

especial cateto-hipotenusa. Matematicamente:

Sapcp = Saaec + Saake + Sapec + Sapra + Sacra + Sacia + Sapic + Sapka

A somatoéria acima pode ser reescrita como:

EdG

FG 1G KG
Sapep = 7<AE+BE)+T(BF+CF) + 7(0]+Dl) + T(DK—FAK)

Sasco = 5AB+ SBC+ 5CD + LDA = L(AB+BC+CD+ DA) = 3 -p-7

N | —
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em que p, neste caso, denota o perimetro do quadrilatero.

Figura 2.19: Guia para a construcao. Disponivel O

Fonte: Os autores.

E interessante notar que a afirmacido anterior é uma relacio que deriva diretamente da
aplicagao do conceito de retas tangentes a uma circunferéncia que, por sua vez, esta associada
a existéncia de triangulos retangulos congruentes. No entanto, o Teorema de Pitot é uma
afirmacao mais geral e ¢ expresso por meio uma condi¢ao necessaria e uma condicao suficiente
para a existéncia de quadrilatero convexo inscrito por uma circunferéncia.

Nosso objetivo no momento nao é dissecar as demonstragoes da prova direta e respectiva
reciproca ou apresentar um trabalho de pesquisa sobre o assunto. Os autores sugerem as duas

referéncias [17] e [18] para as respectivas demonstragoes, comentarios e referéncias adicionais.

2.12 Construcao quadrilatero inscrito

Uma questao interessante é o processo de construcao de um quadrilatero convexo com uma
circunferéncia inscrita por meio da utilizacao dos recursos das retas tangentes a circunferéncia
passando por ponto dado. Neste caso, o procedimento ¢ direto e executado sem lancar mao de

resultados matematicos mais sofisticados.

Exercicio 11. Construir um quadrildtero convero com uma circunferéncia inscrita (todos os

lados do quadrildtero sao tangentes a circunferéncia.
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2.12.1 Solucao

A Figura 2.20 serve de guia para os detalhes e o resultado final é aquele mostrado na
Figura 2.19.

Figura 2.20: Guia para a construcao. Disponivel @

Fonte: Os autores.

1. Construa um segmento de extremos A e B e Determine o ponto médio D.

2. Escolha um ponto G arbitrario nao pertencente ao segmento AB. Construa a perpendi-

cular g a AB passando por GG. Encontre o ponto de interseccao E de g com AB.
3. Trace a circunferéncia c de centro GG e raio GE.
4. Por B, construa a reta tangente a circunferéncia.

5. Construa o ponto C' livre sobre a reta BF e determine I: o ponto de tangencia entre [ e

a circunferéncia c.

6. Construa a reta tangente a ¢ por A. Determine o ponto K. A reta passando por K
determina o ponto D. O quadrilatero construido tem a circunferéncia ¢ tangente aos 4

lados.

7. Ajustar os elementos de interesse: inser¢ao de texto e cores dos triangulos ou lados. A

Figura 2.19 mostra um resultado final.

Os dois exercicios a seguir sao provenientes da Olimpiada Iraniana de Geometria de
2014/2015 e ilustram aplicacoes das congruéncias para tridngulos. A primeira Olimpiada Ira-
niana de Geometria (Iran’s Geometry Problems, 2014-2015) foi realizada em Tehran e Isfahan

em 4 de setembro de 2014. Ver [1| para mais informagoes.
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2.13 Exercicio 01

Exercicio 12. (IGO 2014-2015) O circulo inscrito no AABC' é tangente a BC, AC' ¢ AB em
D, E e F, respectivamente. Denote os pés das perpendiculares a BC' e passando por F, E por
K e L, respectivamente. A sequnda intersecao destas perpendiculares com o circulo inscrito €

M, N, respectivamente. Mostre que:

[ABMD] DK

[ACND] ~ DL

A solucao completa é dividida em duas partes: a construcao inicial, a qual é a construcao

geométrica que contém as informagoes do problema proposto e a solucdo propriamente dita.

2.13.1 Construcao Inicial

A Figura 2.21 fornece a construcao inicial do problema.

Figura 2.21: Guia para a construcao. Disponivel @

Fonte: Os autores

1. Tracar as bissetrizes dos angulos ZC e ZB. Calcular intersecao 1. Tracar perpendicular
BC passando por 1. Obter intersecao F. Tracar o circulo de raio FI e centro I. Obter
intersegoes E e D. Construir os triangulos ABMD e ACND.

2. Tracar as perpendiculares a BC passando por E e F. Obter as intersecoes M e N com a

circunferéncia circunscrita. Obter as intersegoes K e L.

3. Construir os triangulos ABMD e ACND.
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4. Marcar os segmentos DK e DL. A relacao solicitada é aquela apresentada em destaque:

[ABMD] EBME BD.MK KD

[ADNC]  CBNL — CD-NL KL

(2.13.1)

2.13.2 Solucao

1. Tracar os segmentos FD e ED. Obter os triangulos ABFD ¢ ADEC. Seja B = /DBF =
/KBF. O angulo ZBFK = 90 — B, pois ABFK é retangulo. A Figura 2.22 mostra o0s

detalhes da construcao.

Figura 2.22: Guia para a construcao. Disponivel @

D L

Fonte: Os autores.

2. Construa o lado FD. Observe o arco ZM D sobre o arco ZFD. Os angulos ZBFD
e ZBDF sao iguais pois enxergam o mesmo arco. ZBFD + /ZBDF + B = 180 =
/BFD = 90 — 1B. Logo, o angulo ZDFK = /BFD — /BFK = 1B = Z/ZDFM O
angulo ZMDK = /DFM = /DFK = %é (Enxergam mesmo arco DM). A Figura 2.23

mostra os detalhes da construcao.

3. Os triangulos ABID e ADM K sao semelhantes. Construa os triangulos ABFI e ABID.
Os angulos ZIFB = ZIDB = 90 (tangentes). Os raios e as hipotenusas sdo idénticos.
/FBI =/DBI = %. ZBID = 90—%3 A Figura 2.24 mostra os detalhes da construgao.

4. ABID e AKDM sao semelhantes conforme pode ser visualizado na Figura 2.25. Os
angulos ZBID =90 — 1B = ZKMD e ZKDM = B = /DBI.

MK r MK -BD

W = m =T DK (2.13.2)
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Figura 2.23: Guia para a construcao. Disponivel @

B K D L

Fonte: Os autores.

Figura 2.24: Guia para a construcao. Disponivel @

Fonte: Os autores.

5. Construa o lado DE (Ver Figura 2.26 ). Observe o arco ZN D sobre o arco ZED. Os

angulos ZCOED e ZCDFE sao iguais pois enxergam 0 mesmo arco.

/CED + /CDE +C =180 = ZCED =90 — .C
/DEL = /CED — /CEL = 1C = ZDEN (2.13.3)

ZDEL =/NDL = %C’(Enxergam mesmo arco DN)
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Figura 2.25: Guia para a construcao. Disponivel @

Fonte: Os autores.

6. Os triangulos ACITE e ADIC sao semelhantes: Construa os triangulos ACEI e ACID,;
ATEC = AIDC = 90 (tangentes); Os raios e as hipotenusas sao idénticos; ZECT =
/DCI =$; ZCID =90 — 1C. Ver Figura 2.26.

Figura 2.26: Guia para a construcao. Disponivel @

A

Fonte: Os autores.

7. Os triangulos ACDI e ADNL sao semelhantes: Z/DCI = /ZNDL = C /CID =

ZDNL =90 — %CA* conforme ilustrado na Figura 2.27.

N |
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Logo,
r NL _NL-CD

Figura 2.27: Guia para a construcao. Disponivel @

A

Fonte: Os autores.

8. Das formulas (2.13.2) e (2.13.4) obtém-se:

CD-NL MK -BD
DI, DK

r=7r=

Logo, 2.13.1 pode ser escrita como segue:

[ABMD] EEME pD.MK KD

[ADNC]  C2NL — CD.-NL KL

2.14 Exercicio 02

Exercicio 13. (IGO 2014-2015) Em um retingulo ABCD, os pontos M, N, P, Q estio sobre
0s lados AB, BC', CD, DA, respectivamente, tal que a drea dos tridngulos AAQM, ABMN,
ACNP, ADPQ sao iguais. Mostre que o quadrildtero M N P(Q) é um paralelogramo.

2.14.1 Construcao inicial

1. Construa a circunferéncia de centro D e raio qualquer.

2. Construa a reta passando por O e escolha um ponto C.
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3. Por C passe a perpendicular a reta anterior. Construa uma circunferéncia de centro C' e

raio idéntico da circunferéncia anterior.

4. Calcule a intersecao B. Por B passe uma paralela a reta passando por O e determine
o ponto A. O poligono ABC'D é um retangulo caso os raios das circunferéncias sejam

distintos e um quadrado caso os raios sejam iguais. A Figura 2.28 mostra a construgao.

Figura 2.28: Guia para a construcao. Disponivel O

Fonte: Os autores.

2.14.2 Solucao

1. AB = CD e AD = BC por hipétese. Suponha que AM # PC, entao AM > PC =
—AM < —PC = AB— AM < AB — PC.

2. [AAQM] = [APNC] = 42AM = PCNC = AQ < NC -NC < -AQ = BC -
AM>PC
NC < BC — AQ [AMBN] = (AB — AM) - (BC — NC) < (AB — PC)(BC — AQ)

= (CD — PC) - (AD — AQ) = [AN PC](absurdo).

Portanto, AM = PC' e AQ = NC. Como consequéncia, os triangulos AAMQ e ACNP
sdo congruentes (LLL). Da mesma forma MN = PQ. Conclusdo: MNPQ é paralelo-

gramo conforme ilustrado na Figura 2.29. O link disponivel O
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Figura 2.29: Guia para a construcao. Disponivel @

Fonte: Os autores.

2.15 Discussao adicional: Isometrias

Aqui, o objetivo é fazer uma discussao sucinta sobre o tema e ilustrar os elementos de
isometria por meio do GeoGebra. O recurso dinamico do GeoGebra ¢ utilizado para ilustrar as

translagoes, rotacoes e reflexoes.

2.15.1 Isometrias: translacao I

Este caso ilustra o processo de translagao por meio do uso de vetores, ou seja, um desloca-

mento por uma quantidade fixa. No caso apresentado, disponivel online e interativamente neste

link Q , um triangulo é transladado em conjunto com alguns elementos tais como Incentro,
circulo inscrito, circulo circunscrito, pontos médios dos lados, etc. A verificacdo numeérica de
igualdade de elementos associados ao triangulo é apresentada apenas por meio das ilustracoes

graficas.

Exercicio 14. Dado um triangulo AABC, construir a respectiva translagao utilizando um vetor
v=m-AC +n-AB, com m, n Controles Deslizantes variando em um intervalo arbitrdario.
Adicionalmente, considere o incentro, o circulo inscrito, os pontos de tangencia do circulo

mscrito e o circulo circunscrito para as translagoes por v.

2.15.1.1 Solugao

A Figura 2.30 serve de guia para a construgao.
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Figura 2.30: Guia para a construcao. Disponivel @

Fonte: Os autores.

. Construa os pontos A, B e C; o triangulo AABC' por meio da ferramenta poligono e os
controles deslizantes m e n. Defina o vetor u = m - Vetor(A,C)+n-Vetor(A, B). Defina
o vetor v = Vetor(A, A+ u).

. Translade o poligono t1 pelo vetor v. O resultado é o poligono t1’ que contém todas as
medidas idénticas aquelas do poligono t1. Por exemplo, o segmento AB tem comprimento
idéntico ao comprimento de A’B’, a area do tridngulo AABC ¢é idéntica a area do triangulo

AA'B'C’, os perimetros também sdo iguais.

. Determine o circulo inscrito d em ABC; faga translagdo por v e obtenha d’. Determine
o Incentro do tridngulo ABC e translade por v obtendo I’. Verifique que o incentro I’
¢ o centro de AA’B’C’ por meio de variavel booleana I’ == S, em que S é o centro do

circulo inscrito de A’B'C".
. Anote o vetor vec = I + v. Observe que Ivec aponta de I para I'.

. Determine os pontos de tangéncia de d (circulo inscrito) com os lados do triangulo AABC

e obtenha F, GG e J. Faca translacao de F, GG e J por v. Anote os vetores

Evec = Vetor(E,E +v), Guvec = Vetor(G,G +v), e Jvec=Vetor(J,J+v).

Observe que a translacao transforma E, G e J em L, N e P, respectivamente.

. Construa o circulo circunscrito h no triangulo ABC' e faca uma translacao v. Defina R

um ponto em h e translade por v. Defina w = Vetor(R, R+ v). O ponto w é livre em h
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e pode ser animado.

7. Insira os botoes Start m, Stop m, Start n e Stop n. Os botoes nao sao estritamente
necessarios para a animacao de v, pois basta utilizar o controle deslizante. A Figura 2.31
ilustra a solucao em configuracao distinta da Figura anterior obtida por meio de um ajuste

dos valores de m e n e com rastro ativado para o tridngulo transladado. A construcao

completa pode ser acessada em O

Figura 2.31: Guia para a construcao. Disponivel O

Fonte: Os autores.

2.15.2 Isometrias: Rotacao I

Da mesma forma que no caso anterior, a rotagao ¢ ilustrada por meio de uma construcao.

A visualizacao, passo a passo, pode ser encontrada em O Note que a rotacao também nao
insere novas informacdes no triangulo, ou seja, nao ha mudanca de comprimento dos lados,

perimetro, area, etc.

Exercicio 15. Dado um triangulo AABC', construir a respectiva rotacao em torno de um ponto
para o dngulo « variando no intervalo [0,27]. Adicionalmente, considere o incentro, o circulo

mscrito e um dos circulos ex-inscritos para as rotagoes por a.

A Figura 2.32 serve de guia para a construcao e 2.33 mostra o resultado final do procedi-

mento descrito a seguir .
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Figura 2.32: Guia para a construcao. Disponivel O

Fonte: Os autores.

2.15.2.1 Solucao

1.

Construir o triangulo ABC’; o Controle Deslizante o € [0, 27] e o tridngulo AA’B'C’ por

meio da ferramenta poligono, rotagao do tridngulo AABC em torno de O pelo angulo a.

Construa o arco circular OAA’; o circulo de centro O e raio igual a distancia OC'; o circulo

de centro O e raio igual a distancia OB.

Construa o incentro I do triangulo AABC, o circulo inscrito h e o circulo de centro em
O e raio OI.

Rotacione I e h por a em torno de O.
Insira uma caixa de texto contendo as medidas de AB, A’B’, os perimetros, areas.
Construa o circulo ex-inscrito ao lado BC' e rotacione pelo angulo a.

Acione o rastro do poligono AA’B'C’, do arco circular e do circulo ex-inscrito. Defina o

esquema de cores dinAmicas como:
(R,G,B) = (o, 2a, a/2), (R,G,B) = (a/2,0/2,q), (R,G,B) = (2a,0/2, —a)

para, respectivamente, o circulo inscrito, o circulo ex-inscrito e o poligono. A Figura 2.33

ilustra a construcao.
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Figura 2.33: Guia para a construcao. Disponivel O

Ipha = 4.4

~20 -18 -16 -14 -12  -in &

Fonte: Os autores.

2.15.3 Semelhanca nao é isometria

Para ilustrar a questao, observe a Figura 2.34. Neste caso, a construcao mostra os trian-
gulos semelhantes AABC e AEHG. O triangulo AIJC pode ser construido de forma que seja
congruente ao triangulo AEHG por meio da transferéncia dos lados utilizando a ferramenta

Compasso.

Figura 2.34: Guia para a construcao. Disponivel O

Fonte: Os autores

Geometricamente, nao hé razao para afirmar que as areas dos triangulos AABC e AEHG

sao idénticas, pois os triangulos AFHG e AIJC sao congruentes. Portanto, as areas dos

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.2. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 115 p. ISBN 978-65-87023-23-6 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606 /9786587023236.


https://www.geogebra.org/m/fuj94v2c
https://www.geogebra.org/material/edit/id/cjswwkuq

CAPITULO 2. CONGRUENCIA DE TRIANGULOS E APLICACOES 46

triangulos AABC e AEHG sao distintas, exceto quando AFHG esta sobre AABC, ou seja,
quando a razao de semelhanca é igual a 1. Matematicamente, a relacao entre as areas de dois

triangulos semelhantes decorrem diretamente da razao de semelhanca. Neste caso:
_AB AC BC BK

~ EH EG HG HM’

em que BK e HM sao as respectivas alturas dos tridngulos AABC e FHG.

Dessa forma,

k

AC - BK
[AABC] [AABC] _ — 5 — EG BK _, .,
[AEHG]  [AIJC]  EG-HM ~ BK HM

2

2.16 Desafios de construgao: circunferéncias tangentes

Nesta parte, utiliza-se as construcoes e elementos geométricos para a construcao de cinco
circunferéncias tangentes a duas retas concorrentes. O problema de construcao pode ser colo-

cado na seguinte forma:

Exercicio 16. Dado um dngulo qualquer e um ponto D sobre a bissetriz interna do dngulo.
Construir 5 circunferéncias tangentes as retas suportes do dangulo e com centro na bissetriz .
As circunferéncias devem ser construidas no sentido de D para O. A Figura 2.35 ilustra o

Desafio 08 de construcao.

Figura 2.35: Retas concorrentes com 5 circunferéncias tangentes. Disponivel O

Fonte: Os autores.
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2.16.1 Solucao

A Figura 2.36 serve de guia para a construgao.
1. Construa duas retas concorrentes em um ponto O formando um angulo qualquer entre si.
2. Anote um ponto D sobre a bissetriz bissetriz interna do angulo entre as retas.
3. Por D, passe uma perpendicular & reta que passa por OA e OB.
4. Calcule a interse¢ao C. A circunferéncia com centro em D e raio C'D é tangente.

5. O ponto F ¢é a intersecao da circunferéncia com a bissetriz. A perpendicular a bissetriz

por E determina o ponto F'.

6. A intersecao da bissetriz ZOFE com a bissetriz do angulo ZAOB fornece o centro G da

nova circunferéncia.

7. O procedimento pode ser repetido até atingir 5 circunferéncias tangentes conforme mos-

trado na Figura 2.35.

Figura 2.36: Guia para construcao das 5 circunferéncias tangentes. Disponivel O

Fonte: Os autores.
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Capitulo 3
Relacoes Métricas no triangulo retangulo

O Teorema de Pitagoras é um dos teoremas mais conhecidos da Matematica. Cerca de
371 demonstragoes sao conhecidas, as quais incluem a demonstracao de Einstein, Leonardo da
Vinci e A. Garfield (Presidente dos Estados Unidos) [39]. Pitagoras foi imortalizado devido
ao crédito da descoberta e prova do teorema que tem seu nome, mas nao ha evidéncias de
tal descoberta ou prova. HA4, no entanto, evidéncias de que a descoberta e prova estejam
associadas aos matematicos Babilonicos cerca de 1000 anos antes de Pitagoras. Ver [39] para
mais detalhes e referéncias. A deducao do Teorema de Pitagoras apresentada aqui é baseada

nas relagoes geométricas no triangulo retangulo.

3.1 Relacoes métricas no triangulo retangulo

Considere o triangulo AABC retangulo mostrado na Figura 3.1 e sejam a, b e ¢ as
respectivas medidas dos lados. Seja D o ponto de intersecao da altura h relativa ao lado BC.
Por fim, considere que BD = m, CD =n, ZABC = o, Z/BCA = . Determinemos todos os
angulos dos triangulos AABC e AACD.

No AABC temos:

a+pB+90=180 = a+ 5 =90°.

No AABD temos:

a+90+ £ZBAD =180 = ZBAD =90 — a = 5.

. /DAC+ 8 =90= /DAC =90 — 8 = a.

A seguir, estao apresentados algumas relacoes métricas no triangulo retangulo. As relacoes

sao baseadas nos conceitos de semelhanca dos triangulos da Figura 3.1.
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Figura 3.1: Guia para a demonstracao das semelhancas. Disponivel @

Fonte: Os autores.

Como todos os angulos dos triangulos AABC, AABD e ABDC sao conhecidos, entao

as relagoes de semelhanca podem ser descritas como:

AABC ~ ADBA (1)
AABC ~ ADAC (II) (3.1.1)
ADBA ~ ADAC (III)

No entanto, antes da deducao das relagoes métricas, segue uma visualizacao das relacoes

entre os angulos obtida por meio de rotacoes, reflexdes e translacoes.

3.1.1 Semelhancas

Considere verificar as relacoes derivadas da semelhanca entre AABC e ADBA. Neste
caso, ao invés de estabelecer a relacao direta entre lados dos triangulos, optamos por fazer uma
rotacao, reflexao e translacao para a visualizacao mais direta das associacoes entre os angulos
e lados. A Figura 3.2 serve de guia.

Considere uma rotagao do triangulo AABD por um angulo ZABD em torno de B. Em
seguida, faca uma reflexdo de AA’B'D’ em torno do segmento AB e, por fim, uma translacao
por um vetor v para obter o triangulo AA” B" D". Como rotacao e transla¢ao sao isometrias,
entdao os comprimentos dos lados e os angulos sao preservados. Assim, os valores para as

razoes para a semelhanca AABC ~ ADBA. podem ser observados diretamente nos tridngulos
AABO ~ AD///B//IA///.
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Figura 3.2: Guia para a demonstracao da semelhanca AABC ~ ADBA. Disponivel @

translada

Fonte: Os autores.

_ ¢ (3.1.2)

Analogamente ao caso anterior, é possivel refletir, rotacionar e transladar o AAC'D con-

forme mostrado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Guia para a demonstracdo da semelhanca AABC ~ ADAC. Disponivel @

Fonte: Os autores.

Faga uma reflexao do tridngulo AACD em relagao ao segmento C'D e, em seguida, faca
uma rotacao de angulo ZAC' D em torno do ponto D. Finalmente, transladar o triangulo gerado

por um vetor e obter o triangulo em destaque na Figura 3.3. Dessa forma valores para as razoes
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sao dados por:

c_b_a (3.1.3)
h mn b

No caso da semelhanca dos triangulos ADBA ~ ADAC, a observacao da relacao de

semelhanca é direta e dadas por:

% _ (3.1.4)

3.1.2 Os catetos ao quadrado sao iguais a hipotenusa vezes a sua
projecao

Das relagoes (3.1.2) e (3.1.3) segue:

c a
—=-=cc=a-m

m

- V+cd=a-m+a-n=a-(m+n)=a
_:3=>62:a-n T

n

3.1.3 A altura é a média geométrica das projecoes dos catetos

Da relagdo (3.1.4) segue:

%:ﬁ =h=m-n ou h=+vVm-n.
n

3.1.4 A hipotenusa vezes a altura é igual ao produto dos catetos

Da relacao (3.1.2) segue:

%:%:a-h:b-c

3.1.5 A mediana relativa ao angulo reto é metade da hipotenusa

Seja a circunferéncia ¢ circunscrita ao triangulo AABC. Como o triangulo é retangulo,

entao o segmento BC' é diametro. Logo:

BM:MC:g:mm

em que M é o ponto médio da hipotenusa. A Figura 3.4 ilustra o resultado.
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Figura 3.4: Guia para de que a mediana ¢ metade da hipotenusa. Disponivel Q

Fonte: Os autores.

3.2 Relacoes trigonomeétricas

Nesta parte, o seno, o cosseno e a tangente sao discutidas por meio da utilizagao da
circunferéncia unitaria. A adocao da circunferéncia unitaria se da devido & semelhanca entre

os infinitos triangulos possiveis conforme pode ser observado na Figura 3.5.

Figura 3.5: Guia para as relagoes trigonométricas elementares. Disponivel @

D
-

Circunferéncia Unitaria

Fonte: Os autores.

ADCO ~ AGEO ~ ANABO
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DC GE AB c.op.
= = = sena =

DO GO A0 hip.

Como AO =1, entao a medida do segmento AB ¢é chamada seno de « e denotada por:

AB = sena.

A medida AB expressa a razao entre o cateto oposto e a hipotenusa de um triangulo retangulo
qualquer.
Analogamente, temos:
CO FEO BO c.abj.

= COS ¥ =

DO GO AO hip.

e a respectiva medida do segmento BO é chamada cosseno de a e denotada por:

BO = cosa.

A medida BO expressa a razao entre o cateto adjacente e a hipotenusa de um triangulo
retangulo qualquer.

Segue, pela aplicacao do Teorema de Pitagoras, que:

2

sena + cos® o = 1.
Outra relacao interessante é obtida ao fazer:
DC GE AB c.op.
= = =tana = —.
cO FEO BO c.abj.
Portanto, a medida:
GFE = tana.

A medida GFE expressa a razao entre os catetos oposto e adjacente de um triangulo

retangulo qualquer.

3.3 Angulos notaveis

A Figura 3.6 mostra o circulo unitario com um angulo « e respectivos valores de seno
e cosseno. Neste caso, os valores de seno e cosseno sao anotados como pares ordenados
(cos(a), sen(ar)). O App permite interagir e explorar os valores de ambos cosseno e seno,
os quais incluem angulos especificos multiplos dos angulos 7/2,7/3,7/4 e 7/6.

Por observagao direta do ciclo trigonométrico, é possivel induzir os valores de ambos seno

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.2. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 115 p. ISBN 978-65-87023-23-6 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606 /9786587023236.



CAPITULO 3. RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO 54

e cosseno para os angulos 0,7/2,7,37/2 e 27.

Figura 3.6: Guia para valores de seno e cosseno de angulos notaveis. Disponivel @

. Ao
Circulo unitario o
[ | Mostrar /2
L3 | Mostrar /3

Coordenadas na circunferéncia
[v] Angulo | Mostrar n/4

7S || Mastrar /6
eno

(0°32, 0.95)
! Ik

0.95
71.07°
1

Fonte: Adaptado de [10].

No caso dos angulos de 7/6, 7/4 e m/3, pode ser necessario justificar geometricamente
os valores numéricos mostrados no ciclo trigonométrico. Para isso considere um triangulo
equilatero AABC de lado [ = 1. Seja h a altura relativa ao lado AB com D o ponto de
intersecao. O segmento possui medida AD = DB = 1/2 e o angulo ZACD = 7/3 = 30°, pois

h também é bissetriz. Assim, obtém-se:

™ h V3 ™ AD
Sen<§>:E:7’ COS<§):_:
T AD 1 T
sen<€>:@:§, COS(E):E: 5
No caso da justificativa geométrica para o seno e cosseno para o angulo 7 /4, basta con-

siderar um triangulo AABC, retangulo em A e com catetos iguais a unidade. Desse modo, a

hipotenusa possui comprimento a = V2 e, portanto:

<7r) 1 \/5 (7?) 1 \/5
sen|— ) =—==— cos [ — — =
4 V2 o2 4 V2 o2
Os valores multiplos nos quadrantes dois, trés e quatro podem ser obtidos diretamente
dos valores anteriores com observacao dos sinais respectivos. A Figura 3.7 mostra os angulos

citados e respectivos valores de seno e cosseno.
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Figura 3.7: Valores de seno e cosseno para angulos notaveis. Disponivel @

| Coordenadas na circunferéncia

Circulé unitario

Lyl
n

/| Mostrar 2
[v| Mostrar i3

V| Angulo ) Mostrar /4
| Mostrar /6

[| Seno L

v

=35 -3 -25 25 3

Fonte: Adaptado de [10].

3.4 Outras funcoes trigonométricas

Considere as construgoes da Figura 3.8.

Figura 3.8: Grafico de cosseno. Disponivel @

1.6
l4e . . -
1.2

Eyit—— ]

- k
- ﬁ,,_\_\_\ \’/f
[P 0.8 I

- 0.6 prroerpesenspyensqe sy
b 4 [
0.4

/ X
ik [ H

-1.4 -1.2 -0B -06 -0.4 =020 0.2 04 06 OB F 12 14 16 18C 2 22 24 26 28
-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

— —

=t

Circuriféréncia Unitaria

Fonte: Os autores.
Considere os triangulos semelhantes ADMO ~ AJFE,0 ~ AAKO da Figura 3.8. Logo:

JE; A_K ~ cotor — c.adj.
E.0O KO - c.op.

Em palavras, a razao entre dois lados dos triangulos ADMO e AJE;0 é igual ao comprimento

JE1:
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do lado do AAKO que tem por lado o raio do ciclo unitario JFj.
Outra relagao proveniente da analise dos triangulos semelhantes ADMO ~ AJE,0 ~
AAKO é:

o] OA 1 1
OE, KO KO sena

Em palavras, a razao entre a hipotenusa OA e o lado OK do triangulo AAK O no ciclo unitéario

OJ =

= CsC

é igual ao comprimento do segmento OJ. Da mesma forma, ao analisar novamente a semelhanca

entre os triangulos AOEG ~ AOAB ~ AOAB obtém-se:

oG oA 11
~ OFE OB OB cosa

oG

— Ssec

Portanto, dado um angulo no ciclo trigonométrico, os comprimentos dos segmentos OB,
AB, EG, JE;, OG e OJ representam, respectivamente valores constantes de razoes de seme-
lhanca chamadas cosseno, seno, tangente, cotangente, secante e cossecante do angulo dado.
Pode ser notado que a manipulacao interativa do App pode ocasionar alguma dificuldade para
a visualizacao e definicao clara das quantidades secante e cossecante, pois os pontos G e J es-
tao sobre a mesma reta. Uma alternativa viavel é construir uma reta perpendicular & O A pelo
ponto A, cuja intersecao com os eixos X e Y sao, respectivamente, H e I conforme mostrados
na Figura 3.8.

Os triangulos AOGE = AOAH. De fato, ambos sao retangulos e ZGOE = LZAOH e,
portanto, segue que sao semelhantes com razao de semelhanca igual a unidade. Portanto, o

segmento

OH = OG = sec(w), AH = EG = tan(a).

De forma anéloga temos que o segmento:

E,J=1A=cota, OJ =10 = csca.

Agora, do triangulo AOAH segue, por meio do Teorema de Pitagoras, segue que:

OA% + AH? = OH? = 1 + tan? a = sec? a.

E do triangulo AOAI segue, por meio do Teorema de Pitagoras, segue que:

OA? + A’ = OI? = 1 + cot® a = csc? a.

Com os resultados acima, os valores para cosseno, seno, tangente, cotangente, secante e
cossecante podem ser observados por meio de elementos associados a reta que passa por HA e

tangente ao circunferéncia unitaria em A.
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3.5 Visualizacao das relacoes trigonométricas

Todas as relagoes trigonométricas podem ser visualizadas na Figura 3.9. A interatividade
permite explorar as relagoes entre as relagoes trigonométricas e as diferentes visualizagoes para
as fungoes tangente, cotangente, secante e cossecante. A ativacao das caracteristicas de rotulo
e valor fornecem meios para uma exploracao pontual e comparacao de um ou mais elementos

no gréafico.

Figura 3.9: Relacoes entre as func¢oes trigonométricas. Disponivel C}

[+] sin [V c V] cs

i a ~
] cos |1 [+ 3
V] tan >4 J

e = ———

"] tan (altermnate)

H tapgent

Fonte: [?]

3.6 Seno e cosseno da soma

Nesta secao, o seno e o cosseno da soma de angulos é mostrado por meio da utilizacao de
um retangulo e o ciclo trigonométrico.

Considere o ciclo trigonométrico e os angulos o < /2 e f < w/2 com o+ [ < 7/2.
Construa o triangulo AOFH, o triangulo AOFC' e os triangulo ACFI e ACGO conforme

ilustrado na Figura 3.10.
Como OC' = 1, entao:

OF =cos(f) e FC = sen(f).

Como consequéncia,

FH = sen(a) - cos(f) e OH = cos(a) - cos(B).
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Figura 3.10: Interpretacao Geométrica do seno da soma sen(« + (). Disponivel Q

. @

L]

a+ 3 3.,

sin(a+8) | )
o e
1 o
cos(3) . =-._:
D H 2
D ‘cos(a) - cos(8)

Fonte: Os autores

Como AOFC é retangulo em F, entao ZCFI = « e, por consequéncia, ZICF = f.

Assim,

FI = sen(f)-cos(a) e CI = sen(a)- sen(fS).

Por fim, a reta que passa por CI é paralela a reta OH e, portanto, a+ 3 é igual ao angulo
ZGCO. Portanto, segue que:

sen(a + ) = sen(a) - cos(B) + sen(f) - cos(«)

cos(a + ) = cos(a) - cos(f) — sen(a) - sen(B)

3.7 Lei das tangentes

Exercicio 17. Dado um triangulo AABC, demonstrar a Lei das tangentes:

A—-B B-C
tan tan tan
a—b_ 2 b—c_ 2 a—c

a+b A+B\  b+c B+C\’ a—l—c:
tan 5 tan 5 tan

S
Q

)
)

I
4+ | o
Q

(]

Este resultado pode ser encontrado, por exemplo, em [18].
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3.7.1 Solucao

A Lei dos Senos fornece:

a b c
sen(A)  sen(B)  sen(c) 2R

A formula para o seno da soma e diferenca de angulos fornecem:

sen(ar+ f) = senacos 5 + cos asen = sen(a + ) — sen(a — ) = 2senf3 cos «
sen(a — ) = sena cos B — cos asen3

A+ B A-B
Colocando, a+ = A e a— = B, obtém-se a = ;L e = —5 Assim, podemos
escrever: A B A4 B
sen(A) — sen(B) = 2sen (%) cos ( —; )
Logo,
A+ B
9 A-B
a—b 2r(senA— senB) sen (£57) cos < 2 )
a+b 2r(senA+ senB) 9 sem (A — (—B)) o (A + (—B))
2 2
Assim,
N A-—B A+ B tom A-—B
ab sen | —— | cos 5 - a 5
a+b A—-B A+ B\ A+ B
COS 5 sen 5 tan 5

Analogamente, temos:
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3.8 Em direcao as funcoes seno, cosseno e tangente

Na secao anterior, valores especificos de angulo foram observados. Neste caso, os valores
de seno, cosseno e tangente serao mostrados em forma grafica para angulo variando em um
intervalo definido. O rastro dos pontos poe em evidéncia o comportamento distinto das funcoes
seno, cosseno e tangente conforme pode ser observado na Figura 3.11.

Essa visualizacao pontual ainda pode ajudar na andlise do quociente entre seno e cosseno
que tem como consequéncia a assintota vertical nos adngulo multiplos de 7/2. Observe que
quando o angulo tende a 7/2 por valores menores que 7/2, os valores de seno e cosseno tendem a
unidade e zero, respectivamente. Logo, o quociente, tangente, cresce indefinidamente conforme
pode ser observado na Figura 3.11. O mesmo efeito pode ser observado quando o angulo tende
a 3m/2 por valores menores. Por outro lado, para dngulos quando o angulo tende a /2 ou

37/2 por valores maiores, entao a razao entre seno e cosseno decresce indefinidamente.

Figura 3.11: Visualizacao grafica dos pontos de seno, cosseno e tangente. Disponivel Q

7‘ Graficode y=Cos a
/] Grafico de y = sina
|V Grifico de y =Tana '

a=634

Fonte: Adaptado de [6].

3.9 Circulo unitario e funcao seno

Aqui, a fungao seno é apresentada de forma mais geral. Note que é permitido que o angulo
varie em um intervalo distinto daquele apresentado anteriormente. O conjunto de pontos é
trocado por uma linha continua e os valores do seno do angulo sao grafados continuamente.

A fungdo f: R — [-1,1] C R, f(z) = sen(z) é continua.
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Figura 3.12: Gréfico de seno. Disponivel {:}

Fonte: [3].

3.10 Circulo unitario e funcao cosseno

Aqui, a funcao cosseno é apresentada de forma mais geral. Note que é permitido que o
angulo varie em um intervalo distinto daquele apresentado anteriormente. O conjunto de pontos
é trocado por uma linha continua e os valores do seno do angulo sao grafados continuamente.

A funcao f: R — [-1,1] C R, f(x) = cos(x) é continua.

Figura 3.13: Gréfico de cosseno. Disponivel Q

Fonte: [1].
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3.11 Circulo unitario e fungcao tangente

Aqui, a funcao tangente é apresentada de forma mais geral. Note que é permitido que o
angulo varie em um intervalo distinto daquele apresentado anteriormente. O conjunto de pontos
é trocado por uma linha continua e os valores do seno do angulo sao grafados continuamente.

A funcao f: R — {z|cos(z) = 0} — R, f(z) = tan(z) é continua no dominio, que pode
ser reescrito como Dy = {x € R|z # kr/2,k € Z}.

Figura 3.14: Grafico de tangente. Disponivel @

e et e e

Fonte: [5].

Antes de iniciar outras discussoes relacionadas, retomemos as definicoes e exploracao
de outras relacoes trigonométricas no triangulo retangulo. Em principio nao ha motivo para
que as quantidades seno, cosseno e tangente sejam as tnicas quantidades calculadas. Dessa
forma, podem ser relacionadas as quantidades cotangente, secante e cossecante. Cada uma
delas representa quocientes especificos de quantidades geométricas relacionadas as semelhancas

de triangulos.

3.12 Visualizacao das outras funcoes trigonométricas

Todas as fungoes trigonométricas podem ser visualizadas na link apresentado Figura 3.15.
A interatividade permite explorar as relacoes entre as funcdes trigonométricas e as diferentes
visualizacoes para as fungoes tangente, cotangente, secante e cossecante. No entanto, o foco
ficara nas fungoes secante, cossecante e cotangente.

A Figura 3.15 mostra a funcao f(z) = csc(x), em que x é um angulo no ciclo trigonomé-

trico e grafado no eixo das abscissas. Graficamente, a fungao cossecante possui comportamento
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ciclico, ou seja, ora a concavidade para cima e ora concavidade para baixo. O comportamento

da funcao pode ser analisado do ponto de vista da defini¢dao, pois o quociente

1
sen(x)

cse(x) =

terd o sinal do seno. Portanto, o sinal do seno fornece o sinal da funcao cossecante. No
intervalo em que seno é positivo, entao cossecante é positiva e com valor minimo 1, atingido
quando cosseno ¢ igual a 1. Por outro lado, no intervalo que a funcao seno é negativa, entao os
valores de cossecante sao negativos com valor maximo -1, que é onde o cosseno atinge valor -1
também. Dessa forma, fica estabelecido indutivamente a caracteristica apresentada no grafico
de que a funcao cossecante ora é tangente ao grafico do seno no ponto de méximo ora é tangente

ao grafico do seno no ponto de minimo.

Figura 3.15: Grafico da funcao cossecante. Disponivel @

1
3
! 2
1 7 " 3
1
dn In in n IJ- n n an
8=|-6.72 >
sinfx) W | csclx)
cos(x) sec(x)
__| tanix) L cot(x) |_ Show values
Fonte: [10]

A Figura 3.16 mostra a fungao

f(z) = sec(z),

em que x é um angulo no ciclo trigonométrico e grafado no eixo das abscissas. Graficamente,
a funcao secante possui comportamento ciclico, ou seja, ora a concavidade para cima e ora
concavidade para baixo. O comportamento da funcao pode ser analisado do ponto de vista da

definicao, pois o quociente
1

cos(z)

sec(z) =

terd o sinal do cosseno. Portanto, o sinal do cosseno fornece o sinal da fungao cossecante. No
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intervalo em que cosseno é positivo, entao cossecante é positiva e com valor minimo 1, atingido
quando cosseno é igual a 1. Por outro lado, no intervalo que a fungao cosseno é negativa, entao
os valores de cossecante sao negativos com valor maximo -1, que é onde o cosseno atinge valor
-1 também. Dessa forma, também fica estabelecido indutivamente a caracteristica apresentada
na Figura 3.16 de que a funcao cossecante ora toca o grafico do seno no ponto de maximo ora

toca o grafico do seno no ponto de minimo.

Figura 3.16: Gréfico da funcao secante. Disponivel @

*
1 0 1 2
An n . n x . 0] " n .
-1
B=[1.01 - 2
| sinix) ] cscix) .
B cos(x) i sec(x)
: tanix) : cot(x) |_ Show values
Fonte: [10]

A Figura 3.17 mostra a funcao

f(x) = cot(z),

em que x ¢ um angulo no ciclo trigonométrico e grafado no eixo das abscissas. Graficamente,
a funcao tangente possui um comportamento comportamento ciclico analogo ao da funcao
tangente. Um detalhe importante, é que a funcao cotangente pode ser vista como uma reflexao
da fungao tangente em relagao aos pontos em que o seno ¢ nulo. O Comportamento da fungao

pode ser analisado do ponto de vista da defini¢ao, pois o quociente

cos(x)

cot(z) = sen(x)

terd o sinal resultante da regra dos sinais. As assintotas verticais ocorrem nos pontos em que

o sen(z) = 0, ou seja, em pontos da forma km, k € Z.
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Figura 3.17: Grafico da fungao cotangente. Disponivel @

e=[1.01 -

| sin(x) cscix)

| | cosix) sec(x)

|: tan(x) Z cot(x) |_

Fonte: [10]

Show values

3.13 Interpretacao Geométrica de algumas relacoes trigo-

nométricas

A relacao fundamental da trigonometria:
sen’a + cos®a = 1

pode ser interpretada geometricamente em termos de areas conforme apresentado na Figura

3.18. Neste caso, os quadrados de areas:

SQuad1 €os” 0 Souads = sen’d

sao deformados em retangulos de lado 1 com altura tal que a area seja preservada. Ambas as
areas sao levadas no quadrado de lado 1.
A relacao

tan?a + 1 = sec® a

pode ser interpretada geometricamente em termos de areas conforme apresentado na Figura
3.19. Neste caso, a funcao secante é sempre maior que a funcao tangente e, portanto, os
quadrados de areas:

SQuadl = tan2 0 = SQuadz = SeC2 0

diferem por uma unidade. A regido na cor branca pode ser deformada em de forma a preencher

um quadrado unitario.
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Figura 3.18: Relagao fundamental em termos de &reas. Disponivel O

Fonte: Adaptado de [7].

Figura 3.19: tan?(f) + 1 = sec? § em termos de &reas. Disponivel O

Fonte: Adaptado de [8].
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Capitulo 4

Algumas construcoes envolvendo

triangulos semelhantes e congruentes

Neste capitulo, o foco esta na construcao das tangentes internas, construcao e externas a
duas circunferéncias e na apresentacao da solucao de um exercicio de olimpiada. Por fim, alguns
modelos simplificados para ilustrar a translagao da lua e terra e dois modelos de deslizamento
de uma estrutura de um portao basculante serdo apresentados. E necessério ressaltar que o
objetivo é apresentar as potencialidades do GeoGebra para exploracao de assuntos diversos com

foco na questao interativa e computacional.

4.1 Tangentes Externas a Duas Circunferéncias

Exercicio 18. Considere duas circunferéncias quaisquer e faca a construcao das retas tangentes

externas & duas circunferéncias dadas.

4.1.1 Solucao

A Figura 4.1 serve de guia para a construcao.

1. Construa as duas circunferéncias ¢ e d com centros A e B e raios AC' e BD, respectiva-

mente. Utilize, por exemplo, circunferéncia por dois pontos dados.
2. Construa a reta f passando por A e B e que intersecta c e d em F e F, respectivamente.

3. Construa uma circunferéncia e de centro F' e raio BD ( transporte a circunferéncia d para

o ponto F' utilizando o compasso.

4. Determine os pontos de intersecao GG entre a circunferéncia anterior e a reta f. O ponto

GG é o ponto mais interno e proximo ao centro A.
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Figura 4.1: Retas tangentes externas a duas circunferéncias. Disponivel @

Fonte: Os autores.

Counstruir a circunferéncia g centrada em A e raio AG.

Construir as retas tangentes h e ¢ passando por pelos pontos C', H e C, I respectivamente.

Calcular os pontos de intersecao H e I, respectivamente.

Construa as retas k e j: retas passando pelos pontos A, H e A, I, respectivamente.

Determine os pontos de intersecao K e J das retas k e j com a circunferéncia c.
Construa as retas paralelas as retas h e i e que passam por K e J.

Determine os pontos de tangéncia L e M a circunferéncia d e o ponto de intersecao das

retas do item anterior.

4.2 Tangentes Internas a duas circunferéncias

Exercicio 19. Considere duas circunferéncias quaisquer e faca a construcao das retas tangentes

internas & duas circunferéncias dadas.

4.2.1 Solucao

1.

2.

3.

Construa as duas circunferéncias ¢ e d com centros A e B e raios AC' e BD, respectiva-

mente.
Construa a reta f passando por A e B e que intersecta c e d em E e F, respectivamente.

Construa uma circunferéncia e de centro F' e raio BD.
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Figura 4.2: Retas tangentes internas a duas circunferéncias. Disponivel @

Fonte: Os autores.

4. Determine o ponto de intersecao G e (G1 entre a circunferéncia anterior e a reta f. O
ponto G é o ponto mais interno e proximo ao centro A, enquanto que GG1 é o ponto mais

externo e distante do centro A.
5. Construir a circunferéncia p centrada em A e raio AG1.
6. Construir as retas tangentes n e g passando por pelo ponto S,C' e O, C.
7. Calcular os pontos de intersecao R e (), respectivamente.
8. Construa as retas a e s: retas passando pelos pontos A, R e A, (), respectivamente.
9. Determine os pontos de interse¢ao S e T das retas a e s com a circunferéncia c.
10. Construa as retas paralelas as retas n e ¢ e que passam por S e T

11. Determine os pontos de tangéncia V e W a circunferéncia d e o ponto de intersecao das

retas do item anterior.

As tangentes internas e externas sao apresentadas em conjunto na Figura 4.3. Note que
o processo de construcao pode ser executado para duas circunferéncias quaisquer tais que a
distancia entre os centros das circunferéncias seja maior que a soma dos comprimentos dos

raios.
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Figura 4.3: Retas tangentes internas a duas circunferéncias. Disponivel @

@®passo =5

Fonte: Os autores.

4.3 Tangentes interna e externas II

Nesta secao um procedimento alternativo para o calculo das tangentes internas e externas

é apresentado. A Figura 4.4 serve de guia para o procedimento.
Exercicio 20. Considere duas circunferéncias quaisquer e faca a construcao das retas tangentes

witernas & duas circunferéncias dadas.

4.3.1 Solucao

1. Construa duas circunferéncias quaisquer ¢ e d com centros A e C, respectivamente.
2. Trace a reta f passando por A e C.

3. Determine um ponto P qualquer sobre c.

4. Construa a reta g passando por P e A.

5. Determine a reta h, paralela a reta g, passando por C.

6. Calcule os pontos de interse¢cao da reta g com a circunferéncia ¢ e da reta h com a

circunferéncia d. Considere que F, F' e H sejam tais pontos.
7. A reta i passando por F e H determina o ponto I (intersecao de g e i).

8. Ative o rastro para as construcoes do item anterior.
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Figura 4.4: Retas tangentes internas a duas circunferéncias. Disponivel @

-

Fonte: Os autores.

9. O ponto I determina as tangentes externas a ambas as circunferéncias ¢ e d com pontos
de intersecao G, J, M e N.

10. Apenas por ilustracao, construa os poligonos CGI e C'JI.
11. Construa a reta ¢ passando por E e F'. Ative o rastro.
12. A intersecao da reta ¢ com a reta f da origem ao ponto O.

13. Calcule as tangentes a uma das duas circunferéncias a partir do ponto O. Estas serao

tangentes a outra circunferéncia. Os pontos de tangencia sao S, T, U e V.

Um elemento exploratorio interessante é que as retas ¢ (reta que passa por E e H) e |
(reta que passa por E e O) possuem comportamento dinamico relacionado ao ponto P. Ou
seja, ao animar P, com rastro ativado para as retas, obtém-se a Figura 4.5. E conveniente
observar que a coloracao da figura aqui obtida é devido ao rastro dos elementos.

A seguir, um problema da Olimpiada de Matemaética é apresentado.

4.3.2 P1 NA IGO 2018

Exercicio 21. P1 NA IGO 2018 - Duas circunferéncias wy, wy se intersectam nos pontos A e
B. Sejam PQ uma linha tangente comum aos dois circulos com P € wy e Q € wy e um ponto
arbitrario X € wy. A linha AX intersecta wy pela sequnda vezem Y. Os pontos Y' #Y estio
em wq de tal forma que QY = QY'. A linha Y'B intersecta wy pela sequnda vez em X'. Provar
que PX = PX'.
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Figura 4.5: Retas tangentes internas a duas circunferéncias. Disponivel O

L |
w9 LLY
w AzlFa we

moe

Fonte: Os autores.

A solucao do problema é dividida entre o processo de construcao inicial e a solucao do

problema.

4.3.3 Construcao inicial

A Figura 4.6 fornece a guia para para a construcao. O App interativo esta disponivel

\*

Figura 4.6: Construgao inicial para P1 NA 1GO 2018. Disponivel O

]

1
1
i
1

Fonte: Os autores.
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1. Construa as duas circunferéncias w; e wo de centros O e Oy, respectivamente. Sejam A

e B os respectivos pontos de intersecao entre ambas.

2. Construa a reta tangente, a ambas nos pontos P e @), respectivamente. O procedimento

de construcao de tangente externa é idéntico ao anteriormente apresentado e consiste em:
e tracar a circunferéncia de centro em C' e raio O1E;
e determinar a intersecao I’ com a reta que contém O; e Oy;
e construir a circunferéncia de centro O, e raio Oy F';
e calcular as retas tangentes da circunferéncia anterior passando por Oo;

e determinar a intersecao G de uma das retas com a circunferéncia wy e determinar a

intersecao ();

e finalmente, tracar uma paralela & tangente passando por () e determinar o ponto P

(interse¢ao da reta com wy.)
3. Marcar um ponto X arbitrario (Utilize Ponto(w)).
4. Tracar a reta por X e A e determinar Y;

5. Tragar a circunferéncia de centro em @ e raio QY e determinar X’ = Xlinha (a outra

intersecao das circunferéncias); construir os segmentos e adotar o estilo desejado;

6. Tracar a reta passando por Ylinha e B com intersecao em Xlinha = X'. Construir os

segmentos e adotar o estilo desejado.

4.3.4 Solucao

A Figura 4.7 é uma guia para a solugao. O Link interativo esta disponivel Q

Como QY = QY' = ZQYY' = ZQY'Y. Em ws temos ZQYY' = ZY'QQP por serem
angulos inscritos e de segmento relativos a corda QY’ e com angulo central ZQO,Y’. Ainda
em wy temos /Y'Y A= /Y'BA, pois enxergam a mesma corda YA e possuem angulo central
Y'OyA. Em w; temos ZABX' = ZAXX', pois enxergam a mesma corda AX’' e possuem
angulo central AO;X1. Portanto, pode ser concluido que XX’ || Y'Y || PQ. Além disso,
/PXX' = /X'PQ, pois sao angulos inscritos e de segmento relativos a corda PX’ de w; com
angulo central ZPO,A. Logo, o ZX'PQ = ZPX'X pois XX’ || PQ e, portanto, o tridangulo
APX X' é isosceles.
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Figura 4.7: Solugao para P1 NA IGO 2018. Disponivel @

@ Passo=89

Fonte: Os autores.

4.4 Modelo simplificado: propagacao retilinea da luz

Modelo simplificado da propagacao retilinea da luz para esclarecer a geracao de zonas de
escuridao. Neste caso, o Sol e a Terra sao considerados para ilustracao da propagacao retilinea
da luz. Deve ser notado que nao ha interesse em uma discussao com carater fisico sobre o
problema de gravitacao. Também é importante salientar que o movimento de translagao da
lua em torno da terra ocorre em espaco 3D. Além disso, para um modelo mais realista ha
necessidade de considerar a rotagao e translacao da terra, a sincronizacao de movimento da
lua em relacao a terra, o movimento do sol, o movimento de rotacao da lua, entre outros.
Uma discussao pode ser encontrada, por exemplo, em [36]. Discussdes relacionadas ao assunto
podem ser encontradas em [11] e [9], por exemplo.

O objetivo da construcao da Figura 4.8 é uma ilustracao geométrica no espaco 2D de um
fenomeno que ocorre no espago 3D por meio do GeoGebra e, portanto, possui um carater mais

exploratorio da ferramenta.

Exercicio 22. Construir um modelo bidimensional, sem escala, envolvendo a Terra e o Sol

para tlustrar a propagacao retilinea da luz.

4.4.1 Solugao

1. Construir duas circunferéncias de raios distintos. Ambos, sol (imaginario) e terra(imaginaria)

podem ser deslocadas devido possibilidade de movimentacao de pontos do GeoGebra.

2. Tracar as tangentes internas e externas.
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3. Construir um poligono entre os pontos de tangéncia da Terra.

Figura 4.8: Modelo simplificado para a propagagao retilinea da luz. Disponivel @

Fonte: Os autores.

4.5 Modelo simplificado Sol-Terra-Lua

Modelo simplificado, fora de escala, da translagao da lua em torno da terra e de translacao
da terra em torno do sol. Neste caso, apenas os movimentos de rotacao foram considerados. O
objetivo da construcao ¢ fornecer uma ilustracao geométrica simplificada no espaco 2D de um
fendmeno que ocorre no espaco 3D por meio do GeoGebra para suscitar discussoes adicionais.
Os autores sugerem adotar referéncias especificas para tal assunto. Ver, por exemplo, [36], [11],

[9] e referéncias para maiores detalhes.

Exercicio 23. Construa um modelo bidimensional para o sistema Sol, Terra e Lua e ilustre a

propagacao retilinea da luz do item anterior. Considere as sequintes informagoes:
1. O sol (imagindrio) estd estd localizado em um dos focos de uma elipse.
2. A terra (imagindria) movimenta-se sobre a elipse do item anterior.
3. Os objetos nao estao em escala.
4. Os parametros do problema podem ser variados via Controle Deslizante.

5. A elipse € varidvel com os valores dos eixos maiores e menores.
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4.5.1 Solucao

A Figura 4.9 serve de guia para a construgao.

Figura 4.9: Modelo simplificado do Sistema Solar. Disponivel @

$b=184 e AT

#a=205 oy,
Y

#$Rs =D.64
Rt=0.3 '

-F2 \

Excentricidade: e=0.44

Fonte: Os autores.

1. Defina os controles deslizantes para a (eixo maior) e b (eixo menor) da elipse.
2. Determine ¢ = v/a? — b?. Defina os focos F'1 = (¢,0) e F'2 = (—¢,0).

3. Defina um controle deslizante para o raio do sol Rs. Construa um circulo de centro F'1 e

raio Rs.

4. Construa a elipse d1 com o comando:

dl = Curva(a - sen(u),b - cos(u), u, 0, 27),

e escolha um ponto PT sobre d1 (use Ponto(dl)).

5. Construa a elipse e de centro em PT e eixos iguais a 2Rt. Escolha o ponto representante
da lua (Pl) sobre e.

6. Execute o procedimento de construcao das tangentes externas conforme apresentado an-
teriormente. Note que construgao das tangentes internas nao foram feitas, pois o objetivo

é a apresentacao do processo dindmico baseado no GeoGebra. Os detalhes da construgao

podem ser obtidos em @
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4.5.2 Modelo Simplificado do Sistema solar em 3D

Modelo 3D simplificado da translacao da lua em torno da terra e de translacao da terra
em torno do sol. O objetivo da construgao a seguir é uma ilustracao geométrica no espaco 3D

por meio do GeoGebra.

Exercicio 24. Construa um modelo 3D para o sistema Sol, Terra e Lua. Faca duas construgoes

para o movimento da lua sendo que uma delas deve ser inclinada em relacao ao plano horizontal.
1. O sol (imagindrio) estd estd localizado em um dos focos de uma elipse.
2. A terra (imagindria) movimenta-se sobre a elipse do item anterior.
3. Os objetos nao estio em escala.
4. Os parametros do problema podem ser variados via Controle Deslizante.

5. A elipse € varidvel com os valores dos eixos maiores e menores.

4.5.3 Solucao

Neste caso o processo de construcao é analogo ao anterior e a Figura 4.10 é ilustrativa.

Link interativo disponivel @

Figura 4.10: Modelo simplificado do Sistema Solar em 3D. Disponivel Q

Fonte: Os autores.

1. Defina os controles deslizantes para a (eixo maior) e b (eixo menor) da elipse.
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2. Determine o valor de c e defina os focos como na se¢ao anterior.

3. Defina um controle deslizante para o raio do sol Rs. Construa a esfera cs de centro F'1 e

raio Rs.

4. Construa a elipse el com eixo maior a e eixo menor b. Crie um controle deslizante pvalorl

para intervalo de 0 a 27. Escolha um ponto T' = el(pvalorl).

5. Construa o controle deslizante Rt para o raio da terra. Defina a esfera Ct de centro em
T e raio Rt.

6. Construa a esfera cl de centro em T e raio 2Rt. Defina a curva clua por meio de uma

elipse de centro em 7' e eixos maior e menor de raios 2Rt.

7. Defina o controle deslizante pvalor2 e defina L = clua(pvalor2). Defina Lua como esfera
de centro L e raio Rt/3.

8. Determine pontos P1 e P2 em cl. Construa um plano p por P1, P2 e T.
9. A intersecao de ¢l com o plano p fornece uma curva d.

10. Construa um ponto PL2 em d. Construa uma esfera em de centro PL2 e raio Rt/3.

Note que ha duas construcoes para a lua: a primeira, o movimento ocorre no plano
XY, enquanto que na segunda o movimento ocorre com uma certa inclinacao em relagao ao
plano XY. Esse movimento inclinado em relacao ao plano XY é uma melhor representacao do

movimento real em relacao ao movimento no plano XY

4.6 Modelo de deslocamento de perfil de portao basculante

Nesta se¢ao, a construcao de um modelo 2D para o deslocamento do perfil de um portao

basculante é considerado. Na proxima secao, o modelo 3D é considerado.

Exercicio 25. Construa o perfil de deslocamento da estrutura de um portao basculante utili-

zando geometria plana com GeoGebra.

De modo simples é uma estrutura rigida com um ponto que se desloca sobre uma superficie
vertical com um braco fixo na por¢ao superior. A Figura 4.12 ilustra o objeto 3D caso o leitor
desconheca tal objeto. Também pode ser facilmente encontrado em figuras por meio de um

buscador.
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4.6.1 Solucao

Neste caso, apenas o perfil de deslizamento é solicitado. A Figura 4.11 serve de guia para

o processo de construcao.

Figura 4.11: Modelo simplificado de deslocamento de um portao basculante. Disponivel Q

ang = 3.9 - - )1_:

Fontes: Os autores.

1. Construa os eixos Y (el) e X(e2), respectivamente. Coloque o pé do perfil do portao

sobre a origem do sistema de coordenadas.

considerados.

Note que folgas e espacamentos nao sao

2. Construa o Controle Deslizante AB para determinar a altura da barra vertical de susten-

tacdo. Determine o ponto D = (0, AB).

3. Construa o controle deslizante ang € [r,3 - 7/2].

. Construa o circulo ¢11 de centro em D e raio AB/4 utilizando a fun¢ao curva (funcdo
paramétrica) com argumento (x(D) + AB/4 - sen(u),y(D) + AB/4 - cos(u) no intervalo
0, 27].

. Construa o ponto C' = cl1(ang). Construa o circulo ¢2 de centro C e raio AB/4. Deter-

mine a intersecao P de ¢2 com o eixo Y.

. A reta [1 por C e P intersecta ¢2 em B. O circulo de centro em B e raio AB intersecta

a reta [1 em B. Delimite o segmento AB e o segmento C'D.

. Construa o circulo de centro em D e raio AB/2. Construa a elipse (z(D) + AB/2 -
sen(u),y(D) + AB/2 - cos(u) no intervalo [0, 27].
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4.7 Modelo 3D de deslocamento de portao basculante

Nesta se¢ao, o modelo 3D ¢ considerado. O perfil de deslocamento é idéntico ao anterior,
mas é necessario inserir algumas modificagoes para englobar a coordenada espacial. Além disso,

acrescenta-se os detalhes do restante do objeto.

Exercicio 26. Construa um modelo 3D para o deslocamento da estrutura de um portao bascu-

lante utilizando geometria plana com GeoGebra.

4.7.1 Solucao

A Figura 4.12 serve de guia para a construcgao.

Figura 4.12: Modelo simplificado para um portao basculante. Disponivel @

-
..

-
“n
" e
L ST

Fonte: Os autores.

1. Construa os controles deslizantes AB e ang andlogos da se¢ao anterior. Defina o ponto
D = (0,0, AB).

2. Construa o circulo 11 de centro em D e raio AB/4 utilizando a fung¢ao curva (funcao

paramétrica) com argumento:

(0,2(D) + AB/4sen(u), z(D) + AB/4 cos(u)),

no intervalo [0, 27].

3. Construa o ponto C' = cl1(ang). Construa o circulo ¢2 de centro C' e raio AB/4. Deter-

mine a intersecao P de ¢2 com o segmento AD.
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4. A reta [1 por C' e P intersecta ¢2 em B. O circulo de centro em B, raio AB e na direcao

de 2 intersecta a reta [1 em B. Delimite o segmento AB e o segmento C'D.
5. Construa o conjunto de segmentos:

e 0 segmento de A até A+ (24B,0,0);
e o segmento de B a B + (2AB,0,0);

o segmento A + (2AB,0,0) até B + (2AB,0,0);

o segmento (1.01D até 1.01D + (2AB,0,0);
e 0 segmento de 1.01D + (24B,0,0) até 2.01D + (2A4B,0,0).

6. Construa o circulo de centro em D e raio AB/2 na direcao de ¢2. Construa a elipse

(0,2(D) 4+ AB/2 - sen(u), z(D) + AB/2 - cos(u),
no intervalo [0, 27].

7. Adicione dois poligonos ao retangulo gerado pelos segmentos.
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Capitulo 5

Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis

e bicéntricos

Neste capitulo, os quadrilateros inscritiveis serao considerados. Um caso especial é o
quadrilatero bicéntrico, o qual admite um quadrilatero inscrito e um quadrilatero circunscrito.
Alguns resultados e respectivas demonstragoes sao apresentados tanto para os quadrilateros ins-
critiveis quanto para os quadrilateros bicéntricos. Também sao apresentados um caso particular
e um caso geral para construcao de quadrilateros bicéntricos.

A Figura 5.1 mostra um quadrado que é um exemplo de quadrilatero bicéntrico. E ciclico
pois é possivel construir uma circunferéncia que contenha seus respectivos vértices. E bicéntrico

pois é possivel inscrever um circulo tangente a todos os respectivos lados.

Figura 5.1: Exemplo de quadrilatero ciclico e bicéntrico. Disponivel C}

Fonte: Os autores.
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5.1 Quadrilatero inscritivel

Uma nocao introdutoéria e exploratoria sobre os quadrilateros inscritiveis pode ser obtida

por meio da manipulacao dos elementos mostrados na Figura 5.2, os quais podem ser acessados

no link @

Figura 5.2: Exemplo exploratério para quadrilateros ciclicos. Disponivel @

& =210.1645"°

B =105.0822°

Fonte: Os autores.

Definicao 1. Um quadrildtero ciclico é um quadrildtero no qual um circulo pode ser circunscrito

de tal forma que cada vértice do poligono pertence ao circulo.

Teorema 2. Um quadrildtero ABC D € inscritivel se, e somente se, a soma dos dngulos opostos
¢ 180°, ou seja, LBAD + /BCD = 180° e ZABC + LZADC = 180°.

A Figura 5.3 serve de guia para a demonstracgao.

Demonstragao. (=) Suponhamos que ABCD seja inscritivel na circunferéncia de centro O.
Consideramos o arco ADC' de medida 2a. Um angulo inscrito correspondente ao mesmo é
/ABC = «a. Por outro lado, seja o arco ABC' de medida 23. Um angulo inscrito correspondente

serd ZADC = 3. Logo, uma volta completa em torno de O permite calcular:
200+ 2 = 360° = a+ [ = 180°.

Isto é,
/ZABC + ZADC = 180°.
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Figura 5.3: Guia para o Teorema 2. Disponivel Q

Fonte: Os autores.

Analogamente, considere o arco BAC' de medida 2a’. Um angulo inscrito correspondente ao
mesmo é ZBAC = o/. O arco BC'D de medida 23’., entao um angulo inscrito correspondente

serd /BCD = 3. Logo, uma volta completa em torno de O permite calcular:
20 + 283 = 360° = o + B’ = 180°.

Isto é,
/BAC + ZBCD = 180°.

(<) A Figura 5.4 serve de guia para a demonstragao. Por hipotese temos que a soma dos

angulos opostos no quadrilatero convexo ABC'D é 180° :

LDAB+ ZDCB =180° e ZADC + ZABC = 180°

Seja BC'D = «, logo ZDAB = 180° — a.. Suponha, por absurdo, que ABC'D nao seja
inscritivel. Tragamos a reta C'B e marcamos o ponto E na interse¢do com a circunferéncia.
Por constru¢ao, ABED é inscritivel e, portanto, /DAB + Z/DEB = 180°. Logo, /ZDEB =
/DCB = «a que é uma contradicao, pois F, é o angulo externo do ADCE, e, portanto:
/DEB=/DCB+ /EDC = a=a+ £ZDCB > a.

A mesma argumentagao pode ser utilizada ao supor que C pertenca ao interior da circun-
feréncia determinada por ABD.

O]
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Figura 5.4: Guia para a reciproca do Teorema 2. Disponivel @

Fonte: Os autores.

Teorema 3. Um quadrildtero € inscritivel se, e somente se, o dngulo entre um lado e uma
diagonal € igual ao dngulo entre o lado oposto e a outra diagonal.

O resultado expresso no teorema anterior pode ser explorado numericamente por meio da

manipulacao interativa utilizando o GeoGebra de forma interativa Q, cuja versao estatica é

mostrada na Figura 5.5.

Figura 5.5: Tlustragao numérica do Teorema 3. Disponivel @

Fonte: Os autores.

Note que os angulos ZCBD e ZC AD, juntamente com o segmento C'D e a circunferéncia

c com centro em O remetem as construcoes do arco capaz e respectivas conclusoes sobre a
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igualdade dos angulos. Para a demonstracao do teorema, a Figura 5.6 serve de guia para a

demonstragao.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que o quadrilatero ABC D seja inscritivel. Seja o arco C’AD = 2aq,
entdo ZOBD = ZCAD = a/2. De forma analoga, podemos concluir que ZACD = ZABD e
/BAC = ZCDB.

(<) A Figura 5.6 serve de quia para a reciproca do teorema. Seja o quadrilatero ABCD.
Por hipotese, vale que ZADB = ZACB. Suponha, por absurdo, que ABCD nao é inscritivel,
ou seja, suponha que C seja o ponto tal que ndo pertenca a circunferéncia passando por A, B
e D. Construa o ponto E, intersecao do prolongamento do segmento BC com a circunferéncia
passando por ABD. Por construcao, ABED é inscritivel. Logo ZADB = ZAEB. Segue que
/ZACB = ZAEB. Absurdo, pois ZACB é angulo externo do AACE e vale que:

LACB = ZAEB + LFEAC > LAEB.

Figura 5.6: Guia para a reciproca da demonstracao do Teorema 3. Disponivel @

o)

Fonte: Os autores.

5.2 Exercicio

Exercicio 27. IGO 2014. Proposto por Morteza Saghafian. Em um tridngulo ABC temos
/C = ZA4+90°. O ponto D na continuacao de BC' € tal que AC = AD. O ponto E estd no
lado de BC que nao contém A e deve satisfazer que /EBC = /A e ZEDC = %AA. Provar
que ZCED = ZABC.
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5.2.1 Construcao inicial

Utilize a Figura 5.7 como guia para a construgao inicial, a qual contém as informacoes do

problema.

Figura 5.7: Guia para a construcao do exercicio. Disponivel @

VA LT VI

Fonte: Os autores.

1. Considere os pontos B e C. Anote um ponto F' sobre a reta perpendicular & reta que
contém BC. Determine a circunferéncia de centro F' e raio F'C'. Determine o ponto A,

intersecao da reta que passa por B e F.

2. A circunferéncia de centro em A e raio AC' determina o ponto D, intersecao com a reta

que passa por BC.
3. O ponto C’ é a rotacao o ponto C pelo angulo ZFAC em torno do ponto B.
4. O ponto C] é a rotagdo do ponto C pelo angulo ZFAC/2 em torno do ponto D.
5. Seja E o ponto de intersecao das retas por AC" e ACY, respectivamente. Observa a Figura

5.7 para mais detalhes.

5.2.2 Solucao

A Figura 5.8 serve de guia para a solugao do exercicio.

1. Seja M o ponto médio C'D. Como o triangulo AACD é is6sceles, entao AM esta sobre
a mediatriz de C'D.
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Figura 5.8: Guia para a solugao do exercicio. Disponivel em @

Fonte: Os autores.

2. Sejam P e () as intersecoes da mediatriz de C'D com os segmentos DE e BE, respecti-

vamente.

3. Como o ponto P estd na mediatriz do segmento C'D, entao ACDP é isosceles de base
CD. PC=PD e ZPCD =35 =/ZPDC.

4. No AABC:
LABC +a+90 +a =180 = LZABC = 90 — 2a.

5. Seja G a intersecao dos prolongamentos de AC' e BE. Em AAGB:
90 — 2o+ a+ a+ LAGB = 180.

Logo, ZAGB =90. ... AAGDB é retangulo em G.

6. No AABQ temos que BM e AG sao alturas. Por definicdao, ponto C' é o ortocentro de
AABQ. Seja H o pé da altura relativa ao lado AB.

7. No AHQB:
90+90 —2a+a+ /HQB=180 /HQB = /CQE = «.

No APDC temos ZCPFE é angulo externo:

1 1
a = §a + §Oz =/PDC+ /PCD = /CPE.
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8. Como LZCPFE = ZCQF, entao o quadrilatero CPQFE é ciclico. Construa a circunferéncia
por CPQE.

9. Do AAM B temos:
90 —-2a+90+a+ LCAM = 180.

Logo, ZCUAM = «. De AHQA segue:
90 + 2a + LZHQA = 180.

Logo, ZHQA = 90° — 2a.

10. Como o quadrilatero CPQE ¢ ciclico, entao ZCEP = ZCQP., pois enxergam a mesma
corda CP e, por consequéncia, definidos pelo mesmo angulo inscrito. .. ZCED =

ZCQP = ZABC, como queriamos provar.

5.3 Quadrilateros bicéntricos

Definicao 2. Um quadrilitero ABCD ¢é chamado bicéntrico se € inscritivel e circunscritivel

simultaneamente [/7].

Um exemplo de quadrilatero bicéntrico foi apresentado na Figura 5.1. Obter um qua-
drilatero bicéntrico parece uma tarefa simples & primeira vista, mas sem a utilizagao de um
resultado matemaético pode ser um problema um pouco mais exigente. No entanto, o seguinte

resultado é 1util para a determinacao de um quadrilatero bicéntrico.

Proposicao 4. O quadrildtero ABC D, circunscrito a circunferéncia c, com pontos de tangéncia
Pe DA Qe AB, Re BC ¢S € CD, € bicéntrico se, e somente se, 0s segmentos PR e QS

sao perpendiculares.

Demonstracao. A Figura 5.9 serve de guia para a demonstracao.

(=) Suponha que ABCD ¢é bicéntrico e sejam P, ), R e S os pontos de tangéncia da
circunferéncia inscrita ¢ com centro em /. Como o quadrilatero ABC' D esté inscrito em uma
d entao LZABC + ZADC = 180°.

Ao considerar o quadrilatero Q BRI, observe que () e R sao pontos de tangencia e, por-
tanto, ZIRB = ZI1QB = 90. Como consequéncia, o quadrilatero QBRI também ¢ inscritivel
vale que:

/ABC +/QIR = 180°.
/QBR

Como LABC + ZADC = 180°, segue que ZADC = ZQIR.
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Figura 5.9: Guia para a demonstragao da proposicao. @

Fonte: Os autores.

Utilizando o mesmo argumento anterior, o quadrilatero PISD ¢é inscritivel e, portanto,

vale que:
LADC +/PIS = 180°.

/PDS
Como LABC + ZADC = 180°, segue que ZPI1S = ZABC. Logo:
LADC + LZABC = ZQIR + £ZPIS = 180°.

Notamos agora que X ¢é o angulo excéntrico interior de c e, portanto:

QR+PS /QIR+ /PIS
2 N 2

(<) Sejam P, Q, R e S os pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita no quadrilatero

/OQXR = = 90°.

ABCD com angulo entre os segmentos PR e QS um angulo reto. Provemos que o quadrilatero
ABCD é inscritivel.

/QIR + /PIS
2

Como o quadrilatero PISD é ciclico, entao ZPIS + ZADC = 180°, entao LADC = QIR.
Analogamente, conclui-se que Z/PI1S = ZABC' e, portanto, ZABC + ZADC = 180°.

Isto é, ABC'D também ¢é ciclico e logo bicéntrico.

/QXR = = 90° = ZQIR + £PIS = 180°.

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.2. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 115 p. ISBN 978-65-87023-23-6 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606 /9786587023236.


https://www.geogebra.org/m/yw7x5z48

CAPITULO 5. QUADRILATEROS INSCRITIVEIS, CIRCUNSCRITIVEIS E
BICENTRICOS 91

5.4 Construcao quadrilatero bicéntrico

Proposicao 5. Construir o quadrildtero bicéntrico utilizando a proposi¢ao anterior.

O processo de construcao utiliza o resultado da proposicao diretamente e facilita a ob-

tengao de um quadrilatero bicéntrico. A Figura 5.10 serve de guia e o link interativo pode ser
obtido @

1. Construa o circulo ¢ de centro A e que passa por um ponto B arbitrario.

2. Marque os pontos C' e D sobre ¢. Construa o segmento CD.

3. Por um ponto F em c, trace uma reta perpendicular ao segmento C'D. Obtenha os pontos

F e G conforme apontado na Figura 5.10.
4. Construa os segmentos AG, AC, AD, e AE.

5. Construa perpendiculares aos segmentos AG, AC, AD e AE passando pelos pontos G,
C,DelkFE.

6. Determine as intersecoes H, K, J e I.
7. Pela proposicao anterior, o quadrilatero H K JI é ciclico.

8. Ajuste outros elementos de interesse.

Figura 5.10: Guia para a construcao do quadrilatero bicéntrico. @

Fonte: Os autores.
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5.4.1 Construcao de quadrilatero bicéntrico por retas tangentes

A construcao de um tipo especifico de quadrilatero bicéntrico pode ser feita por meio da
utilizacao de retas tangentes. E necessario ressaltar que a construgao geométrica por meio da

proposicao é mais simples e direta.

Exercicio 28. Construir um quadrildtero bicéntrico utilizando retas tangentes a uma circun-

feréncia por um ponto.

5.4.1.1 Solucgao:

A Figura 5.11 serve de guia para a construcao proposta.

1. Construa o segmento G e H. Obtenha a mediatriz do segmento GH. Construa a circun-

feréncia de centro I sobre a mediatriz e tangente ao segmento GH.

2. Obtenha a intersecao U da mediatriz com a circunferéncia. Trace a reta perpendicular a

mediatriz passando por U.
3. Trace as retas tangentes a circunferéncia pelos pontos G e H.

4. Os pontos de intersecoes, por construcao, geram o quadrilatero bicéntrico.

Figura 5.11: Quadrilatero bicéntrico com retas tangentes e mediatrizes. @

Fonte: Os autores.
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5.5 Triangulo Pedal e a Formula de Euler

Esta secao mostra finaliza o capitulo com a féormula de Euler para a area do triangulo

pedal, cuja demonstragao é baseada na apresentagio proveniente de |2, pg. 74|.

Teorema 6. Seja AABC um tridngulo acutingulo e seja um ponto X no interior de um
tridngulo AABC'. Sejam P, M e N as projecées ortogonais. Mostre que a drea do AMNP ¢é

mdzima [?].

Demonstracao. Inicialmente, considere um triangulo acutangulo AABC e seja X um ponto
no interior de AABC com projecoes ortogonais, sobre os lados AB, AC' e BC dadas por
P, N e M, respectivamente. A Figura 5.12 mostra o tridngulo AABC' e o triangulo AMNP.
Adicionalmente, considere que a area do AABC seja denotada por S, o denote a area do
triangulo AM NP, R e O o raio e centro do circulo circunscrito, respectivamente.

O triangulo AMNP é denominado triangulo pedal do triangulo AABC. E necessario
observar que o triangulo pedal é uma construgao mais geral e pode ser construido para qualquer

ponto X no interior ou exterior do triangulo AABC.

Figura 5.12: Triangulo pedal X no interior do triangulo AABC'. Disponivel @

Fonte: Os autores.

A demonstragdo de que a area o do triangulo pedal é maxima é baseada na chamada
formula de Euler (Ver |2] ). A area do triangulo pedal relaciona-se de modo natural ao tridngulo
original por meio de uma relacao compacta entre a distancia do ponto X ao centro do circulo

circunscrito ao triangulo AABC' e o respectivo raio R [12|. Matematicamente, a equagao é:
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com d = OX a distancia entre o centro do circulo circunscrito e o ponto X.
Primeiramente, observe que a area do triangulo AM N P pode ser escrita em termos de

dois lados e do angulo formado entre os lados. Logo:

1
0 =3+ MN-NPsen(ZMNP)

Sejam o« = LBAC, fp = LABC e v = ZBCA os angulos do triangulo AABC. O
quadrilatero APX N é ciclico, pois os angulos /X PA e /X N A sao retos e, portanto, /X PA+
ZXNA =180° A Figura 5.13 mostra os detalhes.

Figura 5.13: Quadrilatero ciclico APXN em circulo com diametro AX .Disponivel @

.‘('_\

Fonte: Os autores.

Por meio da aplicacao da Lei do Senos ao triangulo AAN P obtém-se:

PN AN AP
sen(a) - sen(p) - sen(y) =Ax

Da equagao anterior, segue que: NP = AX - sen(a). De modo anélogo, o quadrilatero CN X M

também ¢é ciclico e, portanto, MN = C'X - sen(vy. Dessa forma, o pode ser reescrita como:

o= % -AX - CX - sen(a) - sen(7y) - sen(£M N P)

Como o quadrildtero APXN ¢é ciclico, entao os angulos ZXNP = ZXAP. Seja Y a

intersecao do prolongamento de AX com o circuncirculo do triangulo AABC, entao ABYC é
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um quadrilatero ciclico por construcao. Agora, observe que:

LXAP =/YAB =/YCB.

A Figura 5.14 ilustrativa a igualdade dos angulos no caso especifico considerado.

Figura 5.14: Quadrilatero ciclico ABY C em circulo com diametro AY. Disponivel @

Fonte: Os autores.

Agora, quadrilatero ciclico CNXM fornece diretamente que ZXNM = ZXCM. Por-

tanto,

LMNP =/MNX+ /XNP =/XCM+ £2YCB = ZXCY.

Observe que:

LXYC =/LAYC = p = LABC,

em que a dltima igualdade decorre diretamente do fato dos angulos g e ZAY C enxergarem o

mesmo segmento AC. Logo, a Lei dos Senos aplicada ao triangulo ACXY e combinada com

os resultados anteriores fornece:

sen(B)

XY B CX | OX
sen(ZXCY)  sen(ZXYC) =~ XY
N——
/MNP Ié;

a qual produz CX - sen(ZMNP) = XY - sen(B).

Agora, substituindo em o temos:

sen(£ZMNP)
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o= % - AX - CX - sen(a) - sen(y) - sen(ZMNP) = % -AX - XY - sen(a) - sen(f) - sen(y)

Considere que X; e X5 forma um didmetro qualquer do circulo circunscrito ao triangulo
AABC que contenha o ponto O. Assuma que O esta entre X; e X, entdo o segmento X; X =
R+ d e o segmento XXy = R — d. Como as cordas AY e X; X5 tem o ponto de intersecao X,
entao:

AX - XY =X X - XXy =(R+d)-(R—d)=R*—d*
Agora o pode ser reescrita como:

R2_d2
T2

o - sen(a) - sen(f3) - sen(y)

Por outro lado a area do triangulo AABC é:

S = %absen(fy) = %(QRsen(a))(ZR sen(f3)) = 2R?sen(a)(2R sen(f) sen(7)

Dessa forma, o resultado segue:

A area o = o(d) ¢ uma parabola com concavidade voltada para baixo da posi¢ao do ponto

X e possui maximo quando d = 0, ou seja, quando X = O. O

Segundo [2], a formula anterior pode ser generalizada para X:

d? S

em que o sinal + corresponde ao caso em que X esta no interior do circuncirculo e o sinal —
corresponde ao caso em que X esta fora do circuncirculo.

Um corolario da formula de Euler é o Teorema de Simson-Wallace, o qual afirma que os
pés das perpendiculares de um ponto X localizado sobre o circuncirculo estao sobre uma reta.
De fato, pela Formula de Euler, a area do triangulo pedal é nula para todo ponto sobre o circulo
circunscrito ao triangulo e, portanto, é equivalente a afirmar que os vértices do triangulo pedal

pertencem a uma reta [12]. A figura 5.15 ilustra a reta de Simson-Wallace para um ponto X

sobre o circuncirculo. O App interativo esta disponivel em @
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Figura 5.15: Reta de Simson-Wallace. Disponivel @

Fonte: Os autores.

Da férmula de Euler também segue que areas idénticas sao obtidas para pontos P sobre
uma mesma circunferéncia de raio r qualquer. O resultado pode ser visualizado na Figura
5.16, a qual mostra os triangulos pedais (em azul) gerados quando um ponto P percorre a

circunferéncia de raio r governado por um controle deslizante.

Figura 5.16: Triangulo pedal para o ponto P sobre um circulo concéntrico ao ponto O.

Fonte: Os autores.

Um outro elemento interessante da féormula de Euler é obtido ao considerar um valor de
area op para o triangulo pedal. Nesse caso, o conjunto dos pontos X do plano tais que a area

0 = 0y sao dois circulos concéntricos tais que:
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/ 4

o R 1+%se400>5
/ 4

e R 1—%se400<5

De fato, ao impor a igualdade entre a formula de Euler, obtém-se a equacao:

2\ S

40'0 40’0
R\[1£ —|=Ry\/1x—
S S

o qual implica que a d deve ser constante. Em coordenadas cartesianas, se X = (z,y), entdo

98

Logo,
d2 40'0
— =1+ —=d=
R? S

4
£ = -+ - = (1242,

fornece as equagoes de dois circulos concéntricos ao circuncirculo de centro O = (xg, yo).

A Figura 5.17 mostra a construcao do tridangulo pedal com area oy dada. O App interativo,

disponivel @ permite explorar em detalhes a construcao. Neste caso, todos os triangulos

pedais AM PN, com X um ponto qualquer do circulo e, possuem mesma area o, com a condicao

4o > S satisfeita.

Figura 5.17: Circunferéncia e tal que Saynp = 0, com 4og > Saapc. Disponivel @
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Fonte: Os autores.

De forma andloga, a Figura 5.18 mostra o caso do triangulo pedal para 409 < S. Neste

caso, o conjunto dos pontos X tais que os respectivos triangulos pedais possuem mesma area é
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o circulo e no interior do circulo circunscrito ao triangulo AABC.

Figura 5.18: Circunferéncia e tal que Saynp = 0g, com 4og < Saapc. Disponivel @
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Fonte: Os autores.
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Capitulo 6

Cores Dinamicas RGB no GeoGebra

Dado um figura construida no GeoGebra, as respectivas cores podem ser atribuidas via
paleta de cores. No entanto, h& possibilidade de modificacao das cores de acordo com alguma
funcao especifica ou parametro. Neste capitulo, o interesse é a exploracao do esquema de cores
dinamicas baseado no esquema de cores denominado RGB, o qual denota as cores vermelho R,
verde G e azul B. As referéncias bases utilizadas para a discussao neste texto sao [35], [13] e
[11]. Resultados acionais podem ser encontrados em [15] e [11].

Primeiramente, considere dois controles deslizantes X £ e Y E, ambos no intervalo [0, 2].
Defina o ponto A = (XFE,Y FE) que associa os controles deslizantes e, dessa forma, pode ser
alterado por meio de animacao. Ao invés de definir a cor do ponto A por meio da paleta de
cores, defina a cor por meio da aba de propriedades e escalas de cores Vermelho (R), Verde (G)
e Azul (B). A Figura 6.1 mostra um exemplo de coloragao aplicada ao ponto A, movimentado
por meio dos botoes de animacao dos controles deslizantes, com ativacao do rastro do ponto A.

Ao escolher um valor fixo no intervalo [0, 1] para os canais R, G e B obtém-se a coloragao
do ponto que é similar & escolha de uma cor especifica na paleta de cores. Por exemplo, os
valores R =1, G =0 e B = 0 fornecem um ponto vermelho. No entanto, pode ser conveniente
associar ao ponto uma funcao ou controle deslizante que controla os valores de R, G e B
para o ponto A. Neste caso, uma féormula foi passada para cada canal RGB. O resultado é a
modificacao da cor do ponto de forma interativa e feita a medida que o ponto movimenta-se
pela janela grafica. A ativacdo do rastro permite visualizar o caminho percorrido pelo ponto
A e respectivas mudancas de cores. No caso da Figura 6.1, as triplas ordenadas para os canais
RGB receberam valores determinados por fungoes matemaéticas escolhidas arbitrariamente e

dadas por:
e R =distancia do ponto A ao Eixo X.
e (7 =distancia do ponto A ao Eixo Y.
e B =distancia do ponto A ao centro do sistema de coordenadas.

100
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Figura 6.1: Esquema de cores dinaAmicas RGB aplicado a um ponto A. Disponivel Q
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Fonte: Os autores.

Nao ha necessidade de escrever os valores para os canais RG'B em termos de coordenadas
cartesianas, pois o GeoGebra possui funcoes para o céilculo de distancias implementadas. Estas,
por sua vez, podem ser utilizadas diretamente na definicao dos canais RGB conforme mostrado

na Figura 6.1. Em detalhes as formulas, utilizando o GeoGebra, sao:

R = Distancia(A, EizoX)
G = Distancia(A, EizoY')
B = Distancia(A, (0,0))

E interessante ressaltar a Figura 6.1 foi obtida por meio de ajustes manuais das velocidades
dos controles deslizantes. E um procedimento um pouco demorado até com poucos pontos e
requer um certo nivel de dedicacao para que a figura fique adequada. A secdo 6.2 apresenta um
procedimento mais eficiente que utiliza a planilha de calculo e executa a varredura de pontos

em um retangulo ao invés pontos governados por controles deslizantes.

6.1 Cores Dinamicas em Segmentos

O exemplo anterior utiliza pontos com movimentacao governada por dois controles desli-
zantes. Aqui, sdo considerados segmentos com movimentos restritos por pontos. E uma questio
analoga ao caso anterior, porém o segmento é colorido por uma tnica cor RGB.

Considere um segmento paralelo ao Eixo Y que se movimenta com pontos extremos em
uma reta paralela ao Eixo X e no Eixo X conforme mostrado na Figura 6.2. A construgao

inicia-se no ponto A, seguida de reta paralela ao Eixo X, os pontos D e E definem o segmento
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DFE, anota-se um ponto F sobre o segmento DFE. Finalmente, uma perpendicular ao segmento

é utilizada para definir o ponto G e o segmento F'G.

Figura 6.2: Cores dindmicas em segmento paralelo ao eixo X. Disponivel @

D

G
-] 4 3 2 13 o 1 2 3 4 -] 1] 7

Fonte: Os autores.

Neste caso, o esquema de cores dinamicas escolhido foi a distancia do segmento F'G ao Eixo
Y para o canal R e valores nulos para os canais G e B (R, G, B) = (Distancia(FG, EizoX),0,0)
e o resultado é a Figura 6.3. Note que neste caso, todo o segmento F'G possui a mesma cor e se
comporta como o ponto do caso anterior. No entanto, agora o movimento é mais estruturado

devido as caracteristicas da construcao.

Figura 6.3: Cores dindmicas (R, G, B) = (|F'G — EizoX|,0,0) em segmento. Disponivel @

Fonte: Os autores.
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Modificacoes no esquema de cores dinamicas ocasionam padroes distintos de cores. A

Figura 6.4 mostra os resultados para um esquema RGB definido por

em que z(.) é a abscissa do ponto. Note que ndo hd mudanca de cores na diregao vertical, pois

o segmento todo é definido pelo mesmo valor.

Figura 6.4: Cores dindmicas (R, G, B) = (z(F),y(F),z(F) - y(F)) em segmento.

in

i) 3 | 1 0 1 2 3 a 5

Fonte: Os autores.

Uma observacao interessante é o padrao de repeticao das escalas de cores. Isso se deve ao
fato de que cada canal RGB ¢ um valor numérico no intervalo fechado [0, 1]. Valores « fora do

intervalo sao convertidos de forma automatica pelo GeoGebra utilizando a férmula:

]l |« a
az—‘——round(—)‘.
212 2

Uma aplicacao interessante do esquema de cores dinamicas é a possibilidade de preenchi-
mento dos triangulos com cores personalizadas de acordo com algum critério particular. Este
adiciona possibilidades adicionais de preenchimento das figuras além daquelas existentes no
GeoGebra. A Figura 6.5 ¢ um exemplo de triangulo AABC' com segmento paralelo a um dos
lados e cor determinada pelo esquema de cores dinamicas. Cada canal de cor é definido de
acordo com as distancias entre os pontos P, D, B e C' conforme dado a seguir por meio das

fungoes do GeoGebra:

R = Distancia(P, D)
G = Distancia(P, B)
B = Distancia(P,C))
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Figura 6.5: Cores dinamicas (R, G, B) = (z(F), y(F),z(F) - y(F)). Disponivel @

Fonte: Os autores.

6.2 Cores Dinamicas e Planilha de Calculo

Uma possibilidade adicional para adicionar maior versatilidade aos esquemas de cores
dinamicas é a utilizacao conjugada da janela de algebra e a planilha de célculos. Neste caso,
as construcoes iniciais sao realizadas na janela gréafica utilizando a janela de algebra, mas os
pontos sao coloridos por meio da utilizagao da planilha de calculos.

Considere um triangulo AABC' e um ponto D(z,y) conforme representado na Figura 6.6.
O objetivo é utilizar o esquema RGB para colorir os pontos de plano de acordo com a distancia
as retas f, g e h, respectivamente.

O processo de construgao é o seguinte:
1. Construa o triangulo AABC.
2. Construa as retas f, g e h passando pelos pontos A e C, B e C, A e B, respectivamente.
3. Escolha um ponto D arbitrario.
4. Trace perpendiculares as retas f, g e h passando por D.
5. Determine os pontos F, F' e G.

6. Construa os segmentos DE, DF e DG.
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Figura 6.6: Um esquema descritivo para utilizagao das cores dinamicas. Disponivel Q

Fonte: Os autores.

A aplicacao do esquema RGB ao ponto D pode ser feita da mesma forma que na secao
anterior. Ou seja, basta abrir as propriedades do objeto, ativar o rastro e definir o esquema
RGB como:

R = Distancia(D, f)
G = Distancia(D, g)
B = Distancia(D, h))

Para observar o resultado similar ao apresentado na Figura 6.7 basta arrastar o ponto sobre a
janela gréfica. Observe que a cor de cada ponto é uma combinac¢ao de cores provenientes dos
comprimentos dos segmentos DE, DF e DG.

O processo de construcao anterior é interessante e ilustrativo. Porém, para produzir uma
figura mais rica em detalhes, como mostrado na Figura 6.9, é necessario modificar a abordagem,
pois o processo manual é impreciso e ineficiente. A secao anterior mostrou um procedimento
alternativo, o qual é baseado na sequéncia de pontos associada a controles deslizantes. Neste
caso, 0 processo é mais eficiente, mas ainda requer observacao e ajustes detalhados para obter
uma figura completa.

Uma alternativa viavel as abordagens anteriores é criar uma sequéncia vertical ou ho-
rizontal de pontos regularmente espacados. A figura é obtida por um processo de varredura
similar ao escaneamento de uma imagem [35]. A Figura 6.8 mostra as trés janelas necessarias,
além da janela de algebra, para o processo de construcao.

O procedimento pode ser resumido como segue:

1. Defina o ponto P arbitrario e construa o controle deslizante ¢ em um intervalo especificado.
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Figura 6.7: Cores dinamicas dadas pelas distancias as retas. Disponivel @

Figura 6.8: Delineamento para cores dinamicas RGB em sequéncia de pontos do plano.

Fonte: Os autores.

Om B Y : -é B
=10 ad

2
3
4
5
6
7
8
8

10
1
12
13
14
15
16
17
A 18
18

@~ o R Ww N =

@

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

Hm

(-4.393. 4.074)

(-4.393,3.974)
(-4.393,3.874)
(-4.393,3.774)
(-4.393, 3.674)
(-4.393,3.574)
(-4.393, 3.474)
(-4.393,3.374)
(-4.393,3.274)
(-4.393,3.174)
(-4.393,3.074)
(-4.393, 2.974)
(-4.393, 2.874)
(-4.393,2.774)
(-4.393, 2.674)
(-4.393, 2.574)
(-4.393, 2.474)

T

Basico Cor Estilo Avancado

Algebra  Programagéo

Nome
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Definicao
P+ (L (-A1)/10)

Legenda

| Usar texto como legenda

Exibir Objeto
Exibir Rastro

Exibir Rotulo: Nome

| Fixar Objeto

Definir como Objeto Auxiliar

Fonte: Os autores.

2. Na planilha de calculo, preencha a coluna A com valores 1,2,--- , N, em que N é o numero

de pontos escolhido. N deve ser ajustado aos propositos da construcao. Na construcao

em questao, N = 100 foi utilizado.

3. Em B1 construa o ponto imediatamente abaixo de P por meio de P + (—t, A;1/K), em

que K é um numero arbitrario. O valor K controla o espacamento entre os pontos da

coluna B. Na construcao K = 10 foi utilizado.

4. Altere as propriedades avancadas de Bl para englobar o esquema de cores dindmicas
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analogamente aos casos anteriores. Utilize

(R,G, B) = (Distancia(By, f), Distancia(By, g), Distancia(By, h)).

5. Acione o rastro para a célula do item anterior.

6. Utilize a similaridade da planilha de calculo com as outras planilhas disponiveis no mer-

cado (clicar e arrastar a formula) e preencha os demais elementos B;,i = 2,--- , N.

7. Acione o controle deslizante com adequacao da velocidade de avanco. O resultado final

pode ser observado na Figura 6.9.

Note que algumas retas parecem destacadas na figura. E possivel observar a combinacio
dos elementos de cores para formar o padrao da figura. Note que pontos em uma reta paralela
ao lado AC, por exemplo, fornecerda um mesmo valor numérico para o canal R. Analogamente,
retas paralelas aos lados BC' e AC' fornecerao, respectivamente, mesmos valores para os canais
G e B. As retas em vermelho, verde e azul podem ser observadas regularmente espagadas. A

interacao entre os trés canais produz regioes as diferentes cores observadas na figura.

Figura 6.9: Cores dinamicas RGB em sequéncia de pontos da Figura 6.8. Disponivel O

-
=
=
=

113NN

Fonte: Os autores.

Ao aplicar a técnica de varredura com canais de cores idénticos aqueles utilizados na
Figura 6.1, obtém-se a Figura 6.10. Note que, diferentemente daquele resultado, ha suavidade
na transicao de cores com incremento na qualidade da imagem. Por fim, é necessario observar

que um menor tempo e dedicacao sao requeridos do usuario.
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Figura 6.10: Esquema de cores dindmicas RGB similar ao da Figura 6.1. Disponivel O

Fonte: Os autores.

6.2.1 Exploragoes adicionais

Outra possibilidade de exploracao de cores dinamicas é a utilizagao combinada com a
construgdo de triangulos, rotagoes e translagoes, etc. A Figura 6.11-a mostra um triangulo
AABC, em que o ponto C' percorre um circulo de raio R. Em seguida uma translacao é

efetuada e as cores RBG sao definidas para o poligono AA'B’C, a translacdo de AABC por

um vetor. Link disponivel O Os resultados da exploracao mencionada sao apresentados nas
Figuras 6.11-b, 6.12 e 6.13.

Figura 6.11: Construcao e figura exploratoria por meio de cores dinamicas.
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Fonte: Os autores.
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Figura 6.12: Figura exploratéria por meio de cores dinamicas.

EJ

(o (P (>

Fonte: Os autores.

Figura 6.13: Figura exploratoria por meio de cores dinamicas.

Fonte: Os autores.
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