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Titulo

Geometria Olimpica com GeoGebra v.1

Prefacio
Este material didatico foi utilizado durante algumas das aulas do curso
“Geometria Olimpica com GeoGebra” para professores de Matematica do Ensino
Fundamental e Médio de todo o Brasil. O texto conta com 75 figuras que
facilitam acompanhar a resolucao. Todas tém como complemento links para os
graficos interativos no site do GeoGebra e, varios, a resolucao em video do
YouTube. A discussao é organizada em quatro capitulos: Construcoes
geométricas basicas; Semelhanca de triangulos e homotetia; Angulos e 4reas na
circunferéncia; Teorema de Miquel, Conjugados Isogonais e triangulo Pedal.
Inicia-se com um desafio de construcao geométrica e depois discute-se a teoria
associada e resolvem-se problemas. O diferencial na utilizacao do GeoGebra esté
baseado na disponibilidade gratuita do software, tanto online como aplicativos
para computadores e celulares. As construgoes geométricas podem ser feitas de
forma dindmica, onde exploram-se diversas configuracoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica,
utilizada para a verificacao, como ferramenta para a apresentacao, passo a
passo, de uma demonstracao rigorosa. O GeoGebra também convida o leitor a

interagir, a por as mao na massa.

Palavras-chave: Geometria, Olimpiadas, GeoGebra, Ensino Fundamental,

Ensino Médio, Formacao de Professores.
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Capitulo 1

Introducao

O livro faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de estudante e professo-
res com problemas de Olimpiadas de Matematicas. Em particular, este material didatico foi
utilizado durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra” para pro-
fessores de Matematica do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O mesmo aconteceu
na modalidade de Ensino a Distancia (EaD) pela plataforma de Cultura e Extensao da USP.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento, curso de Ge-
ometria, Nivel 2, do Prof. Rodrigo Pinheiro 1] e do Prof. Cicero Thiago [2]. Também serviram
como referéncia os livros de Geometria [3| e Geometria Analitica [!] adotados pelo Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) e a dissertacdo de mestrado de
Anderson Reis de Vargas [7].

O texto conta com 75 figuras que facilitam facilitam o acompanhamento das resolugoes.
Como complemento, os links para os graficos interativos sao disponibilizados em paginas do
GeoGebra. Varios problemas contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do
YouTube.

A discussao é organizada em quatro capitulos: Construgoes geométricas bésicas; Seme-
lhanca de triangulos e homotetia; Angulos e areas na circunferéncia; Teorema de Miquel, Con-
jugados Isogonais e triangulo Pedal. Inicia-se com um desafio de construgao geométrica e depois
discute-se a teoria associada e resolvem-se problemas. Escolhemos apresentar alguns exercicios
em cada caso, mas sem a pretensao de esgotar o tema.

O diferencial na utilizacdo do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do soft-
ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construgoes geométricas
podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuragoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a ve-
rificagao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.

Com uma boa organizacao e programagao adequada discutir problemas na tela do GeoGe-

bra permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. En contra partida, na versao


https://www.GeoGebra.org/m/vsfydv2v
https://www.youtube.com/watch?v=AEOTmoHzOoQ&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=117&t=300s
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impressa tradicional o aprendente precisa ficar alternando entre paginas para acompanhar uma
resolucao.

O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto é, pode movi-
mentar pontos da construcao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos mais obstina-
dos é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes.

Adicionalmente, a versao online do GeoGebra funciona como uma rede social de apren-
dizado e colaboracao. Os profissionais e alunos podem disponibilizar construcoes, buscar cons-
trucoes, baixar e modificar ou alterar e salvar no proprio site. Em resumo, é um local que
fornece materiais e meios alternativos para a troca de conhecimento relacionado ao ensino de
Matematica.

Um dos autores também publicou quatro livros eletronicos dedicados a resolucao de pro-
blemas de olimpiadas internacionais de Matematica para o Ensino Médio: [6], [7], [3] e [9]-
Outros trabalhos da area de Matematica sao [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], |1 7], [18], [19],

201, 1211, [22] e [23].

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.1. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 86 p. ISBN 978-65-87023-21-2 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606 /9786587023212.
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Capitulo 2

Construcoes geométricas basicas

2.1 Desafio inicial de construcao ao vivo: Pentagrama

O simbolo da Escola Pitagorica é o pentagrama. Conta a lenda que para entrar na
sociedade secreta dos Pitagoricos era preciso mostrar que sabia construir perfeitamente uma
estrela de cinco pontas.

Usar o GeoGebra para construir primeiro um pentagono regular e depois a estrela pita-
gorica (Figura 2.1). Nao vale usar a ferramenta “Poligono Regular” e a construgao deve ser

dinamica, o pentagrama deve girar.

Figura 2.1: Estrela Pitagorica. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Passos para a constru¢ao do pentagrama animado (Figura 2.2).

1. Construir uma circunferéncia c, centrada em O e de diametro BC.

2. Encontrar o ponto médio D do segmento OB. Isto é, OD = DB.


https://www.GeoGebra.org/m/xp385wyb
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3. Tracar uma perpendicular a BC' passando por O e marcar o ponto F na intersecao desta

com c. O comprimento do lado do hexagono regular g coincide com o raio de c.

4. Com centro em D e raio DFE tracar a circunferéncia d. Marcar o ponto
A= BCnNd.

5. O segmento l5 = AFE permite construir um pentagono regular e o segmento /1o = AO um

decagono regular.
6. Com a ferramenta “Ponto em Objeto” colocar Fece F# B, F #Ce F # F.

7. Usar a ferramenta “Compasso”, clicar, na sequéncia, em A, E e F. A seguir, marcar os
b ) b) ) b)

pontos de intersecao H e GG da nova circunferéncia p com c.

8. Com centro nos pontos H e GG tracar outras duas circunferéncias de raio [5. Marcar os

pontos de intersecao J e L com c. O pentagono F'H.JLG fica determinado.

9. Conetar as diagonais LH, LF, GJ, GH e F'J. Animar o ponto F.

Figura 2.2: Elementos da constru¢ao do pentagrama animado. Versao interativa aqui.

E .4 """""""

L

Fonte: Os autores.

2.2 Triangulo retangulo

Consideramos o segmento AB e o arco de circunferéncia ¢ determinado por este. Seja M
o ponto médio de AB e o ponto C € c. Por construcao MA = MB = MC. Logo, os AAMC' e
ABMC sao isosceles e LZMAC = ZMCA=ae LZMBC = ZMCB = . A soma dos angulos
internos do AABC' é: 2a+ 25 = 180°. Ou seja, temos que a+ 3 = ZACB = 90°. A Figura 2.3

permite acompanhar a demonstracao anterior.

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.1. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 86 p. ISBN 978-65-87023-21-2 (e-book). Disponivel em:
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Figura 2.3: Construcao de triangulo retangulo e propriedades. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Definimos o ponto F' como a intersegdo da mediatriz do segmento AB com ¢ (Figura 2.4).

Estudaremos agora as cevianas principais do triangulo retangulo:
e A mediana C'M é sempre igual a metade de AB.
e Seja o ponto E € AB tal que ZACE = ZBCFE = 45°. A ceviana C'E é chamada bissetriz.
e Seja o ponto D € AB tal que Z/ZBDC = ZADC = 90°. A ceviana C'D é chamada altura.

Em geral temos CM # CE # CD. Somente quando C' = F' as medidas das trés cevianas

principais sao iguais. O AAF B é retangulo e isosceles (Figura 2.4).

Figura 2.4: Cevianas principais num triangulo retangulo. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
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Proposicao 1 (Mediana no triangulo retangulo). Num triangulo ABC, retangulo em B, a

mediana BM mede metade da hipotenusa AC.

Figura 2.5: Guia para a demonstragao da Proposicao 1. Versao interativa aqui.

A g D

Fonte: Os autores.

Demonstracao. A Figura 2.5 mostra um tridangulo ABC| retangulo em B. Seja M o ponto
médio de AC' e um ponto D € BM tal que BM = M D. Por serem opostos pelo vértice temos
AMB = ZCMD. Pelo critério de congruéncia LAL segue que AAMB = ACMD. Logo,
AB=CD e /BAC = ZDCA.

A dltima igualdade de angulos e a reciproca de angulo alternos entre paralelas leva a que
AB || CD. Como AB e CD sao segmentos de igual medida e paralelos concluimos ABCD é
um paralelogramo. Ou seja, AD = BC' e ABCD é um retangulo com ZDCB = 90°. Por LAL
também temos ANABC = ADCB. Isto é, AC = BD e BM = AM = MB. ]

Em outras palavras, o ponto médio M da hipotenusa AC do AABC' é o centro da cir-

cunferéncia circunscrita (que passa pelos trés pontos) ou circuncentro.

2.3 Cinco tipos de triangulos isésceles

Na Figura 2.6 a reta m é mediatriz de BC. Ou seja, BM = MC e m 1 BC. Logo
P.B = P,C, com i = 1,2,3,4,5. Os tridangulos P,BC sao isosceles e /P,BC = /P,CB. A
semicircunferéncia ¢ é determinada pelo segmento BC. O ponto P, = ¢ N m. Com isto o

AP, BC' é retangulo e isosceles. O ZBP,C' = 60° e, consequentemente, o APy;BC' é equilatero.

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
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https://www.GeoGebra.org/m/qemjmsze
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Se P, € MP,, PP # M e P, # P, entdao o AP;BC é obtusangulo e isosceles. Se
P; € PPy, P3 # P, e Py # Py, entao o AP3;BC é acutangulo e isosceles e 3B = P3;C' < BC.
Se PsM > PyM, entdao o AP;BC' é acutangulo e isosceles e PsB = PsC > BC.

Figura 2.6: Cinco tipos de triangulos isosceles. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

2.4 'Triangulos escaleno acutangulo e escaleno obtusangulo

Na Figura 2.7 a reta m é mediatriz de BC. Ou seja, BM = MC e m L BC. Seja g uma
reta perpendicular a BC' que passa pelo ponto C' e um ponto Ag € g tal que AgC' < BC. Sejam
Ay =mnN BAg e A3 = ¢ BAg. Adicionalmente, consideramos As € BAg tal que BAs; = BC.

Com o ponto A; € BA3 e Ay # As, no interior do semicirculo cBC, 0 AA;BC é escaleno
obtusangulo. Se Ay € A3Ag e Ay # As 0o ANALBC é escaleno acutangulo.

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.1. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
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Figura 2.7: Triangulos escaleno acutangulo e escaleno obtusangulo. Versao interativa aqui.

im :9
i ®

A

HY

Fonte: Os autores.

2.5 Algumas proposicoes

Proposicao 2 (Angulos internos de um triangulo). A soma dos dngulos internos de um trian-
gulo € 180°.

Figura 2.8: Guia para a demonstracao da Proposicao 2. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Demonstracao. A Figura 2.8 mostra o AABC. Construimos a reta ¢ passando por A e paralela

ao segmento BC. Seja um ponto D € ¢ e a esquerda de A. Por alternos entre paralelas temos

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.1. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
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https://doi.org/10.11606 /9786587023212.
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/DAB = ZABC = . Adicionalmente, seja um ponto E € i e a direita de A. Por alternos
entre paralelas segue que ZCAE = ZACB = . Como ZDAFE = 180° (raso) encontramos que
a+ [+ = 180°. H

Proposicao 3 (Angulos externos de um triangulo). A medida de um dngulo externo de um

triangulo € igual a soma das medidas dos dngulos internos nao adjacentes a ele.

Figura 2.9: Guia para a demonstragao da Proposicao 3. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Demonstracao. A Figura 2.9 mostra o AABC. Seja D um ponto no prolongamento do seg-
mento AB e a direita de B. Construimos uma reta ¢ passando por B e paralela com o segmento
AC. Adicionalmente, seja E € i e no semiplano superior relativo ao segmento AD. Por alter-
nos internos entre paralelas temos ZACB = ZCBE = . Por angulos correspondentes entre
paralelas vale que ZCAB = ZEBD = «a. Ou seja, ZCBD = a + 7. n

Proposicdo 4 (Soma dos angulos internos de um poligono convexo). A soma de todos os

angulos internos de um poligono convezo de n lados € 180° - (n — 2).
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Figura 2.10: Ilustracao da demonstracao da Proposicao 4, caso n = 8. Versao interativa aqui.

c

Fonte: Os autores.

Demonstracao. A partir de um vértice do poligono, tracaremos todas as suas n — 3 diagonais.
Isto é, dividimos o poligono em n — 2 triangulos. Com isto, a soma de todos os angulos internos
do poligono é igual a soma de todos os angulos internos de todos os triangulos: 180° - (n — 2).

A Figura 2.10 ilustra o caso n = 8. [l

Proposicao 5 (Maior angulo oposto ao maior lado). Se dois lados de um trigngulo nao sao

congruentes, entao os dngulos opostos a estes lados nao sao congruentes, e o mator dngulo €
oposto ao maior lado.
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Figura 2.11: Guia para a demonstracao da Proposicao 5. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Demonstracao. A Figura 2.11 mostra um triangulo ABC'. Iremos supor que BC' > AC. Mar-
camos sobre BC' o ponto D tal que AC = CD. Logo, o ACAD é isosceles de base AD e
LCAD = ZCDA = 6.

Sejam LCBA = e ZBAD = ~. Pelo teorema do angulo externo temos 6 = 3 + 7.
Portanto, 6 > . Além disso, como ZBAC = a = 0 + v, entao o > 3. Isto é, oposto ao maior

lado corresponde o maior angulo. O]

Por reducao ao absurdo e a Proposicao anterior se prova a reciproca. Isto ¢, o maior lado

é oposto ao maior angulo.

Proposicao 6 (Desigualdade triangular). A soma dos comprimentos de dois lados quaisquer

de um tridingulo € maior que o comprimento do terceiro lado.
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Figura 2.12: Guia para a demonstracao da Proposicao 6. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Basta mostrar que o maior lado é menor que a soma dos outros dois. A Fi-
gura 2.12 mostra um triangulo ABC com ZABC = (. Iremos supor, sem perda de generali-
dade, BC' > C'A > AB. Estendemos a semirreta C'A e marcamos o ponto D € C'A de tal forma
que AD = AB, ZABD =0 e ZDBC = ~. Como o AABD ¢ isosceles de base BD temos
/ABD = ZADB = 6. Adicionalmente, de

LDBC =~v=0+p3>60=/BDA
e da Proposicao 5, segue que:
CD=CA+AD =CA+ AB > BC.

]

Definigao 1 (Base média). E chamada base média de um triangulo a um segmento que une

0s pontos médios de dois de seus lados.

Proposicao 7 (Base média). Sejam ABC um tridngulo e D e E os pontos médios dos lados
AB e AC, respectivamente. Entio DE || BC' e DE = 55,
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Figura 2.13: Guia para a demonstracao da Proposicao 7. Versao interativa aqui.

A

D‘ " A E " F

B‘ % C

Fonte: Os autores.

Demonstracao. A Figura 2.13 mostra um triangulo ABC' e D e E os pontos médios dos lados
AB e AC, respectivamente. Prolongamos o segmento DE até um ponto F' tal que DE = EF.
Em seguida, construimos o ACFEF.

Temos que ZDEA = ZFEC (opostos pelo vértice) e pelo critério de congruéncia lado-
angulo-lado (LAL) segue ADEA = AFEC. Consequentemente, FC = DA = BD, ZADE =
LCFFE e LDAE = ZFCE.

Da tltima igualdade de angulos segue AB || C'F (alternos entre paralelas). Adicional-
mente, por BD e C'F serem congruentes e paralelos vale que BDFC' é um paralelogramo. Ou
seja, DE || BC' e DE = EC. O

2.6 Ponto de Fermat.

Problema 1. Encontrar o ponto P, no interior do ANABC, que minimiza a soma AP+BP+CP.

Serao discutidos dois casos: o primeiro quando todos os angulos internos do triangulo sao

menores que 120° e o segundo quando um dos angulo é maior ou igual a 120°.

2.6.1 Todos os angulos internos do AABC sao menores que 120°.

Seja P um ponto arbitrario no interior do AABC. Construimos o AAQ B’ com uma
rotagdo de 60° no sentido anti-horario, com centro em A, do AAPC. Adicionalmente, cons-

truimos o0 ABQ 4 A’ com uma rotacao de 60° no sentido horario, com centro em B, do ABPC.
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Também construimos o0 AAQ-C’ com uma rotacao de 60° no sentido horario, com centro em
A, do AAPB (Figura 2.14).

Temos, por construcao, que AAQpB' = NAPC, ABQsA' = ABPC e
ANAQ-C' = NAPB. Adicionalmente, os triangulos ACB’, BCA', ABC', APQp, BPQ,4 e
APQ¢ sao equilateros.

Pela desigualdade triangular vale que:
PC + PB+ PA=PC+ PQc+ QcC' > CC',

PC+ PB+ PA=DB'Qg+ PB+QpP > BB
As igualdades acontecem quando os pontos C, P, Q¢ e C' e os pontos B', g, P ¢ B sao

colineares. Isto é, quando P = F'= CC’' N BB'.

Figura 2.14: Construcao geométrica para o caso em que todos os angulos internos do AABC
sao menores que 120°. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Como /BAB' = ZCAC', BA=C'"Ae BA = CA, por LAL temos ABAB' = ACAC’
e BB' = CC'. Logo, o minimo da soma PA + PB + PC acontece quando P = F. Neste caso
/B'PA = /B'FA = ZQgPA = ZB'CA = 60°. Ou seja, F' é conciclico com A, B' e C e
ZAFC = 120°. Analogamente se mostra que ZAFB = /BFC = 120°.

2.6.2 AABC com ZBAC > 120°.

Num AABC com angulo interno ZBAC > 120° o ponto que minimiza as somas das

distancias aos vértices (Ponto de Fermat) é o ponto A.
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Seja P um ponto do interior do AABC. Construimos o AAP'C’ por uma rotagao do
AAPC em torno ao vértice A e de tal forma que B, A e C’ sejam colineares (Figura 2.15).
Como /BAC > 120°, entao ZCAC' = ZPAP" <60° e PPA= PA > PP'. Segue que

PA+ PB+ PC > PP + PB+ P'C'.
A poligonal BPP'C’ tem comprimento maior o igual ao segmento BC’, logo
PA+ PB+ PC > BC' = AB+ AC'".

Finalmente, AC' = AC' e PA+ PB+ PC > AB + AC.

Figura 2.15: Constru¢ao geométrica para o caso em que ZBAC > 120°. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

O contetdo desta aula esta disponivel em video.
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Capitulo 3

Semelhanca de triangulos e homotetia

3.1 Desafio inicial de construcao ao vivo: Sequéncia de
quadrados inscritos e giratorios

Problema 2. Construir uma sequéncia de n € N quadrados q,, com 0 < n < 10. De tal
forma que o quadrado gny1 estd inscrito no quadrado q, e girado um dngulo 3, com 0 < 8 < 5

(Figura 3.1). Animar os parametros n e [3.

Figura 3.1: Sequéncia de quadrados inscritos e giratorios. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

3.1.1 Solucao

Iniciamos lembrando a ida do Teorema de Pitagoras, pois a construcao utilizada em uma

das suas demonstracoes é o ponto de partida do desafio.


https://www.GeoGebra.org/m/wbbakske

CAPITULO 3. SEMELHANCA DE TRIANGULOS E HOMOTETIA 26

Teorema 8 (Ida do Teorema de Pitagoras). Num tridngulo 1JK, retingulo em J, de catetos
IJ=aeJK =0 e hipotenusa I K = c vale:

a’ + b =2

Figura 3.2: Guia para a demonstracao do Teorema 8. Versao interativa aqui. Pode-se movi-
mentar o ponto E.

Fonte: Os autores.

Demonstracao. A Figura 3.2 mostra um triangulo [.J K, retangulo em J. Construir um quadrado
ABCD, de lado a + b, e posicionar quatro copias do AIJK com o angulo reto coincidindo
com os véertices de A, B, C' e D. Essa construcao determina o quadrilatero EFGH. Como
LIIK+Z/ZJKI = a+p = 90° segue que LZFFG = /FGH = Z/GHFE = ZHEF = 180°—90° =
90°. Logo, o quadrilatero EFGH é um quadrado.

Tém-se duas formas para calcular a area do quadrado ABC'D: i) multiplicando seu lado

a + b por ele mesmo e ii) somando quatro vezes a area do AIJK com a éarea do quadrado

EFGH. Ou seja,

a® + b* + 2ab = 2ab + 2,
a’ + b =2
m

Ainda com referéncia a Figura 3.2, para a construcao a seguir, serd necessario calcular a
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razao (fator de homotetia) entre o lado do quadrado EFGH e o lado do quadrado ABCD:

Utiliza-se que a = ccos(f) e b = csen(f) para encontrar

1
MB) = osa 5o ) (3.1.1)

A Figura 3.3 ilustra a construgao do quadrado A”B"”C" D" inscrito no quadrado ABCD.
Seja O a intersecao das diagonais AC' e BD. Utilizam-se duas transformacoes geométricas.
i) Girar o quadrado ABCD, com centro em O e angulo de rotacdo 3, gerando o quadrado
A'B'C'D’ ii) Homotetia do quadrado A’B'C'D’, com centro em O e razao (3.1.1), gerando o
quadrado A”B"C"D".

Figura 3.3: Passos na construcao da sequéncia de quadrados inscritos e giratérios. Versao
interativa aqui.

D'

Fonte: Os autores.

Ou seja, devido a rotacao tém-seque: A’'B' = AB, B'C' = BC,C'D' = DC e D'A' = DA.

Como consequéncia da homotetia segue que:

A0 B'O C"O D'O
A0 BO C'O DO

k().

Para o restante basta implementar uma sequéncia que repita as duas etapas anteriores.
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3.2 Calculo com a Figura 3.1

Problema 3. a) Supor que lo =1 € a medida do lado do quadrado qo (em amarelo) e 3 = 30°.
Determinar a medida do lado 1y do quadrado g9 (menor quadrado em verde). b) Para qual

dangulo B a medida do lado l,, € minima e qual € 0 minimo?

3.2.1 Solucao
a) No Problema 3 tem-se 8 = 30°. Segue de (3.1.1) que

1 1 2
cos(30°) + sen(30°) \/75 + V3+1

k(30°) =

1
2

Ou seja, a medida do lado [y do quadrado gy é:

llO = ZO : klO’

10
o= (1)
10 N .

b) Como 0 < B < 7 considera-se o conjunto de ntmeros positivos {cos(3), sen(f)}.

Utiliza-se a desigualdade entre a média aritmética e a média quadratica:

cos(3) + sen(p) < \/0032(5) + sen?(3)
2 - 2 ’

cos(B) + sen(f) < 2\/% = V2.

Acontece a igualdade quando cos(f) = sen(f) ou f = 45°. Do resultado anterior e de (3.1.1),

o valor minimo de k(3) e [,,(8) também acontece para 5 = 45°:

k(45°) = g

- ()

3.3 Incomensurabilidade do lado e a diagonal de um qua-
drado

Definigao 2. Dois segmentos AB e AC sao ditos comensurdveis quando suas medidas podem

ser escritas como um maultiplo de alguma medida comum ¢ € R. Ou seja, sendo m,n € N pode
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ser escrito AB=n-ce AC=m-c.

Teorema 9 (Incomensurabilidade do lado e a diagonal de um quadrado). As medidas do lado

e a diagonal de um quadrado sao incomensurdvess.

Figura 3.4: Incomensurabilidade do lado e a diagonal de um quadrado. Versao interativa aqui.

D C J
|

45°

H

45°

Fonte: Os autores.

Demonstracao. A Figura 3.4 mostra um quadrado ABCD. Suponha-se, por absurdo, que
existam m,n € N e primos entre si, tais que:
AC  m
AB n
Sobre a diagonal AC marca-se o ponto E de tal forma que AF = AB. Segue que o
AABE éisosceles e ZABE = ZAFEB. Constroi-se uma perpendicular a AC' passando por F e

marca-se o ponto de intersecao F' com BC. Como AC' é a diagonal de um quadrado tem-se que
ZACB = 45°. Logo, no AECF encontra-se que ZEFC = 45° e FF = C'E. Adicionalmente,

/FBE =90°—- ZABE =90° — LZAEB = /ZFEB.

Com isso, o AFBE é isosceles e EF = FB. Para concluir um ciclo de construcao,
posiciona-se o ponto GG de tal forma que o quadrilatero FFGC' seja um quadrado.
Tém-se que
CE=AC - AF = AC — AB. (3.3.1)

Segue que CF = BC'— BF =AB—-CFE e

CF =2AB — AC. (3.3.2)
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Os quadrados ABCD e EFGC sao semelhantes. Com isso, a razao diagonal/lado nos

dois ¢ a mesma e utilizando (3.3.1) e (3.3.2) encontra-se:

AC CF 2AB—AC

AB CE  AC — AB’ (3.3.3)

Mas, AB > AC — AB = CE > 1e AC > 2AB — AC = CF > 1. Ou seja, a razao
diagonal/lado é escrita no quadrado EFGC' com numeros naturais menores. Como o processo
de construgao pode ser repetido infinitamente, e cada vez com quadrados menores, os niimeros

naturais que aparecem na razao (3.3.3) devem diminuir infinitamente. Contradicao. [l

3.4 Semelhanca Espiral: Mapeando dois segmentos.

Problema 4. Dados os segmentos AB e CD encontrar para cada ponto EE € CD seu corres-
pondente E" € AB.

3.4.1 Solucao

Semelhan¢a Espiral (Spiral Similarity) sao duas transformagdes: uma rotacao, seguida de
uma homotetia. A mesma ja foi utilizada na construcao com quadrados do Problema 2.

Tragam-se os segmentos ligando os vértices opostos. Na Figura 3.5 estes sao AC e BD e
marca-se o ponto P = AC'N BD. Esboca-se a circunferéncia w, circunscrita ao triangulo PAB
e a circunferéncia wy circunscrita ao triangulo PC'D. Seja o ponto X = (w; Nwy) # P. Por

construcao, os quadrilateros PXAB e PX DC sao ciclicos.

Figura 3.5: Construgao inicial. Mapeando os segmentos AB e C'D pelo uso da Semelhanca
Espiral. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.
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Sera provado pelo critério de semelhanga angulo-angulo (AA) que
AXAB ~ AXCD. Isto é, existe uma Semelhancga Espiral entre eles. De fato,

a=/LXAB =180°—- 4ZBPX = ZXPD.

Adicionalmente, por enxergarem a mesma corda X D vale que ZXPD = /ZXCD. Com

isso tem-se que:
a=/XAB=/XCD.

Analogamente,
f=/ABX = ZAPX =180° — ZXPC = ZCDX.

Ouseja, AXAB ~ AXCDe /BXA = /DXC. Com uma rota¢ao anti-horaria, de centro
no ponto X, e angulo § = CX A o triangulo XC'D é transformado em outro congruente XC'D’
e o ponto £ € C'D no ponto E' € C'D’.

Uma homotetia com centro em X e fator g—f( transforma o AXC'D’' no AXAB e o ponto
E' no ponto E”. Isto é, E” & o correspondente em AB de ' em C'D. A Figura 3.6 mostra todos

os elementos da construcao.

Figura 3.6: Mapeando os segmentos AB e C'D pelo uso da Semelhanca Espiral. Versao intera-
tiva aqui.

Fonte: Os autores.

3.5 Homotetia.

A palavra Homotetia é derivada do grego e significa Homo (similar, semelhante) e Tetia

(posicdo). E uma transformacio que se aplica ponto a ponto. Por exemplo, a homotetia de
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centro O e razao k transforma o ponto A no ponto A’ e vale que:
OA" =k -OA.

Porém, também pode ser aplicada a formas mais complexas. A Figura 3.7 mostra uma
homotetia para o poligono ABCDFEF.

Figura 3.7: Homotetia do poligono ABC DEF com centro O e fator k. Versao interativa aqui.

®

Fonte: Os autores.

Toda homotetia preserva: angulos, razoes entre os segmentos de reta e o paralelismo.
Exemplos: ZCDE = ZC'D'E', CD || C'D’ e

c'D AF
= =k.
CD AF

A 4rea do poligono A'B'C'D'E'F" & k? vezes a area do poligono ABCDEF.

3.6 Homotetia e centros de homotetia de circunferéncias.

A Figura 3.8 mostra uma homotetia para a circunferéncia ¢ com centro em O e fator
k=—-2. Como ZODA =/0D'A" =90° e ZDOA = ZD'OA" tem-se que AOAD ~ NOA'D'.

Segue que
op"  A'D"
OD AD

k.
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Figura 3.8: Homotetia para a circunferéncia ¢ com centro em O e fator k = —2. Versao interativa
aqui.

@

o

Fonte: Os autores.

Os pontos B e B’ e F e E' sao chamados homologos e os pontos B e F' e F e B’

anti-homologos.

3.7 Problema inverso: dadas duas circunferéncias encon-

trar os centros de homotetia.

Problema 5. Dadas as circunferéncias c e d encontrar os centros de homotetia. Construir as

tangentes comuns externas e internas.

3.7.1 Solucao

A Figura 3.9 mostra as construgoes geométricas do Problema 5. Posiciona-se um ponto
D ec, D¢ AB, traga-se a reta AD e marca-se o ponto £ = AD N ¢. Passando por C' traga-se

uma reta paralela com a reta AD. Marca-se o ponto F' na intersecao com d.
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Fonte: Os autores.

Traca-se a reta EF'F' e marca-se o ponto O; na intersecao com a reta AC. Analogamente,
traca-se a reta DF e marca-se o ponto O, na interse¢ao com a reta AC.

Como CF || AD tém-se ZO.FC = £0.DA ¢ LO.CF = ZO.AD (correspondentes).
Logo, por AA os triangulos O.FC e O.DA sao semelhantes. Do fato de AD e CF serem
constantes independentemente da posicao do ponto D € ¢ segue que O.C' e O A sao constantes.
Ou seja, O, é o ponto de homotetia externo das duas circunferéncias.

Analogamente, como CF || AE tém-se ZO,FC = LO;EA e ZO,CF = ZO;AFE (alternos
internos). Com isso, O; é o centro de homotetia interno de ¢ e d.

Partindo de O, é possivel esbocar as duas retas tangentes externas comuns a c e d. Ana-

logamente, com O; tracam-se as duas retas tangentes internas comuns as duas circunferéncias.

3.8 Circunferéncias tangentes internamente.

A Figura 3.10 mostra o caso em que as circunferéncias ¢ e d sao tangentes internamente
em T. Em particular, os pontos T, O, e Oy4 sdo colineares. Elas sao homotéticas com centro em
T e fator k = ;—g‘j. Ou seja, qualquer ponto B € ¢ tem imagem B’ € d e vale que TB' = k-TB
e OCB || OdB/.
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Figura 3.10: As circunferéncias c¢ e d sao tangentes internamente em 7. Versao interativa aqui.

d

Fonte: Os autores.

No caso em que as circunferéncias sao tangentes externamente o ponto de tangéncia ¢ o

centro de homotetia interno.

Problema 6. Construir uma circunferéncia homotética ao incirculo do AABC e tangente

externamente ao lado AB.

3.8.1 Solucao

Considera-se um triangulo ABC isé6sceles de base AB. Sejam AB = ¢, BC = CA =0, o
semi-perimetro p = % e M ponto médio de AB. A semirreta C'M é bissetriz do angulo AC'B
e mediatriz do segmento AB. As circunferéncias ¢ e d sao inscritas e ex-inscritas no triangulo

ABC, respectivamente. A Figura 3.11 mostra uma constru¢ao geométrica.

Figura 3.11: Guia para o Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.
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Das relacoes métricas para a bissetriz tém-se CD = C'J = p — ¢,
AD =AM =BJ=BM =BL=AK =AM =p—1»

e CK = CL = p. Como ZCKI. = ZCDI = 90° e ZI.CK = ZICD (comum), segue que

ACKI. ~ ACDI. Logo,
KIl. (CK P

DI CD p—c
KI. 2b+c
DI  2b—¢

2b+c

S encontra-se d =d.
—cC

Isto é, com uma homotetia de ¢, com centro em C, e fator

3.9 Triangulos inversamente semelhantes, ilustrado com a

transformacao de inversao.

Os triangulos inversamente semelhantes ocorrem em diversos contextos, ndo necessaria-
mente relacionados a uma transformacao de inversao. Mas aproveita-se a oportunidade para

introduzir esta.

Definicao 3. Dado um plano [, uma circunferéncia i € l, com centro O e raio r, e um ponto

P €, o ponto P’ que pertence a semirreta OP e satisfaz
OP'-OP = r?

€ chamado inverso de P em relacao a 1.

Proposicao 10 (Propriedade dos inversos de dois pontos). Considerar uma circunferéncia
de inversao i de centro O e raio v (Figura 3.12). Sejam os pontos P, Q, P = Inv(P,i) e
Q' = Inv(Q,17) (todos diferentes de O). Entio AOPQ ~ AOQ'P’ e

2
Il r
@ =5p00"¢
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Figura 3.12: Guia para a demonstracao da Proposicao 10. Versao interativa aqui.

,,,,,

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Temos,

OP-OP' =0Q-0Q" =1 (3.9.1)
Isto é,
or _oQ
0Q OP’

Como ZPOQ = ZQ'OP' (comum), pelo critério de semelhanca LAL, segue que AOPQ ~
AOQ'P'. Com isto ZOPQ = Z0Q'P' e ZOQP = ZOP'Q)’. Também vale que

0Q  PQ
oOP Q/p/‘

~ . c 1A . 2 .
Na equacdo anterior colocamos em evidéncia Q'P' e de (3.9.1) usamos OP' = 45 para concluir

que

702

~or.0g"?

Q/Pl

3.10 Duas homotetias com centro no Baricentro de um tri-
angulo.

A homotetia do tridangulo ABC com centro em G, baricentro do mesmo, e fator —% éo

triangulo A’B'C’ (medial), com vértices nos pontos médios dos lados do AABC.
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A homotetia do triangulo ABC' com centro em G e fator —2 é o triangulo A”B"C". O
AABC & medial do AA”B"C". O ponto G é o baricentro comum dos triangulos ABC, A’B'C’

e A”B"C". A Figura 3.13 mostra uma constru¢ao geométrica.

Figura 3.13: Duas homotetias com centro no Baricentro de um triangulo. Versao interativa
aqui.

. A"

Fonte: Os autores.

O contetudo desta aula esta disponivel em video.
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Capitulo 4

Angulos e areas na circunferéncia

4.1 Desafio inicial de construcao: calculo de 7 pelo método

da exaustao.

O ndmero 7 sempre inspirou uma certa estranheza. Resulta dificil para o professor explicar
com detalhes como se calcula e para o estudante entender como aparece.

O desafio inicial é fazer uma construcao analoga a Figura 4.1 e a Figura 4.2. Isto é,
partindo de uma circunferéncia k de raio um (unitério ou trigonométrica) construir sequéncias
de poligonos regulares inscritos (dentro) e circunscritos (fora). Encontrar as sequéncias das
areas e dos perimetros dos poligonos. Mostrar com um grafico que estas convergem para o

nimero 7.

Figura 4.1: Calculo de 7. Sequéncias de poligonos regulares inscritos e circunscritos. Versao
interativa aqui.
Pontos sobre k p

Poligono regular interno

Raios internos

Pontos externos a k
Poligono regular externo
Raios externos °

Fonte: Os autores.
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Figura 4.2: Calculo de w. Grafico das areas e os semiperimetros das sequéncias de poligonos
regulares inscritos e circunscritos. Versao interativa aqui.

* m . (360° 180°
5 Ai(m) = 5 sin (Tl) Ac(m) = mtan (7)

Ai(3) =1.299 < 7 < 5.1962 = A,(3).
4.5

180° 180°
P;(m) = 2msin (—) P.(m) = 2mtan (—)
41 @ m m

. Py(3) = 5.1962 < 27 < 10.3923 = P.(3).
35

]
pelm)  A.(m)
m
3
L

O e .
o Ai(m) Areas Semiperimetro
L]
25
° m=3
pi(m) ®
2
[0
15
x
-10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fonte: Os autores.

4.2 Angulos na circunferéncia.

Seja uma circunferéncia k de centro O e raio r e dois pontos A, B, D € k (Figura 4.3).

Quando o ZAOB = 0 é dado em radianos o comprimento do arco correspondente é:
l— =01 (4.2.1)

No caso particular em que 6 = 27 a equagao anterior resulta no comprimento da circunferéncia.

O resultado em (4.2.1) também motiva a defini¢ao a seguir.

Definigao 4. O arco ADB tem a mesma medida angular do angulo central AOB (Figura 4.5).
Ou seja:

AB = /AOB = 0.
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Figura 4.3: Medida angular de um arco coincide com a do angulo central correspondente.
Definicao de angulo inscrito em k. Versao interativa aqui.

k

B

Fonte: Os autores.

Definigao 5. Seja o ponto P € k, diferente de A e B (Figura /.3). O LZAPB = é chamado

mscrito em k.

Proposicao 11. A medida do dngulo central AOB € duas vezes a medida do dngulo inscrito

APB correspondente ao mesmo arco:
/AOB =2/APB.

Demonstracao. A demostragao sera dividida em trés casos: i) B = C' e PC é diametro de k,
ii) A e B estao em lados opostos em relagao ao didmetro C'P e iii) A e B estao no mesmo lado
em relagao a reta OP.

i) B = C e PC & diametro de k (Figura 4.4). Como OA = OP o AOAP ¢é isosceles
de base AP. Segue que os angulos da base sao congruentes: ZOAP = ZOPA = «. Logo,
ZAOC = 2« por ser angulo externo em O do AAOP.
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Figura 4.4: Caso i) B = C' e PC ¢é diametro de k. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

ii) A e B estdo em lados opostos em relagao ao diametro CP (Figura 4.5). Como o
ABOP é isosceles de base BP, segue que ZOBP = ZOPB = . Logo, o angulo externo em O
ao AOPB é /BOC = 2. Com isso, ZAOB = 2(a + §) = 2/APB.

Fonte: Os autores.

Figura 4.5: Casoii) A e B estao em lados opostos em relagao ao diametro C'P. Versao interativa
aqui.

iii) A e B estdo no mesmo lado em relagao a reta OP (Figura 4.6). O AOBP ¢é isosceles
de base BP, logo ZOBP = ZOPB = a. Segue que ZPOB = 180° — 2a. O AOAP ¢é isosceles
de base AP, portanto ZOAP = ZOPA = 3. Com isso ZPOA = 180° — 2. Adicionalmente,
/ZAPB = — «a. Como ZAOB = 23 — 2a conclui-se que ZAOB = 2/APB.
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Figura 4.6: Caso iii) A e B estao no mesmo lado em relagao ao diametro C'P. Versao interativa
aqui.

Fonte: Os autores.

]

Se os pontos D e C “enxergam” o mesmo arco menor AB ou a mesma corda AB de uma
circunferéncia (Figura 4.7), entdo ZADB = ZACB. Ou seja, sao dois angulos inscritos com o
mesmo angulo central AOB. Reciprocamente, se os pontos A, B, C, e D sao tais que ZADB =

ZAC B, entao os pontos sao conciclicos. Isto é, pertencem a uma mesma circunferéncia.

Figura 4.7: Relacao entre angulos de quadrilateros ciclicos ou inscritiveis. Versao interativa
aqui.

Fonte: Os autores.

Se o ponto E (Figura 4.7) pertence ao arco menor 1@, entao ele “enxerga” o arco maior
AB. O angulo central correspondente ao arco maior AB & 360° — ZAOB. Ou seja, ZAEB =
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180° — ZACB. Pois os angulos inscritos valem metade do central associado. Reciprocamente,
se os pontos A, F/, B, e C sao tais que ZACB = 180° — ZAEB, entao o quadrilatero AEBC
é ciclico ou inscritivel.

Quando utiliza-se o termo “como angulo orientado” isto significa que
Lo = A£(180° — a).

Com isso evita-se discutir dois casos separados de quadrilateros ciclicos. O ponto E € k

(Figura 4.7) pode estar em qualquer posigao, diferente de A e B, e vale que { BEA = LACB.

Definicao 6. Uma reta | é chamada tangente a uma circunferéncia k se | intersecta k em um

inico ponto. A reta é chamada secante se intersecta k em dois pontos.

Proposicao 12. Seja uma circunferéncia k, de centro O e um ponto A € k. Toda reta |

perpendicular em A a um raio OA € tangente a k.

Demonstracao. Suponha-se, por absurdo, que existe um ponto B # A tal que B € [N k. Como
OA =0B, 0 AOAB é isosceles e ZOAB = 90° = OBA. Contradigao. O

Também vale a reciproca. Ou seja, se [ é tangente a k em A, entao OA L [.

Definicao 7. Um dngulo de segmento relativo a uma circunferéncia k é um dngulo que tem o

vértice em k, um lado secante e outro lado tangente a k.

Proposicao 13. Um dngulo de segmento é a metade do dngulo central correspondente (Fi-
gura 4.8).

Figura 4.8: Angulo de segmento e sua relacio com o angulo central e inscrito. Versdo interativa
aqui.

Fonte: Os autores.
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Demonstragao. Seja uma circunferéncia k, de centro O e dois pontos A, C' € k (Figura 4.8). A
retal L OAeoponto D el. O LCAD = 3 é um angulo de segmento. O LZC'AO = 90° — (8
por ser complementar. Como o AOAC' é isésceles vale que ZACO = 90° — .

Pela soma dos angulos no AAOC's e encontra que ZAOC = 2. Ou seja, o angulo central
é duas vezes o angulo de segmento: LAOC =2/CAD. m

Corolario 14. Seja E € k um ponto que “enzerga” o arco menor AC (Figura 4.8). O dngulo
wscrito € igual ao dngulo de segmento: LAEC = ZCAD = [3.

Demonstracao. Segue da Proposicao 11 e da Proposicao 13. O]

Ainda com referéncia na Figura 4.8, pode ser provado que se ZCAD = ZAEC, entao
OA L1

Definicao 8. Um dngulo excéntrico interior é formado por duas cordas de uma circunferéncia

k que intersectam-se em um ponto interior a k, diferente do centro.

Proposicao 15. Seja uma circunferéncia k, de centro O, duas cordas AB e CD de k e o ponto
E =ABNCD (Figura 4.9). A medida do dngulo excéntrico interior BED € a semi-soma das

medidas dos dngulos centrais correspondentes aos arcos AC e BD:

AC+BD  ZAOC + /BOD
_ . |

ZBED =

Figura 4.9: Angulo excéntrico interior. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Sejam /BED = o, ZBOD = [ o angulo central correspondente ao arco BD e
ZAOC = v o angulo central correspondente ao arco AC (Figura 4.9). Os angulos DC'B e ABC
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sao inscritos em k e enxergam os arcos BD e AC' respectivamente. Segue que ZDCB = g

e ZABC = 3. No AEBC o angulo BED é externo, logo mede a soma dos internos nao

adjacentes:
Bt
5

o =
[l

Definicao 9. Um dngulo excéntrico exterior é formado por duas retas secantes de uma circun-

feréncia k que intersectam-se em um ponto exterior a k.

Proposicao 16. Seja uma circunferéncia k, de centro O, quatro pontos A,B,C,D € k e o
ponto P = BANDC' esterno a k (Figura 4.10). A medida do dngulo excéntrico exterior APC

——

€ a semi-diferenca das medidas dos dngulos centrais correspondentes aos arcos BD e AC':

BD -~ AC _ /BOD — ZAOC

LAPC =
¢ 2 2

Figura 4.10: Angulo excéntrico exterior. Versdo interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Sejam ZAPC = o, ZAOC = (8 o angulo central correspondente ao arco AC
e ZBOD = v o angulo central correspondente ao arco BD (Figura 4.10). Os angulos ADC' e
BAD sao inscritos em k e enxergam os arcos AC e BT), respectivamente. Segue que ZADC' = g
e ZBAD = 7. No AADP o angulo BAD é externo, logo mede a soma dos internos nao

adjacentes:
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4.3 Centro de Circunferéncia

Exercicio 1. Seja uma circunferéncia na qual o centro no foi apagado. Encontrar o centro de

forma precisa.

4.3.1 Solucao
A Figura 4.11 ilustra os passos da resolucao.
1. Posicionar trés pontos C, D, E € k.
2. Construir a mediatriz f de C' e D.
3. Construir a mediatriz g de D e E.
4. Batizar o centro O = fNg.

Figura 4.11: Determinacao do centro da circunferéncia. Versao interativa aqui.
g 4'1

D

Fonte: Os autores.

4.4 Construcao de circunferéncia tangente a uma reta e

passando por um ponto dado.

Exercicio 2. Dado um ponto A e uma reta r construir uma circunferéncia que seja tangente

ar em B e passe por A.
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4.4.1 Solucao

A Figura 4.12 ilustra os passos da resolucao.

1. Construir uma perpendicular f a r passando por B.
2. Construir a mediatriz g dos pontos A e B.
3. Batizar o ponto O = fNg.

4. Construir a circunferéncia de centro em O e raio R = OA = OB.

Figura 4.12: Determinacao do centro da circunferéncia. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

4.5 Solucao do desafio do calculo de .

A Figura 4.13 mostra uma circunferéncia k£ de centro O e raio r. A &rea de um setor
circular OAB com ZAOB =0 é:

1
SOAB = 597’2.
O Comprimento do arco 1@ é:
=0

No caso particular em que 6 = 27 (uma volta completa) recuperam-se as formulas conhecidas:

2
Sk = 7re,

lk:PkIQWT.
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Figura 4.13: Areas e comprimentos numa circunferéncia. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Sejam os pontos C, D € k tais que ZCOD = (. A area do AC DO calcula-se como:

1
SArcpo = 57“2 sen(f). (4.5.1)

Para o calculo do comprimento da corda C'D utiliza-se inicialmente a Lei dos Cossenos
no AC'DO:

2, =7r*+7r?—2r?cos(B),
12, = 2r*(1 — cos(B3)). (4.5.2)

Pela identidade trigonométrica do cosseno do angulo duplo e fundamental vale:

) o (2) st (2).

cos(3) = 1 — 2sen? (g) )

1 — cos(3) = 2sen? (g) : (4.5.3)

Substituindo (4.5.3) em (4.5.2) e simplificando encontra-se:

lop = 2rsen (g) : (4.5.4)

Para os poligonos regulares m-ésimos, inscrito e circunscrito, o angulo central (definido
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pelos raios a dois vértices consecutivos) pode ser escrito como:

360°
p=" (4.5.5)

No caso do poligono regular inscrito (interno) o raio ¢ r; = 1. Substituindo (4.5.5) em

(4.5.1) e (4.5.4) e multiplicando por m encontram-se a area e o perimetro:

Axm):zgsml(%fo>. (4.5.6)
HOn)annmn(lif>. (4.5.7)

A Figura 4.14 mostra o pentagono regular inscrito e circunscrito a uma circunferéncia
unitaria k. Neste caso m =5e =72° = LA10A,.

Figura 4.14: Pentagono regular inscrito e circunscrito a uma circunferéncia unitaria k. Versao
interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Como o poligono circunscrito é tangente a k vale OA; 1 ByBs e Z/B,OA; = g De
OAs = r; = 1 segue que

B4A5 = A5B5 = tan (g) .

A area do pentégono By By;B3B,Bs é:

A.(b)=2- g -1 - tan(36°).
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Conjetura-se que a area do poligono circunscrito (externo) m-ésimo é:

A,(m) = m tan (ﬁ?) | (4.5.8)

Como

B4B5 = 2tan <§> s

conjetura-se que o perimetro do poligono circunscrito m-ésimo sera:

P.(m) = 2mtan (18m()°> . (4.5.9)

Portanto, a area e o perfmetro de uma circunferéncia de raio um podem ser delimitadas

inferiormente e superiormente pelo uso das equagoes (4.5.6), (4.5.7), (4.5.8) e (4.5.9):

A;(m) = ™ sen (360 ) <7 < mtan (180 ) = Ac(m),

2 m m
180° 180°
P;(m) :2msen( 7873 ) <27T<2mtan< ig ) = P.(m).

Nas desigualdades anteriores foi definida a area da circunferéncia unitaria como 7 e o perimetro
como 2. Este procedimento, conhecido como método da exaustao, pode ser usado para estimar
m. Quanto maior o valor de m mais precisa a estimativa.

Existem outras sequéncias que também permitem calcular o valor de 7. Uma delas é pela

utilizacao da série de Maclaurin da fungao arco-tangente:

S ) [ el Y

o 2n+1
Como arctan(l) = § estima-se:
T o= [ (=) 1 1 1

k n
B “ |2m+1 -

A Figura 4.15 mostra um gréfico de Sy como funcao de k.
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Figura 4.15: Estimativa de 7 utilizando a série de Maclaurin da funcao arco-tangente. Grafico
de Sy como funcao de k. Versao interativa aqui.

351 o

o
©00000000000000 0 0.0 0 CCONCaCACnCEOaCrOnPEOECaOEECEOOEOEOEOECEOEOEOEOE060
............................................

5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

Fonte: Os autores.

O contetudo desta aula esta disponivel em video.
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Capitulo 5

Teorema de Miquel, Conjugados Isogonais

e Triangulo Pedal

5.1 Teorema de Miquel para tridngulos

Teorema 17 (Teorema de Miquel para triangulos). Seja ABC um tridngulo, com pontos ar-
bitrarios A', B' e C'" nos lados BC, CA e AB, respectivamente. Trace as circunferéncias cir-
cunscritas (circulos de Miquel) aos trigngulos AB'C', BA'C" e CA'B’. As trés circunferéncias

interceptam-se num unico ponto M, o ponto de Miquel.

A Figura 5.1 mostra uma construgao geométrica inicial.

Figura 5.1: Construgao geométrica inicial do Teorema 17. Versao interativa aqui.
A

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Caso M no interior do AABC. Seja o ponto M a segunda intersecao dos cir-

cuncirculos aos triangulos BA'C" ¢ CA'B’. Queremos provar que o circuncirculo do AAB'C’
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intercepta aos outros dois em M. Sejam ZABC = e /BCA = ~. Como os quadrilateros
MC'BA" e MA'CB' sao ciclicos vale que ZC'"MA"=180° — e /B MA = 180° — ~.

A soma dos angulos internos no AABC implica que ZBAC = 180° — (8 + ). Por
outro lado, a soma dos angulos em torno ao ponto M permite calcular o ZC'"MB' = [ + 7.
Do resultado anterior conclui-se que o quadrilatero AC'M B’ é inscritivel. Logo, o ponto M
pertence ao circuncirculo do AAB'C’. Como os quadrilateros BAMC', CB'MA" ¢ AC'MB’
sao ciclicos também vale que ZAC'M = /BA'M = ZMB'C.

Quando M esta no exterior do AABC o teorema também é valido, mas isso serd demons-

trado no Teorema 19. O

A Figura 5.2 mostra uma construgdo geométrica final para o Teorema 17.

Figura 5.2: Construgao geométrica final para o Teorema 17. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Proposicdao 18 (Reciproca de Miquel para triangulos). Dados o AABC e os pontos M e
D € BC ¢ possivel encontrar os pontos F € AB e E € AC tais que os quadrildteros AEMF,
ECDM e MFBD sao ciclicos. Para M fizo e o ponto D variando na reta BC' todos os ADEF

sao semelhantes.

A Figura 5.3 mostra uma construgao geométrica para a Proposicao 18.
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Figura 5.3: Construcao geométrica para a Proposicao 18. Versao interativa aqui.
S K

Fonte: Os autores.

Seja k o circuncirculo do AABC. A Figura 5.4 compara o triangulo Pedal com o triangulo
de Miquel no caso em que M € k. Os dois sao diferentes e degenerados. Os pontos D,
E e F, intersecoes das circunferéncias de Miquel com os lados do AABC, sdo colineares.
Adicionalmente, quando M € k os pontos G, H e I, projecoes ortogonais do ponto M sobre os
lados do AABC, sao colineares.

Figura 5.4: Comparagao do triangulo Pedal com o triangulo de Miquel no caso em que M
pertence ao circuncirculo do AABC. Os dois sao diferentes e degenerados. Versao interativa
aqui.

Fonte: Os autores.

Teorema 19 (Teorema de Miquel para quadrilatero completo). Sejam f, g, h, i quatro retas

coplanares, de modo que nao hd duas paralelas nem trés concorrentes. Os circuncirculos dos
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quatro tridngulos determinados pelas quatro retas passam por um mesmo ponto, denominado

ponto de Miquel.

A Figura 5.5 mostra uma construgao geométrica para a demostragao que a circunferéncia

d passa por M.

Figura 5.5: Construcao geométrica para a demostracao que a circunferéncia d passa por M.
Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Sejam A= fNh, B=fNng, C=g9gNh,D=fNi, E=gNieF =hNi
(Figura 5.4). Seja M a interse¢do do circuncirculo m do ABDE com o circuncirculo k do
ACFEF.

O teorema de Miquel pode ser aplicado ao triangulo ABC' e os pontos D € AB, F € BC
e F' € AC. Neste caso, por definicao, os pontos D, F e F' sao colineares. Mas isso nao é usado
na primeira parte da demonstracao.

Como o quadrilatero M DBE é ciclico temos:
IMDA=/MDB = /ZCEM = «.
Do quadrilatero inscritivel MCFE segue ZCEM = ZCFM. Logo,
LZAFM = 180° — «.

Com isto o quadrilatero AF'M D é ciclico e a circunferéncia d circunscrita ao AAF D passa por
M.

Devido a colinearidade dos pontos D, E e F, o teorema de Miquel pode ser aplicado
também ao triangulo ADF e os pontos C € AF, B € AD e E € DF (Figura 5.4). Seja
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/ZFCM = . Do quadrilatero ciclico FC'M E segue que
MED = /FCM = 6.

Adicionalmente, da circunferéncia m e a corda M D tem-se que
/MED =/MBD = §.

Logo, /M BA = 180° — 3. Pelo fato de ZACM + ZABM = 180° a circunferéncia c, circunscrita
a0 AABC, também passa por M. n

A Figura 5.6 mostra uma construgao geométrica para a demostragao que a circunferéncia

c passa por M.

Figura 5.6: Construcao geométrica para a demostracao que a circunferéncia ¢ passa por M.
Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

5.2 Conjugados isogonais

Definicao 10. Sejam um triangulo ABC e k seu circuncirculo. O conjugado isogonal P’ do
ponto P & k € obtido refletindo as retas PA, PB e PC em relacao as bissetrizes internas de
ABC, que passam por A, B e C, respectivamente. Isto €, P’ é tal que valem as igualdades de
angulos a sequir (Figura 5.7):

/BAP = ZCAP',

/ABP = /CBP,

/ACP = /BCP'.
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Figura 5.7: Construgao geométrica para conjugados isogonais. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Os conjugados isogonais (Figura 5.7) de alguns pontos notaveis sdo:

Do incentro I é ele mesmo.

e Dos ex-incentros I, I, e I. também sao eles mesmos.

Do circuncentro O é o ortocentro H e vice-versa (Proposicao 20).

Do baricentro G é o ponto K, chamado simediano ou de Lemoine, e vice-versa (Proposi-
¢ao 26).

Proposicao 20. O circuncentro O e o ortocentro H sdo conjugados isogonais (Figura 5.8).

Figura 5.8: Construgao geométrica para provar que circuncentro O e o ortocentro H sao con-
jugados isogonais. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.
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Demonstracao. Como O é o centro da circunferéncia k, circunscrita ao AABC), entao:
LAOC =2/ABC = 25.

Isto é, o angulo central é duas vezes o angulo inscrito (Figura 5.8).
Por construgao, AD = DC, AO = OC e OD 1 AC. Logo, por lado-lado-lado vale que:

NADO = ACDO

e ZDOA = /ZDOC = . Tem-se que H € AE e AE | BC. Segue pelo critério angulo-angulo
que:
NADO ~ NAEB

e /ZDAO = /FEAB = «. Em outras palavras, as retas AO e AFE sao simétricas em relacao a

bissetriz ao ZBAC. Uma construcao andloga pode ser feita partindo dos outros dois vértices. [

Lema 21 (Critério de isogonalidade relativo a um vértice). Sejam um AABC, dois pontos P e
Q eD eFE (F eG) as projecoes ortogonais de P (Q) sobre os lados AB e AC, respectivamente

(Figura 5.9). As retas AP e AQ sdo isogonais se, e somente se,

PD _ QG
PE  QF’

Figura 5.9: Critério de isogonalidade relativo a um vértice. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.
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Demonstragao. Inicia-se supondo que AP e AQ sao isogonais (Figura 5.9). Isto é,
/PAB = ZQAC = «.
Como ZADP = ZAEP = 90° o quadrilatero ADPFE é inscritivel e

LDEP = /ZDAP = a.

Analogamente, como

VAFQ = ZAGQ = 90°

o quadrilatero AFQG é ciclico e
/GFQ = ZGAQ = a.

Adicionalmente,
/DPE =180° — LA = ZGQF = j3.

Pelo critério de semelhanca angulo-angulo segue que ADPFE ~ AGQF. Logo,

PD QG
PE  QF’
Revertendo os passos prova-se a reciproca. L]

Teorema 22 (Teorema fundamental dos conjugados isogonais). Dado um triangulo ABC, k seu
circuncirculo e trés cevianas AA', BB e CC' que concorrem em um ponto P & k, as cevianas
isogonais a elas AA”, BB" e CC", obtidas através da reflexao em relagdo as bissetrizes internas,

sao concorrentes no conjugado isogonal P' (Figura 5.10).
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Figura 5.10: Teorema fundamental dos conjugados isogonais. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Sejam x, y e z as distancias de P aos lados BC, CA e AB, respectivamente
(Figura 5.10). Analogamente, Sejam 2/, y' e 2’ as distancias de P" aos lados BC, CA e AB,
respectivamente.
Supondo que AA” N BB"” = P’, quer-se provar que BB”" N CC"” = P'. Como P e P’ sao
conjugados isogonais, pela ida do Lema 21, relativo ao vértice A vale que
/

< _ Y
;z;@zz':yy/,

e relativo ao vértice B .
x

="z =
T 2!

Segue que yy' = z1’ & £ = z—; Ou seja, pela volta do Lema 21, tém-se:
BB"NnCC" = P.
Logo,
AA"NBB"'nCC” = P.
[

Proposicao 23. As cevianas isogonais AA”, BB" e CC" sao paralelas se, e somente se, P
estd sobre o circuncirculo k do ANABC. Nesse caso, o conjugado isogonal P é um ponto do

infinito.

Definicao 11. As simedianas de um tridingulo sdo as cevianas isogonais a suas medianas. As

simedianas concorrem no ponto simediano K (ou de Lemoine).
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Proposigao 24 (Distancia da simediana a dois lados). Considera-se um AABC' e um ponto
Q que pertence a simediana AA”. Sejam 1y e 2’ as distdncias do ponto Q) aos lados CA e AB,
respectivamente (Figura 5.11). Entdo vale:

7 AB
y  ACT
Isto €, a distdncia de um ponto sobre a simediana a um lado € proporcional ao comprimento

do mesmo lado.

Figura 5.11: A distancia de um ponto sobre a simediana a um lado é proporcional ao compri-
mento do mesmo lado. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Como () esté sobre a simediana a reflexao dele, relativo a bissetriz interna em
A, isto &, o ponto P, deve estar sobre a mediana AA’ (Figura 5.11). Logo, A’ é o ponto médio
de BC. Sejam y e z (v e w) as distancias do ponto P (A’) aos lados C'A e AB, respectivamente.

Pelo Lema 21 vale que:
2y
— ==, (5.2.1)

y ooz
Pela semelhanca dos pares de triangulos APF e AA'D e API e AA’E encontra-se:

y AP 2
v AA w

Ou seja,

(5.2.2)

y v
z w
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Substituindo (5.2.2) em (5.2.1) tem-se:
S (5.2.3)

Como AA’ é a mediana do AABC, relativa ao segmento BC| vale a igualdade de areas:

1 1
[ABA) = JAB-w= JAC v = [ACA].

Segue que:
v AB
— = —. 2.4
w AC (5:2.4)
Substituindo (5.2.4) em (5.2.3) encontra-se:
Z AB
y  AC
[l

Proposigao 25 (Construcao alternativa de simediana). Seja D a interse¢ao das retas tangentes
ao circuncirculo k do tridngulo ABC por B e C. Entao a reta AD contém a simediana AF que

passa por A (Figura 5.12).

Figura 5.12: Construcao alternativa de simediana. Versao interativa aqui.
A

D

Fonte: Os autores.

Demonstra¢ao. Construir o paralelogramo ABEC. Por alternos entre paralelas,
/BCE = /ZABC e ZCBE = ZBCA (Figura 5.13). Seja o ponto M a interse¢ao das diagonais
AF e BC do paralelogramo ABEC. Com isso, AM é mediana.
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O angulo entre AC e CD, pela tangéncia, é igual ao inscrito ZABC. Assim, as retas
CD e C'E sao conjugadas isogonais respeito a bissetriz interna no vértice C. Analogamente, as
retas BD e BE sao conjugadas isogonais respeito a bissetriz interna no vértice B. Logo, pelo
Teorema 22 as retas AD e AE sao conjugadas isogonais respeito a bissetriz interna no vértice

A. O resultado segue. O

Figura 5.13: Construcao alternativa de simediana, demonstracao. Versao interativa aqui.
A

Fonte: Os autores.

Proposicao 26 (Construgio alternativa do simediano do AABC). Construir quadrados ABB.A.,
BCC,B, e CAA,Cy externamente sobre os lados do tridngulo ABC. Prolongar A.B., B,C, e
CyAy para obter o tridngulo A'B'C'. Entao as retas AA', BB’ e CC" concorrem no ponto sime-
diano K de ABC' (Figura 5.14).
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Figura 5.14: Construcdo alternativa do simediano do AABC. Versao interativa aqui.
h

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Como os pares de segmentos AB e A'B', BC e B'C" e CA e C'A’ sao paralelos,
os triangulos ABC e A’B'C’ sado semelhantes (Figura 5.14). Seja k a razdo de semelhanga:

AB BC CA

F=aB =

~BC A"

Também pelo paralelismo citado anteriormente os pares de triangulos KAB e KA'B',
KBC e KB'C' e KCA e KC'A" sao semelhantes e com a mesma razao k. Sejam k,, k; e k.
as distancias do ponto simediano K aos lados BC' = a, CA = b e AB = c, respectivamente
(Figura 5.14 e Figura 5.15). Logo, a proporcionalidade das alturas em relagdo ao vértice K

pode ser escrita como:
ka kb kc

kata kytbd kotec

A equacao anterior pode ser reescrita como:

Isto é, k, = ta, ky, = tb e k. = tc. O tnico ponto P do plano ABC com a propriedade da

Proposicao 24 relativa aos trés lados é o simediano K (versdo interativa da Figura 5.15). [

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J.P.M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.1. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2022. 86 p. ISBN 978-65-87023-21-2 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606 /9786587023212.


https://www.geogebra.org/m/dkmbypwa

CAPITULO 5. TEOREMA DE MIQUEL, CONJUGADOS ISOGONAIS E TRIANGULO
PEDAL 66

Figura 5.15: A distancia do simediano K a cada lado é diretamente proporcional ao com-
primento do lado correspondente. O tnico ponto P do plano ABC' com a propriedade da
Proposicao 24 relativa aos trés lados é K. Versao interativa aqui.

a

Fonte: Os autores.

Proposigao 27 (Minimo da soma dos quadrados das distancias aos lados). Considera-se um
tridngulo ABC. Sejam q, r e s as distdncias do ponto P aos lados BC' =a, CA=0be AB = ¢,
respectivamente. Entao ¢ + r? + s* é minimo quando P €é o ponto simediano K do NABC
(Figura 5.16).

Figura 5.16: O simediano minimiza a soma dos quadrados das distancias aos lados do AABC.
Versao interativa aqui.

a

Fonte: Os autores.

Demonstragao. Seja P um ponto no interior do AABC (Figura 5.16). Pode-se escrever a
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igualdade de éreas:
S =[ABC] = [BPC]+ [CPA] + [APB],

25 =aq + br + cs. (5.2.5)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada nas sequéncias (a, b, c) e (q,r, s) tem-se:
(a® +0°+ ) (¢ + 717+ 5%) = (ag + br + ¢s)*. (5.2.6)
Substituindo (5.2.5) em (5.2.6) encontra-se:

452

2, 2, 2
T R e —
4 T at+ b2+ 2

(5.2.7)
A igualdade em (5.2.7), minimo da soma dos quadrados das distancias de P aos lados,

acontece quando:

a b ¢
Pela Proposicao 26 esta tltima condicao somente é satisfeita quando P coincide com o simediano
K. O

Proposicao 28 (Razdo de lados determinados por uma ceviana). Seja 0 AABC, a ceviana
AA" e um ponto P € AA’ e interior ao NABC' (Figura 5.17). Sejam d,, dy e d. as distdncias
do ponto P aos lados BC = a, CA=1b e AB = ¢, respectivamente. Entdo vale que:

BA"  c-d.
A'C b-dy
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Figura 5.17: Razao de lados determinados por uma ceviana. Versao interativa aqui.
A

Fonte: Os autores.

Demonstracao. A altura dos triangulos ABA" e AA'C' relativa ao vértice A é a mesma. Por-
tanto, a razao entre os segmentos da base pode ser escrita utilizando as areas:
BA"  [ABA]

7 = [Aac] (5.2.8)

Analogamente, a altura dos triangulos PBA’ e PA'C relativa ao vértice P é d,. Portanto,

a razao entre os segmentos da base pode ser escrita utilizando suas areas:

BA"  [PBA (5.29)
AC ~ [PACT -
De (5.2.8) e (5.2.9) segue:
BA"  [ABA]—[PBAl [ABP] c¢-d.
A'C [AAC) - [PAC)  [ACP]  b-dy
O]

O analogo do Teorema da Bissetriz Interna para o simediano segue como consequéncia da

Proposicao-28.

Corolario 29 (Razado de lados determinados pelo simediano). Seja 0 AABC e AA" uma
simediana (Figura 5.18). Sejam CA =1b e AB = ¢, respectivamente. Entdo vale que:
BA &

AC b
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Figura 5.18: Razao de lados determinados pelo simediano. Versao interativa aqui.

2

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Sejam dy e d. as distancias do ponto simediano K aos lados CA=be AB = ¢,
respectivamente. Pela Proposicao 26 existe t tal que d, =t-be d. =t-c. Consequentemente,

da Proposicao 28 tem-se:
BA"  c¢-d, ¢
AC b-dy, b-

5.3 Problema resolvido pelo uso de isogonais

Problema 7. No tridingulo ABC, P e (Q sao pontos no interior tais que:
1
/CBP=/PBQ =/QBA = géABC’,

/BCP = /PCQ = /QCA = %AACB.

Sejam D e E as projecoes ortogonais de P sobre AB e AC, respectivamente. Provar que AQ €
perpendicular a DE.

5.3.1 Resolucao

A Figura 5.19 permite acompanhar a resolucao do Problema 7.
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Figura 5.19: Resolucao do Problema 7. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Seja ZPAD = 0. Entao ZAPD = 90°—0 e, como ZADP = ZAEP = 90°, o quadrilatero
ADPE é inscritivel. Logo, ZAED = ZAPD = 90° — 6.

Seja o ponto F' = AQ N DE. Pelo AAFFE resta provar que ZEAQ = 0. Como /PBC =
ZQBA e /ZBCP = ZQCA, os pares de retas BP e BQ e CP e C(@) sao simétricos entre si
em relacao as bissetrizes de LZABC e ZAC B, respectivamente. Ou seja, P e () sao conjugados
isogonais e /PAB = ZQAE = 0.

O contetdo anterior desta aula esta disponivel em video.

5.4 Teorema de Morley

Teorema 30. Os trés pontos de interseccao dos trissetores adjacentes dos dangulos de qualquer

tridngulo formam um triangulo equildtero (Figura 5.20).
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Figura 5.20: Teorema de Morley. Versao interativa aqui.

A

Fonte: Os autores.

5.5 Conjugados isotomicos

Definicao 12. Assumes-se que P nao seja colinear com quaisquer dois vértices do NABC.
Sejam A', B e C' 0s pontos em que as linhas AP, BP e CP encontram as retas BC, CA e
AB (estendidas se necessdrio). Sejam ainda D, E e F pontos médios dos lados BC, CA e AB.
Refletindo A, B', e C" em D, E e F, respectivamente, encontram-se os pontos A”, B" e C".
As retas AA”, BB" e CC" sao chamadas isotomicas de AA'", BB e CC’, respectivamente, e

concorrem no ponto P, nomeado conjugado isotoémico do ponto P.

A Figura 5.21 permite acompanhar a Definicdo 12 e a Proposicao 31.

Figura 5.21: Conjugados isotomicos. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.
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Proposicao 31. Isotémicos de alguns pontos notdveis.
e Do baricentro G € ele mesmo.
e Do simediano K é o terceiro ponto de Brocard Brs.

e Do ponto de Gergonne G, € o ponto de Nagel N,.

5.6 Triangulo Pedal

Definicao 13. Seja M um ponto no plano do tridngulo ABC e P, Q e R as projecoes de
M sobre as retas BC, CA e AB. O APQR ¢ chamado pedal de M em relagao ao NABC
(Figura 5.22).

Figura 5.22: Defini¢ao de triangulo Pedal. Versao interativa aqui.

.

Fonte: Os autores.

Proposicio 32 (Area minima do triangulo Pedal). Sao dados um tridngulo ABC, um ponto M
no mesmo plano e um ponto D € BC. Posicione E € CA e F' € AB tais que 0s quadrildteros
CDME e BDMF' sejam ciclicos. Sejam P, Q) e R as projecoes ortogonais do ponto M sobre
as retas BC, CA e AB, respectivamente. Dentre todos os tridngulos DEF possiveis para um

M fizo o de menor drea € o tridngulo pedal PQR (Figura 5.23).
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Figura 5.23: Para M fixo e D variando, de todos os ADEF possiveis o triangulo Pedal PQR
tem area minima. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Demonstracao. Os quadrilateros CDME e CPM(@) sao ciclicos. Como Z/DMFE = 180° — ZC
e /ZPM@Q = 180° — ZC chega-se a /DMFE = /ZPMQ e /ZDMP = ZEM(Q. Analogamente,
/DMP = /ZFMR. Com isso,

LDMP = /ZEMQ =ZFMR = 0.

Adicionalmente, tém-se:
/MPD =/MQE =/MRF = 90°.

Logo, pelo critério de semelhanca angulo-angulo vale que:
ADMP ~ AEMQ ~ ZFMR.

Segue:
_MP  MQ MR <1

~ MD ME MF ™~
A 1ltima semelhanca de tridngulos permite que, por uma rotacao de angulo #, seguida de
uma homotetia de centro em M e fator k (roto-homotetia), o0 ADEF transforme-se no APQR.

Como k <1 a area do triangulo Pedal é minima. O

k

O contetido da parte intermediaria desta aula esta disponivel em video.
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5.7 Pontos isogonicos e isodinamicos

Fy = X(13) e F, = X(14) sao os pontos isogonicos ou primeiro e segundo pontos de
Fermat. Dado um triangulo ABC' constroem-se triangulos equilateros externa e internamente
sobre os lados.

As trés retas que unem os vértices do ABC' com os novos vértices dos triangulos equilateros
externos e opostos correspondentes concorrem em Fj (Figura 5.24). No caso em que todos os
angulo interno do AABC sao menores que 120° o primeiro ponto de Fermat minimiza a soma

das distancias aos vértices.

Figura 5.24: F; = X(13) é o primeiro ponto isogonico ou primeiro ponto de Fermat. Versao
interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Analogamente, as trés retas que unem os vértices do ABC com os novos vértices dos

triangulos equilateros internos e opostos correspondentes concorrem em Fy (Figura 5.25).
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Figura 5.25: F, = X (14) é o segundo ponto isogonico ou segundo ponto de Fermat. Versao
interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Os pontos 77 = X (15) e T, = X (16) sao isogonais de F} e Fy, respectivamente, e chamados
primeiro e segundo pontos isodinamicos. T} e T estao alinhados com o circuncentro O = X (3)

e o simediano K = X (6) e dividem harmonicamente o segmento OK (Figura 5.26). Isto é,

70  T,0
VK TK’

Figura 5.26: 71 = X (15) e Ty, = X (16), primeiro e segundo pontos isodinamicos, sdo isogonais
de Fi e Fy, respectivamente. Versao interativa aqui.

®
T

Fonte: Os autores.

As projecoes do ponto Fi, partindo de um vértices para o lado oposto respectivo, deter-
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minam trés pontos de uma elipse inscrita no AABC' e de focos Fy e Ty (Figura 5.27).

Figura 5.27: Elipse inscrita no AABC' e de focos F; e T;. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

5.8 Problema envolvendo o primeiro ponto isodindmico

Problema 8. Sejam P, ), e R pontos sobre os lados BC, CA, e AB de um tridngulo acutdngulo
ABC tais que o APQR ¢ equildtero e tem drea minima entre todos tais tridngulos equildteros.
Provar que a reta a' perpendicular a QR que passa por A, a reta b perpendicular a RP que

passa por B e a reta ¢ perpendicular a PQ) que passa por C' tém um ponto comum.

5.8.1 Resolucao

A Figura 5.28 permite acompanhar a resolucao do Problema 8.
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Figura 5.28: Resolugdo do Problema 8. Versao interativa aqui.

7’

Fonte: Os autores.

Como a area do APQR é a minima possivel, de todos os triangulos equilateros que podem
ser construidos respeitando as condicoes do problema, deve existir um ponto T para o qual PQR
é seu triangulo Pedal (Proposi¢ao 32). O ponto T é chamado primeiro ponto isodinamico (um
dos centros de triangulo) e também identificado como X (15).

Como

TPC+ /ZTQC = 90° + 90° = 180°

o quadrilatero TPCQ ¢ ciclico e TC' é diametro do circuncirculo. Ou seja, o circuncentro do
APCQ é o ponto médio do segmento T'C. Adicionalmente, o ortocentro do APC(Q esta contido
na reta ¢, perpendicular a P(Q passando por C. Como os circuncentro e ortocentro do APCQ
sao pares de pontos isogonais vale que T'C' e ¢ também sdo isogonais relativos ao vértice C.
Analogamente, as retas a’ e b’ sdo isogonais aos segmentos AT e BT, respectivamente.
Como AT, BT e CT concorrem em T, as retas isogonais a’, b’ e ¢ concorrem em T". Tsto é, T"

é isogonal de 7.

5.9 Teorema de Erddés-Mordell

Lema 33 (Para o Teorema de Erdds-Mordell). Considera-se um trigngulo ABC' e um ponto
P no seu interior. Sejam P,, Py, e P. as projecoes ortogonais do ponto P nos lados BC, C'A e

AB, respectivamente. Entao vale a desigualdade
AP-BC > P.P-CA+ FB,P- AB,

com igualdade se, e somente se, P,P. || BC (Figura 5.29).
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Figura 5.29: Lema para a prova de Erdés-Mordell. Versao interativa aqui.
A
Py
'C
B

Fonte: Os autores.

Demonstragao. Seguiremos a prova pelo Teorema de Ptolomeu utilizada em [24]. Sejam B’ e

C" as projecoes ortogonais dos pontos B e C' na reta P.P, (Figura 5.30). Entao BC' > B'C" e
vale a igualdade se, e somente se, P.P, || BC. Alternativamente,

BC > B'P.+ P.P, + B,C".
A seguir multiplica-se a desigualdade anterior pelo valor positivo AP :
AP-BC > AP-B'P.+ AP - P.P,+ AP - B,C". (5.9.1)
De /PP,A = /ZPP.A = 90° o quadrilatero AP,PP, é inscritivel e
/APP,= /AP.P,= /BP.B,

/APP.= /ABP. = Z/CP,C".

Logo, pelo critério de semelhanca angulo-angulo tém-se:
NAPP, ~ ABP.B',

ANAPP, ~ ACP,C".

Segue que
AP PP,
= AP-B'P,= B,P-P.B 9.2
BPC PCB/ - c b cty (5 9 )
AP PP
il ¢ AP-PC'=P.P- P,C. 5.9.3
P~ RC ' ' (5:93)
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Pelo Teorema de Ptolomeu aplicado no quadrilatero ciclico AP, PP, tem-se:
AP -P.P,=AP,- P.P+ AP, - B,P. (5.9.4)
Substituindo (5.9.2), (5.9.3) e (5.9.4) em (5.9.1) encontra-se:
AP-BC > PP -P.B+ AP,- P.P+ AP.- P,P+ P.P - P,C.
Agrupando e simplificando o resultado segue:
AP -BC > P,P(AP.+ P.B) + P.P(AP, + B,C),

AP-BC > P,P-AB+ P.P- AC.

Figura 5.30: Construcao para a prova do Lema 33. Versao interativa aqui.

A

Fonte: Os autores.

Teorema 34 (Erdés-Mordell). Considera-se um tridngulo ABC' e um ponto P no seu interior.
Sejam P,, P, e P. as projecoes ortogonais do ponto P nos lados BC, CA e AB, respectivamente.

Entao vale a desigualdade
AP+ BP+CP >2(P,P+ P,P + P.P),

com igualdade se, e somente se, P for o circuncentro de um NABC equildtero (Figura 5.31).
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Figura 5.31: Teorema de Erdds-Mordell. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.

Demonstragao. Pelo Lema 33 tém-se as trés desigualdades (uma relativa a cada vértice):

CA AB
> el 2
AP > P.P- 22+ BP- 2,
BC AB
BP>PP. 2= 4 pp.22
=t ca T oa
BC CA
> it el
CP > PP 1B + P,P 1B
Valem as trés igualdades quando P,P. | BC, P.P, || CA e P,P, || AB. Ou seja, P é o
circuncentro do AABC.

Somando as trés desigualdades anteriores obtém-se:

AP+ BP+CP >

CA AB BC AB CA BC (5.9.5)
> (= + = g Rt e idd ‘
_<AB+CA>P¢1P+(AB+BC>PbP+<BC+CA)PcP

Os trés paréntesis em (5.9.5) sdo da forma:

1
xr -+ —.
T

Aplicando a desigualdade das médias aritmética e geométrica no conjunto de nimeros

positivos {x, %} encontra-se:
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1
T+ - =2 (5.9.6)
x

O resultado anterior ¢ substituido nos trés parenteses de (5.9.5):
AP+ BP + CP > 2(P,P + P,P + P.P). (5.9.7)

A igualdade em (5.9.6) acontece quando = = % Ou seja, © = 1. Isto leva a uma igualdade
em (5.9.7) quando AB = BC = CA. Isto é, ABC ¢é equilatero. Adicionalmente, deve ser
satisfeito que P seja o circuncentro do AABC. n

5.10 Desigualdade de Erdés-Mordell, trigonometria e de-
monstracao por contradicao. P5 IMO 1991.

Problema 9. Sejam ABC um tridingulo e M um ponto interior. Mostre que pelo menos um
dos dngulos MAB, MBC e MCA é menor ou igual a 30°.

A IMO 1991 foi realizada na cidade de Sigtuna, Suécia. Problema 4 da lista curta e

escolhido como P5 da competicao, proposto pela delegacdo da Franga [25].

5.10.1 Resolucao

Sejam X, Y e Z as projecoes de M sobre os lados BC, C'A e AB, respectivamente.
Suponha-se, por absurdo, que os angulos MAB, MBC e MCA sao todos maiores que 30°
(Figura 5.32).

Figura 5.32: Uma construgao geométrica para o Problema 9. Versao interativa aqui.

Fonte: Os autores.
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Como sen(30°) = %, o anterior implica que:

MZ - 1 MX
MA~ 2" MB

>1 Y>
2" MC

N | —

Ou seja,
MA<2MZ, MB <2MX, MC < 2MY.

Somando as trés tltimas desigualdades segue que:
MA+MB+ MC <2(MX + MY +MZ).
Contradicao, pois pelo Teorema 34 tem-se justamente o oposto:
MA+ MB+ MC >2(MX + MY + MZ).

Parte do contetido desta aula esta disponivel em video.
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