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INTRODUCAO

Objetivo e conteudo do livro

Serdo apresentadas varias técnicas estatisticasapalisar relacdes lineares e néo
lineares entre variaveis: regressdo linear multiplecluindo as maneiras de detectar
observacbes discrepantes ou muito influentes, segoendo linear, modelos para variaveis
dependentes binarias (I6gite e prébite), analissodgoonentes principais e analise fatorial.

O objetivo € fazer uma apresentacdo dessas técmieamaneira que o estudante
compreenda seus fundamentos estatisticos, podesdiaraseu potencial de aplicacdo em
varios tipos de pesquisa, e também suas limita€désxto tem finalidade didatica, incluindo
exercicios com respostas no final de cada capitulo.

Sempre que possivel, sdo usados exemplos numéicgdes que permitem ao

estudante acompanhar, com relativa facilidade stadatapas do procedimento estatistico.

Pré-requisitos

Admite-se que o estudante tenha conhecimentosdsadie estatistica, incluindo os
conceitos de distribuicdo, funcdo de densidade rdbapilidade, esperanca matematica,
variancia e covariancia, correlacéo e teste detésped com base na variavel normal reduzida
(2), qui-quadradot ou F. E conveniente, também, que o leitor tenha algtamdliaridade
com a analise de regressao.

Sera utilizada a algebra matricial, pressupondqteeo leitor saiba somar, subtrair,
multiplicar e transpor matrizes e inverter matrigggdradas nao-singulares. Para algumas
demonstracdes €& necessario conhecer os conceittsa@e de uma matriz quadrada e

caracteristica (ou posto) de uma matriz qualquer.

Agradecimentos

E importante reconhecer que as boas condi¢cGesio@ho no Instituto de Economia
da UNICAMP e na ESALQ-USP foram essenciais paralaoeacédo desse livro didatico. Foi
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fundamental, também, o apoio financeiro recebidoGidPq. O autor agradece, ainda, a
colaboracdo de alunos do curso de pos-graduaca&-tiNICAMP e da Profa. Angela

Kageyama, que fizeram sugestdes para o aperfeighame texto.

Versao publicada

Uma verséao anterior deste livro foi publicada pétaBooks em julho de 2011 (ISBN 978-
85-7869-288-9).

Correcoes

Se o leitor tiver sugestdes para corrigir ou apgrée o texto ou duvidas que o autor possa
esclarecer, favor escrever pafmannr@usp.br




1. REGRESSAO LINEAR

1.1. Origem

Neste capitulo é feita uma apresentacéo concisalse de regressao linkague é,
certamente, a técnica estatistica mais usada ewhossfjue exigem a andlise de relacdes entre
duas ou mais variaveis.

A expressao “analise de regressao” se originowndartigo em que Sir Francis Galton

estuda a relacdo entre estatura de pais e filhaslicado em 1886 ndournal of the

7

Anthropological Institute of Great Britain and lexld O artigo € intitulado Regression
towards mediocrity in hereditary stattirgefletindo o esnobismo do autor ao constatar que
filhos de pais muito altos ou muito baixos tenderdifarir menos da média do que seus

genitores.

1.2. O modelo e o estimador de minimos quadrados
Admitindo que uma variavel; € linearmente dependenteldeariaveis explanatorias

(X4, X504, X,y) , temos o seguinte modelo de regresséao linearptailti
Y =a+ B X +B,X, +...+ B X U, (1.1)

comj =1, 2, 3, ..n. O indicej indica uma das observacdes de uma amostra. O errce
que torna a equagdo (1.1) um modelo estatisticerr®u; pode ser interpretado como o

efeito de todas as demais variaveis, com impoésecundaria, que ndo foram incluidas no

modelo.
E conveniente definir as seguintes matrizes:

a) os vetores-coluna com nwalores da variavel dependente e com walores do erro:

Yl ul
Y. u
y= .2 e u= 2
Y u

! Uma apresentacdo mais extensa, comecando cospgasicular da regressao linear simples (comaen
duas variaveis), pode ser encontrada em livro demmoeautor Andlise de Regressdouma introdugdo a
econometria).
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b) a matriznx (k +1)

1 xll X 21 xkl
x — 1 ><12 x.22 X.k2
1 X1n x2n X kn

C) o0 vetor-coluna com op = k +1 parametros:

a

By
B=|5

B
Assim, 0 modelo de uma regressao linear multipia fi

y=Xp+u 1.2)
Na versao mais simples do modelo, pressupomos quegriz X € fixa e que 0s erros

u; tém as seguintes propriedades:

a) E(u;)=0,0u
E(u)=0 (1.3)

b) V(u;) = E(u}) =0?, variancia constante ou homocedasticia.

c) E(u,u,)=0 para h#j, auséncia de covariancia entre erros de diferentes
observacoes.

Esses dois Ultimos pressupostos podem ser simtetizea expressao

E(uu’) =102 (1.4)

na quall € uma matriz identidade de ordem Essa expressdo mostra que a matriz de
variancias e covariancias do vetoé uma matriz diagonal com todos os termos da dalgo
iguais ao?.

Para fazer os testes de hipoteses com base nossvdbb ou F é necessario pressupor

que os errosl; tém distribuicdo normal, ou seja,



u; ~N(@,0%)

Note-se que € a existéncia de um termo constanteodelo (representado par) que
torna necessario que &cbluna deX tenha todos os seus elementos iguais a 1. Um-vetor

coluna de uns sera representadoyp(etra grega iota):

= (1.5)

Sejab um vetor-coluna com as estimativas gos k +1 parametros da equacéao (1.1):

Entéo as estimativa(s?j) dos valores d¢&,; sao dadas por
¥ =Xb (1.6)
e o vetor dos desvios (ou residuos) é
e=y-y=y-Xb (1.7)
Verifica-se que a soma de quadrados dos desvios é
S=é€e=(y—-Xb)'(y-Xb)=y'y-b'X'y-y'’Xb +b'X"Xb
O segundo e o terceiro termo sao iguais, poisata tte matrizes 21 e uma € a
transposta da outra. Entdo, podemos escrever
S=y'y-2b'X'y +b'X"Xb (1.8)
Dadas as matrizeX ey, essa expressdo mostra como a soma de quadrasos do
desvios depende do vetorDiferenciando, obtemos
dS=-2(db)' X'y + (db)'X"Xb +b'X"X(db)

Como os dois ultimos termos sdo matrizes 11 e uma € a transposta da outra,

podemos escrever



dS=-2(db)'X'y + 2(db)'X'Xb = 2(db)'(X'Xb - X'y) (1.9)

De acordo com o método de minimos quadrados, madtirb deve ser aquele que
minimiza o valor da soma de quadrados dos desMiegonto de minimo d& como funcao
deb, o diferencialdS sera nulo para qualquer vettly. Entdo, de acordo com (1.9), devemos

ter
X'Xb = X'y (1.10)

Deixamos de verificar a condicdo de segunda ordsa minimo. Cabe assinalar que,
por ser uma soma de quadrados de desSin&p pode ter um valor maximo finito.

Se X'X for ndo-singular, de (1.10) obtemos
b=(X'X)"X'y (1.11)
que € o estimador de minimos quadrados ordinaeds. d

A expressdo (1.10) é um sistema de equacles I;eanas incognitas sdo as
estimativas dos parametros. Ele é denomirsisstema de equacfes normais sua solucao,
guando existe, é dada por (1.11). De (1.10) segupss

X'y =X'Xb =0
X'(y = Xb) =0
ou
X'e=0 (1.12)

!

Se 0 modelo tiver um termo constante)( a F linha de X' é1
(1.12), temos

e, de acordo com

ve=>e =0 (1.13)

j=1

Cabe ressaltar que a expressao (1.12) é uma ptagdegeral dos residuos obtidos
pelo método de minimos quadrados, mas o resultad®)(é valido apenas quando o modelo
de regressdo tem um termo constante.

Substituindo (1.10) em (1.8) obtemos

S=éde=y'y-b'X'y (1.14)

Esse resultado sera usado adiante na analiseidacrarda regressao.



1.3. Propriedades do estimador de minimos quadrados

Se dispusermos de uma amostra de dados, istotigesnos as matrizeg e X, e a
matriz X'X for ndo-singular, podemos calcular o veto) (e estimativas dos parametros,

conforme a expressao (1.11). Para interpret@omo um estimador d@, obviamente é

necessario pressupor que ha uma relacéo entrei@geis conforme (1.1) ou (1.2).
A expressdo (1.11) mostra que cada elementd éeuma combinacédo linear dos

elementos dg (os valoresy; da variavel independente). Diz-se, entdo, ljéeum estimador

linear de .

Vejamos a demonstracdo de que, em certas condig@sm estimador linear ndo-
tendencioso (n&o-viesado).

Substituindo (1.2) em (1.11), obtemos

b =(X'X)™*X'"(XB +u)
ou
b=p+(X'X)*X'u (1.15)

Se a matrizX for fixa, de acordo com as propriedades do operdeoesperanca

matematica, segue-se que
E(b) =B+ (X'X) ™ X'E(u)
Se E(u) =0, obtemos
E(b) =8, (1.16)
mostrando qué é um estimador linear ndo-tendencios@de

Pode-se mostrar que, em geral, existem infinitoimadores lineares nao-
tendenciosos d@. E desejavel que se use o estimador linear nateteinso de variancia
minima, também denominadav@lhorestimador linear ndo-tendencidso.

Utilizando a pressuposicéo (1.4) (homocedasticeugencia de correlagdo entre os

erros u;) € possivel demonstrar que o estimador de miniguasiradosk) € o estimador

2 A sigla da expresséo em inglés é BLUE (best linehiased estimator).
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linear ndo-tendencioso de variancia minima. Esselteslo é conhecido como “teorema de

Gauss-Markov”.
De (1.15) segue-se que
b-p=(X'X)"*X'u (1.17)
Por definicdo, a matriz de variancias e covarigdis estimativas dos parametros é
V(b) =E(b-B)(b-Bp) (1.18)
Lembrando (1.17), segue-se que
V (b) = E[(X'X) X uu'X (X'X) %]
ComX fixa e E(uu’) =102, obtemos
V(b) = (X'X)"o? (1.19)
Para obter as estimativas dessas variancias ei&osias, € necessario obter uma

estimativa deo®, como se mostra na proxima secao.

1.4. Analise de variancia da regressao linear

Substituindo (1.11) em (1.6), obtém-se
J = X(XX)* XYy
ou

Hy, (1.20)

<>
1

com
H = X(X'X)™X’ (1.21)

Pode-se verificar qud é uma matriznx n, simétrica e idempotente, istoldH =H .
E curioso notar que ha apenas dois nimeros identpst&ero e 1), mas ha infinitas matrizes
idempotentes. Notar que uma matriz quadrada des zetona matriz identidade também séo
idempotentes.

O vetor de desvios é

e=y-y=y-Hy=(I-H)y=My, (1.22)



com
M=I-H (1.23)

E facil verificar queV também é uma matrizx n, simétrica e idempotente.

Lembrando a definicdo deem (1.5), define-se a matnex n
A=l —lu' (1.24)
n
Pode-se verificar qu& também é uma matriz simétrica e idempotente. Netgde
Ay =y —11 vy
n

Com 1y =2Y,, amédia do¥, e

V=%ﬂy (1.25)

Entao

Ay =y -1Y, (1.26)

que € um vetor-coluna com os valores Yje—\?, denominadowalores centradosle Y, .

Verifica-se, portanto, que a pré-multiplicacdo devetor-coluna pela matrx faz com que a
variavel correspondente se torne centrada.

AnalogamenteAX € uma matriz com as mesmas dimensdesXj@gecom todas as
suas variaveis centradas. Se a primeira colund fte o vetori, a primeira coluna daX
serad um vetor de zeros.

E usual denominar deoma de quadrados toté$.Q.Total) a soma dos quadrados dos

valores centrados da variavel dependente:
S.Q.Totak (Ay)'Ay
ComoA é uma matriz simétrica e idempotente, obtemos

S.Q.TotakFy'Ay =

—_ r( 1 rj —
=yl l=-=w' |y=
n
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I 1 [] 2 []
:yy‘ﬁ(ly) =yy-C, (1.27)
com
1 I\ 2
C==(1y) (1.28)

A expressao (1.28) éarrecdoque deve ser subtraida gy para obter a S.Q.Total.

Analogamente, denomina-se siema de quadrados de regresg&Q.Regr.) a soma

dos quadrados dos valores centrados da variavehdepte estimada:

S.Q.Regr= (Ay)'Ay =
’Ay

]
<>

=yy-=0y)* (1.29)

Sk o

Pré-multiplicando pot' a relagdce=y -y, obtemos
ve=ty -1y
Se a equacéo estimada tiver um termo constanssatdo com (1.13) segue-se que
vy =1y
Substituindo esse resultado em (1.29), obtemos
A 1 N\ 2
S.Q.Regr.:yy—ﬁ(ly) (1.30)
Lembrando quey = Xb e utilizando a relacdo (1.10), verifica-se que
S.Q.Regr= b’X'y—%(t'y)2 =b'X'y-C (1.31)

De (1.14), (1.27) e (1.31) conclui-se que a somaguaelrados dos desvios, ou soma de
quadrados dos residuos (S.Q.Res.), é igual a ddfarentre a S.Q.Total e a S.Q.Reqgr.:
S=é€e=S.Q.Total S.Q.Reqgr. (1.32)
ou

S=¢€e=[y'y-C]-[b'X'y-C]
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A seguir sera deduzida a esperanca matematicaddeuoaa das somas de quadrados,
iniciando comE(S.Q.Res.) De (1.22) segue-se que

e=M(XB +u)=MXp+Mu
E facil verificar queHX =X e MX =0 (uma matriznx p de zeros). Entao
e=Mu (1.33)
e, comaoM é simétrica e idempotente,
S=éde=u'Mu (1.34)

Antes de aplicar o operador de esperanca matematicacessario usar um artificio.

Como u'Mu é uma matriz com um Unico elemento, ela € iguakeantraco:
S=u'Mu =tr(u'Mu)

Uma vez que o trago de um produto matricial ndoarsel for alterada a ordem dos
fatores de maneira apropriada, temos
S=tr(u'Mu) =tr(Muu’)

Aplicando esperanca matematica, lembrando a presgdo (1.4), considerando que

M soO depende d¥, que é considerada fixa, e tendo em vista queerasca do traco € igual
ao traco da esperanca, obtemos

E(S) =[tr(M)]o? (1.35)
Temos
tr(H) = tr[X(X'X)*X'] = tr[(X'X)*X'X] =tr(1 ) = p
tr(M)=tr(I,,-H)=tr(I,))-tr(H)=n-p
Entao
E(S)=(n-p)s’® (1.36)
A seguir vamos deduzir a expressao para a espematematica da S.Q.Total. Temos

S.Q.Totaky'Ay =
=(BX"+U)A(XB+u) =
=B'X'AXB+B'X'Au +U'AXB +Uu'Au
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ComX fixa e E(u) =0, obtemos
E(S.Q.Tota) = p'X'AXp + E(u'Au) (1.37)
Repetindo o artificio utilizado na deducéo da empea da S.Q.Res., temos
E(u'Au) = E[tr(u’Au)] = E[tr(Auu’)] =
=[tr(A)]o? (1.38)

Mas
1,
tr(A) = tr(l a1l j =n-1
n

Entéao
E(u'Au) =(n-1o?
Substituindo esse resultado em (1.37), obtemos
E(S.Q.Total)=p'X'AXB + (n-1)s> (1.39)
De acordo com (1.32), temos
E(S.Q.Regr.F E(S.Q.Total)- E(S)
Utilizando (1.36) e (1.39), obtemos
E(S.Q.Regr.Fp'X'AXB +(p-1)o? (1.40)

Para um modelo de regressao linear com termo cuastp—1=k é o numero de

variaveis explanatérias.

Os resultados expressos em (1.14), (1.27), (1(3136), (1.39) e (1.40) podem ser

resumidos no esquema a seguir:

Causa de variacao S.Q. E(S.Q.)
Regressao Y'AY=b'X'y-C B'X'AXB+(p-1o?
Residuo de=y'y-b'X'y (n-p)o?

Total y'Ay =y'y-C B'X'AXB +(n-1)o?
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O coeficiente deg® na expressao d&S.Q.) é o nimero dgraus de liberdadéG.L.)
associado a respectiva soma de quadradgsa@rado meédigQ.M.) é, por definicdo, a razdo
entre a soma de quadrados e o respectivo nimey@de de liberdade. Assim

QMRes= T de= T (yy-bXY) (1.41)

Lembrando (1.36), segue-se que
E(Q.M.Res.Fo?, (1.42)

mostrando que o Q.M.Res. é um estimador ndo-teraEnda variancia do erro. Por isso €

usual representar o Q.M.Res. [r

Lembrando (1.40), verifica-se que
E(Q.M.Regr.):%ﬁ'X’AX[}+a2 (1.43)

E importante notar que a existéncia do termo catstér ) faz com que todos os
elementos da ?lcoluna deAX sejam iguais a zero, o mesmo ocorrendo com todos o

elementos da1coluna e da 2linha de X'AX =(AX)'AX . Consequentemente, o valor

B'X'AXB nao é afetado par .

Sob a hipétese de qug, =83,=...=8, = , BX'AXp=0 e E(Q.M.Regr.)=0".
Nessa situacao a relagao
= Q.M.Regqr. (1.44)
Q.M.Res.

tende a ficar préxima de 1. Se aquela hipétesdaraerdadeira, teremgd X'AXB >0 (pois
X'AX é uma matriz quadrada definida positiva) e a rgda#4) tende a assumir valores
maiores do que 1. Na secdo 1.8 serd apresentagladanientacdo tedrica para o uso da
relacdo (1.44) para testar a hipotede: 5, =45, =...= 5, = , n@ostrando que, sob essa
hipétese, e sendo validas as pressuposi¢cdes dE@ue) =10° e u; ~ N (0,0%), a relacdo
(1.44) tem distribuicdo die comk en —p graus de liberdade.

Se, na expressdo (1.19), substituirma$ pelo seu estimador n&o-tendencioso
(s> =Q.M.Res), obtemos a matriz das estimativas das varianeiasovariancias das

estimativas dos parametros:
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V(b) = (X'X)'s? (1.45)

A relacdo entre a S.Q.Regr. e a S.Q.Total é deramtacoeficiente de determinac&o
é indicada poR?:

r2 = S5-Q-Regr_, _ S.QRes.
S.Q.Total S.Q.Total

(1.46)

Lembrando (1.32) e tendo em vista que uma somaadrgdos nédo pode ser negativa,

conclui-se que
0<R*<1.

O coeficiente de determinacdo é uma medida dadadsido ajustamento da equacao

aos dados. Ele pode ser interpretado como a frdga@riabilidade do¥; em torno da sua

média (medida pela S.Q.Total) que é estatisticanenplicada por meio das variaveis

Xyj X50-.0 X TemosR? =1 apenas quando todos os desvios forem iguais aisercé,
quando\?j =Y, para todq.
E 6bvio que a analise de regressdo s6 poderaiseséa > p. Sen = p, o residuo fica

com zero graus de liberdade e ndo se pode fazéumenanalise estatistica. Con¥ p, 0

sistema
Xb =y

tem p equacgles @ incognitas e a determinacéo e um problema de geometria analitica
(determinar a reta que passa por 2 pontos, detarmiplano que passa por 3 pontos ou, com
p > 3, determinar o hiperplano que passa pplpsntos) e ndo existem desvios. Ha, entao,
uma tendéncia d&” se aproximar de 1 quando a amostra tem poucoquajsobservacgdes.
Para evitar essa falsa indicagcédo de “boa qualidddedjustamento para amostras pequenas,
pode ser usado o coeficiente de determinacdo wwrigara graus de liberdade, definido

como

R2 =1 S.Q.Res.Dn—l (1.47)
S.Q.Total n—p

De (1.46) e (1.47), apds algumas passagens algépobtemos
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R’ =R’ -(1-R)-P1, (1.48)
n-p

mostrando queR? < R%. O simboloR? esta consagrado, mas a rigor € inapropriado, @ois
coeficiente de determinacao corrigido para graugdedade pode ser negativo.

1.5. Inversa de uma matriz decomposta

Esta secdo se destina exclusivamente a apresentdac@xpressdes referentes a
inversdo de matrizes quadradas decompostas dermapeopriada, que serdo utilizadas nas
proximas secoes.

Consideremos uma matriz quadrada simétrica e m@oHsir decomposta da seguinte

maneira:
A B
M = ,
B C
ondeA e C sado matrizes quadradas. Verifica-se que
M -1 _ A B B —
o o =
_[A*+AB(c-BAB)'BAT -ATB(C-BA7B)" (1.49)
-(c-BA"B)'B'A™ (c-BaB)*
| (a-BcB)? -(aA-BC'B')"BC™ (1.50)
-c'B'(a-Bc?B)* c*+c'B(A-BCTB) BC™

A validade das expressdes (1.49) e (1.50) podemseprovada multiplicando-as pela
matriz original e verificando que o resultado é unariz identidade.

E interessante, também, verificar que as expre$d3) e (1.50) levam ao resultado
correto na inversdo de uma simples matriz 2 (quando as matrize&, B e C sao

constituidas por um Unico elemento) como, por exemp

e

Note que no caso particular em dBie= 0, isto é, quando a matriz original é bloco-

diagonal, temos
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ERE
0 C 0 Cc™

1.6. Exemplo numérico de uma regressao com duas var  iaveis
explanatorias

O modelo de uma regresséao linear com duas variaxplanatorias é

Y, =a+ B X, +B,X, +y, (1.52)

—_ — 2 2
com E(u) =0, E(uu)=10" eu; ~N(0,07).
Os calculos ficam mais faceis se usarmos as vasi@wplanatorias centradas, que
serdo representadas por letras minusculas, isto €,

-X

X

X =

i

com X = X

Sl
IV

1Il

J

Entdo o modelo de regressao fica
Y, =Y+ B+ BX,; Uy, (1.53)
com y=a+BX, +5,X, (1.54)

Uma vez que a soma dos valores de uma variavetadeng igual a zero, para o

modelo (1.53) obtemos

n 0 0
XX=10 XX XXX (1.55)
0 Xx;%; XX

Como essa matriz é bloco-diagonal, podemos invedparadamente me a matriz
2% 2, obtendo

_l ; ; -
n
] -1 1 2 1
X'X)*=|0 BZXZJ- —Bleszj : (1.56)
1 1
0 _Bleszj' Blezi
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comD =YX X, —(leszj)z
Temos
2,
X'y = 2x,Y; (1.57)
2% Y]
Verifica-se que o primeiro elemento the= (X'X)™*X'y, que é a estimativa dp, €
igual aY .
Entdo a estimativa da equacao (1.53) é
Y, =Y +bx; +bx,,
Como x; = X; — X;, obtemos
Y, =Y -b X, -b,X, +b X, +b,X,,

ou, ainda,

A

Y, =a+b X +b,X,,

=~

com a=Y-XhX, (1.58)

1

que é a estimativa d2 no modelo (1.52).
De acordo com (1.31),
S.Q.Regr=b'X'y-C
Mas para o modelo (1.53), verifica-se que
b'’X'y=YZXY, +b Xx,Y, +b, X x,Y,
Como o primeiro elemento dessa expressao € exdammmenrreca, conclui-se que
S.Q.Regr=b, 2 x;Y; +b, 2 x,,Y;.

Em geral, para um modelo com termo constante,

k n
S.Q.Regr= %b, leij (1.59)
1= =
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A tabela 1.1 mostra os valores ¥g;, X,; e Y, em uma amostra com 5 observagoes.

Trata-se de dados artificiais e, para facilitarcafculos, considera-se uma amostra muito
pequena.

E facil verificar que as médias s&q =5, X, =9 e Y =21. Os valores das variaveis

centradas foram calculados e séo apresentadossmaantabela.

Tabela 1.1. Amostra artificial com 5 observacoes\daiaveisX;;, X, eY; e
respectivas variaveis centradas.

Xy, Xy, Y, X, %) Yi
5 5 32 0 —4 11
8 15 10 3 6 -11
3 9 16 -2 0 -5
6 11 16 1 2 -5
3 5 31 -2 —4 10

Considerando o modelo (1.53), obtemos

5 0 O 105
X'X={0 18 28|, X'y=| -48],
0 28 72 -160
1 0 0
5
(X'X)*=|0 ﬁ _ﬂ ,
256 256
_14 9
256 256 |
21
b=(X'X)*X'y=| 2 e S.Q.Totabef=392
-3

Por meio de (1.58) obtemas= 38. Entéo, para o modelo (1.52), a equacéo adtra
Y =38+2X, -3X,

De acordo com (1.59), temos
S.Q.Regr=2(-48) +(-3)(-160 =384

Segue-se que
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S.Q.Res=392-384=8

A tabela 1.2 mostra a analise de variancia deggassao.

Tabela 1.2. Analise de variancia.

Causa de varia(;éb G.L. S.Q. Q.M. F
Regresséo 2 384 192 48
Residuo 2 8 4

Total 4 392

A estimativa ndo-tendenciosa d& é
s’ =Q.M.Res=4

Ao nivel de significancia de 5%, o valor critico Beom 2 e 2 graus de liberdade é
19,00. Entdo, o valor calculad& € 48) é significativo. Ao nivel de significancia &%,
rejeita-se a hipotese de qye= 4, =0.

Se os calculos forem feitos por meio de um compmuiaggode ser obtida a
probabilidade caudal associad& & 48, isto €, a probabilidade de obter um valoiromdo
que 48 em uma distribuicdo ecom 2 e 2 graus de liberdade, também denominaalarv
p” do teste. Verifica-se que a probabilidade de whts F > 48, em uma distribuicdo de
com 2 e 2 graus de liberdade (sob a hipotese dg5gugs, =0), € 2,04%. Como esse valor é
menor do que o nivel de significancia adotado (5&gita-se a hipotese de qe= £, =0.

De acordo com (1.45), obtemos

. 36 36 _ 9
Vb)=—s? = A=
)= 2565 =256 16

V(b,) -9 e- 959
25¢€ 25¢€ 64

Segue-se que 0s respectivos desvios padrdes sao

_§: :E:
s(bl)—4 075 e gb,) . 0375.
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Vamos admitir que se deseja testar a hipotéses, =0, contra a hipétese alternativa

H,: /5, <0. Ao nivel de significancia de 1%. Ent&o calculamos

b,
s(b,)

t= =-8

Trata-se de uma distribuicdo tleom 2 graus de liberdade, que € o nimero de graus
de liberdade associado €. A regifio de rejeicdo para esse teste unilaterak é 6965.
Portanto, o valor calculadd £ —8) é significativo, rejeitando-sél,: 5, = &m favor de
H,:p5,<0.

Os programas de computador usualmente fornecembalgldade caudal para um

testet bilateral, que nesse caso é 1,53%. Como a meteske dvalor é inferior a 1%, a

conclusdo € a mesma: o teste é significativo ael diy 1%.

1.7. Regressao multipla com decomposicao da matriz X
Para o modelo de regressao linear multipla
y=Xp+u
sabemos que o estimador de minimos quadrados oodiméara o vetor de parametps
b=(X'X)"*X'y,
o vetor dos valores estimadosydé
y=Xb =Hy,
com H=X(X'X)™"X",
e o vetor dos desvios €
e=y-y=My ,
com

M=1-H=1-X(X'X)"X'

Vimos que tantéd comoM s&o matrizes simétricas e idempotentes.

Vamos, agora, agrupar as variaveis explanatoriadasngrupos, o que corresponde a

decompor a matriX da seguinte maneira:
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X=[X, X,] (1.60)

A decomposicéo correspondente no veter

b
b { 1} (1.61)
b,
Considerando a decomposicao da ma{tinbtemos
X XX, XX
X’y:{ }y} e X'x:[ RO 2} (1.62)
X2y x2X1 X2x2

FazendoM, =1 - X,(X,X,)™*X}, , de acordo com (1.50) obtemos

[X'X]™ =
{ (XM X)) = (XIM X)) XX (XX ,) ™ (1.63)
= (X5X,) XX (M LX )™ (X5X,) ™+ (X5X,) XX (XM LX) XX (X,X,) ™

Comob =(X'X)™X'y, segue-se que
b, = (XiM X)Xy = (XM X, ) XX, (X5X,) Xy

ou
b, =(XM 2X1)_1X'1M 2y (1.64)

Mas M,y é o vetor dos desvios de uma regressap amtraX, e M, X, é a matriz

dos desvios de regressfes de cada coluixa @dentra X,. Lembrando qu#l, é uma matriz
idempotente, a expressao (1.64) mostra que, emragrassao multipla de contraX, os

coeficientes das variaveis incluidas ¥m podem ser obtidos fazendo a regressadidy

contraM ,X, (ou fazendo a regressaoyeontraM ,X, ).
Esse resultado € conhecido como teorema de FrisalghvVou teorema de Frisch-
Waugh-Lovell.

O vetor-colunaM ,y corresponde ao vetor-colugadepois que ele foi depurado das
variacoes dey; que podiam ser linearmente associadas as varieweis,. Analogamente,
as colunas dé/ ,X, correspondem as variaveis exy depois que elas foram depuradas das
suas variagdes linearmente associadas as variaweiX,. E 0 teorema mostra que 0S

coeficientes deb, na regresséo dg contra toda a matriX podem ser obtidos fazendo a
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regressao deM,y contra M,X,, isto é, usando as variaveis previamente depurddas
efeitos lineares das variaveis eK,. E 0 mesmo vetob, pode ser obtido fazendo a

regressdo dey contra M,X;, ou seja, basta fazer aquela depuracdo nas \ariave
explanatorias.
A seguir demonstra-se, ainda, que o vetor-colunded®ios da regressao dé.,y

contraM ,X,, dado por
d=M,y-M,X b, (1.65)
€ igual ao vetor de desvios da regressap amtraX, que é
e=y-Xb=y-X b, -X,b, (1.66)
Utilizando a segunda linha da matriz (1.63), obtemo

b, = —(X5X,) ™ XEX, (XM X)Xy + (X5X,) XLy +
+ (Xlzxz)_lxlle(xllM 2X1)_1X'1X2(X’2X2)_1X'2y =
= (Xlzxz)_lx'zy - (Xlzxz)_lxlle(xllM le)_lxllM 2y

Lembrando (1.64), segue-se que
b, = (X5,X,) X5y = (X, X,) X, X b, (1.67)
Substituindo esse resultado em (1.66), obtemos
e=y-Xb, -H,y+H,Xb, =
=(I-H,)y-(-H,)Xb,=M,y-M, X b,

Comparando esse resultado com (1.65), conclui-salegue, c.q.d. Cabe ressaltar que
a regressao dgecontraM ,X,, que gera 0 mesmo vetor de estimativas de parésigty ndo
produz, em geral, 0 mesmo vetor de desvios qugrassio dévl .,y contraM ,X,.

E importante interpretar o teorema de Frisch-Waughell quando a matri, tem
apenas uma coluna, e todas as demais variavemsneptias a estdo na matriX,. Vamos
admitir, sem perda de generalidade, que a UnicmaaleX; seja formada pelos valores de
X,;. Para destacar que se trata de um vetor-colusaapes a indicar a matr, por Xx;.

De acordo com o teorema de Frisch-Waugh-Lowellpéficiente b, de X;;, na regressao
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multipla dey contraX, pode ser obtido fazendo a regressao linear sarg#eM ,y contra
M X,. Podemos dizer, entdo, que o coeficidnt@a regressdo mdltipla é igual ao coeficiente
de uma regressao linear simples jecontra X,; depois que essas duas variaveis foram

depuradas dos efeitos lineares de todas as dear@sais explanatorias incluidas no modelo
de regresséo linear multipla.

Em uma ciéncia experimental, para analisar comowvariavel X, afeta uma variavel
dependente, € usual manter constantes as demais varidveiafgtemY. Em uma ciéncia
tipicamente ndo-experimental, como economia ouokmyia, 0 pesquisador interessado no
efeito de X, sobreY n&o tem a opcéo de “manter constantes as denréaseia que afetam
Y”. Nessa situacdo, a técnica estatistica de reipessiltipla € uma tentativa de obter o
mesmo resultado a partir de um conjunto de dados\@riacfes simultaneas em todas as
variaveis relevantes. Como os resultados dependemodelo de regressao adotado, € claro
gue eles ndo sdo tdo confiaveis como os obtidosndexperimento no qual as variaveis
podem ser controladas, conforme os objetivos dquiesdor.

Quando a matriZ, =X, € constituida por apenas uma coluna com os valieres; ,
a correlagdo simples entid ,y e M, x, € denominada correlacgarcial entreY;, e X;,

dados os valores d¥,;, X, ..., X,;. SendoA a matriz que centra as variaveis, definida em

(1.24), a correlacdo simples entfge X,; e dada por

(o= y'AX,
Y1~ , )
\/(y Ay)(x; AX,)
A correlagao parcial entr¢, e X,;, dados os valores d&,;, X;;, ..., X,;, &
y'M X,

T, = (1.68)
JO'MLY)(X M x,)

Sabemos que os residuos da regressdp dentraX sao iguais aos residuos da
regressao dél.,y contraM ,x,, para a qual temos

S.Q.Totaky'M,y,

q:%Mﬂ
X;M X’
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(X;.M 2y)2

S.Q.Regr=bxM .,y =
Q.Regr=bx;M ,y XM X,

] 2
S.Q.Ressy'M Ly —(X}M—zy) :
XlM 2X1

Como y'M,y é a soma de quadrados dos residuos da regressaaatdra X,,
verifica-se que a redugdo da soma de quadradatuasievida a inclusdo d&,; como

variavel explanatoria é

[ 2
S.Q.Contrbuicaode X =(x%||\\/l/|—2y).
Xl 2X1

Dada a matrizX,, o valor maximo da “S.Q.Contribuicdo d¢;” € igual a soma de

quadrados residual da regressay @entra X ,, que é igual &'M,y . Entdo a razdo entre a
“S.Q.Contribuigdo deX,;” e seu valor maximo é
(X;M y)*
(M %) (Y'M,y)

que € denominadeoeficiente de determinacao parcettre Y, e X,;, dados os valores de

Xyir X35, - X,;. Comparando essa expressao com (1.68), verificarse coeficiente de
determinagdo parcial entr¥; e X,; € igual ao quadrado do coeficiente de correlagéicia
entre Y; e X,;, dados os valores das demais variaveis explaasatori

Uma aplicacdo especifica do teorema de Frisch-Waoglell se refere ao uso de
variaveis centradas. Considerando um modelo dessgo linear com termo constante no
final da equacdo, decompomos a makiem uma matriAV com os valores das variaveis

explanatorias e o vetor-colunaisto €,
X=[W 1]
Conforme a notagéo usada no inicio desta secé®, ceeso temoX, =1 e
r\N-1_71 1 ]
M,=l-1(y) V=1 -=1u'=A,
n

isto €,M, € a matrizZA que faz com quély e AW sejam matrizes de variaveis centradas. O

teorema de Frisch-Waugh-Lowell garante, entdo,ajuegressao com as variaveis centradas
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(de Ay contra AW ) produz o mesmo vetor de coeficientes de regreébdp que a
regressao dg contraX. Além disso, o vetor de residuos da regressadydeontra AW €

idéntico ao vetor de residuos da regressaoamtrax.

1.8. Teste de hip6teses no modelo linear

Nesta secdo vamos delinear a deducédo de uma epmgssal para testar hipoteses a

respeito dos parametros de uma regressao lineanugelo €
y=Xp+u

ondeX é uma matriz de dimenséwox p com valores fixos e caracteristica igugb é&asp
colunas deX sédo linearmente independentef),é um vetor com op parametros a serem
estimados & e u sdo vetorem-dimensionais de variaveis aleatorias. Admite-se wjtiem
distribuicioN(,l o?).

Consideremos que a hipétese de nulidade a respestovalores dos parametros seja

constituida pom relagdes lineares independentes, isto €,
H,:Cp=0

ondeC € uma matriz corm linhas ep colunas e® é um vetom dimensional de constantes
conhecidas. Se as relacdes lineares assim definidas sao indepersjentaracteristica de

€ igual am. Note que devemos ten< p<n.
Desenvolveremos duas maneiras de testgrCp=0 contra H,:Cp#0. Uma

delas se baseia no estimador de minimos quadraal@sia na soma de quadrados residual.
Mostraremos, a seguir, que as duas maneiras dedaeste sdo equivalentes.
Consideremos, inicialmente, o teste baseadden(X'X)™ X'y, que é o estimador de
minimos quadrados, sem considerar a hipotese dadal
Seja
g=Cb-0
0 vetor que mostra em quanto os valores estimadfieeith dos valores estabelecidos pela

hip6tese de nulidade. No caso de um modelo comnioo jparametro, é logico que gdor

% Esta secéo foi desenvolvida com base em anotatgesn curso de econometria ministrado pelo Prof. T.
Rothenberg, da Universidade da California, Berkeday 1974.
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bastante grande devemos rejeitdy. Masg €, em geral, um vetor. Podemos avaliar se é
“pequeno” ou “grande” por meio do valor da formadgaticag'’Ag, ondeA é uma matriz
definida positivd, Uma vez que o valor dgAg tende a crescer com os valores absolutos dos
elementos deg, é razoavel rejeitaH, se o valor deg’/Ag for bastante grande. Mas como
escolher a matriA? Ela é escolhida de maneira que a distribuicAdg'Alg seja conveniente

e 0 poder do teste seja elevado.
De acordo com (1.15), temos

b=p+(X'X)*X'u,
mostrando que a parte aleatéria de cada estinggiy@mrametro € uma combinacao linear dos
erros u; . Entdo, se esses erros tém distribuicdo normagsamativas dos parametros tém

distribuicdo normal. Lembrando (1.19), conclui-se § tem distribuicaoN[p,(X'X)™"o?].

Considerando a hipétese da nulidade, verifica-sgdem distribuicdo normal com média
E(g=Cp-6=0

e variancia
V(9) = E[(Cb-0)(Cb-06)]=
=E[C(b-B)(b-B)'C] =
=C(X'X)"C'o?

Entdo devemos escolh@f}r=i2[C(X’X)‘lc’]‘1
o

Segue-se que

Ag = (Cb-0)'[C(X'X)*CT(Cb-0)

0.2

g

E possivel demonstrar, como veremos adiante, eumelosverdadeira a hipétese da

nulidade,g'Ag tem distribui¢cdo de qui-quadrado comgraus de liberdade.
De acordo com (1.34) temos que
S.Q.Res=(n- ps* =€e=u'Mu , (1.69)

onde

* Embora se use o mesmo simbalm&o se trata, aqui, da matriz usada para ceagraariaveis.
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M =1 -X(X'X)™"X'
E possivel demonstrar, também, que

(n- ps® _ e _u'Mu
A

tem distribuicdo de qui-quadrado cor p graus de liberdade.

Entéo, seH, for verdadeira,

_ (Cb-6)'[C(X'X)"CT(Ch-8)
me?

T, (1.70)

tem distribuicdo d& commen —p graus de liberdade.
Veremos, agora, o teste baseado no valor da sompaadieados dos desvios. Para isso,
consideremos as seguintes etapas:

a) Calculamos a soma de quadrados de desvios das@égrés/ em relacéo X,
S=éde=(y-Xb)'(y—Xb), (1.71)
a qual se associam-p graus de liberdade;

b) Determinamos, de acordo com o método de minimadrgdas, as estimativas dos
parametros i§.) da equacao de regressadoydem relacdo &, sujeitas a restrica€b. =0,
isto é, determinamos o valor d& que minimiza (y —Xb.)'(y —Xb.), condicionado a
Cbh. =0.

A correspondente soma de quadrados de desvios é

S =(y-Xb.)'(y - Xb.), (1.72)
a qual se associam- (p —m) graus de liberdade;

c¢) Calculamos a relacao
T, =—SS_ Sd“—r_np (1.73)

Essa relagdo mede o crescimento relativo da somguaérados residual devido a

restricdo imposta pela hipotese de nulidade.Hgeé falsa, T, tende a assumir valores

grandes. Pode-se demonstrar queise2 verdadeiral, tem distribuicdo d& commen—p
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graus de liberdade; o valor obtido pode, entéo,usérado para testaH, ao nivel de

significancia escolhido.

Passemos a demonstragéo de TyeT, .

Comon—sIO =s?, de (1.73) segue-se que

T,= S _ZS (1.74)
ms

Lembremos ques. é a soma de quadrados dos desvios de uma regoesga@ontra
X, condicionada &b, =0 . Utilizando o método do multiplicador de Lagranfgmamos a
fungéo
(y —Xb.)'(y —Xb.)+2).'(Cbh. -0),

onde A é um vetor conm elementos.

As condic¢des de primeira ordem para minimo séo

-X'y+X'Xb, +C'A=0 (1.75)
e
Cb. =0 (1.76)
Pré-multiplicando (1.75) po€(X'X)™" obtemos
—C(X'X)™ X'y +Ch, +C(X'X)*C'A=0
ou

C(X'X)™C'A =Cb - Cb.

Considerando (1.76), segue-se que
L =[C(X'X)™C'T*(Cb-0)

Substituindo esse resultado em (1.75), obtemos
X'Xb, = X'y =C'[C(X'X)'C'T*(Cb-#0),

Pré-multiplicando po(X'X)™ e lembrando quée = (X'X)* X'y, segue-se que
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b. =b—(X'X) ™ C[C(X'X) *C'](Cb -#), (1.77)

Isto €, o estimador de minimos quadrados condidmifia. ) € igual ao estimador nédo-

condicionadoly), mais uma combinacéo linear das diferenchs-0.
De acordo com (1.71) e (1.72), temos

S -S=y'y-2y'Xb. +b:X'Xb. —y'y +2y'Xb —b'X"Xb =
=-2y'Xb, +b.X'Xb, +2y'Xb —=b'X'Xb

Considerando (1.77) e lembrando queE=y'X(X'X)™, obtemos, apés varias
simplificacdes,
S —-S=(Cb-0)[C(X'X)™'C']™*(Cb-9)

Substituindo esse resultado em (1.74), obtemos

T, = (Cb- 0)’[C(X'X)2‘1C']‘1(Cb -0) (1.78)
ms
Comparando (1.70) e (1.78) concluimos due T, c.q.d.
Resta mostrar qu€é =T, =T, tem distribuicdo d& comm en —p graus de liberdade.
Determinemos, inicialmente, a distribuicdow@u , ondeA € uma matriz simétrica e
idempotente qualquerteé um vetor da variaveis aleatérias com distribuic®b(,1 o).

Do estudo da algebra de matrizes sabemos que,utia@anatriz simétricé\, existe
uma matriz ortogond? tal que

P'AP=A,
onde A é a matriz diagonal cujos elementos séo as reégesteristicag), JleA.
Uma vez que a inversa de uma matriz ortogonal & @ygua transposta, segue-se que
A =PAP'

Entéo
U'Au =U'PAP'U=V'AV =Y AV’ (1.79)
i=1

onde
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Como E(u)=0 e E(uu’) =107, temosE(v) =0 e E(w') =E(P'uu'P) =1o?, pois
P'P =1 . Portantov tem distribuicdoN (0,1 o?).

Do estudo da algebra de matrizes sabemos quezas racteristicas de uma matriz
simétrica e idempotente sdo ou iguais a um ou sgaaero. Sabemos também que o numero
de raizes caracteristicas iguais a um, a caraatartfa matriz e o traco da matriz séo, neste
caso, iguais entre si. Sefe=tr(A). Se considerarmos, sem perda de generalidadeggsque
primeiras raizes caracteristicasAdedo iguais a um, de (1.79) obtemos

u'Au = évﬁ

ou

) 2
u aA;u :é(v;i j

Uma vez quev tem distribuicdoN(Q,l %), v,/o s&o varidveis normais reduzidas
independentes. Concluimos quéAu/o? tem distribuicdo de qui-quadrado colm= tr(A)
graus de liberdade.

Consideremos, agora, duas formas quadraticasu e u'A,u, onde A, e A, sao
matrizes simétricas idempotentets(A,) =h e tr(A,) =h,. Sabemos quel'A,u/o? tem
distribuicdo de qui-quadrado colm graus de liberdade €A ,u/g? tem distribuicéo de qui-
quadrado comh, graus de liberdade. E possivel demonstrar qued,ge, =0, essas duas

distribuices sao independentes e entéo

u'Au
h _UuAu [—P—Z
UA, U UAu h

tem distribuicdo d& com h, e h, graus de liberdade.

Temos, portanto, o0 seguinte teorema:
Se

1°) u é um vetor de variaveis aleatérias com distribmibg0,| %)



31
2% A, e A, sdo matrizes simétricas idempotentes, istoAé,=A;=A? e
A,=A, =A% comtr(A;)=h etr(A,)=h,, e
3% AA,=0,
entéo

u'A.u [—P—z
u'A,u h

tem distribuicdo d& com h, e h, graus de liberdade.
Para o modelo lineay = Xp+u, se admitirmos quéd,:Cp =0 é verdadeira, temos
que
Cb-6=Cb-Cp=C(b-p)
Lembrando (1.17), obtemos
Cb-0=C(X'X)*X'u (1.80)

Considerando (1.69) e (1.80), a expressad,degada em (1.70) ou (1.78), pode ser

colocada na seguinte forma:

_I_:u'Qu -

uMu m
onde
Q = X(X'X)*CC(X'X)'C' T C(X'X) X!

Verifica-se que

M=M'=M?
tr(M)=n-p
Q=Q'=Q’

tr(Q) = m = caracteristica dé
MQ =0

Concluimos que, sél, :Cp =0 for verdadeira,



32

© _ (Cb-0y[C(XX)*C)*(Cb-0)
me?

(1.81)

tem distribuicdo d& comm e n—p graus de liberdade.

Admitamos que um mesmo conjunto de dad¥sy) seja utilizado para testar
varias hipotesesd, :C,p=0, (i=1, 2, ...). A aplicacdo sucessiva de (1.81) pdeduar
esses testes s6 € valida, a rigor, se as difereditgsibuicdes de qui-quadrado,
associadas aos numeradores dos diferentes valefesalculados, forem independentes

entre si. Para isso é necessario que tenhan@®,= pafa izk onde
Q, = X(X'X)™'CI[C,(X'X)*'C!]™"C,(X'X)™*X". Isto é conseguido se tivermos
C,(X'X)™C} =0 parai zk
No caso do modelo
Y, =B Xy + B X, +u;,  j=1,..n
por exemplo, as hipotesés,, : 5, = €H,: 5, = 0 s0 sdo independentes BeX;; X,; = . 0
Isso porque temos

c,=ft o, c,=o 1,
leszj zxz,’

~ 2 Xy Xy

C,(X'X)'C, =
1( ) ’ lezszzj_(lejXZj)z

Entdo, a rigor, s6 podemos utilizar o teBteou o testet para testar essas duas
hipoteses, nesse modelo, se as colunas da rKamizm ortogonais entre si.

Admitamos que 2 X;;X,; # Oe, apesar disso, os dois testes sdo efetuados,

comprando-se o valor de(ou det) calculado com o valor critico ao nivel de sigréficia de
5%, obtido na tabela. Nesse caso, como os testess@io independentes, o nivel de
significancia verdadeiro é maior do que 5%. O etapende, obviamente, do grau de

multicolinearidade existente.



33

Tendo em vista suas aplicacdes, € convenientevesa@eexpressao (1.81) como um

testeF para a hipotesél, :Cp =0, ou seja,

1
me?

F =—(Cb-0)'[C(X'X)™"C']™(Cb-0) (1.82)

De acordo com o que foi demonstrado, 0 mesmo ¢atdntido por meio de (1.73), isto &,

F=—mM (1.83)

sendoS a S.Q.Res. do modelo sem restricdd.ea S.Q.Res. do modelo restrito (com
Cp=9).

Uma adaptacdo da relacdo (1.82) permite obteeg#@o de confianggpara um
conjunto de combinacdes lineares dos parametrasdizpor Cp .

Seja F, o valor critico deF, comm e n-p graus de liberdade, ao nivel de
significancia de L00—-¢)%, que corresponde a um nivel de confiancaptte. Os pontos da
regido deg% de confianca para o conjunto de combinacdes Bse@f sdo aqueles que

satisfazem a condicéo

1
me?

(Cb-CB)'[C(X'X)*C']*(Cb-CB) < F,

ou
(CB - Ch)'[C(X'X)™C]":(CB - Cb) < mS'F, (1.84)

Note-se que, conforme (1.82), essa condicdo imptidga rejeitar, ao nivel de
significancia de(l-¢)%, a hipoteseCp =0.

SeC for uma matriz identidade, a expressao (1.84) fmerée a regido de confianca
para todos os parametros do modelo. Para o casicupsr de apenas dois parametros,
verifica-se que essa regido de confianca é a @reaa de uma elipse.

No caso particular em qué€ é igual a uma linha de uma matriz identidade, a

expressao (1.84) fornecerdervalode confiangca para um anico parametro.
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Como exemplo de aplicacdo da expresséo (1.84), vae@rminar a regido de 95%
de confianca para os parametise £, de um modelo de regresséo lineadmntra X, e

X,, para a amostra de 5 observagbes apresentadac@a ¥&. Para o modelo (1.53),

utilizado nos calculos, o vetor de parametros é

4
B=|5
B

Como desejamos obter a regido de confianga fams,, adotamos a matriz

010
c= ,
{001}

de maneira que

. m
B,
A caracteristica (ou posto) da matdzm = 2.

Obtemos

Cﬁ—Cbz{ﬁl_z}

Po+3

e, tendo em vista a matr¢'X apresentada logo apés a tabela 1.1,

18 28
C(X'X)*C™ =
[C(X'X)™C] [28 72}
Conforme resultados apresentados na tabela 1.Z)stefm=4, com 2 graus de
liberdade. O valor critico de, ao nivel de significancia de 5%, com 2 e 2 gduiberdade,
é F, =1900.

Substituindo esses resultados em (1.84), obtemos

18 28}{ B, - 2} 15

152 ﬂ2+3]{28 72) B, +3
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Podemos definig, =5, -2 e g, =3, +3, 0 que corresponde a fazer uma translagéo

do sistema de eixos, cuja origem passa a ser @ ponh coordenadas iguais as estimativas

dos parametros, obtendo a equacao

o, gz]{ls 28}{3} <152

28 72| g,

Essa regido de confianca é delimitada pela elipgada na figura 1.1 e cuja equacgéo

28 72| g,

[9, 92]{18 28}{31}152

s,

-3 -2 -1 ] 1 2 3 ‘ s b 7 ﬂl

Figura 1.1. A regido de 95% de confianga pfree [, e o retangulo cujos lados séo
os intervalos de 95% de confianca p#tae parag,.

A mesma figura mostra o retangulo cujos lados spordem aos intervalos de 95%

de confianca par#, e pargs,.
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Os limites do intervalo de 95% de confianca péraé&o

b £tV (b))

Considerando os resultados obtidos na secéo 1lnites do intervalo de 95% de confianca
para S, sao
2+ 43031 0,75
ou -123< B, <523
Analogamente, o intervalo de 95% de confianca gra
-461< 5, <-139

Consideremos, na figura 1.1, o ponfip= 4, =0. Como ele esta fora da regido de
95% de confianga par@, e [,, conclui-se que a hipotedd,: 5, =53, =0 é rejeitada ao
nivel de significancia de 5%, confirmando resultgéoobtido na secdo 1.6. Esse ponto
também esta fora do retangulo, pgis=0 n&o pertence ao intervalo de 95% de confianca
para S3,, mostrando que a hipotes¢,: 5, = 8 rejeitada ao nivel de significancia de 5%
(considerando um teste bilateral).

A figura 1.1 mostra que ha pontos que levam a t&do$ aparentemente
contraditorios. Consideremos, por exemplo, o pgfite 5 e B, =-2. Como esse ponto esta
fora da elipse, a hipétesd,: 5, = &[,=-2 é rejeitada ao nivel de significancia de 5%.
Mas, como o0 ponto esta dentro do retangulo, ndejeéa, ao nivel de 5%, nem a hipotese
H,: B, =5, nem a hipotesél, : 5, =— .2sso ocorre porque ao testar a hipotege 5, = 5
e [, =-2 estamos considerando a distribuig@mjuntade b, e b, e o teste das hipdtese
separadas par@ e paraf, leva em consideragdo as respectivas distribuig@aginais.

Pode-se dizer que a possibilidade de resultadagrpaente contraditérios como esses se

deve ao fato de que um retangulo ndo pode coinmdir uma elipse.

Devido a inclinagéo da elipse (associada a coveieéntreb, e b,), o ponto S, =6
e [, =-5 fica dentro da regido de confianca pgiae [,, mas fora dos dois intervalos de
confianca. Mantendo sempre o nivel de significariga 5%, ndo se rejeita a hipotese

H,:8,=6 e B,=-5, mas rejeita-se tanto a hipotedd,: 5 = d®mo a hipotese

H,:6,=-5.



37

1.9. Teste de mudanca estrutural

Vamos admitir que a variaved; esta relacionada com as variaveis explanatérias de

acordo com modelo

k
Y, =i§0,3I X U, (1.85)
ou
y=Xp+u

Se X,; =1 para todq, £, € o termo constante ou intercepto.

Dispomos den=n, +n, observagdes, sendg observacdes referentes a uma situagéo
(categoria, regido ou periodo)rg observagdes referentes a outra situagdo. Hefavetor-
coluna com osn, valores deY, na primeira situacdo e sejg 0 vetor-coluna com 08,
valores deY; na segunda situacdo. Analogamente, 3gjaa matrizn, x p (com p=k+1)
referente a primeira situagéo e s¥ja a matrizn, x p referente a segunda situagéo.

Desejamos saber se a relacéo linear entre as ®&ri@\a mesma nas duas situacoes,
ou seja, se a “estrutura” caracterizada pelo vftogd a mesma nas duas situagbes. Uma
maneira de formular o teste de hipoteses € defma variavel binariaZ;, com Z;, = Opara
todas as observacOes da primeira situacah & pard todas as observagdes da segunda

situacao, e considerar o modelo

k [
Y, :_goﬁ, X; +§0inj X; +u, (1.86)
Na primeira situacdo, cord; = , ® coeficiente deX; & 3. Na segunda situagao,

com Z; =1 o coeficiente dexX; & S +,. Os parametrog; (comi=0, 1, ...K) sdo as

mudancas nos coeficientes entre as duas situakdgsotese de que a “estrutura” é a mesma

nas duas situacdes corresponde a hipotese
Ho:vo=¥=...=y.=0
O modelo (1.86) é equivalente a

y=Xp+u, (1.87)



38
com
S
Y X, X,
Note-se queX é uma matriznx2p. O vetor das estimativas dos parametros, cpm 2
elementos, € composto por um vetor-colbr@m as estimativas dg§ e um vetor-coluna
com as estimativas dgs (comi =0, 1, ...K).

Fazendo regressdes separadas para cada situaginosb

b, = (X1X;) "Xy, e b, = (X5X2) X%y,
As respectivas somas de quadrados de residuos séo
S =yy: ~biXyy,
com n, — p graus de liberdade, e
S, =y3y, ~b X%y,
com n, — p graus de liberdade.

Pode-se demonstrar que o modelo (1.86) produz ssmogevalores para a estimativa
de Y, que as duas regressbes separadas, semdp e b+c=Db,. Assim, a soma de

guadrados dos residuos do modelo (1.87) é
S=S+S,, (1.88)
comn, —p+n,—p=n-2p graus de liberdade.

Considerando a hipdtese de gue=), =...= ), = cd@dno uma restricdo, fazemos a

X
y :{yl} contra { 1},
Yo X,

obtendob. = (X)X, + X,X,) (X}, + XLY,)

regressao de

e a soma de quadrados residual
S =y, Yy, —hi(Xy, +XY,),

com n— p graus de liberdade.
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Tendo em vista a expressao (1.83) e o resulta@8)(lo testd- para a hip6tese de que

ndo ha mudanca estruturdd(: )y, =y, =...= y, =0) é dado por
S-(5+S)
_ p
F = 1.89
5+S (189
n-2p

Esse procedimento é conhecido como “teste de Chiem”resumo, ele consiste nas
seguintes etapas:

a) Fazer uma regressdo com os dados referentési@irprsituacdo y, contra X, ),
obtendo a soma de quadrados residyal

b) Fazer uma regresséo com os dados referentegiadsesituacéoy(, contraX,),
obtendo a soma de quadrados residyal

¢) Usando o mesmo modelo, fazer uma regressao saadws de todas &s=n, +n,
observacoes, obtendo a soma de quadrados reSdual

d) Calcular o testé comp e n—2p graus de liberdade, de acordo com a expressao

(1.89).

1.10. Erros de especificacao

Retomando a analise desenvolvida na secdo 1.7osvatmitir queY, seja uma

funcao linear das variaveis incluidas na matrie que esta € decomposta como indicado em
(1.60). A correspondente decomposicadode dada em (1.61) e a respectiva decomposicao

do vetor de parametros é

an

Sabemos que
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Segue-se, obviamente, que
Eb,)=p, e Elb,)=8, (1.90)

Se for cometido um erro de especificacdo do modeloegressao, admitindo qie

seja uma fungéo linear apenas das variaveis cerngiaieX ,, seriam calculadas as estimativas

de parametros dadas por
b, =(X5X,) "Xy (1.92)
De acordo com (1.67), temos
b, =b, = (XX, )" XX b,
ou
b, =b, +(X,X,) XX b,
Tendo em vista (1.90), se a maffifor considerada fixa, segue-se que
El; )=, +(X;X,) XX B, (1.92)

Note-se que cada coluna da maff},X,) X X, é formada pelos coeficientes de
regressao de uma coluna He contra X, .

Admite-se, a seguir, qu¥, tem apenas uma coluna, com os valores da variayel
Nesse caso a matri},X,)*X,X, é o vetor-coluna dos coeficientes de regressaX de
contra X, e B, tem apenas um elemento, o esc#larSejab, o h-ésimo elemento db;, e

sejaé?5 o h-ésimo coeficiente da regressaoXig contraX,. Entao
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Ely)=5,+4. (1.93)

Essa expressao mostra que o coeficiente estin@doacregressao incompleta, sem
considerar a variavek,;, sera um estimador ndo-tendencioso/fjeapenas s&), =0 e/ou

B, =0. Dai decorre a preocupacdo dos econometristasnemirino modelo todas as

variaveis (controles) relevantes. Se uma vari&@ievante for omitida, o coeficiente estimado

€, em geral, tendencioso, com sua esperanca matenmatiuindo ndo s6 o efeito direto da
variavel (3,), mas também o efeito associado & auséncia dmtmmtevante(ﬁhﬁl).

Os livros-texto de econometria costumam mostrag quinclusdo de controles

irrelevantes néo prejudica a nao-tendenciosidadesdtimadores dos parametr8s embora

tenda a torna-los menos precisos. Estabelecessm, asideia de que o perigo maior reside na
omissao de controles, e Nn4o NO Uso excessivo detEm

Mas ha, sim, situacbes em que a inclusdo de destiodevidos pode levar a
conclusdes erradas

Vamos imaginar que as variavek,, X,, X, e Y estdo relacionadas conforme
indica 0 esquema a seguir, no qual a seta indedasééncia de efeito de uma variavel sobre

outra.

Se for feita a regressédo multipla ¥econtra X,, X, e X,, o coeficiente de regresséo
de X, capta apenas o efeitireto de X, sobreY. Se o pesquisador estiver interessado em

avaliar a influéncia deX; sobreY, incluindo a que ocorre viX,, ele ndo deve incluiiX,

como variavel explanatéria (ou controle). E clate gpoderia ser interessante ajustar um

® O problema é analisado por Angrist e Pischke §2p064-68) em uma secéo intituladgati Control.
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sistema de equacdeBicluindo uma equagéo corX, como funcdo deX, e uma outra
equacgdo d& como fungéo dexX;, X, e X,. O sistema de equacdes permitiria estimar tanto
o efeito direto como o efeito indireto d¢, sobreY . Mas se o pesquisador esta interessado

no efeito total deX; sobr¥, incluindo tanto o efeito direto como o indiretga( X, ),
estimar o sistema de equacdes € uma complicac@eassaria. O exercicio 31 apresenta
dados numeéricos artificiais que ilustram a questao.

Um pesquisador deseja avaliar se as transferéu@asnda do programa Bolsa

Familia (Xl) afetam a pobrez(aY) nas Unidades da Federacdo. Ele estima um modelo de
regressdo multipla d¥ e inclui como controles a renda méd)ez) e o indice de Gin(X,)

da distribuicdo da renda em cada Unidade da Féiterd@l modelo de regresséo seria

claramente inapropriado, pois o efeito Mg sobreY se d4, essencialmente Vig, e X,. E

aumentando a renda dos pobres que as transferéedieem a pobreza e o crescimento da
renda dos pobres se reflete no crescimento da m@édiga e na reducdo da desigualdade.
Incluindo a renda média e o indice de Gini comotrotes fica quase impossivel captar o
efeito das transferéncias do programa Bolsa Fastlige a pobre2a

Além da escolha das variaveis explanatdrias e adogroles a serem incluidos, a
especificacdo apropriada de um modelo de regresséiolve a decisdo sobre a forma
matematica: linear nas variaveis, linear nos |agens, polindémio (de que grau?) etc.

Desnecessério dizer que a especificacdo de umlonagiepriado depende de integrar
o conhecimento do fenbmeno analisado e da metadadstatistica mais conveniente.

Exercicios

1. Dispomos das 6 observacdes das varia¥gjsX, eY, apresentadas na tabela a seguir:

X, Y
5 6
16 25
13 2
25

6

8

26
25
17

bovmboompx

® Devo reconhecer que esse exemplo de uso de @mirapropriados é inspirado em artigos publicatos
Revista Brasileira de Economia (Marinho, Linharésagnpelo, 2011, e Marinho e Aradjo, 2010).
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Pode-se verificar que

Y X, =24 ¥ X, =102 YY=72

> X/ =106 > X2 =2040 >Y?=1390
X, =4 X, =17 Y =12

> X, X, =458 > XY =288 > X,Y =1392

a) Obtenha as estimativas dos parametros da regri@ssaomultipla deY contra X, e
X,.

b) Para modeloY =a + 5, X, + 5,X, +u e adotando as pressuposi¢cdes usuais a respeito
do erro (1), teste a hipoteskl,: 8, = 5, = @0 nivel de significancia de 1%.

c) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotdses, =0 contraH , : 5, <0.

d) Calcule o coeficiente de determinagdo e o coefieiele determinacao corrigido para
graus de liberdade.

e) Calcule os trés coeficientes de correlacdo simplgse as 3 variaveis. Note que o

coeficiente de correlagéo entfee X, € zero. E correto afirmar, entdo, que “coXp
ndo tem relacéo linear cox) é apenasX, que ajuda a explicar as variagoesYte

Discuta (explique).
. Considere o modelo estatistico de uma funcéo ddupgém tipo Cobb-Douglas
Z, =N WEe;
onde Z; é o valor da producady, é a quantidade de méo de obra empregadig e o

valor do capital (inclusive terra) ngésima unidade de producdo. Admite-se que

U, =Ing; sao erros aleatérios ndo correlacionados entreosi, distribuicdo normal de
média zero e variancia’.

S&o dados os seguintes valores obtidos de umarandes® unidades de producéo:
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InW, InW, InZ=Y
2 3 4,4
0 2 1,6
1 3 3,4
1 4 4,2
3 4 5,6
2 4 4,6
3 5 5,8
4 6 6,4
2 5 54

Verifica-se queXY = 414, Y Y? =2074 e Y y* = 1696.

a) Determine as estimativas de=Iné, S, e 5, de acordo com o método de minimos
quadrados.

b) Determine a estimativa ndo-tendenciosasde

c) Calcule o coeficiente de determinacgao corrigidampaus de liberdade.

d) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotesgue a elasticidade parcial do valor
da producéo em relacéd/d é igual a zero.

e) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipétesgue a elasticidade parcial do valor
da producéo em relacéd/d, é igual a zero.

f) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotesque as duas elasticidades parciais
sdo (simultaneamente) iguais a zero.

g) Discuta a existéncia, nesses dados, de um probtlmraulticolinearidade elevada
(indicando como medir o grau de multicolinearidad@valiar suas consequéncias,
eventualmente utilizando resultados dos itens imnés).

h) Teste, ao nivel de significancia de 10%, a hipétsejue a funcdo de producéo é
linearmente homogénea (os rendimentos médios ndoaffiados pela escala de
producao).

Admita que em uma regressao linear multipla qomparametros, o testereferente a

hipoteseH, : B, = Otenha valor absoluto menor do que 1, isto é,
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It ek <
b,)

Demonstre que, nesse caso, a excluséo da vangyvela regresséo faz com que diminua

o valor do quadrado médio do residuo, isto €, qupadrado meédio do residuo da

regressdo senx, (comp-— 1 pardmetros) é menor do que o quadrado mediesiduo

da regresséao completa (c@parametros).

. Admite-se que as variavels,, X, eY estéo relacionadas de acordo com o modelo

Y =a+ X+ X, tuy
onde osu; sdo erros aleatorios, com as pressuposicoes usuais

A partir de uma amostra com 10 observagdes foraidashos seguintes valores:

> X, =60 > X, =30 YY =120
> X2 =440 > X2 =110 >Y?=1936
¥ X, X, =212 > X,Y =888 > X,Y =456
> x> =80 ¥ x2 =20 > XX, =32

a) Determine as estimativas de, S, e 3, de acordo com o método de minimos
guadrados ordinarios.

b) Obtenha a estimativa ndo-tendenciosa da variaoc@rdu.

c) Calcule o coeficiente de determinacdo e o coefieiele determinacao corrigido para
graus de liberdade.

d) Teste, ao nivel de significancia de 10%, a hipotesque, =0.

e) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotesques, + 5, = 3.

f) Teste, ao nivel de significAncia de 5%, a hipotlesque, =1 e £, =2.

. E dada uma série de 9 valores anuais da varé@valimite-se qué varia linearmente em
funcdo do tempo (em anos), mas acredita-se queencoma mudanca estrutural entre a
4% e a 5 observacdo, de maneira que haveria uma tendénea durante os 4 primeiros

anos da série e uma tendéncia linear distinta tei@En5 Ultimos anos.

Verifica-se queXY = 237XY>=7229e Y y? =988.
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a) Estime as taxas aritméticas de crescimento anulroes Ano | Y
dois periodos. 1§ 10

2" 15

b) Verifigue se a mudanga estrutural € estatisticagne 3° 18
C 4° 19
significativa. Sugere-se fazer o teste com base 50 29
regressdes simples, como indicado por Chow. 3: gi

c) Ha diferenca estatisticamente significativa ensetaxas 8° 37
9° 42

aritméticas de crescimento Waos dois periodos?

Adote um nivel de significancia de 5% em todosestess de hipbteses desta questao.

6. E dada uma amostra com 9 pares de valoresedé. Admite-se quéY é funcéo linear de
X, mas ha razbes para acreditar que ocorreu umangadzstrutural entre a2 a
4% observagdo e uma outra mudanca estrutural endfeeaa 7 observagdo. Estenda o
método de Chow e faga um te$tgara a hipotese de que os 9 pares pertencem a uma
mesma relacdo linear, contra a hipotese alterndévgue ha 3 “estruturas” distintas (cada

uma incluindo uma sequéncia de 3 pares de valores).

oK o<

32
32
44
30
40
56

O~NO O WNE O|X

7. Com base em uma amostra com 40 observacoestifoeea a equacao de regressay de

contra X;, X, e X,, considerando o modelo
Y, :a+/81xlj +/82X2] +ﬁ3X3j U,
O coeficiente de determinacao parcial eteeX,, dadosX, e X, € igual a 0,1.

Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotesques, =0.

8. Admite-se que as variavalg, Z,, e Z,, estdo relacionadas de acordo com o modelo

W, :525122%‘2 (1)
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Admite-se, também, que =In¢& séo erros com distribuigdo normal com média igual
zero, varianciao’® e independentes entre si.

E dada uma amostra de 8 valores das variéXgisInZ,,, X, =InZ, eY, =InW:

><].i ><2i YI
2 4 4,4
3 5 5,2
4 5 53
3 6 51
4 7 5,9
5 6 6,1
5 7 6,8
6 8 7,6

a) Como o modelo (1) é transformado em um modeledressao linear?

b) Estime os parametrds, 5, e 5,.

c) Determine a estimativa dz’.

d) Calcule o coeficiente de determinacao da regaebnear.

e) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a leip@H, : 5, = OcontraH ,: S, >0.
f) Idem,H,: 3, = OcontraH , : 3, >0.

g) Qual é a estimativa da elasticidade parcialdam relagéo &,?

h) Admitindo que (1) é o modelo de uma funcao amlpcdo, teste a hipotese de que os
rendimentos a escala sdo constantes, isto é, dquecao é linearmente homogénea,

adotando um nivel de significancia de 5%.

Dispomos de valores deeY para uma amostra de 5 empresas da categoriaré epa

amostra de 5 empresas da categoria |l.

Categoria | Categoria Il
X | Y X | v
2 7 2 6
4 11 4 8
6 11 6 13
8 17 8 16
10 19 10 22

Admite-se que dentro de uma categohaé¢ uma funcdo linear d¥, podendo haver

diferencas tanto no intercepto como no coeficiantgular das retas das duas categorias.
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10.

11.

a) Estime areta para cada categoria.
b) Faca o teste de Chow para a diferenca estrutunia eategorias, adotando um nivel
de significancia de 10%.
c) Considere que seja definida uma variavel binajaéra distinguir as duas categorias
e, utilizando as 10 observacdes, seja estimadodelmo
Yo =a+ X+ +VZ X+,

Qual é a S.Q.Res. dessa regressao? Qual é aleadeu coeficiente de determinacdo?

Sejamb, e b, as estimativas de minimos quadrados dos coefsetgulares de uma

regressao linear daY, contraln X;; e In X, .

Sejamc, e c, as estimativas de minimos quadrados dos coefesemtgulares de uma

~ 1 Y, X4
regresséao linear da—— contraln—% elIn X, .
2i 2i

Deduza as expressfescjee ¢, em fungéo ddy, eb,.
Observacao: as expressdesc,de c, em fun¢éo deéo, e b, podem ser obtidas com base

nas relagbes matematicas correspondentes aos dwmielas de regressdo, mas a

demonstracdo deve, necessariamente, ser feita esm ribs estimadores de minimos

quadrados.
Sé&o dados os valores ¥g, X, eY observados em uma amostra aleatoria:
X, X, Y Verifica-se que:
2 8 12 > X, =20 > X, =30 >Y =50
2 2 13 > X7 =90 YX;=190 XY’=676
2 471 22 X X, =114 2 X, Y=200 XX, Y=332

Admitimos que X,, X, e Y estdo relacionados de acordo com o modelo
Y, =a+ [ X, +[5,X,;+u;, onde osu; sdao variaveis aleatérias independentes com
distribuicdo normal de média zero e variangfa

a) Obtenha as estimativas lineares ndo-tendenciosasidacia minima der , 5, e S,.

b) Teste (sempre ao nivel de significancia de 5%péteseH,: 3, =5,= 0
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TesteH,: 3, =0 contraH , : 5, >0.

TesteH,: 5, =- 1e 5, =1.

Calcule os coeficientes de correlagéo pargial e ry,, .

Seja J a variacdo do valor d&(Y) quando X, e X, aumentam de uma unidade

cada um(4X, =4X, =1). Qual é a estimativa dé? Determine o intervalo de 95%

de confianca para.

12. Considere o model¥; =a + B X,; + ,X,; +u; ou, em notagcao matriciay = Xp+u.

Admita que os valores d¥, e X, dados sejam tais qlpé'x| #0 e que os valores de

sejam todos iguais a 1, isto¥=1. Qual sera o vetor das estimativas dos parame@os?

que se pode dizer dos vetorge e=y -y ?

13. Disp8e-se das 8 observagdes das variaXgisX, eY apresentados na tabela a seguir:

b)

d)

X, X, Y

1 7 8
11 7 32
6 12 27
6 2 13
1 7 11
6 12 24
11 7 27
6 2 18

Obtenha as estimativas dos parametros da regritsedo multipla deY contra X, e
X, (incluindo um termo constante).

Estime a variancia residual.

Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotdse, = 5, .

Note que ha apenas 4 pares de valores distintas Yare X,. Considere cada um

desses pares como um “tratamento” distinto patastabeleca um modelo em que os
efeitos dos 4 tratamentos séo captados por vasiduedrias. Para facilitar as contas, é
aconselhdvel considerar um modelo com 4 varidvedrias e sem termo constante.

Estime os parametros do modelo e estime a varidesidual.
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e) Na regresséo ajustada inicialmente admite-se quenb&relacédinear entreY e X, e
X,. No modelo do item (d) ndo se impde essa linedeidsa relacéo entré e as
variaveis explanatérias. Esse Ultimo é, portantoy modelo menos restritivo.

Verifigue se ha razdes para rejeitar a hipotesguaey € uma fungéo linear dX, e

X,, adotando um nivel de significancia de 10%.

14. Considere o modely = 8X; +u;, com X; fixos, E(u) =0, E(u’)=0® e E(4yu;)=0
parai # j .

> XY,

Sabe-se que o estimador de minimos quadradosﬂ)aédo:z—xizi, nao-tendencioso,

0.2

Y X?

comV(b) =

Um estimador alternativo pard € ,@:\7/7(, gue é a inclinacéo da reta unindo a origem
do sistema de eixos ao ponxqY .

a) Prove que,@ € um estimador linear ndo-tendencioso.

b) Deduza a expressao que\de@ en) funcdo des’ e dos valores ds.

c) Prove (sem utilizar o teorema de Gauss-Markov)\qgé) >V (b). Em que condicbes

tem-se V([S’) =V Ip P

15. Uma equacao de regresséo linear maltipla déagjasa uma amostra de observagoes.
Seja X, a matrizn, x p das variaveis explanatorias e sgjao vetor dos valores da

variavel dependente. O vetor-coluna das estimatieasparametros B, = (X; X,) "X}y

e a soma de quadrados dos residuos dessa regéessao
Ql :yllM Y1 ondeM =l _Xl(xg.xl)_lxgl.

Vamos admitir que sejam acrescentadabservagdes e que, a0 mesmo tempo, se crie

uma variavel binaria para cada nova observacadokEm novo vetor dos valores da

variavel dependente sera

y= {yl} , comn, +n, elementos,
2
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e, send® uma matrizn, xn, de zeros, a matriz das variaveis explanatorias fic

X, 0
W :{Xl I} , comn, +n, linhas ep+n, colunas.
2

O vetor-coluna das estimativas dos parametros é

d
d= {dl} , sendo quel, temp elementos @, temn, elementos.
2

a) Obtenha arelagéo entck e b, .

b) Prove que a soma de quadrados dos residuos dessaegoessao linear multipla é a

mesma (igual &)).

16. Em uma regresséo multipla o teste da hipatesel. =0 pode ser feito atraves de
t=2
s(b)
A “contribuic@o” dai-ésima variavel pode ser testada através de

_ S.Q."Contribuicaode X, "

s? '

F

7

ondes’ é o Q.M.Res. da regressdo completa e S.Q.“Coigéibule X, ” é a diferenca

entre a soma de quadrados de regressao com tkda@dveis explanatorias e a soma de

quadrados de regressdo da equacao estimada seiavalvi, .

Prove quet®=F .

SUGESTAO: Sem perda de generalidade, admita goeficiente a ser testado é o da
altima variavel explanatéria. O vetor-coluna cosrvalores dessa variavel seré indicado
porx. SejaX a matriz com as demais variaveis explanatoriagagy © vetor-coluna com
os valores da variavel dependente. Na regressapletzna matriz das variaveis

explanatdrias éx x]. Verifica-se que o vetor das estimativas dos patds dessa

regressao € dado por

c] [XX Xx]TXy
dl [xX xx| |[xy]| '
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onde c é um vetor-coluna conelementos @ é um escalar.
a) Obtenha as expressoes paeal.
Verifica-se que
d =(xXMx)™*x'My ,onde M =1 - X(X'X)™*X'
b) Mostre que a introducéo da varid¥ekeduz a S.Q.Res. de
(xMy)?
X'MX
c) Mostre ques®(d)=s?(b) = (x'Mx)*s?
d) Finalmente, mostre que

t2 - F - (X"\/ly)2
(X'Mx) s

17. (Greene, 1990, p. 308) Comobservacdes temok =(X'X)™"X'y. Considere-se uma

observagéo adicionat] , Y,. Sejab. o vetor das estimativas dos parametros com as

n+ 1 observacgoes.

(X'X) ™%,

Prove queb. =b+ —
1+ X, (X'X) 7%,

(Y, =xb)

Essa relacdo mostra que a nova observacéo nafica@d estimativas dos parametros se
0 novo valor de¥ pudesse ser exatamente previsto com a regresséadaanas
observacdes iniciais.

a

1
_ -X'X X
Sugestéo: considere as duas formas %ara,l 1}
X

a

18. Em artigo de José W. Rossi publicadoResq. Plan. Econ. 12), de agosto de 1982, o

autor enfrentou o problema de ajustar uma regresséiipla sem intercepto. Ele afirma
que “como muitos dos pacotes computacionais emcasente ndo dispdéem de opcéo
“regressédo pela origem” entdo nas suas utilizatgyese-4 automaticamente tal intersecéo,
conduzindo, portanto, a uma estimacédo inapropried#&retanto, através de um simples
método proposto recentemente por Hawkins (1980jleis@ estimar o modelo sem

intersecdo, com 0s pacotes em uso, sem qualqueuldéde, bastando para tal utilizar,
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além das observagdes d¥, (i =1...,k) e Y, também estes mesmos valores com o sinal

trocado e proceder a regressdo canpBservacdes, 0 que garantira efetivamente que a
linha ajustada passe pela origem, tendo os estmesdassim obtidos os valores
apropriados (ha, entretanto, que se proceder a ligema correcdo nos valores dos

desvios-padrdes produzidos na estimacao)”
a) Demonstre que o método proposto é correto.

b) Qual é a correcao a ser feita nas estimativagldsvios padrdes das estimativas dos

parametros?

19. Admite-se qué varia linearmente conX,, X,, ..., X, . DispOe-se den, observacdes
para o periodo | (matrizeX, e y,) e n, observacdes para o periodo Il (matrizese

Y,). Se forem ajustadas regressdes para cada peoiuéa)-se

1 - i l ! I !
b, =(X3X,) lx1y1 512 = n - p(Y1Y1 —b;X%y,)
1
, - , 1 ' RV
b, =(X3%X,) leYz SS = (Y, —b5X%Y,)
n,-p
comp=Kk+1.

Considere-se, agora, que é ajustada a seguintedex(@mX, = lpara toda

observacao)
R k k
Y =YX, +>dZ, X, (=1,..,n,n+1, ..,n+n,)

ondeZ; € uma variavel binaria que assume valor zerogmabservacoes do periodo | e
valor 1 para as observacdes do periodo Il. Seja Q.M.Res. dessa regressio.

Define-se

Prove quec=b, , c+d=b, e
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2= (=P +(n - P
n+n,-2p

20. Considere-se 0 modelo de regresséo linearptaiiti= Xp +u, ondeu € um vetor-coluna

de erros com as propriedades usuais, istE@) =0 e E(uu') =10°.

Dispfe-se das matrizesey, que permitem obter

b=(X'X)"X'y

1 I I [
s =——(y'y-b'XYy)
n-p
Deseja-se estimar o valor da variavel dependeata p vetor-linha de valores das

variaveis explanatorias, e obter a estimativa da variancia do erro de péev/,, que é

necessaria para determinar um intervalo de prewséaa,+/V, ). Para isso formam-se as

matrizes:

o _ 1<
onde Y _EZYi
Fazendo uma regressaozieontraWW obtém-se as estimativas
b* n -1 ]
=(W'W)"W'z
C

Demonstre queb, =b , Y, =Y -c e V(c) =V,

Note que, caso se esteja utilizando um programeodgutacdo para regressdo multipla
gue nao tem comandos especificos para o célcul@hde da respectiva estimativa da
variancia do erro de previsdo, o método apresemniaduite obter esses resultados com

relativa facilidade.

21. Vamos admitir quey, =ay, + X,p+u seja uma equagédo de um sistema de equagdes

simultaneas. A matriz das variaveis exégenas €
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X :[Xl Xz]

(Y, , Y, eu séo vetores-coluna comelementos, X, € uma matriznx p, e X, € uma
matriz nx p,).

Sejaa o estimador de minimos quadrados ordinariosade sejag o estimador de

minimos quadrados em 2 estagios. Mostre que

q=Y2(l=Hyy,

y2(I —Hy)y,

e g=Y2(HZHJY,
yo(H=-H,)y,

onde H=X(X'X)X' e H, =X, (X1X,) X}

Consideremos o modelo de regressdo mulyipiaXp +u, ondeX é uma matriznx p.

Sejax uma coluna qualquer d€ e sejaW a matriz formada pelas demais colunas<de
Podemos reordenar as colunasXdézendo com que a variavel destacada passe a ser a
primeira. Passamos, entdo, a considerar a regressfiipla dey contra [x W]. Seja

B, o coeficiente de regressdo correspondente &ara testarH,: S, = Odevemos

calcular

ondeb, € a estimativa dg,.
Sejay, o coeficiente correspondentg &m uma regressao multipla xdeontra[y W]

. ParatestaH, : ), = @evemos calcular

G
Ne)

ondec, é a estimativa dg; .

t, =

x'My

a) Demonstre qug = T
\/H[(x'Mx)(y'My)—(x'My)Z]

,ondeM =1 -W((W'W)"W',

b) Obtenha, por analogia, a expresséo paeamostre qué, =t,.
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23. No contexto da secéo 1.7, tem-se que:
X=[X, X,] , H = X(X'X)™"X"
H, = X,(XX,) X, M=1-H e M, =1-H,
a) Demonstre qu&¥IM , =M
b) Demonstre quél —H, =M, X, (XM ,X,)"X\M,
Observacéao: esses resultados sédo importanteslneZaee interpretacédo da expressao

y'M,y -y'My
k1
y'My
n-p

ondek; é o numero de colunas ek, . O valor deF permite testar a hipotese de que os

coeficientes das variaveis e¥y s&o iguais a zer(H, :p, =0).

24. A tabela abaixo mostra os valores da idaXig,(da escolaridadéX,) e da renda mensal

(Y) para uma amostra de 8 pessoas.

Xl XZ Y
20 12 16
20 8 10
26 10 13
32 12 20

32 4 10
38 6 19
44 8 20
44 4 20

Considere o model¥ =a + B X, + 5, X, +U.

ondeu, s&o erros aleatorios com as propriedades usudep@ndentes, com distribuigéo
normal com média zero e variancia constante).

a) Obtenha estimativas ndo-tendenciosas de caiarinima parar , S, e £, .

Adotando um nivel de significancia de 1%, testseggiintes hipoteses:

b) H,: B8, =4,=0.

c) H,:8=0
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d H,:5,=0

e) Determine o intervalo de 90% de confianca pagaperanca do crescimento da renda
mensal quando a escolaridade aumenta de 14X9=1).

f) Determine o intervalo de 90% de confianca pmesperanca do crescimento quando
ha acréscimos de 10 anos na idade e 2 anos nardadé (X, = 10e 4X, =2,

simultaneamente)

A tabela ao lado mostra 5 valoresdeY em uma amostra. Admite-s ™y Y
queY varia linearmente em funcdo ¥emas ha razdes para acredit 3 12
que ocorreu uma “mudanca estrutural” entré @ 4 5 observacao. 3 ig
a) Ajuste aos dados um modelo de regressdo lineariptaglt 1? i‘;

utiizando uma varidvel binaria para captar a “mgda
estrutural”.

b) Com base nessa regressao, faca um teste par@areafsignificancia estatistica da
“mudanca estrutural” (adotando um nivel de sigéifitia de 5%).

c) Descreva uma outra maneira de fazer o teste, senvaisavel binaria.

Admite-se que as variaveiX;, X, e Y estdo relacionadas conforme o modelo:
Y, =a+ B X+ B,Xy tu.
Admite-se, ainda, que ag sdo erros aleatorios independentes entre si, cstnibdicédo

normal com média zero e varian@a.

Dispomos de uma amostra com 6 observace X, ‘ X, ‘ Y
apresentada na tabela ao lado. Verifica-seXjig; =30 9 6 13
5 10 145
, XX, =36, XY, =474, Y=79, YY?=50590 e 5 6 69
1 6 125
Y y? =13144. 5 2 33
5 6 89

a) Obtenha estimativas de, S, e 5,.

b) Determine a estimativa ndo-tendenciosazde
c) Determine a regido de 99% de confianca para £, .
Em todos os testes de hipétese solicitados a segldate o nivel de significancia de 1%.

No caso de teste de hipéteses mdltiplas envolved® £,, a conclusdo pode ser



estabelecida utilizando a resposta do item (c) rhetimentos de geometria analitica,
sendo dispensavel o calculo do valor do tEste

d) Teste a hipotesel, : 5, =, =0.

e) Teste, separadamente, as hipotesek, : [, = e0 H,:B,=0. Comente,
sumariamente, se ha contradicdo com o resultadteraanterior.

f) Teste a hipotesél,: 3, = 6 5, =35.

g) Teste a hipotesel,: 5, =—- 16 5, =30.

h) Teste a hipotesel,: 53, = 30

. A tabela a seguir mostra a escolaridagee(o rendimentoY) de 5 pessoas ocupadas na
agricultura e 5 pessoas ocupadas nos setores agbéndustria ou servigcos). Define-se
uma variavel binaria que € igual a zero para pessoas ocupadas nalagea é igual a

1 nos demais casos.

X
<

25
29
45
53
73
47
73
87
109
119

PR RPRPRRPROOOOON
= =

NOOOOP~,ROOOOANDN

[

Para o modeld; =a + BX; +)Z; + & X, +u, obteve-se

10 70 5 40 660 |
, 70 580 40 360 . | 5430
XX = Xy:

5 40 5 40 435

40 360 40 360 3840

110 -015 -110 015 |
-015 0025 015 -0025
-110 015 290 -035

015 -0025 -035 005 |

(X'X)™ =




f)

)

28.Na tabela ao lado estd uma amostra de 5 pares |ldees/alas
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Y =9+6X +6Z +3ZX S.Q.Res. =128 652:1_28:6_;

Determine a equacdo de regressad dentraX e a respectiva S.Q.Res. para as 5
pessoas do setor agricola.
Idem, para as 5 pessoas do setor “urbano”.

TesteH, : y=0 ao nivel de significancia de 5%.
TesteH,:0= OcontraH ,:J >0, ao nivel de significancia de 5%.

Ao nivel de significancia de 1%, ha diferencautsral entre setor agricola e setor
“urbano” no que se refere a relacédo linear enttelagdade e rendimento?

Teste ao nivel de significancia de 5% a hiposejue para o nivel de escolaridade
médio X =7) ndo h& diferenca no rendimento esperado pasaoas ocupadas no
setor agricola e no setor “urbano”.

Com base no modelo mais geral (com 4 parametdetermine o intervalo de
previsdo, ao nivel de 95% de confianca, para oimeTdo de uma pessoa com 11

anos de escolaridade ocupada no setor “urbano”.

X, Y,

variaveisX e Y. Define-se uma variavel binarid de maneira que 2 13
. . L 4 19

Z,=0seX<3eZ =1seX>3. Define-se, também, a variave 4 o5
binariaZ, =1-7,. 2 7
4 22

Considere 3 diferentes modelos para analisar @&cdas eny:

Y, =a+BX, +uy, 1)

Y. =Ly + Y.Ly (2)
Y, =9, + 9, X, +52Xi2+ui (3)

Nos 3 modelos admite-se que os emp$ém as propriedades usuais.

a) Para cada modelo obtenha, se possivel, asaéistisr dos parametros com base na

amostra dada. Explique eventuais impossibilidades.

b) Calcule a estimativa da variancia do erro padacmodelo estimado. Se houver

igualdade de duas estimativas, explique qual éractmistica basica dessa amostra

gue causa essa igualdade.
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c) Qual é a hipotese sobre os parametype ), que, nesse caso, € equivalente a
hipétese de qugs =07? Calcule a estatistica de teste nos dois casastyando sua

equivaléncia.

29. A tabela ao lado mostra os valores de X e Yemiaslos em uma amostra com 4

observacées X, Y
Considere o modelo 1 32
2 10
Y, = a +£ +U, 5 9
Xi X 10 2

Admite-se que 08I, s&o erros independentes, com- N(O, 02).
a) E possivel estimagr e ? Explique porque ndo ou obtenha as estimativas.
b) E possivel estiman + 5 ? Explique por que ndo ou obtenha a estimativaste,tao
nivel de significancia de 1%, a hipotese de quefs =0, contra a alternativa de que
a+[>0.

c) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotesquea + ;5 = 20.

30. A tabela ao lado mostra os valoresXle X, e Y

Situacdo X, | X, Y
em uma amostra com 10 observacgdes. Para distin A 3 6 32
as duas situagBes (ou dois periodos), cria-se 2 i—,‘ 2 32
variavel binariaz, comZ = 0 na situacad eZ = 1 na 2 g 12 gg
situacdo B. Admitindo que possa haver diferenc S i g jg
estrutural entre as duas situacbes, considera-s S 2 f; jg
modelo de regressao B 7 10 48

Y =a+ B Xy + B Xy + YL +0Z Xy +0,Z Xy + 0,2, X, +U
A equacdo estimada é

Y =5+3X, +3X, +26Z - 2ZX, - 2ZX,

com
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[10 50 80 5 25 40|
50 270 412 25 135 206
X' = 80 412 660 40 206 330
5 25 40 5 25 40
25 135 206 25 135 206
140 206 330 40 206 330
e
[ 1057 -05 -125 -1057 05 125]
-05 25 -15 05 -25 15
(X'X)_l _1|- 125 -15 25 125 15 -25
16/-1057 05 125 2114 -1 -25
05 -25 15 -1 5 -3
| 125 15 -25 -25 -3 5 |

Sem a variavel binaria, obtém-se a equacéo dess#pe

Y =18+27, +2X, ,
com S.Q.Res. =76

Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipéteseue ndo ha diferenca estrutural

entre as duas situac¢des (equivalente a hipotegeede= 29, =9, =0).
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31. A tabela ao lado mostra os valores de

X,, X,, X; eY em uma amostra com 20
observagbes. Sabe-se qug afeta X, e
que X,, X, e X, tem efeito sobreY.
Usando um computador, faca a regresséo de
Y contra X,, X,, X,, verificando que os

respectivos coeficientes de regressdo sao
iguais a 1, 2 e 4 e que nao ha efeito
estatisticamente significativo dX; sobre

Y. Em seqguida, faca a regressadramntra

X, e X, verificando que os respectivos
coeficientes de regressao sao iguaisa 7 e 4

e que agora o efeito d&; sobreY é

XI X2 X3
13 37 9 94
13 35 5 72
8 21 7 48
3 7 5 6
13 37 5 78
13 35 9 90
3 7 9 24
3 5 5 2
8 21 7 48
13 37 5 76
13 35 9 88
3 5 9 18
3 7 5 8
3 5 5 4
8 21 7 48
3 7 9 22
13 35 5 74
13 37 9 92
3 5 9 20
8 21 7 48

fortemente significativo. Na primeira
regressao o coeficiente d¢, capta apenas

o efeitodireto de X, sobreY, ao passo que

na segunda regressao esse coeficiente capta,
também, o efeito deX; sobreY via X, (ja

gue existem efeitos estatisticamente fortes
de X, sobre X, e de X, sobreY).

Respostas

1. a)Y =21-15X, +3X,
b) F = 3436, significativo (F, = 3082)

c)t =-7,493, significativo (a regido de rejeicéio<t— 4,541)

d) R? = 0958 e R? = 0930
e)r,=0904,r,=0er,= 0419
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A afirmativa néo é correta. A variav, tem efeito negativo e estatisticamente
significativo sobreY (ver itemc).

O valor der,, =0 resulta da combinagéo de um efeito direto negatiwvo um efeito
indireto positivo, através dX,, devido a forte correlagéo entig e X,.
2. a) ComX, =InW, e X, =InW,, obtemosY =12+ 0,7X, + 05X,
b) s> =018
c) R?=09151
d) t = 3159, ndo-significativo(t, = 3707 )
e) t = 2257, nao-significativo(t, = 3707 )
f) F = 44,11, significativo(F, = 109)
g) A correlagéo entreX, =InW, e X, =InW, é forte:r,, = 0833. As consequencias da
multicolinearidade ndo s&o mais graves porque géfuse ajusta muito bem aos dados
(R? = 0936). Os resultados obtidos nos itens (d), (e) estfi@associados com a forte
covariancia negativa entig e b, .
h) t = 1563, ndo-significativo(t, = 1943 )
S.Q.Contrbuicdode X

SZ

(4

3. Temost? =F, < lou h <1, (1)

ondes’ é o Q.M.Res. da regressdo completa, neap + 1 graus de liberdade.

Sejas’ 0 Q.M.Res. da regresséo s&y, comn —p + 1 graus de liberdade.
Entao

S.Q. Contribui¢do d&X, = (n- p+1)s’ —(n- ps’
Substituindo em (1) obtemos

(n-p+1)s’ —(n- ps;
SZ

(4

(n-p+Ds*-(n- ps <s?

<1

(n-p+Ds*<(n-p+1s’

s’<s’ , c.q.d.

4. a) Y =-3+05X, +4X,
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b) s°=4

c) R?=09435 , R?=09274

d) t= 1,342, ndo-significativotf{ = 1895
e) t= 3, significativo (, = 236%

f) F =45, ndo-significativol, = Z4)

a) b=b,=3
b) F = 6,25, significativo E, = 579

c) t =0, obviamente nao-significativo.

Utilizando as 9 observacoes, obtemds 4+6X , com soma de guadrados residual
S=520.

Com as 3 primeiras observagfes obtemos-1 e soma de quadrados resid&l=6.
Com as 3 observacdes seguintes obtelmest e S, =24. Com as 3 Ultimas observagdes
obtemosb, = 13 S, = 6.

O testeF para a hipotese de que a “estrutura” linear é amaenos 3 periodos é

S-(§+S,+S)
— 7-3 -
F= =1008
S +S,+S
3
O resultado € significativo, pois o valor criticap nivel de significancia de 5%, é

F, = 912.

F = 4, ndo-significativq(F, = 412

a) Aplicando logaritmos:
INW, =In@+ B, InZ;, +5,InZ,, +In¢,

ou Y. =a+ B X, +LB,X, +u
b) b =05, b,=03 e d=exp@) = 7389
c) s*= 0064
d) R®=09568
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11.

e) t= 3,785, significativo (a regido de rejeicab>e3,365).
f) t=2,271, ndo-significativo.
g) b,=03

hy 1= o600 significativo ¢, = 2571).
YV (b +b,)
a) \?1 =1+2X,com S.Q.Res. 5 =4
Y,=4+15X , com S.Q.Res. S, =6

b) Utilizando as 10 observacdes, obter¥os 25+ 175X , com S.Q.Res. 5, =15

15-(4+6)
_ 2 _ X ciifieati _
F =~ %6 15, ndo-significativo(F, = 346)
6
c) S.Q.Res.=10
re = 200710 _ 0615
26C

c,=bec,=b+b-1
Indicando porz, w;, e w, as variaveis centradas correspondentes, respaeinta, a

InY,;, In X, eln X, , a demonstragéo das relagbes acima é feitatia grar
{bl} _ TWp o W Wy N LW, 7,
b] [Zww,  Zw LW, Z,

|:Cl} _{ Z(Wli _W2i)2 Z(Wli _Wzi)Wzi]l[z(Wﬂ - WZi)(Zi _WZi)

C, B Z(Wli — W, )WZi 2 W22i ZWZi (Zi - WZi)

a) Y =-32+3X, +5X,

b) F =10, ndo-significativolc, = 190D

c) t= 2,683, ndo-significativo (a regido de rejeicdo$£2920)
d) F =8, nao-significativolt, = 190p

e) r,,,=0,8847er,,, =0,9535

f) d=b+b,=8, -06<0<166.

65
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12.

13.

14.

n
Comoy =1, X'y=X"v=| 2 X,
2 X,

n XX, IX, T n 1

b=(X'X)"Xy=|IX, IXZ IXX,| |ZX |=|0],
X, XX, IXZ||ZX,| |o

igual a £ coluna del ,, pois se estd multiplicando a inversa de uma mpéia sua

prépria £ coluna.
y=Xb =1

e=y -y =1-1=0 (vetor de zeros)

Com todas as variaveis centradas, obtemos:
, 100 O , 200
XX = X y=
0O 100 100
a) Y=1+2X,+X,
b) s*°=36/5=72
c) t= 2,635, significativot, = 2p7)L
d) Y = 957, +295Z, + 2557, +155Z,, com s*=34/4=85

e) F = 2/85= 0235, ndo-significativo F, :tg = 45%

> Y _3Y _3(BX+u)
PPxTox T ax PTEx

) . < (YU 2_ no? _ o’
Entdo,E(8)=4 e V(ﬁ)—E(ZXj "X ° V(B) = EX)?

n

TemosV (b) = &

(XX)* X)

>0, dondeX. X? >

MasY x?=Y X?%- (z:]()z

EntéoV(ﬁ) >V b ), com igualdade apenas quando todoX fiwem iguais.
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15w XXX Xy [0+

X, I Y,
Utilizando a expresséao (1.50), obtemos

ww) { OGX)* (XXX }
=X, OKX )T XXX )X,
Segue-se que
d, = (X X,) "Xy, =b,
d, ==X, (XX) "Xy, +y,
S.Q.Res. 7y, +y5y,—[d; d,]W'y=

=y, —YX (XX "Xy =yiMyy,, c.q.d.

18. b) As estimativas dos desvios padrbes das astas dos parametros devem ser

multiplicadas por
2n—-k-1
n-k
24.a) Y =-8+05X, +X,

b) F=11,88, ndo-significativoR, = 133
c) t=4,830, significativot; = 403p
d) t= 3,220, ndo-significativot{ = 4032
e) 1+ 0626 -~ 0374< 3, < 1626.
f) 7+ 2969 - 4031<108, +28, < 99609.

25.a) Y=a+pBX+)Z+u, comZ=0 para as 4 primeiras observacéeg =1 para a
observacéo.
Y =5+2X -10Z, com S.Q.Res. =4 & =2
b) H,:y=0, t=-4, 472, significativot{ = 4308 Notar quet” = 20.
c) SejaS, a S.Q.Res. de uma regresséo linear simples cdnp@asieiras observacoes e

sejaS; a S.Q.Res. de uma regressao linear simples cénolaservagoes. Entéo,
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26.

27.

, com 1 e 2 graus de liberdade.

Para esses dados obtenfos 44-4

= 20, significativo (F, = 1851).

Com as 3 variaveis centradas, obtemos:
X :{32 o] X'y :{—448} e b :{—14}
0 32 448 14
a)a=65 b =-14eb,=14
b) s* =200
c) (B, +14)% +(B, -14)* < 125[B08 =385, com /385 = 1962
Essa regido de 99% de confianca p#ae [, € a area delimitada por uma
circunferéncia com centro no ponto (—14; 14) e 1&8i®2.
d) F = 3136, significativo (F, = 308).
Alternativa: a distancia do ponto (0; 0) ao poftd4; 14) € 19,80. Como esse valor é
maior do que o raio da circunferéncia, o resul@dalteste é significativo.
e) Para as duas hipodteses o valor absolutced® 60, ndo-significativotf = 5341 .)S6
hé contradicédo se as conclusfes forem considecadas afirmativas “matematicas”,
esquecendo seu carater estatistico. No item (djidena-se a distribuic&mnjuntade

b,e b,, ao passo que os resultados dos testes parachsseip separadas sdo baseadas
nas respectivas distribuicbes marginais.

f) A distancia entre os pontos (-14; 14) e (0; 825,24, maior do que o raio. Rejeita-se
H,:8,=0¢e g,=35.

g) A distancia entre os pontos (-14; 14) e (-19;6316,03, menor do que o raio. N&o se
rejeitaH, : 5, = - 15e S, = 30.

14-30_ -640, significativo t, = 584).

h) t=

Novamente, uma aparente contradicdo com o resultadtem anterior.
a)\? =9+6X, com S.Q.Res. = 64.
b) Y =15+ 9X , com S.Q.Res. = 64.
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c) t=0,763, ndo-significativot{ = 2447).

d) t=2,905, significativo (a regido de rejeicad 2 1943).
e) F=42,19, significativo E, = 1092

f) H,:y+70=0,t=8,714, significativot, = 244Y.

g) ParaX, = 1llobtemosY, =114 e 100,5 <Y, < 127,5.

28.a) Modelo (1)Y =-2+6X;

Modelo (2):Y = 227, +10Z,
O modelo (3) ndo pode ser estimado porque héaap2rvalores distintos d¢ A
matriz X tem apenas duas linhas distintas e, consequeninsem caracteristica €
igual a 2. A matrizX'X é 3x3, mas sua caracteristica também ¢é igual a 2. Entdo
determinante deX'X é igual a zero.

b) Tanto para o modelo (1) como para o modelm@¢moss* =12 , com 3 graus de
liberdade. Como ha apenas 2 valores distintosriaved X ja é binaria, o que torna os
modelos (1) e (2) equivalentes.

c) As hipoteseH,: = (@ H,:y, =), sao equivalentes. Para a primeira hipotese

calculamos
t= b -_© = 3795
gb) 12/48
Para a segunda hipétese calculamos
= 22-10 Z\/l%z 3795
(1+1j12
2 3

29. a) O modelo pode ser escrito coMe (a + )W, ) +u, comW, =

Trata-se de uma regresséo linear simpley @entraW, sem intercepto. Pode-se estimar
a + [, mas é totalmente arbitrario separar o total grarges.

b) t = 9487, significativo (t, = 4541)

c) t = 3162, ndo-significativo(t, = 3182 )
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30. F :6—94 = 711, significativo (F, = 659)

Ha diferenca estrutural entre as duas situacdes.
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2. A INFLUENCIA DE UMA OBSERVACAO EM ANALISE DE
REGRESSAO

2.1. Amatriz H
Considere-se o modelo de regresséo

y=Xp+u

ondeE(u)=0 e E(uu)=lo?

Sabemos que o estimador de minimos quadradogipéra
b=(X'X)"X'y

Ent&o o vetor-coluna dos valores estimadoy de
¥y =Xb =X(X'X)™*X'y =Hy ,

onde H =X(X'X)™ X" é a matriz que faz a projecdo ortogonal do vetw sub-espacgo que
pode ser gerado pelas colunas<de

O vetor-coluna dos desvios (ou residuos) €
e=y-y=(-Hy=My ,
onde M =|-H.
TantoH comoM sao matrizes simétricas e idempotentes. Alésodode-se verificar que
HX =X, XH=X", MX=0 e X'M=0
De e=My segue-se, entao, que
e=Mu
e V(e)=E(e&")=E(Muu'M)=Mg? (2.1)
Indicando a-ésimo elemento da diagonalldepor h =h, , tem-se
V(e)=(@1-h)o? (2.2)

A seguir sdo demonstradas algumas propriedadel, dos

Como HH=H , tem-se X h’=h
E
ou h=h+2h
j#i
Conclui-se que

0<h <1 (2.3)
Tem-setr(H) =tr[ X (X'X)*X'T=tr[(X'X)*X'X] = p
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Entéoihi = p e o valor médio dok, é igual ap/n.
i=1

Uma vez queHX =X, se 0 modelo tem um termo constante e a primeltena deX éi1,
tem-se

Hy =1
ou

ihj =1
=1

SeW é a matriz com as variaveis explanatorias, exaugicoluna correspondente ao termo
constante, temos

X=[ W]

, vt YW n W
XX = =
W' W'W Wb W'W

De acordo com (1.49), o elemento inferior-direigo(X 'X)™ é
1 -1
(W’W —W%—;’WJ =(WAW)™
n

1, .
onde A =1 ——u' é uma matriz idempotente que torna centradas asa®de qualquer
n

matriz que ela pré-multiplica.
Ainda de acordo com (1.49), obtemos

Ll owowaw)yrwn -Lewwaw)®
n n n

(X'X)™ = (2.4)
—%(W'AW)*WR (WAW)™

Substituindo esse resultado em
l'
H=F W|XX)™"
[ wxx) {W}
e fazendo algumas manipula¢des algébricas obtemos
H =£11'+AW(W'AW)_1W'A (2.5)
n
ou

W, (W/W,)"*W, =H —lu' ,
n
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com W, = AW

Por analogia corhl, os elementos da diagonal @& (W, W.) "W, também pertencem ao
intervalo [0, 1]. Conclui-se que, para uma regressin termo constante, temos

1
Esh <1 (2.6)

Como regra prética, recomenda-se examinar com iabpéencao as observacdes para as
quais o valor dén supera 2 ou 3 vezes a média, isto &, supera

2P oy 3P

n n
Veremos que tais observacdes tendem a ter foftimdia nos resultados da regresséao.

2.2. Inclusédo de uma variavel binaria para captar a  influéncia de
uma observacao

Sejal, ai-ésima coluna de uma matrilz, . Introduzindo a variavel binarig entre as

variaveis explanatorias, ela vai “roubar” a inflogndai-ésima observacéo. A matriz das
varidveis explanatérias passa a&er[X 1]

Vamos reservar os simbolbs ¥, e, s’e h para os resultados referentes a regresséo
original, isto €, a regressao yleontrax.

Para a regressao geontraZ obtemos

i x’x Xi [ X’y
7= e Zy=
X 1 Y

onde x; é ai-ésima linha d& e Y, é o correspondente valor observado da variavel
dependente. Notando qué(X'X)*x, =h , de acordo com (1.49), obtém-se

B ] -1 ] ] -1 ] -1 T
1-h 1-h
22)* =
XXX 1
i 1-h 1-h, |

As estimativas dos parametros da regressgocdatraZ = [X li] séo

nyly S
b-(X'X)7x,
h*}:(z'z)‘lz'y: =h (2.7)

onde e =Y, —-x;b



74

Notar queb e b. s&o vetores com 0 mesmo numero de elementosagssfio 0s coeficientes

de regresséo das variaveis explanatériaXem
Os valores d& estimados por meio da regressao incluindo a \@rldiaarial, sao

: b. 4, 8§ g
=X 1 =Xb = X (X'X)™x, 1
y= .]M e

Entdo, para aésima observacéo, obtemos

\?izx{b—x{(X'X)‘lxi € +i:x{b+q =Y,
1-h  1-h

mostrando que a introducao tle“elimina” o desvio referenteiaésima observagéo.
A soma de quadrados residual € dada por

_ X'y
yv-[br d]z'y =y'y | b’ -x (X'X) -3 G =
yy-[b. d]z'y =y'y-|b'-x/(X'X) n 1—h}{¥:]
q2
1-h

Verifica-se que a reducgéo da soma de quadradakie¢sievida a introdugéo de €

=y'y-b'X'y -

eZ

1:h (2.8)

Se s”¢é o quadrado médio residual da regressaoatmtrax, entdo o quadrado médio
residual da regresséo yiceontra[x 1i] e

2

2 _ 1 _ 2 _ €
S*_—n—p—l{(n ps 1‘“} (2.9)

Admitindo que os erros; tém distribuicao normal, o valor &épara testar a contribuicao de
1 é

eZ

F=g
s (- hi)
Como o numerador esta associado a 1 grau de lderdaaiz quadrada doé uma variavel
com distribuicdo déde Student com —p — 1 graus de liberdade:

t=___ S (2.10)

Jsf@-h)
Se esse valor defor estatisticamente significativo, conclui-se gueontribuicdo da variavel
binaria 1, (que “rouba” a influéncia daésima observagéo) para a soma de quadrados de
regressado € estatisticamente significativaque equivale a dizer queiaésima observacao

é discrepante Isso devera ficar mais claro com as deducfesapi@das nas trés proximas
secoes.
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2.3. Eliminando uma linha da matriz X

Preliminarmente, sera obtida uma relacdo matriwaagica para as deducdes que se seguem.
Sendox; ai-ésima linha da matriX, considere-se a matriz

XX x |7
xi 1

De acordo com as expressdes para o primeiro elend@nprimeira linha em (1.49) e (1.50),
temos
(X'X) X X (X'X)

X'X=xx)"=(X'X)"+
(XX =% x)™ = (XX) o

(2.11)

Obtida essa relacdo, passamos a andlise de colimirsagédo da-ésima observacdo afeta os
resultados da regresséao.
Notar que

XX =2XX;
i=1

e que na regressdo seni-ésima observacdo a matrk'’X é substituida por X'X —x,x: .
Analogamente, a matriX'y € substituida porX'y —xY;. Sejab, o vetor das estimativas
dos parametros sem-&sima observacdo. Tem-se

b(i) =(X'X _Xixg)_l(x'y_XiYi)

Lembrando (2.11), segue-se que

- b _(X !X)—lX.Y + (XIX)_lxiX; (XIX)_l

b..
(i) 1_hi

(X'y =xY))
ou

vty 6
b(i) =b—(X X) 1Xiﬁ (212)

Indicando 0 Q.M.Res. p(B(Zi), a S.Q.Res. fica:

(n=p-Ds;, =y'y =Y -bj, (X'y =xY,) =
=y'y—Yf{b'—x:(X'X)‘lﬁ}(X'y—xiYi):
heY
1-h

= y'y_YiZ _brxry + bIXiYi +X|'b1ih—

elz
1-h

=yy-b'X'y-

Segue-se que
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1 e’
ss=—— | (n- ps® —-— 2.13
O n- p—l{( P 1—hi} (2.13)

Comparando (2.7) e (2.12) verifica-se due=b,,, isto &, a alteragdo nas estimativas dos
parametros ) devida a introdugédo dé& é igual a alteracdo devida a eliminagéo>xde
Comparando (2.9) e (2.13) verifica-se que o efeéceliminacdo de. sobre a S.Q.Res. (e
sobre 0 Q.M.Res.) é idéntico ao efeito da introdudil, .

Utilizando b ;,, a estimativa da variavel dependente pqra

—h 1-h

x(by, =x:[b—(><'xrlxili} =xb- 1%
Portanto, a alteracéo no valor dessa estimativaaeéveliminacéo de; é

YAi _Xi’b(i) :]E—qh (2.14)

2.4. Residuos

Foi visto queV(e )= (L-h)o?

o ~ €
Se os erros tem distribuicdo normal, e '
@-h )0.2

tem distribuicdo normal reduzida.
Entretanto,

& (2.15)

v @-h )52

nao tem distribuicao deporque numerador e denominador ndo sao indepesd€gevalores
de (2.15) sdo denominadassiduos estudentizados internamete vezes, por simplicidade,

sao utilizados os valores aee ou residuos padronizados.
S

Os valores dados por (2.10), isto &,

t=—— 9 =g (2.16)

Vs @=h)

sdo denominadosesiduos estudentizados externameriieclaro que estes sdo 0s mais
apropriados para detectar uma observacéo disceepant

2.5. Outra maneira de interpretar o residuo estuden tizado
externamente

Fazendo a regress@ema i-ésima observacdo, o valor deestimado para essaesima
observacéo sera dado por
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xibm

O erro de previsao €, entao,

fi :Yi _Xi'b(i) (217)
e a estimativa da respectiva variancia é
V() =[iexi (XX =xx!) ™%, ]2, (2.18)
Temos, entdo, o seguinte teste:
f
t(f)= ' (2.19)

V()

Vamos demonstrar, em seguida, que esse testel@muesiduo estudentizado externamente,
dado por (2.16).
Substituindo (2.12) em (2.17) obtemos

£ =Y, =xib+ X, (XX) X,
1-h

| 1_h

ou ! (2.20)

f,=——
1-h
Substituindo (2.11) em (2.18) obtemos

V()= {1+ X{(X'X)‘l + (X'X)_lxixi'(x'x)_l}xi }sg)

1-h

~ h?
V(fl) :(1'*' hi +ﬁjs(2i)

1-h*+h® ,

V(f)= 1-n Sy

5 S6)
ou V(f)=—"" 2.21
(=174 (2.21)
Finalmente, substituindo (2.20) e (2.21) em (2sEYue-se que
e

1-h

t(f)=
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ou
ei

J@a-h)sg

Comparando esse resultado com (2.16) conclui-se que

t(f,)=

t(f)=e , c.q.d.
2.6. DFBETAS
De acordo com (2.12), tem-se
— (YY) €
b_b(i) - (X X) 1Xi ﬁ (222)

Sejamc, os elementos da matriz = (X'X)™X'. Note-se que o indide é utilizado, nesta
secao, para indicar qualquer uma péishas da matri. Entao

Cli

C,;

b-b,, = &
: l_hi

c

pi |
A alteracdo enb, devida a inclusdo daésima observacéo e

c.e
Ab, =X 2.23
i (2.23)

Tendo em vista qu¥ (b, ) = w,, 0°, ondew,, é ok-ésimo elemento da diagonal principal de
(X'X)™, uma medida padronizada da alterag&dogré dada por

Ci €

DFBETAS, = (2.24)
@L-h )\/ wkks(zi)
Lembrando (2.16), segue-se que
DFBETAS, =" (2.25)

v Wi @- hi )
Levando em consideragdo que o efeito de uma umbisareacdo diminui quando aumenta
Belsley, Kuh e Welsh (1980, p. 28) recomendam onexdas observacdes com
> 2

Jn

Antes de encerrar esta se¢do, vamos mostrar qudiférente obter os coeficientesy

referentes aos coeficientes de regressaautitizando a matriz X com as variaveis
originais ou com as variaveis centradas. Conformetacgéo ja utilizada reecao 2.1, se

IDFBETAS,| (2.26)
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o modelo de regressao linear incluir uma constantaatriz X pode ser decomposta da
seguinte maneira:

X=[ W]

Utilizando (2.4), verifica-se que

1+i1'W(W'AW)‘1W'l —ll'W(W'AW)‘l v
C = () n n n
=(X'X)*X' = =
—%(W'AW)_1W'1 (Waw )™ W'

1y —L’W(W'AW)*W'A
n n

(W'AW ) wW'A

Lembrando qu&AW é a matriz com as variaveis explanatorias cerdgradaifica-se que as
altimas k = p—1 linhas deC sédo idénticas as linhas da matriz corresponddrtigaocom

W, = AW :
(W)W, )W, = (WAW ) *W'A

Entdo os DFBETAS para os coeficientes de regresséo podem seraabsutisando o
elementoc,; correspondente nessa matriz obtida com as vasigeetradas.

2.7. DFFITS

De acordo com (2.14), e tendo em vista W@,) =h o?, uma medida padronizada da
alteracao en’l?i devida a exclusdo de é dada por

DFFITS =—— N8 - e (2.27)
(1—hi),¢hs(2i) Siy @ =h)
ou, lembrando (2.16),

—a h
DFFITS =¢ /(1-hi) (2.28)

Belsley, Kuh eWelsch (1980) recomendam que seat&ab as observacdes para as quais

IDFFITS | > 2&

Valor elevado dc}DFFITS| indica que a observacéao é influente. Posteriorenest

DFBETAS podem ser utilizados para verificar se o fenénesta associado a determinadas
variaveis explanatérias.
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A express&o (2.28) mostra que uma observagdo pistwe (valor absoluto de  elevado)
tende a ser, também, uma observacéao ianué}ﬁIEFlT$| elevad&). E claro, também, que
uma observacao discrepante pode ser pouco influseteo respectivoh, for bastante

pequeno. Vice-versa, sk for bastante grande, uma observacdo pode ser nmdlitente
mesmo que o respectivo desvio seja pequeno (desded® seja nulo).

2.8. ODde COOK

Uma outra estatistica para diagnosticolae Cook, definido por
D. = (b- b(i))lxlx (b- b(i))
I pSZ
Essa expressao é formalmente semelhante para testar uma hipotese do tipy :p =0

(ou para delimitar uma regido de confianca parg parametros). Trata-se de uma medida
padronizada da influéncia da exclusdoxdesobre as estimativas dpparametros.

Lembrando (2.12), verifica-se que
__¢h
' ps-h)?

Comparando (2.27) e (2.30) verifica-se quéode Cook € semelhante ao quadrado do
DFFITS. A principal diferenga € que no célculo Bputiliza-se 0 Q.M.Res. obtido com as

observaces(s®), ao passo que no calculo do DFFITSitiliza-se o Q.M.Res. obtido
excluindo ai-ésima observaga(s(zi)). O DFFITS é uma medida mais sensivel da influéncia
dai-ésima observacao, podendo-se recomendar o abadd@hae Cook.

(2.29)

(2.30)

2.9. Exempl os

Consideremos dois exemplos numéricos de regreseir kimples apresentados por Dachs e
Carvalho (1984). Os dados estéo na tabela 2.1.

Tabela 2.1. Valores d¢ e Y em dois conjuntos.

Exemplo 1 Exemplo 2
X | Y X | Y
1 4 1 1
3 2 1 2
5 3 11 3
7 1 11 4
14 6 6 6

Para ambos os exemplos temos 5 e a andlise de regressdo linear simples progduz
seguintes resultados:

5 30 | 056 —-006
X'X = (X'X)" =
30 280 - 006 001
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- [16 2 .
X'y = b= Y =2+ 02X
116 02
S.Q.Res. = 10,8 =36 r?=0,2703

As figuras 2.1 e 2.2 mostram 0s pontos observado®®a ajustada, para os exemplos 1 e 2,
respectivamente.

Y Y

012345678 9101112131415 X

R 03
/
.

Ty
01234567389 10112

o - N w £ [9)] [e2) ~
L L
- N w £ (6] (2] ~
L L L

Figura 2.1. Exemplo 1 Figura 2.2. Exemplo 2

As tabelas 2.2 e 2.3 mostram os principais indiglestatisticos para analise dos residuos e
avaliacdo da influéncia de cada observacéo.

Tabela 2.2. Andlise dos residuos e da influéncieada observagéo para o exemplo 1.

Y, Y, & h s2) e DFFITS

4 2,2 1,8 0,45 2,4545  1,5492 1,4013
2 2,6 —0,6 0,29 51465 -0,3139  -0,2006
3 3,0 0 0,21 5,4000 0 0
1 3,4 —2,4 0,21 1,7544  -2,0386  -1,0511
6 4,8 1,2 0,84 0,9000  3,1623 7,2457

Tabela 2.3. Andlise dos residuos e da influéncieada observagéo para o exemplo 2.

A~

Y Y, e h = e DFFITS
1 2,2 -1,2 0,45 40909 -0,8000  -0,7236
2 2,2 -0,2 0,45 53636 -0,1164  -0,1053
3 4,2 -1,2 0,45 4,0909  -0,8000  -0,7236
4 4,2 -0,2 0,45 53636 -0,1164  -0,1053
6 3.2 2,8 0,20 0,5000  4,4272 2,2136

Ao examinar os valores dge devemos ter em vista que, nesse casgy)n = 08.

Ao examinar os valores do residuo estudentizadereanente devemos lembrar que ao nivel
de significancia de 5% o valor critico leom 2 graus de liberdade, é 4,303.

Ao examinar os valores de DFFIT@&vemos ter em vista que o valor critico sugepdo
Belsley, Kuh e Welsch (1980) é
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2\/E =1,2649
n

No caso do exemplo 1 a Ultima observacdo se degtalcavalor elevado do DFFITS
(superior a 7). Trata-se, claramente, de uma obggovmuito influente, corh, = 084 (ver
tabela 2.2 e figura 2.1). O valor do residuo esttidado externamente é elevado (3,1623),
mas nao alcanca o valor critico ao nivel de sigaiftia de 5%. Note-se que o des(.eiap)
dessa observacdo é relativamente pequeno. Paf@areqgue a quinta observacdo € muito
influente nesse exemplo, é interessante ajustagressao utilizando apenas as 4 primeiras
observacoes, obtendd= 41- 04X . Note-se gue ha uma mudanca radical nos vala®s d
coeficientes, com inversdo do sinal do coeficiemte regressdo. Verifica-se que
DFBETAS;s =-2,958 e DFBETAg = 6,325, mostrando que a quinta observacdo tem
influéncia muito forte sobre as estimativas dosipeetros. A inclusdo dessa observacao reduz
a estimativa dex (de 4,1 para 2) e tem um fortissimo efeito posisebre a estimativa de

£ (que passa de 04 para 0,2).

No caso de exemplo 2 a Unica observagdo com DFElI€$ado € a ultima (ver tabela 2.3 e
figura 2.2). Nao séo os valores da variavel exparsaque tornam essa observacao influente,
pois o valor deh é relativamente baixo. O valor do residuo estudtd externamente €

bastante elevado, superando o valor critico ad déerssignificancia de 5%. Trata-se, portanto,
de uma observacdo discrepante. Verifica-se queenezemplo DFBETA§= 1,323 e
DEFBETASs =0, mostrando que a quinta observacdo tem unh@émdia substancial no
sentido de aumentar a estimativaajenas néo afeta a estimativafle

Exercicios

1. Admite-se que as variaveiX e Y estdo relacionadas de acordo com o modelo

Y, =a+ BX, +u,, onde osu, sdo erros aleatorios independentes com distribuigémal,

média zero e variancia®.

A tabela a seguir mostra os valores<deY em uma amostra com 6 observacoes.

Observagéao X Y
18 10 57,6
22 12 57,6
3 14 45,6
42 16 45,6
5° 2 2,4
6° 18 33,6

a) Obtenha a equacao de regressao linear simp¥ésatdraX com base nas 6
observac®es e calcule os desvios. Qual € o maseigjem valor absoluto?
b) Determine o valor ddv para a % e para a $observacdo. [Sugere-se a utilizagdo da

relacdo logo apos (2.5), pois neste caso a manadaveis centradad/. € constituida

por uma Unica coluna, facilitando os calculos].
c) Calcule o valor do residuo estudentizado exteemde para ak para a Hobservagao.
d) Calcule o DFFITS para & & para a%observacéao.
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e) Alguma dessas duas observacdes pode ser caasidbscrepante e/ou muito
influente? (explique).
2. Admite-se que as variaveiX e Y estdo relacionadas de acordo com o modelo

Y, =a+ pX, +u, , onde osu, sdo erros aleatorios independentes com distribuica

normal, média zero e varianciz’ . Observagao X Y
18 1 7
A tabela ao lado mostra os valores<de 22 1 9
eY em uma amostra com 5 32 2 7
observacoes. 42 5 11
52 3 3

a) Obtenha a equacdo de regressdo linear simpleg dentra X com base nas 5
observacdes e calcule os desvios. Qual €, em alasmiuto, o maior desvio?
b) Para as 3 Ultimas observacoed @ e 5), determine o valor den, do residuo

estudentizado externamente e do DFFITS.
c) Alguma dessas trés observacdes pode ser cadgdéiscrepante e/ou muito influente?

(explique)
Se fizer algum teste estatistico, adote um nieaighificancia de 10%.

3. Admite-se qué, X, e X, estéo relacionadas de acordo com o modelo
Y, =B Xy + B Xy +u;,
onde osu, sao erros aleatorios independentes com distribuigémal com média zero e
varianciao?.

A tabela ao lado mostra os valores das

A L Observagédo X X2 Y
trés varidveis em uma amostra com 4 3

observacoes. 1 3 1 36

22 12 4 114

3 6 0 39

42 0 2 39

a) Estime a equacéo de regresséo e calcule oodesvi

b) Determine o valor dén, do residuo estudentizado externamente e do DFp&r&
cada observacao.

c) Qual é a observacgéo mais influente? (Justifique)

d) O residuo estudentizado externamente dessavabéere estatisticamente significativo
ao nivel de 10%?

e) Com base nos valores dos DFBETAS, qual dosatm@ficientes de regressao € mais
afetado pela observacédo mais influente?

4. Admite-se que, X, e X, estdo relacionadas de acordo com o modelo

Y =B, Xy + B X, Uy,
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onde osu; séo erros aleatorios independentes com distribuigémal com média zero e

varianciac” . .
A tabela ao lado mostra os valores Obsegva(;ao Y 4] %2
das trés variaveis em uma amostra 1; 70 3 1
com 6 observacgoes. 2 120 12 4
a) Estime a equacio de regressio e 3 20 6 0
calcule os desvios. 4 20 0 2
b) Determine o valor dé,, do residuo 58 55 12 0
estudentizado externamente e do DFFIT 6° 55 0 4

para cada observacao.
c) Discuta os resultados, verificando se ha alguimservacdo discrepante e/ou muito
influente (Adote um nivel de significancia de 5%).

. Admite-se que as variavels e, estdo relacionadas de acordo com o modelo

Y, =a+pX +u,
onde osu, séo erros aleatorios independentes com distribuigmal com média zero e
varianciao?’.
A tabela ao lado mostra os valores das duas \esi&m Ops. X, Y
uma amostra com 4 observacoes. 18 1 19
22 1 21
3 7 14
42 7 44

a) Estime a equacao de regressao.
b) Faca uma tabela com os valore¥ @stimado, desvidy , residuo padronizado, residuo

estudentizado externamente e DFRIp&a cada observacéo.
c) Identifiqgue as observacdes discrepantes, adotam nivel de significancia de 5%.
d) Ha observagbes muito influentes? (comente).
e) Calcule os DFBETAS para a ultima observacdo. Qual dos dois coefiese@d mais
afetado por essa observacéo?

. Admite-se que as variavels e Y estdo relacionadas de acordo com o modelo

Y, =a+pX +u,

. f Obs. X Y
no qual osu; sdo erros aleatérios independentes com I 1 5
distribuicdo normal com média zero e variangfa 22 2 7
A tabela mostra os valores das duas variaveisrean u 5 3 10

amostra com 5 observacdes. s
4 4 10
5° 5 12

a) Estime a equacdao e teste, ao nivel de signidia de 1%, a hipdtese de ge0,
contra a hipotese de qu&>0.

b) Adotando um nivel de significancia de 10%, figuie se a $observacao é discrepante.
Ela pode ser considerada muito influente?
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c) Idem, para a®»bservacéio.

7. Admite-se que as variavels e Y estdo relacionadas de  Obs. X Y
acordo com o modelo 8 1 15

Y, =a+pX +u, 22 2 8

no qual osy; séo erros aleatorios independentes com 3 2 12
distribuicdo normal com média zero e variangfa 4 3 S

5° 8 54

6° 8 56

A tabela mostra os valores das duas variaveisreaamostra com 6 observacgoes.
Adotando um nivel de significancia de 5%, veriége o conjunto das duas ultimas
observacoes é discrepante das demais.

8. Sao dados 5 valores da variavel aleatviris, 9, 8, 6 e 2. Adotando um nivel de
significancia de 10%, a quinta observacao € diserie® Justifique.

. ., ~ . Obs. X Y
9. Admite-se que as variavels e Y estéo relacionadas de e 5 12
acordo com o modelo
28 3 11
Y=g+ ﬂX +U

. o 3 3 12
no qual osu; sdo erros aleatérios independentes com 4 3 13
distribuigdo normal com média zero e variangfa A 58 4 12
tabela ao lado mostra os valores das duas variéneis 62 9 29

uma amostra com 7 observacoes.
7° 11 30

a) Estime a equacgéo.
b) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hiposseque =1, contra a hipotese

alternativa de ques >1.

c) Verifique se a Yobservacao é discrepante, adotando um nivel déisémcia de 5%.
d) Verifique se o conjunto formado pelas duas Ultinohservacdes (a?6e a 7) é

discrepante, adotando um nivel de significanci&%e

10. Admite-se que as variavel§, X, eY estéo relacionadas de acordo com o modelo
Yi=a+BX,+BXy tu,
onde osu, séo erros aleatorios independentes com distribuiggmal com média zero e

varianciac?. A tabela a seguir mostra os valores das tréaweis em uma amostra com 5
observacoes.
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Observacag X, X, Y X, X, y
12 2 3 27 -5 0 11
22 11 7 26 4 4 10
3? 5 1 5 -2 -2 -11
42 7 3 21 0 0 5
5 10 1 1 3 -2 -15

a) Estime a equacéao de regresséo e calcule os desvios.

b) Teste, ao nivel de significancia de 10%, a hipotésep, = 5, =0.

c) Teste, ao nivel de significancia de 10%, a hipoteke B, =0 contra a hipotese

alternativaH,_: 5, < 0

d) Determine o valor ddn, do residuo estudentizado externamente e do DFIpArIS a

2% e a 8 observacdo. Qual dessas duas observagdes teno deswiy, —\?i) maior?

Verifique se alguma dessas duas observacfes émhsite e/ou muito influente. Adote

um nivel de significancia de 10%.

e) Se uma das duas observacbes analisadas for muftoenie,

calcule os

correspondentes DFBETASpara os dois coeficientes de regressdo e interpet

resultados.

Observacéao: Se fizer os célculos usando variaesisadas, lembre da relagéo (2.5).

11. A tabela a seguir mostra os valorexXaeY em uma amostra com 8 observacoes.

a) Ajuste uma regressao linear simples ¥econtraX,

o o Obs. \ X \ Y
por minimos quadrados ordinarios, aos dados de toda 4z 1 14
a amostra, e determine a soma de quadrados residual 2? 3 16

a
b) Faca um teste para verificar se 0 conjunto das duas ja g 13
Gltimas observacbes (a27e a 8) pode ser 58 4 20
considerado discrepante das demais, adotando um @2 3 16
nivel de significancia de 5%. 7 1 3
8° 5 25

12. Admite-se que as variavel§, X, eY estdo relacionadas de acordo com o modelo

Y =a+ﬁlxlj +ﬁ2x2j +u,

no qual osu; sao erros aleatdrios independentes com distribuigdmal com média zero

e varianciag®. A tabela a seguir mostra os valores das trésweis e das respectivas

variaveis centradas em uma amostra com 9 observacte
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Observacag X, X, Y X, X, y
1° 8 9 102 2 0 42
22 6 15 102 0 6 42
3? 4 15 54 -2 6 -6
42 4 9 18 -2 0 —42
5 6 3 18 0 —6 —42
6° 8 3 54 2 —6 —6
72 7 9 96 1 0 36
g 6 12 96 0 3 36
o? 5 6 0 -1 -3 -60
Para o modelo com todas as variaveis centradamolst
, _{ 18 - 21} , _{264}
X'X = X'y =
-21 162 792
X3 :iF‘l 7} b :{24}
825/ 7 6 8

a) Determine a soma de quadrados dos desvios dessas@&g.
b) Estime a equacgédo de regressdo considerando aperaspameiras observacoes e
obtenha a respectiva soma de quadrados residual.
c) Adotando um nivel de significancia de 5%, verifigg® 0 conjunto das 3 ultimas
observaces discrepante
13. Para uma regresséo linear multiplay @entraxX (comp colunas e linhas) temos
b=(X'X)"X'y , e=y-Xb e szzrlp(y'y—b’X'y)

Vamos admitir que haja desconfianca de que asitiass observagfes sdo discrepantes.
Entdo séo introduzidas, na regressao, duas veasiu@rias para captar a influéncia dessas
duas ultimas observacgfes. A nova matriz de vasagdlanatorias fica

w=[x L]

ondelL € uma matrin x 2 cujasn— 2 primeiras linhas séo constituidas por zeragasc
duas ultimas linhas formam uma matriz identidaderdem 2. Note qué'L =1,.

a) Demonstre que o novo vetor de estimativas ddspros, conp+2 elementos, é
b.| [b=(X'X)"X'L(l,-L'HL)™"L'e
= ( , ) 4 ( 2 ) (2.31)
d (I,-L'HL)™L'e

onde H =X(X'X)™"X'
Note que a expressao (2.7) é um caso particuléz.dg).
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b) Demonstre que a diminuicdo da S.Q.Res. devidaaducao das duas variaveis
binérias €
eL(l,-L'HL)"L'e (2.32)
Note que a expressado (2.8) é um caso particuléz.dg).
c) Mostre como obter um valor fecom 2 en—p — 2 graus de liberdade para testar se as
duas ultimas observacgfes sao ou ndo discrepantes.
d) Se, em lugar de incluirmos as duas variaveidrlaina, excluirmos as duas ultimas
observacdes, o vetor das estimativas dos paranfe@os
b, =(X'X =XLL'X)™"(X'y-XLL'y)
e a S.Q.Res. fica
Q =yy-yLLYy-b, (Xy-XLL'Y)
Demonstre qudéd, =b.

e) Demonstre qu@_ é igual a S.Q.Res. da regressao incluindo as\duas/eis binarias
(ambas conm —p — 2 graus de liberdade).
f) Considere a amostra de valoresXle Y na tabela ao X Y

lado e mostre que a S.Q.Res de uma regresséo linear 1 10
simples de¥ contraX com as 6 observacdes é 124. 1 12
g) Verifique que a S.Q.Res de uma regressao linear 3 2
simples com as 4 primeiras observacoes € 4. 3 4
h) Mostre que o testE para verificar se 0 conjunto das 7 13
duas ultimas observagbes é discrepante Fé&= 30, 7 17

significativo a 5%, apesar de os residuos esturhalus
externamente dessas observacdes serem baixos (0 e
0,976).

i) Faca uma regressao mdultipla com as 6 observag@gsaindo duas variaveis binarias
para captar o efeito das duas Ultimas observacdexiftque que o test& para a
contribuicdo dessas duas variaveis também é igB@l a

j) Faca o teste para “mudanca estrutural” entre4aprimeiras e as duas Ultimas
observacdes.

14. Uma variavelY é observada em 3 diferentes situagfes (tratanjer@osn base em
uma amostra com 5 observacdes para cada tratalftetaiode 15 observacdes) foram

obtidas as seguintes médias de tratame¥jte:6 , Y, =8 e Y, =13. Considera-se o
modelo de regressao

Y, = B2y + Bl + Boly tU)

onde Z,, (comh =1, 2, 3) séo variaveis binarias, cafyy = pdra observacdes dn
ésimo tratamento, &, = 0Mos demais casos,le sdo erros aleatorios independentes com

distribuicio normal com média zero e variancid. Estimando os 3 parametros por
minimos quadrados ordindrios, obtém-se o0 seguatt® de desvios:

€=[-1101-1-41201-202 -11
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a) Verifique se a & observacéo é discrepante, adotando um nivebdéiséncia de 1%.
b) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hipotiesquef, = £, .

c) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotesque s, + B, = 24,.

15. Admite-se que as variavefse Y estéo relacionadas de

acordo com o modelo usual de regresséo linear egnpl b% %
Uma amostra de 6 observacgfes é fornecida na tabela :

lado. Note que a média dos valores de X para as g ig
observacdes e para as 4 primeiras observacdes € 9 o1
mesma()? :7). Usando letras mindsculas para indicar 9 23
as variaveis centradas, obtém-se 6 25
8 29
6 4
> Xt =18, > x* =16
i=1 i=1
6 4
2. %Y =36, > xy =32
i=1 i=1
Adote um nivel de significancia de 5%.
a) A 6%observacdo é discrepante?
b) O conjunto formado pelas 2 ultimas observactes@&apante?
Respostas
1. Equacao estimadaY = 152 + 21X
X, Y, v e h t=e¢ DFFITS
10 57,6 36,2 21,4 0,1917 1,4027 0,6830
12 57,6 40,4 17,2 0,1667 0,9952 0,4451
14 45,6 44,6 1,0 0,1917 0,0510 0,0248
16 45,6 48,8 -3,2 0,2667 -0,1720 —-0,1037
2 2,4 19,4 -17,0 0,7917 -9,8150 -19,1329
18 33,6 53,0 -19,4 0,3917 -1,5121 -1,2133

O valor médio dos, é P =§ =0,3333.
n

Recomenda-se dar ateng&o as observacGesfeRiTS | > 2\/§ =11547

O valor critico de, com 3 graus de liberdade, ao nivel de significgade 5%, é 3,182
A 5% observagéo € influentdy( elevado) e discrepante (valor absolutoedelevado). Note-se
gue o correspondente valor de DFFI&®xtremamente elevado, em valor absoluto.
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A 12 observacao, apesar de apresentar o maior desvigaler absoluto), ndo pode ser
considerada discrepante.

2. a) Y =11-2X

O maior desvio, em valor absoluto, é o 8abkervacdod, = 4).

b) Xx* =28 Obs. h 52 {=¢"  DFFITS
Ye?=24 3 0,214 12 0 0
2=8 4 0,214 1,8182 3,347 1,748

52 0,714 5 1,673  -2,646

c) O valor médio dok; € 0,4.
O valor critico d¢ com 2 graus de liberdade, ao nivel de significhdei 10%, é 2,92.
S&o considerados elevados os valores de DFFIT@enalo que

2\E=2\/o_,4= 1265

Conclui-se que a®4bservacio é discrepante e qué alservacio é muito influente.

. [189 51 . [1710 o 17T =17
3. X'X= X'y = (X'X) ™" =——-
51 21 570 456/ -17 63
5 ~
b= Y =5X, +15X,
15
Y, Y g h, St e DFFITS
12 36 30 6 1—19 = 0052 196 0,440 0,104
22 114 120 -6 1—2 =0,8421 6 6,164 -14,236
¥ 39 30 9 21 0,5526 900 1,849 2,055
38 17
42 39 30 9 21 055206 900 1,849 2,055
38 17

c) A observacdo mais influente é%a&@m o maior DFFITS
d) Ao nivel de significancia de 10%, com 1 gradiblerdade, o valor critico de2 6,314.

O valor dee para a 2observagdo ndo chega a ser estatisticamenteisigivib ao

nivel de 10%.
e) Os dois coeficientes séo igualmente afetadns, p

DFBETAS, = DFBETAS, = 4,393
4. Y =5X, +15X, , S.QRes.=1.850 ,£=4625
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Y e h e DFFITS
70 40 L 5,143 1,009
27
120 0 16 0 0
27
37
20 -10 — -0,448 -0,178
270
37
20 -10 — —-0,448 -0,178
270
55 -5 il -0,304 -0,335
135
55 -5 il -0,304 -0,335
135

Com 3 graus de liberdade, ao nivel de significhdei 5%, t, = 3182.

Valor “critico” do DFFITS :2\/E = 1155.
n

Verifica-se que a®lobservacio é discrepante.
Os valores do DFFITS nédo indicam nenhuma obseoviaigéito influente.

. Y =185+15X Obs. | 7 ¢ h, S | ¢ =DFFITS,
s’ =226 s
s=15033 12 20 ~1 05 -0,0665 -0,0667
204 oy = 12706 22 20 1 0,5 0,0665 0,0667
n ¢ 32 29 ~15 05 —0,9978 ~15
22 29 15 0,5 0,9978 15

O valor critico para D

Tanto a 3como a 4 observacéo séo discrepantes e muito influentes.
DFBETAS,, =-212 e DFBETAS,, = 1061

. a)Y=45+15X, t= 6,708, significativot, = 454}
b) e, = 0, ndo € discrepante ou influente.
c) =1 t, = 3162, significativo ¢, = 292Q.
DFFITS = 1,581 > 1,265. Pode ser considerada influente.

. Regressdo com os 6 pontli?s.: -3+7X, com S.Q.Res. = 310.
Regressdo com os 4 pontds=20-5X, com S.Q.Res. = 8.
F = 37,75, significativo E, = 1900 mostrando que o conjunto das duas ultimas

observacdes é discrepante das demais. Pode-dearayiie, isoladamente, nenhuma das
duas observacdes € discrepante.
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8. A quinta observagéo € discrepante pois, adotandodeloY; =a +u,, o valor det
estudentizado externamernte;, 2,449, é significativotf = 2353).

9. a)Y =6+2X b)t = 4,535, significativo, = 336p
c) h, =0,6293 5(27) = % t = 2,447, ndo-significativot{ = 2776
d) F = 12, significativo &, = 959.

10. a) Com variaveis centradas obtemos

, 54 14 o 11127 , —-38

X'X = X'X)" =— X'y =
14 24 550| 7 27 92
X,=7,X,=3, Y=16
Y =15-2X, +5X,
Os desviossao 1, -2,-5,5e 1.
S.Q.Res =56
s°=28
b) F :22—28: 957, significativo (F, = 900

c) t =-2,559, significativo (a regido de rejeicab<— 1386)

d)
Observacao h st e DFFITS
22 :—i =09273 1 ~-J/55=-7416 26,48
a 21_
3 . 0,3818 15,56 ~1,612 ~1,27

Embora o valor absoluto do desvio d@Bservacdo seja substancialmente maior,% a 2
observagado que é discrepantge £ — 7416, comt, = 6314. A 22 observacdo também
€ muito influente.
e) DFBETAS, =-6,/7 e DFBETAS, =-1805
A incluséo da 2observagéo causa forte redugéo no valdo de (mais ainda) db,

11. a)Y =4+4X , com S.Q.Res. = 66.
b) F = 6,25, ndo-significativo, = 694
Pode-se verificar que, ao nivel de significan&&eo, a 7 observacdo, isoladamente, é
discrepantet(= —2,652).

12. a) S.Q.Res. =648
b) Y =-131+21X, +7X,
S.Q.Res. =48
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c) F =12,50, significativo. Com 3 e 3 graus de libeeld, = 928. Conclui-se que o

conjunto das 3 ultimas observacdes € discrepaatie-Be verificar que, isoladamente,
nenhuma das 3 observacdes é discrepante.

f) Y=6+X, com S.Q.Res. = 124
g) Y=15-4X, com S.Q.Res. = 4
124-4

h) F= i =30, com 2 e 2 graus de liberdad§.= 1900

2
j) Como nas duas ultimas observacdes o valox éeo mesmo, sO é possivel verificar
“mudanca estrutural” no parametrg (termo constante). Considerando o modelo
Y =a +u para essas duas observacoes, a S.Q.Res ¢é iguabia 8 grau de liberdade.
Entdo, o teste para mudanca estrutural €

124-(4+8)
F :++8 =28, com 1 e 3 graus de liberdade, significativo a@Indle 5%, pois
3
F, = 1013.

a)t =-3708, comt, = 3106 A 6% observacdo é discrepante.
b) t =- 1826, ndo-significativo(t, = 2179
c) t =-6325, significativo (t, = 3055)

a)t = 1454, nzio-significativo(tO = 3182). A 6° observacao ndo é discrepante.
b) F =27, significativo (F, =19). O conjunto das duas Uultimas observagbes €

discrepante. Observacio: pode-se verificar quéadamente, a®observacdo também
ndo é discrepante (coinF 1,454, da mesma maneira que paraa@bervacio).
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3. ANALISE HARMONICA

3.1. Introducao

Frequentemente a variavel dependente em uma anddiseegressao apresenta
variacdes ciclicas. Esse € 0 caso, por exemplearicao estacional em uma série de precos
mensais de um produto agropecudrio. Essas varipo@iesn ser captadas utilizando variaveis
binarias. Se a equacao de regressao tem um temstante, Sdo necessaribs-1 variaveis
binarias para captar variagdes ciclicas com perigalal a T termos da série. Assim, para
uma série de precos mensdis=(12) sera necessario utilizar 11 variaveis basipara captar
a sua variacdo estacional por meio de uma equaedoegtessao incluindo um termo
constante. Se a equacao de regressao nao tiver tamstante deverdo ser utilizadds
variaveis binarias

As variacgfes ciclicas de uma variavel também podemcaptadas, em andlise de
regressao, usando a funcédo cosseno (cuja repredemfiadfica € denominada cossendide).

Na proxima secdo serdo examinadas duas formagreEseatar uma cossendide, ou
seja, as duas formas de escrever sgomponente harmonicdNa secao seguinte mostra-se
como uma soma de componentes harmonicos podeikeadat para representar variagoes
ciclicas com formas mais complexas.

Admite-se que o periodd (| da variacao ciclica € conhecido. Para uma séraados
mensais o periodo da variagdo ciclica estacionabéamente,T = 12. No caso de dados
trimestrais o periodo da variacéo estacionakFe.

Quando usamos variaveis binérias para captar unegéa ciclica, € necessario que o
periodo do ciclo seja um numero inteiro de unidatedempo. Isso ocorre, por exemplo,
qguando queremos captar o ciclo estacional em ségeieados mensais ou trimestrais, pois o
ano tem 12 meses ou 4 trimestres. Uma vantageméatiaeaharmonica é que ela ndo tem essa
restricdo, permitindo captar variagdes ciclicas qugriodo ndo € um nudmero inteiro de
unidades de tempo, como é o caso da variacdo ash&@m uma série de dados semanais
(pois 0 ano ndo tem um namero inteiro de semah@sanalise harmoénica o periodigode

ser qualquer nimero real posifivo

" Sobre o uso de variaveis binarias em regressdpeeexemplo, o capitulo 5 de "Anélise de RegressUma
Introducdo a Econometria”, de R. Hoffmann.
8 Como exemplo interessante de aplicacdo, ver OKh9&5).
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3.2. Componente Harmonico

As ordenadas de uma cossendide com pefigdamplitude A e fase inicial— g sao

dados por

Y= Acos[z?nt —wj (3.1)
ou

Y = Acos(wt —) (3.2)
onde

w = 2?77 é a velocidade angufar

A abcissa (ou variavel) explanatéria é indicada popois nesse tipo de analise ela
corresponde, quase sempre, a tempo.

Note-se que os angulos sdo medidos em radiano® éaisual. Se os angulos fossem
medidos em graus a velocidade angular setia 360/T.

Uma vez que o cosseno varia d€l a + 1, o valor deY varia de —A a A
Portanto, a diferenca entre o valor maximo e orvalmimo de Y em (3.1) é igual a duas
vezes a amplitude do componente harmaonico.

Verifica-se que o valor inicial d& (quandot = 0) € A cos(-y), valor que se repete
parat =T, t=2T, t= 3T, etc.

A figura 3.1 mostra a cossenéide com amplitudep®@iodo 12 e fase iniciali/ 3,

para0 < t < 24 (dois periodos completos).

® E claro que essa terminologia tem origem na &idith muita semelhanca entre a anélise harmdnica, e
Estatistica, e 0 estudo do movimento harmonicolsisnpa Fisica.
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Figura 3.1. Cossendide com periodo 12, amplit@de fhse inicialz/ 3

De (3.2) segue-se

Y = Alcoswt cosyy +senwt seny)

ou
Y = Acosy coswt + Aseny senwt
Fazendo
Acosy =p
e
Aseny =y
obtém-se

Y = fcoswt + y senwt

As expressoes (3.2) e (3.5) sdo as duas formamatitvas basicas de representar um

componente harmoénico.

Se o periodoT| é conhecido, a velocidade angula) também é conhecida. Portanto,
0s parametros (desconhecidos) na equacgédo (3.2) Aa® (. Ja na equacdo (3.5) os

parametros saf e ). As relagdes (3.3) e (3.4) mostram como o0s pair@s A e (¢ sdo

transformados nos parametrgse y .



98

Com « conhecido, é facil calcular os valores de

X, = cos wt

ser at

X,

para diferentes valores tleDada uma série temporal de valoresrdé claro, pela expresséo
(3.5), que os parametrof e y podem ser estimados fazendo-se uma regressécatara

X, eX,.
De (3.3) e (3.4), elevando ao quadrado e somandém-se
N=f
ou

A=\ B +y* (3.6)

Dividindo (3.4) por (3.3), membro-a-membro, tem-se

na
B

As expressoes (3.6) e (3.7) mostram com os parésné& e (¢ podem ser obtidos a

tgy= (3.7)

partir de 5 e y . Analogamente, sé e ¢ sdo estimativas d8 e ) , respectivamente, as

estimativas deA e { podem ser obtidas através das relacbes

A=+/b% +¢? (3.8)

e
tg = E (8.9
De acordo com (3.3) e (3.4) tem-se
b= Acosy
e

c = Aseny
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Ent&o o sinal déb é igual ao sinal de cadg e o sinal dec é igual ao sinal de sej

Ao obter o valor de {/ a partir dos valores db e c, utilizando a expresséo (3.9), é
necessario levar em consideracao os sinais dec para determinar o quadrante em que se

localiza 0 angulaZ . Um determinado valor positivo d&b , por exemplo, pode corresponder
tanto a um angul@y no primeiro quadrante como a um ang{lo no terceiro quadrante.
Trata-se de um angulo no primeiro quadrantebsee ¢ forem positivos o) eseny
positivos). Trata-se de um angulo no tercejuadrante seéb e ¢ forem negativos

(cosy esenf negativos).

3.3. O Modelo Geral de Analise Harmobnica

E claro que a equacdo (3.2) ou (3.5) dificilmgmeera ser utilizada para analisar o
comportamento de variaveis econdmicas, pois tipécden essas variaveis ndo assumem
valores negativos e geralmente suas varia¢coesadatido tem a forma de uma cossendide.

Para eliminar os valores negativos basta introdoairmodelo um termo constante

a > A. Entdo o modelo fica
Y =a + Acos(wt - i)
ou

Y =a+ fBcosat +y ser «wt

Mas isso nao altera Borma da curva. Formas mais complexas sao obtstawando
a cossendide com periodd com cossendides com periodd2 , T/3 , etc. A figura 3.2
ilustra esse procedimento mostrando o resultado ppee ser obtido somando uma
cossendide com periodd = 12, uma cossenoide com periodf2 = 6 e uma cossendide
com periodoT/3 = 4. Note-se que os diversos componentes haco®também podem ter

amplitudes e fase iniciais diferentes.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 e (2
&
. U 2, T
Figura 3.2. A soma de 3 cossenoidey;, = 16c0s Et +E ,

Y,, = 1Ccos 2—ﬂt+7—7 eY, = 4cos 2—”t+5—ﬂ
6 3 4 6

O modelo geral de andlise harménica seria, entao
Y, =a +éA cos(Z%it—t//ij+ut
ou
Y, =a +é(ﬂi cosz?mt + senz?mtj+ut

onde u, € o erro associadotaesima observacao dé.

Entretanto, o nimero de termos com cosseno n&ecessariamente igual ao nimero

de termos com seno. Entdo, o modelo geral fica
h 27Ti k 27Ti
Y=a+2 [ cosTHZyi senTt+ut
i=1 i=1

ou

(3.10)
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h . k -
Y, =a + X [ cosait + 2y, senait +u, (3.11)
i=1 i=1

As estimativas dos parametras £ e y, sao obtidas fazendo-se a regressay de

contra
X, :cos%t (comi =1, ... h)
e
271 .
W :sen?t (comi =1, ...k

Vamos admitir que o periodd () € um numero inteiro e que cada termo da série
corresponde a uma unidade de tempo.

Se o periodoT() das variagfes ciclicas corresponde a um nuni@gar de termos,
isto €, seT for impar, entdo o nimero maximo de termos goirsdo membro do modelo
(3.10)éh+k+1 com

I (3.12)
2
Se o periodor for par entéo
h=1 ek=1 -1 (3.13)
2 2

Note-se que nos dois casos 0 numero total de padsn@, S e y. ) no modelo

(3.10) éigual aT .
O numero total de parametros ndo pode excedememide posi¢cdes distintas no

ciclo. A tentativa de introduzir termos adicionais modelo, fora dos limites estabelecidos
por (3.12) ou (3.13), faria com que a matMz tivesse caracteristica menor do que o numero
de colunas e, consequentemente, a ma¢tiX seria singular.

Considere-se, por exemplo, o caso™e 12. De acordo com (3.13) pode-se utilizar
um modelo com no maximo 6 termos com cosseno e@ndogecom seno. A tentativa de
introduzir um 6 termo com seno faria com que a correspondente@ala matriz X fosse

formada apenas por zeros pois, cdnr 12 ei =6 tem-se

sen %t = senmt = 0 para todd.



102

Utilizando um modelo de analise harménica incloitddos os termos possiveis de
acordo com (3.12) ou (3.13) obter-se-a um coefieigle determinacdo exatamente igual ao
de uma regressdo com termo constanfe-€l variaveis binarias. Essa equivaléncia é Obvia

quandoT = 2 : nesse caso a andlise harmdnica incluir&éstsuma variavel.
2n
X = cos?t = cosrrt

que assume apenas dois valores distintos (1)e

Se, em uma série temporal de dados, cada obsergag@&sponde a uma unidade de
tempo, mas o periodo das variagfes ciclicas nam éamero inteiro dessas unidades de
tempo, entdo ndo se aplicam as condi¢fes (3.14B.43). Mas é sempre verdade que o
namero total de parametros do modelo (3.10) néce pmxteder o numero de posicdes
distintas no ciclo para as quais ha dados obsesvdtlinsidere-se, por exemplo, o0 exercicio
6, com observacfes a cada 8 meses. O periodadagbes estacionais € = 1,5 unidades
de 8 meses. Como os valores observados correspandeenas 3 posicdes distintas no ciclo
anual, o numero maximo de parametros no model@)&.B, isto &, os valores maximos para
h e k sdoh=k=1. Como outro exemplo, considere uma variavel@observada a cada 5
meses, com variacdo estacional. Se a série de dadbdsstante longa (mais de 5 anos),
havera valores observados para 12 posi¢cfes dsstatdongo do ciclo anual e os valores

maximos deh e k seraoh=6 ek=5.

3.4. Exemplo

Para ilustrar o procedimento de estimacdo do petrésrde um modelo de andlise
harménica serdo utilizados os dados artificiaiesgmtados na tabela 3.1. Trata-se de uma
série de 12 observacdes trimestrais, cobrindo arfogio de 3 anos, de uma variavel
Admite-se que essa variavel apresente variacaci@ssh Adotando o trimestre como
unidade de medida do tempo, o periodo das variagi®tisas é T = 4. Verifica-se que
2n 7l

T 2
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Tabela 3.1. Série de 12 observacgdes trimestraiariael Y

Trimestre () Y
1 41
2 37
3 41
4 62
5 35
6 36
7 50
8 64
9 44

10 44
11 41
12 57

De acordo com (3.13) tem-de=2 e k=1 e 0 modelo de analise harmbnica a ser

considerado tera no maximo 4 parametros. Esse médel
Y, = a+ [ cocat + y serat+ B, cos2at +u,

As estimativas dos parametres £, , y, € [, sao obtidas fazendo-se a regressdo de
Y, contraX, = cos «t, X, = ser wt e X,, = cos 2 at. A tabela 3.2 mostra o valor

dessas variaveis para as 12 observacdes. Noteesesqualores se repetem ciclicamente com
periodo T = 4.
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Tabela 3.2. Valores d¥,, =coswt, X, =senwt e X, =cos2wt

t X4 X, X4
1 0 1 -1
2 -1 0 1
3 -1 -1
4 0 1
S -1
6 -1 0 1
7 -1 -1
8 0 1
9 -1
10 -1 0 1
11 0 -1 -1
12 1 0 1

E interessante notar que as variaveds, X, e X, sdo centradas e que o0s

respectivos vetores-coluna sado ortogonais entre Psia a regressdo  mdultipla de
Y, contraX,, X, e X, obtém-se

12 0 0 0 552 46
0 6 00 66 _ 11
X'X = , Xys= b=(X'X)" X'y =
0 0 6 0 -12 -2
0 0 012 48 4

A equacéo estimada é

Y, = 46 + 1lcos§t— 2 sen§t+ 4 cogrt

ou

Y, = 46+/125 cos(’—ZT t+ 0,179853j + 4cosrT t

Os valores estimados dé nos quatro trimestres de cada ano, em ordem légioa,
séo 40, 39, 44 e 61.
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A figura 3.3 mostra os 12 pontos observados e wacajustada. Note-se que a curva

foi tracada admitindo que a variavelseja continua.

Y

65 J

60

55 4

50 J

45 J

40

35 1

Figura 3.3. Os pontos observados e a curva ajustada

A tabela 3.3 mostra a analise de variancia da seg§oe separando as contribui¢cdes do
primeiro componente harmonico (variavefs e X, ) e do segundo componente harmdénico

(variavel X, ) para a Soma de Quadrados de Regresséo.

Tabela 3.3. Andlise de variancia .

C.V. G.L. S.Q. Q.M. F
1° comp.harm. 2 750 375 F, =1875
2° comp.harm. 1 192 192 F, = 9,60
Regressao 3 942 314 F, = 1570
Residuo 8 160 20
Total 11 1102

O valor critico d&= para 3 e 8 graus de liberdade, ao nivel de gignifia de 1%, é
7,59. ComoF, = 1570 > 7 59, rejeita-se, ao nivel de significancia de 1%hipsétese de
que B, = y, = B, = 0. O valor deF para a contribuigdo dd tomponente harmdnico (

F, =1875) também é significativo ao nivel de 1% (o respectialor critico & 8,65). A
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contribuicdo do 2 componente harménico ndo é significativa rdwel de 1% ( valor
critico igual a 11,26), mas pode-se verificar qeéaificativa ao nivel de 5%.

Considere-se que o pesquisador deseja prever odal¥ para o segundo trimestre
do préximo ano, quando= 14. O valor estimado é?14 =c'b ,ondec' é a linha da matriX

correspondente ao segundo trimestre, isto €,
c=1 -1 0 1]
Verifica-se que Y,, =cb'= 39

A estimativa da variancia do erro de previséo é
[1+ c(xx)™ c] s’ = (1+?1J 20:%)

Ent&o os limites do intervalo de previsao paa, ao nivel de confianca de 90% , séo

39 186 8—30 =39+ 96

A variacao estacional dos valores dfe também pode ser analisada através de uma
regressao com variaveis binarias. Se a equaca&gdessao tiver um termo constante, para 0os

dados da tabela 3.1 devem ser utilizadas 1=3 variaveis binarias. Sej&,, =1 para o 2
trimestre de cada ano &, = Para os demais trimestres. S&ja= pata o 3trimestre de
cada ano &, = Opara os demais trimestres. Finalmente, sja= pafa o #trimestre de

cada ano eZ, = Opara os demais trimestres. O modelo de regrégséo
Y( :51-'-52 ZZt +53 ZSt +54 Z4t +ut

Pode-se verificar que, para os dados da tabela ®drrespondente equacao estimada

N

Y, =40-2, +4Z, +21Z,

com Soma de Quadrados Residual igual a 160, iguaalar obtido com o0 modelo de analise
harménica. Os valores estimados ¥Wepara os 4 trimestres também sdo os mesmos: 40, 39
44 e 61.
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A analise harménica tem muitas aplicacbes em estuetonométricos. Vamos
mencionar, como exemplos, apenas duas dissertdedesvolvidas na ESALQ/USP.

Okawa (1985) utilizou componentes harmoénicos ema analise das variacbes dos
precos e das quantidades de sardinha fresca nadoeatacadista de Sao Paulo, nos anos de
1981 e 1982. Utilizando dados semanais ele mostrexisténcia de dois tipos de variagéo
ciclica nos precos e nas quantidades de sardirdstaeional, com periodo de 52,14 semanas,
e a lunar, com periodo de 29,53 dias.

Kassouf (1988) utilizou componentes harménicosvedelos de analise de regressao
para fazer previsdes de precos na pecuaria dedmiEstado de S&o Paulo. Foram utilizados
precos mensais no periodo de janeiro de 1970 amieaede 1986. Os componentes
harmoénicos foram particularmente Uteis para capsavariacdes ciclicas plurianuais, com

periodo em torno de 6 anos, associadas as variag@goque de matrizes.

Exercicios

1. A tabela abaixo mostra uma série temporal deres trimestrais da variavel econémica
Y:

Trimestre Y
29
18
13
22
27
21
11
11

00 N O O~ W N PP

a) Admitindo que a série apresente variacdes aglastacionais, estime os parametros
B, B, e B, domodelo

Yt:,[7’0+ﬁ’1cos%t+ﬁ’2senz_l_—nt+ut

ondet=1, 2, ..., 8 indica o tempo (em trimestres)) & o periodo do ciclo.

b) Coloque a equacao estimada na forma
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Y =p,+C cos(z?ﬂt —(/Ij

c) Teste a hipoteseH, : 5, =5,=0
d) Teste a hipoteséd,:5,= .0

2. A tabela a seguir mostra uma série de 8 valoiregstrais (2 anos) da variavél Admite-

se que essa variavel apresenta variacoes cictasaais.

Ano Trimestre Y
(t)

1° 0 37
32
25
30
33
32
25
34

29

~N o o B~ W NP

a) Ajuste aos dados um modelo harménico compledm (8 coeficientes de regressao,
além do termo constante).

b) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a higgide que os 3 coeficientes de regressao
sao iguais a zero.

c) Determine o intervalo de previsdo para o valYao 3 trimestre do 3ano, ao nivel

de confianca de 90%.

3. A tabela a seguir mostra uma série temporahttges bimestrais da variavel econénifca
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Bimestre Y
122
93
71
92
119
106
110
99
65
10 100
11 113
12 110

OO ~NOOTDSWNPE

a) Admitindo que a série apresenta variacbes agstacionais, estime os parametros de
um modelo com dois componentes harmdnicos (comgeside 6 e 3 bimestres).
b) Coloque a equacao estimada na forma

- Z 2
Y=b+> C cos(?t—(//ij , com C, >0

i=1 i

c) Verifique se a contribuicdo do 2° componentendaico (com periodo de 3 bimestres) é
estatisticamente significativa.

d) Teste a hipdtese de que o verdadeiro valor dmeficientes de regressao € igual a zero
(B=B,=5=5,=0)

e) Determine a estimativa do desvio padrdo dasiastias dos coeficientes de regressao.

f) Estime o valor dé&¥ e determine o respectivo intervalo de previgimat=13 e

parat= 15, ao nivel de confianca de 95%.

4. A tabela ao lado mostra uma série temporal twes

] . _, . Trimestre Y
trimestrais da variavel econdmita
. L. . L 1 28,5
a) Admitindo que a série apresente variacdescaili
estacionais, estime os parametrg , 5, e £, 2 19,0
3 12,5
do modelo
2 2 4 21,0
n 7l
Y, :ﬁ’o+,[>’1cos?t+ﬂ’2 sen?t +U, 5 27,5
- . 6 21,0
ondet=1, 2, ..., 8 indica o tempo (em trimestres) ; 15
e T é o periodo do ciclo. 3 19.0
~ , ~ 2;.
b) Coloque e equagéo estimada na forihab, + Acos( T t—z/lJ .
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c) Teste a hipdteseH, : 5, = 5, =0 ao nivel de significancia de 1%.

d) Estime o valor d¥ e determine o respectivo intervalo de previsaa pa 11, ao nivel
de confianca de 90%.

5. Para os dados da questdo anterior, estabelecaadalo onde o efeito das variacdes
estacionais € captado por varidveis binarias. Esiirequacéo e calcule a correspondente
soma de quadrados dos desvios. Compare esse numselaquele analisado na questao
anterior. Ha razao para dar preferéncia a um dissndodelos nesse caso? (Explique).

6. A tabela abaixo mostra uma série temporal dal@es da variavel, observada de 8 em 8
meses (o intervalo entre duas observacfes conseséti8 meses ou 2/3 de ano). Admite-
se queY apresenta variagfes ciclicas estacionais.

Yy
36
42
12
42
36
18
a) Ajuste aos dados um modelo harménico compleim 2 coeficientes de regressao
(além do termo constante).
b) Teste, ao nivel de significAncia de 5%, a hgetde que os dois coeficientes de

regressao sao iguais a zero.

c) Coloque a equacédo estimada na forma

Y=a+ Acos(z_l_—”t —(/“/j
d) Determine o intervalo de previséo para o proxualor de Y, ao nivel de confianca de
90%.



111

7. A tabela a seguir mostra uma série temporal 2lalores trimestrais da variaveY.

Admite-se queY apresenta variagfes ciclicas estacionais.

Ano Trimestre Y
1 1 57
20 14

0 18

4 55

2 1 42
20 23

3 12

4 46

3 1 42
20 26

0 21

4 40

a) Obtenha estimativas dos parametros do modetodmaco
Y, =a'+5cos(2?ﬂt—t//j+ut ,
onde u, é um ruido branco.

b) Calcule o coeficiente de determinacdo da regcessjustada e verifique se €
estatisticamente diferente de zero ao nivel defgigncia de 1%.

c) Determine o intervalo de previsdo pad no 3° trimestre do 4° ano, ao nivel de
confianca de 90%.

d) O modelo harménico completo para dados trimissteagia um termo adicional (ficando
com um total de 4 parametros. Faca um testel (F) para verificar se a contribuicéo
desse termo adicional € significativa ao nivel @%.1

e) Descreva um modelo com variaveis binarias queriie a um coeficiente de
determinacdo igual ao do modelo harmonico complémdo em vista o resultado
obtido no item (d), na andalise dessa série tempoa@ daria preferéncia a este modelo

com variaveis binarias ou ao modelo dado no itef (dustifique).

. A tabela a seguir mostra uma série de 8 valtiemstrais (2 anos) da variavey.

Admite-se que as variacdes depodem ser explicadas pelo modelo

Yt:a+Acos(2?ﬂt—¢/j+ut ,  comT = 4 trimestres.
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Pressupde-se que og, sao erros aleatorios independentes com distébunprmal de
média zero. Pressupde-se, também, que a varidosiaidé o> para os dois primeiros

trimestres de cada anoz¢® para os dois Ultimos trimestres de cada ano.

Trimestre

Ano (1) Y

1 8

8
16
22
14

2
20
14

O~NO O WN B

a) Apos colocar o modelo na forma de uma regrelés@ar maltipla com duas variaveis
explanatorias, obtenha as estimativas linearesaritenciosas de variancia minima dos
seus 3 parametros.

b) Estime ¢° .

c) Teste, o nivel de significancia de 5%, a hipétde que o coeficiente deos(z_l_—nj é

igual a zero.

d) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a hgpsdtél, :A=0 (que equivale a afirmar
gue os dois coeficientes de regressao sao iguaia

e) Determine a estimativa d¢ no 4 trimestre do 3ano.

f) Determine o respectivo intervalo de previsdonal de confianca de 90%.

9. A tabela ao lado mostra uma séri Trimestre

temporal de 12 valores trimestrais (: Ano (1) Y
1

anos) da variavey. 1

Admite-se que as variacdes def 12

2
3
. 4
podem ser explicadas pelo modelo 2 5 9
6
7
8
9

10

Y, =a+ Acos(z—”t—ijt ,
T 18

11 14
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ondeT = 4 trimestres ey, sdo erros aleatdrios independentes com distabunormal

de média zero. Admite-se, também, que a varidwiarro é ¢° para os dois primeiros

trimestres de cada ano e @*2para os dois Gltimos trimestres de cada ano.

a) Apos colocar o modelo na forma de uma regrelsséar multipla com duas variaveis
explanatorias, obtenha as estimativas lineares-tamdtenciosas de variancia minima
dos seus 3 parametros.

b) Estime ¢° .

c) Teste, ao nivel de significancia de 1% , a leipdt H, :A=0 (que equivale a afirmar

gue os dois coeficientes de regressao sao iguaR

10. A tabela a seguir mostra uma série tempordldealores trimestrais (3 anos) da variavel
Y.

Verifica-se queXYY =276 e Y Y? =6950.

Trimestre Y

(t)

17
18
12
14
25
23
17
25
33
10 34
11 28
12 30

©CoOoO~NOOUOIThWNPEF

a) Estime os parametros do modelo
2m .
Y,=a + [ t+ Acos ?t—(// +u, , comT = 4 trimestres.

b) Calcule o coeficiente de determinacdo da regcess
c) Verifique se a contribuicdo do componente haiotgé estatisticamente significativa a
1%.

d) Determine a estimativa dé no 3° trimestre do 4° ano.
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Sugestdo: Faca a regressdo miltipla d€ ou y, =Y, -Y contra x = 2(t—6,5),

27n 27 - .
xzzcos?t e x3:sen?t , hotando que essas 3 Ultimas variaveis ja séo

centradas.

11. A tabela abaixo mostra uma série temporal t@esbimestrais da variavel econdémita

Bimestre Y
1 103
2 119
3 121
4 105
5 85
6 79
7 83
8 95
9 105
10 101
11 85
12 71

a) Admitindo que a série apresente uma tendénugarie variacdes ciclicas estacionais,

estime os parametros do modelo

Y, :a+yt+,[a’1cos%t+,[>’2sen%Hut :

ondet=1, 2, ..,12 indica o tempo (em bimestres) ee o periodo das variacbes
ciclicas.
b) Determine a fase inicial e a amplitude das ¢éea ciclicas.

c) Teste a hipdteseH, :y=0, ao nivel de significancia de 5%.

d) Teste a hipoteseH, : 5, =5, = , @o nivel de significancia de 5%.

12. A tabela ao lado mostra uma série temporal d@&es ~pnq [ Quadrimestrd Y

quadrimestrais da variaveY. Admite-se que essa 1 ;ﬁ 15
= 22

varidvel apresenta variagdes ciclicas estacionais. 0 16
a) Estabeleca um modelo de regressdo para captara 1§ 11
2° 18

variacbes estacionais d&, utilizando variaveis 0 17
binarias. 3 r 10

. N 2° 20

b) Estime os parametros do modelo. 0 21

c) Teste, ao nivel de significancia de 5%, a leipétde que ndo hé variacdes estacionais.
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d) Estime um modelo harmdnico completo, considi#wamma variavel que varia de 0 a

8, e refaca o teste do item (c).

. A tabela ao lado mostra uma série de 8 vakeesestrais da Semestrd Y

t

variavelY, correspondendo a um periodo de 4 anos. Admite-se ()

1 15

que essa variavel apresenta apenas variacdesoasiaceé um 2 21
erro aleatorio. 3 13
4 18

a) Ajuste aos dados um modelo harménico completo. 5 12
b) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a lepétde que s ig
ndo héa variacdes estacionais. 8 18

c) Determine o intervalo de previsdo para o vayY no segundo semestre dbaho, ao
nivel de confianca de 95%.
. A tabela a seguir mostra uma seérie temporabdelores trimestrais (4 anos) da variavel

Y,. Admite-se que essa variavel apresenta variagébsas estacionais, sem tendéncia

de crescimento ou diminuicdo. Admite-se, tambéne @ssa variavel inclui um termo

aleatorio (1,) cuja variancia é&°.

Ano | Trimestret) Y,

a) Obtenha estimativas néo-tendenciosas de 1 5 75
variancia minima para os 4 coeficientes de um 1 24

2 27

modelo harmdnico completo. 3 41

b) Estimeo?. 2 4 32
c) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotese 2 g?
de que ndo ha variagbes estacionais. 7 38

d) Teste, ao nivel de significAncia de 5%, a hipotse 3 8 34
p R 9 24

de que é nula a contribuicio do segundo 10 o5
componente harmoénico. 11 47

e) Determine o intervalo de previsédo para o valor de 4 12 29
13 28

Y, no 4 trimestre do $ano, ao nivel de confianca 14 29

15 38

de 95%.
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15. Atabela ao lado mostra uma série temporabdealbres  ano | Trimestre {) Y,
trimestrais (4 anos) da variav¥. Admite-se que essa 1 0 19
. . . U 1 16
variavel apresenta variagdes ciclicas estacioAdisite- 2 10
se, também que ndo ha tendéncia de crescimento ou 3 15
diminuicdo, mas que houve uma mudanca de niveP 4 23
5 14
(patamar) na passagem do segundopara o terceiro ano 6 12
: : . . : 7 11
Admite-se, finalmente, que essa variavel inclui um
termo aleatério ) com média zero, varianciao() 3 g gg
constante e sem autocorrelacao. 12 ig
a) Obtenha estimativas nédo-tendenciosas de variancia
4 12 23
minima para os 4 coeficientes de um modelo 13 20
. . Al 14 18
incluindo apenas um componente harmaonico (seno e 15 21

cosseno) e uma variavel binaria para captar a
mudanca de nivel na passagem do segundo para o
terceiro ano. Para facilitar as contas € aconselhav
usar uma variavel binaria com valores -1 e 1.
b) Estimeo?® com base nesse modelo.
c) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotesque ndo héa variacdes estacionais.
d) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotesque ndo ha mudanca de nivel na
passagem do segundo para o terceiro ano.

e) Determine o intervalo de 95% de confianca para lorvesperado deY, no 3

trimestre do %ano.

16. A tabela ao lado mostra uma série temporal del@es

Ano | Semestrg Y
1

semestrais da variav&#l Admite-se queY apresenta uma 2 gi
tendéncia de crescimento linear no tempo, combinada 2 g gg
uma variacgéo ciclica causada pelo fato de o valperado 3 4 75
de Y diminuir do primeiro para o segundo semestre de g ;(7)
cada ano. 7 70

a) Construa o modelo apropriado, incluindo a tendédiciaar e um componente

harmonico, e estime seus parametros.
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b) Verifigue se a tendéncia linear de crescimentdatisicamente significativa ao nivel
de 1% (teste bilateral).

c) Verifigue se a variacdo entre semestres, dentrcadia ano, é estatisticamente
significativa ao nivel de 1% (teste unilateral).

. Admite-se que o precd;() de um produto agricola apresenta variagdes estisi com

padrao distinto em anos pares e anos imparesei@amieno pode ser causado pelo fato

de a producgdo apresentar oscilagdes bienais, spredo padréo de variacdo estacional é

diferente em anos de producéo relativamente abtmdaem anos de producdo mais

escassa. Ano Trimestre ) Y,
Dispomos de uma série de 16 precos medios triaiestr 1 T
apresentada na tabela ao lado. 2 6
3 21
a) Com base nesses dados, estime um modelo 4 20
harménico completo, captando as variacdes ciclicas 2 g ié
com periodo de 8 trimestres. ; gg
Lembre quesen— =cos— =£ 10 8
4 4 2 11 17
Sé&o dados 6 dos oito elementos do vétoyr: 12 24
4 13 13
] 14 15
15 18
10+32 16 29

~16-+/2

, 54
Xy =
10-3V2
16-+/2

b) Obtenha a estimativa da variancia do erro.

c) Teste a hipGtese de que os 7 parametros que nudtiplvariaveis definidas como
Senos ou cossenos sao todos iguais a zero, adatandivel de significancia de 1%.

d) Obtenha o intervalo de previséo, ao nivel de cogfiade 95%, para o valor deno

4° trimestre do préximo ano (o ano 5).
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e) Adotando um nivel de significancia de 10%, verifigse podemos desprezar 0S
ultimos 3 termos do modelo, passando a utilizarmmodelo com apenas os dois
primeiros componentes harmonicos, isto é, apenamdas” com periodos 8 e 4.

18. Dispomos de uma série de 12 valores trimestiaisuma

. . Trimestre Y
variavel macroecondmic¥ , como mostra a tabela ao lado. A (1) '
. ] . 1 S
série cobre um periodo de 3 anos, comegando nceippim o 7
trimestre de um ano. Admitimos gqué apresenta apenas i ;g
o o A ] 5 6
variagbes estacionais e que a variancia do erroY,de 6 10
5 7 11
constante ¢°). 8 20
a) Apresente um modelo harmbnico completo paralg ;
representar as variagbes e em funcédo de, e estime i; 22

seus parametros.

b) Estimeo?.

c) Calcule o coeficiente de determinagdo multiplastpessao.

d) Teste a hipétese de que ndo ha variagOes estaiomddtando um nivel de
significancia de 1%.

e) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotis@ue o coeficiente deosnité
igual a zero.

f) Obtenha o intervalo de previsdo, ao nivel de cagéiade 95%, para o valor & no

4° trimestre do #ano (quandoé = 16).

19. Continuando a questdo anterior, admita queaom mais tarde

' Trimestre Y

foram observados os valores dé¢ ao longo do % ano, (t) /
13 14

apresentados na tabela ao lado: 14 8
a) Reestime os parametros do modelo harménieestimes?. ig 12

b) Obtenha o residuo estudentizado externamenrdeopB trimestre do 4ano e verifique

se essa observacao € discrepante, adotando undeisiginificancia de 1%.

20. Dispomos de uma série temporal de 8 valoresestrais da %

!

variavel Y;, apresentada na tabela ao lado. Admite-se Yue 1 20,0
50
8,4
12,5
17,5
50
7,4
15,0

apresenta variagdes ciclicas estacionais e inolueo aleatorio (

O~NOU A WN
PNNWRADNWNR|SS
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22.
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u,) cuja variancia diminui ao longo do primeiro aaumenta ao

longo do segundo ano, de maneira que

0.2

V(ut) :f_'

considerando os valores de na ultima coluna da tabela. Admite-se, também, agie
errosu, tém meédia igual a zero e séo independentes.

a) Obtenha estimativas néo-tendenciosas de varianicieman dos 4 parametros de um
modelo harmoénico completo.
b) Verifigue se a contribuicio do®2componente harmdnico é estatisticamente

significativa ao nivel de 1%.

O modeloY, =a+ 45, COSgt + ,stengt +B,cosrt +u, foi ajustado Trimestre| y

(t) ’

aos dados da tabela ao lado, por minimos quadradtearios, % ig
obtendo-seY =15+ 7003£t+ 45en£+3cosnt 3 10
2 2 4 27
5 17
6 10
8 00O 120 7 6
0 400 28 23
X'X = : X'y = : 'y=2152, S.Q.Res. :820
0 040 y 16 vy Q
0 00 8 24

a) Determine a estimativa déno trimestre seguinte € 9).

b) Determine o intervalo de 95% de confianca p&acs,) .
c) Determine o intervalo de previséo pafa ao nivel de confianca de 95%.
d) Se fosse observado o valgy= n® trimestre seguinte, isso seria considerado uma

observacéo discrepante? (adotando um nivel defis@mia de 5%). Qual seria o

valor do residuo estudentizado externamente pasadservacao?

Dispomos de uma série de 12 valores trimesti@iama variavel macroecondmivg,

como mostra a tabela a seguir. A série cobre uriogerde 3 anos, comec¢ando no

primeiro trimestre de um ano. Admitimos gq{eapresenta apenas variagdes estacionais e

que a variancia do erro dé é constanted?).
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f)

Trimestre
¥ Y

21
22
24
33
19
22
28
31
23
10 22
11 23
12 44

O©CoO~NOUIAWNPE

Apresente um modelo harmdnico completo para reptase

as variacoes d¥ em funcdo d¢ e estime seus parametros.

Estime o” e calcule o coeficiente de determinagéo multipla

da regressao.

Teste a hipotese de que ndo ha variacfes estagiomddtando um nivel de
significancia de 1%.

Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotse&ue o coeficiente deosnté

igual a zero.
Obtenha o intervalo de previséao, ao nivel de cogéiade 95%, para o valor o no
1° trimestre do 2ano (quandd = 13).

Teste, ao nivel de significAncia de 5%, a hipotsegque ocorreu uma mudanca

estrutural entre 0°2 o 3 ano (entre 0Be o0 9 trimestre).

Respostas
l.a)h, =Y =19 , 4= -15,h= 8

b) Y= 19 8;L4cos[7—2Tt— 1756j

c) F = 8604,significatvo (F, = 579)

d) t= 4077,significativo (t, = 2571)

2. )Y,

n n
=a+ f cosE t+ 5, senE t+ B, cosrt+ y



8 0 00 248 31
0 4 00 20 5

X'X = X'y = b=
0 0 40 0 0
0 0 08 -8 -1

Y =31+ 5003%7 t - cosrmt

b)

Analise de Variancia

Y GL SQ QM
Regr. 3 108 36
Res. 4 16 4
Total 7 124

O valor deF- é significativo pois o valor critico é 6,59.
cc=[1 -1 0 1} c(X'X)"c = B8,
Os limites do intervalo de previsédo sao

25+2132/1504 ou 2% 522
Entio 19,78 ¥, < 30,22

3.a)h, =100, b =20, b, =0, b,==12 b, =0
b) Y =100+ 20:05’—5 t+ 12:03(2?” t —nj

c) F = 1822, significatvo (F, = 474)
d) F = 3441, significaivo (F, = 412)
e) sb)=1988 (i=1234)

)Y, = 116, Y. = 68, 10229< Y, < 12971 54,29 < Y, < 81,71

4.)Y = 20 + 8sen§t

b) Y = 20 8005(7—Tt —Ej
2 2

c) F =128, significaivo (F, = 1327)

121
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d)Y,=12, 9,637< Y,< 14 363

5.Y=BZ+BZ +BZ,+B,Z +u
com Z = 1 noi-ésimo trimestre eZ, = 0 nos demais trimestres.

Y =287 + 207 + 127 + 20Z , com S.Q. Res. =5, igual a da questdo anterior

mas com apenas 4 graus de liberdade. Nesse cadbtise daarmbnica é melhor.

6.a)Comt = 0,1,2,3,4,5 unidades de 8 mesed =1,5 ou, alternativamente,
t=0, 8,16, ..,40 meses E=12, obtemos

Y =31+ 8cosz_|_—nt—8x/§ senz?nt

b) F = 2133, significaivo (F, = 955)
) V= 3% 16::03(2?”“%) dR6,77 < Y, < 51,23

7. a) Considerando uma variavétempo, em trimestres) variando de 1 a 12, obtemos

Y, =33+13cosgt+ 15engt ou Y, =33+ \/394cos(g t —0,8567)

b) R? =0,8565 F = 2686, significaivo (F, = 802)
c)4,4 <Y, < 316
d) t = 05, nao-significaivo (t, = 1860)
Y =Byt By t By + By t
onde Z,,7,,Z, eZ, s&o variaveis binarias, com valor 0 ou 1, de rnangue
Z, = 1apenas no-ésimo trimestre.
Daria preferéncia ao modelo do item (a) porqueaés simples, deixando mais graus

de liberdade no residuo. Nesse caso o Q.M.Reeglassdo com 4 parametros (48) é até

mesmo maior do que 0 Q.M.Res. da regressao comatptos (44).

8.a)Y, = 13 + 7cos§t—3 sengt

b)s* = 136 )= 3190, significatvo (t, =2,573

d) F = 578, nao-significatvo (F, = 579)
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e)Y, = 20 f)7,865 <Y,, < 32,13%

9.a)Y, = 9+500$§t—3 sengt

c) F = 811, significaivo (F, = 802)

10. a) §, =2(t- 63- acosgt+ Esengt

Y, =10+ 2t - 3cos§t+5 sengt

ou

Y, =10+ 2t + \/?4cos(’—27 t- 2111)

b) R = 584/ 602= 0 9701
c) F = 4175, significatvo (F, = 865)

d)Y, = 35
11.a)a = 10S, c = -2, b, = -16 e b, =0
~ T
b) Y, =109- 2t +1600$(§t —ﬂj
com fase inicial - = —n e amplitude 16

c) testet = — 4123, significatvo (t, = 2306)

d) F = 2628, significaivo (F, = 446)

12.a) Uma alternativa ¥ = 8,Z, + 3,Z, + B.Z, +u, com Z, =1 apenas no°lquadrimestre de
cada ano (eZ, =0nos outros dois quadrimestre®), =1 apenas no%2quadrimestre e
Z, =1 apenas no°3juadrimestre.
b) Y =127, +20Z, +1827,
c) F = 8,67, significativo(F, = 513

d) Y = 16667- 4567co{2?71j + nssser(%’tj eF = 8,67.
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13.a) Modelo, = a + Scosrt +u,
Equacéo estimadé?; =17+ 3cosrrt
b) t = 3,928, significativot, = 370y

Rejeita-se a hipotese de que ndo ha variactas@sais.
c) 14,09 <V,, < 25,91

14. a)\?t =315+ l5cosgt— 75engt—2cosnt
b) s*=9
c) F = 19,704, significativdF, = 59p
d)t=-2,667, signifivativof, = 217PouF = 7,11, significativo &, = 4,7%
e) 33692<Y,, < 48308

15. )Y = 17,5+5cosgt +sengt + 252

comZ = -1 para 0s 8 primeiros trimestreg e 1 para os trimestres seguintes.

b) s :2—30= 667

c) F = 15,6, significativo £, = 693
d) t = 3,873, significativot, = 305p
e) 1219<E(Y,,) < 1781

16. @)Y, =a + B +ycosmt+u, e Y =62+ 2t +3cost
b) s* =56, t = 5,345, significativot, = 403p
c) t = 3,499, significativot, = 336p

17. a)Y, :17+J,7803cos"7t - 2,1768sen%t + 6,75cos%t

- 3,755en%t + 0,7197cos% + lSZBZsen% + 0,7/5cosrrt

b) =6
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c) F = 13,81, significativo E, = 618)
d) 1508<Y,, < 2892

e)F = 2,21, ndo-significativok, = 29p

18.a)Y,=a+ [ cosgt + 5, sengt + [, COSTt + U,

Y, =12+ 8cos§t - 25engt +4cosrt

b) s* = 425

c) R* =09464

d) F = 47,06, significativo &, = 759
e) t= 6,72, significativo(, = 335p
f) 1851<Y,, < 2949

19. a)Y =12+ 7cosgt—sengt+3cosnt e s :%): 10833

1 36 ) 82
b) h,..= 025, =6, <2, =—|130-—1- =25
) Py €3 3 11( o,75j 11

t :L = 2538, néo-significativo {, = 310%

1/8—2ED,75
11

20. a)Y =11+ 4cosgt + Esengt — 2cosrrt

b) t = -5,345, significativot, = 460%

21.a)Y, =16
b) 1161<E(Y,) < 2039
c) 840<Y, < 2360
d) Sim, pois esta fora do intervalo de previsaae€iduo estudentizado externamente é
t=-3651
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n n
22.a)Y,=a+ [, cosEt + 5, senEt + B, cos7t + U,

Y, =26+ YCosgt— %engt+3cosnt

b) s =15, R*=0,7802

c) F =9,47, significativo &, = 75%

d) t = 2,68, ndo-significativotf = 3395
e) 21+ 1031 ou 1069<Y, < 3131

f) F =9, significativo F, = 639
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4. REGRESSAO NAO LINEAR

4.1. Introducao

Os métodos estatisticos apresentados nos capéntesores se referem a modelos
lineares ou a modelos que se tornam lineares @onanose.
Como introdug&o ao estudo das regressdes naodg)eammsideremos o modelo

Y =a+B0" +u,, (4.1)

ondea, [ e p séo parametros e as sdo erros aleatérios independentes com distribuica

normal de média zero e varian@a.

A relacéo
f(X)=a+pBo", (4.2)

coma >0, <0 e|pkl, é conhecida como fungdo de Spillman. Essa futagabém pode

ser colocada na forma
f(X)=a[l-107"**9], (4.3)

sendo entdo denominada equacdo de MitscherlichsaNfesma, a funcdo € especialmente
usada no estudo da variacdo do crescimento deaieget funcdo da quantidade de nutriente
fornecida.

De (4.2) e (4.3) obtemos

0 =107 (4.4)

B =-a10"" (4.5)
Em (4.2) e (4.3), cony >0 e, portanto] p K1, temos

lim f(X)=a,
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isto é, o valor da funcdo se aproxima assintoticeendea quandoX tende para o infinito.

Isso é ilustrado na figura 4.1, onde pode ser @starva correspondente a equacao

—aq_ i X: __ 5=05(X+2)
f(X)=8 4(\5) g[1-2 ]

tren

a+pB=4%

4 g=20 4 8 12

=

Figura 4.1. A funcéof (X) =8[1—27%%**2]

Vejamos a interpretacdo dos parametros da funcadigeherlich, quando usada
para analisar a variacdo da producdo de uma cudturduncédo da quantidadX)(de um
nutriente. O parametrar corresponde a uma caracteristica biolégica datgplau seja, a
produgcdo méaxima que pode ser alcangcada com o foreeto do nutriente em abundéancia. O
parametrod representa a quantidade de nutriente disponivetahm, sem que nada seja
adicionado; note quef(X)=0 se X =-@, isto é, a producdo seria nula se pudéssemos
retirar do solo a quantidad@ de nutriente. O parametrg é denominado coeficiente de

efichcia e estd relacionado com a intensidade ditoefda unidade de nutriente no
desenvolvimento da planta.
Analisemos, agora, algumas caracteristicas mateasatia funcao (4.2). Derivando,
obtemos
d

—x [00=6"Inp (4.6)

Como Bo* = f(X)-a, obtemos
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d oy -
ax (R =np)[T(X)-a]
ou
d =(— —_
ax (K= la=1(X)] (4.7)

Como|p K1, temos(-Inp)>0.

A expressao (4.7) mostra que, a medida Yueresce, a declividade da curva

decresce porgue o valor d€ X) se aproxima der . O valor[a — f(X)], que diminui com o

aumento de&, € denominado “fator de contencao”.
Outra caracteristica da fungéo (4.2) € a de quéesros acréscimos constantes, a
os valores das sucessivas variagdes no valor daduspresentam modificacbes porcentuais

constantes, como demonstraremos a seguir. Temos

f(X,) =a+B0*,
F(X,+4X) =a+ fo"™

e f (X, +24X) = a + Bp ™

Entao

F(Xo +4X) = £(X,) = Bo™ (0™ -1)

f(Xo +24X) = f (X +4X) = S (0™ -1)
Segue-se que

f (X, +24X) = F(Xo +4X) _
f(X,+AX)-f(X,)

(4.8)

mostrando que, daddX , a relacdo entre mudancas sucessivad €K) é constante.

Um outro exemplo de regressédo néo linear € dadofpetao logistica
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_ 6
~ 1+exp(a + X))

f(X) (4.9)

Essa fungéo tem 3 parametrés:a e [. Usualmented >0 e S >0, verificando-se

que

imf(X)=6 e lim f(X)= 0

Trata-se, nesse caso, de uma curva sigmoide congideeentre duas assintotas horizontais:
uma reta horizontal com ordenaélee o eixo das abscissas.

Tanto considerando um erro aditivo como consideyamth erro multiplicativo, a
funcao (4.9) da origem a um modelo de regressadimear.

A curva logistica foi indicada para o estudo déiscrido crescimento de populagcdes
humanas por Verhulst (1845). Muitos anos mais téPearl e Reed (1920), sem conhecerem
a contribuicdo de Verhulst (1845), obtiveram a neesnrva, que utilizaram para descrever o
crescimento da populacdo dos EUA, de 1790 a 1910 base em dados censitarios.

A partir dai, a curva logistica tem sido bastantstudada quanto as suas
caracteristicas matematicas e quanto ao métodcstirae seus parametros. Ela tem sido
largamente empregada para a representacao de elapdscos de crescimento de animais e
vegetais, de crescimento de populacdes humanascéade novos bens econdmicos ou de
novos métodos de producHo.

De (4.9) obtemos

d . BBexp@+p)] _B .
o 9 r oxpb(a 51 5 018 1(X)] (4.10)

Essa equacdo mostra que a taxa de crescimentagioflogistica € proporcional ao
valor alcancado pela funcéo e a diferenca ente\edsr e 0 “nivel de saturacad®’ O fator
f (X), cujo valor cresce cor¥, é denominado “fator de momento” e a difereégaf (x),
cujo valor diminui & medida qu€aumenta, é denominada “fator de contencao”.

De (4.10) segue-se que

19 ver Lange (1967), p. 55-59, para discussdo doblgmas relativos a aplicacdo da logistica na andlis
crescimento de grandezas econdmicas e populaciemnhs.
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_1 g ~Pra-
fo0 B 0= gla=1(X)].

isto é, a taxa de crescimento relativo tgX) decresce linearmente com o aumento do valor
de f(X).
A fungdo (4.9) tem ponto de inflexdo para a abacisé=-a/f, quando
f(X)=6/2. Nesse ponto a derivada da fungédo é maxima.
De (4.9) obtemos
100372 oot )
ou

8 1-expCpu) (4.11)

o= 2 1+exppu)’

—x+4 —f(x)-2
comu—X+IgetD(U) f(X) > (4.12)

As transformacdes (4.12) correspondem, graficamentema translacdo de eixos, de tal

maneira que o ponto de inflexdo da curva coincaia a origem do sistema de eixos.

E facil verificar, em (4.11), qué(-v) =-®(v) . Isso mostra que a curva logistica é

radialmente simétrica em torno do seu ponto dexafb.
Como ilustracdo, apresentamos, na figura 4.2, sacoorrespondente a funcdo

f(X)=6/1+2*"), cujo ponto de inflexdo tem coordenadas 2 e 3.

H )

-
.
o
(3]
o
o 4
(2=}
Xy

Figura 4.2. A fungéof (X) = 6/(1+2°7)
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Como terceiro exemplo de fung¢do que da origem arnegr@ssao ndo linear, vamos
considerar a fungédo de Gompertz, que pode serdizfmomo

f (X)=exp{a + Bp*} (4.13)

ondea, [ e p sdo parametrog3 <0 e 0< p<1.

De (4.13) obtemos

d = _

ax [0 =af () [a=Inf (X)), (4.14)
ondea=-Inp,

IXi[r!of(X) =g’
e

Jim £(X)=0

A funcdo de Gompertz € monotonicamente crescerfieaeentre duas assintotas

horizontais: o eixo das abscissas e a reta de addef .

A equacgdo (4.14) mostra que a taxa de crescimeatdunicdo de Gompertz é
proporcional ao valor alcangado pela funcéo e ereliica entre o logaritmo desse valor e 0
logaritmo da ordenada da assintota superior. Rortaa funcdo de Gompertz, da mesma

maneira que na logistica, se reconhece um “fatonat®ento”, igual af (X), e um “fator de
contengdo”, neste caso igudla—In f(X)].

De (4.14) segue-se que
1 o9t xy=ada-in (X)) (4.15)
f(X) dX ' '
isto é, a taxa de crescimento relativd(@@ decresce linearmente com o logaritmofdeX) .
Pode-se verificar que a funcdo de Gompertz tem opalg inflexdo quando
X==In(-B)/Inp e f(X)=¢€"".
De (4.13) obtemos
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In f(X)=a+ Lo

Comparando essa relagdo com (4.2), concluimos dogadtmo do valor de uma funcao de
Gompertz se comporta como uma funcdo de Spillmatdd; de acordo com a expressao
(4.8), se dermos acréscimos constant¥s @s valores das sucessivas variacdes causadas em

In f (X) apresentam modificagbes porcentuais constantes.

De (4.13), considerando um erro multiplicativo,eshbs o modelo

Y, = (expfa + Bo*}) &, (4.16)
Aplicando logaritmos naturais, obtemos

InY =a+ 80" +u (4.17)

ondeu, =In¢g; . Se admitirmos que ag sao erros independentes com distribuigdo normal de

média zero e varianciar®, o modelo (4.17) equivale ao modelo (4.1).

4.2. O limite inferior de Cramér-Rao e as proprieda des assintoticas
dos estimadores de maxima verossimilhanca

Para os modelos de regresséo linear, sendo valipsessuposicdes usuais sobre 0s
erros, o teorema de Gauss-Markov nos garante guét@do de minimos quadrados fornece
estimadores lineares nao-tendenciosos de variarigima. Mas, esse teorema nao se aplica a
modelos n&o lineares. E necessario recorrer, eatéim teorema que, em condi¢des bastante
gerais, garante que o0s estimadores de maxima veilbgsica Sdo consistentes e
assintoticamente eficientes.

Vejamos, preliminarmente, como se determina o dinmferior de Cramér-Rao para
a matriz de variancias e covariancias das estiamtios parametros.

Consideremos uma amostra aleatoria simplescotvservacdesX;, comj =1, ...,

n) de uma variavel cuja distribuicéo € caracterizaataum vetor-colunar de parametrosq
,1=1, ...,p). Se a funcédo de densidadexié f(X), a funcédo de verossimilhanca para essa

amostra é
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L(Xgeo X3 @y @,) = F(X) TF (X,) T (X,)

SejaW a matriz px p, simétrica, cujos elementos sédo

W, :—E( 62'”"} (4.18)

da,daq,

parah=1,..p ei=1,..,p.
Essa matriz é denominadwtriz de informacéo

Sejaa o0 vetor-coluna das estimativas dos parametros.ikdos queE(a) = a, isto

é, que a,,...,a,, sdo estimadores ndo-tendenciosos ade.., a,. SejaV a matriz de

p’ p*

variancias e covariancias @ Se a funcdo de densidade obedecer a certas Gesdig
regularidade relativas a integracéo e diferenciagiale-se demonstrar que a diferenga
V-W™ é igual a uma matriz semidefinida positiva, ouase matriz de variancias e
covariancias das estimativas nao-tendenciosas alésptros excede a inversa da matriz de
informacdo em uma matriz semidefinida positiva

Para exemplificar, consideremos uma vari&elom distribuicdo normal de média
u=E(X) e varianciac® =E(X - u)*. A funcdo de verossimilhanca para uma amostra

aleatdria conm observagdes da variaveX(, X,,..., X,)) é

L(Xy,eeey X i 0%) = |ﬂ|(2n02)_% exp{—M} =
i=1 20

= (27702)_2 exp{——z(Xi _/”1)2}

20°
Entao

n n 1
InL=-—In27-—Ing? - (X, = u)?
> > 257 (Xi —4)

Segue-se

' A demonstracdo pode ser encontrada em Theil (1p7B84-387. Devemos ressaltar que tais condigées
regularidade sdo satisfeitas pela distribuicdo abrm
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ot _ 1 sx -p (4.19)
ou o

0%InL n 1
=- + (X = u)? 4.20
do? 20° 20 S (4.20)

Igualando a zero as expressoes (4.19) e (4.2@mast um sistema de equacdes cuja

solucao é constituida pelos estimadores de maxamssimilhanca de/ e o, que séo

lezxi (4.21)
n
e
A2 1 \VAYA
6" == X(X - X) (4.22)
De (4.19) e (4.20), obtemos
o’InL __n
ou? o®’
0%InL :—iZ(X _ )
dc2ou ot T
e
’lnL _ n 1 5
2o = S(X -
(00c%? 20° o° 2(Xi =4

De acordo com (4.18), segue-se que a matriz deniiafgéio é

0

n
20

n
w=| o

4

Entao
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0

20"
n

a
wt=| N (4.23)
0

Sabemos queX =(XX,)/n e s*=Y(X,-X)?/(n-1) s&o estimadores nao-
tendenciosos d@ e o”. Pode-se demonstrar que a matriz de varianciagaiéncias desses

estimadores é

~— 0
v=l"n 4.24
20.4 ( )

n-1

Comparando (4.23) e (4.24) verifica-se que a vei@de X ¢é igual ao respectivo
limite inferior de Cramér-Rao. Entretanto, a vaciande s° é maior do que o elemento
correspondente na matri& . Pode-se demonstrar que ndo existe estimadorendesicioso
de o® com variancia inferior 0*/(n-1) ; este é, portanto, um caso em que o limite inferio
de Cramér-Rao nado é atingido, isto é, ndo exigtmador nao-tendencioso com variancia
igual ao limite dado pelo elemento correspondeat@mversa da matriz de informacéao.

Demonstra-se, em condicdes bastante gerais, que ése vetor dos estimadores de
méaxima verossimilhancai(, i = 1, ...,p) do vetorade parametrosd, , i = 1, ...,p), entdoa
tem distribuicdo assintoticamente normal multidisienal com vetor de médias e matriz
de variancias e covariancias igual a inver¥d{) da matriz de informacio, isto &, os

estimadores de méxima verossimilhanca sdo conisterassintoticamente eficierites

4.3. Determinacao das estimativas dos parametros

Para ilustrar o procedimento de obtencdo das estmsados parametros e das
respectivas variancias vamos considerar um modelcegressao nao linear com apenas 2

parametros:

12ver Theil (1971), PP. 392-396.
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Y, = 80" +u, (4.25)

Admite-se que os erros; (comj = 1, ..,n) ndo sdo correlacionados entre si e tém
distribuicio normal com média zero e variangfa

Note-se que o modelo (4.25) corresponde ao model), (excluindo-se o termo

constante.
Se, ao invés de um erro aditivo, fosse considesaderro multiplicativo, teriamos

Y, =Bp"e,

Esse é um modelo linearizavel, pois aplicando ltgas obtemos:
InY, =InB+(Inp)X, +In¢,,
mostrando que, séng; for um erro com as propriedades usuais, a andmsatistica

apropriada consiste em fazer uma regressao limeptes delnY; contraX;.
Mas o modelo (4.25) ndo é linearizavel. Vejamos @arbter as estimativas de
méxima verossimilhanca dos parametros desse modelo.

Admitindo que dispomos dos valores d¢; e Y, em uma amostra com

observacoes, e tendo em vista que os arfosao independentes e tém distribuicao normal

com E(u;) = 0 e E(u?) =o?, a verossimilhanca da amostra é

L= o) exp{— 2, -ﬂpxi)z} (4.26)
20° j=1

Nas equacdes a seguir, por simplicidade, vamosraniihdicej nas variaveisx; e

De (4.26) segue-se que

__D _D 2 _ 1 _ X\2
InL= 2In277 2Ina 2UZZ(Y Bo™)
dinL _ 1 X X
o5 = o7 S AP (4.27)
Ok _ B sy - go*yxp* (4.28)

0p T o?
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dinL n 1
=- + >(Y - Bo*)? 4.29
do? 20% 20t ( ) ( )

As estimativas de méxima verossimilhanca flee p, indicadas pob e r, sdo

obtidas resolvendo o sistema de equacdes obtidd.2i€) e (4.28) lembrando a condicao de

12 ordem para ponto de maximo:

{Z(Y —blri)rX X=_10 (4.30)
XY -br*)Xr**=0 4.31)

Cabe ressaltar que o método de minimos quadradasalesse mesmo sistema de
equacoes.
De acordo com o método de Newton (ou Newton-Raph&snprimeiros membros

de (4.30) e (4.31) sdo considerados como funcdds ele e desenvolvidos pela série de

Taylor (até o termo envolvendo a primeira derivadajendo-se

SY =b,r, O =22 Ao+ X[ b, XrZ* ™ + (Y b r, ) Xr**]4r =0
{z(v —b.r, YXr, =2 XeZ b+ Y[-b X 22X 2 + (Y —b r )X (X = )r*2]4r =0
ou
{Z r2 b+ X[, Xr2X ™ = (Y =b,r ) Xr X 14r = Xy —b,r ) )r @32)
¥ X A+ Yo, X 2r2X 2 = (Y —b r )X (X =Dr*21dr = Z(Y —b,r, ) Xr, ™

Inicialmente é preciso obter estimativas prelim#sade 5 e p, indicadas pob, e
r,. Uma maneira de obter essas estimativas preligsneonsiste em considerar a relacéo

funcional entreY e X, sem o erro, escolher dois dogontos da amostra£¥k ej=h) e
resolver o sistema de duas equac¢des com duas itasddado por

Y, =b,r X
{k oo (4.33)

Y, =b,r."

Dispondo de estimativas preliminares dos paramg¢bp® r,) e dos valores de&X;
ey, (comj=1, ..,n), (4.32) é um sistema de equagdes linearesdenme Ar. Uma vez

obtidos os valores ddb e 4r, as estimativas preliminares sdo corrigidas, tahclo-se
b, + 4b
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e r, +4r

Esses valores sdo considerados como estimativimipeges, recalculando-se os
coeficientes do sistema (4.32) e obtendo novaggdesdb e Ar . Admitindo que 0 processo
seja convergente, o ciclo de calculos é repetido qate as correcfegb e Ar sejam
consideradas despreziveis.

Ha um procedimento um pouco mais simples, parar ofige estimativas dos
parametros do modelo (4.25), denominadétodo de Gauss-Newtoisendob e r as

estimativas de6 e p, a equacgao a ser estimada é
Y =br* (4.34)

Consideranddr como uma funcédo dee desenvolvendo-a pela série de Taylor (até

o termo que envolve a primeira derivada), obtemos

N

Y =br, + Xr*bdr, (4.35)

onder, € uma estimativa preliminar ge.
De acordo com (4.35), fazemos a regressdo multdpl contrar) e Xr*™,
obtendo as estimativése
c=hdr (4.36)

O respectivo sistema de equagcdes normais €

2X 2X-1 X
|: z ro2X—l Z x2r02X—2 :||:b:| - |: Z:Y':)X—lj| (437)
2 Xr, > X c| [XXYr

Apods obter os valores deec, de acordo com (4.36) calculamos

A =c
b
Se 4r néo for desprezivel, obtemos o valor corrigido
r=r,+A4r
e o0s calculos indicados em (4.37) sao refeitoizatitio esse valor corrigido. Admitindo que

0 processo seja convergente, o ciclo de calculospétido até quedr seja considerado

desprezivel. Na ultima iterac&o, ja com as estiastilefinitivas, temos a matriz
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2X 2X-1
Q={ xr > Xr (4.38)

erZX—l ZXZrZX—Z

A seguir vamos mostrar que (4.37) corresponde a simalificacdo do sistema
(4.32), desprezando, nos primeiros membros, osoterque sdo somas ponderadas dos

desvios. Desprezando tais termos o sistema fica

>r.” (b=b,)+ X XrZ* (b, 4r) = X(Y =b,r)r*
> X (b-b)+X X2 ?(b,dr) = (Y —b r} ) Xr*™?

Simplificando, obtemos

2X 2X-1 — X
{(Zro )o+ (X Xr2* )b, dr = XY (4.39)

E X2 Mo+ (XXX 2)b,dr = TYXg<

que é equivalente a (4.37).

Podemos dizer que o método de Gauss-Newton conmgsmouma simplificacdo do
método de Newton, desprezando, no sistema de espi@pddb e Ar, os termos que séo
somas ponderadas dos desvios. Isso faz com quegtmnlo de Gauss-Newton o numero de
iteracOes necessarias para obterdmdesprezivel seja, em geral, maior do que no métedo
Newton. Por outro lado, os calculos exigidos enadgstacao sdo mais simples no método de

Gauss-Newton.

4.4. Determinacdo da matriz de variancias e covarida ncias
assintoéticas das estimativas dos parametros
De acordo com o teorema apresentado na secdo 4m2atriz de variancias e
covariancias assintoticas dos estimadores de maxamassimilhanca dos parametros do
modelo (4.25) sado iguais ao limite inferior de Céa+Rao.
De (4.27), (4.28) e (4.29) segue-se que

20%InL 1
- __Z 2X
03° o’ p

DTk = LS o (Y - o)X (X -]
0 o
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= IB " - (Y o)X
A

g;r;_i = —%Z(Y - fo*)p*

g;r;t = —%Z(Y - A" )X

Como E(Y) = Bpo™, verifica-se que a matriz de informac&o é

izzpzx ﬁzz )(pZX—l 0
o o
2
W = a_ﬁzzxpzx-l %zxwx-z 0 (4.40)
n
0 0

e a matriz das estimativas das variancias e coaaiassintoticas deer é

V =G7's?, (4.41)

onde
B ZrZX bz Xr2X—l
G= 2X-1 2 2, 2X-2 (4.42)
b> Xr b > X°r
e
2 1 X\ 2
s° = EZ(Y -br?) (4.43)

Nessa estimativa de” a soma de quadrados dos desvios € divididanpd2 (em
geral n— p, ondep € o nimero de parametros do modelo), por analogia os modelos
lineares.

Fazendo

10
M _{O b}’ (4.44)
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e sendd) a matriz definida em (4.38), verifica-se que
G =MQM (4.45)

Se for utilizado o método de Gauss-Newton, as Gelag4.41) e (4.45) mostram
como a matriz das estimativas das variancias eriéowga assintoticas de e r pode ser

obtida a partir da matri@.

4.5. A distribuicdo assintética de uma funcdo de es  timadores

As propriedades estatisticas de uma combinéipéar de variaveis aleatérias sao
bem conhecidas. Nesta secdo vamos examinar algormpsedades que séo validas para
funcbes ndo lineares de varidveis aleatérias (epedificamente, de estimadores de
parametros). Trata-se, obviamente, de propriediand® Uteis ao trabalhar com modelos de
regressao nao linear.

Sejaa um estimador ndo-tendencioso do parametrde uma populacéo, isto é,
E(d=a (4.46)
SejaV(a) a variancia desse estimador. Admitamos que

limV(a) =0 (4.47)

n-oo

De (4.46) e (4.47) segue-se gque 0 estimadmmverge em média quadréatica para
Entao

pima=a, (4.48)

isto é,a € um estimador consistente de

Sejag¢g(a) uma funcdo com derivadas de primeira e segurdiarocontinuas numa
vizinhanca dea =a. Consideremos que a funcdda) ndo depende do tamanho) da

amostra utilizada para obter o valor da estimateva . Nestas condi¢bes pode-se demonstrar
que b=¢(a) é um estimador consistente ¢de=¢(a), com distribuicdo assintoticamente

normal com variancia

V(b) =[¢(a)]*V(a), (4.49)
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ondeg, (a) representa o valor dg (a) = paraa=a.

d¢(a)
da
A normalidade da distribuicdo deg(a), quandon — o, se deve ao teorema do
limite central. A seguir, vamos mostrar gpémb = £ e que a variancia assintotica lol&

dada por (4.49).
De acordo com a série de Taylor, temos

b=g¢a) =ga)+[g(nl(a-a)+Q, (4.50)

ondeQ é o resto.
Desde queplima=a, segue-se quplimb=¢(a)=p4.

Paran suficientemente grande podemos desprezar o nes{d.80), obtendo
(b-p)* =[g ()’ (a-a)’
Entdo, a variancia assintéticalé Vv (b) =[¢, (2)]*V @), c.q.d.

Conhecida a estimativa)(de a e a estimativa da respectiva variandiaa ()

estimativa da variancia assintoticaloe ¢(a) é dada por
V(b) =[¢()]*V (a) (4.51)

Pode-se demonstrar que, $ €& uma variavel aleatéria com distribuicdo
assintoticamente normal com média e varianciav(a), e seb=¢(a) € uma funcdo com
derivada de segunda ordem continua numa vizinhaeca =a, entdo b=¢(a) tem
distribuicdo assintoticamente normal com média ¢(a) e variancia dada por (4.49). Note
gue ndo é necessario cueeja um estimador ndo-tendencioso; basta quesegistente.

Podemos adotar, como regra pratica para obter imagkir (4.51), o seguinte
procedimento:

a) Diferenciamod = ¢(a), obtendo
db= ¢, (a)da (4.52)

b) Elevamos os dois membros de (4.52) ao quadradbstituimos os quadrados das
diferencas das variaveis pelas respectivas estiasatie variancia. O resultado é a expressao
(4.51).
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Esse procedimento pode ser estendido para o casondées de duas ou mais
varidveis. Assim, sejanV(a,), V(a,) e cov(a,a,) as estimativas das variancias e da
covariancia dos estimadores consisten{@s, a,) dos parametrosa, e a,. Entéo,

b=¢(a,a,) € um estimador consistente ¢ge=¢(a,, a,) e a estimativa de sua variancia
assintética pode ser obtida como segue:

a) De b=¢(a,,a,), diferenciando, obtemos

db=¢ da +¢, da,, (4.53)

onde

% 0a, -

b) Elevando ao quadrado os dois membros de (4s&B§tituindo os quadrados dos
diferenciais das variaveis pelas estimativas dapedivas variancias e o produto dos

diferenciais de duas variaveis pela estimativaedpectiva covariancia, obtemos

Vi(b) = gV (@) + BV (a,) + 263 COv(3;, ;) (4.54)
Generalizando, sejax um vetor-coluna conk parametros 4,,qa,,...,a,) cujas

estimativas §,,a,,...,8,) constituem o vetor-coluna Sea tem distribuicadk-dimensional

assintoticamente normal com vetor de médiass matriz de variancias e covariandiss e se

b=¢a,a,,..,a) € uma fungdo com derivados de segunda ordem ocastimuma
vizinhanga de a=a, entdo b=¢(a,a,,...,a, ) € um estimador consistente de

B=¢a,,a,,...,a,) comdistribuicdo assintoticamente normal de m¢tlia variancia
V(b) = ¢'Wg (4.55)

onde@é o vetor-coluna cujos elementos séo os valores de

_0¢@a,a,,...,3)

,comi =1, ..k paraa= a.
08,

@

Sec=¢(a,a,,...,a ) € outra fungdo com derivadas de segunda ordeninoast

numa vizinhanca da = a, entdo a covariancia assintoticaldec é
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cov(p,c) =¢Wy, (4.56)

oyY(a,,a,,...,a,)
04

onde y € o vetor-coluna com os valores ge = , comi=1, ...,k para

Como exemplo de aplicacdo da técnica de deternonagé variancia de uma
transformacao néo linear de uma variavel aleat@aimos examinar um meétodo de obter boas

estimativas preliminares dos parametf®® o do modelo (4.25).

Ignorando o errai; e aplicando logaritmos a relagao funcional etesx, obtemos
Z=InY=Ing+(Inp)X

Isso indica que estimativas preliminares flee o podem ser obtidas fazendo uma

regressao linear simples de contraX. No modelo (4.25), a variancia dé dadoX, é
constante. Como se comporta a varianciZdelnY ?

Temos

az=9",
Y

(dv)*

YZ

(dz)* =

V(Y)

Y2

V(Z) =

Com V(Y) constanteV(Z) é inversamente proporcional ¥ . Portanto, para obter

boas estimativas preliminares gk e p, ao fazer a regressédo decontraX, devemos usar

minimos quadrados ponderados, usa¥idacomo fator de ponderag&o.

Exercicios
1. Considere o modelo
Y, =% +uy,

onde osu, sdo erros aleatérios independentes de média zenvdmciac” .
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a) Dado um conjunto de pares de valoregX,, Y;), mostre (deduzindo) como se pode
obter uma estimativa de minimos quadradogde
b) Pressupondo que os tém distribuicdo normal, quais sdo as propriedatsse

estimador?
c) Obtenha as estimativas ¢ e do respectivo desvio padrdo com base na seguinte

amostra
X, Y
0 1,000
1 0,480
2 0,255
3 0,145

Experimenteb, = 05como estimativa preliminar dg.

2. Considere o seguinte modelo de regressao néar lin
Y, = XF +y, (i=1,..n)
onde S & um parametro e o8, sdo erros aleatorios independentes com distribuica
normal, média zero e variancg’ .
a) Dada uma estimativa preliminélo, de £, mostre como sera obtida a corregém.
b) Descreva uma maneira de obter uma estimativa prelimde 5.

c) Com base nos dados da tabela ao lado (3 obseryacaésile Ab
X Y

parab, = 05 8 6
1 64 6
d) Idem, parab, 25' 512 7

e) Determine a estimativa do desvio padréo assintd@cestimativa des .

3. Considere o modelo
Y, = Bo™ Uy

onde osu, sdo erros aleatorios independentes de média 2endémciac” .
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a) Pressupondo que os, tém distribuicdo normal, quais s&o as propriedaties
estimativas de8 e p obtidas pelo método de minimos quadrados?
b) Obtenha as estimativas ¢ e o e dos respectivos desvios padroes com base na

segu inte amostra:

X Y,

0 8,00
1 3,95
2 2,20
3 0,80

Experimenter, = 05 como estimativa preliminar de .

Considere o seguinte modelo de regressao néar lin

ax,

Y=y L5t (=12 .0

onde a ef sdo parametros & sdo erros aleatorios independentes com distribuica

normal, média zero e varianciz’ .

a) Dada uma amostra de valores ¥ee Y , e admitindo que se tenham estimativas
preliminares dea e £ (ou s6 def), mostre como sdo obtidas as estimativas dos
parametrosd e b) pelo método de Gauss-Newton.

b) S&o dados os valores dée Y em uma amostra com 4 observacOes. Dada as

estimativas preliminarea, = 120b, = 3, mostre que a corre¢atb é igual a zero.

X Y

1 35
3 60
5 67
9 95

c) Determine, com base nessa amostra, as estimatgadeasdvios padrdoes assintoticos
deaeh.
d) Descreva uma maneira de obter boas estimativasprales dea e (.
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5. Colocando um termdmetro, inicialmente a 3X9 em um ambiente com temperatura

inferior, foram lidas, de minuto em minuto, as setps temperaturas:

Tempo Temperatura
Em minutos em graus centigrados

X) )

0 32,9

1 29,1

2 26,9

3 25,4

4 24,5

5 23,8

Pode-se demonstrar, com base em principios da ltgiapque a temperatura
do termdmetroY) decresce no tempo de acordo com a fung@X) = a + Bo”* , ondea
€ a temperatura do ambiente, que se admite coastant

Admitindo que os valores d¥ incluam erros aditivos independentes, com

distribuicdo normal de média zero e variancia @mtst obtenha estimativas dos

parametrosy , S e p e dos respectivos desvios padrdes assintoticos.

Observacdo para fazer esse exercicio e os dois seguintescamendavel o uso de

computador.

6. Os dados a seguir se referem ao crescimento dea &)y em decimetros, de certa

espécie vegetal, em funcdo do numefode anos apods o plantio da muda no campo.

| Y

27
43
60
76

oA W N P O|X

Admite-se quéY seja relacionado coXde acordo com o modelo
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_ Xi
InY, =a+fp™ +y,
onde osu, sdo erros independentes com distribuicdo normahéidia zero e variancia

o’.

a) Obtenha as estimativas dos parametnos § e p de acordo com o método de

minimos quadrados.
b) Qual é a estimativa da ordenada da assintota suplerY?
c) Calcule a soma dos quadrados dos desvios.

d) Obtenha estimativas dos desvios padrfes das astisndbs parametrag, S e p.

7. Refaca o exercicio anterior considerando o modelo
InY, =Ina —In[Ll+e ¥ +u,,

onde osu, sdo erros independentes com distribuicdo normahéidia zero e variancia

o’.

Considerea, = 70 como estimativa preliminar de .

Qual dos dois modelos (Gompertz ou logistica) sstajmelhor?

8. Considere o seguinte modelo de regressao meéarli

Y, :(a+xi)2+ui

Admite-se que o8I, sdo aleatdrios independentes, com N(O, 02).

a) Descreva uma maneira de obter uma estimativa prelimdeo.

b) Deduza a férmula da correcéo a ser feita em ddiaatya preliminar(ao) dea.
c) Deduza a formula paM(a), sendm a estimativa de maxima verossimilhancaade

d) Calcule a corre(;é(Aa) deaparaa, = 29, com base na seguinte amostra:

14
23
39

w N P X
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e) Calcule a Corregé(ﬂa) deaparaa, =3 .

f) Obtenha a estimativa da varianciaade

g) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotesquea =0.

9. Supbe-se que as variavEis Y estado relacionadas de acordo com o modelo

Os u; sdo aleatdrios independentes e admite-sanuel\l(O, 02).
Sejama eb as estimativas de maxima verossimilhancarde 5, respectivamente.

a) Dada uma amostra de valores Me e Y; (j = 1,...,n) , obtenha o sistema de duas

equacgoes cuja solugao fornece os valoresale

b) A tabela ao lado mostra os valores dé e

X | Y
Y, em uma amostra com 6 observagdes. 2 ig
Mostre que, para essa amostra, 0s valares 2 12
60 eb = 3 satisfazem o sistema de equacdes ? g
obtido no item &). 9 3

c) Determine a estimativa de?, associada a 4 graus de liberdade, por analogia co
modelos lineares.

d) Determine a estimativa da matriz de varianciasvargéncia de eb.



151

Respostas

1. a) Dada uma estimativa prelimingx,) de [, a corregédo, de acordo com o método de
Newton, é

_ (Y, —h")Xib ™
b= 212X -2 _ _RX _ X; =2
in bo Z(Yl bo )X|(X| 1)b0

e, de acordo com o método de Gauss-Newton, é

_ XY —b)Xb

Ab Z X.2b2Xi—2

A estimativa preliminar dg8 pode ser obtida pela formula

1
b = ﬁ X,=X;
(o} Y1 )

Onde (X,,Y;) e (X,,Y,) sé&o duas observacbes quaisquer da amostra ou as

coordenadas de dois pontos da curva, tracada 64 eth um gréfico.

b) A estimativalf) obtida de acordo com o método de minimos quadradmcide com
a estimativa de maxima verossimilhanga. Portantam@ estimativa consistente e
assintoticamente eficiente. A variancia assintétlesb, igual ao limite inferior de

Cramér-Rao, é

0.2

T X2pP%2
c) Zb=0, b= 05 e s(b)=0,01036

V(b) =

2. a)Y, = X". Entdo, aproximadament¥,= X" + X" (In X, )b
Fazendo uma regressdoYie X> contra X> In X, , sem termo constante, obtemos

_ inbo (In Xi)(Yi — Xibo)
C O IX™(nX)

4b

b) Fazer uma regressao linear fle=InY, contraW =In X;, sem termo constante, com
fator de ponderagady”. Entdo,

_ Z(InX,)(In¥,)¥?
° Z(nX)?Y
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c) 4b=-0107

d) 4b=0

e) gb)=0,0614

Outra alternativa é obter a correcao pelo métedNevton, que é

_ > X (In X)(Y = X™)
- Z Xi2b° (ln Xi)2 - (YI - Xibo)xibo (ln Xi)2

ou

b= 2 xibo (In X)) (Y - Xibo)
Z(h’] Xi)zxibo (inbo _YI)

Nesse caso a resposta ao item (dpé& — 0064.

3. a) As estimativas de minimos quadrados gara o coincidem com as estimativas de
maxima verossimilhanca. Portanto, sdo estimatiassistentes e assintoticamente
eficientes. A matriz de variancias e covariancessrdoticas €

.71
Tp% BIXeM T
/82 x_pZXi -1 /822 X_ZpZXi -2
b)b=8,4r =0,r=0,5, s(b) =0,1982 es(r) =0,0178.

4. a) TemosyY = ax
X+b

a0x+ X a, X

- 4b
X+b, X+b, (X —b,)?

Segue-se que, aproximadamenYes

Entdo,4a e — 4b sado obtidos através de uma regressao linear taldgp

_ aX
e = X+,

Z=Y - 8,X contraW, = X e
X +Db X +Db

(] (0]

As estimativas séo corrigidag € a, + 4a, b=b +4b) e a regresséo é refeita até que

da e Ab sejam despreziveis.

, 1 [162 2350 .8 [19225 -1175 o
b) W'W =-—— L (WW) = e Wz=
128] 2350 38450 22075 -1175 81 0

Conclui-se queda=4b=0
c) s(a) = 19,928 es(b) = 1,2935
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Outra alternativa é considersr como funcédo apenas theao desenvolver pela série

de Taylor, obtendo, aproximadamente,

aX aX

- Ab
X+b, (X-b,)’

Y=

Entdoa e ¢ = —adb sao obtidos fazendo uma regresséo linear mutpla

Y contraW, :L eW, :Lz
X +b, (X +hb,)

. , 1 |46656 5640 w81 769  —5640

Obtém-seW'W = ——— , (WW) = —
36864 5640 769 883 -5640 46656
, 29160 1
= — , a=120 ec=0
3525|192

Fazer uma regresséo linear simples ponderada @#Y contraW =1/X, com Y*
como fator de ponderacdo. Sejame d os coeficientes da equacao estimada

(2 =c+dW). Entdo as estimativas preliminaresalee  sdoa, =1/c eb, =d/c.

a= 22847, b=10025, r =0,6323 a)= 0141, sb)= 0139e s(r) = 0,0102

a)
b)
c)
d)
a)
b)
c)
d)

a=47020, b=-4,0445 e r =0,6160.
expé) = 110,2.

A S.Q.Res. pard =In(Y) é igual a 0,0358.
@) =01895, gb)=01897 e s(r) =0,0363.
g =In(a) = 4,2452, b=-34987, c=14479.
a = expg) = 69,8.

A S.Q.Res. pard =In(Y) é igual a 0,0396.
9g) =0,0916, gb)=01288 9c)=01026

a) Calcular a média dos valores,fig - X,

ZlYi _.(aO + Xi)ZJ(aO + X;)

b) Aa = Zl3(a+xi)2_yi]
_o

c)V(a)= 208

d) Aa= 0103

e)

NAa=0
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~ 85
Vi a)=——=0,0276
f V(a) 308

g)t = 18,059 , significativdt, = 9925)

a 1 a a
9. a Y. — =0 Y — =0
)Z( ! x,.+bej+b Z( ‘ ><,.+bJ(xj+b)2
b) As duas equagdes sao satisfeitas par&0 eb = 3.
c) s -19_ 475
4

d) 23606 14015
14015 0,90239
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5. VARIAVEL DEPENDENTE BINARIA: LOGITE E PROBITE

5.1. Introducéo

No modelo usual de analise de regressao a varpendente deve ser continua, pois para
fazer os testes e F € necessario pressupor que o erro (que € um canfgda variavel
dependente) tem distribuicdo normal.

Mas ha muitos problemas em que queremos avaliao civersas variaveis estdo associadas
com a ocorréncia ou ndao de algum fato (variavebdd). Exemplo: analisar como a
participacdo (sim ou nao) de uma mulher no mera@drabalho depende de sua idade,
escolaridade, estado conjugal, nimero e idadeillos fetc. Outro exemplo: analisar como o
fato de um domicilio ter ou ndo um carro dependeedda, da idade dos membros da familia,
da localizacdo do domicilio, etc. Nestes casosénapropriado aplicar as técnicas usuais de
analise de regressao, existindo meétodos espegiftomso os modelos de |6gite e proébite.
Cabe ressaltar que o problema ocorre apenas guandwiaveldependenteé binaria. A
existéncia de variaveis binarias como varidegiglanatoriasnao afeta as formulas basicas da
analise de regressédo usual (incluindo estimadaremidimos quadrados generalizados e 0s
diversos métodos de estimacdo usados em equagiidtasieas).

Consideremos a relacao entre o fato de uma fateiliau ndo um carro e a renda familiar.
Por simplicidade, vamos considerar apenas a reddidr como variavel explanatoria. Se a
andlise for feita utilizando os dados individuaiada familia constituindo uma observacao), a
variavel dependente é binaria. Mas se as famibigs f agrupadas por faixas de renda (como
ocorre nas publicagdes das Pesquisas de Orcankartolkares’] POF[ do IBGE), entdo a
variavel dependente passa a sgr@porcaode familias, em cada faixa de renda, que tém
carro. Mesmo nesse caso nao seria apropriado mpganétodos usuais de analise de
regressao. Note-se que se isso fosse feito podesiainter valores estimados da variavel
dependente negativos ou maiores do que um, incoreatom a natureza da variavel.

A tabela 1 mostra dados sobre a porcentagem dédamdm automdvel em uma amostra de
16.013 familias distribuidas em 10 estratos debiemnto mensal. Trata-se de dados que
foram calculados com base em resultados da POlyBasde Orcamentos Familiares) de
1995/96, arredondando os numeros e desconsiderasd@roblemas de ponderagéo
decorrentes do processo de amostragem dessa pespesabrange o municipio de Goiania,
o Distrito Federal e as regies metropolitanas d&mB, Fortaleza, Recife, Salvador, Belo
Horizonte, Rio de Janeiro, Sdo Paulo, Curitiba edPélegre. Por simplicidade, vamos
admitir que se trata de uma amostra aleatoria ssnpl

Note-se, na tabela 5.1, como a propor¢cdo de fanitam carro cresce com 0 seu
recebimento.
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Tabela 5.1. Dados (artificiais) sobre o namero amilias que possuem automoével em 10
estratos de recebimento familiar, com base emtesid obtidos para o total das
areas pesquisadas na POF de 1995/96.
Estratos de recebimentg
mensal familiar

) . N° de familias na amostra| Porcentagem
Recebiment

(salario minim&) Médio (R$) Total com automovel aut(?)?rr:jvel
até 2 148 1.666 64 3,8
maisde 2a 3 282 1.340 105 7,8
mais de 3a 5 445 2.440 286 11,7
mais de 5 a 6 617 1.139 219 19,2
mais de 6 a 8 786 1.770 421 23,8
mais de 8 a 10 1.017 1.241 403 32,5
mais de 10 a 15 1.381 2.121 978 46,1
mais de 15 a 20 1.969 1.231 724 58,8
mais de 20 a 30 2.761 1.207 889 73,7
mais de 30 6.700 1.858 1.592 85,7
Total 1.636 16.013 5.681 35,5

@ salario minimo em setembro de 1996: R$112,00.

Nos trabalhos originais dos criadores do probites$B1935) e do logite (Berkson, 1944) o
problema analisado era a reagdo de um animal sidaneeteterminada dose de uma droga
(ou algum outro tipo de “estimulo”). Em entomolqgera analisar a susceptibilidade de
determinado inseto a um inseticida, diversos grggossetos (cada um com = 20 insetos,
por exemplo) sdo submetidos a doses crescentesdat@, verificando-se, em cada grupo,
qual a proporgédo de insetos mortos depois de ¢tempo. A analise estatistica dos dados
permite estimar a dose do inseticida que mata 50% idsetos, denominadiose letal
mediana(ou DL,,). Os dados obtidos de experimentos desse tipe onesultado &€ uma
variavel binaria (sobrevivéncia ou morte do insegfo denominadodados de resposta
quantica (ou reacdo quantica conforme o “Dicionario Brasileiro de Estatisticafle

Rodrigues, 1970).
5.2. O Logite

Vamos admitir que hajavariaveis explanatorias para a resposta quam@ieetor-linha com
os valores dessas variaveis explanatérigsasama observacéo é

X =L Xpj o e xij
comj=1, ..L.

O correspondente vetor de parametros é
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ﬁO
p-| &
B
No modelo do logite admite-se que, dadg a probabilidade de obter uma resposta favoravel

7z

e

P =freweplt = s (5.1)

Note-se que, se houver apenas uma variavel expténatata-se de uma curva logistica com
assintota superior com ordenada 1.

Obtemos
expx'
Qj =1- P]_ :L]l?)
1+exp(x'B)
e
"L < expix,B)
— =expK’
Q; :
Entdo
P, ,
Y; zlnazxjﬂzﬂo-'-ﬁlxlj+'”+18kxkj (5.2)

J

que é dogite correspondente B, . Note-se que, partindo do modelo ndo linear (2.19gite

€, por construcdo, uma funcéo linear das varid@sgtanatérias. Note-se, também, que
quandoP; varia de zero a 1, o l6gite varia de & +oo.

Considerando dados como os apresentados na tabet®fan; o nimero de elementos
(familias) submetidos ao “estimulat; (o recebimento familiar), e sejam; o

correspondente namero de respostas “favoraveisdoEmproporcao de respostas favoraveis
observada é

P, =_1! (5.3)

13 Usualmente é melhor usar como variavel explara(&ri) o logaritmo do recebimento (ou rendimento).
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ondeq; =1-p;,

Quando os dados sao individuais,= pdra todq. Sep; =m, = 1temosq; = Qse
p, =m, =0, temosq; = 1Em qualquer dos dois casos ndo se define o loggervado.

Quando sao usados dados agrupddos> e B algumas observacdes cpmigual a zero

ou 1, para determinados célculos preliminares eeéguecessario o logite é usual substituir o
zero porl/(2n;) e substituir o 1 pat-1/(2n;).

5.3. Estimacao dos parametros por meio de umaregre  sséo linear
ponderada

De (5.3), diferenciando, obtemos

dp.
dyj =1
P;d;

Entdo, conforme o que foi visto na secéo 4.5,

V(p;)
V(y )=—— 5.4
(y;) p2Q? (5.4)
PO.
Como V(pj):'—Q‘,
n;
1
segue-se queV(y;) = (5.5)
n; P Q

Assim, as estimativas dos parametros podem sefashbiizendo uma regresséo linear de

Y1 Xy
y= y_z contra X=| 7
Yo X1

com fatores de ponderagam; p; (1- p; , isto &,
[b]=[a,]"[c] (5.6)
onde

b, é a estimativa d@, ,
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Ay =inj XN P; @- pj) ) (5.7)
j

G :Z)ﬁj yin pj(l_ pj)! (5.8)
j

X,; =1 para todq, [b, ] representa o vetor-coluna dbs [c; ] representa o vetor-coluna dos

c, e [a,] representa a matriz quadrada com elemeajgscomh ei variando de zerola
A matriz das estimativas das variancias e covaa8raas estimativas dos parametros é

[a,]7"s’ (5.9)
onde
1 L Kk
s’ =Q.M.Res=———| > y’n;p,;(1-p,) - > hc, (5.10)
|_ - k _1 j=1 i=0
Esse procedimento ndo tem fundamentacéo estatigiicasa. Note-se que a varianciaye
, dada pela expressao (5.5), depende da probatglia mas a ponderacao da regressao é
feita com base na proporgao observagaNote-se, também, que esse procedimento exige o

calculo do logite observadgy(), que nao e definido quandp; € igual a zero ou 1. Como

os calculos séo relativamente simples, ndo envdlvem processo iterativo, esse
procedimento era muito utilizado antes da grangamesdo das facilidades computacionais.
Para os dados da tabela 5.1 obtém-se os seguestdtados (estimativas dos desvios padroes
entre parénteses):

Y = -106320+14374x
(0,4269) (0,0598)

ondex é o logaritmo neperiano do recebimento familiadimélo estrato.

A proporcao estimada sera 1/2 quar‘ﬁjoﬁor igual a zero, isto é, quanddor igual a-b, /b, .
Entdo a estimativa da renda familiar para a quakpera que metade das familias tenha carro

e
ex b ) ex 106320} R$1631
b, 1,4374
5.4. Estimativas dos parametros pelo método de mini  mos
guadrados, com processo iterativo

Como se sabe que os estimadores de maxima verlbesiga sdo, em geral, consistentes e
assintoticamente eficientes, a tendéncia € usarreétodo, que sera apresentado na proxima
secao. O leitor menos interessado em variantesdwiéggicas pode pular a presente secao.

PO.
Uma vez queV(p,) = '—Q' no método de minimos quadrados devemos miniraizama
n.
J
de quadradoponderados
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2=~ (p. —P)? (5.11)
j P]QJ J J
onde Q =1-P
e P, = 1 , (5.12)
1+exp{-x’,b}
Obtemos
-~ N n (p, —P)? . |oP
a_zzz -2(p; ~P) ==~ '(EJZAZJ) @-2P)|=+=0
a i J i QJ PJ Q] abI
P -
Mas M P QX
Entéo
(pj _Isj)nj ij 2 A A 2
z — -2P.Q. —(p, -P)@-2P)|=0
j P]Q] I J J J
ou
I:'_szXIJ L" ](ijpj_pl_P])zo
J i<
ou, ainda, F=>nx P (p,+P -2pP)=0 (5.13)
i PJQ]
comi=0,1, ..k
Esse é o sistema de equacdes normais
A seguir obtemos
oF, PQ -(P-p)Q -P), 4 5 P-p oP,
_:znjxij — ]AZAJZ ] : (pi+Pj_2ijj)+ ]A x J(l_ij)_j
abh j Pj Qj PJQJ abh
P , o
Lembrando queaF =P,Q,x, , obtemos, apds algumas simplificagoes,
h
oF, p2+P2+2p.P(p.P. - p -P)
Il g Ny % X i i IR j i (5_14)

abh i If)]é]
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De acordo com (5.13) e (5.14), as correcfiasnas estimativas preliminares dos pardmetros
sao dadas por

[Ab]=[a,] '[c] (5.15)
onde
P.-p, . .
¢ =-F =>nx —= 3 L(2p;P - p; - P) (5.16)
i

i i

p; +P’+2p, P (PP - p -P)
B

a, = an X Xy (5.17)
J

Como estimativas preliminares para iniciar o preoeterativo podem ser utilizadas as
obtidas por meio da regresséo linear ponderadaitéesa secéo anterior.

Cabe ressaltar que os calculos indicados em (§3.38) e (5.17) ndo envolvem o logite
observado. Essas expressdes podem ser usadas neesasn de observacgdes individuais,
quandon; = lparatodg e p; € igual a zero ou 1.

5.5. Estimativas dos parametros pelo método da maxi ma
verossimilhanca

A funcéo de verossimilhanca é
n, m; n-m
£=T] (m'JPj @-r) " (5.18)
J J

onden; € o numero de observagdes (individuos)-ésimo ensaio en; € o numero de
individuos afetados pelo tratamento.

Segue-se que

_ n;
InE—Z In . +m, InP, +(n, -m,)In(1-P,)
J J
Entao
m n -m )\oP
dinfE :z 0T IR (519)
08, |\ P, 1-P, )oB
De (5.1) obtemos
P, B
a_ﬁi‘)ﬁjPJQi =% P -P) (5.20)

Substituindo (5.20) em (5.19) e simplificando, ohbs

oInE
o5 = 2% (m; =n;P)
i J
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m.
Como p; =— , segue-se que
n.
J

a'”E zn (p, -P (5.21)

O sistema de equacdes cuja solucao consiste nmomdstes de maxima verossimilhanca é
Z”j %(p;=P)=0 (=0,1,..K (5.22)
J

De (5.21) segue-se que
0°InE
_Z i X
0B0B, 5 aﬁh

De acordo com (5.20) temos

oP, b0
1 =x.PO.
aﬁh hj " <]
Entao
d%In£
=-> nx X, PQ, (5.23)
aﬁlaﬁh Z]: §N T

De acordo com (5.21) e (5.23), as correcigsnas estimativas preliminares dos parametros

sao dadas por
[Ab] = [ahi]_l[ci]

2
onde (trocando o sinal dm e mantendo o sinal d%lni)
05053, of
¢ =2 n%(p; - '51')
i
Ay = z n; X; thlsjéj (5.24)
i
A matriz de informacao Bw,;], onde
2
_E[aln£J
03,95,

De (5.23) segue-se que

0°InE

J
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Uma vez que os estimadores de maxima verossimahs#ig consistentes e assintoticamente
eficientes, a matriz das variancias e covariarasamtoticas das estimativas dos parametros €

-1
[wi ™
Lembrando (5.24), conclui-se que a matriz déaimativasdas variancias e covariancias
assintéticas das estimativas dos parametros é

-1
[a,] (5.25)

Para verificar se 0 ajustamento € bom, calcula-seoraa de quadrados dos desvios
ponderados das proporgdes (o fator de ponderagéiovéerso da estimativa da variancia de

P, que év(pj) = Pij/nj ):
— n; 5 \2
S—leé (p,-P) (5.26)
NS
Se o0 modelo adotado for o verdadeiro, essa somguddrados tem, assintoticamente,
distribuicdo de qui-quadrado cdm-k — 1 graus de liberdad®.
Se essa soma de quadrados tiver valor elevadorgembe o valor esperado de uma variavel
com distribuicdo de qui-quadrado € igual ao seuerdrde graus de liberdade), as estimativas
das variancias e covariancias assintéticas dasnasias dos parametros devem ser
corrigidas, multiplicando-as poS/(L-k-1). Nesse caso a matriz das estimativas das
variancias e covariancias assintéticas das estiasatios parametros passa a ser

.S
a. 1__ -
L

Aplicando o método da maxima verossimilhanca adeslda tabela 1 obtemos

(5.27)

Y =-107043+14478,

ondex é o logaritmo neperiano do recebimento familiar.
A estimativa do recebimento para o qual se espezargetade das familias tenha automovel €

ex L ex 107043) _ R$1625
b, 14478
Sem correc¢do, as estimativas dos desvios padr8esstimativas dos parametros sédo
gb,) = 01752 e gb,)=00246.

Mas a soma de quadrados dos desvios ponderadasadteaelevada: 51,50, com 8 graus de
liberdade. Fazendo a correcdo, as estimativas dgsiad padrdes das estimativas dos
parametros passam a ser

sb,) =04444 e s(b)=0,0625.

Na figura 5.1 podemos observar a curva ajustadaadss da tabela 5.1, mostrando como a
proporcdo de familias com carro cresce em funcao de

4 Lembrar que uma distribuicdo binomial pode sesi®@Tada aproximadamente normahge5 enc>5.



164

Figura 5.1. Propor¢cdo de familias com carro em¢dondo logaritmo do
recebimento: valores observadg®) € curva ajustada conforme
modelo de logite.

5.6. O caso particular de uma Unica variavel explan  atoria binaria

E interessante considerar o caso particular de oofeln de l6gite com uma Gnica variavel
explanatdria que € binaria. Poderiamos estar andls por exemplo, como o fato de uma
pessoa ser ou ndo fumante afeta a probabilidagéader cancer no pulméo, ou como o fato
de um empregado ter ou ndo curso superior afetabalpilidade de ele ser sindicalizado. Os
dados poderiam ser organizados como na tabelaia:seg

Tabela 5.2. Frequéncias para uma variavel explaadi) binaria.

Resultado x=0 x=1

Favoravel m, m

Desfavoravel Ny, — My, n,—m

Total No n,

Parax = 0, a proporgéo de resultados favoraveig,&m,/n, e parax = 1, a proporgéo de
resultados favoraveis é, =m,/n,. De acordo com o modelo de légite, as respectivas
probabilidades esperadas séao
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1

"1+ exp-a)

1
Pl =
1+expta - p)
Sendoa eb as estimativas de e 3, as probabilidades estimadas séo

f=— L ou azhy (5.28)
1+expa) Q
e
~ 1 _ Al
f=———— ou a+tb=Int (5.29)
1+expa-h) Q

Veremos que, neste caso particular, as estimatieasmaxima verossimilnanca dos dois
parametros podem ser obtidas sem necessidadeasgoaterativo.

De acordo com (5.22), o sistema de equacdes quesaevesolvido para obter as estimativas
de méxima verossimilhanca dos dois parametros &

No(Po = PBy) + My (p, —P) =0 (5.30)
n(p,—PR)=0 (5.31)

Segue-se que
{F}, = P (5.32)
P=p (5.33)
De (5.28) e (5.32), com, =1- p,, obtemos
a=Ino (5.34)

0

Em seguida, utilizando (5.29) e (5.33) e fazengel- p,, deduz-se que

Py
b=inPr_jnPoojn b (5.35)
U, o Po
Qo
A razao
P
expb) =1 (5.36)
Po
Qo

é denominadadds ratio Ela € uma medida da intensidade do efeita (flaudanca de&=0
parax = 1) sobre a probabilidade de obter resultadooifavel”. E 6bvio que adds rationdo
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pode ser negativa. Valores deositivo, igual a zero ou negativo correspondevalares da
odds ratiomaior do que 1, igual a 1 ou menor do que 1, cts@enente.

De acordo com (5.24) e (5.25), as estimativas ddaéncias e covariancia assintoticasade
b sédo dadas por

. R -
{nopoQo A"’ An1P1Q1 nlli)lgl:|
nPQ nPQ;

Lembrando (5.32) e (5.33), essa matriz de estimsiile variancias e covariancia fica

[nopo% + N, Pyl nlplqlr (5.37)
M P10, M PO

Verifica-se que

\7(b) = r-]O quO + nlplql (538)
N Po o P10y
5.7. Variancias dos logites estimados e das probabi  lidades
estimadas
Temos
Y. =x'b (5.39)

J J

ondeb é o vetor-coluna das estimativas dos parametrasaelo com o método da maxima
verossimilhanca.
Como plimb =3 , temos

plimY; =xB=Y,

De acordo com a relacdo (4.55), na secao 4.5imatsta da variancia assintotica ti’ga e
dada por
V(Y,) =X [ay] "X, (5.40)
ou
V(¥,) =X, [a,] %, — (5.41)
L-k-1

conforme se considere (5.25) ou (5.27) como senudataz das estimativas das variancias e
covariancias assintoticas das estimativas dos pdrasn

Analogamente a (5.4), temos
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V(P)
P?Q?

J J

V(Y)) =

ou
V(Pj) = szQjZV(Yj)
Entdo a estimativa da variancia assintotica daqgdm estimada é dada por

V(P)=P?QN(Y,) (5.42)

5.8. Efeitos marginais

Em uma regressao linear multipla o coeficiefeé o efeito marginal d& sobre a variavel

dependentd’. Analogamente, no modelo de l6gite o coeficiefited o efeito marginal de

sobre o l6giteY. Mas o logite € uma variavel artificial, e o peasgqdor esta efetivamente
interessado no efeito marginal #esobre a probabilidade

De Y= Ini
1-P

obtemos
o__1 o (5.43)
ox, P@-P)ox

Mas - B (5.44)
0X;

De (5.43) e (5.44) segue-se que
oP =BPL-P) (5.45)
X

Note-se que o efeito marginal oe sobreP depende do ponto da curva (ou da superficie) que
for considerado. Dado um vetor de valores das weis&xplanatoriag,, podemos calcular
Y, =x.b e
p=— Lt
1+exp(Y,)
De acordo com (5.45), a estimativa do efeito maigie x, sobreP no pontox;, é
bi I:A)h @- lsh) .

(5.46)
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5.9. Pares concordantes e discordantes

Quando sao analisados dados individupié (ima variavel binaria), uma maneira de avaliar
se 0 modelo de logite se ajustou bem aos dadosstmrmsn verificar, para cada par de
observacdes com valores diferentepdee o sentido de variacéo jleoincide ou ndo com o

sentido de variacao de (a probabilidade estimada).
Consideremos o par de observac®s=0 e p =1. Se If’I > F3h 0 par eéconcordante Se
F3i < F3h o par &iscordante Se|5i = FA’h diz-se que ocorrempate
SejaN o0 numero total de observagbes, haverldp observacdes comp=0 e N,
observagbes conp =1. Entdo o numero de pares com valores distintgsed®l N, . Vamos
indicar por n, e n, o numero de pares concordantes e discordantgsectemmente.
Obviamente o numero de empates é

NoN; —n, —n,

Ha quatro indices de correlacdo de ordem que pegercalculados para avaliar a qualidade
do ajustamento do modelo de I6gite:

() D de SomerD = DNy
ONl
n,—n
I y=—2 "¢
mn vy n+n,
ay r, —_ 7Ny
05N(N -1)

nc + 0,5(N0N1 B nc - nd)
NONl
Para todos esses indices um valor maior indica ethanajustamento, ou seja, uma equacéo

(Iv) c=

estimada que leva a previsdes mais corretas.
Pode-se verificar que
D=2(c-05

Para ilustrar o calculo dessas medidas, vamosdenasios dados artificiais da tabela 5.2.



Tabela 5.2. Dados artificiais para 20 valoreg d@,
ondep é uma variavel dependente binaria.

X P

1 0 0 0 0
2 1 0 0 0
3 0 1 1 0
4 1 0 1 1
5 1 1 1 1

Pode-se verificar que H®O[10=100 pares de valores com valores distintop.de

A equacéo estimada é

P = —4762+ 1587x
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Mesmo sem calcular as probabilidades estimadat sgemplo € possivel verificar que h&
n, =85 pares concordantes), =5 pares discordantes e 10 empates, obtendd-se€)8,

y=0889, r, = 0421ec=09.

5.10. O Prébite

No caso do probite, em lugar da curva logisticaadad (5.1) usa-se a funcéo de distribuicao
de uma variavel normal reduzidg.(Sejaf(u) a funcdo de densidade de probabilidade de uma
variavel normal reduzida e sefa(u) a correspondente funcéo de distribuicao, isto €,

o) = f(Hat

Entdo o modelo de prébite é

P =®(Z))
onde Z, =X,
5]
B
X)=[L X5 % o Xg]l e B=1B, ),
LB
com =12, ..1L
Z; € o probite correspondentePa.
m.
Seja P, =—L a proporcao observada. Entéo
n

i
P; = d(z)
onde z € o probite correspondenteps.

(5.47)
(5.48)

(5.49)
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Antes de descrever o procedimento para obter asatstas dos parametros, consideremos a
aplicacdo classica em qu& € a probabilidade de morrer para insetos subnetiddose de

venenox; . Neste caso

Zj :X'jB =5 +181Xj

A dose maxima que ndo chega a causar a morte eko i@slenominadaleranciado inseto
ao veneno. Se a tolerancia fby , o inseto ndo morre se a dose de veneno napassar

X; :Tj

Se subtrairmos dos dois membros = E(TJ- ) e dividirmos poro (0 desvio padrdo dg;),
obtemos

X = Hp _Tj — My

(o (o

Se a toleranciarl; tiver distribuicdo normal, verifica-se que o segmrmembro € uma
variavel normal reduzida que podemos igualdr, & 3, + 5,x; . Entao a condigao fica

w1
~E e 2 x =B+ B,
o; o;

havendo as seguintes correspondéncias entre emgéisidas duas expressoes linearexem

1 B _
==p e -H =g
oT oT

Dessas relacbes obtemos

1 p
oT =~ e pr ==+2
p1 p1
Depois de obtidas estimativas dos parameffgse p; , essas expressdes permitem obter
estimativas da média e do desvio padrao da toleranc

Vejamos, em seguida, como obter as estimativapa@snetros; (comi = 0,...K).

De (5.49) segue-se que

dp, = £(z)dz
Entédo V(p)=1(Z;V(z)
PQ.
Como V(p) = % segue-se que
j
P.O.
V(z) Q) (5.50)

TnfE))
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De acordo com (5.48) e (5.50) as estimativas do&npetros 5,, B,, ..., B, podem ser
obtidas fazendo uma regresséao de

4 X1
z=|%| contra x=|"?
z, X1
n [ f(z) o
com fatores de ponderag S a-p) , isto é,
P;
[b]= [ahi]_l[ci] (5.51)
onde
b é a estimativa dg,,
n.[ f(z)]?
a,; = z Xij th M (552)
j P; @- pj)
e
n.[ f(z)]?
LG 553)
j P; @- pj)

Para obter as estimativas de maxima verossimilhdaggparametros do modelo de prébite,
note-se, inicialmente, que as expressodes (5.18)18)(permanecem validas. Em lugar de
(5.20) temos

oP, dP

L LT 5.54
0B dz, 0B =% 1(2)) (5:54)

De (5.19) obtemos

6In£ »
’ 5.55
Z (p, ﬁi (5.55)

Lembrando (5.54), segue-se que

a|n£ Z (pJ_P)Xuf( )

Igualando a zero essas expressdes parf, 1, ...,k obtemos o sistema de equacdes cuja
solucdo, por processo iterativo, consiste nos eshimes de maxima verossimilhanca. Ao
desenvolver as formulas para efetuar esse prodesatvo deve-se notar que para a funcéo
de densidade de uma distribuicdo normal reduzideseque f'(z)=-zf(z). Entdo, de

(5.54) segue-se que

0°P,
/3,05,

=-x,x,Z, f(z,) (5.56)
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Sabemos que a matriz de informagé{w,ér], onde

B (aﬂnEJ
w,; =-E
03,95,
De (5.55) segue-se que

0°InfE _
BB, Z

+(3 termos envolvend®; - P,) =

PQ 0,5' a:Bh
_ N [ ( )]2 lvend®. - P,
_ ZP_—Q_X” x| (2, ]* + (3 termos envolvendp, -P, )

Entdo

) E(g,[z’,gl[;j - Zj:%xii x| 12, ) (5.57)

Comparando (5.52) e (5.57) verifica-se que a m%ﬂ;jiz] no método de regressédo ponderada
corresponde a uma estimativa da matriz de informagsociada ao método de maxima
verossimilhanca.

Vejamos, em seguida, quais séo os efeitos masgileai, sobreP no modelo de prébite. De
acordo com (5.47) e (5.48), temos

g—P_ f(Z)—=,8 f(2) (5.58)

Dado um conjunto de valores das variaveis explaiaaté, , a estimativa do efeito marginal
de X, sobreP nesse ponto é

b, f (xb) =b, f(Z,) (5.59)

Vamos comparar os efeitos marginais nos modelatelégrobite em um ponto da superficie
em que B, =1/2. Nesse ponto temo¥, =2Z,=0 e f(Z,) :]/\/271. Lembrando a

expressdo obtida no final da se¢édo 5.8, os efetagyinais dos dois modelos serdo os
mesmos nesse ponto se

1
023, 4gite) = E B, probite)

ou, aproximadamente,

= 16b (5.60)

| (I6gite) I (probite)

Aplicando 0 método de regressdo ponderada degmiss equacdes (5.51), (5.52) e (5.53)
aos dados da tabela 5.1, obtemos (estimativasedv$od padrées entre parénteses)
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Z = - 6146+ 0830x
(0283) (0040
A estimativa do recebimento para o qual se espezargetade das familias tenham automovel

é R$1.642.
Pelo método da maxima verossimilhanca obtemos

7 =-61813+ 0,835

A estimativa do recebimento para o qual se espezargetade das familias tenham automovel
é R$1.641.
Sem correc¢do, as estimativas dos desvios padr8esstimativas dos parametros sao

§b,) =00911 e gb,)=0,0129

Mas a soma de quadrados dos desvios ponderadegaélal 84,25, com 8 graus de liberdade.
Fazendo a correcdo, as estimativas dos desvio®gmdias estimativas dos parametros
passam a ser

§b,) =0,2955 e b,) =0,0417

E interessante comparar as estimativas dos pa@snetr probite com as estimativas dos
parametros do l6gite, verificando que a relacd9(ce aproximadamente valida.

E comum que os modelos de l6gite e probite produssmtados muito semelhantes. Para o
caso do exemplo analisado poderiamos optar pele J@ge levou a uma soma de quadrados
de desvios ponderados menor.

5.11. Légite multinomial

Ha situacbes em que € necessario considerar sificasdo em mais do que duas
categorias. Para facilitar a exposicéo, vamos adque cada observacdo corresponde a uma
pessoa. Vamos indicar ksliferentes categorias p&:, , comh =1, 2,..K. A probabilidade

de i-ésima pessoa pertencer a categbrié indicada porP,. Deseja-se analisar como a

probabilidadeP, depende das caracteristicas da pessoa. Paradssgr usado o modelo de

l6gite multinomial descrito a seguir. E evidentee qumodelo de I6gite binomial, analisado
anteriormente, € o0 caso particular em gue2.
Como se trata decategorias exaustivas e mutualmente exclusivamgse

k
>R, =1 para toda. (5.61)

h=1

Sejax; o vetor-linha com os valores das variaveis expéares para &€sima pessoa e
sejamp, , B, ,..., B, 0s vetores-coluna de parametros para as catedgriak, ,..., E, ,

respectivamente.
Devido a restricdo (5.61), s6 podemos determkial. vetores de parametros, sendo
gue uma categoria deve ser adotada como basecdsmsponde ao fato de que no légite
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binomial é estimado um unico vetor de parametres Serda de generalidade, vamos adotar
E, como categoria base, fazenflp=0. Entdo o modelo de I6gite multinomial € expresso

pelas seguintes equacdes:

1

_1+Zk:exy:(xi'|3])
j=2

P, (5.62)

Rh — eXdX|Bh) parEh - 2, 3, k (563)

1+ Zk:exdxi’ﬁj)
j=2

Note-se, nas expressoes (5.62) e (5.63), queobalplidadesP, (comh=1, ...,k

dependem de todos @&s-1 vetores de parametros.
E facil verificar, a partir de (5.62) e (5.63),equ

% :exl:(x'iﬁh) parah =2, 3, ..k (5.64)

De maneira mais geral, indicando pagm duas categorias quaisquer, tem-se

% =exdx (B, -B,)] pard,m=1,2,..k (5.65)

im

A relacdo (5.65) mostra que no modelo de logitdtinmmial a relacéo entre as
probabilidades associadas as categdri@m depende apenas dos vetofgse B, , nao

sendo afetada por uma redifinicdo das outras ca#sgo
Seja X,; uma determinada variavel do vetaf e sejampB,,, , Lan » --» Bn OS

respectivos parametros. Se, por exemglg, >0, pode-se concluir, de acordo com (5.64),
que a relagdd?, /P, cresce em fungéo d¥ . Mas, havendo mais de duas categorias, isSso
ndo permite concluir qué, cresce em fungdo d,,. E perfeitamente possivel que a
relacdo P,/ P, cres¢ca com os valores d&, e P, se reduzindo, desde que a reducad>de

seja proporcionalmente maior do que a redugaazdi'é3
No caso do légite binomial, com apenas duas cetsyoo crescimento da relacao
P,/ P, significa, obviamente, quB, cresce €2, diminui, ja queP, +P, =1.

!5 Como exemplo de anélise em que isso ocorreu, géntann (2010).
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Exercicios

1. SejaP a proporcéo esperada de resultados “favoraveish etantativas, quando o valor
da variavel explanatéria ¥, . Considere o modelo

1
P=1-
i e@tAx,

com fS>0 e Xiz—ﬁ
14

A proporcéo observada de resultados “favoraveis’kemsaios, conk diferentes valores
de X,, é

a) Mostre quey = Inﬁ € uma funcao linear d¢

b) Determine o fator de ponderagdo que deve deragid para estimax e 3 atraves de

uma regressao ponderadayje= In contra X .

i
2. Admite-se que a probabilidade de uma familispioslieterminado bem cresce com a
renda familiar (X;) de acordo com a seguinte fungao:
X
P= ' , com >0
X, +a
Seja n, o numero de familias com renda familidy em uma amostra d¢familias, com

k
N=>n,
i=1
Sejam (com m <n) o numero de familias com rend& , na amostra, que possuem
aquele bem. Entéo a proporcédo de familias com refydgue possuem o bem, na amostra,

7

e

=M
ni
Mostre como o estimador de maxima verossimilhgagdea pode ser obtido a partir dos
valores deX,, n;, m (comi =1, ...,K). Obtenha, inicialmente, a equagéo cuja solugiio é
estimador de méaxima verossimilhanca. Em seguiddarenosmo sera calculada a correcao

Aa=a-a,, dada uma estimativa preliminag.

P E claro que, em geralp, # P

3. Admite-se que a probabilidade de uma familispiosleterminado bem cresce com a
renda familiar (X,) de acordo com a seguinte fungéo:

P = ex[{—éj , comB>0

Seja n; o numero de familias com renda famildy em uma amostra d¢familias, com
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k

N=>n,
i=1
Sejam (com m <n) o numero de familias com rend& , na amostra, que possuem
aquele bem. Entéo a proporcéao de familias com reqydgue possuem o bem, na amostra,

7z

e

-m

rIi

a) Mostre como o estimador de méaxima verossimil@do)cde S pode ser obtido a partir
dos valores deX,, n,, m (com i =1, ...,k). Obtenha, inicialmente, a equacédo cuja
solugcdo é o estimador de méaxima verossimilhanca.sEguida mostre como sera

calculada a correcéhb =b-b,, dada uma estimativa preliminby.

P E claro que, em geralp, # P

b) Para os dados na tabela abaixo, verifique/jue 0 parab, =6 In 4.

X, n m
2 3 0
4 4 0
6 4 1

12 2 2

c) Obtenha a estimativa da renda para a qual sesegpe metade das familias tenham o
bem.
d) Determine a estimativa do desvio padrad (&m correcao).

4. Vamos admitir que a propor¢édo de familids due possui determinado bem de consumo
cresce com o0 logaritmo da renda familia @de acordo com a funcéo logistica.
Diferentemente do que acontece no modelo traditidealdgite, vamos admitir que
algumas familias ndo adquirem o bem, por maior spja@ sua renda, de maneira que a
assintota superior da funcao tem ordenddl, isto é

PO
1+expl-(a + Bx)]
Descreva, resumidamente, como vocé pode estim&r maametros desse modelo com
base em um conjunto de valores de e p, ( com p, indicando o valor observado d&

)-

5. Admite-se que a probabilidade de uma familiaspiosdeterminado bem cresce com a
renda familiaper capita( X, ) de acordo com a seguinte fungéo

1\%
P :,B(ZJ ,com 0< <1

Sejan. o numero de familias com rengar capitaigual a X, em uma amostra dd

familias. Admitindo que hajadiferentes niveis de rengar capita temos

k
N=>n
i=1
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Sejam (com m <n;) o numero de familias com renda, na amostra, que possuem
aquele bem. Entdo, a proporgéo de familias comargndue possuem o bem, na amostra,
é
-m

n

P

E claro que, em gerap, # P.

a) Mostre como o estimador de maxima verossimgaa) de 5 pode ser obtido a partir
dos valores de;, n,, m (comi =1, ... K).
Obtenha, inicialmente, a equacdo cuja solucdo eéestimador de maxima
verossimilhangca. Em seguida mostre como seré ealawd correcéalb =b—b,, dada

uma estimativa prelimindn, .

b) Para os dados na tabela abaixo, verifiquedfue 0 parab, = ZLSE

X n, m
1 1000 60
2 1000 260
3 1000 492

c) Obtenha a estimativa da renda para a qual mrasiue 80% das familias tenham o
bem.
d) Determine a estimativa do desvio padrab ¢(Eem correcao).

e) Mostre como pode ser obtida a estimativa pneim(b,) deb.

. Admite-se que a probabilidade de uma familiasspiosdeterminado bem cresce com o
valor da renda familiaper capitaque excede a linha de pobrez§, {, de acordo com a
seguinte fungao:
R=1-"
X, +1
Sejan, o numero de familias com renper capita“‘excedente” X, em uma amostra de
familias, com

) comO<a <1.

k
N=>n
i=1

Sejam (com m <n) o ndmero de familias com rengar capita“excedente” X,, na
amostra, que possuem aquele bem. Entdo a propdecdmmilias com rendger capita
“excedente” X, que possuem o bem, na amostra, é

-m
n

Pi
a) Mostre como o estimador de maxima verossimilhaagdd a pode ser obtido a partir

dos valores deX;, n. e m (comi =1, ...,k). Obtenha, inicialmente, a equacao cuja
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solucdo € o estimador de méxima verossimilhanca.sBguida mostre como sera

calculada a correcdda = a— a,, dada uma estimativa preliminag.

b) Considere os seguintes dados:

Xi n, m
0 50 11
1 50 28
3 50 36
7 50 48

Calcule a correcada paraa, = 08.
c) Escreva a equacado da probabilidade estimada ddocacom o método da maxima

verossimilhanca.

d) Determine a rendper capita “excedente” para a qual se estima que metade das
familias tenha o bem.

e) Determine a estimativa do desvio padréa@dsem correcao).

f) Descreva uma maneira de obter a estimativa predintea.

7. Admite-se que a probabilidade de uma pessoaipakterminado bem depende de sua
renda (X;) de acordo com a seguinte funcéo:

P=1-6%, com0<68<1.

Kk
Sejan, o nimero de pessoas com rerXlaem uma amostra dépessoas, conN =X n..
i=1

Sejam (comm <n ) o namero de pessoas com rerXla na amostra, que possuem
aquele bem. Entédo a proporg¢ao de pessoas com pendae possuem o bem, na amostra,
é
-m

n.

P

a) Mostre como o estimador de maxima verossimilhar{@)ac(e @ pode ser obtido a
partir dos valores de&X;, n, e m (comi =1, ...,k). Obtenha, inicialmente, a equacao
cuja solucao é o estimador de maxima verossimithaBgn seguida mostre como sera

calculada a corre¢édé, dada uma estimativa preliminéy.

Observagéo:d—F‘) =-X,0%" = —X'—Q' comQ =1-P e L -Q Iné.
dé o dX;
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b) Considere os seguintes dados:

Xi n, m
1 1000 220
2 1000 342
3 1000 488

Calcule a corregézﬂé paraé?0 =08.

c) Calcule a corregéfzﬂé paraéA?O =07.
d) Determine o valor d&X para o qual5 =05.

e) Determine a estimativa do desvio padracdddgsem correcso).

f) A estimativa preliminar d& pode ser obtida fazendo uma regresséad,deln(l- p,)
contra X,. Qual é o fator de ponderacdo que deve ser usadsanregressao?

Apresente a féormula de célculo é@ emfungdodeZ,, X,, n, peq =1-p,.

8. Admite-se que a probabilidade de uma familispiogleterminado bem cresce com a
renda familiamper capita( X;), de acordo com a seguinte funcéo:

— Xi2
- 2

X, +a
Sejan, o numero de familias com renger capita X, em uma amostra défamilias,
com

coma > 0.

k
N=>n

i=1
Sejam (comm <n) o numero de familias com renpler capita X, , na amostra, que
possuem aquele bem. Entdo a proporcdo de famdllmsendeer capita X, , que
possuem o bem, na amostra, €
=M
n.

a) Mostre como o estimador de maxima verossimilhaagdd a pode ser obtido a partir

P

dos valores deX,, n, e m (comi =1, ...,,k). Obtenha, inicialmente, a equacgéo cuja
solucdo € o estimador de méxima verossimilhanca.sBguida mostre como sera

calculada a corregada = a—a,, dada uma estimativa preliminay.
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b) Considere os seguintes dados:

X; n m
2 4 0
3 8 2
6 8 4
8 10 6
12 7 6

Calcule a correcada paraa, = 30.
c) Calcule a correcada paraa, = 36.

d) Obtenha a rendaer capitapara a qual se estima que metade das familiaa tebam.

e) Determine a estimativa do desvio padréa@dsem correcao).

9. Admite-se que a probabilidad® de um domicilio ter um microcomputador depende da
sua rendger capita(X), de acordo com o seguinte modelo:
1

P =
1+expta - BX)

Séo fornecidos os seguintes dados referentes ddsdigilios, senda, o numero de

domicilios com rendper capita X, , e p, a propor¢ao desses domicilios que tém
microcomputador:

i N, P
4 100 0,1
8 100 0,2
15 100 0,5
22 100 0,8
26 100 0,9

a) Obtenha as estimativas dee [ pelo método de Berkson (regressédo ponderada).

b) Verifigue se ha “falta de ajustamento”, adotandonivel de significancia de 10%.

c) Teste, ao nivel de significancia de 1%, a hipotesques =0.
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10. Considere os seguintes dados para duas varidindrias:

Numero de etvsicdes conforme valores xiey

y X Total
0 1
0 40 60 100
1 60 40 100
Total 100 100 200

a) Determine as estimativas dos parametreg do modelo linear

Y, =a+px +u,

ou seja, faca a regresséo linear simpley,deontrax; .

b) Obtenha as estimativas de maxima verossimilhangaejeé do modelo de l6gite, no

qual a probabilidade dg =1 € dada por

P = L
" 1+expl(a + Bx)]

ou
P_
In——=a+ Bx
1-PR
Observacéao: nesse caso especial, a determinacaéstaaativas de maxima

verossimilhanca dos parametros de um modelo deld&d exige processo iterativo.

11. Temos 30 observagdes para uma variavel biNariglassificadas em 3 categorias. Para
distinguir as 3 categorias séo usadas duas vasiu®rias Z;, e Z, ), como mostra a
tabela a sequir:

N° de observacées
Categoria| Z; Z, comY =0 | comY =1 Total
A 0 0 8 2 10
B 1 0 4 6 10

Obtenha as estimativas de maxima verossimilhanga gee £, do modelo de logite no
qual a probabilidade dé&; =1 é dada por
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P = 1
' l+expH(a + BiZy + BoZy)]

ou

P
ij5=a+ﬂZﬂ+ﬁ;m

Observacdo: nesse caso especial, a determinacdo estamativas de maxima
verossimilhanca dos parametros de um modelo deeld@o exige processo iterativo.

12. Admite-se que a probabilidade de uma familisspw determinado bem cresce com o
logaritmo da renda familigrer capita(X;), de acordo com a seguinte fungéo:

14 B

P=a+—com O0<a<1, <0 e X 2-=
X, a

Sejan, o numero de familias cujo logaritmo da repéa capitae igual aX,, em uma
amostra dé\ familias, com

Sejam o numero de familias que possuem o bem entreasjoejo logaritmo da renda
per capitaé igual aX; . Entéo a proporgéo de familias que possui o baraprostra,
para esse nivel de renda, é

m

="
n

a) Obtenha o sistema de duas equacdes cuja solugixéoas estimativas dee S (a e

b) pelo método da méxima verossimilhanca, com baserea amostra cokvalores

de X;, nem.
b) Verifique se as equagdes sao satisfeitas pard@esala tabela abaixo, can¥ 0,8 e
=2
X, n m
5 200 84

10 200 108
20 200 147
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c) Faca um teste de qui-quadrado para verificar gastaanento do modelo aos dados &
bom, adotando um nivel de significancia de 5%.

d) Calcule as estimativas dos desvios padroeseldeb.

13. Considere os seguintes dados para duas varidindiias:

Numero de observacoes

y X Total
0 1

0 4 27 31

1 16 9 25

Total 20 36 56

a) Obtenha as estimativas de maxima verossimilhangaeal@ do modelo de |6gite, no
qual a probabilidade dg =1 € dada por
1 R

P = ou In
1+exp(a + £%)] 1-R

=a+ X

b) Obtenha a estimativa da variancia assintGticastienativa de e teste, ao nivel de
significancia de 1%, a hipotese de giie 0.

Observacao: nesse caso especial, a determinaca&stanativas de maxima
verossimilhanca dos parametros de um modelo deeld@o exige processo iterativo.

14. Admite-se que a probabilidade de um emprega&dosimdicalizado depende de sua
escolaridad€x ), de acordo com a seguinte funcao:

F)i :#
1+a05”

Seja n, 0 ndmero de empregados com escolaridageem uma amostra dél

empregados, conN =>n.. Sejam (com m <n) o ndmero de empregados com

escolaridadex;, na amostra, que séo sindicalizados.

a) Mostre como o estimador de maxima verossimilhaagad¢ a pode ser obtido a
partir dos valores d&;, n, e m (comi =1, ...,k). Obtenha, inicialmente, a equagao
cuja solucdo € o estimador de maxima verossiminaBgn seguida mostre como

pode ser calculada a correcdia, dada a estimativa preliminay,.
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15.

Considere os seguintes dados:

X; n, m
1 90 13
2 90 15
3 90 27
4 90 48

b) Calcule a correcadla paraa, =16.

c) Calcule a soma de quadrados dos desvios pondeeadesifique se 0 modelo é
apropriado, considerando um nivel de significadei&%.

d) Determine a estimativa do desvio padra@deem correcéo).

Uma variavel binari¥;, € observada em uma amostra com 3 categorias segsesomo
mostra a tabela abaixo. Para distinguir as 3 catesg®ao utilizadas duas variaveis

binarias,Z,; e Z,, .

Categoria Z Z, NuUmero de observagoes (pessoas)
ComY=1 | ComY=0 | Total
A 0 0 m, Mo =y, Ny
5 1 0 m n—m n,
C 0 1 m, n, —m, n,
Define-sep, =0 | p =L e p,="%
0 nl n2

Considere o modelo de l6gite no qual a probahikddeY = 1 é dada por:

_ 1 __P _
P_1+exd—(a+ﬂlzl+ﬁzzz)] ou In T 1-P atBLt Bl
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a) Obtenha as expressfes que fornecem as estimatvasdma verossimilhanca de |,
B, e B, (a b, eb,, respectivamente) em fungéo gg, p, € p,.
A seguir, admita que, =72, n, =40, n, =72, m; =12, m =20 e m, =60.
b) Determine os valores dg b, eb,.

c) Determine as estimativas das variancias assinsotiea, b, e b, .

16. Considere um modelo de légite no qual se inkle seu quadrado como variaveis

explanatérias:

P= . 1 .
1+exg-(a + )+ |

a) Deduza a expresséao pa%%.

b) De acordo com a expresséo (5.45) da apostila, temos

oP _ _
a_,f)’iP(l P)

e o efeito marginal deg sobreP tem sempre o mesmo sinal qy#. Pode-se dizer,

entdo, que o sinal do efeito marginal ndo depewndeatbr das variaveis explanatérias.

Isso vale para o efeito marginal obtido no iten? (@pmentar sumariamente).

17. Um modelo de l6gite multinomial para 3 categ®pode ser apresentado por

P = exp(xp,) pareh=0, 1 ou 2

1+iexdxi'ﬁi)
j=1

com B,=0. Entdo exdx;ﬁo):l. Isso significa que a categofia= 0 € adotada como

base.

E considerada apenas uma variavel explanatdrimgeu quadrado, de maneira que
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x =t x x|

Admite-se que pode variar de zero a 10 e que

3 0
P.=|-02| e B,=| 1
0 -01

Calcule os valores dB, , B e P, parax=0,x=5 ex=10.

18. Admite-se que a probabilidade de um agricultiizar determinada técnica depende de
sua escolaridadex(), de acordo com a seguinte fungao:

R = exil-exd2- A )]

Para uma amostra d\eagricultores é informada a sua escolarid(aqlecom [ :1,...,N) eo
fato de usa|(Yi :1) ou néo usa(Yi = O) a técnica em questéo.
a) Com base no método da maxima verossimilhanca, lobterequacéo cuja solucéo € o
estimadorlf) de 5.

b) Dada uma estimativa prelimin&y de S, obtenha a expresséo para a corre(m@ a

ser feita nessa estimativa.

c) Com base na amostra os valores 4

observacdes apresenta na tabela ao lado,

calcule a correcddb parab, =1

OB DN PRX
R R o olX<

Respostas

=a+ BX

1. a)ln 1
1
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b) Comy, =In 1 , verifica-se qué/(y,) = ——
1-p nQ

g - nd-p)
p| pi

Entéo o fator de ponderacac-¢e—

2. A verossimilhanca da amostra &

£= I_ll( jP"‘(l P)"™

X,
comR:x ' e 1-P= =Q

Entdo InE = Z{In(:;j+m InP +(n -m)InQ

d In£ n, (pI P
e
Z‘ da
Comoﬁ =- R =- RQ , Segue-se que
da X +a a

O estimador de maxima verossimilhanca é a soldag&muacéao

- A X
En.P.—.:O , com P = '
i I(I pl) X+a

Dada uma estimativa preliminag, a correcdo é dada por

—_ Zn (PO| |
S B, 1B )

. X - .
OndePOi=X +Ia0 € QOizl_POi:Xa_:_JaO

n(R-p)_ 5 —ayd - 2
ZX(l 5) 0, comPi—ex;{ XJ
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z n, (Isoi - pi)
Ab=_ Xi(l_ Ra)
z n POi (1_ pi)
i Xiz(l_ POi)2
b) -
Xi ni pi f)O[
2 3 0 1/64
4 4 0 1/8
6 4 1/4 1/4
12 2 1 1/2
) X=12
2
d) Verifica-se que -E d lnf = zzn'—P' . s(b) = 3,186
dg ~ X A-R)

4. a) Examinando um gréfico estabelece-se uma&tia preliminar g,) parad.

b) Obtém-se estimativas preliminaresode3 fazendo uma regressao linear simples
ponderada de

y =In—P—  contra x
90 - B
2 _ 2
com fatores de ponderag&c- p'z( o~ P) ou w
00 (1 pl) 1_ pi

c) As estimativas de maxima verossimilhanca parae £ sao a solucdo do sistema

z(p. F’)n
Z(|o. F;)_np(e R) _,
Z(pi -Pii(_HF;F?)nxi ~0
com P = 9

1+exp{-(a + Bx)}



189

Como se trata de um sistema néo linear, a solledera ser obtida através de um

processo iterativo, como no método de Newton.

dinf 1

5. a)

n(p -P)(1)"
iz 1-P [zj

bo zi:(pi - ISOi)

5(p-P) (1]
a5 _Ei(pi .)a[gj

1

1y
o , ondeFE:b[ZJ

ol
1- ISOi 2

Ab = - o
@-p)Fy n (1j "
T @-R)* 2
b)
~ 1)" ~
o -8 | (3] 1R
X p [ 2}
1 1000 —0,0025 s 15/16
1000 0,01 Ya 3/4
3 1000 —0,008 1/8 1/2

55, By (5] =0

1-P\2

c) 4,635

d) 0,0005359

= — ni —_—
a i P
aOZ(ni -E”J
i POI
da= =
Z onl
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b) 4a =0 paraa, = 08. Entdoa= 0,8

c)P=1- 08 d) X" =06
X +1
R 2
e)V(a) =—2— =0002546 , a)= 0050456
niQi
IR
G
n
Z |
i (X +1DDp
PG
z—i
T (X; +D? po
dinf 1 X
7. =-Z¥(m -nP)2L
V=g - MR

Z[g—nijxi =0 com P :1—éxi

b) Parad, = 08, obtemos46 =0
C) Para@’0 =07, obtemos48 = 01527 ou A6 = 0,1254

In05 _

d) X = = 3106
) In 08 3

2 2
d In£1 ZnQFi)xi +[termoscom fator(m —nP)]
de? =-—- ' i

62

e)

V() =0,000031, s(6)=0,00558
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fy ComoQ =6%, temosinQ =(In&)X,

De Z, =Inq, obtemosv(Z,) -0
niQi
Txzh
Entdo o fator de ponderagéer—]gi— e 6,=ex LB
pi ZXZM
TP
X a dP P PQ
P = ! e  =_ - i =_ i —__ixi
' X +a Q XZ+a da X’+a a
dinf _ 1 d’Inf _ 1 1
=-=>n(p -PR =—=2n(p, -RP)-—2nPRQ
da az I(pl I) daz azz I(pl I) azzn IQI

a) O estimador de maxima verossimilhar@)aleve satisfazer a equagéo

~ X 2
_lzni(pi_Pi):O’ com p=— e B =—3
a n X +a

>

2 X(m -nFk,)
Z[m -nFky @+ Qo )]

Para uma estimativa preliminag, a corre¢céo &la =

b) Paraa, =30 a corregéo &a :wsz 4649
8272547

c) Paraa, =36 a corregéo &la =0. Entéoa = 36.

d) P=05 paraX = 6.

~ -~ a® 36 _ _
e)V(a) = —— = =183465 e s(@) = 13,545
InRQ 7064
.a)a=-2,9855 e b=0,1990

b) x* =0,00265(com 3 graus de liberdade), ndo-significativo.
c) t = 409,7, significativo.
a)y=06-02x

b)a=In 05

5 =0,405465

04

1-04

B=In =-0,810930

1-06
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N 0.2

11.a =In——— =-13863,
1-02
06 08
~ _ 1. 1-06 _ ~ _ .. 1-08 _
B, =1In 02 =17918 e B, =In 0 2,7726
1-02 1-02
12.a) ComP, = a+x£ e Q =1-P, o sistema é
m-nk _,
" RQ
MmNk _g
' RQX
b) Sim, sao satisfeitas.
(p, -P)? o o
C) ZM =45, significativo (o valor critico & 3,841).

Conclui-se que o modelo ndo é apropriado.
d) Sem corre¢éda(a) = 0,04055 es(b) =0,3127.
Com correcaaos(a) = 0,08602 es(b) =0,6633.

13.2)4 =1,3863 e [3=-2,4849,

b) V(B) = 0,4606 Z = -3,66, significativo Z, = 2576).

14.a) Zk)(mi -n, If’l) =0 comFA? =
i1

1+a05”
Jda= & Z(rr} _Ani POi)
Z ni I:)Oi QOi
b) 4a=0
) x; =2,4875 ndo-significativo (o valor critico ara um nive significancia de 5% é
7,815);
d) 1,9726.

15. a)a=|n& blzln&—a e bZ:In&—a
Qo G 02
b) a=-16094, b =16094 e b, =32189



193

a)% = PQ(A+2)

b) E claro que o sinal dg +2)x pode mudar dependendo dos valores dos paramgtros
e y e do intervalo de variacdo deA expressao (5.45) sO é valida quando uma vdriave
X entra apenas linearmente, em um Unico elementetdex; .

17.
Prob. x=0 Xx=5 x=10
P, 0,0453 0,0486 0,2119
P 0,9094 0,3592 0,5761
P, 0,0453 0,5922 0,2119

b) ComP, =exfd-exp2-hx ) , N = Z(Y PO')l

D1:Z(Yi_ :

D, :zl%exdz(z—bm]  Bb=

c) Ab=-011024

P —exH2- box){l-l

Oi

O|

D, +D,

18. a) ComP = exr{— exp(2-bx )] devemos teE( , é)li(iﬁ exp2-bx)=0

exp(2 by, ),

exp(2- box)} e
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6. COMPONENTES PRINCIPAIS E ANALISE FATORIAL

6.1. Introducao

Andlise fatorial factor analysi3 € um conjunto de métodos estatisticos que, erascer
situacles, permite “explicar” o comportamento de mamero relativamente grande de
variaveis observadas em termos de um numero r&taérte pequeno de variaveis latentes ou
fatores Admite-se que a relacdo entre variaveis obsas/adfatores énear. A andlise
fatorial ser4 encarada aqui como uma técnica stitatiexploratéria destinada a “resumir” as
informacdes contidas em um conjunto de variaveisientonjunto de fatores, com o nimero
de fatores sendo geralmente bem menor do que oraweerariaveis observadas.

A andlise fatorial foi desenvolvida inicialmententte da psicologia, como uma tentativa de
estabelecer um modelo matematico para explicalithatbes e comportamentos humanos. Os
resultados de um grande numero de testes aplicadosn conjunto de pessoas eram
submetidos a analise fatorial para identificar unmaro pequeno de caracteristicas basicas ou
fatores da mente.

A analise fatorial pode ser utilizada, por exempi@ra obter medidas do grau de
modernizacao da agricultura nas Microrregides Ha@negs (MRH) do pais. Inicialmente sdo
determinados, em cada MRH, os valores de um canjdet variaveis indicadoras de
modernizacao (numero de tratores por hectare ourpdade de méao-de-obra, uso de energia
elétrica por hectare, uso de herbicidas por heatérd. A seguir essas variaveis sao
submetidas a analise fatorial visando obter umaidaesintética do grau de modernizacao.
Em varias pesquisas, partindo-se de um conjunto cence de 30 variaveis observadas foi
possivel extrair dois fatores que se mostram asdosicom as duas dimensdes basicas da
modernizac&do da agricultura: a produtividade da e produtividade do trabalffo.

A andlise de componentes principais € uma técrataistica estreitamente associada com a
andlise fatorial. Dado um conjunto de variaveisc@sponentes principais sdo combinac¢des
lineares dessas variaveis, construidas de mane€ieapéicar” o maximo davariancia das
variaveis originais. Na secado 6.6 veremos que ndeindasico de andlise fatorial a definicao
dos fatores é feita visando, precipuamente, expdiseorrelacbesentre as variaveis originais.
Vamos admitir que dispomos dé observacbes paran variaveis. No espach-
dimensional das observacfes &s variaveis correspondem a vetores. Um grupo de
variaveis fortemente correlacionadas entre si spmede a um feixe de vetores. A analise
fatorial (ou a analise de componentes principagsinite detectar esses feixes. Se houver um
ndamero substancial de varidveis formando um defesess, deverd ser obtido um fator
altamente correlacionado com as variaveis que forméeixe.

A analise de componentes principais € formalmeptesgntada e ilustrada nas sec¢fes 6.2 a
6.5. A andlise fatorial, incluindo a rotacéo ddsffes, é exposta nas secdes 6.6 a 6.10.

18 ver Hoffmann e Kageyama (1985), Hoffmann e Kas$b889) e Hoffmann (1992).
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6.2. A matriz das correlacdes simples e a determina  ¢ao do primeiro
componente principal

Vamos admitir que dispomos teobservacgdes paravariaveis. SejX; (comi=1,..,n e
j=1, ..., L) aj-ésima observacao dasima variavel.

e 4 g R |
A meédia da-ésima variavel e X, :IZ Xji
i

- X
Fazemos X: = ! (6.1)

= XIJ '
” 1/Z(Xij _Xi)2 |
j

Com essa transformacao tem@xijzzl, isto é, no espacd-dimensional das

observagdes, o vetar, para cada variavel, tem moédulo igual a 1. Ap&a ésansformacao
todas as variaveis tém a mesma variancia e a ipag&o de uma variavel na determinacao
dos componentes principais ira depender apenassuas correlacdbes com as demais
variaveis.

Definimos a matriz

Xi o X e Xy || X
I

wo| X Xe e Xe|_| X
I

Xog Xz oo X | | X

Verifica-se que a matrin x n das correla¢des simples entre as varidveis émada
R = XX’ (6.2)

Vamos considerar uma combinacao linearrdearidveis transformadas

Oy =CuXy; +CppXp; oo+ G X G=1,..1)

1n “*nj

ou, em notacao matricial,
g, =¢C; X, (6.3)

onde g; € um vetor-linha conh. elementos &; & um vetor-linha com os coeficientes da
combinacgéo linear considerada.

Por definicdo, grimeiro componente principalde X é a combinacéo lineay; =c;X com
variancia maxima, sujeita a restricég, =1.

Note-se que nao teria sentido definir o primeiranponente como a combinacdo linear
g; =c;X com variancia maxima, sem impor uma restricdocaeficientes ent;, pois nesse
caso a variancia da combinacéo linear poderia erédgnitadamente.

Uma vez queg,; € uma combinacdo linear de variaveis com méd sea média também é
igual a zero. Entdo sua variancia é dada por
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1,
V(9,)=T i
Estamos usando a notacdo para variancia da populagésar de se tratar, geralmente, de
uma amostra.
Lembrando (6.3) e (6.2), segue-se que

1 I I 1 I
V(gl):tclxx (o} :Icchl. (6.4)

Portanto, para obter o primeiro componente prinnaillgaX devemos determinar o vetoy,
com c;c, =1, que maximizac;Rc,. De acordo com o método de Lagrange, formamos a
funcao

p=c,Rc, - Acc, -1)

e obtemos
9% _oRe, —24c, =0
dc,
ou Rc, = Ac;,. (6.5)
Substituindo esse resultado em (6.4) e lembrandagy =1, obtemos
A
V(g)=T- (6.6)

De (6.5) obtemos
(R-Al)c, =0. (6.7)

Este é um sistema deequacdes lineares homogéneas com incogaitdéis= 1, ...,n). Para
que haja uma solucéo nao-trivial devemos ter

R-A1|=0, (6.8)

que é denominadequacao caracteristica Admitindo queR seja uma matriz ndo-singular,
essa equacao temraizes reais positivas, denominadasovaloresou raizes caracteristicas
deR, que passamos a indicar pir.

Para obter o primeiro componente principal deverdesacordo com (6.6), escolher o maior
autovalor deR, que indicamos poy;, .

A seguir, fazendod = A, em (6.7) e lembrando quéc, =1, podemos obtec;, que é o
autovetorouvetor caracteristica@orrespondente a maior raiz caracteristicR.de

Com A = A, as relagdes (6.5) e (6.6) ficam:

Rc, = A.c, (6.9)

V(g)=2". (6.10)
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6.3. Os n componentes principais

O segundo componente principde X é a combinagéo lineag), =c,X com variancia
maxima, sujeita as restricoesx, =1 e g,0, =0. Esta Ultima restricdo significa qug e g,

sao vetores ortogonais entre si, ou seja, gjueg, Sao variaveis ndo-correlacionadas. Como
g, =¢X ed,=c,X,acondi¢cdo de ortogonalidade fica

928; =C;XX'¢, =0
Lembrando (6.2) e (6.9) verifica-se que os doisipiios componentes serdao ortogonais entre
si se
c,c, =0
Entdo asegundo componente princigadde ser definido como a combinagéo linear
g, =C,X com variancia maxima, sujeita as restricdgs, =1 e c,c, =0.

E facil verificar que a variancia dg é dada por

1, 1,
V(g,)= 7 9.9, =T c:Re, (6.11)

De acordo com o método de Lagrange, para maxinslf/&¢,, comc,c,=1e c,c, =0,
formamos a funcéo

¢ =c,Rc, - A,(c,c, -1)-wc,c,
e obtemos

9¢ _2Re, ~24,¢, —we, =0 (6.12)
dc,

Pré-multiplicando porc; e lembrando quec,c, =0 e c,c, =1, obtemos
2c,Rc, =w
Uma vez que, de acordo com (6.9), temafd® = A .c;, segue-se que
w=2A,cc,=0
Substituindo esse resultado em (6.12) obtemos
Rc, = A,c, (6.13)
ou
(R-A,1)c, =0,
mostrando quej, € um autovalor dB ec, é o correspondente autovetor.

Substituindo (6.13) em (6.11) e lembrando gle, =1, obtemos
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V(g,) =%

Portanto, para maximizatv/(gz) com c,c, =1 e c,c, =0, devemos escolher o segundo
maior autovalor d&.

Vamos admitir que os autovalores d& sejam distintds e estejam ordenados de maneira
que

A>A2>...2 Ay

Sabe-se quér(R)=n=>"A

Sejaci, com ¢c, =1 e cc, =0 parak#i, o autovetor correspondentela Generalizando

o raciocinio desenvolvido anteriormente, podemaxlcir que 0S sucessivos componentes
principais deX sao dados por

g =cX (6.14)
com
V(g;) =% (6.15)
Definindo as matrizes
(9.1 9, ... Oy |
G = 921 922 -+ Q2
9 Yn2 -+ On |
e
C:[c1 C, ... cn] ,

onde cada coluna é um vetor caracteristicR debtemos
G =C'X (6.16)

6.4. Decomposicao da variancia das variaveis e as ¢ orrelagdes
entre variaveis e componentes principais

De acordo com (6.9) e (6.13), generalizando, temos
Rc, = A¢ (6.17)

ou

" Quando ha raizes caracteristicas iguais tambéwssivel obter os componentes principais, mas &&oln&o
€ Unica.
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RC=CA, (6.18)
onde
A4 O 0
A= 0 A, 0
000 .. 4

n

Umavez que cc, =1 e cc, = 0 parak#i, a matrizC € ortogonal, isto &,

c'c=CC' =1 (6.19)
Entdo, pré-multiplicando os dois membros de (6pb8)C’, obtemos
C'RC=A. (6.20)
A partir dessa relagéo é facil verificar que
> A =tr(R) =n.
Com a transformacéo
1

f= (6.21)

_gf
JA T
0S componentes principais passam a ser vetoreshaaglo igual a 1. SE é uma matriz
n x L onde cada linha corresponde a um componentapalrassim transformado, temos

F=A"%G. (6.22)
De acordo com (6.16) segue-se que

F=AT2C'X. (6.23)
Lembrando (6.2) e (6.20) verifica-se que

FF' =1, (6.24)
Pré-multiplicando os dois membros de (6.23) por

A =CAY? (6.25)
e lembrando (6.19), obtemos

X = AF (6.26)
ou X =a,f; +a,f, +...+a,f, , (6.27)
com i=1,..n e j=1,..L

Tendo definido os componentes principais como coagiies lineares das variavefs
verificamos agora que cada uma dessas variaveesgaadconsiderada como uma combinacéo
linear den componentes principais ortogonais entre si.

De (6.26), lembrando (6.2) e (6.24), obtemos
R =XX"=AA’ (6.28)
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Entao
XiXi :ZXijz :1:23& (6.29)
i k

Essa expressdo mostra qu representa a fragdo da varianciaxjassociada ak-ésimo

componente principal.
Multiplicando (6.27) porf,; , somando em relagaqg,e lembrando (6.24), verifica-se que o

coeficiente de correlacdo engee fi €

r(x, f)=a, (6.30)
Analogamente, verifica-se que
1%, %) = 88 + 828+ + A8 (6.31)

Note que a expressao (6.31) é equivalente a esgurd6.28). Note, também, que pds-
multiplicando (6.26) poF’ e lembrando (6.24) obtemos

XF'=A ,

gue é a expressao matricial equivalente a (6.30tnando que o elemerap da matrizA é
a correlacao entreigésima variavel e k-ésimo componente principal.

De (6.25), lembrando (6.19), obtemos
A'A=A (6.32)
Entao

A=A, (6.33)

isto €, a soma das “contribuigﬁe@-’ﬁ) do k-ésimo componente principal para “explicar’ as
variancias dasm variaveisx, € igual ad,, que é o correspondente autovaloRdeUma vez
que > A, =n, concluimos que a fragdo da variancia dagriaveisx “explicada” pelok-
ésimo componente principal & /n.

Na andlise de um problema é comum passar a utdiganas 0s primeiros componentes
principais, aos quais corresponde, geralmentedgraarte da variancia dasvariaveis. E
claro que alguma informacdo € perdida quando fubetis asn variaveis por um numero
menor de componentes principais. Por outro ladoydntagens Obvias em substituir um
namero relativamente grande de variaveis, com enodé de multicolinearidade, por um
namero relativamente pequeno de variaveis (compgeseprincipais) nao-correlacionadas
entre si.

Nesta exposicao consideramos sempre as variadaesfarmadas de acordo com (6.1), que
sdo numeros puros (sem unidade de medida). Deasaina a base para extracdo dos
componentes principais é a mati®) das correlagdes simples entre as variaveis. &amnmé

possivel considerar as variaveis apenas centr(a)d@s- )Ti). Neste caso 0s componentes

principais serdo obtidos a partir da matriz dearanias e covariancias das variaveis. Note-se
que esse procedimento s6 deve ser utilizado seidaden de medida das variaveis for
homogénea, pois 0s componentes principais seradvicagdes lineares das variaveis
centradas (que mantém a unidade de medida dasveiaridriginais). Quando o0s
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componentes principais sao extraidos da matrizagdé@ncias e covariancias, a influéncia de
uma variavel nos resultados cresce com a sua e&ian

6.5. Um exemplo numérico
A seguir vamos desenvolver um exemplo numéricoddeam vista deixar mais claro o

método de determinacdo dos componentes principaig isso consideremos os dados
artificiais apresentados na tabela 6.1, referemtEd observacdes de 3 variaveis.

Tabela 6.1. Valores das variavefs, X, e X5 em 10 observagoes

xl X2 x3
5 7 4
10 12 6
4 7 7
5 3 6
5 7 7
6 11 5
5 9 7
2 2 6
5 7 7
3 5 5

Pode-se verificar qu&, =5, X, =7 e X, =6. De acordo com (6.1), temos

SNZT
T
e
17 o
A matriz de correlagBes simples entre as 3 vaigévei
1 08 O

R=(08 1 O
0 0 1

De acordo com (6.8), a correspondente equacactedsiica é
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1-A 08 0
08 1-4 0 (=0

ou
(1-4)*-08*(1-4)=0
ou ainda,
(- A)[a-1)2-08?] =0
Verifica-se, portanto, que os autovaloresj¢a colocadas em ordem decrescente, séo:
e A; =02
Entdo o primeiro componente principal “explica’u ‘@apta”)
18 06 ou 60%
3
da variancia das variaveis,, X, € Xs, € 0s dois primeiros componentes principais
“explicam” (ou “captam”)

1B8+1_ 0933 ou 93.3%

dessa variancia.

De acordo com (6.7), o vetor caracteristico cooedpnte & = 1,8 deve satisfazer as
equacoes

-08 08 0 cia| |0
08 -08 0 ||c2|=|0] ,
0 0 -08||c3| |O
com cc =1, ou seja,
Ciy +Cpp +C5 = 1
Resolvendo, obtemos
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o ﬁ‘psﬂn—\

Por conveniéncia vamos optar pelo sinal positfazendo com que o primeiro
componente principal seja positivamente correlazioncom as variaveiX; e X, .

Os autovetores correspondentesia=1 e A; =02 podem ser obtidos de maneira
semelhante, verificando-se que a matriz com osvegses caracteristicos €

1 o L
V2 V2
1 1
C=| — 0o -—=
J2 V2
0 1 0

Cabe ressaltar que o sinal de qualquer colunadeatriz é arbitrario. Trocar o sinal
de uma coluna corresponde a trocar o sinal do cegpeomponente principal.

De acordo com (6.25), multiplicando os elementescdda coluna d€ pela raiz
guadrada do correspondente autovalor, obtemos

09 o o1 09487 0 03162
A=l Jo9 0o -.o1|=| 09487 0 -03162
0 1 0 0 1 0

Essa matriz mostra que o primeiro componente ipahdem correlacdo positiva e
forte com X; e X,, e ndo tem correlagéo conX;. Mostra, também, que o segundo

componente principal é ortogonal X, e X, e colinear comXj, e que o terceiro
componente principal tem correlacdes cofnp e X, que sao relativamente fracas e de

sinais opostos.

Verifica-se que a soma dos quadrados dos elemeal@gogualquer coluna dé
reproduz a correspondente raiz caracteristicageaggoma dos quadrados dos elementos de
qualquer linha d& é igual a 1 (j& que os 3 componentes principaiplieam” ou “captam”
100% da variancia de cada uma das variaveis).

Para ilustrar o calculo dos valores dos composeptmcipais, vamos determinar o

valor deg, e f; para a sexta observagdo. Temos

De acordo com (6.3) ou (6.16), e tendo em vistator c,, obtemos
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1ot + 152 —0409946

%= 13 a0 V2 490

Finalmente, de acordo com (6.21), obtemos

flo =~ g, =03056.

NiT:

Os valores do primeiro componente principal para@Gobservacdes, calculados dessa
maneira, sdo apresentados na segunda coluna da ®@RBe Cabe ressaltar que, por
construcdo, obtemos um vefgrcom maodulo igual a 1, ou seja,

> 5 =1.

Entdo a estimativa da variancia d¢ sera igual a 1U( - 1). Geralmente, na pratica, €

preferivel definir os componentes principais de emranque a estimativa de sua variancia seja
igual a 1. Neste caso 0os componentes princigaiosvariaveis reduzidas e fica mais facil
identificar os valores relativamente baixos outiedanente altos (abaixo d€ ou acima de

2, por exemplo). Para obter componentes princgaais estimativa de variancia igual a 1, em
lugar de (6.22) e (6.23) devemos utilizar as redacd

F =JL-1A"G
F'=JL-1 A"°C'X
Para o exemplo numérico apresentado teribs-1=3 e os valores do primeiro

componente principal de maneira que a estimativaudevariancia seja 1 estdo na ultima
coluna da tabela 6.2.

Tabela 6.2. Valores do primeiro componente pridgypaa as 10 observacbes de maneira que
o vetor tenha modulo igual a (]Il) ou de maneira que a estimativa de sua

variancia seja igual a fif ).

Observagéao f, f 1
1 0 0
2 0,6944 2,0833
3 -0,0833 -0,2500
4 -0,2222 -0,6667
5 0 0
6 0,3056 0,9167
7 0,1111 0,3333
8 -0,5278 -1,5833
9 0 0
10 -0,2778 -0,8333
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E interessante analisar a representacdo geoméeassa exemplo numérico no espaco
das observacdes. A matiz mostra que o vetors; € ortogonal a; e Xx,, que formam

entre si um angul@tal que co¥¥=0,8. Entdod= 36,87. A figura 6.1 mostra a posi¢cao
dos trés vetores. Note-se gueé perpendicular ao plano onde estéo os vetores X, .

A
X3

X1

N
>

(%

X2
plano x; , X2

Figura 6.1. Representagéo geon%étrica dos veigres, e Xj.

Nesse caso particular € possivel perceber quéreipp componente principal sera
colinear com a soma dos vetorese x,, “captando” assim boa parte da varianciadee

X,. O angulo def, com x, oux, sera

=18435.

N

Ent&o a correlagéo dé, com X; ou X, sera
a;; =a,; = cos 18,435 = 0,9487.
Umavez quex,; é ortogonal &, a correlagdo entre essas variaveis é igualce zer
isto é,a5; = 0.
A visualizagdo dos vetores, x, € X3 no espago também permite perceber que o
segundo componente principal € colinear cam e, portanto, ortogonal ¥ e x,. Entdo
=1 eapp=axy =0.

Como o terceiro componente principal tem de séngonal aos dois primeiros,
verifica-se que ele estara no planoxde e x,, sendo colinear com uma diferenca entre

esses dois vetores. Se considerarmosf guecolinear conx, —x,, 0 angulo entré; e x; €

90—% - 71565

eoanguloentré; e x, é

90+g =108435 .

Entao
ay3 = cos 71,565 = 0,3162
a3 = cos 108,435 = -0,3162
e az3 = cos 90 = 0.
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Verifica-se, portanto, que nesse caso particulpossivel obter a matrié com base
na representacdo geométrica no espago das obsesvaBdobvio que isso é quase sempre
impossivel quando estdo sendo analisados dados/atiss.

Para se familiarizar com a metodologia de analisecdmponentes principais € aconselhavel
0 estudante resolver os 3 primeiros exerciciosimal o capitulo. Na proxima secéo é
apresentado o modelo de analise fatorial.

6.6. O Modelo da analise fatorial

O modelo de andlise fatorial tem grande semelhanga a relacdo (6.26) ou (6.27), onde
cada variavex € representada como uma combinacédo linean domponentes principais.

Nos modelos de analise fatorial cada umardaariaveis € uma combinagéo linearmdécom
m < n) fatores comuns e de um fator especifionique factoy. Para ai-ésima variavel
temos:

X

g =afy tafy, +. tanf tuy; (6.34)

ou

m
Xy = Zlaip fo WY
p:

onde f; representa o valor dp-ésimo fator comum para jaésima observaca@;, (com

p=1,..m) ey sao coeficientesyg representa o valor deésimo fator especifico parg-a
ésima observacéao.

Embora estejamos usando as lefras a para representar os fatores comuns e o0s
respectivos coeficientes, da mesma maneira quemdigecom os componentes principais, 0s
m fatores comuns ndo se confundem, necessarianwite,0Ssm primeiros componentes
principais. A diferenca ficara clara no final desxposicdo. Entretanto, € Obvio que ha
grande semelhanca entre a relagéo (6.27) e o0 m(gi8k).

No modelo de andlise fatorial pressupde-se qudattses especificosy( com
i=1,..n) sao ortogonais entre si. Pressupde-se, tamigémn,cada um dos fatores
especificos € ortogonal com todoswfatores comundd, comp =1, ... m).

Vamos pressupor que os fatores comuns sdo ortisg@d@-correlacionados) entre si,
nao considerando, no que se segue, o0 caso desfatdfquos.

Vamos admitir, ainda, que todos os fatores sémweis com média zero e que 0s
respectivos vetores, no espacdimensional das observacdes, tem modulo igualsdlé,

%fpj =§yij =0
e

?fﬁj =§yi,-2=1 (6.35)
para p=1,.m e i=1 ..n

Em notacdo matricial o modelo (6.34) fica
X =AF +UY , (6.36)

ondeX € a matrizn x L definida no inicio da se¢éo anterior,
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fn T fi ]
far 2 faL
F= ,
Vi Yz o Ya |
Yor. Y2 oo Ya
Y = L
_ynl ynl ynL
A g Ay | 'y, O 0]
A Ap om 0 u 0
A= e U=
Ay @ .. Ay 10 0 ... u

As condic¢fes (6.35), juntamente com a ortogondédantre os fatores especificos e
entre ogn fatores comuns, fazem com que tenhamos

YY'=1, e FF =1 _. (6.37)

A ortogonalidade dos fatores comuns com osfatores especificos permite escrever
que

FY'=0 (6.38)
onde o segundo membro € uma matrix n de zeros.
ComoR =XX" , de (6.36), (6.37) e (6.38) obtemos
R=XX"=AA"+UU’

ou
R=AA"+U?. (6.39)
De acordo com essa relacéo, considerando um diemiamiagonal d&, temos
Lao_0 o 2 -
1= Xj = Xa, +u” para=1,..n. (6.40)
j=1 p=1

Os termos do ultimo membro dessa expressao noasddmporcdes da varianciaxje
devidas a cada um dos fatores. A parte associadmafatores comuns € denominada

comunalidadeda variavel e sera indicada por

W=3Yal. (6.41)
p=1
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A proporcéo da variancia daésima variavel devida ao fator especifico é iguaf e
€ denominadaspecificidad€uniquenessda variavel.

De acordo com (6.40) temos
h? +u’ =1. (6.42)

De (6.39), considerando um elemento fora da dialgieR, obtemos
m
(%)= 23 (6.43)
p:

Essa relagdo mostra que, de acordo com o modelpalise fatorial, as correlagdes
entre as variaveig podem ser obtidas a partir da makiz

Multiplicando os dois membros de (6.34) fpgprsomando em relacéojae
lembrando que os fatores coml(riﬁ) e os fatores especificc{)yi) sdo vetores ortogonais
entre si e com moédulo igual a 1, obtemos

r(xi , fp): Qp -
Em notagao matricial temos
XF'=A (6.44)

Verifica-se, portanto, queiagsima linha da matria é constituida pelos coeficientes
de correlacdo daésima variavel com cada um dogatores comuns. Essa matriz €
denominada de estrutura dos fatores ou, simplegmesitrutura

Os coeficientes;,, que no caso de fatores ortogonais coincidem coeieanentos da
estrutura, séo denominadwergas fatoriais(factor loading$.*®

6.7. Existéncia de solucéo

Dada uma matriz de correlacd®ssempre é possivel obter os correspondentes canissn
principais, de acordo com o que foi apresentadsegao 2. Entretanto, dada uma madgriz
nem sempre € possivel obter matrigesU de acordo com o modelo de andlise fatorial ou,
mais especificamente, que satisfacam a relacé®)(6F3ara ilustrar essa questdo vamos
apresentar alguns exemplos encontrados no liviaadgey e Maxwell (1971, p. 10-11).
Nesses exemplos admite-se que ha 3 variaveis (&zmRat 3x3) e que se deseja fazer uma
andlise fatorial com apenas um fator comum=(1 e a matriA é 31).

a) Neste primeiro exemplo a matriz das correlagdé® as 3 variaveis é

1 056 040
R =| 056 1 035
040 035 1

'® No caso de fatores obliquos os coeficientes dosefa comuns(aip) ndo coincidem com os elementos da

estrutura, isto ér(xi \ fp);t T
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Temos
ay ;A audy
AA' = a21 [all a'21 a‘31] = ailaZl a221 a'21a‘3l
cH Qay B8y Ay
Uma vez que a matrld é diagonal, de acordo com (6.39) devemos ter
056=ay;ay
040=a,,a4;
035=a,,as;

Resolvendo esse sistema de 3 equacdes com 3 irasdgbtemos (o sinal do vetor é
arbitrario)

a; =08 , a,, =07 e a3 =05

Lembrando (6.39) verifica-se que as especificidaxd® u? = 036, u3 = 051 e
u32 = 0,75. Considerando que o sinal das coluna# dé arbitrario, observa-se que nesse
exemplo ha uma solucao unica para a analise fatoria

b) Vamos admitir, agora, que

1 084 060
R =| 084 1 035
060 035 1
Considerando um Unico fator comum, devemos ter
084 =a,,a,;
060=a,,a5;
035=a,,a5;

Resolvendo esse sistema obtemos

a, =12 , a,,=07 e a3,= 0,5.
Segue-se que

u? =1-a2 =-044, o que é um absurdo.

Verifica-se, portanto, que para essa ma&rizdo ha solucdo para a analise fatorial
com um unico fator comum. Se forem considerados fdwdres comuns ha infinitas solucdes.

¢) Como outro exemplo, consideremos a matriz
1 rh, O
— 2
R=|r, 1 0 , comO<r5<1

0 0 1
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Para uma analise fatorial com um Unico fator conrderemos ter

o =818
0=a;35
0=aya,

Neste caso ha infinitas solucdes, c@ = 0 e valores da;; e ap; satisfazendo as
condicoes

— 2 2
81181 =T » apsl e aysl

d) Finalmente, vamos admitir que os elementos daraliagonal principal dB sé&o
negativos. Resolvendo o sistema de equacOes £nay; € ag; Vverifica-se que as raizes sao
imaginarias (ndo h& solu¢do no campo real).

6.8. Métodos de Analise Fatorial

Ha varios métodos para efetuar uma andlise fatddisla exposicdo bastante completa do
assunto pode ser encontrada em Harman (1976) osdole Wichern (1982).

O método danédxima verossimilhanca o que tem melhor fundamentagéo estatistictmrse
feita a pressuposicao de que os fatcﬁlfq,s evy; ) tém distribuicdo normal.

Um meétodo bastante usado é o @m®res principais De acordo com esse método,nos
fatores comuns correspondemnasnaiores raizes caracteristicas da ma&rizque é obtida a
partir deR substituindo os elementos da diagonal por estwastdas comunalidades das
variaveis (ver Harman, 1976, p. 135-141). Podersegn que o limite inferior para o valor da
comunalidade dg € dado pelo coeficiente de determinacédo da refgpadsy; contra as-1
variaveis restantes (ver Harman, 1976, p. 87). ddro lado, de acordo com (6.42) a
comunalidade ndo pode ser superior a 1. O métodofatores principais pode ser usado
iterativamente: obtida uma solucédo, calculam-secasiwunalidades, cujos valores sao
inseridos na diagonal da matRzpara obter uma nova solucdo, e assim por diatiejue as
alteracfes nos valores das comunalidades possalorsgtieradas despreziveis.

A andlise fatorial pelo método dos componentescigritis € a mais simples. Partindo-se da
matriz R, adotam-se, como fatores comuns,noprimeiros componentes principais dessa
matriz.

Na expressdo (6.28) (referente a componentes paiisyi se a matrizA(nxn) for
decomposta e (nxm) e Ax(nx1), coml =n—-m, obtemos

R=AAI+A,A,

Em geral A,A’, ndo sera uma matriz diagonal e, consequentemeraealise fatorial pelo
método dos componentes principais so satisfaz legesdo (6.39) de maneira aproximada.

6.9. Rotacao dos fatores

E comum fazer uma rotacdo dos fatores, mantendtogomalidade entre eles. O objetivo
dessa rotacdo ortogonal € obter uma estruturaesmigto €, obter uma nova matiz m de
coeficientes dos fatores de maneira que os vakirsslutos dos elementos de cada coluna
dessa matriz se aproximem, na medida do possi¥eled ou 1. Isso facilita a interpretacao
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dos fatores pois cada um dos novos fatores, apdsaedo, devera apresentar correlacéo
relativamente forte com uma ou mais varidveis eetagdo relativamente fraca com as
demais variaveis.

Um dos critérios mais usados para obter a mafrz de transformacdo ortogonal é o

VARIMAX (ver Harman, 1976, p. 290-299). Tratand®-de uma transformacao ortogonal,

temos

TT' =1, (6.45)
A partir de (6.36), desprezando o termo refereasefatores singulares, temos
X = AF (6.46)

ondeA € uma matriznxm e F é uma matrizmx L.
De acordo com (6.45) podemos escrever

X=ATT'F (6.47)
O produto

TF=Q (6.48)

nos da a matriz dos fatores apés a rotagao, edufaro

AT =B (6.49)
fornece a nova matrin x mde cargas fatoriais.
E interessante assinalar que a rotacéo ortogonailtéfa a comunalidade das variaveis. De
(6.49), lembrando (6.45), obtemos

BB'=ATT'A' = AA’ (6.50)

Finalmente, considerando um elemento da diagorsakedgorodutos matriciais e lembrando a
definicdo de comunalidade dada em (6.41), conewjee

A2 D2 _ 2
Zlbip = Zlaip =h, (6.51)
p= p=
De (6.50) e (6.39) segue-se que
R =BB'+U? (6.52)

Pos-multiplicando os dois membros de (6.44)perlembrando (6.48) e (6.49), verifica-se
que

XQ' =B , (6.53)

comprovando que os elementosBlesdo os coeficientes de correlacdo entre as esigve
os fatores, apos a rotacao.

6.10. Medida de adequacdo da amostra a analise fato rial

A medida de adequacéo de Kaiser (também denomimadala de Kaiser-Meyer-Olkin) &
dada por
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IHRHCENIDNACED

i=1 k#i i=1 k#i
onde r(x,%,) é o coeficiente de correlacdo entxee x, e 71(x,X,) € o coeficiente de
correlacagarcial entre x; e X, , dadas as demais variaveis do conjunto analisado.

Fixandoi, podemos obter uma medida de adequacéo para aadeey.

zrz(xi’xk)
&:ZHMXNZ#MMQ

Para o exemplo numérico apresentado na secéo 6.5, as trés correlacdessparigass as
correspondentes correlagdes simples e obtdfnes0,5, K, =05 e K,=05. ParaXx; as

correlacdes séo nulas e considerd<ge= 0 por definicdo especial.

E usual afirmar-se que uma medida geral de adequacdo da amostra ig@abrodo
qgue 0,8 é boa e que um valor abaixo de 0,5 é inaceitavel. Bma mpinido esses limites sao
muito arbitrarios e é melhor basear a avaliagdo de uma analise fatorial petio rdés
componentes principais na propor¢do da variancia das variaveis origieaés “explicada”
pelos fatores extraidos, ou seja, nos valoresida (como discutido na sec¢édo 6.4) e nas

comunalidades, considerando, também, a interpretacdo dos fatoresasemabmatriz de
cargas fatoriais apds a rotacdo. Os exercicios 25 e 27 mostram exartifibiess de analises
fatoriais com resultados que poderiam ser considerados de interesse, apesala da
medida de adequacéo da amostra ser relativamente baixo.

Exercicios

1. Para cada um dos conjuntos de dados a seguir, determine aAnatos valores dos
componentes principais transformados de maneira que as estimativaaglaargncias
sejam iguais a 1.

a) b)
X1 X2 X1 X2
1 0 2 1
1 1 1 2
0 1 -2 -1
-1 0 -1 -2
0 -1




c) d)
X1 X5 X1 X2 X3
2 1 2 0 0
2 -4 2 2 0
) -1 0 2 0
-2 4 -2 0 0
0 -2 0
-2 -2 0
e) 1 1 1
1 1 -1
-1 -1 1
X1 X2 X3 -1 -1 -1
1 1 2
1 2 1 f)
2 1 1 X1 X2 X3
-1 -1 -2 1 1 2
-1 -2 -1 1 2 1
-2 -1 -1 2 L L
1 1 1
2 2 2
-1 -1 -2
-1 -2 -1
-2 -1 -1
-1 -1 -1
-2 -2 -2
2. No caso do item (d) do exercicio 1, sejam x, e X5 0S vetores correspondentes as

variaveisX;, X, e Xz, no espaco 10-dimensional das observagoes.

a)
b)
c)
d)
e)

Determine os angulos enttg e x,, entrex, e X5 e entrex, € Xs.

Mostre que o primeiro componente principal@pprcional ax; + x,.

Mostre que o segundo componente principal pgoional axs.

Mostre que o terceiro componente principalapprcional ax; — x,.
Determine os angulos entte e cada um dos trés componentes principais.
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E dada a seguinte amostra de valorexgde X,

a) Qual é o coeficiente de correlagdo enree X, ? ;(1 >§24
b) Sejamx, e x, 0s vetores-coluna com as variaveis 4 36
X, e X, centradas e transformadas de maneira 6 30
quex;X, seja o coeficiente de correlagéo entre 6 36
X, e X,. Qual é o angulo entre os vetorgse 7 45
X, no espago das observagdes (com 13 g 22
dimensbes)? 9 51
c) Qual é a correlagdo entlg e o primeiro 11 45
componente principal? E entd, e o primeiro 12 54
componente principal? 12 60
d) Qual é o angulo entre, e o primeircomponente 14 54
principal? 16 66
A tabela ao lado mostra os valores<de X, e X3 X1 X2 X3
em uma amostra com 10 observagoes. 1 2 2
a) Determine a matriZR() das correlacdes simples
entre essas 3 variaveis. 2 1 2
b) Qual € o angulo entre os vetorgse X, no 4 4 0
espaco das observacdes (com 10 dimensoes)? 1 ) 2
c) A partir da matrizR, determine a matrizA()
das correlagbes entre os dois primeiros 2 -1 2
componentes principais e as 3 variaveis. -4 -4 0
d) Qual é a propor¢cdo da variancia total das 3 1 2 —2
variaveis (ap0s “normalizacdo”) que pode ser 1 )

“explicada” pelos dois primeiros componentes
principais? -1 -2 -2

e) Calcule os valores do primeiro componente 5 1 5
principal para as 10 observacfes, isto &;
determine o vetdr; (comf f; =1).

Considerando os dados apresentados no exeacitgioor, obtenha as cargas fatoriais de
um modelo como o descrito pelas rela¢des (6.36)3®), com um Unico fator comum e
admitindo que as cargas fatoriaisXjee X, sejam iguais.

Compare o resultado obtido com uma analise de goemes principais em que fosse
considerado apenas & domponente principal. Os resultados sdo iguais@ddem vista
“explicar” o comportamento das variave{s , X, e X3 , em que sentido a analise
fatorial (com um fator comum) é superior? Em geetido a analise de componentes
principais (extraindo apenas ) & superior?

A tabela ao lado mostra os valores<geX, e Xs X1 X2 X3

em uma amostra com 5 observagoes.
a) Determine a matri? das correlacdes simples
entre essas 3 variaveis.

w w o~ N
U U1 0 ©O© W
o OO © N N
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b) Sejax;, comi =1, 2, 3, o vetor-coluna com a
variavel X; centrada (ou centrada e
“normalizada” de maneira que o vetor tenha
modulo igual a 1). Qual é o angulo entre os
vetoresx, e X, no espaco das observagbes? E

entrex, e X3?

c) Determine a matrizA) das correlagbes entre as 3 varidveis e 0s daisejpos
componentes principais (Uma das raizes caractasstieR éA = 1,5).

d) Qual é a proporcédo da variancia total das #wveis (apos “normalizacdo”) que €
“explicada” pelos dois primeiros componentes ppais?

e) Qual é o angulo enteg e o primeiro componente principal?

f) Calcule os valores do primeiro componente ppalcpara as 5 observacgoes, isto €,
determine o vetadr; (comf f, =1).

g) Obtenha as cargas fatoriais de um modelo codesarito pelas relagcbes (6.36) a
(6.39), com um unico fator comum.

7. Atabela a seguir mostra os valorexX@deX; e X3 em uma amostra com 6 observacoes.

)N WA O ©
P w N w A oK
0o o b~ X

a) Determine a matriR() das correlacdes simples entre essas trés variavei

b) Qual é o angulo (em graus) entre os vetares x, (com as variaveis centradas ou
“normalizadas”) no espaco das observacdes?

c) Sabendo que uma das raizes caracteristicasatlz R ¢é igual a 0,1, determine a
matriz A das correlagbes entre o primeiro componente pah@ cada uma das 3
variaveis.

d) Qual é a proporcao da variancia total das &wveis (apos “normalizacao”) que é
“explicada” pelo primeiro componente principal?

e) Calcule os valores do primeiro componente aigara as 6 observacgoes, isto €,
determine o vetof,, com modulo igual a 1.

f) Qual é o angulo (em graus) enkg e f,?

g) Obtenha as cargas fatoriais de um modelo cordesgrito pelas relagbes (6.36) a
(6.39), com um unico fator comum.

h) Compare as duas alternativas: extrair o primmeaxmponente principal ou fazer uma
analise fatorial com um Unico fator comum.

8. A tabela a seguir mostra os valoiés, X, e X; em uma amostra com 7 observagoes.
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X1 X5 X3
9 7 10
5 5 8
4 6 11
3 5 4
2 4 6
1 3 2
4 5 1

a) Determine a matriR() das correlagdes simples entre essas 3 variaveis.

b) Qual é o angulo (em graus) entre os vetares x, (com as variaveis centradas ou
“normalizadas”) no espaco das observacdes?

c) Sabendo que duas das raizes caracteristicastda R sao 0,437178 e 0,088757,
determine a matriA das correlagdes entre o primeiro componente jpah@ cada
uma das 3 variaveis.

d) Qual é a proporcdo da variancia total das &veis (apos “normalizacdo”) que é
“explicada” pelo primeiro componente principal?

e) Qual € o angulo (em graus) entre e f,?

f) Obtenha as cargas fatoriais de um modelo conesorito pelas relagdes (6.36) a
(6.39), com um unico fator comum.

9. Atabela a seguir mostra valoresXg, X, e X5 em uma amostra com 6 observagoes.

X1 X5 X3

g N o o1 N ©
W ol WOk
aON DO DN DS

a) Determine a matriz das correlacdes simpleg @sgsas 3 variaveis.

b) Sejamx,, x, e X5 0s vetores com os valores centrados das variagisX, e Xj,
respectivamente, no espagco hexadimensional dasvabées. Qual € o angulo (em
graus) entrex, e x,? E entrex, e x3?

c) Determine a matrizA) das correlagbes entre os dois primeiros compesent
principais e as 3 variaveis.

d) Qual é a proporcdo da variancia total das &veis (apos “normaliza¢do”) que é
“explicada” pelo primeiro componente principal? &qs dois primeiros componentes
principais?

e) Quais séo os angulos (em graus) exjres dois primeiros componentes principais?

f) Obtenha as cargas fatoriais de um modelo condeszrito pelas relagbes (6.36) a
(6.39), com um unico fator comum.

10. E dada a seguinte amostra com 12 observac@psatte variaveis:
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X1 Xz X3 X4
4 7 9 8
5 9 4 4
3 5 8 6
3 5 4 4
4 7 5 4
2 6 5 3
5 9 8 6
6 8 5 3
4 7 7 6
6 8 7 7
2 6 7 7
4 7 3 2

a) Determine a matriz das correlacdes entre asidveis.

b) Qual é o @ngulo entre, e x,?

c) Qual é o angulo entre, e x,?

d) Determine a matriz das cargas fatoriais para amalise fatorial pelo método dos
componentes principais, considerando apenas o0s pOBEIros componentes
principais.

e) Considerando as variaveis transformadas deiraamee todas figuem com a mesma
variancia, qual a propor¢ao da variancia total liegpa” pelos dois fatores?

f) Qual é o angulo entrex; e o primeiro componente principal?

g) Qual é o angulo entre, e o0 segundo componente principal?
h) Qual € a comunalidade d¢; nesta analise fatorial pelo método de componentes
principais?

11. Se uma matriz quadraB&for bloco-diagonal, isto €&, se
R = R, O |
0 R,
ondeR; e R, s&o matrizes quadradas, entéo

RI=[Ry| IR, |
Admite-se que ha uma amostra com 5 observagbaspasariaveisx,, X,, X; e X,.
Os valores deX, eX, sdo apresentados na tabela a seguir
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~><

AN MO KX
Ul © © © W

A matriz de correlacfes entre as 4 variaveis é

1r, 0 O
I P
0 0 1 -1
0 0 -1 1

a) Determiner,,.
b) Determine os autovalores Re
c) Determine o angulo entre os vetorges X, no espaco das observagoes.

d) Determine o angulo entre os vetorgse x, no espago das observacgoes.

e) Vamos considerar uma andlise fatorial pelo detios componentes principais, com
dois fatores, utilizando as variaveis transformatasnaneira que todas figuem com
a mesma variancia. Qual é a proporcao da varidoté “explicada” pelos dois
fatores (dois primeiros componentes principais)?

f) A matriz das cargas fatoriais para essa andlise

0 a,

0 a,
11 0

-1 0

Determinea,, € a,,.
g) Determine o angulo entre, e 0 primeiro componente principal.
h) Determine as comunalidades g e de X, .

12. Se uma matriz quadraBafor bloco-diagonal, isto €, se

R = R, O
0 R,
ondeR; e R, s&o matrizes quadradas, entao

RI=[R4|OR|
E dada a seguinte amostra com 12 observacéeaae\ariaveis:
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X1 Xz X3 X4 Xs
5 7 16 2 6
6 3 18 4 8
4 11 14 4 8
3 9 27 6 7
7 5 5 6 7
5 7 16 6 8
7 5 5 10 11
3 9 27 10 11
5 7 16 10 10
4 11 14 12 10
6 3 18 12 10
5 7 16 14 12

A matriz de correlacdes entre essas variaveis é

1 -08 -08 0 O
- 08 1 028 0 0
R=|-08 028 1 0o 0
0 0 0 1

0 0 0 roo1]

S&o dados dois autovaloresRte2,28 e 0,72.
a) Determine.
b) Determine o angulo entsg e x, nNo espago das observagoes.
c) Determine os outros 3 autovaloresRde
d) Vamos considerar uma analise fatorial pelo oeetios componentes principais, com
dois fatores, utilizando as varidveis transformatiamaneira que todas fiquem com a
mesma variancia. Qual é a proporcdo da varianda texplicada” pelos dois

fatores?
e) A matriz das cargas fatoriais, pelo métodoatwsponentes principais, €
_an 0
Ay 0
A=|ag 0
0 095
0 095 |

Determinea,; , a,; € as;.
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f) Determine o angulo entre, e o primeiro componente principal
g) Determine as comunalidades g e de X,.

Determine o valor das medidas de adequacéondatie de Kaiser para os dados do

exercicio 1 (f).

E dada a seguinte amostra com 8 observacapsatte variaveis:

x
x
X
&

H 0100 01 N N 00 B~
W o1 o1 01T W W o1 Ww
3 U1 00 © Ul © O
N N 0 O N OO N

a) Determine a matriz de correlagBes entre as quatidvueis.

b) Sendox; o vetor com os valores centrados da vari&elcomi =1, 2, 3, 4. Qual é

0 angulo entrex; e x,? E entrex; e x,?

c) Determine a matriz das cargas fatoriais para unddisenfatorial pelo método dos
componentes principais, considerando apenas os@@nf{es principais com raiz
caracteristica (autovalor) maior do que 1.

d) Considerando as variaveis transformadas de mamegraodos figuem com a mesma
variancia, qual a proporcao da variancia total liegpa” pelos dois fatores?

e) Qual e o angulo entre, e o primeiro fator? E entne;, e o segundo fator?
f) Qual é a comunalidade d¢, ?

g) Determine o valor dos escores fatoriais (valor dimis componentes principais) para
a primeira observacao (de maneira que cada fgeous®a varidvel com média zero e

estimativa de variancia igual a 1).

Vamos admitir que em uma amostra coabservacdes dX,, X, e X; as correlagdes

entre X; e X,, X, e X; e entreX, e X, sejam todas iguaisracomr > 0.

a) Vamos admitir que seja feita uma analise fakgoelo método dos componentes

principais, a partir da matriz de correlacbes easré&rés variaveis, com apenas 1 fator
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16.

17.

(o primeiro componente principal). Deduza as e)giies para as cargas fatoriais, as
comunalidades e a propor¢éo da variancia totaBdasiaveis (considerada igual a 3)
“explicada” por esse fator, sempre em funcédo.de

b) Considere, em seguida, uma analise fatorighrimmente dita, com apenas 1 fator
comum. Obtenha, novamente, as expressdes para [@=as cdatoriais, as
comunalidades e a proporcao “explicada” da varétmial das 3 variaveis, sempre
em funcéo de.

c) Compare os resultados em (a) e (b).

A tabela a seguir mostra os valores ¥e, X, e X; em uma amostra com 4

observacoes:
X1 X2 X3
16 29 10
10 13 4
8 17 4
2 1 10

a) Determine a matriz das correlacdes simples ensasdsés variaveis.

b) Sendox,, x, e X, 0s vetores com 0s valores centrados das variagis<, e X,
respectivamente, no espaco tetradimensional danagdes. Qual é o angulo (em
graus) entrex; e x,? E entrex; e X;?

c) Determine a matriz A) das correlacdes entre os dois primeiros compesent
principais e as 3 variaveis.

d) Qual é a proporcao da variancia total das 3 vagdapos “normalizacédo”) que é
“explicada” pelo primeiro componente principal? Eelgs dois primeiros
componentes principais?

e) Quais sdo os angulos (em graus) entre e os dois primeiros componentes
principais?

f) Obtenha as cargas fatoriais de um modelo como crittepelas relacbes (6.36) a

(6.39), com um unico fator comum.

Vamos admitir que em uma amostra corobservacdes deX,, X,, X; e X,, as

correlacbes entre duas variaveis sejam todas iguaomr > 0.



18.

a)

b)

c)
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Vamos admitir que seja feita uma andlise fatorelb pnétodo dos componentes
principais, a partir da matriz de correlacbes eagr@uatro variaveis, com apenas 1
fator (o primeiro componente principal). Deduza eagpressdes para as cargas
fatoriais, as comunalidades e a proporcdo da \@aatotal das 4 variaveis
(considerada igual a 4) “explicada” por esse faempre em funcao de

Considere, em seguida, uma analise fatorial proye dita, com apenas 1 fator
comum. Obtenha, novamente, as expressdes para r@gss cdatoriais, as
comunalidades e a proporcéo “explicada” da varétmial das 4 variaveis, sempre
em funcéo de.

Compare os resultados em (a) e (b).

Observacao: Para obter as raizes caracteristicasattez R de dimensdes 4 4, com

equicorrelacdo, lembre quais sdo essas raizestar@sicas no caso de 2 e de 3

variaveis, e procure “extrapolar” para o caso deadaveis. A seguir verifigue se as

expressodes assim obtidas efetivamente satisfazemagao caracteristi¢® — Al [= 0.

A partir de uma amostra de valores das vasaxgi X,, X;, X, e X; foi obtida a

matriz de correlacdes

[1 05 05 O
05 1 05 0 O
R=/05 05 1 O
0O 0 0 1 08
0 0 0 08 1|

Sejamx; (comi=1, ..., 5) os vetores com 0s valores centradssvariaveis, no
espaco das observacdes. Qual € o angulo (em gmatusx, e x,? Entrex; e Xg?
Entrex, e X5?

Determine os autovalores Be

Determine a matriA(5 x 2) das cargas fatoriais dos dois primeiros comipiase
principais.

Qual é a proporcédo da variancia total das 5 vasalaos “normalizacdo”) que é
“explicada” pelos dois primeiros componentes ppais?

Qual é o0 angulo (em graus) enige o primeiro componente principal?
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19.

20.

f) Obtenha as cargas fatoriais de um modelo como aittepelas relagcbes (6.36) a
(6.39), com dois fatores comuns.

A partir de uma amostra de valores das vasaxei X,, X;, X, e X, foi obtida a

matriz de correlagoes

1 094 094 0
094 1 094 0 O
R={094 094 1 O
o o0 o0 1
0O 0 0 0% 1

a) Sejamx; (comi=1, ..., 5) os vetores com 0s valores centradssvariaveis, no
espaco das observacdes. Qual € o angulo (em gnatusx, e x,? Entrex; e Xg?
Entrex, e x;?

b) Determine os autovalores Be

c) Determine a matrizZA (com 5 linhas e 2 colunas) das cargas fatoriais dios
primeiros componentes principais.

d) Qual é a proporcao da variancia total das 5 vas&apos “normalizacao”) que é
“explicada” pelos dois primeiros componentes ppais?

e) Qual é o &ngulo (em graus) entg e 0 primeiro componente principal?

f) Determine a comunalidade de cada variavel nesdesearatorial pelo método dos

componentes principais.

Admite-se que a matriz das correlagdes entvarBveis (X, X, e X;) é aquela
apresentada no inicio da secéo 6.7:

1 056 040
R=1056 1 035
040 035 1

a) Determine a comunalidade de cada variavel em uréhsarfatorial (propriamente
dita) com um unico fator comum.
b) Determine a porcentagem da variancia das 3 vasiapios a padronizacdo que as

deixa com a mesma variancia) que é “explicada” fegtr comum.
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c) Sabendo qu¢R - Al |=0 paraA = 0436, determine a matriz de correlagdes entre as

3 variaveis e @rimeiro componente principal
d) Determine a porcentagem da variancia das 3 vasiagae € captada peld® 1

componente principal e compare com o resultadalolio item (b).

Admite-se que a matriz das correla¢des entegidveis (X,, X, e X;) é

1 064 048
R=|1064 1 048
048 048 1
a) Em uma andlise fatorial (propriamente dita) comamto fator comum, determine o

vetor das cargas fatoriais e a comunalidade de\aaitavel.
b) Determine a porcentagem da variancia das 3 vasda@ios a padronizacdo que as
deixa com a mesma variancia) que é “explicada” fegtr comum.

c) Sabendo qu¢R - Al |=0 paraA = 036, determine a matriz de correlagdes entre as 3

variaveis e @rimeiro componente principal
d) Determine a porcentagem da varidncia das 3 vasagae € captada peld® 1

componente principal e compare com o resultadaolto item (b).

A partir de uma amostra de valores das vasaxej X,, X; e X, foi obtida a matriz

de correlacdes

1 06 0 O
06 1 0 O
0O 0 1 04
0O 0 04 1
a) Sejamx; (comi =1, 2, 3 ou 4) os vetores com 0s valores cengrdds variaveis, no

espago das observagdes. Qual é o angulo (em grtusk, e X,? Entrex; e x,?

b) Determine os autovalores Be

c) Determine a matrizZA (com 4 linhas e 2 colunas) das cargas fatoriais dins
primeiros componentes principais.

d) Qual é a proporcao da variancia total das 4 vasafapos “normalizacao”) que é
“explicada” pelos dois primeiros componentes ppais?

e) Qual é o angulo (em graus) enttg e o0 primeiro componente principal? E entgee

0 segundo componente principal?
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f) Determine a comunalidade de cada variavel nesdseariatorial pelo método dos
componentes principais.

g) Obtenha as cargas fatoriais de um modelo como aittepelas relacdes (6.36) a
(6.39), com dois fatores comuns, e determine a ocafidade de cada variavel para

esse modelo.

23. O coeficiente de correlagéo ene e X, em uma amostra deobservagoes € igualra

comr <0. Sao definidas as variaveis

_)?i

A :\/ _ (;ij _Xi)z

J

,para =1, 2

Sejax, o vetor cujos elementos s&p. Determine, sempre em funcaorde

a) O maior autovalor da matriz de correlagbesdee X,.
b) O vetorA das correlacdes dé&; e X, com o primeiro componente principal.

c) A proporcao da variancia de cada variavel “explidazelo £ componente principal.
d) O vetor das cargas fatoriais para uma analiseidhjomopriamente dita com 1 Unico
fator comum, de maneira que, no espaco das obSewagsse fator comum seja um

vetor com a mesma diregéo e 0 mesmo sentido qa®oxy, .
e) A proporgcdo da variancia total das variavejs e x,, que € “explicada” por essa

andlise fatorial, comparando-a com o valor corredpate para a andlise que utiliza o

1° componente principal.

X X
24. E dada a amostra de 9 valoresxjee X,, apresentada na tabela agi1 102
lado. 4 10
Forneca, agora, os valores numéricos do que ftidpenos itens da 5 9
questao anterior. 8 9
Além disso, determine: 8 6
f) o angulo, em graus, entrg € X, . 8 3
g) o angulo, em graus, entse e o £ componente principal. 11 3
12 2
13 2
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h) o angulo, em graus, entse e o £ componente principal.

I) o angulo, em graus, entsg e o fator comum obtido no item (d).

25. A tabela ao lado apresenta 20 valores das

C
iy
c
N
c
w
c
N
c
a
c
(o]

variaveisU,, comh= 12,..,6. Note-se que, 1 1 1 1 0 0
por construgéo, essas 6 variaveis sao néo- 1 1 1 -1 0 0
correlacionadas entre si. Usando um 1 1 -1 1 0 0
computador, gere os 20 valores de i1 -1 -1 0 O
Xy =T+8Uy, Xz =9+8U, +U,, -1 11 00
X, =10+8J, e X, =6+5J, +U, , com i j _i _i 8 8
i=1 2, ..., 20. 1 -1 -1 -1 0 0
Note que, por construcac, e X, sdo 0 0 0 0 2 2
correlacionadas, pois tém um termo em c o o o0 2 =2
comum. O mesmo acontece coxy e 8 8 8 8 _g g
X, . Por outro lado, néo ha correlagdo de 1 1 1 1 _0 _O
X, ou X, com X; ou X,. -1 1 1 -1 0 0
-1 1 -1 1 0 0
A seguir faca a andlise fatorial da matriz2¢ -1 1 -1 -1 0 0
Fazendo a analise fatorial pelo método dos :1 j i _i 8 8
fatores extraem 99,03% da variancia t(_)tal € 1 -1 -1 1 0 0
0,9903. Verifique, também, que a medida ¢ 1 1 1 0 0 L

0,5.
26. Usando os valores d&, apresentados no exercicio anterior, calcule, o ole um
computador, os valores de

X, =7+3J;

Xy =9+ +U,
Xy =8+ +Uj
X, =15+,

Xg =19+3y +U,

Xe =17+3y +Ugq
Note que, por construcdo, ha correlacdo entreéaspitimeiras variaveis (que tém em
comum o termdU ;) e também entre as trés ultimas (que tém em coontermo U ; ),

mas ndo ha correlacdo entre qualquer variavel idoepo grupo com qualquer variavel
do segundo grupo.

A seguir faca a andlise fatorial pelo método dosmpmmnentes principais, extraindo 2
fatores, da matriz 20 x 6 de valores ¥g (comh=1,2,..,6e=1, 2, ..., 20). Mostre

que os 2 fatores “explicam” 98,28% da variancialiods comunalidades sdo iguais a
0,9913 ou 0,9786 e a medida de adequacédo da ardedti@ser € igual a 0,7439.
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27. Utilizando, novamente, os valoresldg apresentados no exercicio 25, calcule os valores
das variaveis

X, =11+8J,

Xy =9+4Ug +3U;
Xy =10+4Ug +3J,
X, =15+8UJ
Xg =19+4Ug +3U,
Xe =17+4Ug +3J,

Faca a analise fatorial pelo método dos compongmiasipais, extraindo 2 fatores, da

matriz 20 x 6 de valores d¥X,,. Mostre que cada fator é associado a apenas 8 das
variaveis, com cargos fatoriais iguais a 0,9530,8909. Verifique, também, que os dois

fatores “explicam” 83,19% da variancia total, asnaoalidades sao iguais a 0,9082 ou
0,7938 e a medida de adequacéo da amostra € iQi6840.

Respostas
0866 0500 Componentes principais
1. a) A :{ } 1° 2°
0866 — 0500 0.646 1118
1,291 0
0,646 -1,118
-0,646 -1,118
-0,646 1,118
b) A= {0,9487 0,3162} _1201 0
09487 -03162 Componentes principais
1° 2°
0,866 0,866
0,866 -0,866
-0,866 -0,866
-0,866 0,866
Componentes principais
1° 2°
_| 08702 04927
€ A= {— 08702 0,4927} 0,327 1,180
1,180 -0,327
-0,327 -1,180

-1,180 0,327




d)

0894 O 0447
A=10894 0 - 0447
0 1 0

Uma das solucbes é

0943 0289 o167
A=| 0943 - 0289 o167

0943 0 - 0333
Uma das solucgdes é

0969 0213 - 0123
A=| 0969 -0213 -0123

0969 0 0246

53,13, 9C e 90
26,57, 90 e 63,43

r= 11 09167
12

¢ = 23,556
0,9789 e 0,9789

¢ =11778

2

Componentes principais

1° 20 3°
0,75 0 1,5
1,50 0 0
0,75 0 -15
-0,75 0 -1,5
-0,75 0 1,5
~1,50 0 0
0,75 1,5 0
075  -15 0
-0,75 1,5 0
-0,75  -15 0

Componentes principais

19 29 39
0,913 0 -1,291
0,913 -1,118 0,646
0,913 1,118 0,646

-0,913 0 1,291
-0,913 1,118 -0,646
-0,913 -1,118 -0,646

Componentes principais

1° 2° 3°
0,880 0 1,732
0,880 -1,5 -0,866
0,880 1,5 -0,866
0,660 0 0
1,320 0 0

—-0,880 0 -1,732
-0,880 1,5 0,866
—-0,880 -1,5 0,866
-0,660 0 0
-1,320 0 0

229
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1 2
, 13 ”
1
R=|== 1 _1e
a) 13 0 b) cosg, 3
0 0 1 @, =22,62°
10,9806 0
d A*tA_1(25
c) A=|09806 0 3 313
0 1 = 0974 ou 974%

e =[60 0 w -6 -6 -w 6 6 -6 -4
onde €=0,2121 e w=0,5657

0,9608

A =|0,9608

0

O 1° componente principal “explica” uma parte maior\@aiancia (64,1% contra
61,5% na andlise fatorial). Por outro lado, a aedttorial “explica” perfeitamente as
correlagées, o que ndo acontece corfi @inponente principal.

1 -05 05
aR=/-05 1 05
05 05 1

b) Angulo entrex, e x, =120
Angulo entrex, e x, =60
c) A4, =4,=15 e A, =0
Uma solucao possivel para as matrigee A é

111 148
Bz 2 2
col L 1 1 az| L8
Bz 2 2
2 1
— 0 -—— 1 0
G V3 I |
» 12 Compon. Princ.
d) 100%
X3
X2 60, 60 X1
(0] (o}
3 30, 2°Compon. Princ.
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e) 60

f)

f1 fs
1
0 72
1
0 72
2
\/g 0
L
\/g 0
L
\/g 0
g) Impossivel.
1 09 07
aR=|09 1 07 b) XX, = 258°
07 07 1
0,94703
c) A, = 2537428 A =| 094703 d) 84,6%
0,86238
e)f, =[ 0746 0285 -0215 -0177 - 0118 - 0521
0,94868
f Xf, =187 g) A =|0,94868
0,73786

h) A analise fatorial “explica” as correlacdes&1Po da variancia total. O primeiro
componente principal ndo “explica” tdo bem as dag@es mas “explica” uma
propor¢cao maior da variancia (84,6%).

1 09 06
aR=09 1 07 b) 2584
06 07 1
09257
C) A, = 2,474065 A =| 09608
08331
d) 82,47% e) 22,22

f) impossivel
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[ 1 -05 -05
9. ayR=-05 1 -05 b) 120 e 120 (ou 240)
|-05 -05 1
c) A4,=4,=15 e A, =0
31 Lo
2 2
A= —é l ou A= —l ﬁ
2 2 2 2
0 -1 1B
. 2 2 -

Ha outras alternativas.
d) 50% ; 100% e) 30 60 (Para a 2alternativa esses
angulos séoVe 90)

f) Impossivel
Observagdo: E interessante notar que 0s velqres, e X, estdo em um mesmo
plano.
1 08 0 O
08 1 0 O
10. a)R= b) 36,870 c) 90O
0O 0 1 09
|0 0 09 1
d) 4,=19 e A,=18
0 09 0 09487
0 0,9487
A= 0 091 _ e) 92,5%
J095 0 09747 O
V095 0 09747 O

f) oC° g) 18,438 h) 0,9
11.  a)r, = 0625 b) 2, 1,625,0,375e 0

c) 90 d) 180

e) 0,9063 fla,, =a,, = 090139

g9 @ h)0,8125 e 1
12. ayr=0,9 b) 143,13 ou 2,498 radianos

C) /‘1:2,28 , A2:1,9 ,/13:0,72 ,/1420,1 , /15:0

d) 83,6% epm1=-1,a3=a3=0,8

f) 36,87 ou 0,6435 radianos g) 64% e 95%

13. K=K, =K, =K, =07847

14.  a)r,= % =031623 1y, = % = 094868
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As outras 4 correlacfes séo iguais a zero.
b) 71,568e 90
0 08112
0 08112
C)A=
09871 O
09871 O

d) 0,8162 e) e 35,78
f) comunalidade = 0,6581 g) 0,7735 e —1,3058

1+2r

a)A =1+2r ;= =85 = 3

A 20

, .14 2r S .
Comunalidades |gua|sa3— e parte da variancia “explicada’

b) &, =ay, =a, =r
Comunalidade = Parte da variancia “explicada” =

% explicada o /——- Componentes principais
1

da variancia

,/l S Analise fatorial
33,3 ,/
0 1 > r
1 096 0
ayR={09% 1 O b)XX, = 1626 XX, =90
0 0 1
[0,98995 0
c) A=1098995 0 d) 65,33% , 98,67%
| 0 1
0,9798
e)xf, =813 xFf, =90 f) Uma solucéo é =| 09798
0
_ _ _ 1+ 3
a)a; =, =a;=a, = 1

+
Comunalidade e fracdo da variancia explica&a—4=3£

b) &, =ay, =&, =a, =r
Comunalidade e fracdo da variancia explicada =
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18.

19.

20.

a) cosd,, =05, 6,=60
cosf. =0, 6,=90
cosd,. =08, 6, = 3637
by A=2 A,=18 A,=4,=05e A, =02

08165 O
08165 O
c)A=|08165 0
0 09487
0 09487
d) 76% - e) 35,25
07071 0
07071 0
f) A=[07071 0
0 08944
. 0 08944

a) cosd,, = 094, 6, =195
cosf,; =0, 6,=90
cosf,, = 096, 6, = 1626
b) 4, =288 A,=196 A, =1,=006 e A, =004

097980 O
097980 O
c)A=|097980 0
0 098995
0 098995
d) 96,8% — e) 11,54

f) h’=hZ=hZ=096 e h =h?= 098
a) 64% paraX,, 49% paraX, e 25% paraX,.

b) 10091%8 = 46%

c) A maior raiz caracteristica &eé A, = 188
08424
A =/08178
0,7083

d) 100G]’%3 = 62,7% (substancialmente maior do que 46%).
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08
21. a)A=|08 Comunalidades: 0,64, 0,64 e 0,36
06

b)3§§u00=547%.

c) A maior raiz caracteristica &é 2,0704665.
0,8593

A =|08593
0,7706
e) 69,0% (substancialmente maior do que no item b)

22. a) 96 e 66,42
b)A, =16, A,=14, A, =06 e A, =04

0,8944 0
0,8944 0
C)A= d) 75%
0 08367

0 0,8367

e) 90 e 33,22 0,8, 08, 0,7 €0,7

07746 0O
07746 O
g) A=
0 06325
0 06325

Comunalidades: 0,6, 0,6, 0,4 e 0,4.

2B.a)A=1-r  b)ay=-a,= L 9¢=1"
1 1412
@) m o=

Comr <0, temosr? <-r. Segue-se que+r’<1-r e < ¢, com a igualdade sendo
valida apenas se=-1.
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24. a)1,9
c) 0,95

f) 154,16°
h) 167,08°

bp,,=4/095=097468 e a,=-a;,

1
d){_ 09} e) 0,905

g) 12,92°
i) 154,16°
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APENDICE: ROTACAO DE VETORES
Al.Rotacéo de um vetor em um plano (espaco bidisnamal)

A figura A1 mostra os eixos do espaco bidimensiomaktor na posicao iniciak) e

0 vetor apos a rotacay)( O angulo de rotacao (em sentido anti-horarigpuéal aé.

(2%)

Figura Al.

X, X
b ——~7 (19)

Vv

Temos as seguintes relacdes:

X, = Rcosg

X, = Rsenp

y, = Rcos@ + 6) = R(cosp cosd —seng serd)
Y, = Rsen@ + 6) = R(senp cosd + send cosp)
Y, = %, cosd — X, send

Y, = X, C0Sd + X, send = x, sernd + x, cosd

y, | _|cosfd —send|| x
{yj{senﬁ cos@ij
ou

cosd sen@}

[y1 Yz]:[xl XZ]{—sen? cosd

Essa Ultima expressao pode ser escrita como
y! — XIT!
Notar que TT' =1

Verifica-se que a matriz de transformacéao ortogéhplquando multiplic, faz a rotacao
desse vetor para a posigao
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A2. Rotacéo de dois vetores no plano definido pelos vetores, em um
espaco tridimensional

a) Primeiro exemplo

Vamos considerar 2 vetores com modulo igual atagonais entre si, CoOmo mostra a
figura A2.

)
f2=[0 0 1]
V2 V2

f! 0
SH s
2 0 0 1

Consideremos a matriz de transformagé&o ortogonal

7= [ cosf  serd
- | —send 0099}
Para um angulo de rotac@s 45’ temos
5 J3]
2 2
T =
V2 2
2 2

Q=TF [expressdo (6.48)].
Verifica-se que

11 42
QzT,F{q:ﬂ: 2 2 2
Bl 1 142

l 2 2 2

Note-se que apos a rotacao os dois vetores continam modulo igual a 1 e ortogonais
entre si.
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Figura A2
(3)
ol
g G
6 8
i (19
fl
/1
()

b) Segundo exemplo

Vamos considerar, novamente, dois vetofe® f,) com modulo igualal e
ortogonais entre si.

1 1 1

F:H: B B

Pl 1
2 2

A figura A3 ilustra a rotacdo no espaco tridimenaio O vetorf; esta sobre a linha OC e o
vetorf, esta sobre a linha OA. Para facilitar a compregnsdeitor deve assinalar os vetores
f, ef, na Figura 3, lembrando que séo vetores com mdaduld a 1 e notando que OA,
como diagonal de um quadrado com aresta igualtenicomprimenta/2 e que OC, como
diagonal de um cubo com aresta igual a 1, tem domepto+/3.

E realizada uma rotacdo com ang@kg, tal quecosd = \/g .
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Segue-se qusend = \/g ed=p=239,23

Apos a rotacao, 0s novos vetores gae q,, de maneira que

3 [ o1 1], 2
7 5 V5| V3 3 43 5 5
[,]:Q:T'F: =
1 Bl I S I O
5 Vs v2 v2 | | Ve vao V15
Figura A3

(3)
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Verifica-se que o primeiro fator “gira” da direc@G (f,) para a dire¢ca6B (q,)

Tendo em vista determinar os elementogd®m base na geometria, destaca-se, na figura
A4, o triangulo OBE da figura A3, no plano dos sixta 2 e da 3dimensio.

Figura A4 E; - JE
5 2
El=1

m

qi>

Por semelhanca de triangulos, e lembrando que almdéq; € igual a 1, temos
Qo 1
1 45/2

Segue-se quey,, -2
V5

Analogamente, dets = ! , obtemosg, =1
V2 |5/2 G

A figura A5 destaca o triangulo OAC da figura A&ilitando a visualizac&do das
dimensdes e das rotagédofgdéna linha OC) parg; (na linha OB).

Figura A5

1 __

_3 C=ri
1m_f
\/E 2

A seguir vamos considerar, alternativamente, unuldnde rotaca@ = —a. Entéao
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cosq = 2 . seng = 3 ,0=—a=-50,77
5 5
cosd = Z , send=- §
5 5
2 _Bl[L 1 1]
5 5|1 v3 3 43
Q:T'F: =
3 2.t 1
Vs V5 |l V2 2 ]
5 1 [2] ( ﬁ
V30 30 V15
o 2 1 o 2 1
I V5 B | JE JE_

Verifica-se que nesse caso é o segundo fator qreg ta direcaddA (f,) para a direcd6B

(d,)



A3.Rotacéao de dois vetores no plano definido pelos vetores, em um
espaco com duas ou mais dimensoes

Q{q;}:T,F{tM tum
q'2 t21 t22 f;

Se os vetores iniciais tem comprimento igual asdcortogonais entre si, temos

fif, =1 1)
fif, =1 2)
fif, =fof, =0 3)

Sed € o angulo de rotacao, temos
cosf) = coslf, ) = o, )

ou cost =qf, =q-f,

COS& = (tllfl, +tl2f;)fl = (t21f1' +t22f£)f2
Lembrando (1), (2) e (3), obtemos

cosfd =t, =t,, 4)

A rotacdo, obviamente, n&o altera o comprimenteedor. Entéo

0.0, =1, ou seja,
(t11f1' + tlzfé )(tllfl + tlzfz) = 1

Lembrando (1), (2) e (3), obtemos
th +t, =1 (5)
Como a rotacdo mantém a ortogonalidade entre ogsegetemos

qid, =0
(tllfll +t12f£)(t21f1 +t22f2) = 0

Lembrando (1), (2) e (3), obtemos
t11t21 + t12t22 = 0 (6)
Lembrando (4), segue-se que

=71, (7)

De (4), (5) e (7) conclui-se que a matfiz sempre pode ser representada por

243
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, {cos@ isenﬁ}
T =

F¥send cod
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