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Titulo

Exercicios com a Transformada de Laplace

Prefacio
Este é o segundo livro eletronico do autor dedicado a resolucao de exercicios do
curso de Calculo IV da FZEA-USP. Sao apresentados e discutidos em detalhe
cinquenta questoes usadas na resolucao de equacoes diferenciais ordinérias pelo
método da Transformada de Laplace. O texto conta com 21 figuras que facilitam
acompanhar as solu¢oes. Muitos dos problemas tem como complemento graficos
interativos no site do Geogebra e videos no YouTube. O contetido é organizado
em cinco capitulos que abordam: definicao e propriedades, transformada das
derivadas de f(t) e F'(s), teoremas da translagao, integral de Convolugao e a
funcao Delta de Dirac. Algumas equacoes integro-diferencial também sao
estudadas. A exposicao procura que o material possa de fato ser lido e

compreendido por estudantes dos primeiros anos de cursos de Engenharias.

Palavras-chave: Transformada de Laplace, Equacgoes Diferenciais Ordinarias,

Integral de Convolucao, Funcao Delta de Dirac, Ensino Universitério.
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Capitulo 1

Introducao

O conjunto de exercicios resolvidos, e a teoria associada, que aparecem neste livro eletro-
nico teve sua origem nas notas das aulas do professor para o curso de Calculo TV da FZEA-USP.
O assunto é particularmente dificil, e causa de reprovacao frequente, para estudantes de Enge-
nharias. Motivo pelo qual apresentam-se resolucoes detalhadas de exercicios que outros autores
consideram simples.

Este é o segundo livro eletronico do autor dedicado a resolucao de exercicios do curso de
Célculo IV da FZEA-USP. No primeiro foram discutidos em detalhe mais de vinte questoes
utilizadas na solucao de equacoes diferenciais ordinarias pelo método das séries de poténcias
i

Uma equagao diferencial relaciona uma ou mais fungoes e suas derivadas. As funcoes
representam quantidades fisicas, as derivadas das mesmas indicam suas taxas de mudanca. E
por isso que as equagoes diferenciais desempenham um papel essencial na engenharia, biologia,
etc. O estudo de equagoes diferenciais consiste no procura de suas solucoes e das proprieda-
des destas. Apenas as equacoes diferenciais mais simples podem ser resolvidas por férmulas
explicitas e exatas.

Existem equacoes diferenciais e integro-diferenciais que sao dificeis de resolver diretamente
na sua variavel original t. Uma transformacao integral de Laplace mapeia uma equacao de seu
dominio na variavel ¢ para outro em s. Manipular e resolver a equacao no dominio de destino
pode ser muito mais facil do que a manipulacao e solugao no dominio original. O resultado
na variavel s ¢ entao mapeado de volta ao dominio original, na variavel ¢, com o inverso da
transformada.

O texto conta com 21 figuras que facilitam acompanhar a resolu¢do. A maior parte tem
como complemento links para os graficos interativos no site do GeoGebra e, varios, a resolucao
em video numa playlist do YouTube. Escolhemos discutir alguns exercicios, mas sem a pretensao
de esgotar o tema.

Embora exista uma ampla gama de livros dedicados ao estudo de equagoes diferencias


https://www.geogebra.org/m/e6bzrzue
https://www.youtube.com/playlist?list=PL8v7luSb9qi5KYkfHdxfnyVqQXslK0yXW
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foram seguidos principalmente o Boyce e Diprima [2], Zill [3|, Guidorizzi [1] e Stewart [5]. O
autor também publicou quatro livros eletronicos dedicados a resolucao de problemas de olim-
piadas internacionais de Matematica para o Ensino Médio: [6], [7], [¢] e [9]. Outros trabalhos
da area de Matematica sao [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17] e [18].
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Capitulo 2

Definicao e propriedades

2.1 Transformada integral

Uma transformagao da fungdo f(t) na fun¢do F(s) pode ser definida por uma integral:

Fio) = [ Ksf(t

F(s) «— f(1),

onde k(s,t) é chamado kernel ou nicleo da transformada. Os limites de integragao ¢; e t; sdo
constantes convenientemente escolhidas.
A transformagdo inversa da fungao F'(s) na fungao f(t) também é definida por uma

integral:

16 = [ s F )
£(t) «— F(s),

onde k~1(t, s) é chamado kernel inverso. Os limites de integragio s; e s; sdo constantes conve-
nientemente escolhidas.

Existem equacoes diferenciais que sao dificeis de resolver na sua variavel original t. Uma
transformacao integral mapeia uma equacao de seu dominio na variavel ¢ para outro dominio
na variavel s. Manipular e resolver a equagao no dominio de destino, na variavel s, pode ser
muito mais facil do que a manipulacao e solucao no dominio original, na variavel t. A resolucao
na variavel s é entao mapeada de volta ao dominio original na variavel ¢ com o inverso da
transformada integral.

As duas transformadas integrais mais conhecidas sao a de Fourier

“+oo

FUI()} = F(s) = / e (1),

—00
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e a de Laplace

L)} = Fs) = / T et

2.2 Transformada de Laplace da fungao f(f) =1

Exercicio 1. Deduzir a Transformada de Laplace da funcao de varidvel real constante

f)=1,¢>0. (2.2.1)

2.2.1 Solucao

Parte-se da definicao de Transformada de Laplace:
CLF)} = F(s) = /0 T et ()t (2.2.2)
Substitui-se f(t) = 1 em (2.2.2):
L{1} =F(s) = /OO e tdt.
0
A integral anterior é impropria, para saber se é convergente ou divergente deve-se calcular

5
L{1} = 613210 [/0 e_Stdt} .

Calcula-se a integral propria entre colchetes:

um limite.

d—00 S

L{1} = lim |:—16_8t

e [ - (1)

—s-0 1
L1} = Jim [—es +g] -

Como o limite é calculado em relacao a o é possivel colocar % em evidéncia e fora do

limite: )
R =56
£ =5 el
1.
L{1} = - lim {—— + 1] .

S d—o0

Dependendo do valor de s tém-se trés casos: i) s > 0, ii) s < 0 e iii) s = 0.
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i) s > 0.
0
L. 1
=gl %a/“ s
ii) s < 0.
1. o .
L{1} = - 6hm (W—i— 1) — diverge.
S 0—00
iii) s = 0.
L{1} = / e Ot dt = / ldt — diverge.
0 0
Logo,

CLF(E) =1} = F(s) = % 5> 0,

ou .
ft)=1— F(s)=-, s> 0.
s
Inversamente pode ser escrito:

. 1
L F(s)=-(,=f(t)=1,t>0,

S

ou

F(s):§—>f(t):1,t>0.

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video iniciando aqui.

2.3 Transformada de Laplace de uma funcao definida por

partes

Exercicio 2. Deduzir a Transformada de Laplace da funcao de varidvel real:

0, se t<0
flt)=¢—-1, se 0<t<1.
1, se t>1

2.3.1 Solucao

A Figura 2.1 mostra o grafico da fun¢do em (2.3.1).

(2.3.1)

LOPEZ LINARES, J. Exercicios com a Transformada de Laplace. Portal de Livros
Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2021.
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Figura 2.1: Gréafico da func¢ao em (2.3.1). Versdo interativa aqui.

0.5

f 0 0.2 0.4 0.6 0.8 3 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Fonte: O autor.

Parte-se da definicao de Transformada de Laplace:

C{F(t)} = F(s) = / e~ £ (1) (2.3.2)
0
O intervalo de integragdo pode ser escrito como [0,00) = [0,1) U [1,00). Com isto a

equagao (2.3.2) se transforma em:

E{f(t)}:/o e‘St(—l)dtJr/looe_St(l)dt. (2.3.3)

Em (2.3.3) a primeira integral é propria e a segunda impropria:

CLF)} = — /0 Cemstdt 1 lim { /1 5 estdt] | (2.3.4)

d—00

Para s # 0 calcula-se a integral da exponencial em (2.3.4):

LUH) = - — e

1
-1
+ lim [—e“

0 d—00 S
C{f()} = é (7 — &) éalggo e — ] (2.3.5)
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O limite em (2.3.5) pode ser separado em dois:

LU0} =5 =) = S [+ L [
e® 1 1., 1 €77
L{f(t)} = P ;alggo [e™] + o (2.3.6)

O limite em (2.3.6) existe quando s > 0 e seu valor é zero:

e—S

£} =25

1
——,s>0.
S

Quando s < 0 o limite em (2.3.6) ndo existe e se s = 0 a segunda integral em (2.3.3) é

divergente. A resolucao de um exercicio analogo esté disponivel em video aqui.

2.4 Transformada de Laplace da fungao f(t) =t

Exercicio 3. Deduzir a Transformada de Laplace da funcao f: R — R, tal que:
t— f(t)=1t,t>0. (2.4.1)

2.4.1 Solucao

Parte-se da definicao de Transformada de Laplace:

Hﬂm=F®=/me@%

0

Lt} = /O et (2.4.2)

Como a integral (2.4.2) é impropria escreve-se:

L{t} = 513?0 { /O 6 te““dt] : (2.4.3)

Em (2.4.3) utiliza-se a formula de integragao por partes:

b b b
/ udv = uv| — / vdu,
a a a
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com u(t) =t e dv(t) = e~*'dt. Segue que du(t) = dt e v(t) = —Le™*. Logo, para s # 0 segue:

0

5
1
- [ gear),
o Jo §

L{t} = lim {_—1 (6e* —0-e*0) + ! /0 ’ e“dt] : (2.4.4)

d—00 S S

d—00

L{t} = lim [_—1t68t
S

Simplifica-se e calcula-se a integral remanescente em (2.4.4):

_ $,—80 o 4
g{t}:hm[ L s g ]
d—00 S S S 0

. _56_55 1 —s6 0
£y = fim [~ = =]

L{t} = lim [_5 1 (6—15 - 1>] . (2.4.5)

s—o0 | s€%0 52

O limite em (2.4.5) pode ser separado em trés partes:

Lt} = —2 lim [i] ~ L tim [i] + L tim 1] (2.4.6)

S 600 | €50 52 500 | 59

Quando s > 0 os dois primeiros limites em (2.4.6) existem e sdo iguais a zero:

E{t}:l s> 0.

)
82

Quando s < 0 os dois primeiros limites em (2.4.6) ndo existem e se s = 0 a integral em

(2.4.2) é divergente. A resolugao deste exercicio esta disponivel em video aqui.

2.5 Transformada de Laplace da fungao f(t) = e“

Exercicio 4. Seja a um numero real. Deduzir a Transformada de Laplace da funcao f : R — R,

tal que:
tes f(t)=e" t>0. (2.5.1)

2.5.1 Solucao

Parte-se da definicao de Transformada de Laplace:

CLF(H)} = F(s) = / e,
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£{eat}—/ eSte“tdt—/ e~ gy, (2.5.2)
0 0

Foi visto que:
o 1
L{1} :/ e tdt = ~, s> 0. (2.5.3)
0 S

Comparando as integrais em (2.5.2) e (2.5.3) encontra-se:

E{e“t}: L , S > a.

S—a

O resultado anterior significa que incluso quando a é um nimero real positivo existe a
Transformada de Laplace da funcao exponencial, bastando escolher s > a. A resolucao deste

exercicio esta disponivel em video aqui.

2.6 Linearidade da Transformada de Laplace

Proposigao 1. Sejam ay, a2, o, € R. Se L{f(t)} = F(s) para s > a; e L{g(t)} = G(s) para

s > asg, entao vale que:
L{af(t)+ Bg(t)} = aF(s)+ SG(s), s > max{a,as}.

Demonstragao. Por hipotese existem as transformadas de Laplace para as fungoes f(t) e g(¢):

L{f()} = F(s) = /000 e S f(t)dt, s> ai, (2.6.1)

L{g(t)} =G(s) = /OOO e Sg(t)dt, s> as. (2.6.2)

Isto é, as integrais improprias anteriores sao convergentes para s > a; € S > ag, respectivamente.

Quer-se encontrar a Transformada de Laplace de uma combinacao linear das duas funcgoes:

L{af(t) + Bo(t)) = / e af (1) + Bolt)] d.

Pela convergéncia das integrais em (2.6.1) e (2.6.2), a linearidade da operagao de integra-

cao e o uso da lei distributiva segue:

Claf(t) + Bo(t)} = / et (t)dt + / et Bg(t)dt.
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Como « e [ sdo constantes (ndo dependem de t) tem-se:

£faf()+ Solt)} = a [ Tt (bt + B / " ety (t)dr.

0

As duas integrais anteriores sao convergentes simultaneamente quando s é maior que o

méaximo dos elementos do conjunto {a;,as}. Ou seja,

L{af(t)+ Bg(t)} = aF(s) + BG(s), s > max{ay,as}.

Esta secao esta disponivel em video aqui.

2.7 Exercicio utilizando a linearidade da Transformada de

Laplace

Exercicio 5. Calcular L{7 + 5t}.

2.7.1 Solucao

Pela linearidade da Transformada de Laplace pode-se escrever:
L{7+ 5t} =L{7 -1} + L{5- t},

LUT 45t} = T- £{1} +5- £{t),
£{7+5t}:7é+5-l 5> 0.

)
52

As transformadas de Laplace das fun¢oes f(t) =1 e f(t) = ¢ foram encontradas anteriormente.

2.8 Existéncia da Transformada de Laplace

Inicia-se discutindo uma condicao suficiente para a existéncia da Transformada de Laplace

de uma funcao.

Definicao 1. Uma funcao f é chamada de ordem exponencial c se existirem constantes reais
¢, M >0eT >0 tais que:

|f(t)] < Me®, Vit > T.

Proposicao 2. Se f(t) for uma funcao continua por partes no intervalo [0,00) e de ordem

ezponencial ¢, entao existe L{f(t)} para s > c.
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Demonstra¢ao. Como T > 0 o intervalo de integrac¢do pode ser escrito como [0,00) = [0,7] U

[T, 00) e pela defini¢ao de Transformada de Laplace segue:

L{f(t)}:/o e—stf(t)dtJr/Too e S f(t)dt.

A primeira integral é propria pois seus limites de integracao sao finitos e seu integrando

também (por ser de ordem exponencial ¢). Logo, bastaré provar a existéncia da segunda integral

/T h e " f(t)dt.

Supondo que a integral anterior seja convergente, a integral do médulo do integrando é

que é impropria:

sempre maior ou igual a mesma integral sem o médulo:
/ e S f(t)dt < / e f(t)| dt = / e | f(t)| dt.
T T T

Na segunda passagem utilizo-se que a funcao exponencial é sempre positiva. Continua-se

levando em consideracao que f(t) é de ordem exponencial c:

/ e S f(t)dt < / e S Medt,

T T

/ et f(t)dt < M / e~ < M / e~
T 0

T
Na dltima transicao o intervalo de integracao foi ampliado. Isto pode ser feito pois a
imagem da func¢ao exponencial é um ntimero real positivo. Foi visto que a Transformada de

Laplace da funcao e existe para s > c:

/ e S f(t)dt < M/ e Sedt = ML{e"}, s > c.
0

T

Pelo Teste da Comparacao na equagao anterior, como a integral a direita (maior) é con-

vergente, a integral a esquerda (menor) também deve ser convergente. Isto é, a integral

/T h e S f(t)dt

¢ finita (existe) para s > c. O

Porém, a Transformada de Laplace nao existe para todas as funcoes. Dois exemplos em
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que nao existem as Transformada de Laplace sao

f) =1

f(t) = e

Nenhuma das duas func¢oes anteriores é de ordem exponencial c. Uma discussao do contetido

desta secao esta disponivel em video.

2.9 Transformada de Laplace da funcgao f(t) = cos(at)

Exercicio 6. Seja a um numero real. Deduzir a Transformada de Laplace da funcdo f : R — R,

tal que:
t— f(t) = cos(at),t > 0. (2.9.1)

2.9.1 Solucao

Parte-se da definicao de Transformada de Laplace:
LU®) = F(s) = [ pogeat,
0

L{cos(at)} = /000 cos(at)e " dt. (2.9.2)

Como a integral (2.9.2) é impropria escreve-se:

L{cos(at)} = lim { /0 6 cos(at)e“dt} | (2.9.3)

Para encontrar a Transformada de Laplace da funcao cosseno é preciso integral por partes
duas vezes.

i) Em (2.9.3) utiliza-se a formula de integragdo por partes:

b b b
/ udv = uv| — / vdu,
a a a

u(t) = cos(at), dv(t) = e stdt,
du(t) = —asen(at)dt, v(t) =—1le .

com
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Logo, para s # 0 tem-se:

)

5
_/0 —1(—a) sen(at)e_Stdt]7

S S

L{cos(at)} = 611_{{)10 [_—1 cos(at)e™*
0

~ Jim {_—1 <cos(a5)e-85 — costoye” 1) _a /0 ’ sen(at)e““dt} | (2.9.4)

d—00 S S

O limite do primeiro somando em (2.9.4) somente existe para s > 0 e nesse caso é zero:

L{cos(at)} = % ~ % lim { /0 6 sen(at)e“dt} | (2.9.5)

S d—o00

O limite em (2.9.5) pode ser calculado por separado e denotado por I:

5
I = lim {/ sen(at)e_“dt] : (2.9.6)
d—00 0

Seja J = L{cos(at)} entdo de (2.9.5) e (2.9.6) pode-se escrever:

1
J=--"°1 (2.9.7)
S S

ii) Para a integral em (2.9.6) utiliza-se a férmula de integracao por partes:

b b b
/ udv = uwv| — / vdu,
a a a

u(t) = sen(at),  dv(t) = e *dt,
du(t) = acos(at)dt, v(t)=—le .

5 5,
—/ — cos(at)e *dt| ,
o Jo S

I = lim {_—1 (sen(aé)e‘“s —j%f@j'oeo) + % /06 cos(at)e‘“dt} : (2.9.8)

d—00 S

coI1mn

Logo, para s # 0 tem-se:

d—00 S

-1
I = lim [—sen(at)e“

O limite do primeiro somando em (2.9.8) somente existe para s > 0 e nesse caso é zero:

a 0 a
I =— lim [/ cos(at)e‘“dt] =—J. (2.9.9)
0 s

S d—o0
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Substituindo a equagdo (2.9.9) em (2.9.7) encontra-se:

1 a?
J==-——
s s2

J,

2
|
J+Zg=-,
S S

J = ﬁscﬁ = L{cos(at)}. (2.9.10)

Isto ¢, quando s > 0 de (2.9.3) e (2.9.10) vale:

L{cos(at)} = 7 s>o

s2 4 a?’

Se s = 0 a integral em (2.9.2) é divergente. A resolucao deste exercicio esta disponivel

em video.

2.10 Transformada de Laplace da funcao f(t) = sen(at)

Exercicio 7. Seja a um numero real. Deduzir a Transformada de Laplace da funcao f : R — R,
tal que:
t— f(t) = sen(at),t > 0. (2.10.1)

2.10.1 Solucao

Parte-se da definicao de Transformada de Laplace:
LU®Y = Fio) = [ fte i
0

L{sen(at)} :/ sen(at)e”*dt. (2.10.2)
0
Como a integral (2.10.2) é impropria escreve-se:
5
L{sen(at)} = 6lim [/ sen(at)e“dt] : (2.10.3)
—00 0

Para encontrar a Transformada de Laplace da funcao cosseno é preciso integral por partes

duas vezes.
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i) Em (2.10.3) utiliza-se a formula de integragdo por partes:

b b b
/ udv = uwv| — / vdu,
a a a

com
u(t) = sen(at),  dv(t) = e *dt,
du(t) = acos(at)dt, v(t)=—te .
Logo, para s # 0 tem-se:
—1 S ]
L{sen(at)} = lim | — sen(at)e™*"| — / —~acos(at)e”*dt| ,
d—00 S 0 0 S
: —1 —s6 0 o a ’ —st ]
= lim |— <sen(a5)e % — sent0) e ) + — | cos(at)e”*dt| . (2.10.4)
0—oc0 | S S Jo ]
O limite do primeiro somando em (2.10.4) somente existe para s > 0 e nesse caso é zero:
a 5
L{sen(at)} = — lim [/ cos(at)e‘gtdt} . (2.10.5)
S d—o0 0
O limite em (2.10.5) pode ser calculado por separado e denotado por I:
5
I = lim [/ cos(at)e‘“dt} ) (2.10.6)
6—00 0
Seja J = L{sen(at)} entao de (2.10.5) e (2.10.6) pode-se escrever:
J="I. (2.10.7)
s
ii) Para a integral em (2.10.6) utiliza-se a férmula de integracao por partes:
b , b
/ udv :uv‘a—/ vdu,
com

u(t) = cos(at), dvo(t) = e s'dt,
du(t) = —asen(at)dt, v(t) =—Lle .

Logo, para s # 0 tem-se:

)

§_
) —/0 —1(—a) sen(at)e‘“dt] :

d—00 S

—1
I = lim [—Cos(at)e_St
s
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I = lim {_—1 (cos(aa)e—85 _ costoye” 1) _a /O 6 sen(at)e_“dt} | (2.10.8)

d—00 S S

O limite do primeiro somando em (2.10.8) somente existe para s > 0 e nesse caso é zero:

1 0 1
I=-—2lim [ / sen(at)estdt] =--17 (2.10.9)
0 S

S S d—o0 S

Substituindo a equagdo (2.10.9) em (2.10.7) encontra-se:

J:z(l_zj),
S S S

2

a a
Irel =

a
Isto é, quando s > 0 de (2.10.3) e (2.10.10) vale:

L{sen(at)} = ﬁ, s> 0.

Se s = 0 a integral em (2.10.2) é divergente. A resolu¢do de um exercicio analogo esté

disponivel em video.

2.11 Calculo de Transformada Inversa de Laplace utili-

zando uma tabela-1

Exercicio 8. a) Elencar as fungées mais usadas com sua respetiva Transformada de Laplace.

b) Usar a tabela para calcular a Transformada Inversa de Laplace:

1 1
—1 = -
£ {s3+32+7}'

2.11.1 Solucao

a) Segue uma tabela com as fun¢oes mais usadas e sua respetiva Transformada de Laplace.
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Tabela 2.1: Transformadas e Anti-transformadas de Laplace.

Linha | f(t) = L7Y{F(s)}, t > 0| F(s) = L{f(t)}
01 1 Ls>0
02 e aeR L s>a
03 ty neN S s> 0
04 tr:peR, p>-—1 ngfll), >0
05 sen(at); a € R i §>0
06 cos(at); a € R s §>0
07 senh(at); a € R ==, 5> |a|
08 cosh(at); a € R ==, 5> |a|
09 e sen(bt); a,b € R m, s>a
10 e cos(bt); a,b € R T S > a
11 et a,p € R %, s>a

b) A Transformada Inversa de Laplace também é linear. Ou seja, vale que:
'C1{5_]3’>+521L7}:£1{5_]5}+£1{52i7}' (2.11.1)

Para o primeiro e segundo somando a direita de (2.11.1) deve-se utilizar a linha 03 e

a linha 05 da Tabela 2.1, respectivamente. Para a transformada inversa a leitura é feita de

direita para esquerda. Para que a correspondéncia aconteca primeiro cada termo multiplica-se

e divide-se por uma constante

apropriada:

1 1 1 21
Y I G e
£ {S3+82—|-7} 2!'C {33}+

1
-1
c {§+

-2 NG

s24+7

1., V7
ﬁ‘{

2+ VT

1 } 15 1
= —1t"+ —sen

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.

(ﬁt), t>0.
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2.12 Calculo de Transformada Inversa de Laplace utili-

zando uma tabela-I1

Exercicio 9. a) FElencar as funcgées mais usadas com sua respetiva Transformada de Laplace.

b) Usar a tabela para calcular a Transformada Inversa de Laplace:

2.12.1 Solucao

1 s
E_l
{32+4+32+9

(2.12.1)

b

a) Segue uma tabela com as fun¢oes mais usadas e sua respetiva Transformada de Laplace.

Tabela 2.2: Transformadas e Anti-transformadas de Laplace.

Linha | f(t) = L7HF(s)}, t > 0| F(s) = L{f(t)}
01 1 Ls>0
02 e’ aeR —., 5>a
03 t"; neN 2, s> 0
04| tpeR, p>—1 Lot s >0
05 sen(at); a € R 7z 5> 0
06 cos(at); a € R iz 5> 0
07 senh(at); a € R =%, s > |al
08 cosh(at); a € R =, 5 > |al
09 e sen(bt); a,beR m, 5>a
10 e cos(bt); a,b € R arE S > a
11 etP: a,p € R %, s>a

b) A Transformada Inversa de Laplace é linear. Ou seja, vale que:

LHAF(s) + BG(s)y = ALTH{F(s)} + BLT{G(s)}.
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Aplicando a linearidade em (2.12.1) tem-se:

1 S 1 S
—1 1 -1
L {s2+4+32+9}_£ {52+4}+£ {32+9}' (2.12.2)

Na tabela vista anteriormente encontra-se que:

a

L {sen(at)} = e >0, (2.12.3)
£ {cos(at)} = 82_“;—(12 s> 0, (2.12.4)

Para o primeiro e segundo somando a direita de (2.12.2) deve-se utilizar (2.12.3) e (2.12.4),
respectivamente. Para a transformada inversa a leitura é feita de direita para esquerda.

Consegue-se a correspondéncia do primeiro termo multiplicando e dividindo por 2:

1 S 1 2 S
-1 _ -1 -1
£ {32+4+52+9}_2£ {32+22}+£ {s2+32}’

1 S 1
_1 o
e e REL IR OR S

A resolucao de um exercicio andlogo esta disponivel em video.

2.13 Calculo de Transformada Inversa de Laplace utili-

zando uma tabela-II1

Exercicio 10. a) Elencar as fun¢oes mais usadas com sua respetiva Transformada de Laplace.

b) Usar a tabela para calcular a Transformada Inversa de Laplace:

1 1
L7 :
{35 +s2+7}

2.13.1 Solucao

a) Segue uma tabela com as fun¢oes mais usadas e sua respetiva Transformada de Laplace.
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Tabela 2.3: Transformadas e Anti-transformadas de Laplace.

Linha | f(t) = L7Y{F(s)}, t > 0| F(s) = L{f(t)}
01 1 Ls>0
02 e aeR L s>a
03 ty neN S s> 0
04 tr:peR, p>-—1 ngfll), >0
05 sen(at); a € R i §>0
06 cos(at); a € R s §>0
07 senh(at); a € R ==, 5> |a|
08 cosh(at); a € R ==, 5> |a|
09 e sen(bt); a,b € R m, s>a
10 e cos(bt); a,b € R T S > a
11 et a,p € R %, s>a

b) A Transformada Inversa de Laplace também é linear. Ou seja, vale que:
'C1{5_]5+521L7}:£1{5_]5}+£1{52i7}' (2.13.1)

Para o primeiro e segundo somando a direita de (2.13.1) deve-se utilizar a linha 03 e

a linha 05 da Tabela 2.3, respectivamente. Para a transformada inversa a leitura é feita de

direita para esquerda. Para que a correspondéncia aconteca primeiro cada termo multiplica-se

e divide-se por uma constante

apropriada:

1 1 1 4!
1) L s
£ {s5+32+7} 4!'C {35}+

1
-1
c {§+

STy

s24+7

1., V7
ﬁ‘{

2+ VT

1 1 1
} t4+—7sen<ﬁt>,t>o.

A resolucao de um exercicio analogo esta disponivel em video.
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2.14 Calculo de Transformada Inversa de Laplace utili-

zando uma tabela-1V

Exercicio 11. a) Elencar as fung¢oes mais usadas com sua respetiva Transformada de Laplace.

b) Usar a tabela para calcular a Transformada Inversa de Laplace:

2.14.1 Solucao

s>+ 6s+9

”1{<s— 1><s—2><s+4>}'

a) Segue uma tabela com as fun¢oes mais usadas e sua respetiva Transformada de Laplace.

Tabela 2.4: Transformadas e Anti-transformadas de Laplace.

Linha | f(t) = L7HF(s)}, t > 0| F(s) = L{f(t)}
01 1 Ls>0
02 e aeR L s>a
03 " neN 2, s> 0
04| t;peR, p>—1 il s> 0
05 sen(bt); b€ R ﬁ, s >0
06 cos(bt); b e R o $>0
07 senh(bt); b € R =2, 5> |b]
08 cosh(bt); b € R =, 5> |b|
09 e sen(bt); a,beR m, s>a
10 e cos(bt); a,b € R o S > a
11 etP: a,p € R %, s>a

b) O primeiro passo é escrever a fragdo dada como uma soma de fragdes parciais mais
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simples:
s° + 65 +9 A B C

G-D(s—2)(544) s—1 s-2 s+4

Isto é, deve-se encontrar coeficientes A, B,C € R tais que a equagao anterior seja verdadeira

(2.14.1)

para todo s € R.
Uma forma eficiente de resolver esse problema é utilizar o método chamado do encobri-

mento. Primeiro, multiplicamos (2.14.1) por s — 1 e avaliamos em s = 1:

(s*+6s+9)  Als—1) B(s—1) N C(s—1)
(s—1(s—2)(s+4)|,_, s—T |,_, s—=2 |, s+4 |,
1
_36 _ 4 (2.14.2)
Segundo, multiplicamos (2.14.1) por s — 2 e avaliamos em s = 2:
(s +6s+9)  A(s—2) +BLS//27 +C’(s—2)
(S - 1)M<S + 4) s=2 a s—1 s=2 "S//? s=2 s+ 4 s=2 7
2
' _p (2.14.3)
6
Terceiro, multiplicamos (2.14.1) por s + 4 e avaliamos em s = —4:
(s* + 65+ 9)(s+4) _ A(s+4) B(s+4) N C(s44)
(s =1)(s = 2)s+AT |, s—1 |4 52 |4 st
L _¢ (2.14.4)
3= ¢ 14.

Substituindo (2.14.2), (2.14.3) e (2.14.4) em (2.14.1) encontra-se:

s+ 6s+9 16 1 25 1 1 1

(s—=1)(s—2)(s+4) :_E.s—l+ 6 5—2+%.5—|—4'

(2.14.5)

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace em (2.14.5) e utilizando que esta é linear

1 5%+ 6s+9 16 1
£ {(8—1)8—2 s+4} L { —1}+

S
1 1 (1
+6£ { 2}+%‘C {s+4}'

Para os trés somandos na direita de (2.14.6) deve-se utilizar a linha 02 da Tabela 2.4.

tem-se:

(2.14.6)
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Para a transformada inversa a leitura é feita de direita para esquerda:

5—1{ s2+ 6549 16,0, 25
(

1 —4t
S )
s—1)(s—2)(s +4) 5T Tyt

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.
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Capitulo 3

Transformada de Laplace das derivadas de

f(t)

3.1 Transformada de Laplace das derivadas de f

Exercicio 12. Deduzir a Transformada de Laplace da primeira e sequnda derivada de f. Isto
é, encontrar L{f'(t)} e L{f"(t)}. Generalizar para a derivada enésima: L {f™(t)}.

Inicia-se lembrando a definicao de Transformada de Laplace:
L{ft)} = / e S f(t)dt. (3.1.1)
0

3.1.1 Deducao da Transformada de Laplace da primeira derivada de

f

Parte-se da premissa que f’(t) seja continua para todo t > 0 e que L{f(t)} exista. Ou

seja, f(t) é de ordem exponencial. Utilizando a defini¢do deve-se encontrar:

C{F() = /O T e byt (3.1.2)

Sera utilizada a integracdo por partes na equagao (3.1.2):

b b
b
/ udv = uv|a—/ vdu,
a a

com
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Portanto (3.1.2) reescreve-se como:
LPO) = FOf +s [ e
0

LI} = e f()|y +sL{f(B)}. (3.1.3)

Na tltima passagem foi utilizada a equacdo (3.1.1). Avaliar no infinito significa calcular um

limite. Logo (3.1.3) reescreve-se como:

LAf(0)} = Jim [ (1)] - F50) 4 LU0} (3.1.4)
Como f(t) é de ordem exponencial ¢ existem constantes ¢, M > 0 e T > 0 tais que
If(t)| < Me®, vt > T.
Com isto, o modulo do limite em (3.1.4) pode ser calculado como:

lim [e™*" f(¢)]| < lim [ Me”] = M lim [e*(sfc)t} =0, s>c.

t—00 t—00 t—o00

Ou seja,
lim [e™*' f(t)] =0, s > c.

t—00
Com o resultado anterior volta-se em (3.1.4). Portanto, quando f(t) é de ordem expo-

nencial ¢, a Transformada de Laplace de f’(t) escreve-se como:
LA} = —F(0) + sLLF(B)}, s > c. (3.1.5)

3.1.2 Dedugao da Transformada de Laplace da segunda derivada de
f

Para o calculo de £{f”(t)} ¢ usado um artificio. Primeiro, troca-se f(t) — f'(t) e f'(t) —
f(t) em (3.1.5):
L{f"()} = =f(0) + sL{f'(1)}. (3.1.6)

A seguir, no segundo somando de (3.1.6) é substituida novamente a equagao (3.1.5):
LL ()} = =f1(0) + s [=f(0) + sL{f ()},
L")} = —f(0) = s£(0) + s*LLf (1)} (3.1.7)

A equagao (3.1.7) é a que permite calcular a Transformada de Laplace da segunda derivada de
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3.1.3 Generalizacao da Transformada de Laplace da derivada enésima
de f

Pode ser provado que se f(t), f'(t),---, f™(t) forem fun¢des de ordem exponencial e

continuas no intervalo [0, c0) entao,

LS} = s"L{f(O)} = 5" F(0) = s"2f/(0) — 8" £7(0) — -+

L - (3.1.8)
o= s f0) = f10).
A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.
3.2 PVI de primeira ordem, nao homogéneo
Exercicio 13. Resolver o problema de valor inicial usando a Transformada de Laplace:
y'(t) 4+ 3y(t) = 13sen(2t), (3.2.1)
y(0) = 6. (3.2.2)
3.2.1 Solucao
Inicia-se aplicando a Transformada de Laplace nos dois lados da equagao (3.2.1):
L{y'(t)+3y(t)} = L{13sen(2t)}. (3.2.3)
Como a Transformada de Laplace é linear tem-se:
L{y' ()} +3L{y(t)} = 13L {sen(2t)} . (3.2.4)
Serd usada a notagao:
LA{y(t)} =Y (s). (3.2.5)
As Transformadas de Laplace da primeira derivada e da funcao seno foram estudadas
anteriormente:
LAy'(H)} = —y(0) + sL{y(t)}, (3.2.6)
2
L 2t)} = . 3.2.7
{sen(20)} = 5 (327)
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Substituindo (3.2.2) e (3.2.5) em (3.2.6) encontra-se:
LAy (t)} =—6+ sY(s). (3.2.8)

Com (3.2.5), (3.2.7) e (3.2.8) volta-se em (3.2.4):

2

—6 Y 3Y =13 .
+ sY (s) +3Y(s) 21

(3.2.9)

A equacdo (3.2.9) é algébrica para Y'(s). Isto é, nao aparecem derivadas. Nao ¢ uma

equacao diferencial e pode ser resolvida como:

6 26
Y(s) = ——=+ I (3.2.10)

A equagao (3.2.10) é a solugao do PVI no espago transformado ou no espaco dos s. Resta

encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espaco dos t. Ou seja,

y(t) = L7{Y(s)}.

Mas antes deve-se escrever o segundo somando de (3.2.10) na forma de fragoes parciais

mais simples:

26 A Bs+C
= 3.2.11
(s+3)(s2+4) s+3+ 244" ( )

onde A, B, C sao coeficientes reais a serem determinados. O numerador do segundo somando

de (3.2.11) & escrito como um polinémio linear devido a equagao no denominador (s* + 4 = ()
nao ter solucoes reais.
Segue de (3.2.11) que:

A(s* +4) + (Bs + O)(s + 3) = 26,

(A+B)s* + (3B+C)s+ (4A+3C) =0-5>+0- 5+ 26. (3.2.12)
A equacao (3.2.12) deve ser entendida como uma igualdade de polinomios em s e leva ao
sistema:

A+B=0

3B+C=0 . (3.2.13)
4A 4+ 3C = 26
Resolvendo (3.2.13) encontra-se:
A=2,
B = -2,
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C =6.

Os resultados anteriores sdo substituidos primeiro em (3.2.11) e depois levado a (3.2.10):

6 2 —2s+6
Y —
=3t era
8 2s 6
Y = — . 3.2.14
(5) s+ 3 82+4+S2+4 ( )

Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace a equagdo (3.2.14) transforma-se

como: . )
s
Y(s) = —9
(s) 88—(—3) s? + 22 +332—|—22’
y(t) = L7H{Y(s)} = 8e " — 2cos(2t) + 3sen(2t). (3.2.15)

A Figura 3.1 mostra os graficos da equagao (3.2.15) e da funcao:
g(t) = y'(t) + 3y(t) — 13sen(2t).

Os mesmos ilustram que a solucao do PVI é valida para todo t real, embora o método da Trans-
formada de Laplace utiliza-se somente com t > 0. A resolucao deste exercicio estd disponivel

em video.

Figura 3.1: Grafico da solucao do PVI. Versao interativa aqui.

7{ y(t)

P ¥(0)=6
Y] 6 | 7 8 o [10 1

Fonte: O autor.

o

I

w

N}

o

-2

-3
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3.3 PVI de segunda ordem, homogéneo
Exercicio 14. Resolver o problema de valor inicial usando a Transformada de Laplace:
y'(t) —y'(t) — 6y(t) = 0, (3.3.1)
y(0) =1, 4 (0) = —1. (3.3.2)

3.3.1 Solucao

Inicia-se aplicando a Transformada de Laplace nos dois lados da equagao (3.3.1):

LA{y"(t) —y'(t) — 6y(t)} = L{0}. (3.3.3)

Como a Transformada de Laplace é linear tem-se:

L0} —L{y' @)} —6L{y(t)} =0- L{1}. (3.3.4)

Serd usada a notacao:

LA{yt)} =Y (s). (3.3.5)
As Transformadas de Laplace das derivadas e da funcao constante um foram estudadas
anteriormente:
LA{y' )} = —y(0) + sL{y(t)}, (3.3.6)
LA{y"(t)} = —y'(0) — sy(0) + s°L{y (1)}, (3.3.7)
1

L{1} = 3 (3.3.8)

Substituindo (3.3.2) e (3.3.5) em (3.3.6) e (3.3.7) encontra-se

L{y ()} =—1+sY(s), (3.3.9)

L{y" ()} =1— s+ %Y (s). (3.3.10)

Com (3.3.5), (3.3.8), (3.3.9) e (3.3.10) volta-se em (3.3.4):

[1—s+8Y(s)] = [-1+sY(s)] —6Y(s)=0-

» | =

— 0. (3.3.11)

A equagao (3.3.11) é algébrica para Y (s). Nao é uma equacao diferencial e pode ser
resolvida como:
(s* —5—6)Y(s) =s—2,

LOPEZ LINARES, J. Exercicios com a Transformada de Laplace. Portal de Livros
Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2021.
115 p. ISBN 978-65-87023-20-5 (e-book). Disponivel em:

https://doi.org/10.11606 /9786587023205.


https://www.youtube.com/watch?v=4A7dzkGQoP8&list=PL8v7luSb9qi5KYkfHdxfnyVqQXslK0yXW&index=31
https://www.youtube.com/watch?v=o-H35l4oKBc&list=PL8v7luSb9qi5KYkfHdxfnyVqQXslK0yXW&index=23

CAPITULO 3. TRANSFORMADA DE LAPLACE DAS DERIVADAS DE F(T) 40

5—2
Y(s) = ER— (3.3.12)
Com a fatoracao:
2 —5—6=(s—3)(s+2),
reescreve-se (3.3.12) como:
5—2
(s —3)(s+2)

A equagdo (3.3.13) é a solugao do PVI no espago transformado ou no espaco dos s. Resta

Y(s) = (3.3.13)

encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espaco dos t. Ou seja,

y(t) = L7{Y(s)}
Mas antes deve-se escrever (3.3.13) na forma de fra¢oes parciais:

s—2 A B
YO =812 “s-3 512 (3:3.14)

onde A, B, C' sao coeficientes reais a serem determinados.

A resolugao de (3.3.14) pode ser feita utilizando o método do encobrimento e encontra-se:

1
A=,
5
4
B=-_.
5

Os resultados anteriores sao substituidos em (3.3.14):

1 1 4 1
= - . 3.3.15
5 5—3+5 s—(=2) ( )

Lembrando que a Transformada de Laplace da funcao exponencial é

1
L atl _ >
{e*} P R
a equacao (3.3.15) transforma-se como:
-1 g 4 o
y(t) =L {Y(s)} = z€ + g€ (3.3.16)

A Figura 3.2 mostra os graficos da equacao (3.3.16), suas derivadas primeira e segunda e
da funcao:
g(t) =y"(t) —y'(t) — 6y(t).
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Os mesmos ilustram que a solucao do PVI é valida para todo t real, embora o método da
Transformada de Laplace utiliza-se somente com t > 0. A resolugdo de um exercicio analogo

esta disponivel em video.

Figura 3.2: Graficos da solu¢ao do PVI de segunda ordem. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.4 PVI de segunda ordem, nao homogéneo

Exercicio 15. Resolver o problema de valor inicial usando a Transformada de Laplace:
y'(t) — 3y (t) +2y(t) = e ™, (3.4.1)
y(0) =1, ¥ (0) = 5. (3.4.2)

3.4.1 Solucao

Inicia-se aplicando a Transformada de Laplace nos dois lados da equagao (3.4.1):

Ly (t) =3y (t)+2y(t)} = L{e "}, (3.4.3)

Como a Transformada de Laplace é linear tem-se:

LAy ()} =3C{y/ ()} +2L{y(t)} = L{e"}. (3.4.4)
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Serd usada a notagao:

LA{y(t)} =Y (s). (3.4.5)
As Transformadas de Laplace das derivadas e da funcao exponencial foram estudadas
anteriormente:
LAy'(H)} = —y(0) + sL{y(t)}, (3.4.6)
LA{y"(t)} = —y'(0) = sy(0) + s*L{y (1)}, (3.4.7)
1
= : 3.4.8
£ {e } s+4 ( )

Substituindo (3.4.2) e (3.4.5) em (3.4.6) e (3.4.7) encontra-se:
LAY (t)} =—1+sY(s), (3.4.9)

LA{y' ()} = =5 —s+5Y(s). (3.4.10)
Com (3.4.5), (3.4.8), (3.4.9) e (3.4.10) volta-se em (3.4.4):

1

—5— 5+ 5%Y(s) — 3[~1+sY(s)] +2Y(s) = ot

(3.4.11)

A equacdo (3.4.11) é algébrica para Y(s). Nao é uma equagdo diferencial e pode ser

resolvida como:

s+2 1
Y(s) = . 3.4.12
(s) 82—38+2+(8+4)(82—38—|—2) ( )
Com a fatoracao:
2 —35+2=(s—1)(s—2),
reescreve-se (3.4.12) como:
5+ 2 1
Y =
S P T ) S PSR | PO &
24+65+9
Y(s)= — 0 T8 (3.4.13)

(s+4)(s—1)(s—2)
A equagao (3.4.13) é a solugao do PVI no espago transformado ou no espaco dos s. Resta

encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espaco dos t. Ou seja,

y(t) = L7{Y ()}
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Mas antes deve-se escrever (3.4.13) na forma de fra¢oes parciais:

s*+6s+9 A B C
= 4.14
(s+4)(s—1)(s—2) Le—l—i—(s—2+!9+él7 (3 )

onde A, B, C' sao coeficientes reais a serem determinados.

A resolugao de (3.4.14) foi feita utilizando o método do encobrimento e encontrou-se:

1
as 1

5)

2
-

6

1
C=—.

30

Os resultados anteriores sdo substituidos primeiro em (3.4.14) e depois levados a (3.4.13):

16 1 25 1 1 1

Y(s) = 3 s—1+€'s—2+%'s——(—4)' (3.4.15)
Lembrando que a Transformada de Laplace da funcao exponencial é
L{e"} = L , 5> a,
s—a
a equacao (3.4.15) transforma-se como:
y(t) = L7 [V (s)} = —?et + %e% + 3—106—4# (3.4.16)

A Figura 3.3 mostra os graficos da equacdo (3.4.16), suas derivadas primeira e segunda e

da funcao:
g(t) =" (t) — 3y (t) + 2y(t) — e *.

Os mesmos ilustram que a solucao do PVI é valida para todo t real, embora o método da Trans-
formada de Laplace utiliza-se somente com ¢t > 0. A resolucao deste exercicio esta disponivel

em video.
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Figura 3.3: Graficos da solu¢ao do PVI de segunda ordem. Versao interativa aqui.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6

Fonte: O autor.
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Capitulo 4

Teoremas da Translacao

4.1 Primeiro Teorema da Translacao em Transformadas de

Laplace

Exercicio 16. Enunciar e demonstrar o “Primeiro Teorema da Translacao em Transformadas

de Laplace”.

4.1.1 Solucao

Teorema 3 (Primeiro Teorema da Translagdo em Transformadas de Laplace). Sejam a,a’ € R
e L{f(t)} = F(s) quando s > a’ > 0, entdo

L{e"f(t)} =F(s—a), s>a+d.

Demonstracao. A Transformada de Laplace de uma fungao real de variavel real f(t) et >0 é

definida por uma integral impropria:
L{F()} = / e f(#)dt = F(s), s> > 0. (4.1.1)
0

Analogamente, a Transformada de Laplace da funcao real de variavel real e f(t) e t > 0

calcula-se como:

L f(t) = /0 sttt f(t)dt.

Na equacao anterior reescreve-se o produto de exponenciais:

L{e"f(t)} = /OOO e U f(t)dt.
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Coloca-se (—t) em evidéncia no argumento da exponencial:

£{e (1) = / ~G=at f(p)

Com a substituicao u = s — a tem-se:

L{e"f(t)} :/ e " f(t)dt
0
Logo, pela defini¢ao (4.1.1) vale:
LA{e"f(t)} =F(u), u>d >0.

Utilizando novamente a substitui¢cao u = s —a, a Transformada de Laplace que procura-se

é a transformada de uma funcao conhecida deslocada em a:
L{e"f(t)} =F(s—a), s—a>d >0.

]

Graficamente, se a for positivo, a fungao F'(s — a) seré deslocada no eixo s para a direita
de F(s), enquanto que, se a for negativo, sera deslocada para a esquerda. A resolugao deste

exercicio esta disponivel em video.

4.2 Calculo de Transformada de Laplace com o Primeiro

Teorema da Translacao

Exercicio 17. Calcular a Transformada de Laplace:

L£{e*t’ — e cos(4t)} .

4.2.1 Solucao

Utilizando a linearidade da Transformada de Laplace pode-se escrever:
L{e*t® —e *cos(4t)} = L{e*t®} — L {e " cos(4t)} . (4.2.1)
Pelo Primeiro Teorema da Translacao vale que

L)} =F(s)=L{e"f(t)} = F(s— a). (4.2.2)
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Devido a (4.2.2) escreve-se (4.2.1) comor:

L{e"t? — e cos(4t)} = L {t*}] — L {cos(4t)}| (4.2.3)

s—s—4 s—s+2 °

Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:

|
E{t"}:%7 t>0,5>0, neN, (4.2.4)

L{cos(bt)} = t>0,s>0,beR. (4.2.5)

s2 + b2’
Aplicando (4.2.4) e (4.2.5) em (4.2.3) tem-se:

3!

L{e"t? — e cos(4t)} = = i

B 52 4 42

s—s5+2

Portanto,
6 s+2

(s—4)  (s+2)2+16

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.

L{e"t’ — e cos(4t)} =

4.3 Reciproca do Primeiro Teorema da Translacao

Exercicio 18. Calcular a Transformada Inversa de Laplace:

y(t) = L {F(s)} = £ { (zsfg‘;’Q} | (4.3.1)

4.3.1 Solucao

Utilizando fragoes parciais no caso de fatores lineares repetidos escreve-se F'(s) de (4.3.1)

como: og 5 A B
s+

F(s) = = 4.3.2

(s) (s —3)2 5—3+(3—3)2’ (43.2)

onde A, B € R que nao dependem de s.

Multiplicando (4.3.2) por (s — 3)? e avaliando em s = 3 encontra-se:
(25 +5)|z5 = Als = 3),5 + B,

B=11. (4.3.3)
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Substituindo (4.3.3) em (4.3.2) segue:

A 25— 6

s—3 (s—3)2

As —3A=2s—6. (4.3.4)

O valor da constante A deve ser o mesmo para todo s. Logo, da igualdade de polinémios
em (4.3.4) chega-se a:
A=2. (4.3.5)

Com (4.3.3) e (4.3.5) volta-se em (4.3.2):

25+5 2 11
Pls) = o =t

(s—3)2 s—3  (s—23)? (4.3.6)

Utilizando a linearidade da Transformada Inversa de Laplace em (4.3.6) tem-se:

c—l{%}zzﬁ—l{sig}ﬂw—l{ﬁ}. (4.3.7)

Pela Reciproca do Primeiro Teorema da Translacao vale que

L{ft)}=F(s)<=L{e™ f(t)} =F(s—a). (4.3.8)
Devido a (4.3.8) escreve-se (4.3.7) como:

o { s 52} —or! { ! } +11L7! { i } . (4.3.9)
(S - 3) Sls—s—3 " lss—3

Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:

1
L1 {—} =1,t>0, s>0. (4.3.10)
S
4 [ n! "
L g =t,1t>0,5>0 neN, (4.3.11)
S

Pela Reciproca do Primeiro Teorema da Translagdo, aplicando (4.3.10) e, com n = 1,
(4.3.11) em (4.3.9) tem-se:

2
£ {( St:;} =2 14 11e* -t = (2+ 11t)e™, ¢t > 0.
8_

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.
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4.4 PVI de segunda ordem, nao homogéneo, PTT

Exercicio 19. Resolver o problema de valor inicial usando a Transformada de Laplace:
y'(t) — 6y (t) + 9y(t) = t2e™, (4.4.1)

y(0) =2, y/(0) = 17. (4.4.2)

4.4.1 Solucao

Utilizando a linearidade da Transformada de Laplace em (4.4.1) tem-se:

L{y" (1)} — 6£4y/ (1)} + 9L{y(1)} = L™}, (1.4.3)
Sera usada a notacao:
LA{yt)} =Y (s). (4.4.4)

As Transformadas de Laplace das derivadas podem ser calculadas como:
L{y' )} = —y(0) + sL{y(t)}, (4.4.5)

L{y" ()} = —y'(0) — sy(0) + s°L{y (1)}, (4.4.6)

Substituindo (4.4.2) e (4.4.4) em (4.4.5) e (4.4.6) encontra-se:
LA{y'(t)} = -2+ sY(s), (4.4.7)

L{y'(#)} = —17 — 25 + s°Y (s). (4.4.8)

A Transformada de Laplace da funcao poténcia e o Primeiro Teorema da Translacao
permitem escrever:

£{t*} = % (4.4.9)

2
(s =3)%
Com (4.4.7), (4.4.8), (4.4.9) e (4.4.10) volta-se em (4.4.3):

L{t?e’} = (4.4.10)

[—17 — 25 + %Y (8)] — 6[—2 + sY(s)] + 9Y (s) =

o (4.4.11)

A equacao (4.4.11) é algébrica para Y(s). Nao é uma equagao diferencial e pode ser
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resolvida como:
(s =65 +9)Y(s) =2s+5+

(s —3)%

25s+5 2
Y(s)= . 4.4.12
(5) 52—6s+9+(32—63+9)(s—3)3 ( )

Com a fatoracao:
s —6s+9 = (s—3)%
reescreve-se (4.4.12) como:
2 ) 2

ot (4.4.13)

Y(s) = .
R T A Pk
A equagao (4.4.13) é a solugao do PVT no espago transformado ou no espaco dos s. Resta

encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espaco dos t. Ou seja,

y(t) =L7H{Y(s)}.

No exercicio anterior mostramos que

L { (28 +3‘;’2} = (24 11t)e*, t > 0. (4.4.14)
S p—

Como preparacao para a utilizacao do Primeiro Teorema da Translagao escreve-se:

£ { G _23)5 } =L7! { 325 HS} : (4.4.15)

Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:

Sn+1

|
£1{ e }:t”,t>0,s>0,neN.

Logo, para n = 4 vale:

4!
£t {—5} =t t>0,5s>0. (4.4.16)
s
Pela Reciproca do Primeiro Teorema da Translagao, considerando (4.4.15) e (4.4.16) tem-
2 2 4!
L —— =Lt —
{(3—3)5} 4! {35

Portanto, a anti-Transformada de Laplace de (4.4.13), solugao do problema de valor inicial,

se:

12

1
} = —t*e¥ t > 0. (4.4.17)
s—s—3
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segue das equagoes (4.4.14) e (4.4.17):

y(t) = LY (s)} = (2 + 11t + %t“) e t>0. (4.4.18)

A Figura 4.1 mostra os graficos da equacdo (4.4.18), suas derivadas primeira e segunda e

da fungao:
g(t) =y"(t) — 6y/(t) + 9y (t) — t?e*.

Os mesmos ilustram que a solucao do PVI é valida para todo t real, embora o método da Trans-
formada de Laplace utiliza-se somente com t > 0. A resolucao deste exercicio estd disponivel

em video.

Figura 4.1: Gréaficos da solucao do PVI de segunda ordem. Versao interativa aqui.

0.6

Fonte: O autor.

4.5 Funcao Degrau Unitario ou de Heaviside

Exercicio 20. a) Dissertar sobre a fung¢ao Degrau Unitdrio ou de Heaviside. b) Escrever

2, set <2
flt) =< -1, se2<t<3 (4.5.1)
1, set>3

utilizando a funcao de Heaviside.
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4.5.1 Solucao

A fungao que seré definida a seguir é muito importante na escrita de equagoes diferencias

com processos que sao ligados ou desligados a partir de determinado instante ¢t = a.

Defini¢ao 2 (Fun¢ao Degrau Unitario ou Heaviside). Seja a € R. A fun¢do u: R — {0, 1} tal
que:

0, set<a

1, set>a

u(t —a) = uy(t) = {
é chamada Degrau Unitdrio ou Heaviside.
Com a = 1 consideram-se como exemplo as funcoes:

0, set<1
uy(t) = ’ , 4.5.2
1) {1, set>1 ( )

1, set <1

. (4.5.3)
0, set>1

’Ul(t> =1- U1<t) = {
A Figura 4.2 mostra os graficos das equagoes (4.5.2) (em azul) e (4.5.3) (em vermelho).

Figura 4.2: Gréaficos das equagbes (4.5.2) (em azul) e (4.5.3) (em vermelho). Versao interativa
aqui.

[
n
N
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0.6

0.4

0.2
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Fonte: O autor.

O produto de uma fungdo d(t) com a fun¢do degrau unitario u(t — a) resulta no “desliga-
mento” ou anulamento da mesma para ¢t > a. A Figura 4.3 mostra o grafico das fungoes em
(4.5.4) e (4.5.5):

d(t) = t* + b, (4.5.4)
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r(t) = dt)u(t — a) = (£ + b)u(t — a).

(4.5.5)

Figura 4.3: Produto com a fungdo degrau unitério. Grafico das fungoes em (4.5.4) e (4.5.5).

Versao interativa aqui.

©
1

2 3 4 5 6 7

Fonte: O autor.

A Figura 4.4 mostra o gréafico da equagao (4.5.1).

Figura 4.4: Grafico da equagao (4.5.1) ou (4.5.6). Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.
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A funcao em (4.5.1) pode ser escrita em uma tnica linha como:
Ft) =2+ (=1 =2)ut = 2) + (1 = (=1))u(t = 3),

F(£) =2 — 3ut — 2) + 2u(t — 3). (4.5.6)

Isto é, iniciando no primeiro ramo de f(¢) considera-se um salto de trés unidades para baixo
em t = 2 e a seguir um salto de duas unidades para cima em ¢t = 3.
Sejam a € R e g(t) e h(t) duas funcoes reais de variavel real. Pode ser verificado que as

equagdes (4.5.7) e (4.5.8) a seguir sdo duas formas equivalentes de escrever a mesma fungao:

~Jg(t), set<a
m(t) = {h(t)’ wt>a (4.5.7)

m(t) = g(t) + [h(t) — g(t)]u(t — a). (4.5.8)

Analogamente, sejam a,b € R e w(t) uma funcao real de variavel real. Pode ser verificado

que as equagoes (4.5.9) e (4.5.10) a seguir sao duas formas equivalentes de escrever a mesma

funcao:
0, set <a
s(t) =< w(t), sea<t<b, (4.5.9)
0, set>b
s(t) = w(t)[u(t —a) — u(t — b)]. (4.5.10)

A resolugao deste exercicio esta disponivel em video.

4.6 Segundo Teorema da Translacao em Transformadas de

Laplace

Exercicio 21. Enunciar e demonstrar o Sequndo Teorema da Translagao em Transformadas

de Laplace.

4.6.1 Solucao

Teorema 4 (Segundo Teorema da Translacao em Transformadas de Laplace). Sejam a,a’ € R
e L{f(t)} = F(s) quando s > da’ > 0, entdo

LAf(t—a)u(t —a)} =e *F(s), s>d >0.
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Demonstra¢ao. A Transformada de Laplace de uma fungao real de variavel real f(t) et > 0é

definida por uma integral impropria:

LA{f(t)}= /000 e S f(t)dt = F(s), s >a > 0. (4.6.1)

Analogamente, a Transformada de Laplace da func¢ao real de variavel real f(t —a)u(t —a)

e t > 0 calcula-se como:
LA{f{t—a)u(t—a)} = /OO e f(t —a)u(t — a)dt.
0

Devido a funcdo de Heaviside u(t — a) a integral anterior é separada em dois intervalos
[0,00) = [0, a] N [a, c0):

E{f(t—a)u(t—a)}:/aeStf(t—a)-O-dtJr/ooeStf(t—a)-l-dt,

0 a

LAf(t—a)u(t—a)} = /00 e f(t —a)dt. (4.6.2)

Na equagao (4.6.2) sera feita a troca de variaveis v =t — a. Com isso vale que t = v + a,
dv=dtequandot=a — v =0:

L{f(t— a)ult —a)} = /O s ) (), (4.6.3)

Como a integracdo acontece na variavel v o fator e™® no integrando de (4.6.3) é uma

constante que pode ser escrita fora da integral:

LAf(t—a)u(t—a)} =€ /000 e " f(v)dv. (4.6.4)

Como a varidvel de integracdo é muda a integral de (4.6.4) coincide com a integral de
(4.6.1). Ou seja,
LA{f(t—a)u(t—a)} =e *F(s), s>a >0.

]

O resultado anterior sera utilizado para calcular a Transformada de Laplace da funcao
de Heaviside. Seja f(t) = 1 a fungdo constante um para t > 0. Logo, com a > 0 tem-se que
f(t —a) = f(t) = 1. Adicionalmente, foi visto que:

L{1} = F(s) = %, s> 0. (4.6.5)
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Pelo Teorema 4 e a equagao (4.6.5) segue que:

—as

L1 u(t—a)} = e ™ F(s) = =

, s> 0.

Ou seja, a Transformada de Laplace da fungao de Heaviside é

—as

L{u(t—a)} =", s>0.

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.

4.7 Transformada de Laplace utilizando a funcao de Hea-
viside
Exercicio 22. Seja
F(£) =2 — 3u(t — 2) + 2u(t — 3), (4.7.1)

onde u(t — 3) € a fungao de Heaviside. Calcular L{f(t)}.

4.7.1 Solucao

Pela linearidade da Transformada de Laplace aplicada em (4.7.1) segue:
L{ft)}=2L{1} —3L{u(t—2)} +2L{u(t—3)}. (4.7.2)

Foi visto que as Transformadas de Laplace da funcao de Heaviside e da funcao constante

sSao:
—as

L{u(t —a)} =©

s> 0, (4.7.3)

1
L{l} ==, s>0. (4.7.4)
s
Utilizando as formulas de (4.7.3) e (4.7.4) em (4.7.2) encontra-se:

6723 6735

ﬁﬁ@ﬂ:2§—3s 12

S

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.
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4.8 Calculo de Transformada Inversa de Laplace, STT-I

Exercicio 23. Calcular a Transformada Inversa de Laplace:

1 S s
H=L'd— 24 = %%, 4.8.1

4.8.1 Solucao

Pela linearidade da Transformada Inversa de Laplace aplicada na equacdo (4.8.1) segue:

_ 1 L o -1 S —s
y(t)=L {8_46 +L 71 9° . (4.8.2)

O Segundo Teorema da Translagdo na sua forma reciproca (ou inversa) garante que:

L{f)}=F(s)= L {e™F(s)} = f(t — a)u(t — a). (4.8.3)

Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:

Eil {ﬁ} = €4t, t> O, (484)
£ {52 i 9} = cos(3t), t > 0. (4.8.5)

Utilizando (4.8.3), (4.8.4) e (4.8.5) reescreve-se (4.8.2) como:

y(t) = eyt — 2) + cos (3 [t — g]) u <t — g) , t>0.

A resolucao deste exercicio estd disponivel em video.

4.9 Calculo de Transformada Inversa de Laplace, STT-II

Exercicio 24. Calcular a Transformada Inversa de Laplace:

y(t) = £ {%} . (4.9.1)
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4.9.1 Solucao

O fator e™* significa que deve ser utilizada a forma reciproca (ou inversa) do Segundo

Teorema da Translagdo. Mas, antes deve-se fatorar o denominador em (4.9.1):

5—2 5—2
= . 4.9.2
$2—4s+3  (s—=3)(s—1) ( )
Decompondo (4.9.2) em fracoes parciais:
—2 A B
i - b (4.9.3)

(s=3)(s—1) s—-3 s—1

As constantes A, B € R nao dependem de s. Isto é, elas devem ser as mesmas para todo
valor de s. Basta escolher um valor que simplifique as contas. Multiplicando (4.9.3) por s — 3

e avaliando em s = 3 encontra-se:

5 —2 1
=A=-. 4.94
s—1],5 2 ( )
Multiplicando (4.9.3) por s — 1 e avaliando em s = 1 encontra-se:
5§—2 1
=B =-. 4.9.5
s — 3|, 2 ( )
As equagoes (4.9.4) e (4.9.5) sao substituidas em (4.9.3):
5s—2 1 1 1 1
-_— = _. —. ) 4.9.6
G-3)5-1) 2 s-3 2 5-1 (496)
Com (4.9.6) retorna-se a (4.9.1):
1 1 1 1
H=L1=. et = ey 4.9.
y(t) =L {2 T3¢ T3 3—16} (4.9.7)

Pela linearidade da Transformada Inversa de Laplace aplicada na equacdo (4.9.7) segue:

ERUSY SR R LS B O S
y(t)—2£ {3—3 e }—{—2£ {3—1 e } (4.9.8)

O Segundo Teorema da Translagao na sua forma reciproca (ou inversa) garante que:

L{f)}=F(s)= L {e™F(s)} = f(t — a)u(t — a). (4.9.9)
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Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:

1
£} {—3} = >0, (4.9.10)
S —

1
L7 ——>b=¢ t>0. 4.9.11
{s -1 } < ( )
Utilizando (4.9.9), (4.9.10) e (4.9.11) reescreve-se (4.9.8) como:

1 1
y(t) _ 563(t—1)u(t — 1) + §€t_1u<t — 1), t> 0.

A resolucao de um exercicio analogo esta disponivel em video.

4.10 Forma Alternativa do Segundo Teorema da Transla-
cao

Exercicio 25. Enunciar e demonstrar a Forma Alternativa do Sequndo Teorema da Translacdo

em Transformadas de Laplace.

4.10.1 Solucao

Teorema 5 (Forma Alternativa do Segundo Teorema da Transla¢do). Sejam a,a’ € R e
LA{f(t)} = F(s) quando s > a' >0, entao

LAfWu(t—a)} =eL{f(t+a)}, s>da >0.

Demonstra¢ao. A Transformada de Laplace de uma fungao real de variavel real f(t) et >0 é

definida por uma integral impropria:

L{f(t)} = /000 e S f(t)dt = F(s), s >a > 0. (4.10.1)

Analogamente, a Transformada de Laplace da funcao real de variavel real f(t)u(t —a) e

t > 0 calcula-se como:
LA{f)u(t—a)} = /o e f(t)u(t — a)dt.

Devido a func¢do de Heaviside u(t — a) a integral anterior é separada em dois intervalos
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[0,00) = [0, a] N [a, c0):

L{f()ult —a)} = /0 et () -0 - dt + /Oo et () -1 - dt,

L{F(ult —a)} = /Oo e~ F(1)dt. (4.10.2)

Na direita da equagao (4.10.2) sera feita a troca de varidveis v =t — a. Com isso vale que

t=v+a,dv=dtequandot=a — v =0:

C{f(ult —a)} = / =5(040) £y 4 @)do. (4.10.3)

Como a integragao acontece na variavel v o fator e~ no integrando de (4.10.3) é uma

constante que pode ser escrita fora da integral:

L{f)u(t—a)} =" /000 e f(v+ a)dv. (4.10.4)

Como a variavel de integracao é muda a integral de (4.10.4) é a Transformada de Laplace
de f(t + a). Ou seja,

LA{f(t)u(t—a)} =eL{f(t+a)}, s>d >0.

A resolugao deste exercicio esta disponivel em video.

4.11 PVI de primeira ordem, com inomogeneidade descon-

tinua
Exercicio 26. Resolver o problema de valor inicial usando a Transformada de Laplace:
y'(t) +y(t) = f(2), (4.11.1)
y(0) =5, (4.11.2)

0 0<t<
{ o EEsEs T (4.11.3)

3cos(t), set>mw
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4.11.1 Solucao

Com a funcdo de Heaviside pode-se escrever (4.11.3) como:
f(t) = 3cos(t)u(t — ). (4.11.4)
Utilizando a linearidade da Transformada de Laplace em (4.11.1) tem-se:
L{y'(t)} + L{y(t)} = 3L{cos(t)u(t —m)} (4.11.5)

Serd usada a notagao:
LA{y(t)} =Y (s). (4.11.6)

A Transformada de Laplace da primeira derivada pode ser calculada como:
L{y' ()} = —y(0) + sL{y(1)}, (4.11.7)
Substituindo (4.11.2) e (4.11.6) em (4.11.7) encontra-se:
LA{y'(t)} =—-5+sY(s), (4.11.8)
Pela Forma Alternativa do Segundo Teorema da Translagao vale que:
LA{gt)u(t—a)}=e*L{g(t+a)}. (4.11.9)

Com g(t) = cos(t) e a = 7 segue que g(t + a) = cos(t + 7) = — cos(t). Consultando uma,

tabela de Transformadas de Laplace chega-se a:

s
LAg(t+a)} =L{—cos(t)} = T > 0. (4.11.10)
Portanto, de (4.11.9) e (4.11.10) deduz-se:

L{cos(tyult =)} = —e ™ i 2 (4.11.11)

Com (4.11.6), (4.11.8) e (4.11.11) volta-se em (4.11.5):

s

— Y Y(s) = -3¢ ™ ——:. 4.11.12
54 Y (5)] + Y (5) = —3e™ 5o (111.12)

A equacdo (4.11.4) é algébrica para Y(s). Nao é uma equagdo diferencial e pode ser

resolvida como:

(s+1)Y(s)=5—e"

)

s24+1
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5) s S
Y(s) = P —3e GIDETD (4.11.13)

Para o segundo somando de (4.11.13) serd usada a decomposicao em fragoes parciais:

S A Bs+C
= 4.11.14
GADEE+1) s+l 241 ( )

onde A, B, C sao coeficientes reais a serem determinados. O numerador do segundo somando
de (4.11.14) ¢é escrito como um polindémio linear devido a equagio no denominador (s? +1 = 0)
nao ter solucgoes reais.

Os numeradores de (4.11.14) podem ser reescritos como:
0-5°4+1-s+0=A(s*+1)+ (Bs+O)(s+1),

0-8°+1-s+0=(A+B)s*>+(B+0CO)s+ (A+0O), (4.11.15)

A equagdo (4.11.15) deve ser entendida como uma igualdade de polindémios em s e leva

ao sistema:
A+B=0
B+C=1 (4.11.16)
A+C=0
Resolvendo (4.11.15) encontra-se B = C' = —A = 1. Este resultado ¢ colocado em
(4.11.14):
s 1 1 1 s+1
= - —— + = . 4.11.17
(s+1)(s24+1) 2 s+1+2 s2+1 ( )
Com (4.11.17) volta-se em (4.11.13):
5 3 1 s+1
Y — © _—7s .
()= +ee <3+1 s2+1>’
5 3 1 3 s 3 1
Y(s) = —e " ——e " ——e ™ . 4.11.18
()= 1T e° (s+1) 2° (32+1> 2° (s2+1) ( )

A equagao (4.11.18) é a solugao do PVI no espago transformado ou no espago dos s. Resta

encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espago dos t. Ou seja,

y(t) =L {Y ()}
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Pela linearidade da Transformada Inversa de Laplace aplicada na equacao (4.11.18) segue:

e { b ser{e () -

(4.11.19)
3 —1 —7s S 3 —1 —Ts 1
SR e R
Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:
P P Qe R S (4.11.20)
s+1 s—(-1) ’ ’ o
-1 S .
L {32 " 1} = cos(t), t >0, (4.11.21)
P = sen(t), t > 0. (4.11.22)
s2+1 ’
Pela reciproca do Segundo Teorema da Translacao vale que:
L7He™G(s)} = g(t — a)u(t — a). (4.11.23)

Portanto, as anti-Transformadas de Laplace de (4.11.19), solugao do problema de valor
inicial, seguem das equagdes (4.11.20), (4.11.21), (4.11.22) e (4.11.23):

3
y(t) = 5et + Se Tyt — 1) —
2 (4.11.24)
3 3
—3 cos(t — m)u(t — ) — 3 sen(t — m)u(t —m), t > 0.

Como cos(t — m) = —cos(t) e sen(t — m) = —sen(t) a equagao (4.11.24) pode ser simpli-
ficada:

3
y(t) =5e " + 5

Embora o termo nao homogéneo foi “ligado” em ¢t = 7 a resposta do sistema, dada pela

[e7"™) + cos(t) + sen(t)] u(t — ), t > 0. (4.11.25)

equagao (4.11.25), é continua nesse instante. A Figura 4.5 mostra os graficos das fungoes em
(4.11.4) e (4.11.25). Os mesmos ilustram a transi¢ao inicial e o comportamento assintotico. A

resolucao deste exercicio esta disponivel em video.
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Figura 4.5: Graficos da inomogeneidade f(¢) e da solu¢ao do PVI y(t). Versio interativa aqui.

51 y(0)=5
4]\Y(®)
3
3v2
..... T
1
®
0 fit 2 4 6 8 10 12 14, 16 18 20
-1
3v2
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=3

Fonte: O autor.
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Capitulo 5

Derivadas de F'(s) e Convolugao

5.1 Derivadas de F(s)

Exercicio 27. Seja F(s) = L{f(t)}. Demonstrar as formulas para calcular a primeira e se-

gunda derivada de F(s) em relagio a s. Generalizar para a derivada enésima.

5.1.1 Solucao

A Transformada de Laplace de uma fungao real de variavel real f(t) e t > 0 é definida

por uma integral impropria:
F(s) = L{f(t)} = / e ()dt, s> d > 0. (5.1.1)
0

Assume-se que a integral impropria em (5.1.1) é convergente. Isto permite trocar a ordem

entre os operadores de derivacao e integracao:

dZiS) _ d% /Owestf(t)dt: /0“’ fﬂ%’;f@ﬂdt, (5.1.2)

Ou seja, derivando o integrando na direita de (5.1.2) encontra-se:

d];is) - /0 T et (@), (5.1.3)

Mas a integral no lado direito de (5.1.3) é a Transformada de Laplace da fungao ¢f(¢):

dF(s)
ds

=—L{tfD)},

L{tF()} = —%f) - (-1)%. (5.1.4)
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Para determinar a segunda derivada de F'(s) sera utilizada um artificio algébrico e a

equagao (5.1.4):

~~
. L {tf(t)}
c{t*ft)} zﬁ{t-tf(t)} = (—1)T. (5.1.5)
Devido, mais uma vez, a equagao (5.1.4) segue:
CLRf() = deigS% (5.1.6)

Seja n € N. As equacoes (5.1.4) e (5.1.6) permitem conjeturar a formula relacionada com

a derivada enésima de F'(s):

d"F(s
LA{t"f(t)} =(—-1)" dsf(L ) (5.1.7)
A demonstracgao é feita por inducao finita.
5.2 Utilizagao da primeira derivada de F'(s)
Exercicio 28. Seja k € R. Calcular L{tsen(kt)}.
5.2.1 Solucao
Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:
k
,C{Sen(kt)} = m, s> 0. (521)
Por outro lado, com f(t) = sen(kt) e as equacoes (5.1.4) e (5.2.1) segue:
d k d o 5 o
Utilizando a regra da cadeia para derivar em (5.2.2) chega-se a:
2ks

A resolugao deste exercicio esta disponivel em video.
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5.3 PVI de segunda ordem, nao homogéneo, derivada de
F(s)

Exercicio 29. Resolver o problema de valor inicial usando a Transformada de Laplace:
2" (t) + 16z(t) = cos(4t), (5.3.1)
z(0) =0, 2'(0) = 1. (5.3.2)

5.3.1 Solucao
Utilizando a linearidade da Transformada de Laplace em (5.3.1) tem-se:

L")} +16L{x(t)} = L{cos(4t)}. (5.3.3)

Sera usada a notacao:

L{x(t)} = X(s). (5.3.4)

A Transformada de Laplace da segunda derivada pode ser calculada como:
L{z"(t)} = —2'(0) — s2(0) + s’L{z(t)}, (5.3.5)
Substituindo (5.3.2) e (5.3.4) em (5.3.5) encontra-se:
L{z"(t)} = -1+ s°X(s). (5.3.6)

A Transformada de Laplace da funcao cosseno é:

S

L {cos(4t)} = R (5.3.7)
Com (5.3.4), (5.3.6) e (5.3.7) volta-se em (5.3.3):
[—1+ s2X(s)] + 16X (s) = suLw (5.3.8)

A equagao (5.3.8) é algébrica para X(s). Nao é uma equagao diferencial e pode ser resol-

vida como:
s

52+ 16’
1 n s
s2+16  (s2+16)2

(s> +16)X(s) =1+

X(s) = (5.3.9)

A equagao (5.3.9) é a solu¢ao do PVI no espago transformado ou no espago dos s. Resta
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encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espaco dos t. Ou seja,
z(t) = LH{X(s)}.
Pela linearidade da Transformada Inversa de Laplace aplicada na equacdo (5.3.9) segue:

2(t) = £ {32 Jlr 16} Lt {W} . (5.3.10)

Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:

k
ﬁil {m} = SGH(kt), t > 0. (5311)

Ou seja, multiplicando e dividindo o primeiro somando de (5.3.10) por 4 tem-se:

ic—l {32 i 16} _ isen(élt), t> 0. (5.3.12)
No exercicio anterior mostramos que
L{tsen(kt)} = ({922—1—%2)2 (5.3.13)
Logo, para k = 4 vale:
£ {8—5} = tsen(4t), t > 0. (5.3.14)
(s +16)?

Portanto, multiplicando e dividindo o segundo somando de (5.3.10) por 8 tem-se:

1., 8s 1
- s ==t 4t), t . 3.1
8£ {(32 n 16)2} 3 sen(4t), t >0 (5.3.15)

Isto é, a anti-Transformada de Laplace de (5.3.10), solugdo do problema de valor inicial,

segue das equagoes (5.3.12) e (5.3.15):
-1 1 1
z(t) =L {X(s)} = 2 sen(4t) + gt sen(4t), t > 0. (5.3.16)
A Figura 5.1 mostra os graficos da equagao (5.3.16) e da funcao:

g(t) = 2" (t) + 16x(t) — cos(4t).

A equagao diferencial (5.3.1) e sua solu¢ao (5.3.16) representam um sistema ressonante.

LOPEZ LINARES, J. Exercicios com a Transformada de Laplace. Portal de Livros
Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2021.
115 p. ISBN 978-65-87023-20-5 (e-book). Disponivel em:

https://doi.org/10.11606 /9786587023205.


https://www.youtube.com/watch?v=AlPBeWUlPQk&list=PL8v7luSb9qi5KYkfHdxfnyVqQXslK0yXW&index=28
https://www.youtube.com/watch?v=T-Hob1VUwUU&list=PL8v7luSb9qi5KYkfHdxfnyVqQXslK0yXW

CAPITULO 5. DERIVADAS DE F(S) E CONVOLUCAO 69

A amplitude das oscilagoes cresce com o tempo e o sistema eventualmente quebra. A resolucao

deste exercicio esta disponivel em video.

Figura 5.1: Graficos da solu¢ao do PVI de segunda ordem. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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5.4 Definicao de integral de Convolucao

Exercicio 30. Definir a integral de convolugao das funcoes f(t) e g(t).

5.4.1 Solucao

Definigao 3 (Integral de Convolugao). Sejam f(t) e g(t) funcoes reais de varidvel real néao

negativa. A integral denotada f % g € chamada convolucao de [ e g:

F(#) * g(t) = /O gt — 7)dr (5.4.1)

A variavel de integracdo é 7, a variavel ¢ aparece no limite superior de integracdo. A

convolugao de duas fungbes f(t) e g(t) é outra funcao h(t):

h(t) = f(t) * g(t).

Sejam F(s) e G(s) as Transformadas de Laplace de f(t) e g(t), respectivamente. A

motivagao para a Definicao 3 é que:

LTHE(s)G(s)} = f(t) * g(t) # f(t)g(t).
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Uma demonstracao do resultado anterior estd disponivel aqui. A convolugao tém algumas

propriedades em comum com a multiplicacao de funcoes, mas outras nao.

5.5 f(t)+1# f(t)

Exercicio 31. Calcular a convolucao das fungoes f(t) = cos(t) e g(t) = 1.

5.5.1 Solucao

Utiliza-se a equagao (5.4.1) que define a integral de convolugao:
/ F()g(t — 7)d (5.5.1)
Tem-se que g(t — 7) = g(t) = 1 e substituindo em (5.5.1) segue:
cos(t) x 1 = /t cos(t)dr = sen(7)|}, = sen(t) —MQ sen(t). (5.5.2)
0

Isto &, a convolucdo das fungdes f(t) = cos(t) e g(t) = 1 é a funcdo sen(t) e em geral

f@)«1# f(1).

5.6 f(t)* f(t) # f2(t)

Exercicio 32. Calcular a convolucio das fungoes f(t) = sen(t) e g(t) = sen(t).

5.6.1 Solucao

Utiliza-se a equagao (5.4.1) que define a integral de convolugao:
/ F()g(t — 7)d (5.6.1)
Tem-se que g(t — 7) = sen(t — 7) e substituindo em (5.6.1) segue:
t
sen(t) * sen(t) = / sen(7)sen(t — 7)dr. (5.6.2)
0
Pela identidade trigonométrica do seno da soma pode ser escrito:

sen(t — 7) = sen(t) cos(—7) + sen(—7) cos(t),
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sen(t — 7) = sen(t) cos(T) — sen(r) cos(t). (5.6.3)

Substituindo (5.6.3) em (5.6.2) encontra-se:
sen(t) x sen(t) = /o sen(7) [sen(t) cos(7) — sen(7) cos(t)] dr. (5.6.4)

Lembrando que a integracao acontece em relacao a variavel 7. Logo, pode-se reescrever
(5.6.4) como:

sen(t) x sen(t) = sen(t)/o sen(7) cos(7)dT — cos(t)/o sen’(T)dr. (5.6.5)

Para a primeira integral em (5.6.5) promove-se a troca de variavel u(7) = sen(7). Segue
que du = cos(7)dr, quando 7 = 0 vale que u(0) = sen(0) = 0 e quando 7 = ¢ vale que
u(t) = sen(t):

t sen(t) 1 sen 1
/ sen(7) cos(7)dr = / udu = 5 u2|0 “ 5 sen?(t). (5.6.6)
0 0

Pela utilizagao da identidade do cosseno do angulo duplo e a identidade trigonométrica

fundamental escreve-se:
cos(27) = cos*(T) — sen?(7) = 1 — 2sen?(7),

sen’(t) = % (1 —cos(27)). (5.6.7)

—

A equacao (5.6.7) é substituida na segunda integral em (5.6.5):

/Ot sen?(r)dr — % (/Ot dr — /Ot cos(zf)d7> ,

[T SETR W R

sen(t) x sen(t) = %sen?’(t) - %cos(t) <t - %sen(2t)) :

sen(t) * sen(t) = % (—tcos(t) + sen’(t) + sen(t) cos®(t)). (5.6.9)

Nos tltimos dois somandos de (5.6.9) coloca-se sen(t¢) em evidéncia e utiliza-se novamente
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a identidade trigonométrica fundamental:

sen(t) * sen(t) = = (—t cos(t) + sen(t)) . (5.6.10)

N | —

Isto ¢, a convolugao da fungao sen(t) com ela mesma nao é a fun¢ao sen®(t) e em geral
f(t) = f(t) # f2(t). A resolugao deste exercicio esta disponivel em video.

A Figura 5.2 mostra os graficos das fungoes sen(t), sen?(t) e da funcao em (5.6.10). Para
determinados valores de t o resultado da convolucao de uma funcao com ela mesma pode ser

um nimero negativo.

Figura 5.2: Graficos das fungoes sen(t), sen?(t) e da convolugao sen(t) x sen(t). Versao inte-
rativa aqui.

0.5

sen?(t)

0.5 1 15 2 25 3
sen(t)*sen(t)
sen(t)

-0.5

-1.5

Fonte: O autor.

5.7 Propriedades da integral de Convolucao

Exercicio 33. Dissertar sobre as propriedades da integral de convolugao. Provar pelo menos

uma delas.

5.7.1 Solucao

Anteriormente estudo-se que a convolucao entre duas funcoes é definida como:

ft)xg(t) = /Ot f(r)g(t — 7)dr. (5.7.1)
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Também viu-se que em geral vale:
f(t) 1 # f(1),
F@O) = f(t) # f2(0).

Apesar da convolugao nao ser exatamente um produto de fungoes, algumas propriedades

sao semelhantes as da multiplicagao.

Proposicao 6 (Comutatividade). Sejam f(t) e g(t) funcdes reais de varidvel real ndo negativa.
Vale:

fxg=gx*/[.

Demonstragao. Em (5.7.1) ¢ feita uma troca de variavel: u = t—7. Como a integragao acontece
em relacao a 7, entao t é considerado como constante. Segue que 7 =t —u e du = —dr.

Adicionalmente, quando 7 = 0 tem-se que u =t e quando 7 = t encontra-se u = 0:

f@*ﬂﬂ=£iﬁM@—ﬂmfilf@—wﬁmeJ (5.7.2)

O sinal negativo na direita de (5.7.2) é utilizado na troca dos limites de integracao:

f@*aw:Agmva—mm:gw*ﬂw (5.7.3)

Para a ultima passagem de (5.7.3) utilizou-se a definigdo e o fato da variavel de integracdo ser
muda. O

Proposigao 7 (Distributividade). Sejam f(t), g1(t) e g2(t) fungoes reais de varidvel real nao

negativa. Vale:

fr(+g)=f*g+[f*g.

Proposicao 8 (Associatividade). Sejam f(t), g(t) e h(t) fungdes reais de varidvel real nao

negativa. Vale:
f(gxh)=(f*g)xh.

Proposicao 9 (Funcdo Nula). Seja f(t) uma funcdo real de varidvel real nao negativa e 0 a

funcao identicamente nula para todo t positivo. Vale:

f*x0=0xf=0.
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5.8 Exemplo do uso da propriedade comutativa da Convo-
lucao

Exercicio 34. Calcular €' x sen(t).

5.8.1 Solucao

Para resolver o exercicio anterior podem ser utilizados dois caminhos: 1) €' x sen(t) e ii)
sen(t) * e!. Embora o resultado seja o mesmo o esforgo para chegar na solugio é diferente em
cada um deles.

1) e % sen(t). Da defini¢ao segue:
t
e’ x sen(t) = / e sen(t — 7)dr. (5.8.1)
0
Pela identidade trigonométrica do seno da diferenca pode ser escrito:
sen(t — 7) = sen(t) cos(T) — sen(r) cos(t). (5.8.2)

A substituicao de (5.8.2) em (5.8.1) leva ao calculo de duas integrais. Pelo caminho ii)
serd preciso calcular apenas uma.

ii) sen(t) x €. Da definigdo segue:

t t
sen(t) x e = / sen(7)e' Tdr = et/ e 7 sen(T)dr. (5.8.3)
0 0

Seja I a integral na direita de (5.8.3):

I = /Ot e " sen(7)dr. (5.8.4)

Em (5.8.4) utiliza-se a formula de integragao por partes:

b b b
/ udv = uv| — / vdu,
a a a

cOoI1mn

Segue que:

t
I=—¢eT7 SGH(T)‘S +/ e " cos(T)dr. (5.8.5)
0
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co1m

Seja J a integral na direita de (5.8.5):

t
J:/ e~ " cos(T)dr. (5.8.6)
0
Com (5.8.6) a equagao (5.8.5) pode ser reescrita como:
I =—e"sen(t) + J. (5.8.7)

Em (5.8.6) utiliza-se a formula de integragao por partes:
b

b b
/ udv = uv| — / vdu,
a a a

u(r) = cos(T), dv(t) = e "dr,

du(t) = —sen(r)dr, v(T)=—€"

Segue que:

J=—eT COS(T)‘S — /t e " sen(T)dr. (5.8.8)
0
De (5.8.4) e (5.8.8) reescreve-se:
J=1—¢"cos(t)—1I. (5.8.9)
Substituindo (5.8.9) em (5.8.7) segue:

I=—e"sen(t)+1—etcos(t) — I,

1= 5 [1— e (eos(t) + sen(r))] (5.8.10)

Com o valor encontrado para I retorna-se nas equagoes (5.8.4) e (5.8.3):

A resolugao deste exercicio esta disponivel em video.

5.9 Teorema da Convolucao em Transformadas de Laplace

Exercicio 35. Enunciar e demonstrar o “Teorema da Convolucao em Transformadas de La-

place”.
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5.9.1 Solucao

Teorema 10 (Teorema da Convolugdo em Transformadas de Laplace). Sejam f(t) e g(t)
funcoes reais de varidvel real nao negativa tais que existem suas Transformadas de Laplace

F(s) e G(s), respectivamente. Entao,

LA{f(#) *g(t)} = F(s)G(s),

Também vale que:

LTHF(s)G(s)} = f(t) = g(t).

Demonstra¢ao. Como premissa as integrais a seguir sao convergentes:

F(s) = /Oo e F(N)dA, (5.9.1)

0

G(s) = /000 e Pg(B)dp. (5.9.2)

A variavel de integracao é muda e pode ser substituida por outra letra.

Escreve-se o produto das equagoes (5.9.1) e (5.9.2):

F(s)G(s) = /OOO e F(N)dA /OOO e~ Pg(B)dp. (5.9.3)

A integral em (5.9.1) nao depende de . Com isso a equagao (5.9.3) pode ser escrita como

uma integral dupla iterada:

F(s)G(s) = /0oo e Pg(p) [/OO e‘SAf(/\)d/\] dg. (5.9.4)

0

Como e~*# ndo depende de A reescreve-se (5.9.4) como:

FEGE) = [0 [ | e-%-sﬂfmcu] s,

FEGE = [ o) [ | es“*@fwdx} as. (9.5

A seguir ¢ feita uma troca de variaveis em (5.9.5): t(A) = A+ [ (0 constante). Ou seja,

A=t— [ ed\=dt. Quando A =0 tem-se t = § e quando A — oo segue que t — o0:

FEGE) = [ o [ / e - ﬁ>dt] 45, (59.6)
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Pelo Teorema de Fubini para integrais duplas iteradas a equacdo (5.9.6) pode ser reescrita

CcOomao:

<N@G@%=AWENLAEWHU—BM4dt

Mas a integral entre colchetes em (5.9.7) é a convolugao das fungdes f e ¢:

U*muwaélwvu—ﬁmm

FOGE) = [ et o

A equagao (5.9.8) é a Transformada de Laplace da convolucao das fungoes f e ¢:

F(s)G(s) = L{f(t) xg(t)} -

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.

5.10 Calculo da transformada de uma convolucao

E{/Ot ¢ sen(t — T>d7}.

Exercicio 36. Calcular

5.10.1 Solucao

Da definicao de Integral de Convolucao tem-se:
t
f®+ 9= [ gt - r)ar
0
Comparando (5.10.1) e (5.10.2) nota-se:
t
e’ x sen(t) = / e’ sen(t — 7)dr.
0
Ou seja, com (5.10.3) a equagao (5.10.1) pode ser reescrita como:

L{e" * sen(t)}.

(5.9.7)

(5.9.8)

(5.10.1)

(5.10.2)

(5.10.3)

(5.10.4)
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Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:
1
L{f(t)}=L{e} = — = F(s), (5.10.5)
1
LA{g(t)} = L{sen(t)} = e G(s). (5.10.6)
Pelo Teorema da Convolucao em Transformadas de Laplace vale:
LA{f(t)*xg(t)} = F(s)G(s). (5.10.7)
Portanto, das equagoes (5.10.4), (5.10.5), (5.10.6) e (5.10.7) segue:
L /t e"sen(t — 7)dr p = L {e" * sen(t)} = ! !
; e T 51 241
A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.
5.11 Anti-transformada de um produto conhecido
Exercicio 37. Calcular
a
L7 ——— b, 5.11.1
{ s2(s? + a?) } ( )
5.11.1 Solucao
A equagao (5.11.1) pode ser reescrita como:
ol v Ll ppy sy (5.11.2)
s2 s2+a2f ' o
Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:
_ [ 1
LHF(s)y =L {3_2} =t=f(t), (5.11.3)
-1 ~1 a _
LT7H{G(s)} =L {52 n a2} = sen(at) = g(t). (5.11.4)
Pelo Teorema da Convolucao em Transformadas de Laplace vale:
LHE(s)-G(s)} = f(t) * g(t). (5.11.5)
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Da definicao de Integral de Convolucao tem-se:

/ F(Pg(t — 1)d (5.11.6)
De (5.11.2), (5.11.3), (5.11.4) (5.11.5) e (5.11.6) deve-se calcular:

t
t % sen(at) = sen(at) xt = / sen(at)(t — 7)dr,
0

L1 {@} = t/ot sen(ar)dr — /Ot T sen(at)dr. (5.11.7)

A primeira integral em (5.11.7) calcula-se normalmente, para a segunda utiliza-se a for-

b
/ udv = uv
a

mula de integracao por partes:

b

b
— / vdu,
a a

com
uw(r) =7, dv= sen(ar)dr,
du=dr, v(t)=—2%cos(ar).
Isto é,
r-1 {82(520+ 5 } = —at cos(ar) i - o7 cos(ar) ) — 5/0 cos(at)dr,

t

(5.11.8)

. a ot t1
L {m}_a_a/o COS(CLT)dT—a—?Sen(CLT)

Segue de (5.11.7) que:

£l {S(L} _ isen(at) at — sen(at)

2(s?2 4+ a?) a a? a?

0

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.

5.12 PVI de primeira ordem, nao homogéneo, convolucao
Exercicio 38. Resolver o problema de valor inicial usando a Transformada de Laplace:
y'(t) — y(t) = te' sen(t), (5.12.1)

y(0) = 0. (5.12.2)
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5.12.1 Solucao

Utilizando a linearidade da Transformada de Laplace em (5.12.1) tem-se:

L{y' ()} — L{y(t)} = L{te' sen(t)}. (5.12.3)

Serd usada a notagao:
LA{yt)} =Y (s). (5.12.4)

A Transformada de Laplace da primeira derivada pode ser calculada como:
LLy' ()} = —y(0) + sL{y(1)}. (5.12.5)
Substituindo (5.12.2) e (5.12.4) em (5.12.5) encontra-se:
LAy (t)} = sY(s). (5.12.6)

A Transformada de Laplace da funcao seno é:

1
Y = ) 0.12.7
£ {sen(t)) = 5 (5.12.7)
Pelo Teorema da Primeira Derivada de F(s) tem-se:
dF
cify =46 (5.12.8)
ds
Logo, das equagoes (5.12.7) e (5.12.8) segue:
d 1 2s
t )y =—— = . 5.12.9
£itsen()} ds [52—1-1} (s2+1)2 ( )
Pelo Primeiro Teorema da Translagao vale:
L{e"f(t)} = F(s— a). (5.12.10)
Portanto, com a = 1 e f(t) = tsen(t), de (5.12.9) e (5.12.10) encontra-se:
2(s—1)
"otsen(t)} = : 5.12.11
LRettsen(t)} = (s qp ( )
Com (5.12.4), (5.12.6) e (5.12.11) volta-se em (5.12.3):
2(s —1
Y (s) — Y(s) = — 25— 1) (5.12.12)

(s=12+1)*
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A equagdo (5.12.12) é algébrica para Y (s). Nao é uma equacdo diferencial e pode ser

resolvida como:
2

(s=12+1)*

A equacao (5.12.13) é a solugao do PVI no espago transformado ou no espago dos s. Resta

Y(s) = (5.12.13)

encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espaco dos t. Ou seja,

y(t) =LH{Y(s)}.

Pela linearidade da Transformada Inversa de Laplace aplicada na equacao (5.12.13) segue:

y(t) =2L71 { {(S — 11)2 - 1] LS — 11)2 - 1] } : (5.12.14)

Considerando o Primeiro Teorema da Translacao e (5.12.7) vale:

1

L{etsen(t)} = —————. 5.12.15
{e'sen(t)} G121 ( )
Do Teorema da Convolucao tem-se:
LTHE(s)G(s)} = f(t) * g(t). (5.12.16)
Identificando de (5.12.14), (5.12.15) e (5.12.16) que:
F(s)=G(s) =L {e"sen(t)}, (5.12.17)
chega-se a necessidade de calcular a convolugao e’ sen(t) * e’ sen(t).
Pela definicao de Integral de Convolucao segue:
t
£0)+50) = [ 1g(t = i
0
t
y(t) = 2" sen(t) x e’ sen(t) = 2/ e"sen(t)e" T sen(t — 7)dr,
0
t
y(t) = 26t/ sen(7) sen(t — 7)dr. (5.12.18)
0
A integral em (5.12.18) é a convolucao da fun¢do sen(t) com ela mesma, que foi calculada
anteriormente: .
y(t) = Qeti (—tcos(t) + sen(t)),
y(t) = e' (—tcos(t) + sen(t)). (5.12.19)
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A Figura 5.3 mostra os graficos da equacao (5.12.19), solugdo do PVI, e da sua primeira

derivada, y/(t).

Figura 5.3: Graficos da solugao do PVT, y(¢), e da sua primeira derivada, y/(t). Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

5.13 PVI de segunda ordem, nao homogéneo, convolucao

Exercicio 39. Resolver o problema de valor inicial usando a Transformada de Laplace:

y'(6) + 9 (t) = f(B), (5.13.1)
y(0) =1, 4'(0) =0, (5.13.2)
1 se0<t <3
t) = ’ -7 5.13.3
1) {sen(t), set> 73 ( )
5.13.1 Solucao

Utilizando a linearidade da Transformada de Laplace em (5.13.1) tem-se:

L{y"O} + L{y'(1)} = L{f (1)} (5.134)
Sera usada a notagao:

LA{y(t)} =Y (s). (5.13.5)

LOPEZ LINARES, J. Exercicios com a Transformada de Laplace. Portal de Livros
Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2021.
115 p. ISBN 978-65-87023-20-5 (e-book). Disponivel em:

https://doi.org/10.11606 /9786587023205.


https://www.geogebra.org/m/puhbrgm3

CAPITULO 5. DERIVADAS DE F(S) E CONVOLUCAO 83

A Transformada de Laplace das derivadas pode ser calculada como:

LAY (1)} = —y(0) + sLyy(1)}, (5.13.6)

L4y (D)} = —/(0) — sy(0) + s2L{y(D)}. (5.13.7)

Substituindo (5.13.2) e (5.13.5) em (5.13.6) e (5.13.7) encontra-se:
LAY ()} = -1+ sY(s), (5.13.8)

L{y'(t)} = —s+ sV (s). (5.13.9)

Com o auxilio da Fun¢ao Degrau Unitario ou Func¢ao de Heaviside reescreve-se (5.13.3)

| f)=1—u (t - g) + sen(t)u (t - g) . (5.13.10)

As Transformadas de Laplace das funcoes constante e cosseno sao:

1
c{1y=—. (5.13.11)
s
t)=——. 13.12
L {cos(t)} o (5.13.12)
A Transformada de Laplace da funcao de Heaviside é:
s e 2%
L {u <t - 5)} - (5.13.13)

Pela forma alternativa do segundo teorema da translacao tem-se:

L { sen(t)u (t — g)} —e 3L { sen (t + g)} ,

T _x,
L { sen(t)u (t - 5)} = e 3L {cos(t)} . (5.13.14)
Logo, das equagoes (5.13.12) e (5.13.14) segue:
m a, S
L { sen(t)u (t — 5)} = ST (5.13.15)

Consequentemente, de (5.13.10), (5.13.11), (5.13.13) e (5.13.15) chega-se:

1 e 2%

LU} =+ -

+ e3¢

. 5.13.16
S s24+1 ( )
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Substituindo (5.13.8), (5.13.9) e (5.13.16) em (5.13.4) encontra-se:

—5+8°Y(s) —1+sY(s) = L e + e3¢
s s s2+1
(L)Y (s) s 41452 g9 (5.13.17)
s(s s)=s - — e : 13.
s s s2+1

A equagdo (5.13.17) é algébrica para Y (s). Nao é uma equacdo diferencial e pode ser
resolvida como:
1 1 1 1 . 1 1

T 1
Vis) =+ L. _e el . 5.13.18
(5) s+32 s+1 ¢ 52 8+1+6 s+1 s2+1 ( )

A equagao (5.13.18) é a solug¢ao do PVI no espago transformado ou no espaco dos s. Resta

encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espaco dos t. Ou seja,
y(t) = LY ()}
Do Teorema da Convolucao tem-se:
LHF(s)G(s)} = f(t) x g(b). (5.13.19)

Identifica-se de (5.13.18) e (5.13.19) e das transformadas inversas das funcoes poténcia,

exponencial e seno que:

1 1
£ {—2 : } =txe (5.13.20)
s s+1
o =e ' sen(t) (5.13.21)
s+1 241 ' o
A seguir utiliza-se em (5.13.20) e (5.13.21) a defini¢do de Integral de Convolugao:
t
f(t)*g(t) = / f(m)g(t —7)dr. (5.13.22)
0
Para (5.13.20) escreve-se:
t t
txe !t = / e~ Ndr = e_t/ TeTdr. (5.13.23)
0 0

Em (5.13.23) utiliza-se a formula de integracdo por partes:
b b b
/ udv = uv| — / vdu,
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com
u(r) =7, dv=e"dr,
du=dr, v(r)=¢€".
Isto é,
t t t
txet=et|1e"| — / etdr| =et |tet —e7| |,
o Jo 0
tret=e"te" —e'+1] =t—1+e". (5.13.24)
Com (5.13.24) volta-se em (5.13.20):
1 1
L= =t—1+4+e" 5.13.25
{82 s+ 1} +e ) ( )
De (5.13.21) e (5.13.22) escreve-se:
t t
e ' x sen(t) = sen(t) xe ' = / sen(t)e” " dr = e_t/ sen(7)e’dr. (5.13.26)
0 0
A integral na direita de (5.13.26) resolve integrando por parte duas vezes e foi feita
anteriormente: |
e ' x sen(t) =e”! [5(1 + ef[— cos(t) + sen(t)])} :
1
e ' x sen(t) = 3 (e7" — cos(t) + sen(t)). (5.13.27)
Com (5.13.27) volta~se em (5.13.21):
£ CE— _1 (e7" — cos(t) + sen(t)) (5.13.28)
s+1 s241 2 ' o

O Segundo Teorema da Translagao na sua forma reciproca (ou inversa) garante que:
LAf()}=F(s)= L {e™F(s)} = f(t — a)u(t — a). (5.13.29)

De (5.13.18), (5.13.25) e (5.13.29) segue:

£ {625_12 > Jlr 1} —u <t - g) [(t - g) 1+ e—<f—%)] . (5.13.30)

De (5.13.18), (5.13.28) e (5.13.29) tem-se:

e ) D -l 5)
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£ {e‘gs ! ! } = 1u (t — E) (e_(t_%) — sen(t) — cos(t)) . (5.13.31)

s+1 s2+1 2 9

A Transformada de Laplace inversa de (5.13.18) pode ser escrita com (5.13.11), (5.13.25),
(5.13.30) e (5.13.31):

2 2
g (t=3) (8 = sentt) — costt))
y(t) =t+e "=
! <t B g) {(t - g) -1+ %e_(t_g) + %sen(t) + % cos(t)} : (5.13.32)

A Figura 5.4 mostra os graficos da funcao f(t), equagao (5.13.3) ou (5.13.10), e a solugao

do PVI, equagao (5.13.32). Sao esbogadas também as condigoes iniciais em (5.13.2).

Figura 5.4: Grafico da funcao f(t), equacao (5.13.3) ou (5.13.10), e a solugao do PVI, equacdo
(5.13.32). Sao esbocadas também as condi¢oes iniciais em (5.13.2). Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

5.14 Transformada de Laplace duma integral-I

Exercicio 40. Fnunciar e demonstrar a formula que permite calcular a transformada de La-

place duma integral.
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5.14.1 Solucao

Proposigao 11 (Transformada de Laplace duma integral). Seja f(t) um fungao real de varidvel

real nao negativa tal que exista sua Transformada de Laplace F(s). Entao,

e[ o} =
£ {@} = /Otf(r)dr.

Demonstracao. Pelo Teorema da Convolucao em Transformadas de Laplace vale:

Também vale que:

LHF(s)-G(s)} = f(t) x g(t). (5.14.1)
Da definicao de Integral de Convolucao tem-se:
ft)xg(t) = / f(r)g(t — 7)dr. (5.14.2)
0

Seja g(t) = 1 uma funcao constante. Logo, ¢g(t —7) = 1 também é uma fungao constante.
Substituindo g(t) = g(t — 7) = 1 em (5.14.2) segue:

£t #1 = /O ) (5.14.3)

Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:

LG (s)y =L {%} =1=g(t). (5.14.4)

De (5.14.1), (5.14.2), (5.14.3) e (5.14.2) chega-se a:

L {F(s) - %} _ /Ot F(r)dr.

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.
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5.15 Transformada de Laplace duma integral-II
Exercicio 41. Calcular

L {5(52—1“)} : (5.15.1)

5.15.1 Solucao

Reescreve-se (5.15.1) como:

L {m} =Lt {%} : (5.15.2)

Da Proposigao sobre Transformada de Laplace duma integral sabe-se que:

£ {@} = /Otf(T)dT. (5.15.3)

Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:

1
s2+1

LHF(s)} = cl{ } = sen(t) = f(t). (5.15.4)

De (5.15.2), (5.15.3) e (5.15.4) chega-se a:

- {m} = /Ot sen(7)dr = — cos(T)

t

0

Portanto,

£ {3(52—11)} =1—cos(t).

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.

5.16 Transformada de Laplace duma integral-III
Exercicio 42. Calcular

£ {m} : (5.16.1)

5.16.1 Solucao

Seja
(5.16.2)
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No exercicio anterior encontrou-se que:

ety =t

m} =1—cos(t) = f(t).

Considera-se (5.16.2) e reescreve-se (5.16.1) como:

B e e

Da Proposicao sobre Transformada de Laplace duma integral sabe-se que:

£ {@} = /Otf(T)dT.

De (5.16.3), (5.16.4) e (5.16.5) chega-se a:

£ {m} - /Otu — cos(r)|dr = 7

t t

i — sen(T)

0

Portanto,

£ {WZU} =t — sen(t).

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.

5.17 Equacao integral de Volterra

Exercicio 43. Resolver para f(t) a equagao integral de Volterra:
t
ft) =3t —e ' — / f(r)e"dr.
0

5.17.1 Solucao

(5.16.3)

(5.16.4)

(5.16.5)

(5.17.1)

A equagao (5.17.1) é um tipo especial de equacao integral. Note-se que a incognita f(t)

aparece tanto fora como dentro da integral. Adicionalmente, a integral é a convolucao das

fungoes f(t) e h(t) = €. Ou seja, da defini¢do de Integral de Convolugao tem-se:

ﬂwmwzéfm&wr

(5.17.2)

De (5.17.2) e pela linearidade da Transformada de Laplace aplicada na equagao (5.17.1)
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segue:
L{fO)}=3C{"} —L{e "} = L{f(t) xh(t)}. (5.17.3)
Sera utilizada a notacao:
LA{f(t)} = F(s). (5.17.4)
Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:
9 2
L{t*} = i (5.17.5)
1
_ £y _ _
L{h(t)} =L{c} = — H(s), (5.17.6)
1
—t -
L{e '} = T (5.17.7)

Pelo Teorema da Convolucao em Transformadas de Laplace vale:
LA{f(t)xh(t)} = F(s)- H(s). (5.17.8)

Com (5.17.4), (5.17.5), (5.17.6), (5.17.7) e (5.17.8) reescreve-se (5.17.3):

6 1 1
F(s)=— — — F(s)- . 5.17.9
() s3 s+1 (5) s—1 ( )
Partindo de (5.17.9) coloca-se F'(s) em evidéncia:
1 S 6 1
Fs) (1 — F(s) - -2
(S)( +s—1> (s) s—1 s s+1’
6(s—1) s—1
F(s)= — . 5.17.10
(s) st s(s+1) ( )
A equacao (5.17.10) pode ser escrita como:
6 6 1 1
F(s)=———— . 5.17.11
(s) s st 3+1+s(s—|—1) ( )
Por sua vez, a ultima fragdo em (5.17.11) pode ser decomposta em outras duas:
6 6 1 1 1
Fs) = — — 2 _ t_
(s) 3 st os+1 s s+ 1
2 3! 1 1
F(s)=3-——— — 20—+ - 0.17.12
(5) 3 st s—(—1) * s ( )

A equacao (5.17.12) é a solu¢ao no espaco transformado ou no espago dos s. Resta
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encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espaco dos t. Ou seja,

f(t) =L {F(s)}.

Pela linearidade da Transformada Inversa de Laplace aplicada na equacdo (5.17.12) e

consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:
f#) =3t =t — 2" + 1. (5.17.13)

A resolucao deste exercicio esta disponivel em video.

5.18 Equacao integro-diferencial, PVI

Exercicio 44. Utilizar a transformada de Laplace para resolver detalhadamente o problema de

valor inicial dado pela equacao integro-diferencial:
t

y'(t) + 6y(t) + 9/ y(r)dr =1, (5.18.1)
0

y(0) = 0. (5.18.2)

5.18.1 Solucao

A equacdo (5.18.1) é um tipo especial de equacdo integro-diferencial. Note-se que a
incognita y(t) aparece em trés posigdes: sem derivar dentro da integral, sem derivar fora da
integral e sua primeira derivada y'(t).

Pela linearidade da Transformada de Laplace aplicada na equagao (5.18.1) segue:

Ly} +6L{y()) +9L {/Oty(f)df} —£{1}. (5.18.3)

Sera utilizada a notacao:
LA{yt)} =Y (s). (5.18.4)
A Transformada de Laplace da primeira derivada pode ser calculada como:
LA{y' )} = —y(0) + sL{y(t)}. (5.18.5)

Substituindo (5.18.2) e (5.18.4) em (5.18.5) encontra-se:

LAy ()} = sY(s). (5.18.6)

LOPEZ LINARES, J. Exercicios com a Transformada de Laplace. Portal de Livros
Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2021.
115 p. ISBN 978-65-87023-20-5 (e-book). Disponivel em:

https://doi.org/10.11606 /9786587023205.


https://www.youtube.com/watch?v=AlPBeWUlPQk&list=PL8v7luSb9qi5KYkfHdxfnyVqQXslK0yXW&index=28
https://www.youtube.com/watch?v=pPcQm2dB14E&list=PL8v7luSb9qi5KYkfHdxfnyVqQXslK0yXW&index=48
https://www.youtube.com/watch?v=4A7dzkGQoP8&list=PL8v7luSb9qi5KYkfHdxfnyVqQXslK0yXW&index=31

CAPITULO 5. DERIVADAS DE F(S) E CONVOLUCAO 92

Da Proposigao sobre Transformada de Laplace duma integral sabe-se que:

c {/Oty(T)dT} _ Y (5.18.7)

S

Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:
1
LA{1} =-, (5.18.8)
s

Com (5.18.4), (5.18.6), (5.18.7) e (5.18.8) reescreve-se (5.18.3):

sY (s) +6Y (s) + 9Yis) = é’

1

<s +6 + g) Y(s) = = (5.18.9)

Partindo de (5.18.9) coloca-se Y (s) em evidéncia:

s>+ 6s+9 1
8 g
1 1 1 1

2 4+65+9 (s +3)2 = (=3) s—(=3) (5.18.10)

Y(s)=

Y(s) =

A equacdo (5.18.10) é a solu¢do no espaco transformado ou no espago dos s. Resta

encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espaco dos t. Ou seja,

y(t) = L7 {Y (s)}

Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:

L)y =L { } =e % = f(t). (5.18.11)

L
s—(=3)

Pelo Teorema da Convolucao em Transformadas de Laplace vale:

LTHE(s)-F(s)} = f(t) * f(t). (5.18.12)

De (5.18.11) e da definigao de Integral de Convolugao tem-se:

t t
e ke = / e 3Te 3 dr = e3t/ dr = te . (5.18.13)
0 0
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Por (5.18.11), (5.18.12) e (5.18.13) a Transformada Inversa de Laplace de (5.18.10) é:
y(t) = te ™. (5.18.14)

Como verificagdo, de (5.18.14) a integral e a derivada na equagao (5.18.1) podem ser

calculadas:

! 11

g(t) = / Te ¥ dr = = — —e”¥(3t + 1), (5.18.15)
0 9 9

y'(t) = e ¥ (1 - 3¢). (5.18.16)

As equagoes (5.18.14), (5.18.15) e (5.18.16) permitem definir a fungao:

t
) =5/ (6) + 69(0) + 9 [ yir)dr — 1=
0 (5.18.17)
3 31 L1 s
=e (1 —-3t)+6te " +9 9~ g¢ (Bt+1)| —1=0, Vt.
A Figura 5.5 mostra os graficos das equacoes (5.18.14), (5.18.15), (5.18.16) e (5.18.17). E

esbocada também a condigao inicial em (5.18.2).

Figura 5.5: Gréficos das equagoes (5.18.14), (5.18.15), (5.18.16) e (5.18.17). E esbogada também
a condi¢ao inicial em (5.18.2). Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

A resolucao de um exercicio andlogo esta disponivel em video.
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5.19 Circuito RLC em série, equacao integro diferencial

Exercicio 45. Determinar a corrente i(t) em um circuito RLC em série no qual L = ll—OH;

R =20 e C = 5 F. Considerar que i(0) = 0 e a voltagem aplicada:
Va(t) = 120t[1 — u(t — 1)], (5.19.1)
onde u(t) € a fungdo passo unitdrio.

5.19.1 Solucao

A segunda lei de Kirchhoff (Lei das Tensoes ou Lei das Malhas) aplicada a um circuito
RLC série (Figura 5.6) diz:
Vi 4+ Ve + Ve = VL(1), (5.19.2)

onde V,, Vi e Vi sao as quedas de voltagem no indutor, resisténcia e capacitor, respectivamente.

Figura 5.6: Diagrama de circuito RLC série.

Va

C
|

Fonte: Criado por Oswaldo José Machado. Disponivel em
https://www.circuitlab.com /circuit /36kjth /circuito-rle-serie/.
Acesso em: 23 nov. 2021.

A queda de voltagem no indutor pode ser escrita como:

(5.19.3)

onde L é a constante chamada inductancia e i(t) é a corrente elétrica como func¢ao do tempo.
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A queda de voltagem no resistor (Lei de Ohm) pode ser escrita como:
Ve = Ri(t), (5.19.4)

onde R é a constante chamada resisténcia elétrica.

A queda de voltagem no capacitor pode ser escrita como:

g(t) 1 / "
Vo=—=—= i(7)dT, 5.19.5
=12 = [ (519.5
onde C é a a constante chamada capacitancia e ¢(f) a carga elétrica acumulada no capacitor
como func¢ao do tempo. O acumulo de carga estd relacionada com a corrente por uma integral.
Considera-se que a fonte externa foi ligada no instante ¢ = 0.
Substituindo (5.19.1), (5.19.3), (5.19.4) e (5.19.5) em (5.19.2) encontra-se:
di(t)

L= 4 Rilt) + % /Ot i(r)dr = 12061 — u(t — 1)]. (5.19.6)

A equagao (5.19.6) & um tipo especial de equagdo integro-diferencial, ndo homogénea.

Not neoenita it tro C . ..d.ddi(t)
ote-se que a 1mcognita Z( ) aparece em tres posigoes: COom Sua primelira derivada a0 sem

derivar e dentro da integral f(f i(T)dr.
As unidades foram dadas utilizando os padroes do sistema internacional. Logo, a corrente
elétrica calculada tera unidades de Ampéres. As mesmas serao omitidas no que segue. Com

isso reescreve-se a equagao (5.19.6) como:

1 t
i (0 +2i(0) + 10/ i(7)dr = 120t — 120tu(t — 1), (5.19.7)
0

Pela linearidade da Transformada de Laplace aplicada na equagao (5.19.7) segue:
1 t
1—()/3 {i'(t)} +2L4{i(¢t)} + 10L {/ i(r)dr} =120L{t} —120L {tu(t — 1)}. (5.19.8)
0

Sera utilizada a notacao:

L{i(t)} = I(s). (5.19.9)

A Transformada de Laplace da primeira derivada pode ser calculada como:
L{I(t)} = —i(0) + sL{i(t)}. (5.19.10)
Substituindo ¢(0) = 0 e (5.19.9) em (5.19.10) encontra-se:

L{(1)Y = sI(s). (5.19.11)
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Da Proposigao sobre Transformada de Laplace duma integral sabe-se que:

c {/Oti(T)dT} _ ), (5.19.12)

Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:
ci=L cay=l (5.19.13)
=2 = 19.
Pela Forma Alternativa do Segundo Teorema da Translacao vale que:
LA{gtult—a)}=e*L{g(t+a)}. (5.19.14)
De (5.19.13) e (5.19.14) segue:
s s

Clult—1)} = e L{t 41} = e (i + 1) | (5.19.15)

Com (5.19.9), (5.19.11), (5.19.12), (5.19.13) e (5.19.15) reescreve-se (5.19.8):

1 I(s) 1 (11
1—08[(8) +2I(s) + 107 = 120; — 120e (? + g> ,
S 10 1 1 1
— 42+ — | I(s) =120 — 120 ( =+ — | . 5.19.16
(10+ * s) (s) 52 ¢ ($2+3) ( )

Partindo de (5.19.16) coloca-se I(s) em evidéncia:

(52 + 20s + 100>

1 1 1
I(s) =120—,— 120e™° | —+ -
1()% (S) 1 € ( 1+ > )

S/z‘ S }8{
1 1

(s + 10)%I(s) = 1200= — 1200¢* (; + 1) :
S

I(s) = 1200

1 1
—1200e" . 5.19.17
00e <s(s 1102 T s+ 10)2> ( )

Para facilitar o calculo da Transformada Inversa de Laplace utiliza-se uma decomposicao

s(s+10)2

em fragoes parciais:
1 M N P

SF102 s 5110 (sF10)2

(5.19.18)

onde M, N, P sao constantes que nao dependem de s.

De (5.19.18) segue que:

1 = M(s+10)*> 4+ Ns(s + 10) + Ps = M(s* + 20s + 100) + N(s* + 10s) + Ps,
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0-5°+0-s+1=(M+ N)s*>+ (20M + 10N + P)s + 100M. (5.19.19)

A equacdo (5.19.19) deve ser entendida como uma igualdade de polinémios em s e leva

ao sistema:
M+ N=0
20M + 10N + P = 0. (5.19.20)
100M =1
Resolvendo (5.19.20) encontra-se M = s, N = —t5 ¢ P = —7. Este resultado ¢
colocado em (5.19.18):
1 11 1 1 1 1 (5.19.21)
s(s+1002 100 s 100 s+10 10 (s+10)2 o
Com (5.19.21) volta-se em (5.19.17):
I(s) =122 —12 120
s)=12- — —120————
+ 10 + 10)2
S (5 +10) (5.19.22)

1 1 1
—e 12— —12 1080 —— | .
‘ < s s+ 10 T 080(5+10)2>

A equagdo (5.19.22) é a solugdo no espaco transformado ou dos s. Resta encontrar a

anti-Transformada de Laplace para voltar no espaco dos t. Ou seja,

i(t) = L7 {I(s)} .

Consultando uma tabela de Transformadas de Laplace encontra-se:

1
L {—} =1, (5.19.23)
s
£ ! S SR R G (5.19.24)
s+ 10 s — (—10) ' o
Pela Reciproca do Primeiro Teorema da Translacao vale que
LY F(s—a)}=L"" {F(s) } =e"f(t). (5.19.25)
S—s—a
De (5.19.25) tem-se:
£ {;} ol = te 1. (5.19.26)
(s +10)? 5% |55 (~10)
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Pela reciproca do Segundo Teorema da Translacao vale que:
L7H{e™G(s)} = g(t — a)u(t — a). (5.19.27)

De (5.19.23) e (5.19.27) segue:

1
£ {6_8—} =u(t —1). (5.19.28)
S
De (5.19.24) e (5.19.27) segue:
et = e 100Nyt — 1) (5.19.29)
10 . 19.

E de (5.19.26) e (5.19.27) segue:

] s 1 _ —10(t—1
L {e m}—(t—l)e Doyt —1). (5.19.30)

Por (5.19.22), (5.19.23), (5.19.24), (5.19.26), (5.19.28), (5.19.29) e (5.19.30) encontra-se:

i(t) =12 — 127 1% — 120te 1 —
—u(t —1) (12 = 1271071 4 1080(t — 1)e ™% Y) .

i(t) =12 — 12719 — 120te 10—

(5.19.31)
—u(t — 1) (12 — 1092¢~ =1 4 1080te100=1) .

A Figura 5.7 mostra os gréaficos das equagbes (5.19.1) e (5.19.31).
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Figura 5.7: Gréaficos das equagoes (5.19.1) e (5.19.31). Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Nota-se que a corrente cresce no intervalo 0 < ¢ < 1 pois o capacitor esta sendo carregado.
Quando a fonte externa é desligada em ¢ = 1 a corrente primeiro cai rapidamente e fica negativa,
devido ao indutor e o capacitor, e finalmente se anula lentamente. Em ¢ = 1 a funcao i(t) é

continua, embora V,(t) seja descontinua. A resolugao deste exercicio esta disponivel em video.
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Capitulo 6

Transformada de Laplace da funcao Delta

de Dirac

6.1 Funcao Delta de Dirac ou Impulso Unitario

Exercicio 46. Dissertar sobre funcao Delta de Dirac ou Impulso Unitdrio:
5(t — to).

Mostrar as propriedades que a caracterizam.

6.1.1 Solucao

A funcao especial ou generalizada Delta de Dirac, também conhecida como Impulso Uni-
tario ou simplesmente fungao (¢t — ty), define-se como valendo infinito no ponto ¢t = ¢y e zero
no restante da reta real. Adicionalmente, a integral da fungao Delta de Dirac em toda a reta

real é definida como tendo valor 1:

5(t —to) = { 0, set#to (6.1.1)

)
0o, set =1y

/m&ﬁ%@ﬁzl (6.1.2)

Uma equagao alternativa a (6.1.2) é escrever que para qualquer fungao real de variavel real f(¢)

vale:

/ﬁf@&ﬁ%@ﬁ—f%yl—f%) (6.1.3)

Estritamente falando a definicao anterior é problematica, pois o simbolo de infinito, utili-

zado em (6.1.1), ndo é um nimero e as integrais em (6.1.2) e (6.1.3) deveriam ser zero. Pode-se
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pensar na fungao Delta de Dirac como um retangulo infinitamente estreito e alto, com area igual
a unidade. Ou a tnica contribuigdo para a area embaixo da curva f(¢)d(t —ty) acontecendo em
t = ty, sendo igual ao produto de um At =1 com f(t).

Uma modelagem da fun¢o 6(t — t) pode ser feita com a funcdo d,(t — t) (Figura 6.1):

0, set <ty—a
dat —to) =4 5, setop—a<t<to+a, (6.1.4)
0, set>ty+a

onde a ¢ um namero real positivo. Nota-se que com (6.1.4), para todo a, vale:

/+OO Sa(t — to)dt = 1. (6.1.5)

o0

Figura 6.1: Funcao d,(t — t9). Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Adicionalmente, ao calcular o limite da fungao 6,(t—to) quando a tende a zero (Figura 6.2)

encontra-se:
ill}r(l)(sa(t—to) = (5<t—t0> (616)
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Figura 6.2: Tlustragao do limite da fung¢ao 6,(t — ty) quando a — 0. A funcdo Delta de Dirac
d(t — to) € representada por uma seta vertical. Versdo interativa aqui.

5 0—0
4 .
) I 1 8,

03 i

Fonte: O autor.
A resolugao deste exercicio esta disponivel em video.

6.2 Transformada de Laplace da funcao Delta de Dirac

Exercicio 47. Demonstrar o cdlculo da transformada de Laplace da fun¢ao Delta de Dirac ou

Impulso Unitdrio:

L{6(t — to)).

6.2.1 Solucao

Proposicao 12. Para ty > 0 a Transformada de Laplace da funcao Delta de Dirac é:
L{06(t —to)} = e,

Demonstracao. A funcao Delta de Dirac satisfaz que:
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Onde a fungao d0,(t — ty) pode ser escrita como:

0, set <ty—a
da(t —to) =4 5, sety—a<t<to+a, (6.2.2)
0, set>ty+a

Pela utilizacao da fungao Degrau Unitario (de Heaviside) reescreve-se (6.2.2) como:

5a(t — 1) = % fult — (to — a)) — ult — (to + a))] (6.2.3)

Com (6.2.3) a equagao (6.2.1) transforma-se em:

d(t — to) = lim {i [u(t — (to — a)) — u(t — (to + a))]] : (6.2.4)

a—0 | 2a

De (6.2.4) e pela linearidade da operagao de calcular limite e da Transformada de Laplace

segue:
) 1
£L6(0 ~ )} =l | - [£ult — (0 - )}~ Llute — o)} (629
A Transformada de Laplace da funcao de Heaviside é:

efbs

LA{u(t —b)} = . (6.2.6)
De (6.2.5) e (6.2.6) escreve-se:
L{5(t — 1)} = lim [% {e—u;—a)s - 6_(t;+a)8H | (6.2.7)
Como o limite ¢ calculado sobre a a equagao (6.2.7) transforma-se em:
CAS(t— 1)} = i [eas - eas] . (6.2.8)
25 a—0 a

O limite em (6.2.8) possui uma indeterminacao do tipo %. Pelo fato das func¢oes envolvidas

serem continuas pode ser utilizada a regra de L’Hopital:

lim [i} = slim [ﬁ} = 2s. (6.2.9)
a—0 a a—0 1
Substituindo (6.2.9) em (6.2.8) completasse a prova. O

A resolucao deste exercicio estd disponivel em video.
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6.3 PVI de segunda ordem, funcao Impulso Unitario-I

Exercicio 48. Resolver o problema de valor inicial usando a Transformada de Laplace:

y"(t) +y(t) = 46(t — 2m).

Dois casos: a)

b)

6.3.1 Solucao
Utilizando a linearidade da Transformada de Laplace em (6.3.1) tem-se:

L{y" (0} + L{y (1)} = 4L{6(t — 2m)}.

Serd usada a notagao:
LA{y(t)} =Y(s).

A Transformada de Laplace da segunda derivada pode ser calculada como:

L{y"(t)} = —y'(0) — sy(0) + s*L{y(t)}.

Para o item a). Substituindo (6.3.2) e (6.3.5) em (6.3.6) encontra-se:

Para o item b). Substituindo (6.3.3) e (6.3.5) em (6.3.6) encontra-se:
L{y" ()} = Y (s).

Viu-se que a Transformada de Laplace da funcao Delta de Dirac é:
L{o(t —tg)} = e 5",

Com (6.3.9) calcula-se:
L{5(t —2m)} = e ™.

(6.3.1)

(6.3.2)

(6.3.3)

(6.3.4)

(6.3.5)

(6.3.6)

(6.3.7)

(6.3.8)

(6.3.9)

(6.3.10)
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Para o item a). De (6.3.7), (6.3.5) e (6.3.10) chega-se a:

—5+4 %Y (s) + Y (s) = e,
5 1
- 4.
s2+1 * s2+1
Para o item b). De (6.3.8), (6.3.5) e (6.3.10) chega-se a:

e 2ms, (6.3.11)

s?Y (s) + Y(s) = 4e 2™,

1

Yi(s)=4-

e s, (6.3.12)

As equagoes (6.3.11) e (6.3.12) sdo a solugdo do PVI no espago transformado ou dos s.

Resta encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espaco dos t. Ou seja,

y(t) = L7{Y ()}

Consultando uma tabela de Transformadas inversas de Laplace encontra-se:

o {32 ‘i 1} = cos(t). (6.3.13)
£t {52 i 1} = sen(t). (6.3.14)

O Segundo Teorema da Translagdo na sua forma reciproca (ou inversa) garante que:
L)} =F(s)= LT {F(s)e ™} = f(t — a)u(t — a). (6.3.15)

De (6.3.14) e (6.3.15) segue:

L {32 :_ 16_2”} = sen(t — 2m)u(t — 27) = sen(t)u(t — 2m). (6.3.16)
Para o item a). De (6.3.11), (6.3.13) e (6.3.16) a solugao do PVT é:

Ya(t) = cos(t) + 4sen(t)u(t — 2). (6.3.17)
Para o item b). De (6.3.12) e (6.3.16) a solugdo do PVT é:

yp(t) = 4sen(t)u(t — 2m). (6.3.18)

A Figura 6.3 mostra os gréficos das funges em (6.3.17) e (6.3.18). A resolucdo deste
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exercicio, em conjunto com uma interpretacao fisica, esta disponivel em video.

Figura 6.3: Graficos das fun¢oes em (6.3.17) e (6.3.18). Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

6.4 PVI de segunda ordem, funcao Impulso Unitario-II

Exercicio 49. Resolver o problema de valor inicial usando a Transformada de Laplace:

y'(t) =2y (t) =1+ 0(t - 2),

6.4.1 Solucao
Utilizando a linearidade da Transformada de Laplace em (6.4.1) tem-se:

L{y" ()} —2L{y' (1)} = L{1} + L{o(t — 2m)}.

Sera usada a notagao:
LA{y(t)} =Y(s).
A Transformada de Laplace das derivadas pode ser calculada como:

L{y' ()} = —y(0) + sL{y(t)},

L{y"(t)} = —y'(0) = sy(0) + s*L{y(t)}.

(6.4.1)

(6.4.2)

(6.4.3)

(6.4.4)

(6.4.5)

(6.4.6)
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Substituindo (6.4.2) e (6.4.4) em (6.4.5) e (6.4.6) encontra-se:

LAY ()} = sY(s).

L{y'(t)} = —1+ 5" (s).

A Transformada de Laplace da funcao constante igual a um é:

L=

Viu-se que a Transformada de Laplace da fungao Delta de Dirac é:

L{6(t —to)} = e,

Com (6.4.10) calcula-se:
L{5(t—2)} =e .

De (6.4.3), (6.4.7), (6.4.8), (6.4.9) e (6.4.11) chega-se a:
2 1 —2s
—1+45%Y(s) —2sY(s) = -+ e,
s

R SRR
e
$2(s—2) s(s—2) s(s—2)

Y(s) =

Executando uma decomposicao em fracoes parciais encontra-se:

R S
s(s—2) 25 2(s—2)

11 11

2(5-2) 45 2 d(s—2)
Substituindo (6.4.13) e (6.4.14) em (6.4.12) tem-se:

3 1 1 1+3 1
4 5 2 s2 4 s5-—2
1 1723 1 1 —2s
s +2 8—26 ’

(6.4.7)

(6.4.8)

(6.4.9)

(6.4.10)

(6.4.11)

(6.4.12)

(6.4.13)

(6.4.14)

(6.4.15)

A equagao (6.4.15) é a solugao do PVI no espaco transformado ou no espago dos s. Resta

encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espacgo dos t. Ou seja,

y(t) = L7 {Y ()}
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Consultando uma tabela de Transformadas inversas de Laplace encontra-se:

L {é} =1, (6.4.16)
£ {é} =t, (6.4.17)
L {S i 2} = e (6.4.18)

O Segundo Teorema da Translagdo na sua forma reciproca (ou inversa) garante que:
L)} =F(s)= LT {F(s)e ™} = f(t — a)u(t — a). (6.4.19)

De (6.4.16), (6.4.18) e (6.4.19) segue:

L {16—25} =u(t —2), (6.4.20)
S
£t {S i 2628} = XDyt —2), (6.4.21)

3 1 3 g 1 2(t—2
i Zef—§[1—e<t Nou(t —2). (6.4.22)

A Figura 6.4 mostra o gréfico da solu¢do do PVI, func¢do em (6.4.22), suas derivadas e
glt) = y'(t) — 24/ (1) — 1.

A resolucao de um exercicio andlogo, em conjunto com uma interpretacao fisica, esté disponivel

em video.
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Figura 6.4: Gréafico da solugdo do PVI, funcdo em (6.4.22), suas derivadas e g(¢). Versdo
interativa aqui.
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Fonte: O autor.

6.5 Sistema de equacoes diferenciais acopladas

Exercicio 50. Resolver para x1(t) e xo(t) o sistema de equagdes diferenciais acopladas:

{x'{@) +1021(1) — (1) =0 651)
xh(t) — 4z (t) + 4ao(t) =0
21(0) = 0, 2,(0) = 1, 25(0) = 0, 25(0) = —1. (6.5.2)

6.5.1 Solucao

Utilizando a linearidade da Transformada de Laplace em (6.5.1) tem-se:

{ﬁ{x’{@)} +10L{ma (1)} = 4L{2(0)} = £{0} (65.3)
L{z5(t)} — 4L{z1 (1)} + 4L{xa(t)} = L{O}
Sera usada a notacao:

LA{x1(t)} = Xi(s), L{x2(t)} = Xa(s). (6.5.4)
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A Transformada de Laplace da segunda derivada pode ser calculada como:

{c {0} = =24(0) = 52:(0) + S L{ma(B)} (65.5)
LA{z5(t)} = —25(0) — sz2(0) + s°L{x(t)}
Substituindo (6.5.2) e (6.5.4) em (6.5.5) encontra-se:
{ﬁ{x’l’(t)} = —1+ 52X, (s) 656)
LA{x3(t)} =1+ s2Xs(s)

De (6.5.3), (6.5.4) e (6.5.6) chega-se a:

—1 4 52X, (s) + 10X, (s) — 4X5(s) = 0 (65.7)

14 5°X5(s) —4X,(s) +4X5(s) =0 o

O sistema em (6.5.7) é algébrico para Xi(s) e Xa(s). Isto é, ndo existem derivadas. Pode

ser reescrito como:

(6.5.8)

(s> +10)X1(s) —4X5(s) =1
—4X,(s) + (2 +4) Xo(s) = =1

O sistema em (6.5.8) pode ser escrito na forma matricial:

(82+ 10 —4 ) " <X1(5)> _ ( 1 > | (6.5.9)
—4 82 +4 XQ(S) —1

Sera utilizada a regra de Cramer para a resolucao do sistema em (6.5.9). Ou seja:

2410 —4

N s = ' 1457 4 24 = (82 + 12)(s% + 2), (6.5.10)

-4 s244

1 —4
A = = 5% 6.5.11
S S R (6511)
2410 1

Ay =1 +4 = —s% — 6. (6.5.12)

Isto ¢, de (6.5.10), (6.5.11) e (6.5.12) segue:

Al 82
X0 =3 = @Y (6.5.13)
Xp(s)= D2 =50 (6.5.14)

A (s2+12)(s2+2)
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Por decomposigdo em fra¢oes parciais reescrevem-se (6.5.13) e (6.5.14) como:

6 1 11

Xy(s) = s 6.5.15

) =5 371 5 Fio ( )
31 9 1

Xols) =2~ 2.1 (6.5.16)

As equagoes (6.5.15) e (6.5.16) sdo a solu¢ao do PVI no espago transformado ou dos s.

Resta encontrar a anti-Transformada de Laplace para voltar no espaco dos t. Ou seja,
zi(t) = L7H{Xa(s)},

ZL‘Q(t) = £_1 {XQ(S)} .

Consultando uma tabela de Transformadas inversas de Laplace encontra-se:

L1 {32 j— 12} = gﬁ—l {32\:—1_212} = %ﬁ sen (\/Et) , (6.5.17)
L1 {52 :_ 2} — \/75[,1 {32\{1—52} = ? sen <\/§t) . (6.5.18)
De (6.5.15), (6.5.16), (6.5.17) e (6.5.18) as soluc¢oes do PVI sao:
x1(t) = ? sen <\/ﬁt> - \1/—05 sen (\/it) , (6.5.19)
xo(t) = —\1/—05 sen (\/Et) - \/?5 sen (\/§t> : (6.5.20)

A Figura 6.5 mostra os graficos das solu¢oes do PVI, fung¢oes em (6.5.19) e (6.5.20). A

resolugao deste exercicio, em conjunto com uma interpretacao fisica, esta disponivel em video.
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Figura 6.5: Graficos das solugoes do PVI, fungoes em (6.5.19) e (6.5.20). Versdo interativa
aqui.
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Fonte: O autor.
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