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Titulo Longo

Exercicios de resolucao de equacoes diferenciais com séries de poténcias

Prefacio
Este é primeiro livro eletronico do autor dedicado a resolugao de exercicios do
curso de Célculo IV da FZEA-USP. Sao apresentados e discutidos em detalhe
mais de vinte questoes usadas na resolucao de equacoes diferenciais ordinarias
pelo método das séries de poténcias. O texto conta com 19 figuras que facilitam
acompanhar as solucoes. Muitos dos problemas tém como complemento graficos
interativos no site do Geogebra e videos no YouTube. O contetddo é organizado
em quatro capitulos: Séries de Taylor e Maclaurin, Resolucao de equacoes
diferenciais perto de um ponto ordinario, Equacao de Cauchy Euler e Resolucao
de equacoes diferenciais perto de um ponto singular regular. A exposicao
procura que o material possa de fato ser lido e estudado por estudantes dos

primeiros anos de cursos de Engenharias.

Palavras-chave: Séries de Poténcias, Equacoes Diferenciais Ordinérias,

Equacao de Cauchy Euler, Equacao de Bessel, Ensino Universitario.
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Capitulo 1

Introducao

O conjunto de exercicios resolvidos, e a teoria associada, que aparecem neste livro eletro-
nico teve sua origem nas notas das aulas do professor para o curso de Calculo TV da FZEA-USP.
O assunto é particularmente dificil, e causa de reprovacao frequente, para estudantes de Enge-
nharias. Motivo pelo qual se apresentam resolugoes detalhadas de exercicios que outros autores
consideram simples.

Uma equagao diferencial relaciona uma ou mais fungoes e suas derivadas. As funcgoes
representam quantidades fisicas, as derivadas das mesmas indicam suas taxas de mudanca. E
por isso que as equagoes diferenciais desempenham um papel essencial na engenharia, biologia,
etc. O estudo de equagoes diferenciais consiste no procura de suas solucoes e das propriedades
destas. Apenas as equacOes diferenciais mais simples podem ser resolvidas por formulas expli-
citas e exatas. As séries de poténcias (somas de polindmios com um nimero infinito de termos)
auxiliam nos casos mais dificeis. Usualmente o resultado exato é aproximado por um nimero
finito de somandos. O assunto ¢ muito amplo. Escolhemos discutir alguns exercicios, mas sem
a pretensao de esgotar o tema.

Embora exista uma ampla gama de livros dedicados ao estudo de equagoes diferencias
foram seguidos principalmente o Boyce e Diprima [1], Zill [2], Guidorizzi [3] e Stewart [1].

O texto conta com 19 figuras que facilitam acompanhar a resolucao. A maior parte tem
como complemento links para os graficos interativos no site do GeoGebra e, varios, a resolugao
em video numa playlist do YouTube.

O autor também publicou quatro livros eletronicos dedicados a resolucao de problemas
de olimpiadas internacionais de Matematica para o Ensino Médio: [5], [6], [7] e [8]. Outros
trabalhos da 4rea de Matematica sao |9, [10], [11], [12], [13], [14], [15] e [16].


https://www.geogebra.org/m/e6bzrzue
https://www.youtube.com/playlist?list=PL8v7luSb9qi5KYkfHdxfnyVqQXslK0yXW
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Capitulo 2

Séries de Taylor e Maclaurin

2.1 Funcao definida por partes
Exercicio 1. Use uma série de Maclaurin para obter a série de Maclaurin da funcao:

1—cos(:c)’ T 7£ 0

x2

fx) =

2.1.1 Solucao

Iniciamos estudando um limite com indeterminagao da forma “%” e aplicando a regra de

L’Hopital duas vezes:
1 —cos(z) .. sen(x) cos(x)

. ) 1
lim ——— % = lim = lim = —.
z—0 T2 z—=0 2x z—0 2 2

Como f(0) = lim,, f(z) a funcao f(x) é continua em x = 0. A férmula de Maclaurin

para a funcao cosseno é:
& 2n

cos(z) = Z(—l)”<— Vz € R.

n=0

A fungdo f(x) para z # 0 é:
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—2 4

X

X
PTI

1
T2

o0
§ n+1 [E
— 2n

Seja m = n — 1, logo n = m + 1. Quando n = 1 temos m = 0. Trocando o indice do

somatorio para m temos:

1-— cos i x>m
— 2m (2m +2)
Como f(x) é continua em = = 0 podemos escrever que
oo me 1 I2 5174
— _1m—:___ — — ... Yz eR.
/(@) n;)( amto T2 W T T

2.2 Maclaurin de funcao com cosseno

Exercicio 2. Qual a série de Maclaurin e o raio de convergéncia R da funcgao:
— 3)2
f(z) = cos(x”)7

2.2.1 Solucao
Uma série de Taylor da funcao f centrada em zy é da forma
Z Cn(x — )"
n=0

Se demonstra que, se a mesma existir, os coeficientes ¢, devem ser:

f(n) (o)

n!

Cn = ,
onde f(z) é a derivada n-ésima de f avaliada em .
Uma série de Maclaurin é uma série de Taylor centrada em xy = 0.

A série de Maclaurin da fungao f(z) = cos(x) é

cos(z) = i [(—1)”@:6—:)!] , Vo e R.

A demonstracao da formula anterior pode ser encontrada aqui.

Para resolver o exercicio proposto basta trocar na equacao anterior z por z>:

cos(z®) = 3 {(-1)” (("";2;7}  Va® €R,
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cos(z®) = nf% {(—1)n(§—$} , Yz €R.

Como o resultado anterior é valido para todo z real o raio de convergéncia é R = oo.

Escrevemos explicitamente os primeiros 4 somandos:

1 1 1
3 ~ —1-= 6 12 18 \ R.
cos(z”) ~ g3(x) 5% t 5% g% VT E
A Figura 2.2.1 mostra os graficos das funcoes f(x) e da aproximacao até ordem 3, g3(x).

Para pontos longe de (o = 0 precisam ser tomados mais somandos.

Figura 2.2.1: Gréaficos das fungoes f(x) e da aproximagcao até ordem 3, g3(x). Versdo interativa
aqui.

-1 08 06 -04 -02 O 02 0.4

-1.2

Fonte: O autor.

2.3 Série binomial

Exercicio 3. Qual a série de Maclaurin e o raio de convergéncia R da func¢ao:
1
o

f(m)Z\/ﬁ-

LOPEZ LINARES, J. Exercicios de resolucio de equacdes diferenciais com séries de
poténcias. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2021. 101 p. ISBN 978-65-87023-17-5 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606,/9786587023175.


https://www.geogebra.org/m/kepcwkkp
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2.3.1 Solucao

Uma série de Taylor da funcao f centrada em z( é da forma

f(z) = Z (T — x0)".

Se demonstra que, se a mesma existir, os coeficientes ¢, devem ser:

_ ™ ()

n!

Cn

9

onde f(™(x4) ¢ a derivada n-ésima de f avaliada em .
Uma série de Maclaurin é uma série de Taylor centrada em zy = 0.
A série de Maclaurin da fun¢ao binomial f(z) = (1+2)* k€ R é

o oo k/‘
(1+ )k = ch:z:” = Z <n> z", se |z| < 1, (2.3.1)

n=0 n=0

onde

. (kz) Lok (k=1)-(k=2)-(k=n+1)

n n!
A féormula anterior deve ser entendida como a sequéncia de ntimeros iniciando com n = 0:

1 k k(k—=1) k(k—-1)(k—2
(C”):<ﬁ’ﬂ’ (2! >, ( ;‘( ),) (2.3.2)

Quando k£ é um ntmero natural, (2) ¢ a quantidade de combinagoes (lé-se: k escolhe
n). Isto é, o namero de grupos de k objetos (sem importar a ordem) escolhidos do total de n

objetos. A mesma pode ser calculado usando a funcao fatorial:

(o) = s

A demonstracao da féormula anterior pode ser encontrada aqui.

Para resolver o exercicio proposto basta trocar na equacao (2.3.1) z por 2x e k = —%:
N
142z)72 = 2x)" |, 2z| < 1,
o= 30 [(2) o] se el

1 /-, . 1
WZZK n2>2 T ], se |x|<§ (2.3.3)
n=0

Como k nao ¢ um namero natural devemos usar (2.3.2). Escrevemos explicitamente os
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primeiros coeficientes binomiais:

() (ot )

-3 (b 13 1-3-5
n S\ 11.27921.927 31,937 ‘

() -2l

nl.2n

Logo,

Voltando com o resultado anterior em (2.3.3) encontramos:

1 = 1-3-5---(2n—1) 1
e _1n n < .
— Z[( ) 2Dl e o] < 2

Como o resultado anterior ¢ valido quando |z| < 3 o raio de convergéncia ¢ R = 1.

Podemos escrever explicitamente os quatro primeiros somandos:

1 3 35
~gr)=1—ao+—a®— —a’+ -

Vitor 2! 3!

A Figura 2.3.1 mostra os graficos das fun¢oes f(x) e da aproximacao até ordem 3, g3(x).

Quanto mais perto x estiver de xg = 0 mais precisa a estimativa de f. As retas verticais em

1

azulséox:—%exzﬁ.
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Figura 2.3.1: Graficos das fun¢ées f(x) e da aproximacao até ordem 3, gs3(x). Quanto mais

perto de o = 0 mais precisa a estimativa. As retas verticais em azul sio x = —% e z = 1.

2 2
Versao interativa aqui.

L@"—Umn} se |z| < .

93
3, 35,

1
:1—1:—{—590 —?x,se\z|<§.

-0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -04 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0|5 0.6 0.7

Fonte: O autor.

2.4 Série de Taylor com centro em z # 0

Exercicio 4. Qual a série de Taylor de f(x), centrada em xy =9, e o raio de convergéncia R:

2.4.1 Solucao
Uma série de Taylor da funcao f centrada em xy é da forma
f(z) = Z Cn(x — x0)". (2.4.1)
n=0

Se demonstra que, se a mesma existir, os coeficientes ¢, devem ser:

_ f(n) (z0)

n!

Cn

, (2.4.2)

onde f(z) é a derivada n-ésima de f avaliada em .
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As derivadas de f(z) = 272 sdo
1
fla)=—5a7%,
1-3
f//(x) _ —291:*%,
1-3-5 _z
f(3)($) - 23 T 2,
(n) n1-3-5---(2n—1) _2n+41
F (@) = (~1) N i
Como a série de Taylor deve ser centrada em xg = 9 temos:
1
9) =973 = —
£(9) 3
1 3 1
/ __ 05 — .~
1-3 s 1-3
f//(g) — ?9 2 = ﬂ’
1-3-5 7 1-3-5
3 — -3 —
f()(g)__ 53 9 z__w7
N L1-3-5---(2n—1) 2041 ,1:3-5---(2n—1)
f( )(9) = <_1) on 9 = (_1) on . 32n+1
Voltando com este ultimo resultado em (2.4.2) encontramos:
,1:3-5---(2n—1)

Usaremos o Teste da Razao para determinar o raio de convergéncia:

Cn+1
Cn

(_ 1)n 1-3-5---(2n—1)
2m.32n+1.pl

)

' (_1)n+1 1-3-5--(2n+1)

1-3:5.(27=T) (2n+1)

2.27.32.327+ 1 yl(n4-1)

Cn+1 o

?
Cn

1-3.5.. =
732t g
1
© 18

Cnt1
Cn

n+1

2n+1‘
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CAPITULO 2. SERIES DE TAYLOR E MACLAURIN

18

Para a série ser absolutamente convergente devemos ter que

" o _9n+1
i |92 = g[St [E 2O
n—oo | an, n—oo | ¢, (x —9)n
. Cn+1 . 1 . 2n+1 _1
nh_m - |z 9|—1—8|x 9|nh_>n;<> n+1‘—§]x 9] < 1,
|t —9| <9=R.

Substituindo (2.4.3) em (2.4.1) e considerando o resultado anterior segue que:

o0

f(x):izz{(—1)"1'3'5”'(2”_1)<x—9)n} , com R = 9.

on . 32n+1 . nl

n=0
Podemos escrever explicitamente os quatro primeiros somandos:

f(#) = = ~ ga(a) =

v -9+ (@—op

v o 3
54 324 sg3a I

W

A Figura 2.4.1 mostra os graficos das fun¢oes f(x) e da aproximacao até ordem 3, g3(x).

As retas verticais sao x = 0, x = ¢ e x = 18. Quanto mais perto x estiver de xqg = 9 mais

precisa a estimativa de f.

LOPEZ LINARES, J. Exercicios de resolucio de equacdes diferenciais com séries de

poténcias. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2021. 101 p. ISBN 978-65-87023-17-5 (e-book). Disponivel em:

https://doi.org/10.11606/9786587023175.



CAPITULO 2. SERIES DE TAYLOR E MACLAURIN 19

Figura 2.4.1: Gréficos das fungoes f(z) e da aproximagao até ordem 3, gs(z). As retas verticais
sao r = 0, x = xg e x = 18. Quanto mais perto x estiver de xog = 9 mais precisa a estimativa
de f. Versao interativa aqui.

1 21:3.5.-(2n—1)
f<w>*ﬁ*§[<—” BETE Ca

(x—9)"|, com R=9.

Fonte: O autor.

2.5 Integral usando Maclaurin

Exercicio 5. Calcular a integral usando uma série de Maclaurin para a func¢ao no integrando:

/sen(:cQ)d:c.

2.5.1 Solucao
Uma série de Taylor da funcao f centrada em zy é da forma
f(z) = Z cn(x — )™,
n=0

Se demonstra que, se a mesma existir, os coeficientes ¢, devem ser:

_ f(n) (o)

n!

CTZ ?

onde f(z) ¢ a derivada n-é¢sima de f avaliada em .
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Uma série de Maclaurin é uma série de Taylor centrada em xy = 0.

A série de Maclaurin da funcao f(x) = sen(x) é

sen(z) = nf;o {(—1)"%} , Yz €R.

A demonstracao da formula anterior pode ser encontrada aqui.

Para resolver o exercicio proposto basta trocar na equacao anterior x por x?:

sen(z?) = g [(—1)”%} , Vz € R.
Temos:
/sen(x2)dx = / {nf; {(—1)“%”@:.

Como a série anterior é convergente para todo niimero real podemos trocar os simbolos

de somatoério e integral:

o [l

n=

T Sy e

o0

/Sen<x2>dx =2 {<_1)n 2n —i—JST'LZn +3) } +C,

n=0

onde C € R é uma constante de integracao.

2.6 Maclaurin de funcao com seno

Exercicio 6. Qual a série de Maclaurin e o raio de convergéncia da funcao:
x
f(z) =z sen (—)?
2

2.6.1 Solucao

Uma série de Taylor da funcao f centrada em xy é da forma

f(z) = Z Cn(x — x0)".
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Se demonstra que, se a mesma existir, os coeficientes ¢, devem ser:

f(n) (z0)

n!

Cn = ,
onde f(z) é a derivada n-ésima de f avaliada em .
Uma série de Maclaurin é uma série de Taylor centrada em xy = 0.

A série de Maclaurin da funcao f(z) = sen(z) é

sen(z) = nf% {(—1)"%} , Yz €R.

A demonstracao da férmula anterior pode ser encontrada aqui.

Para resolver o exercicio proposto basta trocar na equagao anterior x por 7:

T o0 x2n+1
sen(a) = nzg [(—1) 22n+1 (2 + 1)!] , Vz €R.
Segue que:
e x2n+1
x-sen(=)=ux- Z[ 22n+12n+1)},Vx€Ra
0 2n+2
x - sen( Z[ 22n+1 1 )] Vr € R.

O raio de convergéncia ¢ R = 0o, o mesmo da funcao sen(z).
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Capitulo 3

Resolucao de equacoes diferenciais perto

de um ponto ordinario

3.1 Juntando somatorios

Exercicio 7. Escrever o .
Z n(n — 1)c,a" 2 + Z cpr" (3.1.1)
n=2 n=0

como uma unica série de poténcias.

3.1.1 Solucao

Precisam-se realizar dois passos para juntar os somatorios. Primeiro, as poténcias iniciais
de x devem ser iguais. Segundo, os valores iniciais dos indices dos somatoérios devem ser iguais.

Primeiro passo, as poténcias iniciais de x devem ser iguais.

primeira série: n = 2 — 2" 2 = 2?72 = 20,

segunda serie: n = 0 — 2" = 20" = 21,

Como a segunda série em (3.1.1) ndo possui a poténcia 2°, entdao o termo em que esta aparece

na primeira série deve ser removido do somatorio

2(2 — 1)Cya” —l—Znn—l ”2+Zcx (3.1.2)

n=3

Segundo passo, os valores iniciais dos indices dos somatoérios devem ser iguais. Isto serd
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feito através de uma troca simultanea de varidveis:
primeira série: k =n—2 —-n=k+2, sen =3, entao k =1,

segunda serie: k=n+1—-n=k—1, sen =0, entao k = 1.
Substituindo-se em (3.1.2) obtém-se:
20 + > (k+2)(k+1)Cranr® + Y Cria®. (3.1.3)
k=1 k=1

Neste ponto, podemos juntar os somatorios em (3.1.3):

205 + Y [(k +2)(k + 1)Chia + Cia) 2.

k=1

Este exercicio também estéd resolvido num video aqui.

3.2 Séries de poténcias na resolucao de equacoes diferen-

clalsS: Ccosseno e seno

Exercicio 8. Resolver a equacao diferencial

y'(z) +y(zx) =0, (3.2.1)

usando uma série de poténcias centrada em xg = 0.

3.2.1 Solucao
Quer-se encontrar a solu¢ao de (3.2.1) na forma de uma série de poténcias:
y(@) =D Coa™ = Co+ Cra + Coz® + -+ + Cpa™ + -+ . (3.2.2)
n=0

Assume-se que a série em (3.2.2) seja convergente com algum raio de convergéncia R > 0.
Derivando (3.2.2) tem-se:

y'(x) = Z nC,z" ! (3.2.3)
n=1
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Derivando (3.2.3) segue

=> n(n—1)Cpa" . (3.2.4)
n=2

Substituindo (3.2.2) e (3.2.4) em (3.2.1) encontramos

inn—l "2+ZC'x =0. (3.2.5)
n=2

Como os inicios dos indices dos somatorios sao diferentes, executa-se uma troca de variavel

simultinea em (3.2.5):
primeira série: k=n—2 —>n=k+ 2, sen =2, entao k = 0,

segunda serie: k =n —n =k, sen =0, entao k = 0.

Portanto,
> (k+2)(k + 1)Chpaa® —i—ZCkx =0. (3.2.6)
k=0 k=0

Neste ponto os dois somatorios em (3.2.6) podem ser unificados:

D Mk +2)(k+1)Craz+ Crla* =0=>) 02", (3.2.7)
k=0

k=0

O lado direito da igualdade em (3.2.7) deve ser considerado como o polindémio identica-

mente nulo para todo x € R. A partir da igualdade de polindémios, pode-se afirmar que
(]{Z + 2)(]{7 + 1)Ck+2 +C, =0. (328)

A equagao (3.2.8) é chamada indicial. A partir dela é possivel estabelecer uma lei de recorréncia

para a sequéncia (Cj):
0,

&+ D)k +2)

Como estao envolvidos os indices k, k + 1 e k + 2 a equacao de recorréncia (3.2.9) se

Closo = (3.2.9)

classifica como de segunda ordem.

Avaliando (3.2.9) com k = 0 segue:
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Avaliando (3.2.9) com k = 1 temos:

GG
03*_2-3* 3

Da mesma forma, avaliando (3.2.9) com k = 2,3,4,5 e utilizando os resultados anteriores

encontrameos: o ) o o
__ L b G0 Co

Ca = 3.4 3-4( 1)2! A1

I e

A P S P I

o G _ 1 G_ G

7 5.6 5.6 4 6!

oo &1 G_ G

T 6.7 6.7 5 71U

Dos resultados anteriores ¢ possivel conjecturar dois casos: i) k = 2n (par), entdo Cy, depende
de Cy e ii) k = 2n + 1 (impar), entao Coy1 depende de Cj.

i) k = 2n (par), entdo Cy depende de Cy. Os primeiros coeficientes sdo:

Co Co Co
(Co, 022—57 04217 6= "% )
Para a subsequéncia anterior conjecturamos:
(=1)"Co
Cop = ———, =0,1,2,---. 3.2.10
2 (2n)! " ( )

ii) £ = 2n + 1 (impar), entdo Cory1 depende de Cp. Para os valores impares de k: Os

primeiros coeficientes sao:

Ch Ch C
(017 032—57 05257 C7Z_W"” :
Para a subsequéncia anterior conjecturamos:
(=1)"Ch
Copni1 = ———, =0,1,2,---. 3.2.11
SN CEIEE TR (3:211)

Pode-se reescrever o somatorio da equagao (3.2.2) utilizando outros dois:
y(x) = Cona™ + Y Conpaz™ (3.2.12)
n=0 n=0

Substituindo (3.2.10) e (3.2.11) em (3.2.12) e colocando as constantes Cp, C; fora dos
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somatorios encontra-se:

Os somatorios em (3.2.13) sdo as séries de Maclaurin das fungoes cosseno e seno. Uma,

demonstracao disso é encontrada no video aqui. Logo,
y(x) = Cycos(z) + Cy sen(x). (3.2.14)

O resultado na equagdo (3.2.14) é o mesmo que seria encontrado usando o método de
propor uma solu¢ao de (3.2.1) na forma exponencial. Este exercicio também esta resolvido
numa video aula.

A Figura 3.2.1 mostra os graficos das solugoes bésicas (yo(z) = cos(x) em verde e y, () =
sen(z) em azul) e sua soma (y(x) em vermelho). O ponto A ilustra que a série de poténcias foi

centrada em x = 0.

Figura 3.2.1: Gréfico das solucoes bésicas (yo(x) = cos(x) em verde e y;(z) = sen(x) em azul)
e sua soma (y(z) em vermelho). Versao interativa aqui.

Cy=1
°

®

Fonte: O autor.
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3.3 Séries de poténcias na resolucao de equacoes diferen-

ciais: cosseno e seno hiperboélicos

Exercicio 9. Resolver a equacao diferencial

y' (@) — y(x) = 0, (3.3.1)

usando uma série de poténcias centrada em xy = 0.

3.3.1 Solucao
Quer-se encontrar a solu¢ao de (3.3.1) na forma de uma série de poténcias:
= Coa" =Co+ Cro+ Coa” + -+ Cpa” + -+ . (3.3.2)
n=0

Assume-se que a série em (3.3.2) seja convergente com algum raio de convergéncia R > 0.
Derivando (3.3.2) tem-se:

= nCpa"". (3.3.3)
n=1
Derivando (3.3.3) segue
= Z n(n —1)Cpz™ 2 (3.3.4)
n=2

Substituindo (3.3.2) e (3.3.4) em (3.3.1) encontra-se

inn—l —ZC’x = 0. (3.3.5)
n=2

Como os inicios dos indices dos somatoérios sao diferentes, executa-se uma troca de varidvel

simultanea em (3.3.5):
primeira série: k =n—2 —-n=k+2, sen =2, entao k =0,

segunda serie: k =n —n =k, sen =0, entao k = 0.

Portanto,

> (k+2)(k + 1)Creoz® — ZC’kx = 0. (3.3.6)
k=0

k=0
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Neste ponto os dois somatorios em (3.3.6) podem ser unificados:

D Mk +2)(k+1)Craz — Cila* =0=>0-2* (3.3.7)
k=0

o

k=0

O lado direito da igualdade em (3.3.7) deve ser considerado como o polindémio identica-

mente nulo para todo x € R. A partir da igualdade de polindémios, pode-se afirmar que
(k+2)(k+1)Cyia — Cy =0. (3.3.8)

A equagao (3.3.8) é chamada indicial. A partir dela é possivel estabelecer uma lei de recorréncia

para a sequéncia (Cy):
Ch

(k+1)(k+2)
Como estao envolvidos os indices k, k + 1 e k + 2 a equacao de recorréncia (3.3.9) se
classifica como de segunda ordem.
Avaliando (3.3.9) com k = 0 segue:

Chyo = (3.3.9)

Gy Go
]
Avaliando (3.3.9) com k = 1 temos:
GG
T

Da mesma forma, avaliando (3.3.9) com k = 2,3,4,5 e utilizando os resultados anteriores

encontramos:

(G 1 GG
3-4 3-4 2! 4!’
(G 1 GG
4-5 4.5 3! 5!
G O 1 GG
5-6 5-6 4! 6!’
. Cs 1 G G

T 6.7 6.7 5 7
Dos resultados anteriores ¢ possivel conjecturar dois casos: i) k = 2n (par), entdo Cy
depende de Cj e ii) k = 2n + 1 (impar), entdo Cox,; depende de C.

i) k = 2n (par), entao Co depende de Cy. Os primeiros coeficientes sao:

CRT -

2]7 04217 Cﬁzau'“
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Para a subsequéncia anterior conjecturamos:

Co
Cop = ——, =0,1,2,---. 3.3.10
= o " (3:3.10)
ii) £ = 2n + 1 (impar), entdo Cory1 depende de Cp. Para os valores impares de k: Os

primeiros coeficientes sao:

Ch Cy Cy
(017 OS 3|705:E7 07:?a)
Para a subsequéncia anterior conjecturamos:
Gy
Copy1 = —m, =0,1,2,---. 3.3.11
SN GRS TR (3311

Pode-se reescrever o somatorio da equagao (3.3.2) utilizando outros dois:

= Cona™ + ) Copprz™ . (3.3.12)
n=0 n=0

Substituindo (3.3.10) e (3.3.11) em (3.3.12) e colocando as constantes Cp, C; fora dos

somatorios encontra-se:

_ G 1 2n S 1 2n+1
y(z) = Cy ;(%)!x +Cy ;—(2n+1>!x . (3.3.13)

A funcao em (3.3.13) é a solugdo da equagdo diferencial (3.3.1). Porém, mostraremos que
os somatorios em (3.3.13) sdo as séries de Maclaurin das fungbes cosseno e seno hiperbolicos.

De fato, a série de Maclaurin da funcao exponencial é:

3

e” —Zn'—1+x+§+§+ (3.3.14)

Este resultado estd demonstrado em video aqui.

Trocando « por —x em (3.3.14) tem-se:

e N () (=) (=)
e o (—1)”]}” 2 ]73
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A seguir utiliza-se a defini¢ao de cosseno hiperbolico e as equagoes (3.3.14) e (3.3.15):

et + e %

Y

cosh(z) =

=0

o) =3[(1rrr 2 s ) (1 252 0)]

2

) =145 4 & A S 3.3.16
cosh(z) = +§+Z+”'_wa . (3.3.16)

1| = 2" = (—1)ma”
cosh(x) = 3 [Zm—i—zo%] ;

Analogamente, utiliza-se a defini¢ao de seno hiperbolico e as equagoes (3.3.14) e (3.3.15):

et —e

h(z) =

senh(x) 5

1|2 = (—1)"a"

senh(x):§lzm— o ],
n=0 n=0
1 3 3
senh(x):§Kl+x+§<+%+m)—(1—x+§<—%+m)},
a2’ o 1 2n+1

Consequentemente, de (3.3.13), (3.3.16) e (3.3.17) reescreve-se:
y(x) = Cy cosh(x) + Cy senh(z). (3.3.18)

O resultado na equagao (3.3.18) é o mesmo que seria encontrado usando o método de
propor uma solucao de (3.3.1) na forma exponencial. Um exercicio similar a este esta resolvido
aqui.

A Figura 3.3.1 mostra os graficos das solugoes basicas (yo(x) = cosh(z) em verde e
y1(z) = senh(x) em azul) e sua soma (y(z) em vermelho). O ponto A ilustra que a série de

poténcias foi centrada em x = 0.
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Figura 3.3.1: Grafico das solugbes basicas (yo(z) = cosh(z) em verde e y;(x) = senh(x) em
azul) e sua soma (y(x) em vermelho). Versao interativa aqui.

0.5 1 15 2 25

Y1

Fonte: O autor.

3.4 Equacao de Airy
Exercicio 10. Resolver a equacao diferencial

y'(x)+x-y(x) =0, (3.4.1)
usando uma série de poténcias centrada em xy = 0.

3.4.1 Solucao

Do modelo
segue que,

e, portanto, o ponto xy = 0 se classifica como ordinario. Video explicativo aqui.

Uma série de poténcias centrada em zy = 0 pode ser escrita como

y(x):chﬁnzco—i-cl‘I+Cg'$2+03'x3—|—~~, (3.4.2)

n=0

onde os C,, comn =1,2,---, sao os coeficientes a serem determinados.
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Derivando (3.4.2) temos
:inCnx"_l:Cl+2-02-$+3~03-x2+~--. (3.4.3)
Derivando (3.4.3) segue
inn—l "2 =2.0y+3:2-Cym e (3.4.4)
n=2
Substituindo (3.4.2) e (3.4.4) em (3.4.1) encontramos

nin —1)Cpz™ ? + Z Cra" =0

n=0

NE

U
N

n

Coloca-se o x que estd multiplicando o segundo somatoério para dentro do mesmo:

M]3

n(n —1)Cpz™ 2 + Z Cpa" (3.4.5)

i
[}

Precisam-se realizar dois passos para juntar os somatorios. Primeiro, as poténcias iniciais
de x devem ser iguais. Segundo, os valores iniciais dos indices dos somatorios devem ser iguais.
Video explicativo aqui.

Primeiro passo, as poténcias iniciais de x devem ser iguais.

primeira série: n = 2 — a2 =22 = 350,

segunda serie: n = 0 — 2" = 20! = 21,

Como a segunda série em (3.4.5) nao possui a poténcia x°, entdo o termo em que esta aparece
)

na primeira série deve ser removido do somatorio

2(2 — 1)Cha° +Z (n—1)C ”2+ZC’x (3.4.6)
n=3

Segundo passo, os valores iniciais dos indices dos somatoérios devem ser iguais. Isto serd

feito através de uma troca simultanea de variaveis:
primeira série: k =n—2 —-n=k+2, sen =3, entao k = 1,

segunda serie: k=n+1—-n=k—1, sen =0, entao k = 1.
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Substituindo-se em (3.4.6) obtém-se:
205 + Z(k +2)(k 4 1)Cryoz” + Z Cr1z* = 0. (3.4.7)
k=1 k=1
Neste ponto, podemos juntar os somatorios em (3.4.7):
203 + Z [(k+2)(k+1)Chiz+ Cra] - 2" =0=0+ Z 0- . (3.4.8)
k=1 k=1

O lado direito da igualdade em (3.4.8) deve ser considerado como o polindémio identica-

mente nulo para todo x € R. A partir da igualdade de polindémios, pode-se afirmar que
Cy=0 (3.4.9)
e também
(k+1)(k+2)Cria+Cr1=0, VEeN, k=12---. (3.4.10)

A equagao (3.4.10) é chamada indicial. A partir dela e de (3.4.9) é possivel estabelecer

uma lei de recorréncia para a sequéncia (Cy):

Ci—1

, VkeN, k=1,2,---. 3.4.11
(k+1)(k+2) ( )

Crio = —

Como estao envolvidos os indices k — 1, k, k+ 1 e k+ 2 a equacao de recorréncia (3.4.11)
se classifica como de terceira ordem.

Avaliando (3.4.11) com k = 1 segue:

Co
03 = —ﬁ
Avaliando (3.4.11) com k = 2 temos:
Ci
04 = —3—4

Da mesma forma, avaliando (3.4.11) com k = 3,4,5,6,7 e utilizando os resultados anteriores

encontramos: o
_ 2
05_ 45 07
o G 1 -G _ G
°” 5.6 5.6 2:3 2:3-5-6
e G 1 =G Cy

6-7 6-7 3.4 3-4-6-7
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Cs
Og=——2 =0
8 78 )
G Co
89  2.3.5-6-8-9

Deixamos os denominadores sem calcular para facilitar a analise de trés casos: 1) k deixa

Cy =

resto 0 na divisdo por 3 (k é multiplo de 3) ou k = 3n, entdo Cs, depende de Cy, ii) k deixa
resto 1 na divisdo por 3 ou k = 3n + 1, entdo Cjs, 41 depende de C e iii) k deixa resto 2 na
divisao por 3 ou k = 3n + 2, entao Cs, 2 = 0.

i) k = 3n, entdo Cj, depende de Cy. Os primeiros coeficientes sao:

CO C() CO
Co, C3=———, Cg= ——7—, Cy = —
(”’ T 2.3 7235607 2.3.5-6-8-9
Para a subsequéncia anterior conjecturamos:
—1)"C,
Cp, = (=1)"Co L VneEN, n=1,2---. (3.4.12)

2-3-5-6---(3n— 1)(3n)

ii) k = 3n+ 1, entdo C3,,1 depende de C. Os primeiros coeficientes sao:

(Ob Cp= Ci Ci Ci )

o=t = —
3.4 77 3.4.6-7 " 3.4.6-7-9-10’
Para a subsequéncia anterior conjecturamos:

(—1)"Cy
3-4-6-7---(3n)(3n+ 1)

C3n+1 = s Vn € N, n = 1, 2, Tt (3413)

iii) k = 3n + 2, entdo Cs,12 = 0. Os primeiros coeficientes sao:
(Co=0,C5=0, Csg=0, C;y=0,--)
Para a subsequéncia anterior conjecturamos:
C302=0,VYneN n=0,1,---. (3.4.14)

Pode-se reescrever o somatorio da equagao (3.4.2) utilizando outros trés:

() =) Cua™ + Y Conpna™ !+ Cpppr™ 2. (3.4.15)

n=0 n=0 n=0

Substituindo (3.4.12), (3.4.13) e (3.4.14) em (3.4.15) e colocando os termos de ordem zero
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(n = 0) fora dos somatoérios, obtém-se:

B OO (—1)”00 3n
y(:c)—00+; {2.3.5.6---(371—1)(3”)3: } *

- (_1)n01 3n+1
+Clx+;{3-4-6~7---(3n)(3n—|—1)w ‘

Colocam-se os coeficientes Cy e C em evidéncia, fora dos somatorios:

y(r) = Co

+

= (=) 3n
1*;2-3-5-6---(371—1)(371)33

(="

C 3n+1 )
I x+;3-4~6~7~~(3n)(3n+1)x ]

Ou por extenso

23 a8

G |1 C o ul
u(w) = 0[ _2-3+2'3~5-6_m]+ l{x_3-4+3-4-6-7_'”}

Tém-se entao uma solugdo geral para a equagdo diferencial homogénea (3.4.1) da forma:

?Jgh(x) = Co?Jo(@ + Clyl(x), Vr € R,

onde Cy, C; € R. Este exercicio também esta resolvido em trés videos iniciando aqui.
A Figura 3.4.1 mostra os graficos das solugoes bésicas (yos em verde e yi7 laranja) e sua
soma (y,n7 azul) utilizando os trés primeiros somando de cada série. O ponto A ilustra que a

série de poténcias foi centrada em x = 0.
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Figura 3.4.1: Grafico das solugbes bésicas (yos em verde e yi7 laranja) e sua soma (y,,7 azul)
utilizando os trés primeiros somando de cada série. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.5 Equacao diferencial usando série de poténcias centrada

em o =0 e um parametro.

Exercicio 11. Seja k uma constante real. Resolver a equa¢ao diferencial
y'(x) + k*a?y(x) = 0, (3.5.1)
usando uma série de poténcias centrada em xy = 0.
3.5.1 Solucao
Comparando (3.5.1) com o modelo
A(@)y"(z) + B(x)y'(z) + C(z)y(x) = 0

segue que,
Alz) =1

e, portanto, o ponto xg = 0 se classifica como ordinario. Video explicativo aqui.
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Uma série de poténcias centrada em zy = 0 pode ser escrita como

- i Cpa", (3.5.2)
n=0

onde os C,, comn =0,1,2,---, sao os coeficientes a serem determinados.
Assume-se que a série em (3.5.2) seja convergente com algum raio de convergéncia Ry > 0.
Derivando (3.5.2) temos

= nCpa"". (3.5.3)
n=1

Novamente, assume-se que a série em (3.5.3) seja convergente com algum raio de conver-

géncia Ry > 0. Derivando (3.5.3) segue

= i n(n —1)Cpaz" 2. (3.5.4)

Substituindo (3.5.2) e (3.5.4) em (3.5.1) encontramos

hE

n(n —1)Cpa" 2 + k*a? Z Cpx" =0
n=0

i
[}

Coloca-se o k%x? que estad multiplicando o segundo somatorio para dentro do mesmo:

WE

n(n —1)Cpz" > Zk2C’ " (3.5.5)

n=0

3
[l
N

Precisam-se realizar dois passos para juntar os somatorios. Primeiro, as poténcias iniciais
de x devem ser iguais. Segundo, os valores iniciais dos indices dos somatorios devem ser iguais.
Video explicativo aqui.

Primeiro passo, as poténcias iniciais de x devem ser iguais.

primeira série: n =2 — 2" =" =1x",

segunda serie: n = 0 — 2" = 2972 = 2%,

Como a segunda série em (3.5.5) ndo possui as poténcias 2° e z!, entdo os termos em que estas

aparecem na primeira série devem ser removidos do somatoério

2(2 — 1)Coz® + 3(3 — 1)Csat + Zn n—1)Chz"2 + Z/«?C " (3.5.6)

n=4
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Segundo passo, os valores iniciais dos indices dos somatoérios devem ser iguais. Isto serd

feito através de uma troca simultanea de variaveis:
primeira série: j =n—2 —n =742, sen =4, entao j = 2,

segunda serie: j =n+2 —-n=7j—2, sen =0, entao j = 2.
Substituindo-se em (3.5.6) obtém-se:
205 +6Csz + Y (j+2)(j + 1)Cjpaa? + > K*Cjga’ = 0. (3.5.7)
j=2 Jj=2
Neste ponto, podemos juntar os somatorios em (3.5.7):
205 +6Csx + > [(+2)( +1)Cja+ k*Cip]a? =0-2°+0-2' + > 0-27.  (3.58)
j=2 J=2

O lado direito da igualdade em (3.5.8) deve ser considerado como o polinémio identica-

mente nulo para todo x € R. A partir da igualdade de polindémios, pode-se afirmar que
Cy =0, C3 =0, (3.5.9)

e também
(G+2)(+1)Cia+k°Cjo=0, VjeEN, j=23---. (3.5.10)

A equagao (3.5.10) é chamada indicial. A partir dela e de (3.5.9) é possivel estabelecer

uma lei de recorréncia para a sequéncia (C;):

]{32ij2

T AN, . A VJ S N, j - 2,3, Tt 3.0.11
G0 +2) 10

Coa = —
Como estao envolvidos os indices j —2, j — 1, j, 7+ 1 e 7+ 2 a equacao de recorréncia
(3.5.11) se classifica como de quarta ordem.

Avaliando (3.5.11) com j = 2 segue:

k*Cy
Cy=— e
Avaliando (3.5.11) com j = 3 temos:
k*Cy
Cy=— T
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Da mesma forma, avaliando (3.5.11) com j = 4,5,--- ,13 e utilizando os resultados anteriores
encontramos: 120
Co=——2 =0
6 56 )
k2Cy
Cr=— o= 0,
k2C, k2 k2C, k*Cy
C = — = —— —1 pry
8 7.8 7.8 ( )3~4 3.4.7-8
k2Cs k2 k2C, KtC,
C = — = —— —1 pry
? 8.9 8.9 ( )4~5 4.5.8-9’
k2Cy
Cin = — —
YT 9010
k2C,
Cn 10-11 0
c_ KCs K G kSC,
711120 11-12 3-4-7-8 3-4-7-8-11-12
o KC K Ko, k5C,
BT 12130 12-13 4-5-8-9 4-5-8-9-12-13
]{32010
C = — =
1 13-14
_ ]{32011 .
VT

Deixamos os denominadores sem calcular para facilitar a analise de quatro casos: i) j
deixa resto 0 na divisdo por 4 (j é multiplo de 4) ou j = 4n, entao Cy, depende de Cy, ii) j
deixa resto 1 na divisdo por 4 ou j = 4n + 1, entdao Cjy, 41 depende de (4, iii) j deixa resto
2 na divisao por 4 ou j = 4n + 2, entdo Cy,12 = 0 e iv) j deixa resto 3 na divisdo por 4 ou
Jj =4n + 3, entao Cy,13 = 0.

i) 7 = 4n, entdo Cy, depende de Cy. Os primeiros coeficientes sdo:

k? k4 kS

31 T3 g 3T

Para a subsequéncia anterior conjecturamos:

(—1)"/{%00
Cyp = ,VneN, n=1,2,---. 3.5.12
nT 3478 (dn—D(dn) " (3:5.12)
ii) j =4n+ 1, entdo Cy,41 depende de C). Os primeiros coeficientes sdo:
k2C, kO, KSC,
Ci,Co=——— Cyg= ——— (Ci3=—
(1’ T 4.5 7 4589 P 4.5.8.9-12-13 )
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Para a subsequéncia anterior conjecturamos:

(—1)mknCy
4-5-8-9-- (dn)(dn+ 1)

Cins1 = , VneN, n=1,2---. (3513)

iii) j = 4n + 2, entao Cy, 12 = 0. Os primeiros coeficientes sao:
(Cy=0,Cs=0, Cip=0, C14=0,--+)
Para a subsequéncia anterior conjecturamos:
Cinio=0,VneN n=0,1,---. (3.5.14)
iv) j = 4n + 3, entdao Cy, 40 = 0. Os primeiros coeficientes sao:
(C3=0,C;=0,C;1;=0, Ci5=0,--+)
Para a subsequéncia anterior conjecturamos:
Cinio=0,VYneN n=0,1,---. (3.5.15)

Pode-se reescrever o somatorio da equagao (3.5.2) utilizando outros quatro:

y(x) = Z Cynz®™ + Z C4n+1234”+1 + Z C4n+2$4"+2 + Z C’4n+3:174"+3. (3.5.16)
n=0 n=0 n=0 n=0

Substituindo (3.5.12), (3.5.13), (3.5.14) e (3.5.15) em (3.5.16) e colocando Cy e C} fora

dos somatoérios, obtém-se:

y(x) = Co +

e (_1)nk2nx4n
1
+;3-4~7-8-~(4n—1)(4n)

Yo ()

o0 -1 nan 4n+1
R e it
+Cy “=4:5-8-9--(4n)(4n + 1)

J/

()
Tém-se entdo para k # 0 uma solugdo geral para a equacao diferencial homogénea (3.5.1)

da forma:
Yon(r) = Coyo(x) + Ciy1 (), Vo € R,
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onde Cy, C; € R.
Podem-se escrever de forma explicita aproximagoes das funcoes yo e y; tomando, por

exemplo, termos dos somatoérios até n = 2 :

B2zt k*aB

Nl -+ ==

E2xd  kraf

~1— .

0(w) 50 1440

A Figura 3.5.1 mostra os graficos das aproximagoes anteriores para k = 1 (em verde e

azul) e sua soma (vermelho).

Figura 3.5.1: Grafico das aproximacoes para k = 1 das fungoes yy e y; tomando termos dos
somatorios até n = 2 :. Versao interativa aqui.

35 25——"2 15 1 05 0 05 1 15 45 3 35

-1

Fonte: O autor.

No caso em que k = 0 a equagdo diferencial (3.5.1) se reduz a

cuja solucao é
ygn(z) = Cy + Chz, Vo € R,

onde Cpy, C; € R. Um exercicio analogo esta resolvido em trés videos iniciando aqui.
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3.6 Equacao diferencial usando série de poténcias centrada

em zy # 0.
Exercicio 12. Resolver a equacao diferencial
y'(x) — 2y (z) —y(x) =0, (3.6.1)
usando uma série de poténcias centrada em xo = 1.

3.6.1 Solucao

Comparando (3.6.1) com o modelo

Az)y"(x) + B(x)y (z) + C(z)y(z) = 0

segue que,
Alx) =1

e, portanto, o ponto xy = 1 se classifica como ordinario. Video explicativo aqui.

Uma série de poténcias centrada em zy = 1 pode ser escrita como

— i Cp(z —1)", (3.6.2)

onde os C,, comn =0,1,2,---, sdo os coeficientes a serem determinados.
Assume-se que a série em (3.6.2) seja convergente com algum raio de convergéncia Ry > 0.
Derivando (3.6.2) temos

= inC’n(x — )" (3.6.3)

Novamente, assume-se que a série em (3.6.3) seja convergente com algum raio de conver-

géncia Ry > 0. Derivando (3.6.3) segue

in (n—1)Cp(z—1)" (3.6.4)

Substituindo (3.6.2), (3.6.3) e (3.6.4) em (3.6.1) encontramos

Oonn—l W —1)" - nC’ (x—1)" C’:E—l
—2

Trocamos o x que antecede o segundo somatoério pelo valor equivalente
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(x—1)+ 1

inn—l Co(z—=1)"7*=[(z—1) ZnC (x—1)" ZC’ (x—1)"
n=2

No préximo passo o segundo somatorio separa em outros dois:

> n(n—1)Co(z — 1" 2= (2= 1)) nCp(z — 1)" '

— inC’n(x — 1)t - i Cp(z—1)" =
n=1 n=0

Coloca-se o (x — 1) que estd multiplicando o segundo somatorio para dentro do mesmo:

inn—l (x—=1)" ZnC’ x—1)"
n=2
—ZnC (x—1)" ZC (x —1)"

Precisam-se realizar dois passos para juntar os somatorios. Primeiro, as poténcias iniciais

(3.6.5)

de (z — 1) devem ser iguais. Segundo, os valores iniciais dos indices dos somatorios devem ser
iguais. Video explicativo aqui.

Primeiro passo, as poténcias iniciais de (z — 1) devem ser iguais.
primeira série: n =2 — (z — 1)"? = (z — 1),

segunda serie: n =1 — (z — 1)" — (z — 1),
terceira serie: n = 1 — (z — 1) — (z — 1)°,
quarta serie: n =0 — (z — 1)" — (z — 1)°.

Como as primeira, terceira e quarta série em (3.6.5) ndo possuem as poténcias (z — 1)°,

entao os termos em que estas aparecem devem ser removidos dos somatorios respectivos

2C2—|—Zn(n—1)0 (x—1)" ZnC’ (x—1)"
3 (3.6.6)

—Cy =Y nCulz = 1" = Cy — Z Ch(z —1)" =
n=2 n=1

Segundo passo, os valores iniciais dos indices dos somatoérios devem ser iguais. Isto serd

LOPEZ LINARES, J. Exercicios de resolucio de equacdes diferenciais com séries de
poténcias. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2021. 101 p. ISBN 978-65-87023-17-5 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606,/9786587023175.


https://www.youtube.com/watch?v=vO0tTUe_1Iw&list=PL8v7luSb9qi5KYkfHdxfnyVqQXslK0yXW&index=4

CAPITULO 3. RESOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS PERTO DE UM PONTO
ORDINARIO 44

feito através de uma troca simultanea de variaveis:
primeira série: j =n —2 —n=j+2, sen =3, entao j = 1,
segunda serie: j =n —n =7, sen =1, entao j =1,
terceira série: j=n—1—>n=74+1, sen =2, entdo j = 1,
quarta serie: j =n —n =73, sen =1, entao 7 = 1.
Substituindo-se em (3.6.6) obtém-se:

(2Cy — C — Cp) —|—Zj—|—2 (j+1)Cjra(z — 1) Z]C (x—1)7—

7j=1

—Zy+1 (2 — 1) ZC ( — 1)

(3.6.7)

Neste ponto, podemos juntar os somatorios em (3.6.7):

(202 - C) - Oo)+

+ i(i +1)[(j +2)Cjya — C; — Cia] (x —1)7 = 0. (3.6.8)

j=1

O lado direito da igualdade em (3.6.8) deve ser considerado como o polinémio de (z — 1)

identicamente nulo para todo x € R. A partir da igualdade de polindémios, pode-se afirmar que

Co+C
20y —Cy —Cy=0= Cy = 0; L (3.6.9)
e também
(] + 2)0j+2 - Cj - Cj+1 - O, VJ € N, j - 1,2,3, et (3610)

A equagao (3.6.10) é chamada indicial. A partir dela e de (3.6.9) é possivel estabelecer

uma lei de recorréncia para a sequéncia (C;):

Ci 4+ Cipq . .
Cipo =292 VYjeN, j=1,23"---. 3.6.11
= j j ( )

Como estao envolvidos os indices j, j + 1 e j + 2 a equacdo de recorréncia (3.6.11) se
classifica como de segunda ordem.

Avaliando (3.6.11) com j = 1 segue:

Cl—i-Cz(g)Cl‘i‘%_Co—f—i%Cl

Cy = _
3 3 3 6

(3.6.12)
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Avaliando (3.6.11) com j = 2 temos:

L Oy Oy SO 4 QB0 90, + 30y

C = 3.6.13
! 4 4 12 ( )
Da mesma forma, avaliando (3.6.11) com j = 3 e utilizando os resultados anteriores
encontramos: CoaC oCo 130
Cs+C o ==L AC + 90
o B W B _ ot (3.6.14)

5 5 60
Como a equagao diferencial homogénea (3.6.1) é de segunda ordem a solu¢ao geral deve
ter a forma:

Yon(r) = Coyo(x) + Ciy1 (), Vo € R,

onde Cy, C; € R.

Tém dois casos: i) para encontrar yo(x) coloca-se C; = 0 em (3.6.9), (3.6.12), (3.6.13) e
(3.6.14) e ii) para encontrar y; () coloca-se Cy = 0 em (3.6.9), (3.6.12), (3.6.13) e (3.6.14).

i) Para encontrar yo(x) coloca-se C; = 0 em (3.6.9), (3.6.12), (3.6.13) e (3.6.14):
LGB

(00701_0702_7703_6704_ 6705_157

Retornando com os C,, em (3.6.2) tem-se:
(1) = Co 1+ 2@ =12+ 2@ = 1P + 2= 1) + —(z — 1 +
R R 6 6 15 '
ii) Para encontrar y;(z) coloca-se Cp = 0 em (3.6.9), (3.6.12), (3.6.13) e (3.6.14):

Co=0,C, Cy=—, Cs

Cy et
2 2

IR Te)
704_4705_20) )

Retornando com os C,, em (3.6.2) tem-se:

1 1 1 3
(o) = Ci [0 1)+ o~ 1P+ o= 0P+ (o - D+ o= 4o
Pode ser provado que as fungoes yo(x) e y;(x) encontradas anteriormente sao linearmente
independentes. Este exercicio esta resolvido em dois videos iniciando aqui.
A Figura 3.6.1 mostra os graficos das solugdes basicas (em verde e azul) e sua soma

(vermelho) até quinta ordem. O ponto A ilustra que a série de poténcias foi centrada em = = 1.
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Figura 3.6.1: Grafico das solugoes bésicas (em verde e azul) e sua soma (vermelho) até quinta
ordem. Versao interativa aqui.

-1 -08 -0 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0, 1 12 14 16 18 2 22 2.4 2.6

ygh5<x)

Fonte: O autor.

3.7 Equacao diferencial usando série de poténcias centrada

em zy = 0. Exemplo II.
Exercicio 13. Resolver a equacdo diferencial
y'(x) — (1 4+ 2)y(x) =0 (3.7.1)
usando uma série de poténcias centrada em xo = 0.

3.7.1 Solucao

Comparando (3.7.1) com o modelo
A(z)y"(z) + B(x)y'(z) + C(z)y(x) = 0

segue que,
Alx) =1

e, portanto, o ponto o = 0 se classifica como ordinério. Video explicativo aqui.

Uma série de poténcias centrada em zy = 0 pode ser escrita como

y(x) = Cpz", (3.7.2)
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onde os C,,, com n = 0,1,2,---, sao os coeficientes a serem determinados. Assume-se que a
série em (3.7.2) seja convergente com algum raio de convergéncia Ry > 0. Derivando (3.7.2)

temos

= nCpa" " (3.7.3)
n=1

Novamente, assume-se que a série em (3.7.3) seja convergente com algum raio de conver-

géncia Ry > 0. Derivando (3.7.3) segue
=> n(n—1)Cpa" . (3.7.4)
n=2
Substituindo (3.7.2) e (3.7.4) em (3.7.1) encontramos

inn—l _2—i0nx"—x§:0nx”:0.
n=2 n=0 n=0

Coloca-se o = que esta multiplicando o terceiro somatorio para dentro do mesmo:

Znn—l T ZCJJ —ZCQJ (3.7.5)

Precisam-se realizar dois passos para juntar os somatorios. Primeiro, as poténcias iniciais
de x devem ser iguais. Segundo, os valores iniciais dos indices dos somatoérios devem ser iguais.
Video explicativo aqui.

Primeiro passo, as poténcias iniciais de x devem ser iguais.

n—2 0

primeira série:n =2 — x —x,

segunda serie: n = 0 — 2" — 2°,

terceira serie: n = 0 — 2"t — b

0

Como a terceira série em (3.7.5) ndo possui a poténcia z°, entdo esta deve ser removida

do primeiro e segundo somatorio:

205 + Z n(n —1)Cpaz™ % — Cy — Z C,ax"—
n=3 n=1

(3.7.6)

Segundo passo, os valores iniciais dos indices dos somatoérios devem ser iguais. Isto serd
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feito através de uma troca simultanea de varidveis:
primeira série: j =n—2 —+n=7+2, sen =3, entao 5 =1,

segunda serie: j =n —n =7, sen =1, entao j =1,
terceira série: j =n+1—n=7—1, sen =0, entao j = 1.

Substituindo-se em (3.7.6) obtém-se:

(2C, = Co) + > (1 +2)(j + 1)Cjyar? =Y Cjal—
i=1 o (3.7.7)

— Z Cj_lxj =0.
j=1

Neste ponto, podemos juntar os somatorios em (3.7.7):

(2Cy — Cy)+

o . 3.7.8
+Z j+2 ]+1Cj+2—Cj—Cj,1]SIfJ:O. ( )
7=1

O lado direito da igualdade em (3.7.8) deve ser considerado como o polinémio de z iden-
ticamente nulo para todo x € R. A partir da igualdade de polinémios, pode-se afirmar que
Co

e também
(1+2)(J+1)Cjpa—C;j —Cj1 =0, VjeN, j=123,---. (3.7.10)

A equagao (3.7.10) é chamada indicial. A partir dela e de (3.7.9) é possivel estabelecer

uma lei de recorréncia para a sequéncia (C;):

Cj—l + Cj

T GG

VieN, 7=123---. (3.7.11)
Como estao envolvidos os indices j — 1, j, 7+ 1 e j + 2 a equagdo de recorréncia (3.7.11)
se classifica como de terceira ordem.
Avaliando (3.7.11) com j = 1 segue:

Cy= TG (3.7.12)
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Avaliando (3.7.11) com j = 2 temos:

Cl—i-CQ()Cl‘i‘% Co+201
Ca 12 12 24 (3.7.13)

Da mesma forma, avaliando (3.7.11) com j = 3 e utilizando os resultados anteriores

encontramos:
0.~ G2+ Cs 0,02 GO 4G+ O (3.7.14)
5= T 9 - 20 120 -

Como a equagao diferencial homogénea (3.7.1) é de segunda ordem a solucao geral deve

ter a forma:
Yon(r) = Coyo(x) + Ciy1 (), Vo € R,

onde Cy, C; € R.
Tém dois casos: i) para encontrar yo(x) coloca-se C; = 0 em (3.7.12), (3.7.13) e (3.7.14)
e ii) para encontrar y;(z) coloca-se Cp = 0 em (3.7.9), (3.7.12), (3.7.13) e (3.7.14).
i) Para encontrar yo(z) coloca-se C; = 0 em (3.7.12), (3.7.13) e (3.7.14):
( Co Gy Co Co )

0070120702:7703_ 6704:ﬂ’05:%"“

Retornando com os C,, em (3.7.2) tem-se:

1 1 1 1
= Cy |1+ =22+ =3+ — iy
Yo(z) 0{ t37 —|—6x +54® —|—301:—|—

ii) Para encontrar y;(z) coloca-se Cp = 0 em (3.7.9), (3.7.12), (3.7.13) e (3.7.14):

- o, o, o
<OU_O7Cla02_0703_F704_§7O5_1_20?”')'

Retornando com os C,, em (3.7.2) tem-se:

1, 1 1
r)=C) v+ -2+ —a* + —a2"+ - |.
e R R T T }
Pode ser provado que as fungoes yo(x) e y;(x) encontradas anteriormente sao linearmente
independentes. Um exercicio analogo esta resolvido em dois videos iniciando aqui.
A Figura 3.7.1 mostra os graficos das solucoes basicas (em verde e azul) e sua soma (em

vermelho) até quinta ordem.
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Figura 3.7.1: Grafico das solugdes basicas (em verde e azul) e sua soma (em vermelho) até
quinta ordem. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.
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Capitulo 4

Equacao de Cauchy Euler

4.1 Apresentacao da equacao de Cauchy Euler

Uma equagao diferencial de segunda ordem, linear e homogénea, da forma
a(r — x0)*y" (x) + b(z — 20)y (2) + cy(z) = 0, (4.1.1)

onde a, b, ¢,z sdo nimeros reais conhecidos é denominada de “Cauchy Euler”. Em palavras, a
poténcia de z — xy é a mesma que a ordem da derivada: (z — z0)? e ¥"(z), (v — x)* e y/(z) e
(x —20)° e y(z).

Comparando (4.1.1) com o modelo

A(z)y"(x) + B(z)y'(z) + C(x)y(x) = 0
segue que,
A(z) = alx — z0)?,

e, portanto, o ponto x = x( se classifica como singular. Video explicativo aqui.

Sera discutido em detalhe o caso em que zy = 0:
ax?y”(z) + bry'(x) + cy(x) = 0. (4.1.2)

Dividindo por az? escreve-se (4.1.2) na sua forma padrao:

C

y"'(x) + b (x) + Eﬁy(m) =0. (4.1.3)

/
—Y
ax
Como no segundo somando de (4.1.3) a poténcia de x no denominador ndo é superior a

um e no terceiro somando de (4.1.3) a poténcia de x no denominador nao é superior a dois, o

ponto x = 0 da mesma equagao se classifica como singular regular. Video explicativo aqui.
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Ser4 mostrado que uma mudanca de varidveis transforma (4.1.2) em outra equagao dife-
rencial de segunda ordem com coeficientes constantes, que ja sabemos resolver.

Seja t uma funcao real de variavel real positiva x da forma

t(x) =In(x), x > 0. (4.1.4)
Tem-se que
a1
—=—. 4.1.
de x (4.1.5)

Considera-se a funcao inversa de (4.1.4):
z(t) = €. (4.1.6)
Adicionalmente, analisa-se a funcao composta y(z(t)) para escrever, com a utilizacao da

regra da cadeia, a primeira derivada de y em relacao a x:

dy dydt dyl

de  dtdxr dtz (4.1.7)

Na tltima igualdade em (4.1.7) foi substituida a equagdo (4.1.5). Utilizando (4.1.7) para

o calculo da segunda derivada segue:

d?y d (dy d (1dy
aﬁ—@<@)—@(;a) (4.1.8)
Partindo do lado direito de (4.1.8) aplica-se a regra de derivagdo de um produto:
d (1dy ldy 1d (dy
— =) ==+ =). 4.1.
dx (a:dt) x2dt+xd1’ <dt) (4.1.9)

No segundo somando de (4.1.9) utiliza-se novamente a regra da cadeia:

Y () E R

De (4.1.5), (4.1.8), (4.1.9) e (4.1.10) segue:

d*y 1dy 1d%
- - 24— 7 4.1.11
? Edt R dP (4.1.11)
Substituindo (4.1.7) e (4.1.11) em (4.1.2) tem-se:
ldy 1d% 1dy
——t+ —— bx | —— t)) =0. 4.1.12
e R e R ) (4.1.12)
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Simplificando (4.1.12) obtém-se:

d?y dy

A equagdo (4.1.13) também pode ser escrita como:
ay"(t) + (b—a)y'(t) + cy(t) = 0. (4.1.14)

Ou seja, uma equacao diferencial de segunda ordem, linear e homogénea, com coeficientes
constantes. A mesma pode ser resolvida analiticamente pelos métodos estudados previamente
nos cursos de Calculo.

De fatos, tém-se trés casos.

i) A solugao geral é da forma
y(t) = Cre™t + Che™, (4.1.15)

onder; #ro € Re C,Cy € R.

ii) A solugao geral é da forma

y(t) = Cre™ + Cyte™, (4.1.16)
onderi=ro=reReC;,Cy € R,
iii) A solucao geral é da forma

y(t) = e [C} cos Bt + Cysenf3t] (4.1.17)

onde rio=a£pficCeCy,Cy e R
Pelas propriedades das fungdes exponenciais e logaritmica e a equacao (4.1.4) pode-se

escrever:

et = erine — elna” — o1 (4.1.18)

Com a utilizagdo das equagoes (4.1.4) e (4.1.18) podem-se reescrever em fun¢ao de x os
trés tipos de solugao. Ou seja, (4.1.16), (4.1.17) e (4.1.18) como segue.
Tipo I) A solugao geral de (4.1.2) é da forma

ygh<l’) = Oll’rl + OQZETQ, xT > O,

onder; #ro € Re C,Cy € R.
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Tipo II) A solugao geral de (4.1.2) é da forma
Ygr(z) = C1z" + Cox" Inx, x> 0,

onderi=ro=reReC;,Cy €R.
Tipo III) A solugao geral de (4.1.2) é da forma

Ygn(z) = 2 [C) cos(BInz) + Cysen(flnz)], x > 0,

onde ro=a£picCeC,,Cy e R
Operacionalmente, para resolver (4.1.2) deve-se comegar propondo a existéncia de uma
solucao da forma:
y(x) = 2", (4.1.19)

onde r é um coeficiente indeterminado.
Derivando (4.1.19) tem-se:
Y (@) =ra"" (4.1.20)

Da mesma forma, derivando (4.1.20) encontra-se:
y'(z) =r(r—1)a" 2 (4.1.21)
Substituindo (4.1.19), (4.1.20) e (4.1.21) em (4.1.2) segue:
ar(r — 1)35?fo2( + brafa™F 4 ca” = 0. (4.1.22)
Em (4.1.22) simplificam-se as poténcias de x e coloca-se 2" em evidéncia:
" [ar(r—1)+br+c] =0. (4.1.23)
Como z > 0, entdo " # 0. A equacao (4.1.23) leva a:
ar(r—=1)+br +c=0. (4.1.24)

A equagao (4.1.24) é quadratica em r e denominada auxiliar de (4.1.2). Dependendo dos
valores de r encontrados acontece a classificacao nos trés tipos. Para encontrar uma solucao
para valores negativos de x basta trocar, em todas as equagdes, x por |z|. Trés videos com

contetido relativo a equacgao de Cauchy Euler iniciam-se aqui.
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4.2 Equacao de Cauchy Euler. Tipo-III.
Exercicio 14. Resolver a equacdo diferencial

2%y (x) + zy/ (z) + y(x) = 0. (4.2.1)

4.2.1 Solucao

Uma equagao diferencial de segunda ordem da forma

a(z — x0)*y"(z) + bz — zo)y'(z) + cy(x) = 0,

onde a, b, ¢, g sao nimeros reais conhecidos é denominada de “Cauchy Euler”. Segue que esse

éocasode (4.2.1) coma=1,b=1,¢c=1e xy =0. A deducao dos tipos de solu¢ées numa

equacao de “Cauchy Euler” encontra-se aqui.

Procura-se solugao para x > 0 da forma:

y(r) =2,
onde r é um coeficiente a ser determinado.

Derivando (4.2.2) tem-se:

Y (x) = ra” 1

Da mesma forma, derivando (4.2.3) encontra-se:
y'(x) = r(r—1)2"2
Substituindo (4.2.2), (4.2.3) e (4.2.4) em (4.2.1) segue:

r(r— 1)35?1’7"% +rafa 2" = 0.

Em (4.2.5) simplificam-se as poténcias de x e coloca-se " em evidéncia:

2" [r(r—=1)+r+1]=0.
Como z > 0, entdo " # 0. A equacdo (41.2.6) leva a:
r(r—1)+r+1=0,

P?41=0=r"=—-1

(4.2.2)

(4.2.3)

(4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.6)

(4.2.7)
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A equagdo (4.2.7) é quadrética em r e denominada auxiliar de (4.2.1). As raizes sdo
7’1’2:011':()[:]:67:.
Ou seja, « = 0 e = 1. Este é o tipo III com 71,75 € C. A solucdo geral de (4.2.1) é:

Ygn(z) = 2% [C) cos(BInz) 4+ Cysen(fInz)],

1
Yon(T) = Z'H([C'l cos(lnzx) + Cysen(lnx)],

Ygn(z) = Ci cos(lnzx) + Cysen(lnzx), Vo € R, z > 0, (4.2.8)

onde C7,Cs € C.

Em geral, para x # 0 a equacio (4.2.8) pode ser reescrita como:
Ygn(z) = Cy cos(In |z]) + Cysen(ln|z|), Vo € R, x # 0,

onde (4,5 € C. Este exercicio esta resolvido em video aqui.

A Figura 4.2.1 mostra o grafico da fungao y,u(z) em (4.2.8) com C) =1e Cy = 1.

Figura 4.2.1: Gréfico da solugao do exercicio com C; =1 e C5 = 1. Versao interativa aqui.

05 Ygh

Fonte: O autor.
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4.3 Problema de valor inicial. Equacao de Cauchy Euler.
Tipo-I.
Exercicio 15. Resolver o problema de valor inicial
22%y" (x) + xy'(x) — 3y(z) = 0, (4.3.1)
y(1)=1ley(l) =4

4.3.1 Solucao

Uma equagao diferencial de segunda ordem da forma
a(x — x0)%y" (x) + b(x — 20)y' () + cy(x) =0,

onde a, b, ¢, xg sao nimeros reais conhecidos ¢ denominada de “Cauchy Euler”. Segue que esse
éocasode (4.3.1) coma=2,b=1,c=—-3e xy=0. A deducao dos tipos de solugoes numa
equacao de “Cauchy Euler” se encontra aqui.

Como as condigoes iniciais foram dadas em z = 1 procura-se solugao para x > 0 da forma:
y(z) =, (4.3.2)

onde r é um coeficiente a ser determinado.
Derivando (4.3.2) tem-se:
Y (r) =ra" " (4.3.3)

Da mesma forma, derivando (4.3.3) encontra-se:
y'(2) = r(r —1)a" 2 (4.3.4)
Substituindo (4.3.2), (4.3.3) e (4.3.4) em (4.3.1) segue:
2r(r — 1)1"?:17’“2( +rafam — 32" = 0. (4.3.5)
Em (4.3.5) simplificam-se as poténcias de x e coloca-se " em evidéncia:

" 2r(r—1)+r—3]=0. (4.3.6)
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Como z > 0, entao z" # 0. A equagdo (4.3.6) leva a:
2r(r—1)+r—-3=0,

2r* —r —3=0. (4.3.7)

A equagdo (4.3.7) é quadrética em r e denominada auxiliar de (4.3.1). Encontramos o

discriminante

e as solucoes

Com os valores de r encontrados voltamos em (4.3.2). Este é o tipo I com 71 # 5 € R. A

solucao geral de (4.3.1) é:
Ygn(z) = Cha? + Cor ', Vo €R, 2 > 0, (4.3.8)

onde Cl, Cy € R.

Avalia-se a primeira restri¢cdo y(1) = 1 em (4.3.8):
y(1)=1=Cy- 12 +Cy-17",

Antes de utilizar a segunda restrigao deriva-se (4.3.8):
/ 3 1 -2
Yon(x) = éCle —Chr ", Yz e R, z > 0, (4.3.10)

onde C1,Csy € R.
Neste ponto pode ser utilizada a segunda restrigdo y'(1) = 4 em (4.3.10):

y'(1)=4= ;Cl 12—y 172,
3
Somando (4.3.9) e (4.3.11) tem-se:
)
5= 501,
Cy=2. (4.3.12)
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Substituindo (4.3.12) em (4.3.9) encontra-se:
Cy = —1. (4.3.13)
Com (4.3.12) e (4.3.13) volta-se em (4.3.8):
ypvi(z) = 2w2 — 7! VreR, x> 0. (4.3.14)

Um exercicio analogo esta resolvido em video aqui. A Figura 4.3.1 mostra o grafico da

fun¢ao em (4.3.14) e de sua primeira derivada. Os pontos A e B ilustram as condi¢oes iniciais.

Figura 4.3.1: Grafico da solucao do exercicio. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.4 Problema de valor inicial. Equacao de Cauchy Euler.
Tipo-11.
Exercicio 16. Resolver o problema de valor inicial
2%y (x) — 3y (z) + 4y(z) = 0, (4.4.1)

y(1) =5 ey (1) =3.
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4.4.1 Solucao

Uma equacao diferencial de segunda ordem da forma
a(x — x0)%y" (x) + b(x — 20)y' () + cy(x) =0,

onde a, b, ¢, ry sao nimeros reais conhecidos é denominada de “Cauchy Euler”. Segue que esse
é ocasode (4.4.1) coma=1,b= -3, c=4e xy=0. A deducao dos tipos de solugoes numa
equacao de “Cauchy Euler” encontra-se aqui.

Como as condicoes iniciais foram dadas em x = 1 procura-se solucao para r > 0 da forma:
y(x) =z, (4.4.2)

onde r é um coeficiente a ser determinado.
Derivando (4.4.2) tem-se:
Y (z) =ra"t (4.4.3)

Da mesma forma, derivando (4.4.3) encontra-se:
y'(2) =r(r—1)a" 2 (4.4.4)
Substituindo (4.4.2), (4.4.3) e (4.4.4) em (4.4.1) segue:
r(r— 1)1’7‘{35’”’z — 3rafa" + da” = 0. (4.4.5)
Em (4.4.5) simplificam-se as poténcias de x e coloca-se " em evidéncia:
2" r(r—1)—=3r+4] =0. (4.4.6)
Como z > 0, entdo " # 0. A equacdo (41.4.6) leva a:
r(r—1)—=3r+4=0,

r? —dr +4=(r—2)*=0. (4.4.7)

A equacdo (4.4.7) é quadratica em r e denominada auxiliar de (4.4.1). Este é o tipo II

com r; = ry = 2. A solugao geral de (4.4.1) é:
yon(r) = C1a* + Cox’lnx, Vo € R, 2 > 0, (4.4.8)

onde C,Csy € R.
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Avalia-se a primeira restricdo y(1) = 5 em (4.4.8):
2 2 0
y(1) =5=C, - 1>+ Cy - 12 - 1T,
Cy = 5. (4.4.9)
Antes de utilizar a segunda restrigdo deriva-se (4.4.8):
22
Yo (1) = 2C12 4 Cy {Qx Inz + —] ,
x
Yor(x) = (2C) + Co)z 4 2CoxInx, Vo € R, x> 0, (4.4.10)
onde C1,Cs € R.
Neste ponto pode ser utilizada a segunda restri¢do y'(1) = 3 em (4.4.10):
, 0
y(1) =3=(2C, +Cy) -1 +2Cy - 1-1aT,
3 =20 + Ch. (4.4.11)
Utilizando (4.4.9) e (4.4.11) tem-se:
Cy=—T. (4.4.12)
Com (4.4.9) e (4.4.12) volta-se em (4.4.8):
ypyr(z) = 52® — To’lnz, Vo € R, 2 > 0. (4.4.13)

Um exercicio andlogo esta resolvido em video aqui. A Figura 4.4.1 mostra o grafico da

fun¢ao em (4.4.13) e de sua primeira derivada. Os pontos A e B ilustram as condi¢oes iniciais.
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Figura 4.4.1: Gréfico da solucao do exercicio. Versao interativa aqui.

ypvi(z) = 52 = T2’ Inzx

Ypy®)

Ypyi(X)

Fonte: O autor.

4.5 Problema de valor inicial. Equacao de Cauchy Euler.
Tipo-I111.

Exercicio 17. Resolver o problema de valor inicial
42" (z) + 17y(x) = 0, (4.5.1)
y(1) =1l ey(1) = —3.

4.5.1 Solucao

Uma equagao diferencial de segunda ordem da forma
a(x — x0)%y" (x) + b(x — 20)y' () + cy(x) =0,

onde a, b, ¢, ry sao nimeros reais conhecidos é denominada de “Cauchy Euler”. Segue que esse
é o caso de (4.5.1) coma=4,b=0,c=17 e 19 = 0. A dedugao dos tipos de solu¢oes numa
equacao de “Cauchy Euler” encontra-se aqui.

Como as condigoes iniciais foram dadas em x = 1 procura-se solugao para x > 0 da forma:

y(x) =a', (4.5.2)
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onde r é um coeficiente a ser determinado.
Derivando (4.5.2) tem-se:
Y (z) =ra" (4.5.3)

Da mesma forma, derivando (4.5.3) encontra-se:

y'(x) = r(r—1)2" 2. (4.5.4)
Substituindo (4.5.2), (4.5.3) e (4.5.4) em (4.5.1) segue:

4r(r — 1)1’7‘(95’"’Z+ 172" = 0. (4.5.5)

Em (4.5.5) simplificam-se as poténcias de x e coloca-se " em evidéncia:

" [4r(r — 1) +17] = 0. (4.5.6)
Como z > 0, entdo " # 0. A equacdo (1.5.6) leva a:

dr(r—1)+17=0,

4r% —4r +17 = 0. (4.5.7)

A equagdo (4.5.7) é quadrética em r e denominada auxiliar de (4.5.1). Encontramos o

discriminante

A = (—4)" = 4(4)(17) = 4*(-16) = (161)°,

e as solucgoes
—(—4) £ 16: 1
T172:%:§i2i204i5i.

Ou seja, a = % e = 2. Este é o tipo IIT com 71,75 € C. A solugao geral de (4.5.1) é:

Ygn(z) = 2% [C) cos(BInz) 4+ Cysen(fInz)],

Ygn(z) = 2 [Cycos(2Ilnx) + Cysen(2Inx)], Vo € R, x > 0, (4.5.8)
onde C1,Cs € C.
Avalia-se a primeira restricao y(1) = —1 em (4.5.8):
1 1 0
y(l):—lzl};-[C’l-Wn/l)q—Cyse nl) ],
Cy = —1. (4.5.9)
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Antes de utilizar a segunda restrigdo deriva-se (4.5.8). Deve-se usar a regra da derivada

de um produto e a regra da cadeia:

—_

1

Yo () = 5T [C1cos(2Inx) + Cysen(2Inz)] +

+2272 [~Cysen(2In ) 4 Cy cos(2In )]

Yo () = z [(%C’l + 202> cos(2lnx) + (—201 + %Cz) sen(21In x)] : (4.5.10)

Neste ponto pode ser utilizada a segunda restricdo y'(1) = —3 em (4.5.10):
1
—5 =501 +20 (4.5.11)
Substituindo (4.5.9) em (4.5.11) encontra-se:
Cy = 0. (4.5.12)

Com (4.5.9) e (4.5.12) volta-se em (4.5.8):

ypvi(z) = _— cos(2lnx), Ve € R, z > 0. (4.5.13)

Um exercicio analogo esta resolvido em video aqui. A Figura 4.5.1 mostra o grafico da

funcao em (4.5.13) e de sua primeira derivada. Os pontos A e B ilustram as condi¢oes iniciais.
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Figura 4.5.1: Gréfico da solucao do exercicio. Versao interativa aqui.

Ypvi

5 ypvi(x) = —a cos(2lnz), Yz € R, > 0.

24 26 28 3 3.2 3.4 3.6

Fonte: O autor.

4.6 Problema de valor inicial. Equacao de Cauchy Euler.
Tipo-1(2).
Exercicio 18. Resolver o problema de valor inicial
2%y (x) — 52y (z) + 8y(x) = 0, (4.6.1)
y(2) =32 ey'(2)=0.

4.6.1 Solucao

Uma equagao diferencial de segunda ordem da forma
a(x — x0)%y" (x) + b(x — 20)y' () + cy(x) = 0,

onde a, b, ¢, ry sao nimeros reais conhecidos é denominada de “Cauchy Euler”. Segue que esse
é o caso de (4.6.1) coma=1,b= -5 c=8¢e x5 = 0. A deducao dos tipos de solugoes numa
equacao de “Cauchy Euler” se encontra aqui.

Como as condigoes iniciais foram dadas em x = 2 procura-se solugao para x > 0 da forma:

y(x) = 2", (4.6.2)
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onde r é um coeficiente a ser determinado.
Derivando (4.6.2) tem-se:
Y (z) =ra" (4.6.3)

Da mesma forma, derivando (4.6.3) encontra-se:
y'(x) = r(r—1)2" 2. (4.6.4)
Substituindo (4.6.2), (4.6.3) e (4.6.4) em (4.6.1) segue:
r(r— 1)1’7‘{35’”’z — 5rafa"F + 82" = 0. (4.6.5)
Em (4.6.5) simplificam-se as poténcias de x e coloca-se 2" em evidéncia:
" [r(r—1)—=5r+8 =0. (4.6.6)
Como z > 0, entdo " # 0. A equacdo (1.6.6) leva a:
r(r—1)—5r+8=0,

r?—6r+8=(r—2)(r—4)=0. (4.6.7)

A equagdo (4.6.7) é quadratica em r e denominada auxiliar de (4.6.1). As solu¢oes sao

2
r19 = .
1,2 4

Com os valores de r encontrados voltamos em (4.6.2). Este é o tipo I com r; # 1y € R. A

solucao geral de (4.6.1) é:
Ygn(z) = C12* + Coz*, Vo € R, > 0, (4.6.8)

onde C,Csy € R.
Avalia-se a primeira restri¢ao y(2) = 32 em (4.6.8):

y(2)=32=0C,-22+C, - 2%,

8 = +4C,. (4.6.9)

Antes de utilizar a segunda restrigao deriva-se (4.6.8):

You(x) = 2C12 + 4Co2°, Vo € R, z > 0, (4.6.10)
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onde C,C5 € R.
Neste ponto pode ser utilizada a segunda restri¢ao y'(2) = 0 em (4.6.10):

y(2) =0=20,-2+4C, - 2%,
0=CY +8Cy = Cy = —8Ch. (4.6.11)
Substituindo (4.6.11) em (4.6.9) tem-se:
8 = —8C, + 4Cy = —4C5,
Cy = —2. (4.6.12)
Substituindo (4.6.12) em (4.6.11) encontra-se
Cy = 16. (4.6.13)
Com (4.6.12) e (4.6.13) volta-se em (4.6.8):
ypyvr(z) = 1622 — 22*, Vo € R, x > 0,

ypvi(z) = 22%(8 — 2%) = 22%(2v2 — 2)(2V2 + ). (4.6.14)

Este exercicio estd resolvido em video aqui. A Figura 4.6.1 mostra o grafico da funcao em

(4.6.14) e de sua primeira derivada. Os pontos A e B ilustram as condigdes iniciais.

Figura 4.6.1: Gréfico da solugao do exercicio. Versao interativa aqui.

A
ypvi(z) = 162> — 22
30

25
Ypyi(z) = 322 — 82

20

f B

0.2 0.4 0.6 08 1 12 1.4 1.6 1.8 2.2 24 26 2.8 3
f-5

Fonte: O autor.
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Capitulo 5

Resolucao de equacoes diferenciais perto

de um ponto singular regular

5.1 Ponto ordinario e ponto singular regular e singular ir-

regular

A equacao diferencial
A(x)y" (x) + B(z)y'(z) + C(x)y(z) = 0. (5.1.1)

pode ser resolvida usando uma série de poténcias com centro em xg:
o0
J— n
y(x) = E Ch(z — x0)™.
n=0

Na sua forma padrao dividimos por A(z) # 0 toda a equagao (5.1.1):

— 0. (5.1.2)

Defini¢ao 1 (Ordinario ou Singular). O ponto xg, relativo a equacdo (5.1.1), é classificado

como ordindrio quando A(xg) # 0. Caso contrdrio, xy € classificado como singular.

A Definicao 1 diferencia as solucoes centradas em pontos zy que anulam a derivada de
maior ordem de (5.1.1) ou que produzem uma singularidade no segundo e terceiro somandos

de (5.1.2).
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Uma segunda classificacao sera feita conforme ilustrado no diagrama a seguir:

A(zo) # 0 = ponto ordinario
|
A(xy) = 0 = ponto singular {‘regu o
irregular
Defini¢ao 2 (Singular Regular ou Singular Irregular). Para o ponto singular zq, A(z) =0,

ser classificado como regular precisam existir os dois limites:

lim {(m - xo)ljg” = ay, (5.1.3)
lim [(:c - xo)zigiﬂ = b. (5.1.4)

Caso um dos limites acima nao exista o ponto singular xy é chamado trregular.
Para entender o porqué da Defini¢ao 2 multiplica-se toda a equagao (5.1.2) por (z — )%

(z — 20)%y" (z) + (x — x0) {(m — xo)%} Y (z) + {(m — xo)2jgg] y(z) = 0. (5.1.5)

No caso em que os termos entre colchetes da equacdo (5.1.5) podem ser escritos como

séries de poténcias temos:

(x — :UO)B<I) = Z an(x — x0)", (5.1.6)

A(z)
(x — xo)QiEz) = Z% by (z — x0)". (5.1.7)

Quando existem os limites em (5.1.3) e (5.1.4) as equagbes (5.1.6) e (5.1.7) podem ser

aproximadas como:

(z — xo)igg ~ ap, (5.1.8)
(2 — 2022 . (5.1.9)

~—

(x

A
Ou seja, utilizando (5.1.8) e (5.1.9) em (5.1.5) encontra-se uma equagao de Cauchy Euler:
(z — 20)%y"(x) + (z — m0)aoy (z) + boy(z) = 0. (5.1.10)

A equagao (5.1.10) é uma aproximagao de (5.1.5) que serve de ponto de partida. Isto
justifica separar aos pontos singulares regulares. Um video explicativo destas classificacoes esta

disponivel aqui.
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5.2 Pontos singulares regulares e irregulares-1I

Exercicio 19. Classificar os pontos singulares da equacado diferencial
(2% — 4)y"(x) + 3(z — 2)y/(z) + 5y(x) = 0. (5.2.1)
5.2.1 Solucao
Comparando (5.2.1) com (5.1.1) tém-se:
Alw) =2 —4=(z+2)(z - 2).

Logo, a equacao (5.2.1) possui dois pontos singulares que satisfazem A(x) = 0: i) g = —2 e ii)
o = 2.

Reescreve-se (5.2.1) na sua forma padrao:

3 )
" — Y = 0. 5.2.2
0+ @ | g ) (5:22)
A seguir devem-se escrever os limites das equagoes (5.1.3) e (5.1.4).

1) To = —2.
Multiplicam-se o primeiro e segundo termo entre colchetes da equagao (5.2.2) por (z + 2) e

(z + 2)?, respectivamente:

: 3
xli}r_lz {MM} =3, (5.2.3)
b |22 = 2B D) (5.2.4)
A, C-2er2y| (-2 " >
Como existem os limites em (5.2.3) e (5.2.4) o ponto o = —2 ¢é singular regular para a

equagao (5.2.1).
if) @ = 2.
Multiplicam-se o primeiro e segundo termo entre colchetes da equagao (5.2.2) por (z — 2) e

(xr — 2)?, respectivamente:

£${@_2%xim}:0’ (5.2.5)
m |(r — 2‘1 L = lim —5@ —2)| _
};—>2 [( 2) (z—2V(z +2)| 310—>2 [ (x +2) ] =0 (5.2.6)

Como existem os limites em (5.2.5) e (5.2.6) o ponto xp = 2 também é singular regular

para a equacao (5.2.1).
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5.3 Pontos singulares regulares e irregulares-11

Exercicio 20. Classificar os pontos singulares da equacado diferencial

(z% — 4)*"(x) + 3(x — 2)y/(z) + 5y(z) = 0. (5.3.1)

5.3.1 Solucao

Comparando (5.3.1) com (5.1.1) tém-se:
Alw) = (2" —4)* = (2 +2)*(z — 2)*.

Logo, no dominio dos niimeros reais a equacao (5.3.1) possui dois pontos singulares que satis-
fazem A(z) = 0: i) g = —2 e ii) kg = 2. As outras duas solu¢oes complexas iii) g = —2i ¢ iv)
xo = 21 nao serao discutidas aqui.

Reescreve-se (5.3.1) na sua forma padrao:

Y0+ e Y0 (e 0 - 699

A seguir devem-se escrever os limites das equagoes (5.1.3) e (5.1.4).
1) To = —2.
Multiplicam-se o primeiro e segundo termo entre colchetes da equagao (5.3.2) por (z + 2) e

(z + 2)?, respectivamente:

3 3
lim | (427 - = lim
w—2 o+ 2)2‘(35 9 z——2 {(x +2)(z — 2)

} =A, (5.3.3)

) 5 D
xhjg MM(&: - 2)2] - xlien—lQ {M} T 16 (5.3.4)
Embora exista o limite em (5.3.4), devido ao limite em (5.3.3) ndo existir o ponto g = —2
é classificado como singular irregular para a equagao (5.3.1).
i) 2 = 2.
Multiplicam-se o primeiro e segundo termo entre colchetes da equagao (5.3.2) por (z — 2) e

(x — 2)2, respectivamente:

i (2] = o) = 16 (5:3.5)

5 5 5

s R Y 30
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Como existem os limites em (5.3.5) e (5.3.6) o ponto xzy = 2 é singular regular para a

equagao (5.3.1).

5.4 Teorema de Frobenius

O Teorema a seguir garante a existéncia de uma solugao quando a serie de poténcias é

desenvolvida em torno de um ponto singular regular.

Teorema 1 (Frobenius). Se xy for um ponto singular reqular da equacio diferencial
Alz)y" () + B(x)y'(z) + C(a)y(x) =0,

entao existird pelo menos uma solucdo da forma de serie de poténcias

[e.e] o0
— r n __ n+r
y(@) = (x = 20)" Y an(z —z0)" =Y an(a — z0)""",
n=0 n=0
onde r € uma constante a ser determinada. A série serd convergente em algum intervalo
|z — xo| < R, com R um real positivo.

O teorema anterior nao garante que possam ser encontradas as duas solucoes da base,
apenas uma. Além dos coeficientes a, deve ser encontrado r. A demonstracao é complexa e

nao serd feita aqui. A seguir discute-se uma aplicacao.

5.5 Resolucao de equacao diferencial perto de um ponto
singular regular-Tipo-I(a)

Exercicio 21. Resolver a equacao diferencial

3zy"(x) + 9/ () — y(x) =0, (5.5.1)

usando uma série de poténcias centrada em xoy = 0.

5.5.1 Solucao

O ponto xy = 0 anula o primeiro somando de (5.5.1), logo é um ponto singular da equagao
diferencial. Para saber se & regular ou irregular reescreve-se (5.5.1) na sua forma padrao:

1 1

y"(x) + @y/(l’) - @y(f’@) = 0.
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Como os limites

I 1)
xgg v 3x/ e

existem, o ponto xy = 0 é singular regular.

Pelo Teorema 1 deve existir uma solucao na forma

- ianxn+r, (5.5.2)

n=0

onde 0s a,,r € R, comn =0,1,2,---, sao os coeficientes a serem determinados.
Assume-se que a série em (5.5.2) seja convergente com algum raio de convergéncia Ry > 0.

Derivando (5.5.2) tem-se

y(@) =) (r+mna,z " (5.5.3)

n=0
Também assume-se que a série em (5.5.3) seja convergente com algum raio de convergéncia
Ry > 0. Derivando (5.5.3) segue

o0

y'(x) = Z(r +n)(r+n—1)a,z "2 (5.5.4)

n=0

Substituindo (5.5.2), (5.5.3), (5.5.4) em (5.5.1) encontra-se:

3z Z an(n+7r)(n+r—1)a"" % 4 Z an(n + 7)™ Z a2 = 0.
n=0 =0 =

O 3z na frente do primeiro somatoério escrive-se dentro do mesmo:

Z3ann+r)(n+r gl Zann—l—r LAk Zan =

n=0

Os dois primeiros somatoérios podem ser unificados:

io:an(n—F (3n + 3r — 2)z"t" ! Zan =
n=0

O 2" pode ser colocado em evidéncia:

Zann+r)(3n—|—3r—2 Zan =0.

n=0
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Para que a poténcia inicial de x nos dois somatoérios seja a mesma o elemento correspon-

dente a n = 0 no primeiro deve ser escrito explicitamente fora do mesmo:

a” |aor(3r —2)a7" + Z an(n+7)(3n+ 3r —2)z" " — Z apz"| = 0.
n=1 n=0

Os valores iniciais dos indices dos somatorios devem ser iguais. Isto sera feito através de

uma troca simultanea de varidveis:
primeira série: k=n—1—=>n=k+1, sen=1, entao k = 0,

segunda serie: k =n —n =k, sen =0, entao k = 0.
Assim tem-se:
z" [aor(i%r — )zt + Z a1 (k47 +1)(3k + 3r + 1)a" — Z akxk] = 0.
k=0 k=0

Unificando os somatorios:

(e}
x” [aor(Sr — 2+ Z lagr1(E+7+1)3k+3r+ 1) — ag xk] = 0.

k=0

Reescrevendo o zero da direita segue:

aor(3r —2)a" " + Z [aper(k4+7+ 1Bk +3r +1) — az] 2" =
k=0

:0:0-:(;”*1+Zo-xk+’".
k=0

A dltima equacao deve ser entendida como uma igualdade de polinémios:
aor(3r —2) =0, (5.5.5)

CLk+1(l{7 +7r+ 1)(3/{3 + 3r + 1) — Qf = 0, Yk Z 0. (556)

A equagao (5.5.5) é chamada indicial. Como ag # 0 as solugbes, ou expoentes na singu-
laridade, sdo i) r = r; = % e ii) r = r, = 0. Como sera visto este é o tipo I, onde r; — ry & N.
De (5.5.6) escreve-se a equagao geral de recorréncia (primeira ordem):

ag

= Vk > 0. 5.5.7
G krr DBk +3r+ 1) = (5:5.7)
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Para encontrar a primeira solugao utiliza-se o maior valor r = r; = % A equagao (5.5.7)

se transforma em:

ag
= Vk > 0. 5.5.8
G DBk 1) T (5:58)
Em (5.5.8) avaliam-se os primeiros valores de k:
Qo (on)
k=0—>a =——=
I TR
ai 1 ap Qo
k=1—ay;= = : =
“2=98 2.8 1.5 20.5-8
Qa9 1 ag Qg
s 3-11 3-11 2!-5-8 3!-5-8-11’
L 3 as 1 Qo Qo
= as = = . = .
‘T 414 4.14 31.5-8-11 41-5-8-11-14

Dos resultados anteriores conjetura-se:

onl-5-8-11---(3n +2)’

an Vn > 1.

Colocando ag = 1 e lembrando que neste caso r = 2 volta-se em (5.5.2):

2 > ag n+2
= 13 5. 5.5.9
yiz) =w +2;nL58-n-~@n+mx (5:5.9)
Podem ser escritos de forma explicita os primeiros termos do somatorio (5.5.9):
2 1 s 1 s 1 u
y1(z) =23 + o3 + —x3 + ——13 +--- . (5.5.10)

ot

80 2640

Para encontrar a segunda solucdo utiliza-se r = r, = 0. A equagao de recorréncia (5.5.7)

se transforma em:
ag

Qi1 = , Yk > 0. 5.5.11
LTk +1)(3k+ 1) = ( )
Em (5.5.11) avaliam-se os primeiros valores de k:
Qo Qo
k=0—a =——=
T
a 1 ap Qo
/{; = 1 — g = . g
T T A 24
Qs 1 ag Qo
k — 2 = = . g
Ty Ty 1.4 31147
1
k=3— a4 = s %o do

4-10 4-10 31-1-4-7 31-1-4-7-10°
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Dos resultados anteriores conjetura-se:

Qg
o Vn > 1.
147 Bn2) "=

Colocando ay = 1 e lembrando que neste caso r = 0 volta-se em (5.5.2):

o0 1 .
yg(:L’)—1+;n!‘1.4.7...(3n_2)x. (5.5.12)

Podem ser escritos de forma explicita os primeiros termos do somatorio (5.5.12):

1 1
Yo(z) = 1+x+§x2+@x3+~- . (5.5.13)

A solucao geral da equacao diferencial homogénea (5.5.1) é uma combinagao linear das
duas solucoes encontradas:
Ygn(r) = Cryi(x) + Coya(x),

onde C1,Cs € R.
A Figura 5.5.1 mostra as aproximagoes das fungdes em (5.5.10) e (5.5.13).

Figura 5.5.1: Gréfico das solucoes basicas do exercicio com quatro somandos cada um. Versao
interativa aqui.

Y2

Fonte: O autor.

A resolucao deste problema esta disponivel em trés videos iniciando aqui.
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5.6 Tipos de solucoes perto de um ponto singular regular

Continua-se o estudo de uma equagao diferencial, linear, de segunda ordem, homogénea

e em que seus coeficientes sao funcoes polinomiais de x:
A(x)y"(z) + B(x)y'(z) + C(z)y(z) = 0. (5.6.1)

A solucao serd procurada usando uma série de poténcias centrada em um ponto singular
regular. Video explicativo da classificacao de um ponto como ordinario ou singular regular ou

singular irregular aqui:

A(zo) # 0 = ponto ordinario

regular

A(zo) = 0 = ponto singular {
irregular

Para o ponto ser singular regular precisam existir os dois limites:

tim [t =0 57| =

tim [t =0 =

A equagao (5.6.1) pode ser aproximada por uma de Cauchy Euler:
(z — 20)%y" (x) + ao(x — o)y () + bo(z — 70)y(x) = 0, (5.6.2)

onde ag e by sao niumeros achados no calculo dos limites anteriores.

Pelo Teorema de Frobenius a proposta inicial de solugao deve ser da forma:
y(@) = (z — x0)" Z Ch(x — 20)",
n=0

onde r é um coeficiente que deve ser determinado no caminho da solucao.
Por simplicidade sera estudado o ponto singular regular o = 0 e procuramos solucoes

para x > 0:
y(x) _ chxr+n7
n=0

[e.9]

y'(x) =) (r+n)Cua ",

n=0
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o0

y'(z) = Z(T +n)(r+n—1)Cpz" 2.

n=0
Substituindo as trés equagoes anteriores em (5.6.2) encontra-se a equagao indicial (qua-
drética em r):
r(r—1)+ agr + by = 0. (5.6.3)

A equagao (5.6.3) apresenta duas solugbes que podem ser ntimeros complexos. Nossa

analise sera restrita a trés casos em que as solugoes de r sao niimeros reais.

5.6.1 Tipo I

Define-se por r1 e 79 € R, 71 > 19, 11 — 19 € N. Neste contexto sempre é possivel encontrar

duas solucoes na forma:

yi(z) =2a™ |1+ Z Cp(ry)z" |,
L n=1

yo(z) = 2™ |1+ Z Ch(ra)x"
L n=1

Um exemplo deste tipo I é discutido em trés videos iniciando aqui.

5.6.2 Tipo II

Define-se por 1 e 9 € R, ry > ry e 7 — ro € N. As solugoes sao na forma:

1+ Z C'n(rl)x"] ,
n=1

yi(v) = 2™

yo(x) = Eyi(x) Inx 4+ 2™

1+ C’n(rg)x”] :
n=0

onde Cy(rz) # 0. Quando o coeficiente F = 0, entdo a segunda solugao sera da mesma forma
que no Tipo L.

A equacao Bessel, discutida em quatro videos iniciando aqui, é um exemplo em que aparece
o Tipo II nas duas variantes: u:%:>E:Oey21:>E7£O.

5.6.3 Tipo III

Define-se por r; =15 = r € R. As duas soluctes sao da forma:

1+ i Cn(r):c”]
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yo(z) = y1(x) Inz + 2"

Z dnx"] )
n=1
A equacao Bessel quando v = 0 é um exemplo do Tipo III. Esta secao é discutida em

video aqui.

5.7 Resolucao de equacao diferencial perto de um ponto
singular regular-Tipo-1(b)
Exercicio 22. Resolver a equacdo diferencial
2zy" () + (1 + 2)y'(z) + y(x) =0, (5.7.1)

usando uma série de poténcias centrada em xg = 0.

5.7.1 Solucao

O ponto o = 0 anula o primeiro somando de (5.7.1), logo é um ponto singular da equagao

diferencial. Para saber se é regular ou irregular reescreve-se (5.7.1) na sua forma padrao:

1+x, 1
— =0.
5y @)+ 5-u(@)

y" () +

Como os limites

(7 3)
lim (2 — ) =0,
z—0 ZZ’

existem e sao finitos, o ponto x¢ = 0 é singular regular.

Pelo Teorema de Frobenius deve existir uma solugao na forma

y(r) = apa™, (5.7.2)

n=0

onde 0s a,,r € R, comn =0,1,2,---, sdo os coeficientes a serem determinados.
Assume-se que a série em (5.7.2) seja convergente com algum raio de convergéncia Ry > 0.
Derivando (5.7.2) tem-se

o0

y(x) = (r+n)az""" (5.7.3)

n=0

Também assume-se que a série em (5.7.3) seja convergente com algum raio de convergéncia,
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Ry > 0. Derivando (5.7.3) segue
y'(x) = Z(r +n)(r+n—1a,a"™ 2 (5.7.4)
n=0

Substituindo (5.7.2), (5.7.3), (5.7.4) em (5.7.1) encontra-se:
20 ) an(n+r)(n+r—12"" 24 (14 a) ) an(n+ )™ Y aa™T =0
n=0

Utiliza-se a lei distributiva para escrever o segundo somatorio como outros dois:

203 el o S
n=0

+x Z an(n +r)z" Tt 4 Z a,x"t" =0
n=0 n=0

O 2z e 0 = na frente dos somatorios primeiro e terceiro sao escritos dentro dos mesmos:

Z 2a,(n +7)(n+r—Da" 1+ Z an(n +r)z"
n=0

+ i an(n +r)z"*" + io: apx™t" =0
n=0 n=0

Os dois primeiros e os dois tultimos somatorios podem ser unificados:
o0
Zan (n+7r)(2n+2r — 1)z~ l—l—Zan n+r+ 12" =0.
n=0 n=0

O 2" pode ser colocado em evidéncia:

x" [Z an(n+7)(2n +2r — Da™ ' + Z an(n+r+1)z"| =0.

n=0 n=0

Para que a poténcia inicial de x nos dois somatorios seja a mesma o elemento correspon-

dente a n = 0 no primeiro deve ser escrito explicitamente fora do mesmo:

z" [aor(Zr— 1)z +Zan n+71)(2n +2r — Da™ 1+

n=1

+Zan(n+r+1)x" = 0.

n=0
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Os valores iniciais dos indices dos somatorios devem ser iguais. Isto sera feito através de

uma troca simultanea de varidveis:
primeira série: k=n—1—=>n=k+1, sen =1, entao k = 0,

segunda serie: k =n —n =k, sen =0, entao k = 0.

Assim tem-se:

x" [agr(2r —Dat + Z ap1(k+ 7+ 1)(2k + 2r + 12"+
k=0

+Zak(l€+r+1)$k =0.
k=0

Unificando os somatoérios:
T -1 - k|l _
x [(ZOT(2T’ — Dz + Z(k: +r+ 1) [ag1(2k +2r + 1) + ag] x ] = 0.
k=0
Considerando x > 0 e reescrevendo o zero da direita segue:

aor(2r — Da" ' + Z(k 74 1) [aps1(2k + 2r + 1) 4+ ag] 257 =
k=0

:0:0-9:7“—1+Zo-a:’f+7”.
k=0

A dltima equacgao deve ser entendida como uma igualdade de polinémios:
aopr(2r — 1) =0, (5.7.5)

(k+7r+1)[ags1(2k +2r + 1)+ ax] =0, Vk > 0. (5.7.6)

A equagao (5.7.5) é chamada indicial. Como ag # 0 as solugbes, ou expoentes na singu-
laridade, sao i) r =r; = % eii) r =ry = 0. Este é o tipo I, onde r; — ry ¢ N.
De (5.7.6) nota-se que k+ 1+ 1 # 0 para k > 0 e os valores de r encontrados no passo

anterior. Logo, escreve-se a equagao geral de recorréncia (primeira ordem):

— " Vk>O. 5.7.7
2k +2r +1’ 20 ( )

Q41 =

Para encontrar a primeira solugao utiliza-se o maior valor r = r; = % A equagao (5.7.7)
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se transforma em:
=——— Vk>0. 5.7.8
Ag+1 2(k+1)’ = ( )

Em (5.7.8) avaliam-se os primeiros valores de k:

k=0—>a1:_7a0221_—,ai[’
k=1—ay= 2—@; = 2_-12'_2% - 22a.02!’
k=2—ag= ;a; = 2__13 ' 22a.02! - 2;.%3!’
k=3—>a4= ;ai = 2_‘14'2;?;! = 24a.04!'

Dos resultados anteriores conjetura-se:

—1)
an:( )CLO,
27 . n!

Vn > 1.

Colocando ag = 1 ¢ lembrando que neste caso r = 1 volta-se em (5.7.2):

(NI

wle) =z 27l

(=D
+ Z (=) "2 x> 0. (5.7.9)
n=1

Podem ser escritos de forma explicita os primeiros termos do somatorio (5.7.9):

1
- —2x

48

(NI
NS

[NIE
[SIEN]

x +o, x>0 (5.7.10)

ol —

r2 4

N | —

yi(z) =z

Para encontrar a segunda solugdo utiliza-se r = ry = 0. A equagao de recorréncia (5.7.7)

se transforma em:

> 0. 711
2k+1,Vk_O (5.7.11)

Em (5.7.11) avaliam-se os primeiros valores de k:

Qp4+1 =

k:O—>CL1:_—a0,
1
a -1 —ag ao
k=1—-agy=—=—  — = ——
2 1 1.3
k:2_>a3___a2—__1.a/0 = _a07
5 5 1-3 1-3-5
_ -1 -
PO B S B
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Dos resultados anteriores conjetura-se:

Colocando ag = 1 e lembrando que neste caso r = 0 volta-se em (5.7.2):

- (—=1)"ag

yg(:c):1+zl_3‘5 ._(2n_1)x”, z > 0. (5.7.12)
n=1

Podem ser escritos de forma explicita os primeiros termos do somatorio (5.7.12):

1 1
yQ(x)zl—m+§x2—Bx3+~~-, x> 0. (5.7.13)

A solucao geral da equacdo diferencial homogénea (5.7.1) é uma combinagao linear das

duas solucoes encontradas:
Yor(z) = Cry1(x) + Coya(), Vo € R, 2 > 0,

onde C,Csy € R.

A Figura 5.7.1 mostra as aproximagoes das fungdes em (5.7.10) e (5.7.13).

Figura 5.7.1: Gréfico das solugoes basicas do exercicio com quatro somandos cada um. Versao
interativa aqui.

Fonte: O autor.

A resolugao de um problema analogo esté disponivel em trés videos iniciando aqui.

LOPEZ LINARES, J. Exercicios de resolucio de equacdes diferenciais com séries de
poténcias. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2021. 101 p. ISBN 978-65-87023-17-5 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606,/9786587023175.


https://www.geogebra.org/m/sj68p7ht
https://www.youtube.com/watch?v=aw4R9Bo4wNw&list=PL8v7luSb9qi5KYkfHdxfnyVqQXslK0yXW&index=14

CAPITULO 5. RESOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS PERTO DE UM PONTO
SINGULAR REGULAR 84

5.8 Resolucao de equacao diferencial perto de um ponto
singular regular-Tipo-11
Exercicio 23. Resolver a equacao diferencial

zy"(z) + 2zy'(z) + 6e"y(z) = 0, (5.8.1)

usando uma série de poténcias centrada em xoy = 0.

5.8.1 Solucao

O ponto o = 0 anula o primeiro somando de (5.8.1), logo é um ponto singular da equagao

diferencial. Para saber se é regular ou irregular reescreve-se (5.8.1) na sua forma padrao:

() + 24/ (@) + “ylw) = 0.

Como os limites

i) =
6 T
lim (in) = lim (6xe”) =0,
x—0 x z—0

existem e sao finitos, o ponto x¢ = 0 é singular regular.

Para usar o método da série de poténcias na resolucao de equacoes diferenciais todos os
coeficientes que acompanham as derivadas precisam ser poténcias de x. Mas esse nao é o caso
do terceiro somando em (5.8.1), onde aparece uma fungao exponencial.

A serie de Maclaurin da funcao exponencial é:

2 .133

oo N LA
e_zon!_1+x+2!+3!+ : (5.8.2)

Este resultado estd demonstrado em video aqui.
Como primeira aproximagdo toma-se somente o primeiro somando em (5.8.2). Isto é,

perto de x = 0, vale que e* ~ 1. Com isso, a equacado diferencial (5.8.1) é reescrita como:
zy” + 2zy' (z) + 6y(z) = 0. (5.8.3)

Pelo Teorema de Frobenius deve existir uma solu¢ao na forma

y(x) =) ana™", (5.8.4)
n=0
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onde 0s a,,r € R, comn =0,1,2,---, sdo os coeficientes a serem determinados.
Assume-se que a série em (5.8.4) seja convergente com algum raio de convergéncia Ry > 0.

Derivando (5.8.4) tem-se

o0

y(x) = (r+n)aa""" (5.8.5)

n=0
Também assume-se que a série em (5.8.5) seja convergente com algum raio de convergéncia

Ry > 0. Derivando (5.8.5) segue

o0

y'(z) = Z(T +n)(r+mn—1)a,x" "2 (5.8.6)
n=0
Substituindo (5.8.4), (5.8.5), (5.8.6) em (5.8.3) encontra-se:
x i an(n+7r)(n+r—1)z""7"2 4 21 i an(n+r)z" "t +6 i a "t = 0.
n=0 n—0

O x, 0 2z e 6 fora dos somatorios sao escritos dentro dos mesmos:

iann—i—r J(n+r—1)zx ””1—}—22&”71—}—7") ”+r+26an "=0.

n=0 n=0 n=0
O z" pode ser colocado em evidéncia:

x” [i an(n+7r)(n+r—1)z"" + i 2a,(n + )" + i 6anw"] =0

n=0 n=0 n=0
O segundo e terceiro somatoério podem ser unificados:
x” [i an(n+r)n+r—1)z"""+ i 2a,(n + 1) + 6a,] x"] =0.
n=0 n=0

Para que a poténcia inicial de x nos dois somatoérios seja a mesma o elemento correspon-

dente a n = 0 no primeiro deve ser escrito explicitamente fora do mesmo:

x” [aor(r—l —i—Zan n+r)n+r—1)z"" 4+

n=1

+ i[?an(n +7r)+ 6an]x”] = 0.

n=0

Os valores iniciais dos indices dos somatorios devem ser iguais. Isto sera feito através de
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uma troca simultanea de variaveis:
primeira série: k =n—1—-n=k+1, sen =1, entao k =0,
segunda serie: k =n —n =k, sen =0, entao k = 0.

Assim tem-se:

z" [aor(r — Dzt + akﬂ(/{: +r+1)(k+r)z"+

M

—I—ZQak (k + r) + 6az)z ] = 0.
=0

Unificando os somatorios:

x" [aor(r— 1)z +Z agr1(kE+7r+1)(k+7)+ 2a,(k + 1)+ 6ax] x ] = 0.
k=0

Reescrevendo o zero da direita segue:
aor(r = 1)a" '+ 3 [agaa(k+ 7 + 1)k +7) + 2a(k + 7+ 3)] 27 =
k=0
:O:O-xT*1+Zo.$k+
k=0

A ultima equacao deve ser entendida como uma igualdade de polindmios:
aor(r—1) =0, (5.8.7)

ag1(E+r+1)(k+7r)+2ar(k+r+3)=0, Vk > 0. (5.8.8)

A equagao (5.8.7) é chamada indicial. Como ag # 0 as solugbes, ou expoentes na singu-
laridade, sdo i) r = r; = 1 e ii) r = 5 = 0. Este é o tipo I, onde r; — ry € N. De (5.8.8)

escreve-se a equacao geral de recorréncia (primeira ordem):

—2(k+r+ 3)ay
(k4+r+1)(k+7r)

A1 = Vk > 0. (5.8.9)
Para encontrar a primeira solu¢do utiliza-se o maior valor r = r; = 1. A equagao (5.8.9)

se transforma em:

—2(1{:+4)ak
= > 0. .3.
w = gy 20 (5.8.10)
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Em (5.8.10) avaliam-se os primeiros valores de k:

—2.4-a
M

~2-5-a; -2-5 —2-4-a5 (=2)?-4-5-a

kzlﬁaqz — . _ ’
2-3 2-3 1-2 1-2.2.3
k:2_>a3:—2-6-@2:—2.6.(—2)2.4.5.%:(_2)3.4.5.6,%‘
3-4 3-4 1-2-2-3 1.2.2.3.3.4

Dos resultados anteriores conjetura-se:

(=2)"-4-5-6--(n+3)-ag

v
12233 4-nn+1)

v
—_

Ay —

Colocando ay = 1 e lembrando que neste caso r = 1 volta-se em (5.8.4):

=~ (=2)"4-5-6---(n+3) .,
yl(x):x—i—z1(_2')2.3.3'4..'72(n+)1)x . (5.8.11)

n=1
Podem ser escritos de forma explicita os primeiros termos do somatoério anterior:

20 20
yi(z) =z — 4% + 3333 — 31:4 4o (5.8.12)

Como este é o tipo Il e ry = 0 a segunda solugao deve ser procurada com a forma:

1+ i Cn(O)a:”] )

n=0

ya(a) = Eyi(a)Ina +

onde Cy(0) # 0 e E € R. A resolugdo de um problema analogo esta disponivel em trés videos

iniciando aqui.

5.9 Funcao Gama de Euler

A fungdo Gama (representada pela letra maitscula grega I') foi definida por Euler.

Quando x é um nimero real positivo é calculada por uma integral imprépria convergente

[(z) = / t"te~tdt, (5.9.1)
0

ou, trocando x por = + 1,
Mz +1) = / e tdt. (5.9.2)
0
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Proposicao 2. Quando v € R e x > 0 vale que
Nz +1) =al'(x). (5.9.3)

Demonstracao. Usaremos a formula de integracao por partes

b b
/ udv = uv|® — / vdu.
a a

Para a integral em (5.9.2) consideramos u(t) = t* e dv(t) = e *dt. Derivando e integrando em

relagao a t segue que du(t) = xt* ' e v(t) = —e~'. Logo,

I(x+1) :/ the~tdt = —txe_t}go —/ rt"H(—1)e " dt,
0 0

0 1 o0
Iz+1) = 1tli}rn (—t"e™") — " fgv—i— x/ t* e tdt,
e 0
—_—
0

['(z+1) :%4— T (z).

Na tultima linha utilizou-se que a exponencial cresce muito mais rapido que a funcao poténcia

e a equagao (5.9.1). O

Proposicao 3. Quando n € N vale que
I'(n+1)=nl (5.9.4)

Demonstragao. Inicia-se calculando I'(1) da equagao (5.9.1):

00 1 0o
F(l):/ %—tdt:/ e~tdt,
0 0

9
=g | 1] = i [~

I(1) = lim —6—5—(—1)%’1 — fim | —— 4 1],
e e

d—00 d—00 65

I'(1) = lim {—l} +lim[1]=0+1=1.

d—00 65 d—00

Como I'(1) = 1 e pela Proposigao 2 vale que I'(n + 1) = nI'(n), entao

rR)=r+1)=1-I()=1-1=1,

LOPEZ LINARES, J. Exercicios de resolucio de equacdes diferenciais com séries de
poténcias. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos, 2021. 101 p. ISBN 978-65-87023-17-5 (e-book). Disponivel em:
https://doi.org/10.11606,/9786587023175.



CAPITULO 5. RESOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS PERTO DE UM PONTO

SINGULAR REGULAR 89
ra)=r@2+1)=2-12)=2-1=24
r'4)=r@3+4+1)=3-I3)=3-2!'=3

'n)=n-1)-Tn—-1)=n—-1)-(n—2)!=(n—1),
F'n+1)=n-T(n)=n-(n—1)!=nl
O
A Figura 5.9.1 mostra a fun¢ao Gama de Euler para x > 0.
Figura 5.9.1: Funcao Gama de Euler para z > 0. Versao interativa aqui.
° Fungdo Gama de Euler
I(z+1) = al(z),
4 Quando ™ € N vale
I'(n) =(n-1)!
Fonte: O autor.
Uma apresentacao em video da funcao Gama de Euler esté disponivel aqui.
5.10 Equacao de Bessel
A equacao diferencial de Bessel pode ser representada por
2y (z) + 2y’ (z) + (2 — v*) y(z) = 0, (5.10.1)

onde v > 0 é um parametro real.

A equacao de Bessel aparece em problemas de ondas eletromagnéticas em guias cilindricos,

conducao de calor em um objeto cilindrico, modos de vibracao de uma membrana acistica

circular fina como um tambor, problemas de difusao, entre outras. Na solucao de problemas em
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sistemas de coordenadas cilindricas, obtém-se funcoes de Bessel de ordem inteira; em problemas
esféricos, obtém-se ordens semi-inteira.

O ponto zg = 0 anula o primeiro somando de (5.10.1), logo é um ponto singular da
equacao diferencial. Para saber se ¢ regular ou irregular reescreve-se (5.10.1) na sua forma

padrao:
1 % — 12

y'(@) + @)+ @) =0

) 1
lim (,Z’- —) =1,
z—0 x

_ 2 — 12 )
EE%(’%' e ):‘”’

Como os limites

existem, o ponto xy = 0 é singular regular.

Pelo Teorema de Frobenius deve existir uma solugao na forma

= ana™, (5.10.2)

n=0

onde 0s a,,r € R, comn =0,1,2,---, sao os coeficientes a serem determinados.
Assume-se que a série em (5.10.2) seja convergente com algum raio de convergéncia Ry > 0.
Derivando (5.10.2) tem-se

Z r+n)a,x T (5.10.3)
Também assume-se que a série em (5.10.3) seja convergente com algum raio de conver-
géncia Ry > 0. Derivando (5.10.3) segue
y'(z) = Z(r +n)(r+n—1a,z" ™2 (5.10.4)
n=0

Substituindo (5.10.2), (5.10.3), (5.10.4) em (5.10.1) encontra-se:

z? Z an(n+7r)n+r—1z""2 4o Z an(n 4 7)™
n=0 n=0

(o]
:p—u Eana:

n=0
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Utilizando a lei distributiva o tltimo somatorio separa em outros dois:

7 Z an(n+r)n+r—1)z""? 4o Z an(n +r)a" 14

n=0 n=0

o] o
+2? E anz™ — 12 E a, " = 0.
n=0

n=0

As funcoes na frente dos somatorio escrivem-se dentro do mesmo:

Z an(n+r)n+r—1)a"" + Z an(n+r)z" "+
n=0

n=0
(o] (o]
+ E a,z"trt? — E via,z"" = 0.

O primeiro, segundo e quarto somatorios podem ser unificados:

Zan [(n + T)2 . VQ} 2T + Zanxn+r+2 =0

n=0 n=0

O 2" pode ser colocado em evidéncia:

x” [Z ay [(n+71)* = v?] 2" + Z anx”+2] = 0.

n=0 n=0

Para que a poténcia inicial de x nos dois somatorios seja a mesma os elementos corres-

pondentes a n =0 e n = 1 no primeiro devem ser escritos explicitamente fora do mesmo:
x" [ao (rP=v?) +a [(r+1° =]z + Zan [(n+7)*— v 2"+

n=2
+ i anx”“] —0.
n=0

Os valores iniciais dos indices dos somatorios devem ser iguais. Isto serd feito através de

uma troca simultinea de varidveis:
primeira série: k =n —n =k, sen = 2, entao k = 2,

segunda serie: k=n+2 —-n=k—2, sen =0, entao k = 2.
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Assim tem-se:

z" [ao (P =v?) +a [(r+1)° =]z + Zak [(k+7r)*—v?] 2"+

k=2
+ Z &k_gl'k] =0.
k=2

Unificando os somatorios:

x’ [ao (T2 — VQ) + a; [(7’ +1)% - 1/2} x+ Z (ak [(k‘ +7)% - 1/2} - ak_z) ajk] =0.

k=2

A altima equacao deve ser entendida como uma igualdade de polindémios:

ag (r* = v*) =0, (5.10.5)
ar [(r+1)* = v*] =0, (5.10.6)
ag [(k+7)? =] +aro =0, Vk > 2. (5.10.7)

A equagdo (5.10.5) é chamada indicial. Como ay # 0 as solug¢oes, ou expoentes na
singularidade, sdo i) r =r; =velii) r =ry = —v.

De (5.10.7) escreve-se a equacao geral de recorréncia (segunda ordem):

— Qg2
- M2 yp>o9 5.10.8
G ez —2 (5.108)
Para encontrar a primeira solugao utiliza-se o maior valor r = r; = v. A equacao (5.10.8)

se transforma em:
—Ag—2

— Vk > 2. 5.10.9
(k+wv)2—v2  — ( )

QA =

Substituindo r = r; = v em (5.10.6) encontra-se:
ar [(v+1)* = v?] =0,

a1(2v+1)=0.

Como 2v + 1 # 0 segue que a; = 0. Com este ultimo resultado e a equagao de recorréncia
(5.10.9) chega-se a:
aont1 =0, Vn > 0. (5.10.10)

Isto é, na primeira solucao todos os coeficientes de subindice impar se anulam.

Desenvolvendo o binémio ao quadrado no denominador de (5.10.9) e simplificando encontra-
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se:

—Qk—2
= ———_ Vk>2. 10.11

Para simplificar o estudo, no que segue serao feitas trés mudancas de varidveis. Primeira,

n =k —2. Logo, k =n+ 2 e a equagdo (5.10.11) se transforma em:

n+2)(n+2v+2)

Qpyo = ( , Vn > 0. (5.10.12)

Segunda, como procuram-se coeficientes de subindices pares sera feita a troca de variaveis
n+2=2sem (5.10.12):

—a2s—2

=272 g1 geN, 5.10.13

2 225(s+v) = ( )

Terceira, retornamos a letra n como subindice. Isto ¢, n = s. Com isto (5.10.13) muda

para:

—a2n—2

L= 2y > e 5.10.14

2 22n(n +v) m=h ( )

Em (5.10.14) avaliam-se os primeiros valores de n:

:1 = —-—
n —>CL2 221(V+1)7
9 —am —1 —Aayg
n = as = = . =
TR v+2) 2.2-(v+2) 2-1-(v+1)
S22l (- D(v+2)
—ay —1 agp
" 2 3 w+3) 2.3 -(v+3) 202 (vt D +2)

263wt D)(v+2)v+3)

Dos resultados anteriores conjetura-se:

_ (=1)"a
2wl + D +2)(v+3)--- (v +n) vn =1 (5.10-15)

(57

O valor de ag é uma constante arbitraria. Porém, devido a simplificacoes que serao feitas

adiante é dado um valor especifico para ag relacionado com a funcao Gama de Euler:

1

= ST T (5.10.16)

Qo
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Com o valor anterior para ag volta-se em (5.10.15):

(=D"
920+ )l T(v+1)- (vt Dw+2)w+3)- (v +tn) Vn > 1. (5.10.17)

Qop =

Pelo uso repetido da propriedade I'(z + 1) = 2I'(z) pode-se escrever:

Pv+1)- v+ +2)v+3)---(v+n) =
=P+ 2) - (420 +3) (v ) =
I'v+3)-(w+3)---(v+n)=
=I'(v+n) - (v+n)=
=T'(r+n+1).
Com o resultado anterior volta-se em (5.10.17):
gy = (=1" Vn > 0. (5.10.18)

22tv.pl . T(v+n+1) .

Pela definigao feita para ag em (5.10.16) o mesmo também pode ser calculado usando
(5.10.18), motivo pelo qual o valor de n comega em 0.
A série em (5.10.2) pode ser dividida em duas para considerar os coeficientes pares e

impares por separado:
) 00 0o
= E anxn+r = E a2n+1x2””“ + E &2n$2n+r, (51019)
n=0 n=0 n=0

Substituindo (5.10.10) e (5.10.18) em (5.10.19) e lembrando que neste caso r = v encontra-

se a fungao de Bessel, de primeira especie, de ordem v. Isto é, J,(x):

J,(x) = ZO — F<_1)n (%)MU, (5.10.20)

(r+n+1)

Analogamente, para r = —v encontra-se a funcao de Bessel, de primeira especie, de ordem
—v. Isto é, J_,(2):

= —1)" T\ 2n—v
J_(z) = nz; — F((_V J)r Y <§> . (5.10.21)

Pode ser provado usando o Teste da Razao que as séries que definem J,(x) e J_,(z) sdo
convergentes quando z € (0, 00).
Se v € NU {0}, entdo J_,(x) = (—1)"J,(z). Isto é, as fungoes J,(z) e J_,(z) ndo sdo

linearmente independentes.
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A Figura 5.10.1 mostra aproximagoes das funcoes Jo(x) e Jy(x).
Figura 5.10.1: Aproximacoes das funcoes Jo(z) e Ji(x). Versao interativa aqui.

Jo®)

/’P

0.8
0.6

0.4

0.2

Fonte: O autor.

A seguir resumem-se os casos quando i) v = 0 ii) v = 5 e iii) v = 1.

5.10.1 v =0, Tipo III

No caso i) v = 0, como 1 = ro = 0 a primeira solugio basica da equagao (5.10.1) pode

ser escrita como:

yﬂx)==%ﬂw)==§3<_lyl<§>%{ (5.10.22)

Utilizo-se que I'(n + 1) = n!. A segunda solugao é escrita com um termo logaritmico adicional:

o0

i) = ) toe) + 3 S ()7 >,

onde

11 1
Hy =1+ =44 g
gt

O H,, é a soma parcial enésima da Série Harmonica.
Porém, com mais frequéncia é utilizada outra representagao para a segunda solugao basica

da equacao (5.10.1):
2

™

Yo(x) [y2(x) + [y — In(2)] Jo(2)], = > 0. (5.10.23)
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Na equagao (5.10.23) o valor de v é chamado de constante de Euler-Mascheroni:

. 1 1 1
7:7112210 (1+§+§+-~-+ﬁ—ln(n)> ~ 0,5772.
A fungao Yy(x) é chamada fungao de Bessel, de segunda especie, de ordem zero.
A solugao geral para a equagao diferencial de Bessel quando v = 0 é uma combinagao
linear das fungoes (5.10.22) e (5.10.23):

Ygn(2) = CrJo(x) + CoYo(z), x > 0,

onde Cl, Cy € R.

Quando z — 400 podem ser encontradas aproximagoes assintoticas de (5.10.22) e (5.10.23):

9\ 2
Jo(x) =~ <—> cos (x - %), r — +00

™

9\ 2
Yo(z) =~ (—) sen (x— %), x — +o0.

™

5.10.2 v = %, Tipo II, sem termo logaritmico

No caso ii) v = %, como r| = %, ro = —% ery —ry =1 € N se classifica como Tipo II.

Aqui as fungoes J_%(a:) e Ji(x) sao linearmente independentes e a segunda solu¢ao nao tem

1
2
termo logaritmico.

As solugoes bésicas podem ser escritas como:

y(x) = Ji(x) = #;m (g)QW . (5.10.24)

i) =J i(z) =) Lﬂ) <E>2n2 . (5.10.25)

n:On!-F(%—Fn 2

As equagoes (5.10.24) e (5.10.25) podem ser escritas de forma exata como:

A Figura 5.10.2 mostra as fungoes J_%(aj) e J%(ZE).
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Figura 5.10.2: Fungoes Jfé(x) e J%(x). Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

A solucao geral para a equacao diferencial de Bessel quando v = % ¢ uma combinacao

linear das fungoes Jfé(x) eJi (x):

ygn(z) = C1J1(z) + CaJ_1 (),

2

onde C1,Csy € R.

5.10.3 v =1, Tipo II, com termo logaritmico

No caso iii) v = 1, como r; = 1, 1y = —1 e r; — ry = 2 € N se classifica como Tipo II.
Aqui as fungoes J_; e Ji(z) ndo sdo linearmente independentes e a segunda solugao tem um
termo logaritmico.

A primeira solucdao béasica pode ser escrita como:

yi(z) = Ji(z) = 2% % @)ml : (5.10.26)

3

Utilizo-se que I'(n 4+ 2) = (n + 1)l. A segunda solugdo é escrita com um termo logaritmico

adicional:

yo(z) = =Ji(z) - In(z) + !

X
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Porém, com mais frequéncia é utilizada outra representacao para a fungao anterior:

Vila) = 2 [~a(e) + [y~ @A ()], > 0. (5.10.27)

A fungao Yi(x) é chamada funcao de Bessel, de segunda especie, de ordem um. A solucdo
geral para a equacao diferencial de Bessel quando v = 1 é uma combinacao linear das funcoes
(5.10.26) e (5.10.27):

Ygn(z) = C1Ji(x) + CoYi(z), >0,

onde C1,Cs € R.

A discussao anterior esta disponivel em quatro videos iniciando aqui.
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