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Resumo
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lingua portuguesa (e talvez espanhola) que se preparam para as fases finais das
olimpiadas nacionais ou internacionais e vestibulares. Se espera também que a
presente abordagem sirva de apoio aos professores do Ensino Médio que se
aventuram em topicos mais avancados. Em comparacao com outras solucoes
disponiveis, as apresentadas neste texto usam argumentos menos rebuscados e

um nimero menor de transicoes a serem preenchidas pelo leitor.

Palavras-chave: Olimpiadas Internacionais de Matemaética, Ensino Médio,

Ensino Universitario, Geometria Plana Euclidiana, Problemas Resolvidos



Short Title
Twenty Euclidean Plane Geometry Challenges I11

Long Title
Geometry: Detailed solutions to 20 problems in International Mathematical

Olympiads. v. 3.

Abstract
This is the author’s fourth e-book dedicated to solving problems of international
math olympics. In the three previous ones, challenges of Algebra and
Planimetry were discussed. In this opportunity, another twenty questions of
plane geometry are presented. The text has 54 figures that make it easy to
follow the solutions. Many of the exercises are complemented by interactive
graphics on the Geogebra website and videos on YouTube. There are examined
topics such as: inscribed and circumscribed quadrilaterals, power of a point
relative to a circumference, axis and radical center, theorems of Pitot and
Napoleon, Euler and Simson-Wallace lines, Stewart’s relation, maxima and
minima using Cauchy-Schwarz, triangular and averaging inequalities, incircles
and exincircles, homothety, trigonometry, notable points, mean base, similarity
and congruence of triangles. Typically each question uses knowledge linked to
more than one branch of knowledge. The exhibition seeks to ensure that the
material can actually be read and studied by students who are preparing for the
final stages of the national or international Olympics and entrance exams. It is
also hoped that this approach will support secondary school teachers who
venture into more advanced topics. In comparison with other available solutions,
the ones presented in this text use less elaborate arguments and a smaller

number of transitions to be completed by the reader.

Keywords: International Mathematical Olympiads, High School Education,

University Teaching, Euclidean Plane Geometry, Problems Solved



Sumario

Referéncias . . . . . . . s,

Introducao

1.1 Enunciados dos vinte problemas de olimpiadas internacionais . . . . . . . . . ..

Quadrilateros Inscritiveis e Circunscritiveis

2.1 Introducao . . . . . . . L L e e

2.2 Conceitos basicos . . . . . . .o

2.3 Quadrilateros ciclicos, triangulo circunscrito e desigualdades. P4 IMO 1967.
2.3.1 Resolugao . . . . . . . e

2.4 Eixo e centro radical, quadrilateros ciclicos, angulos. P5 IMO 1985. . . . . . ..
2.4.1 Resolucao do Problema 2. . . . . .. .. ... ... o0 oL

2.5 Poténcia de ponto relativo a circunferéncia, base média, semelhanca. P2 IMO

2.5.1 Resolucao do Problema 3. . . . . .. ... ... ... oL
2.6  Quadrilatero circunscritivel, Teorema de Pitot, incentro e ortocentro. P23 SL
IMO 2009. . . . o e
2.6.1 Resolucao do Problema 4. . . . . .. .. .. ... . 0.
2.7 Quadrilateros ciclicos, angulos na circunferéncia e triangulo isésceles. P1 NA
IGO 2015, . . o o e
2.7.1 Resolugao . . . . . . . L e

Baricentro

3.1 Introducao . . . . . . oL e

3.2 Conceitos bASICOS . . . . . . . . e e e e

3.3 Baricentro, homotetia, quadrilateros ciclicos. P36-LL-IMO-1966. . . . . . . . ..
3.3.1 Resolucao do Problema 6. . . . ... .. ... ... ... .........

3.4 Baricentro, areas, desigualdade. P9-SL-IMO-1968. . . . . . . .. .. .. ... ..
3.4.1 Resolucao do Problema 7. . . . . . . .. ... .00 0oL

3.5 Baricentro, lugar geométrico, circunferéncias. P27-LL-IMO-1974. . . . . . . . ..



SUMARIO

3.5.1 Tlustracao da solugao do Problema 8. . . . . .. ... ... ... .....
3.6 Baricentro, lugar geométrico, teorema de Napoleao. SL-P12-IMO-1987. . . . . .
3.6.1 Consideragoes iniciais sobre o Problema 9. . . . . .. ... ... ... ..
3.6.2 Resolucao do Problema 9. . . . . ... ... ... ... ..........
3.7 Baricentro, Simson-Wallace, homotetia. P5 SL IMO 1998. . ... ... ... ..
3.7.1 Consideracoes iniciais para o Problema 10. . . . . . . .. ... ... ...
3.7.2 Resolucao do Problema 10. . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..

4 Incirculos e exincirculos
4.1 Introducao . . . . . . .
4.2 Conceitos DAsIicos . . . . . . . . L
4.3 Exincirculos, incentro, relacao de Stewart. P1 IMO 1970. . . . . . ... ... ..
4.3.1 Consideracoes iniciais para o Problema 11. . . . . . . .. .. .. .. ...
4.3.2 Resolucao do Problema 11.. . . . . . . . . . ... ... ... .......
4.4  Exincirculo, incirculo, semelhanga de triangulos. P4 IMO 1992.. . . . . . . . ..
4.4.1 Resolucao do Problema 12. . . . . . . .. .. .. .. o L oL
4.5 Incirculo, exincirculo, poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia. P5
IMO 1999. . . . o e
4.5.1 Resolucao do Problema 13. . . . . . . .. .. .. .. o oL
4.6 Bissetrizes, paralelogramo, semelhancas de triangulos. P16 SL IMO 2005. . . . .
4.6.1 Resolucao do Problema 14. . . . . . . . . . . . . ... ... ... ....
4.7 Exincirculo, poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia, angulos. P18
SL IMO 2006. . . . . . o o
4.7.1 Resolugao do Problema 15. . . . . . . . ... ... ... L L.

5 Extremos com desigualdades
5.1 Introducao . . . . . . . . e
5.2 Conceitos basicos . . . . . . . ..
5.3 Desigualdade triangular, desigualdade das médias, areas. P1 IMO 1976. . . . . .
5.3.1 Resolucao do Problema 16. . . . . . . . . . . ... ... ... .......
5.4 Desigualdade de Cauchy-Schwarz, incentro, areas. P1 IMO 1981.. . . . .. . ..
5.4.1 Resolucao do Problema 17.. . . . . . .. .. ... oo L oL
5.5 Desigualdade de Cauchy-Schwarz, incirculo, tangentes. P6 IMO 1983. . . . . . .
5.5.1 Resolucao do Problema 18. . . . . . . . . . . ... .. ... ........
5.6 Desigualdade triangular, bases médias e paralelogramo. P7 SL IMO 1999. . . . .
5.6.1 Resolucao do Problema 19.. . . . . . .. .. .. ... o L oL
5.7 Desigualdade triangular, lei dos senos e trigonometria. P1 IMO 2001. . . . . . .
5.7.1 Resolucao do Problema 20. . . . . . . . . .. ... .. ... ........

39

74

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica.v.3. Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2021. 82 p. ISBN
978-65-87023-14-4 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023144.



6 Referéncias Bibliograficas

80



10

Capitulo 1

Introducao

Em dois e-books anteriores [1]| e [2] apresentamos quarenta problemas de planimetria.
Nesta oportunidade sao discutidos outros vinte desafios de Geometria Plana Euclidiana. O
texto conta com 54 figuras que facilitam acompanhar a resolucdo. A maior parte tem como
complemento links para os graficos interativos no site do Geogebra e, varios, a resolu¢ao em
video na playlist Geometria com (Geogebra no YouTube.

Este livro faz parte de um projeto de longo prazo de resolucao de problemas de Olimpiadas
Internacionais de Matematicas. Outras publicagoes anteriores sao [3], [1], [], [0], [7]. [2] e [9]-

A Geometria é muito ampla. Escolhemos discutir alguns assuntos, mas sem a pretensao de
esgotar o tema. Os problemas aparecem organizados em quatro capitulos. Porém, tipicamente
cada desafio usa conhecimentos ligados a mais de uma area da Matematica.

As solucoes apresentadas complementam algumas poucas disponiveis nos féruns em lingua
inglesa e nas publicacoes das competicoes. Usando argumentos menos rebuscados, focamos na
apresentacao mais detalhada das transicoes, possibilitando que alunos e professores consigam
acompanhar o desenvolvimento do problema.

Parte deste material didatico também é usado durante algumas das aulas do curso “Ge-
ometria com Geogebra” para professores de Matematica do Ensino Fundamental e Médio de

todo o Brasil. O mesmo acontece na modalidade EaD pela plataforma de Cultura e Extensao
da USP.

1.1 Enunciados dos vinte problemas de olimpiadas inter-

nacionails

Primeiro tentar resolver sem consultar a solu¢ao. Para conferir, ou caso no conseguir
avancar, clicar no link indicado pelo niimero do problema. Para outros conceitos béasicos estudar

o inicio do capitulo correspondente.


https://www.youtube.com/playlist?list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_
https://cursosextensao.usp.br/course/view.php?id=2230
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Problema 1 Sao dados dois triangulos acutangulos: AqByCy e A’B'C’. Descrever como
construir um AABC, semelhante ao AA'B'C’ e circunscrito ao AAyByCy. De tal forma que
A, B e C correspondam a A’, B' e C' e AB passe por Cy, BC por Ay e CA por By. Entre os
AABC possiveis, descrever e provar qual é o de drea maior.

Problema 2 Um circulo de centro O passa pelos vértices A e C de um triangulo ABC
e intersecta os segmentos AB e BC novamente em pontos distintos K e N, respectivamente.
Os circulos circunscritos aos tridngulos ABC' e K BN se intersectam em exatamente 2 pontos
distintos B e M. Provar que ZOM B = 90°.

Problema 3 Seja ABC um tridngulo com circuncentro O. Sejam P e () pontos no interior
dos lados C'A e AB, respectivamente. Sejam K, L e M os pontos médios dos segmentos BP,
CQ e PQ, respectivamente, e seja [' o circulo que passa por K, L e M. Se P() é tangente a [’
provar que OP = 0OQ).

Problema 4 Seja ABC'D um quadrilatero circunscritivel. Seja g uma reta que passa
por A e encontra as retas BC' e CD em M e N, respectivamente. Denotar por I, I, e I3
os incentros dos AABM, AMNC e ANDA, respectivamente. Mostrar que o ortocentro do
AT 1515 esta sobre g.

Problema 5 Dois circulos w; e wy (com centros O; e Oq, respectivamente) se intersectam
em Ae B. O ponto X € wy. Seja Y € w; tal que ZXBY = 90°. Seja X’ o segundo ponto de
intersecao da reta 01X e wy e K o segundo ponto de intersecao de X'Y e wy. Provar que X é
o ponto médio do arco AK.

Problema 6 Seja ABC'D um quadrilatero ciclico. Mostrar que os baricentros dos trian-
gulos ABC, BCD, CDA e DAB pertencem a um mesma circunferéncia.

Problema 7 Seja ABC um triangulo arbitrario e M um ponto no interior deste. Se-
jam dg, dp, e d. as distancias de M aos lados BC, C'A, e AB; e a, b, ¢ a medida dos lados,
respectivamente. Seja S a area do AABC. Provar que

4 2
abd,d, + bedyd,. + cad.d, < %

Provar que a igualdade acontece quando M ¢é o baricentro.

Problema 8 a) Sejam C} e Cs circunferéncias no mesmo plano, Py e P, pontos arbitrarios
sobre C] e (5, respectivamente, e M5 o ponto médio do segmento P, P,. Encontrar o lugar
geométrico dos pontos Mo quando Py e P, passam por todas as posi¢oes possiveis. b) Sejam
C1, Cs e (5 trés circunferéncias no mesmo plano. Encontrar o lugar geométrico dos baricentros
dos triangulos PP, P; quando P, € C), P, € Cy e P3 € (3 passam por todas as posicoes
possiveis.

Problema 9 Dado um triangulo nao equilatero ABC| com os vértices listados em sentido

anti-horario, encontrar o lugar geométrico dos centroides dos triangulos equilateros A’B'C’
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 12

(vértices listados em sentido anti-horario) para os quais as triplas de pontos A’,C, B’; B', A, C’
e C', B, A’ sdo colineares.

Problema 10 Seja ABC um triangulo, H seu ortocentro, O seu circuncentro, e R seu
circunraio. Seja D a reflexdao de A em BC, E de B em CA, e F de C em AB. Provar que D,
E e F sao colineares se, e somente se, OH = 2R.

Problema 11 Dado um ponto M no lado AB do triangulo ABC, sejam ry e ry raios das
circulos inscritos nos triangulos ACM e BCM, respectivamente e sejam p; e py 0s raios dos
exincirculos dos triangulos ACM e BCM nos lados AM e BM, respectivamente. Sejam r e p
os raios do circulo inscrito e do exincirculo no lado AB do AABC, respectivamente. Provar
que

e T2 T
pop P

Problema 12 No plano, sejam dadas uma circunferéncia ¢, uma reta [ tangente a ¢, e um
ponto M sobre [. Encontrar o lugar geométrico dos pontos P que tém a seguinte propriedade:
Existem dois pontos () e R sobre [ tais que M é o ponto médio de QR e ¢ é o incirculo de PQR.

Problema 13 Sejam duas circunferéncias ki e ko que se intersectam nos pontos X e Y e sao
tangentes internamente a circunferéncia k nos pontos M e N, respectivamente. Adicionalmente,
o centro de ky estd sobre ki. Sejam A e B os pontos de interse¢ao da reta XY com k. As retas
MA e M B intersectam k; em C e D, respectivamente. Provar que ko é tangente a C'D.

Problema 14 Seja ABC'D um paralelogramo. Uma linha varidvel [ passa pelo ponto A
e intersecta as retas BC e DC nos pontos X e Y, respectivamente. Sejam K e L os centros
dos exincirculos dos triangulos ABX e ADY, que tocam os lados BX e DY, respectivamente.
Provar que a medida do angulo K C'L nao depende da escolha da linha /.

Problema 15 Num triangulo ABC), seja J o centro do exincirculo tangente ao lado BC'
em A; e as extensoes dos lados AC' e AB em B; e (1, respectivamente. Supor que a reta Ay B,
e AB sao perpendiculares e se intersectam em D. Seja E o pé da perpendicular de C; até o
segmento DJ. Determinar os angulos BEA; e AEB;.

Problema 16 Num quadrangulo convexo com area 32 c¢m?, a soma dos comprimentos
de dois lados nao adjacentes e uma diagonal é igual a 16 ¢m. a) Qual é o comprimento da
outra diagonal? b) Quais sdo os comprimentos dos lados do quadrangulo se o perimetro ¢ um
minimo? ¢) Sera possivel escolher os lados para que o perimetro seja um maximo?

Problema 17 Encontrar o ponto P no interior de um AABC para o qual a soma

BC . CA . AB
PD PE PF

é minima, onde PD, PE e PF sao as perpendiculares de P a BC, CA e AB, respectivamente.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

Problema 18 Se a, b e ¢ sao lados de um triangulo, provar que
a®b(a — b) + b%c(b — ¢) + c*a(c — a) > 0.

Determinar quando vale a igualdade.

Problema 19 Seja ABC um triangulo e M um ponto em seu interior. Provar que
min{MA, MB,MC}+ MA+ MB+ MC < AB + BC + CA.

Problema 20 Num tridngulo acutangulo ABC' com circuncentro O e altura AP, ZC >
/B + 30°. Provar que
LA+ ZCOP < 90°.
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Capitulo 2

Quadrilateros Inscritiveis e

Circunscritiveis

2.1 Introducao

No Problema 1, P4 da IMO 1967, sao dados dois triangulos acutangulos e se pede descrever
a construcao de um terceiro semelhante ao segundo e circunscrito no primeiro. Ainda se solicita
indicar e justificar qual desses triangulos possiveis é o de maior area. O uso do conceito de arco
capaz, quadrilateros inscritiveis e projecoes soluciona o desafio.

O Problema 2, P5 da IMO 1985, inicia com a construcao de trés circunferéncias e requer
determinar um angulo. Sao usadas as definigoes de eixo e centro radical e quadrilateros ciclicos.

No Problema 3, P2 da IMO 2009, um conjunto de construgoes sao feitas em um triangulo
e se pede provar que a tangéncia a uma circunferéncia implica na igualdade de dois segmentos.
Sao usados na resolucao a poténcia de ponto, o teorema da base média e semelhanca.

O Problema 4, P23 da lista curta da IMO 2009, parte de um quadrilatero circunscritivel
e os incentros de trés tridangulos. Se solicita provar uma propriedade do ortocentro do triangulo
formado pelos incentros. Para a solugao deve-se usar o Teorema de Pitot.

No Problema 5, P1 do nivel avangado da IGO 2015, uma construcao geométricas com
duas circunferéncias é dada e se pede provar que determinado ponto divide um arco a metade.
Sao usadas as propriedades de quadrilateros ciclicos, angulos na circunferéncia e triangulos
isosceles.

Iniciamos com uma introducao dos conceitos basicos sobre quadrilateros inscritiveis e

circunscritiveis.
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2.2 Conceitos basicos

Definicao 1. Um quadrildtero é chamado inscritivel ou ciclico quando todos seus vértices per-

tencem a uma mesma circunferéncia.

Proposicao 1. Um quadrilitero ABCD ¢é wnscritivel se, e somente se, a soma dos dngulos
opostos € 180°:
LABC + ZADC = 180°,

ZBAD + ZBCD = 180°.

Demonstracao. A Figura 2.2.1 permite acompanhar a prova da primeira parte. Suponhamos
que o quadrilatero ABC' D seja inscritivel na circunferéncia de centro O. Consideramos o arco
ADC' de medida 2a. Um angulo inscrito correspondente ao mesmo é ZABC = «. Por outro
lado, seja o arco ABC de medida 26. Um angulo inscrito correspondente serda ZADC = 5.

Logo, uma volta completa em torno de O permite calcular
2a0+ 28 = 360°,

o+ B = 180°.

Isto ¢, ZABC + ZADC = 180°. Analogamente se mostra que ZBAD + Z/BCD = 180°.

Figura 2.2.1: Guia para a demonstracao da Proposicao 1. Prova da primeira parte. Versao
interativa aqui.

D

Fonte: O autor.

A Figura 2.2.2 permite acompanhar a prova da segunda parte. Por hipotese temos que a
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soma dos angulos opostos no quadrilatero convexo ABC'D é 180°. Por exemplo,
ZDAB + ZDCB = 180°.

Supomos, por absurdo, que ABC'D nao seja inscritivel. Isto é, o ponto C' nao pertence
a circunferéncia ¢ circunscrita ao AABD. Tragamos a reta CB e marcamos o ponto E na
intersecao de C'B com c. Por construcao, ABED é inscritivel e segue, pela primeira parte da
demonstragao, que
/DAB+ /DEB = 180°.

Logo, /DEB = ZDCB = «. Contradicao, pois o angulo externo em F, do ADCE, pode
ser escrito como

LDEB = /ZDCB + ZEDC.

Figura 2.2.2: Guia para a demonstragao da Proposicao 1. Prova da segunda parte. Versao
interativa aqui.

Fonte: O autor.

[]

Proposicao 2. Um quadrildtero € inscritivel se, e somente se, o dngulo entre um lado e uma

diagonal € igual ao dngulo entre o lado oposto e a outra diagonal.

A Figura 2.2.3 ilustra as igualdades de pares de angulos devidos a Proposicao 2.
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Figura 2.2.3: Tlustracao da Proposi¢ao 2. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Proposicao 3 (Igualdade de segmentos tangentes). Se os segmentos AB e AC sdo tangentes

a circunferéncia c, de centro O, entdo vale que AB = AC.

Demonstracao. A Figura 2.2.4 ilustra a prova. Pela tangéncia de AC e AB com c¢ temos
ZACO = ZABO = 90°. Adicionalmente, BO = CO sao raios de ¢ e AO é um lado comum.
Pelo critério de congruéncia cateto hipotenusa temos AACO = AABO. Segue que AB =
AC. m

Figura 2.2.4: Guia para a demonstracao da Proposicao 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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Definicao 2. Um quadrilitero ABCD é chamado circunscritivel quando todos seus lados (ou
as extensoes dos lados) sao tangentes externamente a uma circunferéncia c. Isto é, ¢ é dita

inscrita no quadrildtero e ABC'D circunscrito & c.

Teorema 4 (Teorema de Pitot). Um quadrilitero ABC'D ¢é circunscritivel se, e somente se,
vale que
AB+CD = AD + BC.

Alternativamente, sejam J = ABNCD el = BCNAD. Um quadrildtero AJCI € circunscritivel

se, e somente se,
AJ+CI = A+ JC.

Demonstracao. A Figura 2.2.5 permite acompanhar a prova da ida. Por hipdtese temos um
quadrilatero ABCD circunscrito a uma circunferéncia c. Sejam G, F, F e H os pontos de

tangéncia de ¢ com os lados AB, BC, C'D e DA, respectivamente. Temos:
AB+CD =(AG+GB)+ (CE+ ED).

Da Proposigao 3, usando a igualdade dos segmentos tangentes AG = AH, GB = BF, FC = CFE

e ED = DH, encontramos
AB+CD =(HA+ BF)+ (FC+ DH)

AB+CD = (BF +FC)+ (DH + HA),
AB+CD = BC+ AD.

Analogamente,
AJ+CI =(AG+GJ)+ (IF - FC).

Da Proposicao 3 também temos JG = JE e IF = I H. Logo

AJ+CI = (AH + JE) + (HI — EC),

AJ +CI = (AH + HI) + (JE — EC),
AJ +CI = Al + JC.

A reciproca é provada usando a reducao ao absurdo. O
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Figura 2.2.5: Guia para a demonstragao do Teorema 4. Prova da ida. Versao interativa aqui.

A e

Fonte: O autor.

2.3 Quadrilateros ciclicos, triangulo circunscrito e desigual-
dades. P4 IMO 1967.

Problema 1. Sao dados dois tridngulos acutingulos: AgBoCy e A'B'C". Descrever como cons-
truir um NABC, semelhante ao ANA'B'C’ e circunscrito ao NAyBoCy. De tal forma que A, B
e C correspondam a A, B e C' e AB passe por Cy, BC' por Ay e C'A por By. Entre os NABC

possiveis, descrever e provar qual € o de drea maior.

A IMO 1967 foi realizada na cidade de Cetinje, Montenegro (Antiga Tugoslavia) [10].
Problema 29 da lista longa e escolhido como P4 da competicao, proposto pela delegacao da
Italia [11].

2.3.1 Resolucao

Construir o arco capaz [, do ZA" = « no lado de ByCj oposto com Ag. Seja S, o centro
da circunferéncia k,, do qual o arco [, faz parte. Isto é, [, C k,. Analogamente, construir os
arcos capazes [, e [. dos ZB' = e ZC' = v no lado de CyAq oposto com By e no lado de AgBy
oposto com Cy. Sejam S, e S, 0s centros das circunferéncias k; e k., dos quais os arcos [, e .
fazem parte. Ou seja, [, C ky e l. C k..

Posicionar A € [,, construir as semirretas ACy e ABy e marcar os pontos B = ACy N1, e
C = ABy N .. Por angulo-angulo AABC ~ ANA'B'C" e Cy € AB, Ay € BC e By € CA.

Seja o ponto S = k, Nk, # Cy. Temos LByACy = «a, ZCyBAy = e LAyCBy = 7. Dos
quadrilateros BoACyS e CoBAyS serem inscritiveis encontramos que £BySCy = 180° — « e
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LCyS Ay = 180° — . Logo, LAgSBy = a+ . Como a + 5+ v = 180° segue que o quadrilatero

AgCByS é ciclico e S € k.. A Figura 2.3.1 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.

Figura 2.3.1: Uma construcao geométrica inicial para o Problema 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Construir os pontos simétricos de S respeito a S,, S, e S. e chama-los de A;, By e (1,
respectivamente. Iremos provar que entre os AABC o ANA{B,C; é o de maior area.

Mostraremos primeiro que BC' < B{C;. Como SB; e SC} sao diametros de kj, e k. segue
que LSA B, = ZS5AqC, = 90° e Ay € B1C. Analogamente, By € C1A; e Cy € A1 B;. Sejam
Sy, e S, as projecoes de S, e S, sobre BC. Os triangulos S,BAy, S.CAg, SpB1Ay e S.C1Ay
sao isosceles. Logo, BC = 2S|S. e B1C} = 25,S.. No trapézio retangulo S,S;5.S. temos
SpSt < SpS. e consequentemente BC' < B;C4. De forma semelhante se mostra que CA < C1 A
e AB < A1 B;. Isso demonstra que o AA;B;C é o de maior &rea.

A Figura 2.3.2 mostra uma construcao geométrica com o problema resolvido.
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Figura 2.3.2: Construcao geométrica da resolucao do Problema 1. Versao interativa aqui.

o} \f">.

Fonte: O autor.

2.4 Eixo e centro radical, quadrilateros ciclicos, angulos.
P5 IMO 1985.

Problema 2. Um circulo de centro O passa pelos vértices A e C de um tridngulo ABC e
intersecta os segmentos AB e BC' novamente em pontos distintos K e N, respectivamente.
Os circulos circunscritos aos tridngulos ABC e KBN se intersectam em exatamente 2 pontos
distintos B e M. Provar que ZOM B = 90°.

A IMO 1985 foi realizada na cidade de Joutsa, Finlandia [10]. Problema 22 da lista curta

e escolhido como P5 da competicao, proposto pela delegagdo da Russia [11].

2.4.1 Resolucao do Problema 2.

A Figura 2.4.1 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.
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Figura 2.4.1: Construcao geométrica inicial para o Problema 2. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam ¢, d e f as circunferéncias de centro O, a circunscrita ao AABC e ao AKBN,
respectivamente. As retas AC, KN, e M B sao eixos radicais das circunferéncias ¢, e d, c e f
e d e f, respectivamente. Seja P o centro radical das trés circunferéncias anteriores. Isto é,
P=ACNKNNMB.

Como os quadrilateros BNKM e NCAK sao ciclicos temos:

180° = 4ZPMK + ZBMK = /BNK + Z/CNK = ZCAK + ZPAK.

Logo, o quadrilatero PM K A ¢ ciclico.

Seja E a segunda intersecao da linha M A com a circunferéncia c¢. Como o quadrilatero
KNFEA é ciclico:
/MEN =/AEN = /AKP = ZAMP.

Segue que BP || MP || NE e bastara mostrar que OM L EN.
Mas também temos

LMNE = ZBMN = ZBKN = ZMEN.

Os triangulos M EN e OEN sao isosceles com a mesma base EN, segue que ME = MN e
OF = ON. Os pontos O e M pertencem a mediatriz do segmento E'N, disto concluimos que
OM L EN. A Figura 2.4.2 mostra uma constru¢ao geométrica.
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Figura 2.4.2: Construcao geométrica para o Problema 2. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.5 Poténcia de ponto relativo a circunferéncia, base mé-
dia, semelhanca. P2 IMO 2009.

Problema 3. Seja ABC um tridngulo com circuncentro O. Sejam P e ) pontos no interior
dos lados CA e AB, respectivamente. Sejam K, L e M os pontos médios dos segmentos BP,
CQ e PQ, respectivamente, e seja I' o circulo que passa por K, L e M. Se P(Q) ¢é tangente a T,
provar que OP = OQ).

A IMO 2009 foi realizada na cidade de Brémen, Alemanha [10]. Problema 17 da lista

curta e escolhido como P2 da competicdo, proposto pela delegagao da Rissia [11].

2.5.1 Resolucao do Problema 3.

A Figura 2.5.1 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 2.5.1: Construcao geométrica inicial para o Problema 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja ¢ a circunferéncia circunscrita ao AABC e O’ o centro de I'. No APQB temos que

M e K sao pontos médios. Logo, MK || QB || AB e % = % Analogamente, no APQC temos
- 1 ML

que M e L sao pontos médios. Segue que ML || PC || AC e 3% = 5.

Por serem angulos formados de segmentos mutuamente paralelos se encontra que ZK ML =

/BAC. Adicionalmente, vale que
ML  PC

MK ~ QB
Por alterno entre paralelas ZAQP = ZKM@. Como P( é tangente a [, referente a corda

KM, temos a igualdade de um angulo de segmento com um inscrito ZKMQ) = LM LK.
Segue que AAQP ~ AMLK,

(2.5.1)

AQ AP QP

= = ) 2.5.2
ML MK LK (252)

De (2.5.1) e (2.5.2) temos ﬁ—g =ML — g—g. Logo,
AQ - QB = AP - PC. (2.5.3)

A equacao (2.5.3) indica que a poténcia de Q) e P em relagao a circunferéncia c é a mesma:
Pot(Q) = OA* — 0Q* = OA* — OP? = Pot.(P).

Isto ¢, OQ = OP. A Figura 2.5.2 mostra uma construcao geométrica.
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Figura 2.5.2: Construcao geométrica para o Problema 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.6 Quadrilatero circunscritivel, Teorema de Pitot, incen-
tro e ortocentro. P23 SL IMO 2009.

Problema 4. Seja ABCD um quadrildtero circunscritivel. Seja g uma reta que passa por A e
encontra as retas BC e CD em M e N, respectivamente. Denotar por I, Iy, e I3 0s incentros
dos ANABM, AMNC e ANDA, respectivamente. Mostrar que o ortocentro do NI 1313 estd

sobre g.

A IMO 2009 foi realizada na cidade de Brémen, Alemanha [10]. Problema 23 da lista

corta, proposto pela delegacdo da Bulgaria |11].

2.6.1 Resolucao do Problema 4.

A Figura 2.6.1 mostra uma constru¢ao geométrica inicial. A circunferéncia c ilustra que

o quadrildtero ABCD é circunscritivel. Pelo Teorema de Pitot 4 vale que

AB+CD = AD + BC.
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Figura 2.6.1: Construcao geométrica inicial para o Problema 4. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam ky, ko e k3 os incirculos dos triangulos ABM, MNC, e NDA, respectivamente.
Construimos a reta tangente h de C' a k;, diferente de C'B. Mostraremos que h também é
tangente a k3.

Seja X o ponto de intersecio de g e h. Notamos que os lados (ou suas extensoes) do
quadrilatero ABC X, sao tangente a k;. Por serem quadrilateros circunscritiveis, usando o
Teorema de Pitot 4, tanto em ABCX, como em ABC D, segue que

CD —CX = (AB+CD) — (AB+ CX) =

= (BC + AD) — (BC + AX) = AD — AX.

Isto é,
CD+ AX = AD + CX.

Pela reciproca do Teorema de Pitot 4, o quadrilatero ADCX também é circunscritivel, assim
como h é tangente a ks.

Adicionalmente, como I3C, I,C, I,C, IsN e I,1, sao bissetrizes, encontramos que
LI3CH = ZI3CX + /ZXCI =
1 1
= §(ADC’X +/ZXCB) = §ADC’B =

1
= 5(1800 - ZMCN) - 1800 - AMIQN - 41312]1.

O anterior permite concluir que os pontos C, I, I e I3 pertencem a uma mesma circunferéncia
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Sejam L; e L3 as reflexoes do ponto C' em relacao as retas Iy[3 e I115, respectivamente.
Como I513 é bissetriz do ZCNM e 111, do ZCMN segue que L € ge L3 € g.
Seja H o ortocentro do Al I515. Temos

LI Ly = L) Cly = Z11 131, = 180° — L1 H .

Isto significa que o quadrilatero Iy H I, L3 é ciclico. Analogamente, I3H L1, é inscritivel.

Na configuracao da Figura 2.6.2 temos
ZL3H]2 - ZL311[2 == 412]10 ==

=L1L1;C = L0131, = ZL1HIs.

Portanto, Ly, L3 e H sao colineares. Como L; # L3, o problema fica demonstrado.

Figura 2.6.2: Construcao geométrica para o Problema 4. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.7 Quadrilateros ciclicos, angulos na circunferéncia e tri-
angulo is6sceles. P1 NA IGO 2015.

Problema 5. Dois circulos wy e ws (com centros Oy e Oq, respectivamente) se intersectam
em A e B. O ponto X € wy. SejaY € wy tal que ZXBY = 90°. Seja X' o sequndo ponto de
intersecao da reta O1X e wy e K o sequndo ponto de intersecio de X'Y e ws. Provar que X €

o ponto médio do arco AK.
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Problema 1 (Nivel Avangado) da 2 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Geo-
metry Olympiad) de 2015, proposto por Davood Vakili [12].

A Figura 2.7.1 mostra uma constru¢ao geométrica inicial para o problema.

Figura 2.7.1: Uma constru¢ao geométrica inicial para o Problema 5.

Fonte: O autor.

2.7.1 Resolucao

Seja Z o ponto de intersecao de BX e w;. Como ZY BZ = 90°, entao os pontos Y, O e
Z sao colineares. Como o quadrilatero Y ZBA é ciclico, entao ZOYA=/ZYA=/ABX.

Temos ZAX'X = ZABX, pois enxergam o mesmo arco AX de wy. Logo, o quadrilatero
Y O1X'A também é ciclico, circunferéncia ws.

Como OY = 014 segue que LZO1AY = ZOYA. Temos /YAO, = ZY X'Oq, pois
enxergam o mesmo arco Y O; dews.

Por opostos pelo vértice /Y X'O; = ZKX'X. Como ZAX'X = /K X'X os arcos menores
AX e XK de wy tem a mesma medida. Isto é, X é o ponto médio do arco AXK.

A Figura 2.7.2 mostra uma construcao geométrica com o problema resolvido.
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Figura 2.7.2: Construcao geométrica da resolucao do Problema 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica.v.3. Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2021. 82 p. ISBN
978-65-87023-14-4 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023144.


https://www.geogebra.org/m/twjsdf7h

30

Capitulo 3

Baricentro

3.1 Introducao

No Problema 6 é dado um quadrilatero ciclico ABC'D e é pedido mostrar que os baricen-
tros dos triangulos ABC, BCD, CDA e DAB pertencem a um mesma circunferéncia. Primeiro
se prova que o centroide do quadrilatero coincide com o centroide dos baricentros dos triangulos
citados. A seguir, uma homotetia com centro no centroide comum resolve o problema.

O Problema 7 apresenta um triangulo arbitrario ABC' e um ponto M no interior deste.
E pedido provar a validez de certa desigualdade e mostrar quando acontece a igualdade. O
desafio é interpretado como uma soma de areas. Varias transformacoes de equivaléncia levam
a desigualdade dada a uma soma de quadrados.

O Problema 8 ¢é dividido em duas partes. Na primeira, dois pontos P; e P5 sao colocados
arbitrariamente sobre duas circunferéncias (um em cada uma). E pedido encontrar o lugar
geométrico dos pontos médios de P, e P», quando estes passam por todas as posi¢oes possiveis.
Na segunda, ¢é adicionada mais uma circunferéncia e um ponto P e deve-se determinar o lugar
geométrico dos baricentros dos triangulos P, P P;. Uma construgao geométrica dinamica no
(Geogebra sugere a resposta e uma justificativa algébrica é dada.

No Problema 9 se explora a geometria do triangulo Napolebdnico interno de um AABC
arbitrario. Se solicita determinar o lugar geométrico dos centroides dos tridngulos equilateros
A'B'C’ para os quais as triplas de pontos A", C, B"; B', A,C" e C', B, A’ sao colineares.

O Problema 10 combina transformacoes de reflexao e homotetia e as propriedades do
ortocentro, circuncentro e baricentro. Se usa o teorema de Simson-Wallace para demonstrar
uma condicao necessaria e suficiente para trés pontos serem colineares.

Iniciamos com uma introducao dos conceitos basicos sobre o baricentro.
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3.2 Conceitos basicos

A Figura 3.2.1 mostra um tridangulo ABC. Sejam D, E e F pontos médios dos lados
BC, CA e AB, respetivamente. As medianas AD, BE e C'F concorrem no ponto GG, chamado

baricentro ou centroide [13].

Proposicao 5. A distancia de um vértice ao baricentro é duas vezes a distancia do baricentro

ao pé da mediana correspondente.

Demonstragio. EF ¢ base média do AABC logo EF || BC e EF = ZE. Sejam H e I pontos
médios dos lados BG e CG, respetivamente. Temos que o segmento HI é base média do
AGBC. Segue que HI || BC e HI = 55,

Como EF || HI ¢ EF = HI o quadrilatero EFHI ¢ um paralelogramo e suas diagonais
HE e FI se encontram nos seus pontos médios: HG = GE e FG = GI. Concluimos que
BG =2GFE e CG = 2GF. Analogamente se demonstra que AG = 2GD. ED é base média do
ACAB logo ED || ABe ED = %. Seja J o ponto médio de AG. Temos que o segmento JH
é base média do AGAB. Segue que ED || JH e JH = 42

Como ED || JH e ED = JH o quadrilatero EDH J é um paralelogramo e suas diagonais
HE e JD se encontram nos seus pontos médios: HG = GE e DG = GJ. Concluimos que
AG =2GD. O

Figura 3.2.1: A distancia de um vértice ao baricentro é duas vezes a distancia do baricentro ao
pé da mediana correspondente. Versao interativa aqui.

A

LN T

Fonte: O autor.
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Usaremos a notacao S(P) para referirmos a area do poligono P. A Figura 3.2.2 permite

acompanhar a Proposicao 6.

Proposicao 6. O baricentro G do AABC' determina com o0s vértices e pontos médios Mag,

Mpc e Mgy dos lados AB, BC' e C'A, respectivamente, seis triangulos de igual drea. Isto €,

S(AGMAB) == S(BGMAB) - S(BGMBc) ==

AB
= S(CGMpc) = S(CGMca) = S(AGMcy4) = w
Os tridngulos AGB, BGC e CGA tém a mesma drea. Isto €,
S(ABC)

S(AGB) = S(BGC) = S(CGA) = .

Os tridngulos ACMap, BCMag, BAMpc, CAMpc, CBMca € ABMcy tém a mesma drea.
Isto ¢,
S(ACMag) = S(BCMag) = S(BAMpc) =
S(ABC)

= S(CAMpc) = S(CBMcya) = S(ABMca) = —

Demonstracao. Sejam G¢o, G4 e Gg os pés das alturas do ponto G sobre os lados AB, BC
e CA, respectivamente. Como GG¢ é altura comum aos tridngulos AGM g e BGMag e
AM s = M4pB temos:

S(AGMag) = S(BGMag).

Adicionalmente, os triangulos ACM g e BCMsp tém a mesma altura e base de igual medida.
Logo,
S(ACMag) = S(BCMag).

Os dois resultados anteriores permitem afirmar que
S(ACG) = S(BCG).

O resto das igualdades é provada do mesmo modo. O

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica.v.3. Portal de Livros Abertos da USP,
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978-65-87023-14-4 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023144.
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Figura 3.2.2: Igualdade de &reas envolvendo o baricentro. Versao interativa aqui.

Gc Mag

Fonte: O autor.

Do ponto de vista algébrico, para um conjunto de pontos com coordenadas cartesianas

A; = (Aiz, Aiy), com 1 <i <neinéecN, pode ser provado [L1] que o baricentro G se calcula

i=1 i=1

Isto é, as coordenadas cartesianas de G sao a média aritmética das coordenadas dos A;.

CO11O:

Proposigao 7 (Reta de Euler). Para todo tridngulo ABC' o circuncentro O, o baricentro G e o
ortocentro H sao colineares e HG = 2GO. Adicionalmente, sendo D o pé da mediana relativa
ao vértice A vale que AH = 20D.

A demonstracdo a seguir foi inspirada no artigo [15] e no livro [13].

Demonstracao. A Figura 3.2.3 ilustra um triangulo ABC. Sejam D e F pontos médios dos
lados BC e CA, respectivamente. Sejam H, e H, os pés das alturas relativas aos vértices A
e B. Construimos o circuncentro O e o ortocentro H do triangulo ABC. Denotamos por G’ a
intersecao das retas AD e HO.
Iremos mostrar que o ponto G’ = G é o baricentro. Isto é, H, G e O sao colineares.
Temos que DE é base média relativa ao lado AB. Logo DE || AB e 42 = 2. Como
AH, || OD e BHy, || OF segue que /BAH = ZEDO ¢ ZABH = ZDEQO.
Por angulo-angulo temos AABH ~ ADFEQ. Portanto % = g—g = % = 2.
Adicionalmente, por alternos entre paralelas, ZHAG' = ZODG’ e por opostos pelo vértice

/AG'H = ZDG'O. Consequentemente, por angulo-angulo temos AAHG' ~ ADOG'. Portanto

AH _ HG' _ AG' _ o
DO — O0G' — DG’ —
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Como AG' = 2DG" e AG = 2DG concluimos que G = G e os pontos H, G e O sao

colineares (pertencem a reta de Euler).

Figura 3.2.3: Guia para a demonstracao. Os pontos H, G e O sao colineares. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

3.3 Baricentro, homotetia, quadrilateros ciclicos. P36-LL-
IMO-1966.

Problema 6. Seja ABCD um quadrildtero ciclico. Mostrar que os baricentros dos tridngulos
ABC, BCD, CDA e DAB pertencem a uwm mesma circunferéncia.

A IMO 1966 foi realizada na cidade de Sofia, Bulgéria [10]. Problema 36 da lista longa,

proposto pela delegacao da Polonia |11].

3.3.1 Resolucao do Problema 6.

A Figura 3.3.1 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 3.3.1: Construcao geométrica inicial para o Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Consideramos que ¢ é a circunferéncia circunscrita ao quadrilatero ABCD. Sejam D', A’,
B’ e C'" os baricentros dos triangulos ABC, BCD, CDA e DAB, respectivamente.

Proposicao 8. O ponto G, baricentro do quadrildtero ABC D, coincide com o ponto G', bari-
centro do quadrildtero D'A'B'C". Isto ¢, G = G'.

Demonstracao. Temos:

D’:%-(Am+Bm+Cx,Ay+By+Cy),
A’:%.(Bx+0x+Dx,By+Cy+Dy),
B’:%-(C’x+Dx+Ax,C’y+Dy+Ay),
C’:%-(D$+Ax+Bm,Dy+Ay+By),

onde J = (J,, Jy), com J =A,B,Ce D.

Somando, por coordenadas, as quatro equacoes anteriores segue:

G'=--(D,+A,+B,+C,,D,+ A, +B,+C,) =

A

1

(A, +B,+C,+ D, Ay+B,+C,+D,) =G

] =
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m
Proposicao 9. Com referéncia a Figura 5.5.2 vale que:
AG_BG_CG_DG_3
GA GB' GC' GD T
Demonstracao. Temos: .
Gx—Ax:Z-(BQCJrOﬁDx—SAI),
1
Gy—Ay:Z-(BerCerDy—SAy),
AG—E-\/(B +Cyp+ D, —34,)° + (B, + C, + D, — 3A,)
4 x x x x Yy Y Y y)
Também temos:
, 1 1
AI—GI:5~(Bx+Cx+Dm)—Z-(AI+BI+Cx+Dx) =
1
=— (B, +C,+ D, —34,),
12
, 1 1
A _Gy:g'(By+Cy+Dy)_Z'(Ay+By+Cy+Dy):
1
:E-(By—FC'y—i—Dy—SAy),
/ 1 2 2
GA = E-\/(BerCgEJrDI—SAx) + (B, +C, + D, —34,)"
Com isto provamos que
AG 5
GA
O resto da demonstracao é feita analogamente. O]

As duas proposicoes anteriores permitem afirmar que uma homotetia, com centro no ponto
G, e fator de proporcionalidade —% transforma A, B, C, Decem A', B", C', D' e ¢, respectiva-
mente. Sendo ¢ a circunferéncia circunscrita ao quadrilatero A’B'C'D’. A Figura 3.3.2 mostra

uma construcao geométrica.
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Figura 3.3.2: Construcao geométrica para o Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.4 Baricentro, areas, desigualdade. P9-SL-IMO-1968.

Problema 7. Seja ABC um tridngulo arbitrdrio e M um ponto no interior deste. Sejam dg, dp,
e d. as distdncias de M aos lados BC, CA, e AB; e a, b, ¢ a medida dos lados, respectivamente.
Seja S a drea do NABC. Provar que

452
abd,dy + bedyd, + cad.d, < = (3.4.1)

Provar que a igualdade acontece quando M € o baricentro.

A IMO 1968 foi realizada na cidade de Moscou, Rissia [10]. Problema 9 da lista curta,

proposto pela delegacido da Roménia [11].

3.4.1 Resolucao do Problema 7.

A Figura 3.4.1 mostra uma construgao geométrica.
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Figura 3.4.1: Construcao geométrica para o Problema 7. Versao interativa aqui.
Fonte: O autor.
Iniciamos notando que a desigualdade (3.4.1) é equivalente a:
ad, bdy  bdy cd. cdc'ada<5_2'
2 2 2 2 2 2 7 3
Sejam S, = S(BCM) = %, Sy =S(CAM) = % e S.=S(ABM) = %. Segue que
52
Sa+Sp+Sp+Se+ S-S, < ER
Como S = S, + S, + S., a desigualdade anterior equivale a
3(Sa-Sp+ Sy Se+Se+Sa) < (S + Sp+ Se)”.
Desenvolvendo o quadrado e simplificando se encontra
SaSp+Sp- S+ S, Sy <824 57+ 52
Multiplicamos toda a desigualdade por 2 e colocamos os termos do lado esquerdo no

direito

0<2(S2+S2+5%) —2(Su-Sp+Sp-Se+S.-Sa).

A linha anterior pode ser reescrita como

0 < (Sy—5,)° 4 (S, —S.)* + (S. — S,)°.
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Como o quadrado de um niimero é sempre maior o igual a zero a ultima desigualdade é
verdadeira. Todas as transformagoes usadas foram de equivaléncia, logo fica provado (3.4.1).

A igualdade acontece quando S, = S, = S... Pela Proposicao 6, o anterior significa que M = G.

3.5 Baricentro, lugar geométrico, circunferéncias. P27-LL-
IMO-1974.

Problema 8. a) Sejam C e Cy circunferéncias no mesmo plano, P, e P, pontos arbitrdrios
)

sobre Cy e Uy, respectivamente, e Mis o ponto médio do segmento P P,. Encontrar o lugar

geométrico dos pontos Myy quando Py e Py passam por todas as posigoes possiveis. b) Sejam C,

Cs e C3 trés circunferéncias no mesmo plano. Encontrar o lugar geométrico dos baricentros dos

triangulos Py Py Py quando P, € Cy, P, € Cy e Py € C5 passam por todas as posi¢oes possiveis.

A IMO 1974 foi realizada na cidade de Erforte, Alemanha |10]. Problema 27 da lista

longa, proposto pela delegacao da Romeénia [11].

3.5.1 Ilustracao da solugao do Problema 8.
A Figura 3.5.1 mostra uma constru¢ao geométrica para o item a.
Figura 3.5.1: Construgao geométrica da primeira parte do Problema 8. A circunferéncia em

preto é desenhada animando os pontos P; e P, e deixando o rasto do ponto M. Versao
interativa aqui.

25

Fonte: O autor.

Vamos colocar a origem de um sistema cartesiano coincidindo com o centro da circunfe-

réncia C; e o centro de Cy sobre o eixo z. Isto é, C; tem centro em (0,0) e raio R; e Cy centro
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em (a,0) e raio Rs.

As coordenadas dos pontos P; e P, podem ser escritas como:
Py = (Ry - cos(f), Ry - sen(h)),

Py = (a+ Ry -cos(0+6), Ry - sen(f +6)) .

Onde 6 ¢ um angulo que serve de parametro para percorrer todos os pontos das circunferéncia
e 0 é um valor fixo que descreve a defasagem inicial entre C e Cj.

As coordenadas do ponto médio entre P, e P, serao:

My =—--(a+ Ry -cos(f) + Ry - cos(d +0), Ry - sen(f) + Ry - sen(f +9)) .

1

2
Apo6s o uso de identidades trigonométrica podemos reescrever as coordenadas do ponto

médio My entre P, e P, como:

Mis = (b4 Ryg - cos(6 + ), Ri2 - sen(f + 7)) .

Onde b = %a e

1
R = 5\/}%% + R2 + 2R, Ry cos(0),

Ry -sen(d)
tan(y) = Ry + Ry - cos(d)

Isto é, Mo descreve uma circunferéncia com centro em (b, 0), desfasagem ~y e raio Ris.

A Figura 3.5.2 mostra uma constru¢ao geométrica para o item b.
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Figura 3.5.2: Construcao geométrica da segunda parte do Problema 8. As circunferéncias em
preto e verde sao desenhadas animando os pontos P, P, e P3 e deixando o rasto dos pontos
Mo, Msys, M3 e GG. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Analogamente ao item a, os pontos M3 e Mss descrevem circunferéncias com centro
nos pontos médios dos centros das circunferéncia respectivas. Da mesma forma que os pontos
médios sao calculados usando a média aritmética, o baricentro também é. Em outras palavras:

G = '(le+P2z+P3x7P1y+P2y+P3y)7

W

onde P, = (P, Py), com 1 < i < 3. Pode ser provado que GG também descreve uma cir-

cunferéncia, com centro no baricentro dos centros das circunferéncias geradas por My, M3 e
Ms;.

3.6 Baricentro, lugar geométrico, teorema de Napoleao.
SL-P12-IMO-1987.

Problema 9. Dado um tridangulo nao equildtero ABC, com os vértices listados em sentido
anti-hordrio, encontrar o lugar geométrico dos centroides dos tridngulos equildteros A'B'C’
(vértices listados em sentido anti-hordrio) para os quais as triplas de pontos A',C, B'; B', A, C’

e C', B, A’ sao colineares.

A IMO 1987 foi realizada na cidade de Havana, Cuba [10]. Problema 12 da lista curta,

proposto pela delegagao da Polonia [11].
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3.6.1 Consideracoes iniciais sobre o Problema 9.

Para poder resolver o problema vamos precisar estudar primeiro uma versao do Teorema

de Napoleao e um Lema deste iltimo.

Lema 10 (Para o Teorema de Napoleao). Se sobre os lados de um tridngulo qualquer ABC
forem construidos tridngulos equildateros ABC', BCA" e CAB', entao AA' = BB = C(C".

Demonstracao. A Figura 3.6.1 mostra uma construg¢ao geométrica no caso dos triangulos equi-
lateros serem construidos na direcao interna do AABC. O caso contrario pode ser encontrado

em [16].

Figura 3.6.1: Construcao geométrica no caso dos tridngulos equilateros serem construidos na
direcao interna do AABC. Versao interativa aqui.

o

Fonte: O autor.

Por construcao temos AC = AB' e AC' = AB. De ZCAB' = ZC'"AB = 60°, segue que
/CAC" = /B'AB. Por LAL, encontramos AACC' = NAB’'B. Logo, CC' = B'B.

Analogamente, temos A'B = CB e AB = C'B. De ZA'BC = ZABC" = 60°, segue que
/A'BA = ZCBC'. Por LAL, encontramos AA'BA = ACBC'. Logo, A’A = CC’. Concluimos
que AA' = BB = CC(C". H

Teorema 11 (Teorema de Napoledo). Se sobre os lados de um triangulo qualquer ABC forem
construidos tridngulos equildteros, os ortocentros desses tridngulos equildteros formam igual-

mente um tridngulo equildtero.

Demonstracao. A Figura 3.6.2 mostra uma construcao geométrica no caso dos triangulos equi-
lateros serem construidos na direcao interna do AABC. O caso contrario pode ser encontrado

em [10].
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Figura 3.6.2: Construcao geométrica no caso dos triangulos equilateros serem construidos na
direcao interna do AABC. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Girando o AOgCO 4 em 30° em sentido horario em torno do vértice C' se mostra que é
semelhante com o AACA’.

De fato, como LACOp = £ZBCO4 = 30° e LACO, = £ZBCOg, entao LZACA =
Z0gC0 4.

Em triangulos equilateros o ortocentro e o baricentro coincidem, logo F'Og = %FB’. Segue
que COp - sen(30°) = sCB’ -sen(60°) e CA = CB' = V3 - COp.

Analogamente, CA’ = CB = /3 - CO,4. Com isto, %—‘ZI = %. Pelo caso de semelhanca
LAL temos AACA’ ~ AOgCO,4. Segue que AA' = /3 -0504.

Similarmente, se mostra que BB’ = /3 - OcOp e CC’ = /3 - 040¢. Como, provado no
Lema, 10, vale AA" = BB’ = CC’, entao o AO,0p0¢ ¢é equilatero. H

3.6.2 Resolucao do Problema 9.

A Figura 3.6.3 mostra uma construgdo geométrica.
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Figura 3.6.3: Construcao geométrica do Problema 9. Versao interativa aqui.

B

Fonte: O autor.

Construir o ponto O4 no interior do AABC' de tal forma que Z0,4BC = Z0,CB = 30°.
Teremos que ZBO4C = 120°. A seguir construir a circunferéncia circunscrita ¢ ao ABO4C.
Posicionar o ponto A’ sobre c¢. Construir as retas A'B e A’C. Podemos ter os quadrilateros
ciclicos BA'COy, BCA'O4 e BCOAA'. No primeiro caso ZBA'C = 60° e nos dois tltimos
/BA'C = 120°.

Analogamente, construir o ponto Og no interior do AABC de tal forma que ZOgCA =
ZOgAC = 30°. Teremos que ZCOpA = 120°. A seguir construir a circunferéncia circunscrita
d ao ACOpgA. Marcar B’ # C como a interse¢ao de A'C' e d.

Similarmente, construir o ponto O¢ no interior do AABC' de tal forma que ZOcAB =
Z0cBA = 30°. Teremos que ZAOcB = 120°. A seguir construir a circunferéncia circunscrita
f ao AAO¢B. Marcar C' # B como a intersecao de A'B e f.

Construir as medianas do AA’B’C" e marcar o ponto em que concorrem: G. Em todo
triangulo equilatero o baricentro coincide com o ortocentro, o circuncentro e o incentro. Segue
que ZAGB = Z/B'GC" = ZC'GA' = 120°. Adicionalmente os pontos Oy, Op e O¢ perten-
cem as bissetrizes dos angulos em A’, B’ e (', respectivamente. O AO40p0¢ € o triangulo
napoleonico interno do AABC. Isto é, 0 AO,OpO¢ é equilatero e Z0 4050 = 60°. Com isto
temos Z04050¢ + Z0,GO¢ = 180°. Ou seja, o quadrilatero O ,GO-Op é ciclico.

Construir a circunferéncia g circunscrita ao AO40p0¢. O lugar geométrico dos centroides

dos triangulos equilateros A’B'C" é g. Marcar o ponto P, de Fermat ou Torricelli, na intersecao
dec,de f. Quando A’ = P o AA'B'C’ é reduzido a um ponto.
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3.7 Baricentro, Simson-Wallace, homotetia. P5 SL IMO
1998.

Problema 10. Seja ABC um triangulo, H seu ortocentro, O seu circuncentro, e R seu cir-
cunraio. Seja D a reflexdo de A em BC, E de B em CA, e F de C em AB. Provar que D, E

e F' sao colineares se, e somente se, OH = 2R.

A IMO 1998 foi realizada na cidade de Taipé, Taiwan [10|. Problema 5 da lista curta,
proposto pela delegacao da Franca [11].

3.7.1 Consideragoes iniciais para o Problema 10.

Defini¢ao 3 (Triangulo pedal). Sejam P um ponto do plano, ABC um triangulo e D, E ¢ F
as projecoes de P sobre os lados BC, CA e AB, respectivamente. Entao DEF é chamado de
tridngulo pedal de P em relagao ao NABC.

Teorema 12 (Teorema de Simson-Wallace). Dado um AABC, ¢ sua circunferéncia circuns-
crita e um ponto P no mesmo plano de ABC, o tridngulo pedal de P em relacio a ABC é

degenerado (D, E e F sdo colineares) se, e somente se, P € c.

A Figura 3.7.1 mostra uma construgao geométrica.

Figura 3.7.1: Construcao geométrica para a prova do Teorema 12. Versao interativa aqui.

Fi

T

Fonte: O autor.

Demonstracao. Como /PFA = /PEA = 90° entao PFFAE é um quadrilatero ciclico. Segue
que /ZFPA=/FFEA.De /ZPEC = ZPDC = 90° temos que PEDC é um quadrilatero ciclico.
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Logo, Z/DPC = ZDEC. Adicionalmente, /PDB = /ZPFB = 90° implica que PDBF é um
quadrilatero ciclico. Consequentemente /DPF = 180° — ZABC.

Notamos que
/APC — /DPF =/DPC — /FPA=/DEC — ZFEA.

Ou seja, ZAPC = /DPF < /DEC = /FFA < D, E e F sao colineares. Mas neste
caso, ZAPC = Z/DPF <& /APC + ZABC = 180° < ABCP é ciclico.
[

3.7.2 Resolucao do Problema 10.

A Figura 3.7.2 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.

Figura 3.7.2: Construcao geométrica inicial para o Problema 10. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja G o baricentro do AABC' e H uma homotetia com centro em G e razao —%. Sejam
A'=H(A), B =H(B) e C' = H(C).

Pela Proposicao 5 sabemos que a distancia de um vértice ao baricentro é duas vezes a
distancia do baricentro ao pé da mediana correspondente. Logo A’, B’ e C’ sdo os pontos
médios de BC, C'A e AB, respectivamente. Adicionalmente, de HG = 2GO (Proposicao 7)
temos O = H(H).

Construimos o0 AA;ByCs tal que A, B e C' sejam os pontos médios de BoCs, CyAs e AyBs,
respectivamente. Isto é, AB || BoAy, BC || CoBy e CA || AyCy e BoAy = 2AB, CyBy = 2BC,
e AyCy = 2CA. Com isto, A = H(A,), B=H(By) e C =H(Cy).
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Como D ¢é a reflexdo de A em BC, entdao D' = H(D) é a reflexdo de A" em B'C’. Segue
que D' € ByCy e A'D" 1 ByC5. Por outro lado, da defini¢cao de circuncentro e BC' || CyBy
temos que OA" e ByCy sao ortogonais. Os dois resultados anteriores permitem afirmar que O,
D" e A’ sdo colineares e D’ é a proje¢ao de O em ByCy. Analogamente, ' = H(E) e F' = H(F)
sao as projecoes de O em CyA5 e Ay Bs.

Pelo Teorema de Simson-Wallace 12, D', E' e F’ sdo colineares (o qual equivale por H a
D, E e F serem colineares) se, e somente se, o ponto O esté sobre a circunferéncia d circunscrita
a0 ANAyByCy. Como ¢ = H(d) e O = H(H), d tem centro em H e raio 2R. Esta tltima condicdo

¢ equivalente a HO = 2R. A Figura 3.7.3 mostra uma construgdo geométrica.

Figura 3.7.3: Construcao geométrica para o Problema 10. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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Capitulo 4

Incirculos e exincirculos

4.1 Introducao

No Problema 11, P1 IMO 1970, sao construidos trés in-circulos e trés ex-circulos. Se
solicita demonstrar determinada igualdade com os seis raios. Pelo uso das relacoes métricas,
associadas aos segmentes formados entre os vértices e os pés das bissetrizes, e a relacao de
Stewart se resolve o desafio.

No Problema 12, P4 IMO 1992, se requer encontrar o lugar geométrico dos pontos P
partindo de uma circunferéncia ¢, uma reta [ tangente a ¢, e um ponto M sobre [. P deve
satisfazer determinada propriedade. A solugdo estd ligada a construgdo das circunferéncias
inscrita e ex-inscrita de um triangulo.

O Problema 13, P5 IMO 1999, apresenta duas circunferéncia tangentes internamente a
uma terceira. Se solicita mostrar que determinada reta é tangente a uma das circunferéncias.
Usando os conceitos de poténcia de um ponto e as propriedades dos circulos inscritos e ex-
inscritos se resolve o desafio.

O Problema 14, P16 SL IMO 2005, explora as propriedades de um paralelogramo ABC D
e das bissetrizes usadas na construgao de dois ex-circulos. Uma linha variével [ passa pelo ponto
A. Se pede provar que a medida de determinado angulo nao depende da escolha de [.

O Problema 15, P18 SL IMO 2006, pede construir o centro do ex-circulo tangente ao lado
BC num triangulo ABC'. Apo6s algumas outras construcgoes se deseja determinar dois angulos.
Se resolve o desafio mediante o esbogo de trés circunferéncias com um ponto em comum, centro
radical das mesmas.

Iniciamos com uma introducao dos conceitos basicos sobre incirculos e exincirculos.
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4.2 Conceitos basicos

Proposicao 13. A Figura /.2.1 mostra um tridngulo ABC. Sejam AB =c¢, BC =aeCA=b.
Sejam D, E e F o0s pontos de intersecao da circunferéncia inscrita ¢ com os lados AB, BC' e
C A, respetivamente. E seja o semiperimetro p = %b*c Entao vale que AD = AF = p — a,

BD=BE=p-beCF=CE=p—c

Figura 4.2.1: Guia para a demonstracao da Proposicao 13. Versao interativa aqui.

T=p—a

y=p—>

Fonte: O autor.

Demonstracao. Como os lados do AABC sao tangentes a circunferéncia ¢ vale que AF =

AD =x, BD = BE =y e CF = CFE = z. Isto permite escrever o sistema de equacoes
T+y=c,

y+z=a,
z4+a=0>,
p=x+y+=z.
Colocando em evidéncia x, y e z se encontram as solucgoes citadas. O]

Proposicao 14. A Figura 4.2.2 mostra um tridngulo ABC. Sejam AB = ¢, BC =a eCA=.
Sejam J, L e E os pontos de intersecao da circunferéncia ex-inscrita ¢ com o0s prolongamentos

dos lados AB e BC' e com o lado C' A, respetivamente. F seja o semiperimetro p = %b*c Entao
vale que BL=BJ =p,CL=CE=p—aeAJ=AF=p—c.
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Figura 4.2.2: Guia para a demonstracao da Proposicao 14. Versao interativa aqui.

j=p—c A @

Fonte: O autor.

Demonstracao. Como os lados do AABC' sao tangentes a circunferéncia ¢ vale que BL = BJ,
CL=CFE=1e AJ = AF = j. Consideramos a soma

BL+BJ=a+!l+j+c=a+b+c=2p.

Do resultado anterior segue que BL = BJ = p. Como AB = c e BC = a temos AJ = AE =
j=p—ceCL=CE=I1l=p—a. n

Corolario 15. A Figura 4.2.3 mostra um triangulo ABC. Sejam AB = ¢, BC =a e CA=0.
Sejam D, E e F os pontos de intersecao da circunferéncia inscrita ¢ com os lados AB, BC
e C'A, respetivamente. Sejam J, L e N, os pontos de intersecao da circunferéncia ex-inscrita
c com os prolongamentos dos lados AB e BC e com o lado C A, respetivamente. E seja o
semiperimetro p = Hzﬂ Entao wvale que o ponto M, médio de A e C, também € ponto médio

de F' e Ny. Adicionalmente,
a—c

2

FM = MN, =
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Figura 4.2.3: Guia para a demonstracao do Corolario 15. Versao interativa aqui.

J A D

Fonte: O autor.
Demonstracao. Isto é consequéncia de AF = C'N, = p—a, resultados provados nas Proposicoes
13 e 14. m

Proposicao 16. A Figura 4.2.4 mostra um triangulo ABC. Seja I seu incentro e I, o centro
da ex-circunferéncia correspondente ao lado BC. Seja E o ponto de intersecao de Al com a

circunferéncia circunscrita ao ANABC. Entao

EB=FC=FI=FEI,.
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Figura 4.2.4: Guia para a demonstracao da Proposicao 16. Versao interativa aqui.

Y
AY
\&j)ﬂ') —a—p

Fonte: O autor.

Demonstracao. Pela bissetriz em A e o quadrilatero ciclico ACEB temos /BAE = ZCAE =
/CBE = Z/BCE = «. Portanto, o AEBC' é isosceles de base BC' e EB = EC.

Além disso, da bissetriz em B, sejam ZIBA = ZIBC = . Pela propriedade do angulo
externo, /BIE = o + . Segue que, /BIE = ZIBE, o AEBI & isésceles de base BI e
EB = FEI.

Pela bissetriz externa em B, sejam /JBI, = ZCBI, = ~. Como o ZJBA = 180° temos
que v = 90° — 8. Do ABJI, retangulo em J temos £.JI,B = 3. Pela soma dos angulos internos
no AAJI, e o angulo raso em B encontramos /EBI, = /EI,B = 90°—a— (. Isto é,0 AEBI,
é isosceles, de base Bl,, e EB = El,. Concluimos que KB = EC = FI = Fl,. O

Proposigao 17 (Férmula de Euler). A Figura /.2.5 mostra um tridngulo ABC. Seja I seu
incentro, d sua circunferéncia inscrita de raio r. Adicionalmente, seja ¢ a circunferéncia cir-
cunscrita ao NABC, de centro O e raio R. Entao

OI” = R(R — 2r).
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Figura 4.2.5: Guia para a demonstracao da Proposicao 17. Versao interativa aqui.

E

Fonte: O autor.

Demonstracao. Seja E o ponto de intersecao da bissetriz AI com c. Pela poténcia do ponto [

em relacao a ¢ temos

R?> - OI* = Al - EI (4.2.1)

Sejam X e Y os pés das perpendiculares de O e [ até BE e AC, respectivamente. Como o
AOBE é isosceles de base BE, e devido a relacao entre angulo central e inscrito, relativo a
corda BE, segue que LAIY = ZOBX.

Logo, pelo caso de semelhanca AA, temos ANATY ~ AOBX. Portanto,

BX _0B
Iy Al

ou

_OB-IY  2Rr
~ BX  EB’
Vimos na Proposicao 16 que B = E1, segue que

Al

2Rr
Al = —. 4.2.2
i (4.2.2)
Substituindo (4.2.2) em (4.2.1) encontramos R? — OI* = 2Rr. Logo,
OI* = R* — 2Rr.
[
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4.3 Exincirculos, incentro, relacao de Stewart. P1 IMO
1970.

Problema 11. Dado um ponto M no lado AB do triangulo ABC, sejam ri e ry raios das
circulos inscritos nos tridngulos ACM e BCM, respectivamente e sejam py e ps 0s raios dos
exincirculos dos tridngulos ACM e BCM nos lados AM e BM, respectivamente. Sejam r e p

0s raios do circulo inscrito e do exincirculo no lado AB do NABC, respectivamente. Provar
que
T r

pLop2 P
A IMO 1970 foi realizada na cidade de Keszthely, Hungria [10]. Problema 8 da lista corta,

proposto pela delegacao da Polonia e escolhido como primeiro da competicao [11].

4.3.1 Consideracoes iniciais para o Problema 11.

Teorema 18 (Relagao de Stewart). Seja D um ponto no lado BC do ANABC. Sejam BC = a,
CA=b, AB=c¢, BD =2, AC =y e AD = z. Vale que:

v o1 1
—+—=a+z2z|-+—).
y r oy

, b
5= —x+ —y—xy.
a a

Ou equivalentemente

O resultado nao fica escrito como funcao dos dngulos em D.

A Figura 4.3.1 permite acompanhar a prova.
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Figura 4.3.1: Guia para a demonstracao do Teorema 18. Versao interativa aqui.

rt+y=a

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sejam ZADC = a e ZADB = 180° — a. Pela Lei dos Cossenos aplicada no
AABD temos

=1 + 2% — 222 cos(180° — a).
Mas cos(180° — o) = — cos(«). Logo

¢ =2 + 2% + 2r2 cos(a),

c? 22
— = — +2 3 . 4.3.1
. T+ . + 2z cos(a) ( )

Pela Lei dos Cossenos aplicada no AACD temos

b = y® + 2° — 2yz cos(a),
b2 2

z
— =y + — — 2zcos(q). 4.3.2
; , (@) (4.3.2)

Somando (4.3.1) e (4.3.2) segue

v o, (1 1 5 @
—F+—=x+y+=z E+_ =a+z2"—,

y Y Yy
b2 2 2
JU%—CZJZI_'_Z_7
axy xy
, Uz +cly
2" = —zy
a
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No caso em que D & o ponto médio de BC' temos x =y = 5 e z = m,. E vale

, U+ a®

m, 5 ik

4.3.2 Resolucao do Problema 11.

A Figura 4.3.2 mostra uma construgao geométrica.

Figura 4.3.2: Construcao geométrica para o Problema 11. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam BC' =a,CA=b, AM =x, MB = ye CM = [. Denotamos com [; o incentro e com
S1 0 ex-centro do exincirculo do AAMC. Supor que P; e Q1 sejam os pés das perpendiculares

de I; e S, respectivamente, a linha AC. Entao ALCP, ~ AS;CQ, e % = g—gll. Seja p; o

semiperimetro do AACM. Sabemos das Proposicoes 13 e 14 que CP;, = p; — x = WT_“’ e
CQr=p = w% Logo, -
no_ott-a (4.3.3)
pp b+l+z

Analogamente, denotamos com I, o incentro e com Sy 0 ex-centro do exincirculo do
ABMC. Supor que P, e (5 sejam os pés das perpendiculares de I e Sy, respectivamente, a

linha BC. Entao AIL,C Py ~ AS,C(Qs e ;—z = g—gi. Seja po 0 semiperimetro do ABC M. Sabemos

das Proposicoes 13 e 14 que CP, =py —y = % e CQy=py = W Logo,

Ty at+l—y

= 4.3.4
pe  a+l+y ( )
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Do mesmo modo, denotamos com [ o incentro e com S o centro do exincirculo do AABC.
Supor que P e () sejam os pés das perpendiculares de I e S, respectivamente, a linha BC. Entao
ANICP ~ ASCQ e ,% = g—g. Seja p o semiperimetro do AABC. Sabemos das Proposicoes 13 e
14queCP:p—c:%b_ceCQ:p:%b+c. Logo,

r a+b-—c
- 4.3.5
p a+b+c ( )

Do enunciado do Problema 11 e as equagoes (4.3.3), (4.3.4) e (4.3.5) resta provar que

b+1—=x a+l—y\ a+tb—c
b+l+x a+l+y) a+b+c

Apoés multiplicar pelos denominadores na equacao anterior, lembrando que ¢ = x + y e

vérias simplificacoes, encontramos a relacao de Stewart 18 para a ceviana CM =1 do AABC :

v¥ooa? o (1 1
—+—=c+P [+,
z Y r oy

4.4 Exincirculo, incirculo, semelhanca de triangulos. P4
IMO 1992.

Problema 12. No plano, sejam dadas uma circunferéncia c, uma reta | tangente a c, e um
ponto M sobre [. Encontrar o lugar geométrico dos pontos P que tém a sequinte propriedade:

Existem dois pontos () e R sobre | tais que M € o ponto médio de QR e ¢ é o incirculo de

PQR.

A IMO 1992 foi realizada na cidade de Moscou, Russia [10]. Problema 20 da lista corta,

proposto pela delegacdo da Franca e escolhido como o P4 da competicao [11].

4.4.1 Resolucao do Problema 12.

A Figura 4.4.1 mostra uma construcao geométrica inicial.
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Figura 4.4.1: Construcao geométrica inicial para o Problema 12. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Denotamos por U o ponto de tangencia da circunferéncia ¢, de centro 9, e a reta [. Sejam
X e U’ os pontos simétricos de U com relacdo a S e M, respectivamente. X e U’ ndo dependem
da escolha de P.

Colocamos um ponto variavel () € [. A posicao do ponto R € [ fica determinada pela
equacao QM = M R. Construimos as retas tangentes a c, diferentes de [, partindo de @) e R.
Marcamos P na intersecao destas tangentes. Adicionalmente, seja ¢ o exincirculo do APQR,
S’ o centro de ¢/, e W e W’ os pontos de tangencia de ¢ e ¢ com a reta P(Q), respectivamente.
A reta PS’ é a bissetriz do ZQPR.

Como WS || W'S" e ZWPS = ZW'PS’ temos que AWSP ~ AW'S’P. Logo,

ws SP WP

WS’ SP WP

Mas WS =SX e W'S" = S"U’. Segue que

SX SP WP
S'Ur S'P W'P’

Adicionalmente, de SX || S'U’, entdo LPSX = ZPS'U’. Pelo critério de semelhanca
LAL temos que APSX ~ APS'U’" e o ponto X é colinear com P e U’. Isto ¢, P é o ponto
de homotetia externo das circunferéncias ¢ e ¢. Dada a configuracao inicial do problema basta
construir os pontos X e U’ para localizar o ponto P na semirreta U'X, além de X.

A Figura 4.4.2 mostra uma construcao geométrica. No link interativo indicado é possivel
deslocar o ponto () para observar o rastro deixado pelo ponto P.

Por outro lado, dado um ponto P na semirreta U’'X, além de X, é possivel construir as
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tangentes a ¢ partindo de P e marcar suas interse¢oes com [. Isto é, encontrar os pontos @) e R.

Figura 4.4.2: Construcao geométrica para o Problema 12. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.5 Incirculo, exincirculo, poténcia de um ponto relativo a
uma circunferéncia. P5 IMO 1999.

Problema 13. Sejam duas circunferéncias ki e ky que se intersectam nos pontos X e Y e sao
tangentes internamente a circunferéncia k nos pontos M e N, respectivamente. Adicionalmente,
o centro de ko estd sobre ki. Sejam A e B os pontos de intersecao da reta XY com k. As retas

MA e MB intersectam ky em C' e D, respectivamente. Provar que ky € tangente a CD.

A IMO 1999 foi realizada na cidade de Bucareste, Roménia [10|. Problema 12 da lista

corta, e escolhido como P5 da competicao, proposto pela delegacao da Russia [11].

4.5.1 Resolucao do Problema 13.

A Figura 4.5.1 mostra uma construcao geométrica inicial. Esbocamos primeiro a circun-
feréncia k, de centro O, e colocamos o ponto M € k. Segundo, o centro Oy, da circunferéncia
k1, deve ser posicionado sobre o segmento OM, para garantir a tangéncia interna, em M, de k e
ky. Terceiro, colocamos o centro Oy € kq, e encontramos N = OO, Nk, assegurando a tangéncia

interna de k e ks.
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Figura 4.5.1: Construcao geométrica inicial para o Problema 13. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Lema 19. Sejam duas circunferéncias ki e ko que se intersectam nos pontos X e Y e sdo
tangentes internamente a circunferéncia k nos pontos M e N, respectivamente. Seja A um dos
pontos de intersecao da reta XY com k. As retas AM e AN intersectam ki e ko em C e F,

respectivamente. Entao CE € uma tangente comum de ki e ks.

Para a construcao da Figura 4.5.2 primeiro esbocamos a circunferéncia k, de centro O.
Segundo, colocamos os pontos M € ke N € k e tragamos os segmentos OM e ON. Os centros

das circunferéncias ki e kg sao O1 € OM e Oy € ON. Para o Lema 19 N é um ponto semi-livre.

Figura 4.5.2: Guia para a demonstracao do Lema 19. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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Demonstracao. O ponto A estd no eixo radical das circunferéncias k; e ky. Logo, AC' - AM =
AX - AY = AE - AN. A equacdo anterior significa que o quadrilatero M N EC' é inscritivel.

Seja Z a segunda intersecao de M N com ki. E seja M’ um ponto na tangente comum
a ke ky em M. Entao, pela igualdade entre angulo inscrito e de segmento, temos L MCZ =
LIM'MZ = /ZM'MN = ZMAN (como angulos orientados). Isto significa que CZ || AN.

Por correspondentes entre paralelas ZANM = ZCZM. Como M N EC' é ciclico também
temos que ZACE = ZANM. Como LMOC =2/CZM, e o ACO; M é isbsceles, a igualdade
LCZM = ZACE significa que C'E ¢é tangente a k. Analogamente se prova que ks é tangente
a CD. O

Retomando o problema principal, a Figura 4.5.3 mostra uma construcao geométrica. Se-
jam E e F, respectivamente, as intersecoes de NA e NB com k,. Aplicando o Lema 19 CE e
DF sao as tangentes externas comuns a kp e ko.

Quando k; e ko tém o mesmo raio a reta C'D passa pelo ponto Oq, ponto de tangéncia
com ks, o quadrilaitero DF EC é um retangulo e o resultado procurado fica provado. Para os
outros casos, seja G = CE N DF.

Os centros O e Oy estao sobre a bissetriz do ZCGD, devido a ky e ko serem tangentes a
GC e GD. Como O,D = O,C e ZO1DG = Z0,CG = 90°, segue que O ¢ o ponto médio do
menor arco C'D da circunferéncia circunscrita do ACDG.

Pela Proposi¢ao 16 encontramos que O, é o ex-centro do AC' DG oposto a GG ou o incentro.
Isto é, k9 é um exincirculo ou o incirculo do ACDG. Nos dois casos concluimos que C'D ¢é

tangente a k.

Figura 4.5.3: Construcao geométrica para o Problema 13. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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4.6 Bissetrizes, paralelogramo, semelhancas de triangulos.
P16 SL IMO 2005.

Problema 14. Seja ABCD um paralelogramo. Uma linha varidvel | passa pelo ponto A e
intersecta as retas BC e DC nos pontos X e Y, respectivamente. Sejam K e L o0s centros
dos exincirculos dos triangulos ABX e ADY, que tocam os lados BX e DY, respectivamente.

Provar que a medida do angulo KCL nao depende da escolha da linha [.
A IMO 2005 foi realizada na cidade de Mérida, México [10]. Problema 16 da lista corta,

proposto pela delegacdo da Ucréania [11].

4.6.1 Resolucao do Problema 14.

A Figura 4.6.1 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.

Figura 4.6.1: Construcao geométrica inicial para o Problema 14. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Primeiro notamos que por ABC D ser um paralelogramo temos AB = CD, BC = DA,
/ABC = /CDA e /YDA = /DAB = /BCD = ZABX. Adicionalmente, como DL, BK,
AL e AK sao bissetrizes vale que /Y DL = /LDJ, /XBK = Z/KBM, /YAL = ZLAD e
/BAK = Z/KAX.

Como

LADL = /ZKBA = 180° — %ACDA

e ZALD = %AAYD = /KAB, por AA, temos AABK ~ ALDA. Logo,

BK BK AB DC

BC AD DL DL’
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A primeira e dltima fragao do resultado anterior, unido a ZLDC = ZCBK, pelo caso de
semelhanca LAL, leva a que ALDC ~ ACBK. Logo, /DCL =/BKC e Z/CLD = /KCB.
Portanto,
LKCL =360°—4£BCD — (£/DCL + ZKCB) =

= 360° — /BCD — (/BKC + ZKCB) =
=360° — ZBCD — (180° — ZCBK) =
=180° - 4BCD + LCBK = ZCBA+ ZCBK,
que é constante. Isto é, o ZKCL somente depende da construcao do paralelogramo ABCD e

nao da escolha de [. A Figura 4.6.2 mostra uma construcao geométrica.

Figura 4.6.2: Construcao geométrica para o Problema 14. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.7 Exincirculo, poténcia de um ponto relativo a uma cir-
cunferéncia, angulos. P18 SL IMO 2006.

Problema 15. Num triangulo ABC, seja J o centro do exincirculo tangente ao lado BC em
Ay e as extensoes dos lados AC e AB em By e C4, respectivamente. Supor que a reta A;B
e AB sdo perpendiculares e se intersectam em D. Seja E o pé da perpendicular de Cy até o

segmento D.J. Determinar os dngulos BEA, e AEB;.

A IMO 2006 foi realizada na cidade de Liubliana, Eslovénia [10]. Problema 18 da lista

corta, proposto pela delegacao da Grécia [11].
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4.7.1 Resolucao do Problema 15.

A Figura 4.7.1 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.

Figura 4.7.1: Construcao geométrica inicial para o Problema 15. Versao interativa aqui.

Cc

Fonte: O autor.

Consideramos as circunferéncias wq, wy € w3 de diametros C1 D, A1 B e ABy, respectiva-
mente. Por construcao, os segmentos JC, JA; e JB;y sao tangentes a wq, wy € ws, respectiva-
mente. Devido ao angulo reto em D, ws e w3 passam por D.

Como ZC1ED = 90° temos E € w;. Pela poténcia do ponto J em relagao a wy |9] podemos

escrever

JC} =JD - JE.

Adicionalmente, de JA; = JB; = J(, raios do exincirculo ¢, também vale que
JA?=JD - JE,

JB? =JD - JE.

Mas pela inversa do teorema das cordas [9] as igualdades anteriores significam que FE € ws
el cwse /BEA, = ZAEB; =90°. O ponto F é centro radical de wy, ws € w3. A Figura 4.7.2

mostra uma construgao geométrica.
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Figura 4.7.2: Construcao geométrica para o Problema 15. Versao interativa aqui.

C
By

W3

<

w

D B C4

Fonte: O autor.
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Capitulo 5

Extremos com desigualdades

5.1 Introducao

Nos Problema 16, 19 e 20 se explora a desigualdade triangular e das médias. Os Proble-
mas 17 e 18 usam fundamentalmente a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Iniciamos com uma apresentagao de algumas desigualdades usadas para encontrar maxi-

mos e minimos.

5.2 Conceitos basicos

Proposicao 20. Se dois lados de um tridngulo nao sao congruentes, entao os angulos opostos

a estes lados nao sao congruentes, e o maior dngulo e oposto ao maior lado.

Demonstracao. A Figura 5.2.1 mostra um tridngulo ABC. Iremos supor que BC' > AC. Mar-
camos sobre BC' o ponto D tal que AC' = CD. Logo, o ACAD ¢é isosceles de base AD e
/CAD = ZCDA =0.

Sejam L/CBA = e ZBAD = 7. Pelo teorema do angulo externo temos 6 = 3 + 7.
Portanto, 6 > . Além disso, como Z/BAC = a = 0 + v, entao o > 3. Isto é, oposto ao maior

lado corresponde o maior angulo. 0
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Figura 5.2.1: Guia para a demonstracao da Proposicao 20. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Por reducao ao absurdo e a Proposicao anterior se prova a reciproca. Isto é, o maior lado

¢ oposto ao maior angulo.

Proposigao 21 (Desigualdade triangular). A soma dos comprimentos de dois lados quaisquer

de um tridngulo é maior que o comprimento do terceiro lado.

Demonstracao. Basta mostrar que o maior lado é menor que a soma dos outros dois. A Fi-
gura 5.2.2 mostra um triangulo ABC. Iremos supor, sem perda de generalidade, BC' > C'A >
AB. Estendemos a semirreta C'A e marcamos o ponto D € C'A de tal forma que AD = AB.
Como o AABD é isosceles de base BD temos ZABD = ZADB = 0. Adicionalmente, de

LDBC =~v=0+p3>0=/BDA
e a Proposicao 20, segue que

CD=CA+AD =CA+ AB > BC.
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Figura 5.2.2: Guia para a demonstracao da Proposicao 21. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Proposigao 22 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dadas duas sequéncias de nimeros reais

<a17a2a e 7an) € (b17b27' : abn) entao
(af+a5+---+al) (b5 +034 - +b2) > (arby + asby + - - - + anby,)’ (5.2.1)

e vale a igualdade quando b; = Aa; para todo 1 <1 < n com X\ real.

Demonstracao. Consideremos a funcao real de variavel real

fl) = (amw —b)*.

=1

Desenvolvendo o quadrado e colocando x em evidéncia podemos escrever

flx) = (Za?) 22— 9 <Zaibi> T+ (Zb?) .

Isto é, f(x) é um polindémio de segundo grau em z. Como f(x) é uma soma de quadrados

teremos f(z) > 0 e seu discriminante negativo ou igual a zero:

A=4 <gaibi>2—4 <éa2> (ézﬁ) <0.

Dividindo por 4 obtemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz reescrita com os simbolos de
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() (5)= (50)

A igualdade acontece quando o discriminante é zero. Nesse caso f(z) tem uma raiz dupla

somatorios:

x = \. Mas isto corresponde a

n

fla) = (az —b;)* = 0.
i=1
Como as sequéncias (a,) e (b,) sdo de numeros reais, os quadrados sdo ndo negativos. A
tnica possibilidade é que a;A — b; = 0 para todo 1 < i < n. Isto é, acontece a igualdade na

desigualdade de Cauchy-Schwarz quando as sequéncias (a,) e (b,) sdo proporcionais. ]

Uma verificacao interativa da desigualdade de Cauchy-Schwarz, com sequéncias bidimen-

sionais, pode ser feita aqui.

Proposigao 23 (Desigualdade das médias aritmética e geométrica). Seja {x1, xa,...,z,} uma

lista de niumeros reais positivos com n > 2, entao

n n

onde E Ti=T1+To+...+x, € sz =Ty -Tog----- Tn. A igualdade ocorre quando x1 =
i=1 i=1

To =+ = XI,.

Demonstracao. Caso n = 2: Queremos provar que:

l‘l—i—xg

= E

Multiplicando os dois lados por 2 e elevando ao quadrado temos:
(21 + 29)* > 4wy - 9.
Desenvolvendo o quadrado e simplificando obtemos outras sentencas equivalentes:
x%+2x1~x2+x§ > 4xq - 1o,

x] — 21y - 19 + 25 > 0,

(l’l — .CL'Q)Q Z 0.
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Mas o quadrado de um ntimero real é sempre nao negativo. A igualdade acontece quando

Tr1 = T9. O

A demonstracao para n > 2 pode ser encontrada, por exemplo, em [17]. Uma verificagao

interativa da desigualdade das médias, usando dois segmentos, pode ser feita aqui.

5.3 Desigualdade triangular, desigualdade das médias, areas.
P1 IMO 1976.

Problema 16. Num quadringulo convero com drea 32 cm?, a soma dos comprimentos de
dois lados nao adjacentes e uma diagonal é igual a 16 cm. a) Qual € o comprimento da outra
diagonal? b) Quais sao os comprimentos dos lados do quadringulo se o perimetro é um minimo?

¢) Serd possivel escolher os lados para que o perimetro seja um mdzimo?

A IMO 1976 foi realizada na cidade de Lienz, Austria [10]. Problema 3 da lista corta,

proposto pela delegacdo da antiga Checosloviquia e escolhido como P1 da competigao [11].

5.3.1 Resolucao do Problema 16.

A Figura 5.3.1 mostra uma construg¢ao geométrica inicial.

Figura 5.3.1: Construcao geométrica inicial para o Problema 16. Versao interativa aqui.

32

Fonte: O autor.

Um quadrangulo é uma figura plana que consiste em quatro pontos, cada um unido a
outros dois por segmentos (que se intersectam ou nao). Quando o quadrangulo é convexo,

equivale a um quadrilatero convexo.
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Seja S =32 cm? e
16 em=d=AB+CD+ AC. (5.3.1)

a) A area do quadrangulo ABCD pode ser calculada pela soma das areas dos AABC' e
ANACD, onde AC' é o lado comum. Adicionalmente, o valor maximo da area acontece quando

os dois triangulos sao retangulos. Isto é,
1
S < EAC(AB +CD).

Usando (5.3.1) reescrevemos
1
§ < SAC(d— AC). (5.3.2)

Por outro lado, considerando AC' como variavel e usando a desigualdade das médias

geomeétrica e aritmética (Proposi¢ao 23) no conjunto de nimeros positivos {AC,d — AC'} temos

10— A0) < AC+((2i—AC)’
d2
AC(d — AC) < . (5.3.3)

A igualdade acontece quando AC' = d — AC ou AC = £. Considerando (5.3.2) e (5.3.3)
encontramos P2
S < R
Usando os ntmeros dados para d e S concluimos que somente é possivel a igualdade. Isto é,
AC=AB+CD=8cm, AB 1L ACe(CD 1 AC.
Construimos a reta AB e tracamos por D uma reta [ paralela com AC. Marcamos o ponto
E = ABnNI. O tridangulo BED, retangulo em E, permite calcular, pelo teorema de Pitagoras,

o comprimento

BD = 2VED = 2V AC = 2V8.

b) Para encontrar o valor minimo do perimetro do quadrilatero ABC'D basta minimizar
a soma BC + AD, pois AB + CD = 8. Para isso, posicionamos um ponto F de tal forma que
o quadrilatero ACF D seja um paralelogramo. Isto é, DF = 8 cm e AD = C'F. Construimos
também o segmento BF.

Aplicando a desigualdade triangular no ABC'F' temos:
BC+CF =BC+ AD > BF.

Isto é, o valor minimo de BC'+ AD = BF e C' € BF. Usando o teorema de Pitdgoras no
ABEF encontramos BF = 8/5.
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Por outro lado, quando C' € BF, por AA, temos AFDC ~ AFEB. Pela proporciona-
lidade dos lados segue que CF = AD = % e DC = E—ZB = 4. Logo, AD = BC = 4/5 e
AB=CD = 4.

c¢) Vamos assumir, sem perda de generalidade, que C'D < AB. Neste caso, o ponto C esté

no interior do ABDF e vale que
BC+ AD = BC+ CF < BD + DF.

Isto é, o valor maximo da soma BC + AD é atingido quando os pontos C' e D coincidem e o

quadrangulo ABCD é degenerado. A Figura 5.3.2 mostra uma construg¢ao geométrica.

Figura 5.3.2: Construcao geométrica para o Problema 16. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

5.4 Desigualdade de Cauchy-Schwarz, incentro, areas. P1
IMO 1981.

Problema 17. Encontrar o ponto P no interior de um NABC para o qual a soma

BC CA AB

PD+PE+PF (5.4.1)

€ minima, onde PD, PE e PF sao as perpendiculares de P a BC, CA e AB, respectivamente.

A IMO 1981 foi realizada na cidade de Washington, EUA [10]. Problema 15 da lista corta,

proposto pela delegacdo do Reino Unido e escolhido como P1 da competicao |11].
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5.4.1 Resolugao do Problema 17.

Notamos que para qualquer ponto P no interior do AABC a soma
BC-PD+CA-PE+ AB-PF (5.4.2)

¢ duas vezes a area do mesmo. Isto é, o resultado é constante (ndo depende de P).

Lembrando da desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposi¢ao 22) escrevemos
(af + a3+ a3) (b] + b3 +b3) > (a1by + asbs + azbs)”.

Identificando em (5.4.2) que a? = BC' - PD, a3 = CA- PE, a5 = AB- PF e em (5.4.1)

BC p2 _ CA
2

2 _ AB
oy bs = p5 e by = $5 temos

que b? =

BC . CA N AB
PD PE PF

(B(J-PD+(JA-PE+AB-PF)< )z(BC+OA+AB)2.

A igualdade na desigualdade anterior (valor minimo de (5.4.1)) acontece quando as sequén-

cias (a,) e (b,) s@o proporcionais. Isto é, quando existe um namero A tal que
(a1, ag,a3) = (Aby, Abg, \bs).

Logo, A = PD = PE = PF. Portanto, o ponto P que minimiza (5.4.1) é o incentro do AABC.

A Figura 5.4.1 mostra uma constru¢ao geométrica.

Figura 5.4.1: Construcao geométrica para o Problema 17. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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5.5 Desigualdade de Cauchy-Schwarz, incirculo, tangentes.
P6 IMO 1983.

Problema 18. Se a, b e ¢ sao lados de um tridngulo, provar que
a’b(a — b) + b*c(b — ¢) + cta(c —a) > 0. (5.5.1)

Determinar quando vale a igualdade.

A IMO 1983 foi realizada na cidade de Paris, Franca [10]. Problema 9 da lista corta,

proposto pela delegacdo dos Estados Unidos e escolhido como P6 da competigao [11].

5.5.1 Resolucao do Problema 18.

Construimos a circunferéncia inscrita d no AABC' e marcamos os pontos de intersecao
A, B e C" de d com os lados BC, C'A e AB, respectivamente. Devido a tangéncia temos
AB'=AC' =2, BA'=BC'=ye CA'=CB' = z. Logo,

a=y+z,
b=z+uz, (5.5.2)
c=r+Yy.

Substituindo (5.5.2) em (5.5.1) segue
(y+2)°(z+a)(y—2) + (z+2) (@ +y)(z —y) + (z+y)*(y +2)(z - 2) 2 0.
Expandindo e simplificando temos
ry® +y2® 4 2 > ayz(y + 2+ 2).

Multiplicando os dois lados pelo ntimero positivo z +z 4y encontramos uma desigualdade

de Cauchy-Schwarz (Proposicao 22):
(2 +y2® + 22%) (2 + 2 +y) > [Vaye(y + 2 + 2)]°.
As duas sequéncias que dao origem a desigualdade anterior sao:
(1T, /%, 2v/7)
(VEEE).
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A igualdade acontece quando as sequéncias sao proporcionais. Isto é,

Como x, y e z sao nlmeros reais positivos existe uma tnica solugao para a igualdade anterior:

x =y =z Logo, a=0b=c. A Figura 5.5.1 mostra uma constru¢ao geométrica.

Figura 5.5.1: Construcao geométrica para o Problema 18. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

5.6 Desigualdade triangular, bases médias e paralelogramo.
P7 SL IMO 1999.

Problema 19. Seja ABC um tridngulo e M um ponto em seu interior. Provar que
min{ MA, MB,MC} + MA+ MB+ MC < AB + BC + CA.

A IMO 1999 foi realizada na cidade de Bucareste, Roménia [10]. Problema 7 da lista

corta, proposto pela delegacdo da Arménia [11].

5.6.1 Resolucao do Problema 19.

Lema 24. Seja M um ponto no interior de uma quadrildtero convero ABCD. Entao vale que
AM + MB < BC+CD + DA.

Demonstracao. A Figura 5.6.1 mostra uma construgao geométrica.
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Figura 5.6.1: Construcao geométrica para o Lema 24. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja N = AM N BC'. Sera usada trés vezes a desigualdade triangular. No AM N B vale
que MB < MN + NB logo

AM +MB < AM+ MN + NB = AN + NB.
No AANC temos AN < NC + C'A. Com isto
AN+ NB < NC+CA+ NB=CA+ BC.
E no ACDA vale que CA < CD + DA. Portanto,
CA+ BC <CD+ DA+ BC.

]

Sejam F, F' e J os pontos médios de BC, AC e AB, respectivamente. Qualquer ponto M
no interior do AABC esta no interior de, por lo menos, dois dos quadrilateros ABEF, BCFJ
e CAJE. Tremos supor, sem perda de generalidade, que M B = min{ M A + M B + MC}. Isto
é, M esta no interior de ABEF e BCFJ.

Aplicando o Lema 24 ao quadrilitero ABEF temos:

AM + MB < BE + EF + FA. (5.6.1)
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E aplicando o Lema 24 ao quadrilatero BC'F'J segue:
BM+ MC <CF+ FJ+ JB. (5.6.2)
Somando (5.6.1) e (5.6.2) encontramos
MB+MA+MB+ MC<BE+FJ+CF+FA+FEF+ JB.

Adicionalmente, devido ao fato de F'J e E'F serem bases médias temos F'J = EC e EF = JB.

Consequentemente,
min{MA, MB,MC}+ MA+ MB+ MC < BC+ CA+ AB.
A Figura 5.6.2 mostra uma construg¢ao geométrica.

Figura 5.6.2: Construcao geométrica para o Problema 19. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

5.7 Desigualdade triangular, lei dos senos e trigonometria.
P1 IMO 2001.

Problema 20. Num tridngulo acutingulo ABC' com circuncentro O e altura AP, /C > /B +

30°. Provar que

LA+ ZLCOP < 90°.

A IMO 2001 foi realizada na cidade de Washington, Estados Unidos [10]. Problema 16 da

lista corta, proposto pela delegagdo da Coreia do Sul e escolhido como P1 da competigao [11].
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5.7.1 Resolucao do Problema 20.

A Figura 5.7.1 mostra uma constru¢ao geométrica.

Figura 5.7.1: Construcao geométrica para o Problema 20. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam ZA=a«, /B=p,/C =~, ZOCP=§ e ZCOP =n. Temos v > [ + 30°. Como
um angulo central ZBOC = 2« é duas vezes o inscrito ZBAC = a e o AOBC' é iso6sceles,
segue que ZOCB = § = 90° — a.

Do enunciado do Problema 20 queremos provar que 1 < J. Pela Proposicao 5.2.1, aplicada
no ACOP, o anterior equivale a demonstrar que PC' < OP. Por sua vez, para verificar que

PC < OP bastara mostrar que
2-PC <OC =R. (5.7.1)

De fato, aplicando a desigualdade triangular no AOCP e multiplicando por 2 podemos

escrever:

2R<2-OP+2-PC.

Usando (5.7.1) temos
9R <2-0OP + R,

R<2-0OP. (5.7.2)

Logo, de (5.7.1) e (5.7.2) segue

2-PC<R<2-OP= PC<OP.
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Devido ao ZC'PA = 90° segue
PC = AC cos(7).

Mas pela lei dos senos no AABC' temos

AC

2h= )

Logo,
PC = 2Rsen() cos(v).

Usando a hipotese v > 8 + 30° e o fato da fungdo cosseno ser decrescente no intervalo entre 0

e 90° encontramos

PC < 2Rsen(p) cos(5 + 30°).

Resta mostrar que
2sen() cos(fB + 30°) <

N | —

De fato, usando as identidades do cosseno e seno da soma de dois angulos temos:
2sen(f3) cos(B + 30°) = 2sen(3)[cos(B) cos(30°) — sen(B)sen(30°)] =
= sen(203) cos(30°) — 2sen?(S)sen(30°).
Somando e restando sen(30°) encontramos
2sen(3) cos(B + 30°) = sen(23) cos(30°) + (1 — 2sen’(3))sen(30°) — sen(30°) =

= sen(25) cos(30°) + cos(2)sen(30°) — sen(30°) =
1

= sen(20 + 30°) — sen(30°) < 7
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