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Resumo
Este é o terceiro livro eletronico do autor dedicado a resolucao de problemas de
olimpiadas internacionais de Matematica. Nos dois anteriores foram discutidos
desafios de Algebra e Planimetria. Nesta oportunidade sdo apresentados outras
vinte questoes de Geometria plana. O texto conta com 50 figuras que facilitam
acompanhar as solugoes. Muitos dos exercicios tem como complemento graficos
interativos no site do Geogebra e videos no YouTube. Sao discutidos assuntos
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poténcia de um ponto e eixo radical, congruéncia e semelhanca de triangulos e
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ser lido e estudado por estudantes de lingua portuguesa (e talvez espanhola) que
se preparam para as fases finais das olimpiadas nacionais ou internacionais e
vestibulares. Se espera também que a presente abordagem sirva de apoio aos
professores do Ensino Médio que se aventuram em topicos mais avancados. Em
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Capitulo 1

Introducao

Em um e-book anterior [I] apresentamos vinte problemas de planimetria. Nesta oportu-
nidade sao discutidos outros 20 desafios de Geometria Plana Euclidiana. O texto conta com 50
figuras que facilitam acompanhar a resolucdao. A maior parte dos desafios tem como comple-
mento os graficos interativos no site do Geogebra e vérios a resolucao em video no YouTube.

Este livro faz parte de um projeto de longo prazo de resolucao de problemas de Olimpiadas
Internacionais de Matemaéticas. Outras publicacoes anteriores sao |2], [3], [4], [5] e [6].

A Geometria é muito ampla. Escolhemos discutir alguns assuntos, mas sem a pretensao
de esgotar o tema. Os problemas aparecem organizados em trés capitulos. Porém, tipicamente
cada desafio usa conhecimentos ligados a mais de uma &rea da Matemética.

Embora tteis e proveitosas, muitas resolucoes apresentadas nos féoruns de problemas de
Olimpiadas nao detalham muitas transicoes, as quais ficam para o leitor. Os autores parecem
supor que todos temos conhecimentos matematicos suficientemente avancados. Adicionalmente,
essas solucoes se encontram frequentemente somente em inglés.

Nossa apresentacao visa que o material possa de fato ser lido e estudado por estudantes
de lingua portuguesa (e talvez espanhola) que se preparam para as fases finais das olimpiadas
nacionais ou internacionais. Esperamos também que a presente abordagem sirva de apoio aos
professores do Ensino Médio que se aventuram em tépicos mais avancados. Em comparacao com
outras solucoes disponiveis, as apresentadas neste texto usam argumentos menos rebuscados e

um ndmero menor de transi¢oes a serem preenchidas pelo leitor.

1.1 Enunciados dos problemas

Problema [1] Seja ABC' um triangulo com ZA = 60°. Os pontos M, N e K estao nos
lados BC, AC' e AB, respectivamente, tal que BK = KM = MN = NC. Se AN = 2AK,

encontrar os valores de /B e ZC.
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Problema 2| Na figura a seguir sabemos que AB = CD e BC = 2AD. Provar que
ZBAD = 30°.

Figura 1.1.1: Tlustracao do problema.

Fonte: O autor.
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Problema [3] Na figura ABC'D é um paralelogramo. Sabemos que ZD = 60°, AD = 2
e AB = /3 +1. O ponto M é o ponto médio de AD. O segmento CK é a bissetriz de C.
Encontrar o angulo BKC'.

Figura 1.1.2: Tlustracao do problema.

Fonte: O autor.

Problema 4] No retangulo ABC' D os pontos M, N, P e () estao no lados AB, BC, CD
e DA, respectivamente, de modo que as areas dos triangulos AQM, BM N, CNP e DPQ sao

iguais. Provar que o quadrilatero M N P(@) ¢ um paralelogramo.
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Problema Existem trés retangulos na figura seguinte. Os comprimentos de alguns

dos segmentos sao mostrados. Achar o comprimento do segmento XY.

Figura 1.1.3: Ilustracao do problema.

Fonte: O autor.

Problema |6l Em um quadrilatero convexo ABC D, as diagonais AC' e BD se encontram
no ponto P. Sabemos que ZDAC = 90° e 2/ADB = ZACB. Se /DBC +2/ADC = 180°
provar que 2AP = BP.

Problema [7| No triangulo retangulo ABC temos ZA = 90° e ZC = 30°. Denotamos por
¢ a circunferéncia que passa por A e é tangente a BC no seu ponto médio. Assumir que c
intersecta AC' e a circunferéncia circunscrita do AABC em N e M, respectivamente. Provar
que MN L BC.

Problema [8 A circunferéncia inscrita no AABC' toca os lados BC, AC' e AB em D,
E e F, respectivamente. Denotar os pés das perpendiculares de ' e F a BC por K e L,
respectivamente. Sejam as segundas interse¢oes destas perpendiculares com o incirculo M e N,

respectivamente. Representando com a letra S a drea mostrar que

S(ABMD) KD

S(ACND) LD’
Problema [9| Os pontos X e Y estdo sobre o arco BC' da circunferéncia circunscrita ao
triangulo ABC' (este arco nao contém A), de tal forma que ZBAX = ZC'AY. Seja M o ponto
médio da corda AX. Mostrar que BM + MC > AY.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica.v.2 Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 69 p. ISBN
978-65-87023-11-3(e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023113.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 14

Problema (10| Duas circunferéncias w;, wo se intersectam nos pontos A e B. Sejam PQ)
uma linha tangente comum aos dois circulos com P € w; e () € wy e um ponto arbitririo
X € wp. A linha AX intersecta ws pela segunda vez em Y. Os pontos Y/ # Y estdao em ws
de tal forma que QY = QY’. A linha Y’B intersecta w; pela segunda vez em X'. Provar que
PX =PX'.

Problema [11] No tridngulo acutangulo ABC, ZA = 45°. Os pontos O, H sao o circun-
centro e o ortocentro de ABC), respectivamente. D é o pé da altura desde B. X é ponto médio
do arco AH da circuncirculo do triangulo ADH que contem D. Provar que DX = DO.

Problema [12] O triangulo ABC' é acutangulo com AC' > AB, de circunferéncia circuns-
crita ¢ e circuncentro O. A linha tangente a ¢ em A intersecta a continuagao de BC' em P. X é
o ponto de OP tal que ZAXP = 90°. Os pontos F € AB e F' € AC sao escolhidos no mesmo
lado de OP e satisfazem que /EXP = ZACX e /FXO = ZABX. Se K, L sao os pontos de
intersegao de EF' com ¢, mostrar que OP ¢ tangente ao circuncirculo d do AKLX.

Problema 13| Em um triangulo ABC temos ZC = ZA+90°. O ponto D na continuagao
de BC é tal que AC' = AD. O ponto F esta no lado de BC' que nao contém A e deve satisfazer
que /ZEBC =/Ae /ZEDC = %AA. Provar que ZCED = ZABC.

Problema E dado um circulo w no plano. Dois circulos com centros Oy, O, estio
contidos em w e sdo tangentes ao mesmo. A corda AB de w é tangente a esses dois circulos
de modo que esses dois circulos estao em lados opostos dessa corda. Provar que Z0,AO, +
Z01B0Oy > 90°.
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Problema (15| Na figura abaixo, os pontos P, A e B pertencem a uma circunferéncia. O
ponto () esta no interior do circulo de tal forma que ZPAQ = 90° e PQ = BQ. Provar que o
valor de ZAQB — ZPQA é igual ao arco AB.

Figura 1.1.4: Tlustracao do problema.

Fonte: O autor.

Problema [16] Num triangulo acutangulo ABC, BH ¢ a altura relativa ao vértice B. D e
E sao pontos médios de AB e AC, respectivamente. O ponto F' é a reflexao de H em relacao
a ED. Provar que a reta BF passa pelo circuncentro do AABC.

Problema [I7] No triangulo ABC, M, N e K sao pontos médios dos lados BC, CA e AB,
respectivamente. Sejam wpg e we semicircunferéncias de diametros AC' e AB, respectivamente,
fora dos triangulos. Supor que M K e M N intersectem we e wp em X e Y, respectivamente. As
tangentes em X e Y a w¢ e wp, respectivamente, se intersectam em Z. Provar que AZ 1 BC.

Problema [18 Sejam w;, ws circunferéncias com centros O; e Oy, respectivamente. A e
B os pontos de intersecao de wy, wy. A reta OB intersecta wy pela segunda vez no ponto C,
e a reta Oy A intersecta w; pela segunda vez no ponto D. Seja X a segunda intersecao de AC
e wy e Y a segunda intersegao de BD com ws. Provar que CX = DY.

Problema (19| Seja ABC um triangulo equiladtero com circuncirculo w e circuncentro O.
Seja P um ponto no arco BC' (o arco em que A nao estd). A reta tangente a w em P intersecta
os prolongamentos de AB e AC em K e L, respectivamente. Mostrar que ZKOL > 90°.

Problema [20) Um triangulo acutangulo ABC' é dado. Uma circunferéncia de diametro
BC intersecta AB, AC em E, F, respectivamente. Seja M o ponto médio de BC' e P o ponto de
intersecdo de AM e EF. X éum ponto no arco menor de FF e Y o segundo ponto de intersecao

de X P com a circunferéncia mencionada anteriormente. Mostrar que /X AY = ZXY M.
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Capitulo 2

Trigonometria e quadrilateros notaveis

2.1 Angulos, triangulos isosceles e equilateros. P2 NE IGO
2015.

Problema 1. Seja ABC um tridngulo com £ZA = 60°. Os pontos M, N e K estao nos lados
BC, AC' e AB, respectivamente, tal que BK = KM = MN = NC. Se AN = 2AK, encontrar
0s valores de /B e ZC.

Problema 2 (Nivel Elemental) da 2 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-

ometry Olympiad) de 2015, proposto por Mahdi Etesami Fard [7].

2.1.1 Resolucao

A Figura mostra uma construgao geométrica inicial do problema.
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Figura 2.1.1: Construgao geométrica inicial do problema. Gréafico interativo no site do Geogebra
em [8].

Fonte: O autor.

Seja P o ponto médio de AN. Como AK = AP e ZKAP = 60° temos que o AKAP ¢
equilatero. Segue que LZAKP = ZAPK =60°e KP = AP = PN. Logo o APKN ¢& isosceles
de base KN. Como ZKPN = 120°, entao ZPKN = /PNK = 30°.

Como MN = NC o ANMC é isosceles de base MC'. Sejam /NCM = /NMC = «. Do
AABC temos ZABC = 180° — 60° — a = 120° — a = ZK BM. Adicionalmente, de KB = KM
o AKBM é isosceles de base BM. Segue que /ZKBM = /KMB = 120° — a.

Notamos que ZKMN = 60°. Como KM = NM o AKMN ¢é equildtero. Logo, KN =
MKe/ZMKN = /ZMNK = 60°. Segue que ZMNA =90° e no AMNC' temos a = 45° = £C.
Finalmente, no AK BM encontramos /BKM =30°e /KMB =/KBM = /B = 75°.

Sejam AK =z e AN = 2z. No AAKN usamos o teorema de Pitagoras para calcular

KN = VAN?2 — AK? = \/3z = KB.

Logo AB = (1 ++/3)z = (1 ++/3)AK. A seguir no AABC utilizamos a lei dos senos:

BC  AB
sen(60°)  sen(45°)’

BC (1++3)AK

V3 V2 ’
2 2
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2  BC
3 1+v3

O resultado anterior permite desenhar com precisao a Figura [2.1.2

AK =

Figura 2.1.2: Guia para a resolucao do problema. Grafico interativo no site do Geogebra em

8.

B M c

Fonte: O autor.
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2.2 'Trigonometria, tridngulos isésceles e retangulos. P3
NE IGO 2015.

Problema 2. Na Figura [2.2.1) a sequir sabemos que AB = CD e BC' = 2AD. Provar que
/ZBAD = 30°.

Figura 2.2.1: Tlustracao do problema.

Fonte: O autor.

Problema 3 (Nivel Elemental) da 2 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2015, proposto por Morteza Saghafian [7].

2.2.1 Resolucao-1

Partindo do ponto D tracamos as perpendiculares a BC' e AB. Sejam os pontos E e F
as intersegoes, respectivamente. Como ZFBFE = 90° o quadrilatero FBED é um retangulo e
FB = DE. No ADCEF temos sen(30°) = % = g—g. Mas por hipétese DC' = AB, logo F' é ponto
médio de AB.

Como DF ¢é altura e mediana o ADAB é is6sceles de base AB. Logo AD = DB e
/DAB = Z/DBA. Adicionalmente, de BC' = 24D segue 25 = 28 = 1 = sen(30°). Isto ¢, o
ABDC é retangulo em D. Concluimos que ZDBC = 60° e ZDBA = ZBAD = 30°.

A Figura mostra a construcao geométrica correspondente a resolu¢ao-1 do problema.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica.v.2 Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 69 p. ISBN
978-65-87023-11-3(e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023113.
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Figura 2.2.2: Construcao geométrica da resolucao-1 do problema. Gréafico interativo no site do
Geogebra em [9)].

60° 8 30°

A €

Fonte: O autor.

2.2.2 Resolucao-2

Partindo do segmento C'D construimos um tridngulo equilatero DC'P tal que ZBCP =
90°. O quadrilatero ABC'P é um retangulo com AB = C'P = DC. Temos ZAPD = ZAPC —
ZDPC =90° — 60° = 30° = ZBCD.

Adicionalmente, AP = BC e PD = CD. Logo por LAL segue AAPD = ABCD.
Consequentemente AD = BD, o ADAB é isosceles de base ABe /DAB = Z/DBA.

Notamos ainda que BC = 24D, segue 28 = 40 — 1 = gen(30°). Isto &, 0 ABDC ¢
retangulo em D. Concluimos que ZDBC = 60° e ZDBA = ZBAD = 30°. A Figura

mostra a construcao geométrica correspondente a resolucao-2 do problema.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica.v.2 Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 69 p. ISBN
978-65-87023-11-3(e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023113.



CAPITULO 2. TRIGONOMETRIA E QUADRILATEROS NOTAVEIS 21

Figura 2.2.3: Construcao geométrica da resolucao-2 do problema. Gréafico interativo no site do
Geogebra em [10].

o H # 2073
> 60°

60°
30°

Fonte: O autor.

Uma solucao em video esta disponivel em [I1].

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
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2.3 Angulos, lei dos cossenos, paralelogramo. P3 NE IGO
2018.

Problema 3. Na Figura ABCD é um paralelogramo. Sabemos que /D = 60°, AD = 2
e AB =34+ 1. O ponto M € o ponto médio de AD. O seqgmento CK € a bissetriz de C'.
Encontrar o dngulo BKC.

Figura 2.3.1: Tlustragcao do problema.

Fonte: O autor.

Problema 3 (Nivel Elemental) da 5 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2018 [12].

2.3.1 Resolucgao-1

A Figura ilustra uma construcao geométrica possivel para auxiliar na interpretacao

do problema.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica.v.2 Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 69 p. ISBN
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Figura 2.3.2: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretagdo. Uma versao dinamica da solugdo esté disponivel em [13].

b 143 ¢

Fonte: O autor.

Como o quadrilatero ABC'D é um paralelogramo e ZADC = 60° temos ZABC = 60°
e /ZBAD = /BCD = 120°. Do segmento C'K ser a bissetriz de ZBCD segue que /BCK =
LKCD = 8 =60°.

O fato de MA =1 e AB = 1 + /3 sugere considerar um ponto X sobre AB tal que
AX = AM =1e XB = /3. A seguir esbocamos o segmento X M. Por construcio, o tridangulo
AMX ¢ isosceles de base M X, logo ZAMX = ZAXM = 30°. O angulo M X B é suplementar
de M XA, logo ZM X B = 150°.

A seguir usaremos a Lei dos Cossenos no triangulo AM X:
MX? = AM? + AX? —2AM - AX - cos(/MAX),

MX? =1+ 1—2cos(120°) = 2 (1 + cos(60°)) = 3.

Segue que MX = /3 e o triangulo M X B ¢é isosceles de base MB. Logo, /XMB =
/ZXBM = 15°. Concluimos que ZKBC = 45° ¢ ZBK(C = o = 75°.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica.v.2 Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 69 p. ISBN
978-65-87023-11-3(e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023113.
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2.3.2 Resolucao-2

A Figura ilustra uma construcao geométrica possivel para auxiliar na interpretacao

do problema.

Figura 2.3.3: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretacao. Uma versao dinamica esta disponivel em [I4].

b 1+V3 ¢

Fonte: O autor.

Como o quadrilatero ABC'D é um paralelogramo e ZADC = 60° temos ZABC = 60°
e /ZBAD = ZBCD = 120°. Do segmento C'K ser a bissetriz de ZBC'D segue que /BCK =
/KCD = =60°.

Marcamos N, ponto médio do segmento BC, e tragcamos N M. Segue que CD || NM || BA
e CD = NM = BA pois NM ¢ base média do paralelogramo ABCD. Seja o ponto F a
intersecao dos segmentos NM e CK. Temos ZCEN = ZECD = 60° por serem alternos
entre paralelas e ZCEN = ZKEM = 60° opostos pelo vértice. Segue que ZENC = 60° e o
triangulo ENC' é equilatero com EN = NC = CE = 1. Adicionalmente M E = /3.

Os angulos ENC' e EN B sao suplementares, logo ZENB = 120°. O triangulo ENB ¢é
isosceles de base EB, segue que /NEB = /NBE =30°e /BEC = Z/BEK = 90°. Usando o
Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo BEC encontramos que BE = /3.

Como o triangulo BEM é isosceles de base BM e /BEM = 150° temos ZEMK =
ZEBK = 15°. No triangulo BK E concluimos que /BKFE = /BK(C = a = 75°. Uma solugao

em video esta disponivel em [15].

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica.v.2 Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 69 p. ISBN
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2.4 Paralelogramos, areas e retangulos. P4 NE I1GO 2015.

Problema 4. No retingulo ABCD os pontos M, N, P e () estao no lados AB, BC, CD e
DA, respectivamente, de modo que as dreas dos tridngulos AQM, BMN, CNP e DP(Q sao

iguais. Provar que o quadrildtero M N PQ) € um paralelogramo.

Problema 4 (Nivel Elemental) da 2 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2015, proposto por Mahdi Etesami Fard [7].

2.4.1 Resolucao

Sejam AB =CD =a, AD = BC =b, AM =z, AQ =z, PC =y e NC = t. Queremos
provar que devemos ter x = y. Suponhamos, por absurdo, e sem perda de generalidade, que
x > y. Logo devemos ter que

a—x<a-—y. (2.4.1)

Da igualdade das areas do triangulos AQM e C'N P segue que

r=yt=>z2<t=b—t<b—z (2.4.2)

Pelas desigualdades (2.4.1)) e (2.4.2) temos:

(a—x)(b—1t) < (a—y)(b— 2).

Mas a desigualdade anterior significa que a area do triangulo BM N ¢é menor que a area
do DPQ. Contradi¢ao. Concluimos que z = y. Analogamente se demonstra que z = t.

Por LAL temos que AAMQ = ACPN e ABMN = ADP(Q. Consequentemente M(Q =
NP e MN = PQ. Como temos dois pares de lados congruentes o quadrilatero M N P(Q é um
paralelogramo. A Figura mostra a construcao geométrica correspondente a resolucao do

problema.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica.v.2 Portal de Livros Abertos da USP,
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Figura 2.4.1: Construgao geométrica da resolugao do problema. Grafico interativo no site do
Geogebra em [16].

Fonte: O autor.

Na construcao geométrica foi usado que somente um dos quatro pontos M, N, P e (@) é

independente. Do calculo da area dos tridangulos AMQ e DP(Q temos:

2= (a—y)(b—2) = (a—a)(b-2),

2 =b(1 - ).

a

Isto é, a area de cada triangulo pode ser escrita como:

Arg(z) = %‘” (11— g).

Pode ser provado que o miximo da area acima acontece quando x = 3.

2.4.2 Generalizacao

A tese do problema continua valendo se o quadrilatero ABC'D é um paralelogramo, nao
necessariamente retangulo. Isto é, sendo iguais as areas dos triangulos AQM, BM N, CNP
e DPQ o quadrilatero M N P@Q ¢ um paralelogramo. A Figura mostra uma construcao

geométrica neste caso.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica.v.2 Portal de Livros Abertos da USP,
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Figura 2.4.2: Construcao geométrica partindo de um paralelogramo. Grafico interativo no site
do Geogebra em [17].

Fonte: O autor.

Na tltima construcao geométrica foi usado que somente um dos quatro pontos M, N, P

e () é independente. Do calculo da area dos triangulos AM@Q e DPQ temos:
zzsen(a) = (a — x)(b — z)sen(180° — ) = (a — x)(b — z)sen(«),

z:b(l—g).

Isto é, a area de cada triangulo pode ser escrita como:

Arp(z) = %I (11— S)sen(a).

Pode ser provado que o maximo da area acima acontece quando z = 3.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica.v.2 Portal de Livros Abertos da USP,
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2.5 Teorema de Pitagoras, triangulos isosceles, completar
a construcao. P1 NI IGO 2018.

Problema 5. Ezistem trés retdngulos na figura sequinte. Os comprimentos de alguns dos

segmentos sao mostrados. Achar o comprimento do segmento XY.

Figura 2.5.1: Ilustracao do problema.

Fonte: O autor.

Problema 1 (Nivel Intermediario) da 5 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian

Geometry Olympiad) de 2018, proposto por Hirad Aalipanah [12].

2.5.1 Resolucao

A Figura ilustra a resolucao.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
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Figura 2.5.2: Guia para a resolugao do problema. Solugdo no site do Geogebra em [I§].

A
|45
45° 2 G 6
N
D \45 ]
X
5
5 [
_ H L
{ v |1
E 3
45°
M 45
0 N, | |1 c

Fonte: O autor.

Pelo hipotese de termos trés retangulos, iniciamos a solugao prolongando uma linha ver-
tical e outra horizontal para formar o tridngulo is6sceles ABC, retangulo em B. Notamos que
AB = BC =10, ZBAC = /BCA = 45° e pelo Teorema de Pitagoras AC' = 10v/2.

Temos ainda que LZADF = /GDX = LZCEM = ZIEH = 45°. Os triangulos AFD e
CME sao isosceles de base AD e EC, respetivamente, com F'D = MFE = 2. Analogamente, os
triangulos DXG e EIH sao isosceles de base DG e HE, respetivamente, com DG =2 e FI = 1.
Usando novamente o Teorema de Pitagoras podemos calcular AD = 22 e CE = 2/2.

Por outro lado, nos triangulos DXG e EIY encontramos DX = 2cos(45°) = V2 e YE =

cos(45°) = \/75 Concluimos que

XY =AC—-AD-DX -CE-YE,

XY:10\/§—2\/_—\/§—2\/_—72,

XY = g\/i

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
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2.6 Triangulos isésceles, semelhanca e congruéncia. P2 NI
IGO 2018.

Problema 6. Em um quadrildtero convero ABCD, as diagonais AC e BD se encontram no
ponto P. Sabemos que ZDAC =90° e 2/ADB = ZACB. Se /DBC+2/ADC = 180° provar
que 2AP = BP.

Problema 2 (Nivel Intermediario) da 5 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian

Geometry Olympiad) de 2018, proposto por Iman Maghsoudi [12].

2.6.1 Resolucao

A Figura [2.6.1] mostra uma constru¢ao geométrica inicial para o problema.

Figura 2.6.1: Uma construgao geométrica inicial. Solucao no site do Geogebra em [19].

vl

Fonte: O autor.

Seja o ponto M intersecao da bissetriz do ZPCB com PB. Como ZADP = /Z/MCP =0
e ZAPD = ZMPC = 90° — 6 por angulo-angulo temos AADP ~ AMCP. Logo ZPMC =
ZPAD = 90°.

Adicionalmente, como MC' é bissetriz e altura o triangulo C' BP é isosceles de base BP.
Segue que BC'= PC, MB= MP e ZCBM = ZCPM = 90° — 6. Por hipo6tese temos

£LDBC +2/ADC = 180°,

90° —0+20+2/PDC = 180°,

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
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0 +2/PDC = 90°. (2.6.1)

No triangulo DMC' temos

6+ LPCD + ZPDC = 90°. (2.6.2)

De (2.6.1)) e (2.6.2) encontramos que

/PCD = /PDC = 0° — 9.

Consequentemente o triangulo PC'D é isosceles de base CD, PD = PC. Por ALA
AADP = AMCP e concluimos que PA = PM e 2AP = BP. Uma solucao em video esta
disponivel em [20]. A Figura ilustra a resolucao.

Figura 2.6.2: Guia para a resolugao do problema. Solugdo no site do Geogebra em [19].

Fonte: O autor.
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Capitulo 3

Angulos na circunferéncia

3.1 Mediana relativa a hipotenusa, angulos inscritos e de
segmento e quadrilateros ciclicos. P1 NE IGO 2014-5.

Problema 7. No triangulo retangulo ABC temos ZA = 90° e ZC = 30°. Denotamos por
¢ a circunferéncia que passa por A e € tangente a BC no seu ponto médio. Assumir que c

intersecta AC' e a circunferéncia circunscrita do ANABC em N e M, respectivamente. Provar
que MN 1 BC.

Problema 1 (Nivel Elemental) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2014-2015, proposto por Mahdi Etesami Fard [21].

3.1.1 Resolucao

A Figura mostra uma construcao geométrica inicial para o problema.
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Figura 3.1.1: Uma construgao geométrica inicial. Soluc¢ao no site do Geogebra em [22].

Fonte: O autor.

Seja K o ponto médio do segmento BC'. Para construir a circunferéncia ¢ acima deve-se
tracar uma perpendicular a BC' passando por K e a mediatriz dos pontos A e K. As duas retas
anteriores se interceptam no ponto O, centro de c¢. A semicircunferéncia d tem centro em K.

Como AK ¢ mediana relativa a hipotenusa no triangulo ABC temos AK = BK = CK.
Logo, o AKAC' ¢ isosceles de base AC e LZKAC = ZKCA = 30°.

Como BC' ¢ tangente a circunferéncia ¢ o angulo NKC' é de segmento e o angulo NAK
¢ inscrito relativo a corda NK. Logo ZNKC = ZNAK = 30°. Adicionalmente, por angulo
externo em N relativo ao triangulo NKC, temos ZANK = /ZNKC + ZACB = 60°. Segue
que ZNKA =90° e o segmento AN é diametro de c.

Como o quadrilatero AK N M é ciclico por construcao, entdo ZKAN = ZKMN = 30° e
LAMK = ZANK = 60°. Por outro lado, o ponto K é o centro da circunferéncia d consequen-
temente KM = KA. Sendo ZKMA = 60°, segue que o AAK M é equilatero e ZAKM = 60°.
Logo ZMKN = 30° e ZMKC = 60°. Conclui-se que AM || BC'e MN L BC.

Pode-se verificar ainda que o AABK ¢é equilatero e o quadrilatero ABK M é um losango.
Uma solugao em video esta disponivel em [23]. A Figura ilustra o problema resolvido.
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Figura 3.1.2: Guia para a resolugao do problema. Solugdo no site do Geogebra em [22].

Fonte: O autor.

3.2 Incirculo, Angulos inscritos e de segmento e semelhanca
de triangulos. P2 NE I1GO 2014-5.

Problema 8. A circunferéncia inscrita no NABC' toca os lados BC, AC' e AB em D, E
e I, respectivamente. Denotar os pés das perpendiculares de F' e E a BC por K e L, res-
pectivamente. Sejam as sequndas intersegoes destas perpendiculares com o incirculo M e N,

respectivamente. Representando com a letra S a drea mostrar que

S(ABMD) KD

S(ACND) LD’

Problema 2 (Nivel Elemental) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2014-2015, proposto por Mahdi Etesami Fard. [21].

3.2.1 Resolucao

A Figura [3.2.1] mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 3.2.1: Uma construgao geométrica inicial. Soluc¢ao no site do Geogebra em [24].

Fonte: O autor.

Para construir a circunferéncia ¢ acima devem-se tracar pelo menos duas bissetrizes in-
ternas do triangulo ABC. Estas se interceptam no ponto I, Incentro. Os segmentos ID, [E e
I F sao raios de c e perpendiculares os lados BC', AC' e AB, respetivamente.

O ABFD ¢ isosceles de base F'D, logo /ZBDF = Z/BFD = 90° — %. Por outro lado, no
ABKF temos ZBFK = 90° — ZB. Segue dos dois resultados anteriores que ZDFM = %AB.

Relativo a corda M D do incirculo encontramos um angulo inscrito igual a um angulo
de segmento: LDFM = ZMDK = %AB. Por angulo-angulo os triangulos M KD e IDB sao

semelhantes. Segue que

MK 1D
KD ~— DB’
MK
ID=DB-——. 3.2.1
D (3:2.1)

Analogamente, o AC'ED é isosceles de base ED, logo /CDE = ZCED = 90° — % Por
outro lado, no ACEL temos ZCEL =90° — ZC. Segue que ZDEN = 3/C.

Relativo a corda ND do incirculo encontramos um angulo inscrito igual a um angulo
de segmento: LDEN = ZNDL = %ZC. Por angulo-angulo os triangulos NLD e IDC' sao

semelhantes. Segue que

NL ID
LD DC’
NL
ID=DC - —. 2.2
C D (3.2.2)
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Das equagoes (3.2.1) e (3.2.2)) temos

MK NL
DB-—— =DC - ==
kD~ PC I

ou
DB-MK KD
DC-NL LD’

Esta ultima equacao é equivalente ao pedido no enunciado do problema. Uma solucao em

video esta disponivel em [25]. A Figura ilustra a construcao geométrica com o problema

resolvido.

Figura 3.2.2: Guia para a resolugao do problema. Solugdo no site do Geogebra em [24].

A

Fonte: O autor.

3.3 Arcos de circunferéncias, desigualdade triangular e cir-
cuncirculo. P5 NE I1GO 2014-5.

Problema 9. Os pontos X e Y estao sobre o arco BC da circunferéncia circunscrita ao
tridngulo ABC' (este arco ndo contém A), de tal forma que ZBAX = ZCAY. Seja M o ponto
médio da corda AX. Mostrar que BM + MC > AY.

Problema 5 (Nivel Elemental) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2014-2015, proposto por Mahan Tajrobekar. [21].
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3.3.1 Resolucao

A Figura mostra a construcao geométrica inicial do problema.

Figura 3.3.1: Construgao geométrica inicial do problema. Solugao no site do Geogebra em [26].

Fonte: O autor.

Como O é o circuncentro do AABC, temos OM 1 AX. Tracamos uma perpendicular a
reta OM passando por B e marcamos o ponto Z como a intersecao desta com o circuncirculo.

Sendo OM | BZ, BZ uma corda e O o centro da circunferéncia, a reta OM ¢é a mediatriz
do segmento BZ. Logo, MZ = M B.

Pela desigualdade triangular aplicada no AMZC temos BM +MC = ZM +MC > CZ.
Vale a igualdade quando os pontos C';, M e Z sao colineares.

Mas BZ || AX, segue que

AZ =BX =CY & ZAC =YCA & CZ = AY.

Consequentemente, BM + MC > AY. Vale a igualdade quando os pontos C, M e Z sao
colineares. A Figura ilustra o problema resolvido.
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Figura 3.3.2: Guia para a resolugao do problema. Solugdo no site do Geogebra em [26].

Fonte: O autor.

Uma solucdo em video esta disponivel em [27].

3.4 Angulos Inscritos e de Segmento. Tangente comum a
duas circunferéncias. P1 NA 1GO 2018.

Problema 10. Duas circunferéncias w, wo se intersectam nos pontos A e B. Sejam P(Q) uma
linha tangente comum aos dois circulos com P € wy e Q) € wy e um ponto arbitrario X € w;.
A linha AX intersecta wo pela sequnda vez em Y. Os pontos Y' #£Y estao em wy de tal forma
que QY = QY. A linha Y'B intersecta wy pela sequnda vez em X'. Provar que PX = PX'.

Problema 1 (Nivel Avancado) da 5 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Geo-
metry Olympiad) de 2018, proposto por Morteza Saghafian [12].

3.4.1 Resolucao

A Figura ilustra uma construcao geométrica inicial para o problema.
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Figura 3.4.1: Uma construgao geométrica inicial. Soluc¢ao no site do Geogebra em [28].

Fonte: O autor.

Os passos para construir o segmento P(Q), tangente comum as duas circunferéncias, podem

ser encontrados em [29]. Temos que
QY = QY' = ZQYY' = ZQY'Y.

De wy segue que ZQYY' = ZY'QP, por serem angulos inscritos e de segmento relativos
a corda QY’. Logo, Y'Y || PQ. Ainda em wy temos £Y'YA = ZY'BA, por enxergarem a
mesma corda Y'A.

Em w; temos ZABX' = ZAXX', por enxergarem a mesma corda AX’. Dos angulos
alternos internos concluimos que XX’ || Y'Y || PQ. Adicionalmente, /PX X' = ZX'PQ, por
serem angulos inscritos e de segmento relativos a corda PX'.

Como X X' || PQ, entao LX'PQ = ZPX'X. conclui-se que o tridngulo PX X’ é isdsceles
de base XX’ e PX = PX'. Resolugao em video em [30]. A Figura ilustra as construcoes

geométricas usadas na solugao do problema.
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Figura 3.4.2: Guia para a resolugao do problema. Solugdo no site do Geogebra em [2§].

Fonte: O autor.

3.5 Angulos na circunferéncia, circuncentro e ortocentro.
P2 NA IGO 2018.

Problema 11. No triangulo acutingulo ABC, ZA = 45°. Os pontos O, H sdo o circuncentro
e o ortocentro de ABC, respectivamente. D € o pé da altura desde B. X € ponto médio do

arco AH da circuncirculo do triangulo ADH que contem D. Provar que DX = DO.

Problema 2 (Nivel Avangado) da 5 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Geo-
metry Olympiad) de 2018, proposto por Fatemeh Sajadi [12].

3.5.1 Resolucao

A Figura [3.5.1] ilustra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 3.5.1: Uma construgao geométrica inicial. Soluc¢ao no site do Geogebra em [31].

Fonte: O autor.

Primeiro notamos que AH é diametro da circunferéncia e, circunscrita ao triangulo ADH
(em amarelo), pois ZADH = 90°. Como ZAXH =90° e XA = XH, por ser ponto médio do
arco AH, concluimos que ZAHX = 45°. Adicionalmente, ZAHX = ZADX por enxergarem a,
mesma corda AX de e.

Temos ZBOC = 2/A = 90°, pois o angulo central da corda BC' é duas vezes o angulo
inscrito. Como O ¢ o circuncentro OA = OB = OC, o triangulo OBC' ¢ is6sceles e ZOBC =
ZOCB = 45°.

Como ZBOC = ZBDC = 90° o quadrilatero BC'DO é ciclico e BC' ¢ um diametro da
circunferéncia f (em azul), circunscrita ao mesmo. Segue que ZOBC + ZODC = 180°. Do
fato dos pontos A, D e C serem colineares temos ZODA+ Z0DC = 180°. Consequentemente,
/ZODA =/0BC =45°e ZODX = 90°.

Juntando ZACH = 42X ¢ AX = X H concluimos que X é o circuncentro do triangulo
ACH e XA = XC. Como O e X equidistam de A e C o segmento OX estd na mediatriz dos
pontos Ae C e AC' L. OX. Sendo I = OX NAC temos que ID é bissetriz e altura no triangulo
OXD. Logo, OXD é isosceles de base OX e DX = DO. A Figura mostra as construcoes

usadas na resolucao.
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Figura 3.5.2: Guia para a resolugao do problema. Solugdo no site do Geogebra em [31].

Fonte: O autor.

3.6 Tangéncia a uma circunferéncia, angulos inscritos e de
segmento, poténcia de um ponto e eixo radical. P8 NA
IGO 2014-5.

Problema 12. O triangulo ABC € acutingulo com AC > AB, de circunferéncia circunscrita
¢ e circuncentro O. A linha tangente a ¢ em A intersecta a continuagao de BC em P. X € o
ponto de OP tal que ZAXP = 90°. Os pontos £ € AB ¢ F' € AC sao escolhidos no mesmo
lado de OP e satisfazem que ZEXP = /ZACX e /ZFXO = ZABX. Se K, L sao os pontos de

intersecao de EF com c, mostrar que OP € tangente ao circuncirculo d do AKLX.
Problema 8 (Nivel Avangado) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Geo-
metry Olympiad) de 2014-2015, proposto por Mahdi Etesami Fard. [21].

3.6.1 Resolucao

A Figura [3.6.1] mostra uma constru¢ao geométrica inicial do problema.
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Figura 3.6.1: Construgao geométrica inicial do problema. Gréafico interativo no site do Geogebra

A
i"‘\

Fonte: O autor.

Sejam M e N na continuacao de XF e X E tal que M, L, X e K e N estejam na mesma
circunferéncia d.

A seguir provaremos que ZAMX = ZACX = ZN X P. Depois que N, A e M sao colinea-
res, logo ZAMX = ZNMX. Em referéncia a corda NX de d o ZNMX é inscrito. No caso de
tangéncia de PX com d o ZNXP é de segmento. Sendo valido que ZNMX = ZNXP estara
demonstrada a tangéncia de PO com d.

O ponto F' esta sobre o eixo radical das circunferéncias ¢ e d. Logo podemos calcular a
poténcia de F' como XF - FM = FL-FK = AF - FC. Segue que o quadrilatero AMCX é
ciclico (circunferéncia e) e ZAMX = LZACX.

Analogamente, o ponto E esté sobre o eixo radical das circunferéncias c e d. Logo podemos
calcular a poténcia de F como XF - EN = FL- FK = AE - EB. Segue que o quadrilatero
ANBX é ciclico (circunferéncia f) e ZANX = ZABX.

Agora provaremos que N, A e M sao colineares. Como ANBX e AMCX sao ciclico
segue

INAM = /NAE + ZA+ /FAM = /EXB+ /ZA+ ZCXF =

=/A+180° - 4ZBXC + LZABX + ZACX =
=/A+180° - £LBXC + £ZBXC — LA = 180°.

Concluimos que ZAMX = /ZNMX e PO é tangente a circunferéncia d em X. A Fi-

gura permite acompanhar a resolucao do problema.
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Figura 3.6.2: Guia para a resolucao do problema. Grafico interativo no site do Geogebra em

[32].

Fonte: O autor.
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Capitulo 4

Quadrilateros Inscritiveis

4.1 Ortocentro, quadrilatero inscritivel e angulos na cir-
cunferéncia. P3 NE IGO 2014-5.

Problema 13. Em um triangulo ABC temos £C = ZA 4+ 90°. O ponto D na continuacao de
BC ¢ tal que AC = AD. O ponto E estd no lado de BC' que ndo contém A e deve satisfazer
que /ZEBC = /A e ZEDC = %ZA. Provar que ZCED = ZABC.

Problema 3 (Nivel Elemental) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-

ometry Olympiad) de 2014-2015, proposto por Morteza Saghafian. [21].

4.1.1 Resolucao

A Figura ilustra uma construcao geométrica inicial para o problema.
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Figura 4.1.1: Uma construgao geométrica inicial. Soluc¢ao no site do Geogebra em [33].

Fonte: O autor.

Para construir o triangulo ABC' usamos um ponto auxiliar F' tal que CF L BC e CF =
FA. Como o ACFA é isoscele de base C'F garantimos satisfazer que /FCA = /FAC =« e
L0 = a+90°.

Seja M o ponto médio C'D. Como o triangulo AC'D é isosceles, entao AM estd na
mediatriz de C'D. Sejam P e ) as interse¢oes de AM com DFE e BE, respectivamente.

Como o ponto P estd na mediatriz de C' e D temos PC=PD e ZPCD = 5.

Pela soma dos angulos internos no triangulo ABC encontramos /B = 90° — 2a. Logo
/EBA+ /CAB=a+ /B + a=90° Seja G = AC N BE. O resultado anterior garante que
o AAGB é retangulo em G.

No AABQ temos que BC' e AC' sao alturas. Isto é, o ponto C' é seu ortocentro. A seguir
construimos a altura que falta. Seja H o pé da altura do ponto @) sobre AB.

Pela soma dos angulos internos no triangulo HQB temos ZHQB = ZCQFE = «. Adicio-
nalmente, do APDC podemos escrever o = %oz + %oz =/PDC+ /ZPCD = ZCPE. Na tltima
passagem foi usado que a medida do angulo externo de um triangulo é a soma dos internos nao
adjacentes.

Pela soma dos angulos internos no triangulo AM B temos que ZCAM = «. Segue do
AHQA que ZHQA = 90° — 2a.

Sendo ZCOPE = ZCQFE o quadrilatero CPQFE é ciclico. Por outro lado, com referéncia
a corda C'P, temos ZCEP = ZCQP. Segue que ZCED = ZABC, como queriamos provar. A
Figura ilustra o problema resolvido.
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Figura 4.1.2: Guia para a resolugao do problema. Solugdo no site do Geogebra em [33)].

Fonte: O autor.

Uma solucdo em video esta disponivel em [34].

4.2 Angulos, quadrilateros inscritiveis, circunferéncias. P4
NE IGO 2018.

Problema 14. E dado um circulo w no plano. Dois circulos com centros O, Oy estao contidos
em w e sao tangentes ao mesmo. A corda AB de w € tangente a esses dois circulos de modo que

esses dois circulos estao em lados opostos dessa corda. Provar que Z01AO5 + £01B0Oy > 90°.
Problema 4 (Nivel Elemental) da 5 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2018 [12].

4.2.1 Resolucao

A Figura [4.2.1] ilustra os passos para a construgao geométrica inicial.
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Figura 4.2.1: Passos para a construgao geométrica inicial. Uma versao dinamica esta disponivel
em [35].

Fonte: O autor.

Iniciamos colocando um ponto X sobre o arco menor AB de w e tragamos o segmento
XO (O ponto O é o centro de w). O centro O; de w; deve estar contido em XO. Como w;
é tangente com w construimos uma perpendicular h a XO passando por X. Chamamos D
ao ponto de intersecao da reta AB com h. A distancia de O; até as retas AB e h deve ser a
mesma. Isso indica tracar a bissetriz 7 do ZX DB e marcar O; na intersecao da mesma com
XO. A circunferéncia ws é construida analogamente.

A Figura auxilia na resolucao do problema.
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Figura 4.2.2: Construgao geométrica para auxiliar na resolugao do problema. Uma versao
dinamica esta disponivel em [36].

Fonte: O autor.

Construimos as tangentes faltando a w; e ws passando por A e B. Seja C' o ponto de
intersecao das tangentes a wy e D de ws.

Queremos demonstrar que Z01AO0y + Z0:B0Oy; > 90°. Como LZCAD = 2/0,A0, e
/CBD = 2/0,B0,, entao é equivale provar que ZCAD + ZCBD > 180°.

Adicionalmente, no quadrilatero AC'BD demonstrar que ZCAD+/CBD > 180° equivale
a provar que ZACB + ZADB < 180°.

Como C' e D estao fora de w, entao LACB < LAXB e ZADB < ZAYB. Isto é,
/ACB+ ZADB < ZAXB+ ZAY B.

O quadrilatero AX BY é ciclico por construcao, logo ZAX B+/AY B = 180° e concluimos
que ZACB + ZADB < 180°. Uma solu¢ao em video esta disponivel em [37].
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4.3 Angulos na circunferéncia, quadrilateros ciclicos, cir-

cuncentro e triangulos is6sceles. P1 NI 1GO 2015.

Problema 15. Na figura abaizo, os pontos P, A e B pertencem a uma circunferéncia. O ponto
Q esta no interior do circulo de tal forma que ZPAQ = 90° e PQ = BQ. Provar que o valor
de ZAQB — ZPQA ¢ igual ao arco AB.

Figura 4.3.1: Ilustracao do problema.

Fonte: O autor.

Problema 1 (Nivel Intermediario) da 2 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian

Geometry Olympiad) de 2015, proposto por Davood Vakili [7].

4.3.1 Resolucao-1

A medida do arco AB é duas vezes o angulo inscrito ZAPB = «. Provar que o valor de
ZAQB — ZPQA é igual AB equivale a demonstrar que ZAQB — /PQA =2/APB = 2a.

Seja M o ponto médio do segmento PB. Como o APQB ¢é isosceles de base PB temos
que PM é mediana e altura. Logo ZPM@) = 90°. Segue que APMQ = ABMQ e ZPQM =
/BQM = 6.

Como ZPAQ = ZPM@ = 90°, entao o quadrilatero PAMGQ é ciclico. Logo ZAPM =
ZAQM = a. Por outra parte temos: ZAQB=a+9de LZAQP =) — a.

/AQB — ZAQP =a +6— (8 — ),

/AQB — ZAQP = 2a = 2/ AQM,
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/AQB — ZAQP =2/ APB.

A Figura mostra uma construgdo geométrica correspondente a Resolugao-1.

Figura 4.3.2: Construcao geométrica da resolucao-1 do problema. Gréafico interativo no site do
Geogebra em [38§].

Fonte: O autor.

4.3.2 Resolucao-2

A medida do arco AB é duas vezes o angulo inscrito ZAPB = «. Provar que o valor de
/AQB — /PQA é igual AB equivale a demonstrar que ZAQB — /PQA = 2/APB = 2a.

Seja o ponto K a reflexdo de P no segmento AQ). Temos ZAQK = ZAQP e PQ = KQ =
BQ. Segue que o ponto ) é o circuncentro do APK B. Sabemos que o angulo central é duas

vezes o angulo inscrito:
2/APB = /KQ@QB = Z/ZAQB — ZAQK = ZAQB — ZAQP.

A Figura [4.3.3] mostra uma construg¢ao geométrica correspondente a Resolugdo-2.
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Figura 4.3.3: Construcao geométrica da resolucao-2 do problema. Gréafico interativo no site do
Geogebra em [39).

Fonte: O autor.

4.4 Quadrilateros ciclicos, circuncentro e mediana num tri-

angulo retangulo. P2 NI IGO 2015.

Problema 16. Num triangulo acutdngulo ABC, BH € a altura relativa ao vértice B. D e E
sao pontos médios de AB e AC, respectivamente. O ponto F € a reflexdo de H em relacdo a

ED. Provar que a reta BF passa pelo circuncentro do NABC.

Problema 2 (Nivel Intermediario) da 2 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian
Geometry Olympiad) de 2015, proposto por Davood Vakili [7].

A Figura mostra uma construcao geométrica inicial para o problema.
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Figura 4.4.1: Uma constru¢ao geométrica inicial.

Fonte: O autor.

4.4.1 Resolucao-1

Seja O o circuncentro do AABC. Como os triangulos OBC, OCA e OAB sao is6sceles
temos ZOBC = Z0CB = a, ZOCA = ZOAC = e ZOAB = ZOBA = ~. Da soma dos
angulos internos no AABC segue que a+ 4+ v =90° e ZOBA =~ = 90° — ZC. Para provar
que a reta BF passa pelo circuncentro do AABC. bastara mostrar que ZFBA = 90° — ZC.

Como D é ponto médio na hipotenusa do triangulo retangulo ABH temos AD = BD =
DH. Da reflexao do ponto H em DFE segue que DH = DF. Consequentemente, o quadrilatero
AHF'B é ciclico e a circunferéncia circunscrita tem centro em D.

Como /FBA+/FHA=/FHE+/FHA = 180° temos /ZFBA = ZFHE. Seja o ponto
G a intersecao de HF e DFE. No triangulo retangulo GHE segue que /GHE = /FHE =
90° — /GEFH =90° — /DFH. Logo /Z/FBA =90°— /DEH.

Como DE é base média no AABC, entdao DE || BC e ZDEH = ZC. Concluimos que
/FBH = 90° — ZC e a reta BF passa pelo circuncentro do AABC. A Figura mostra

uma construgao geométrica correspondente a resolugao-1 do problema.
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Figura 4.4.2: Construcao geométrica da resolucao-1 do problema. Gréafico interativo no site do
Geogebra em [40].

Fonte: O autor.

4.4.2 Resolucao-2

Seja O o circuncentro do AABC. Sabemos da resolugdo anterior que ZOBA = 90° — ZC.
Da soma dos angulos no ABDO concluimos que ZDOB = ZC. Tremos provar que ZDOF =
ZDOB, logo os pontos B, F e O sao colineares.

Como D é ponto médio na hipotenusa do triangulo retangulo ABH temos AD = BD =
DH. Da reflexao segue DH = DF. De ZADO = ZAFEO = 90° o quadrilatero ADOFE ¢ ciclico.

Temos LA =/ZDHA = 180° — ZDHE. Adicionalmente, por LAL segue que ADHG =
ADFG e AEHG = AEFG. Logo /DHE = /DFE, /A = 180° — ZDFE e o quadrilatero
ADFFE também ¢ ciclico.

Como o pentiagono ADFOEF é ciclico, entao o quadrilatero DFOF é inscritivel. Segue que
/C =/DFEA=/DFEF = /ZDOF. Tinhamos visto que ZC' = ZDOB, logo /DOF = Z/DOB
e B, F' e O sao colineares. A Figura mostra uma construcao geométrica correspondente

a resolugao-2 do problema.
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Figura 4.4.3: Construcao geométrica da resolucao-2 do problema. Gréafico interativo no site do
Geogebra em [41].

Fonte: O autor.

4.5 Quadrilateros ciclicos, Angulos na circunferéncia e co-
linearidade. P3 NI IGO 2015.

Problema 17. No triangulo ABC, M, N e K sdo pontos médios dos lados BC, CA e AB,
respectivamente. Sejam wg e we semicircunferéncias de didmetros AC e AB, respectivamente,
fora dos triangulos. Supor que MK e M N intersectem wc e wg em X e Y, respectivamente. As

tangentes em X eY a we e wp, respectivamente, se intersectam em Z. Provar que AZ 1 BC.

Problema 3 (Nivel Intermediario) da 2 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian
Geometry Olympiad) de 2015, proposto por Mahdi Etesami Fard [7].

A Figura mostra uma construcao geométrica inicial para o problema.
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Figura 4.5.1: Uma constru¢ao geométrica inicial.

Fonte: O autor.

4.5.1 Resolucao-1

Seja o ponto H € BC' tal que AH | BC. Como ZBHA = 90° o quadrilatero AXBH é
ciclico (H esta na continuagdo de we). Analogamente, como ZCHA = 90° segue que AYCH
é inscritivel (H também esta na continuacao de wg).

AKMN é um paralelogramo, dessa forma ZAKX = ZANY = /A = ZKMN. Como
o angulo inscrito é metade do angulo central correspondente podemos escrever ZABX =
LACY = 42 Adicionalmente, ZBXA = ZCY A = 90° logo ZXAB = /Y AC = 90° — £2.
Com isto, X, A e Y sao colineares.

Do quadrilatero ciclico AHBX temos ZAHX = ZABX = %. E do quadrilatero inscriti-
vel AHCY segue ZAHY = LACY = %. Logo Z/ZXHY = /ZXMY = /A. Consequentemente
o quadrilatero X HMY é ciclico.

Por hipo6tese temos que LZMXZ = ZMY Z = 90°, por conseguinte, o quadrilatero MY Z X
é ciclico. Portanto, o pentdgono ZX HMY ¢é inscritivel e o quadrilatero ZX HY ¢é ciclico.

Da semicircunferéncia wpg, relativo a corda AY temos a igualdade de um angulo de seg-
mento com um angulo inscrito: LZY A = LZY X = LACY = %. Do quadrilatero ciclico
ZXHY temos ZZHX = LZY X = 42,

Tinhamos visto que ZAHX = %, logo /ZHX = ZAHX. Concluimos que os pontos
Z, A e H sao colineares e AZ 1 BC. A Figura mostra uma construcao geométrica

correspondente a resolucao-1 do problema.
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Figura 4.5.2: Construcao geométrica da resolucao-1 do problema. Gréafico interativo no site do
Geogebra em [42].

Fonte: O autor.

4.5.2 Resolucao-2

Seja o ponto H € BC' tal que AH | BC. Como ZBHA = 90° o quadrilatero AXBH é
ciclico (H esta na continuacio de we). Analogamente, como ZCHA = 90° segue que AYCH
¢ inscritivel (H também esté na continuagio de wg).

Temos que AKM N é um paralelogramo, segue que ZAKX = ZANY = /A= /ZKMN.

Como o angulo inscrito é metade do angulo central correspondente podemos escrever
LABX = LACY = %. Adicionalmente, /BXA = ZCY A = 90° logo LXAB = LY AC =
90° — %4. Com isto, X, A e Y sao colineares.

Da circunferéncia wp, relativo a corda AY, temos a igualdade de um angulo de segmento

com um angulo inscrito: Z/ZY A = ZACY = %. Analogamente, de wc¢, relativo a corda AX,
ZA
7.
Consequentemente, o triangulo ZXY é isésceles de base XY e ZX = ZY. Do anterior a

temos a igualdade de um angulo de segmento com um angulo inscrito: /ZXA = ZABX =

poténcia do ponto Z relativa a wg e we é a mesma. Isto é, Z esta sobre o eixo radical das duas
circunferéncias. Também sabemos que o segmento AH estd sobre o eixo radical. Concluimos
que os pontos Z, A e H sao colineares e AZ 1 BC.

A Figura mostra uma construcao geométrica correspondente a resolucao-2 do pro-

blema.
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Figura 4.5.3: Construcao geométrica da resolucao-2 do problema. Gréafico interativo no site do
Geogebra em [43].

Fonte: O autor.

4.6 Quadrilateros inscritiveis, Semelhanca e Congruéncia.
P3 NI IGO 2018.

Problema 18. Sejam wq, ws circunferéncias com centros Oy e O, respectivamente. A e B os
pontos de intersecao de wy, wy. A reta O1B intersecta wy pela sequnda vez no ponto C, e a
reta OxA intersecta wy pela sequnda vez no ponto D. Seja X a sequnda intersecao de AC e wq

e Y a sequnda intersecao de BD com wy. Provar que CX = DY.

Problema 3 (Nivel Intermediario) da 5 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian

Geometry Olympiad) de 2018, proposto por Alireza Dadgarnia [12].

4.6.1 Resolucao

A Figura [4.6.1] ilustra uma construgao geométrica inicial para o problema.
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Figura 4.6.1: Uma constru¢ao geométrica inicial.

Fonte: O autor.

Lema 1. Seja PQRS um quadrildtero convexo com RQ) = RS, /ZRPQ = ZRPS e PQ) # PS.
Entao PQRS ¢ ciclico.

Demonstracao. A Figura permite acompanhar a prova do lema.

Figura 4.6.2: Guia para a demonstragao do Lema. Solucao no site do Geogebra em [44].

Q

Fonte: O autor.

Suponhamos, por absurdo, que PQRS nao é ciclico e seja P’ # P e P’ € PR tal que
P'QRS é inscritivel. Temos que ZQP'R = ZSP'R pois “enxergam” cordas de igual medida.
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Adicionalmente, ZQPP' = ZSPP’ pois sao suplementares de ZRP(Q = ZRPS, respecti-
vamente. Como PP’ é lado comum segue, por ALA, que AP'PQ = AP'PS. Logo, PQ) = PS.
Contradicao, conclui-se que PQRS é ciclico. O]

A Figura [4.6.3] ilustra a resolugdo do problema.

Figura 4.6.3: Guia para a resolugao do problema. Solugdo no site do Geogebra em [45].

Fonte: O autor.

Por construgao, BXAD ¢ um quadrilatero inscritivel. Segue que /YDA = Z/BDA =
/ZBXC = 180°— ZBX A. Analogamente, BY AC' ¢ um quadrilatero inscritivel. Logo Z/XCB =
LACB = ZAY D = 180° — ZAY B. Por AA temos que AAY D ~ ABCX.

Adicionalmente, O;C' = O3B = O3A, LAO10y = LB0O10y = ZC 0,04 e AO, # CO;.
Pelo Lema (1] o quadrilatero AO;COs é ciclico (circunferéncia ws). Analogamente, /D0,0; =
ZAO;01 = ZBO501 e DOy # BOs. Pelo Lema o quadrilatero BO; DO, é inscritivel (circun-
feréncia wy).

Com foco em ws encontramos Z0;CA = LZ010,A = £Z0:05D e olhando para w, des-
cobrimos que Z010,D = Z0O1BD. Como ZDB0O; = LACB, segue que AC' || DB. Notamos
ainda que o trapézio AY BC' est4 inscrito em ws, logo seus lados nao paralelos sao congruentes:
AY = BC'. Uma demonstra¢ao deste fato esta disponivel em [46]. Agora por ALA temos que
ANAY D = ABCX. Do qual se conclui que CX = DY.
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4.7 Quadrilateros inscritiveis, angulos na circunferéncia e
circuncirculo. P4 NI IGO 2015.

Problema 19. Seja ABC' um tridngulo equildtero com circuncirculo w e circuncentro O. Seja
P um ponto no arco BC' (o arco em que A ndo estd). A reta tangente a w em P intersecta os

prolongamentos de AB e AC em K e L, respectivamente. Mostrar que ZKOL > 90°.

Problema 4 (Nivel Intermediario) da 2 Olimpfada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian
Geometry Olympiad) de 2015, proposto por Iman Maghsoudi [7].

A Figura [4.7.7] mostra uma construcao geométrica inicial para o problema.

Figura 4.7.1: Uma constru¢ao geométrica inicial.

Fonte: O autor.

4.7.1 Resolucao

Sejam M e N os pontos médios de AB e AC, respectivamente. Como /BMC = Z/BNC =
90° o quadrilatero BM NC' é inscritivel.

Adicionalmente, do quadrilatero ciclico ABPC' temos /BPC = 120° > 90°. Conse-
quentemente o ponto P estd no interior do circuncirculo do quadrilatero BM NC'. Portanto
/MPN > /ZMBN = 30°.

Por outra parte, como ZKMO = ZKPO =90°e ZLNO = ZLPO = 90° os quadrilateros
KMOP e LNOP sao ciclicos. Logo ZMKO = ZMPO e ZNLO = ZNPQO. Dessa forma
/AKO + ZALO = ZMPN > 30°.
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Concluimos que ZKOL = LA+ ZAKO + ZALO > 90°. A Figura [4.7.2| mostra uma

construcao geométrica correspondente a resolucao do problema.

Figura 4.7.2: Construcao geométrica da resolucao do problema. Gréfico interativo no site do
Geogebra em [47].

Fonte: O autor.

4.8 Quadrilateros ciclicos, poténcia de um ponto relativo

a uma circunferéncia e semelhanca de tridAngulos. P7
NA IGO 2014-5.

Problema 20. Um triangulo acutingulo ABC' é dado. Uma circunferéncia de diagmetro BC
intersecta AB, AC em E, F, respectivamente. Seja M o ponto médio de BC' e P o ponto de
intersecao de AM e EF. X é um ponto no arco menor de EF eY o sequndo ponto de intersecao

de X P com a circunferéncia mencionada anteriormente. Mostrar que / XAY = /XY M.

Problema 7 (Nivel Avangado) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Geo-
metry Olympiad) de 2014-2015, proposto por Ali Zooelm. [21].

4.8.1 Resolucao

A Figura permite acompanhar a resolucao da primeira parte do problema.
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Figura 4.8.1: Guia para a resolucao da primeira parte do problema. Grafico interativo no site
do Geogebra em [48].

Fonte: O autor.

Temos LBFC = ZBEC = 90°. Sejam L/FCE = a e ZECB = 3. Como BEFC é um
quadrilatero ciclico segue que /FBE = /FCE =ae /ZEFB=/ECB = j3.

Como MF = MB = MC temos ZMFC = ZMCF = a+ e LZFBC = ZCEF =
/MFB=90°—a—f.

Também se encontram os angulos suplementares em E e F. Isto é, ZAEF = a+ [ e
ZAFFE =90° — . Pela soma dos angulos internos no AAFEF segue que ZEAF = 90° — j3.

Chamamos com a letra O ao circuncentro do AAFEF. Isto define os triangulos isosceles
OFF, OFA e OAFE de bases FF', FA e AFE, respetivamente.

Sejam /OFF = /OFFE =z, Z/OFA = ZOAF = ye LZOAF = ZOFA = z. Como
r+y=a+p r+z=90°—-pFey+z = 90°— a, resolvendo o sistema encontramos
/OFF = /0OFFE=z=a, /OFA=/0AE =y=0e ZOAF = ZOFA=2=90°—a— (.
Logo, ZMFO = 90°.

A Figura permite acompanhar a resolucao da segunda parte do problema.
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Figura 4.8.2: Guia para a resolucao da segunda parte do problema. Grafico interativo no site
do Geogebra em [49].

Fonte: O autor.

Suponhamos que o ponto K é a intersecao de AM com o circulo circunscrito (circunfe-
réncia d, em amarelo) ao AAFEF. Vimos que ZMFO = 90°, entdo MF é tangente a d em
F.

A poténcia do ponto M relativa a circunferéncia d pode ser escrita usando a tangente
MF ou a corda KA: MF? = MK -MA. Por outro lado, MY = MF. Logo, MY? = MK - MA.
Como ZAMY = /Y MK e % = %, entaio AMY A~ AMKY e ZYAM = ZKY M.

Adicionalmente, calculamos a poténcia do ponto P de trés formas: AP-PK = PE-PF =
PX - PY. Logo AXKY ¢ ciclico (circunferéncia em verde). Com isto, ZXAK = ZXYK.

Concluimos que ZXAY = ZXY M.
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