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Capitulo 1

Introducao

Este livro faz parte de um projeto de longo prazo de resolucao de problemas de Olimpiadas
Internacionais de Mateméticas. Nossas publica¢oes anteriores sao [1, [2], [3], [4] e [5].

Nesta oportunidade sao apresentados 20 problemas de Geometria Plana Euclidiana. O
texto conta com 37 figuras que facilitam acompanhar a resolucao. Muitos dos desafios tem como
complemento os graficos interativos no site do (Geogebra e a resolucdo em video no YouTube.

A Geometria ¢ muito ampla. Escolhemos discutir alguns assuntos, mas sem a pretensao
de esgotar o tema. Os problemas aparecem organizados em cinco capitulos. Porém, tipicamente
cada desafio usa conhecimentos ligados a mais de uma area da Matematica. Em varias se¢oes
apresentamos primeiro uma introducao aos conhecimentos chaves para a resolucao do problema.

Embora tteis e proveitosas, muitas resolucoes apresentadas nos féoruns de problemas de
Olimpiadas nao detalham muitas transicoes, as quais ficam para o leitor. Os autores parecem
supor que todos temos conhecimentos matematicos suficientemente avancados. Adicionalmente,
essas solucoes se encontram frequentemente somente em inglés.

Nossa apresentacao visa que o material possa de fato ser lido e estudado por estudantes
de lingua portuguesa (e talvez espanhola) que se preparam para as fases finais das olimpiadas
nacionais ou internacionais. Esperamos também que a presente abordagem sirva de apoio aos
professores do Ensino Médio que se aventuram em tépicos mais avancados. Em comparacao com
outras solucoes disponiveis, as apresentadas neste texto usam argumentos menos rebuscados e

um ndmero menor de transi¢oes a serem preenchidas pelo leitor.
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1.1 Enunciados dos problemas

Problema |1} Seja AABC um triangulo. Provar que existe um ponto D no lado AB tal

que C'D é a média geométrica de AD e BD se, e somente se,

o (4) sen (8) < (5.

Problema [2| Sejam A = (1,0) e M; pontos no primeiro quadrante do circulo trigono-
métrico de centro O = (0,0). Considerar os arcos AM; = 61, AMy = 03, AM3 = 03,--- ,
AM, =0, tais que 01 < Oy < 03 < --- < 0,. Provar que

v—1
Z sen (26;) —
i=1

v—1

v—1
sen (6; — 6;11) < g + Z sen (6; + 6;11) .

=1 =1

Problema 3| E possivel colocar 1975 pontos em uma circunferéncia de raio 1 de tal
forma que as distancias entre quaisquer dois pontos (medida pela corda que os conecta) seja
um ndimero racional?

Problema 4] Seja ABC' um tridngulo acutangulo com angulo em A de 60°. Sejam E e

F os pés das alturas por B e C, respectivamente. Provar que
3
CE — BF = §(AC — AB).

Problema 5| Seja ABCDEF um hexdgono convexo com AB = BC = CD, DE =
EF = FAe /BCD = ZEFA = 7/3 (isto ¢, 60°). Sejam G e H dois pontos no interior
do hexagono, tais que os angulos AGB e DHE sao ambos 27/3 (isto é, 120°). Provar que
AG+GB+GH+ DH +HE > CF.

Problema [6| Seja ABCDEF um hexagono convexo tal que AB = BC, CD = DFE,

EF = FA. Provar que
BC DE FA

BE DA T FC

3
> 2
2
Quando acontece a igualdade?
Problema [7] Seja A;A,...A, um poligono convexo com n > 4. Prove que A;A,... A, é
inscritivel por uma circunferéncia se, e somente se, a cada vértice A; pode ser associado um

par de nimeros reais (b, ¢;), j = 1,2,...n, tal que
AZ‘AJ‘ = bjCi — bz‘Cj

para todo i, com 1 <7 < j <n.

Problema [§, Duas circunferéncias tangentes em um plano, com raios 1 e 79, sdo dadas.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 82 p. ISBN
978-65-87023-10-6 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023106.
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Uma reta intercepta as duas circunferéncias em quatro pontos determinando trés segmentos de
igual medida. Encontrar o comprimento dos segmentos em funcao de r; e ro e as condicoes
sobre as quais o problema tem solucao.

Problema [0] Uma circunferéncia w é tangente a duas linhas paralelas [; e ls. Uma
segunda circunferéncia w; é tangente a l; em A e a w externamente em C. Uma terceira
circunferéncia wo é tangente a l, em B, externamente a w em D e a w; externamente em F. Os
segmentos AD e BC' se interceptam no ponto (). Provar que () é o circuncentro do triangulo
CDE.

Problema [I0] Seja ABC um triangulo tal que ZBCA = 90°, e seja Cj o pé da altura
relativa a C'. Seja X um ponto no interior do segmento C'D. Seja K o ponto do segmento AX
tal que BK = BC. Analogamente, seja L o ponto do segmento BX tal que AL = AC. Seja
M o ponto de intersecdo de AL com BK. Provar que MK = ML.

Problema Em um plano existem duas circunferéncias secantes. Seja A um dos pon-
tos de intersecao das duas circunferéncias. Dois pontos comecam a mover-se simultaneamente
com velocidade constante partindo do ponto A, cada ponto seguindo uma das circunferéncias.
Os dois pontos completam no mesmo tempo a volta na sua circunferéncia até o ponto A no-
vamente. Suponha que na circunferéncia da esquerda o movimento é no sentido anti-horario e
na circunferéncia da direita, horario. Provar que existe um ponto P no plano tal que em cada
momento de tempo as distancias do ponto P aos pontos em movimento sao iguais.

Problema|l2] Em um pentagono regular ABCDE, a perpendicular em C' a C'D encontra,
AB em F'. Provar que

AE + AF = BE.

Problema No triangulo ABC, o incirculo, com centro I, toca o lado BC no ponto
D. A linha DI encontra AC' em X. A linha tangente de X com o incirculo (diferente de AC)
intersecta AB em Y. Se YI e BC se intersectam no ponto Z, provar que AB = BZ.

Problema Como mostrado a seguir, os retangulos ABC'D e PQRD tem a mesma
area e lados correspondentes paralelos. Sejam N, M e T pontos médios dos segmentos QR,

PC e AB, respectivamente. Provar que N, M e T sao colineares.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 82 p. ISBN
978-65-87023-10-6 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023106.
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Figura 1.1.1: Tlustracao do problema.

-
o
C

Fonte: O autor.

Problema 15 No quadrilitero ABCD vale que
/DAC = ZCAB = 60°

e AB = BD — AC. As linhas AB e CD se intersectam no ponto E. Provar que ZADB =
2/BEC.
Problema Na Figura os segmentos destacados (em vermelho) tem o mesmo compri-

mento. Determinar todos os dngulos no interior do triangulo ABC'

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 82 p. ISBN
978-65-87023-10-6 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023106.
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Figura 1.1.2: Tlustracao do problema.

Fonte: O autor.

Problema Um soldado tem que detectar minas em um area com a forma de um
triangulo equilatero. O raio do seu detector é igual a metade da altura do triangulo. O soldado
comeca em um vértice do triangulo. Determinar o caminho mais curto que o soldado deve
seguir que garanta que toda a regiao seja checada.

Problema [I8] Seja I' o circuncirculo do triangulo acutangulo ABC. Os pontos D e E
estao sobre os segmentos AB e AC, respectivamente, de modo que AD = AFE. As mediatrizes
de BD e CE intersectam os arcos menores AB e AC de I" nos pontos F' e GG, respectivamente.
Provar que as retas DE e F'G sao paralelas (ou sao a mesma reta).

Problema . No triangulo isosceles ABC (AB = AC), seja | uma linha paralela a BC
que passa por A. Seja D um ponto arbitrario sobre [. Sejam E, F' os pés das perpendiculares
a BD, CD que passam por A, respectivamente. Suponha que P, () sdo as imagens de E, F
sobre [. Provar que

AP+ AQ < AB.

Problema[20] O hexagono convexo A; Ay A3 A4 A5Ag esta contido no interior do hexégono
convexo By By B3 ByBsBg de modo que A1 As || B1Bs, AyAs || BaBs,..., AgA1 || B¢B1. Provar que
as areas dos hexagonos simples A; By A3ByAsBgs e By Ay B3AyBsAg sdo iguais. (Um hexdgono

simples é um hexagono que nao intersecta ele mesmo.)

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 82 p. ISBN
978-65-87023-10-6 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023106.
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Capitulo 2
Trigonometria

Trigonometria (em grego “tplywvo” triangulo mais “uétpo” medida) nasce no estudo do
triangulo retangulo. Seno (Cosseno) de um angulo é definido como a razdo entre o cateto oposto
(adjacente) ao angulo e a hipotenusa. A semelhanca de tridngulos permite relacionar qualquer
triangulo retangulo com outro em um circulo unitario (trigonométrico). Isto leva as definigoes

das funcoes seno e cosseno para o dominio dos niimeros reais [6].

2.1 Trigonometria e Média Geométrica em um triangulo
arbitrario. IMO 1974 P2

Problema 1. Seja AABC um tridngulo. Provar que existe um ponto D no lado AB tal que

CD é a média geométrica de AD e BD se, e somente se,

o (4) sen (8) < (5.

A IMO 1974 foi realizada na cidade de Erforte, na Alemanha [7]. O problema acima foi
proposto por Matti Lehtinen da delegacao da Finlandia [§].

2.1.1 Consideracoes iniciais.

A Figura mostra o caso em que o AABC é retangulo em C'. Sabemos que existem
dois pontos D com a propriedade requerida: D = H esta no pé da altura em relacao ao vértice

C e Dy = O esta no ponto médio do segmento AB. Nos dois casos vale que

CD?

Em outras palavras, C'D ¢ a média geométrica de AD e BD. Para Dy a equagao (2.1.1))
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¢ uma das relacoes métricas do triangulo retangulo, o quadrado da altura relativa ao vértice
com angulo reto é o produto das projecoes ortogonais dos catetos sobre a hipotenusa [9]. Para

Dy vale que CO = AO = BO, a mediana relativa a hipotenusa mede a metade desta [10].

Figura 2.1.1: Em um triangulo retangulo existem dois pontos D com a propriedade requerida:
D, = H estid no pé da altura em relacao ao vértice C' e Dy = O estd no ponto médio do
segmento AB. O ponto O é centro do semicirculo pontilhado.

Fonte: O autor.

2.1.2 Resolucao.

O problema proposto da uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de um
ponto D* com a propriedade referida em um triangulo arbitrario (ndo necessariamente retan-
gulo). No que segue iremos nos referir & Figura

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 82 p. ISBN
978-65-87023-10-6 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023106.
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Figura 2.1.2: Em um triangulo arbitrario o ponto D = D* que satisfaz que C'D* é a média
geométrica de AD* e BD* existe se, e somente se, \/sen (o) sen (8) < sen (). Uma versdo
interativa desta figura pode ser consultada em [11].

Fonte: O autor.

Iniciamos definindo uma funcao do conjunto de todas as posicoes possiveis do ponto D

no lado AB do triangulo arbitrario ABC' para os numeros reais e dada pela equacao

CD?

= - 2.1.2
AD - BD ( )

f(D)
Sejam os angulos A=a,B=3,C= v, ACD = v e BCD = Yo. Temos que v = v + 2.

Aplicando a lei dos senos no triangulo DC'A encontramos:

CD AD

sen (o)  sen ()’

CcD
_ senfa) (2.1.3)
AD  sen(m)
Aplicando a lei dos senos no triangulo DC'B encontramos:
¢CDh  BD
sen (f)  sen(72)’
D
¢h _ sen(B) (2.1.4)
BD  sen(v2)

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 82 p. ISBN
978-65-87023-10-6 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023106.
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Com as equagoes (2.1.3)) e (2.1.4) reescrevemos (2.1.2) como:

_sen (a)sen (3)
f(D)= ey o p— (2.1.5)

Movimentando o ponto D no lado AB do triangulo arbitrario ABC' mudarao v; e ¥ e
consequentemente f (D).

Queremos encontrar o conjunto imagem dessa funcao, o que permitird determinar a con-
digao necessaria e suficiente da existéncia do ponto D* que satisfaz f (D*) = 1. Para isso vamos
procurar uma desigualdade que relacione sen (;) sen (,) com sen (7).

Convém neste ponto lembrar de duas identidades trigonométricas, provadas, por exemplo,
em [12] e [13]:

cos (71 — y2) = cos (71) cos (y2) + sen (1) sen (72) , (2.1.6)

cos (71 + 72) = cos (71) cos (y2) — sen (1) sen (72) - (2.1.7)

Restando (2.1.7) de (2.1.6) encontramos que

[cos (11 — 72) — cos (71 +72)]

DN | —

sen (1) sen (7o) =

sen (1) sen (72) = % [cos (71 —72) — cos (7)].

Como cos (71 — 72) < 1, valendo a igualdade quando 71 = v, = 3, segue que

sen (1) sen () < = [1 —cos ()] . (2.1.8)

N | —

Partindo de (2.1.7) podemos escrever

cos (% + %) = Cos (%) Cos <%> — sen (%) sen (%) ,
cos () = cos <%) — sen” <%) ,

cos (7) = 1 — 2sen® <%> :

1

3 [1 — cos ()] = sen® (%) : (2.1.9)

Substituindo (2.1.9) em (2.1.8)) encontramos

sen (1) sen (73) < sen? (%) . (2.1.10)
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Agora substituindo (2.1.10) em (2.1.5) chegamos a

sen (o) sen (3) ., sen (a) sen (5)

sen (y1)sen (v2) —  sen? (1)

f (D)=

Isto é, a imagem da funcao f nao pode ser menor que o valor minimo dado por

sen () sen (5)

sen? (%)

Por outro lado, como sen () sen (72) tende a zero por valores positivos quando o ponto
D tende ao ponto A (B), temos que a fungao f é ilimitada superiormente. Em outras palavras,
vale que
sen (04)2863 (B) < (D) < .
sen? (1)
Como queremos que o valor f (D*) =1 esteja contido no intervalo acima concluimos que

isto é possivel se, e somente se
sen («) sen (3)
2 (2 =1,
sen (5)

V/sen (o) sen (f) < sen (%) : (2.1.11)

A Figura também permite outra interpretagdo geométrica. Seja E o ponto da

segunda intersec¢ao da reta C'D com a circunferéncia c, de centro O, circunscrita ao AABC. E
seja b a bissetriz do angulo COE.

Pelo Teorema das Cordas o produto das distancias de um ponto as intersecoes da reta
secante com uma circunferéncia é constante [14]. Para o ponto D em relagdo a circunferéncia

¢ seguindo as cordas AB e C'E temos:
AD-BD=CD-ED.

Usando a equacao anterior junto a condi¢ao procurada no problema, AD*- BD* = (C’D*)Q,
encontramos que ED* = C'D*. Isto é, quando C'D é a média geométrica de AD e BD temos
que os comprimentos de ED e C'D sao iguais.

Segue que o ponto D* pertence a intersecao de trés retas: AB, C'E e a bissetriz b. Esta
ultima observagao permite localizar rapidamente em um grafico interativo [11] que podem existir
dois pontos D*(um préximo de A e outro de B, na troca de v, e ¥2).

Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 180° escrevemos v = 180° — a — 3
em (2.1.11)):

sen (a)sen (B) < sen® <90O _— —2|_ B) ,
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sen (a)sen (3) < cos? (#) : (2.1.12)

A Figura mostra um diagrama de fases determinado pela desigualdade (2.1.12]).

Figura 2.1.3: Diagrama de fases determinado pela desigualdade (2.1.12)). Os eixos das abscissas
e das ordenadas correspondem a aos angulos « e 3, respetivamente. A curva “UmaSolucao”, em
verde, segue da igualdade em (2.1.12). Abaixo da curva em verde existem dois pontos D* que
satisfazem as condi¢oes do problema e acima nenhum. Cada ponto nos segmentos de reta f, h
e 1, pontilhado em azul, é um tridngulo isosceles, « = 3, § = v e a = 7, respetivamente. Cada
ponto no segmento de reta g, pontilhado em vermelho, ¢ um triangulo retangulo, a + 8 = 7.

Nenhuma Solugao

UmaSolucéo

Duas Solugdes

0 /4 ™2 3m/4

Fonte: O autor.

Os eixos das abscissas e das ordenadas correspondem a aos angulos « e 3, respetivamente.
A curva “UmaSolucao”, em verde, segue da igualdade em (2.1.12). Neste caso o ponto D* que
satisfaz a condicao do problema somente existe quando v; = 7, = 3. Isto ¢, na interse¢ao da
mediatriz do angulo ~ com o lado AB. Abaixo da curva em verde existem dois pontos D* que
satisfazem as condi¢oes do problema e acima nenhum. Cada ponto nos segmentos de reta f, h
e 1, pontilhado em azul, € um tridngulo isosceles, « = 3, § = v e a = 7, respetivamente. Cada
ponto no segmento de reta g, pontilhado em vermelho, ¢ um triangulo retangulo, a + 8 = 7.
Abaixo do segmento g se encontram os tridangulos obtusingulos e acima os acutangulos. O ponto

E, triangulo isésceles e retangulo, esta na intersecao dos segmentos f, g e a curva “UmaSolucao”.
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2.2 Trigonometria e Soma de Areas. SL da IMO 1975 P12

Problema 2. Sejam A = (1,0) e M; pontos no primeiro quadrante do circulo trigonométrico
de centro O = (0,0). Considerar os arcos AM; = 0y, AMy = 0y, AM3 = 03,--- , AM, = 0,,
tais que 01 < 0y < 03 < --- < B,. Provar que

-1 v—

Z sen 29 Z en (01 — 01‘4_1) < + sen (QZ + 6i+1) . (221)

=1 =1

| N

A IMO 1975 foi realizada na cidade de Burgas, Bulgaria [7]. O problema acima foi
proposto pela delegacio da Grécia [§].

2.2.1 Resolucao.
Inicialmente vamos reescrever (2.2.1)) como

v—1 v—1 r—1

Z sen (26;) — z; sen (0; — 0;11) Z sen (0; + 0;41) < gv

=1

v—1
Z [sen (26;) —sen (0; — 6;41) —sen (6; + 6;11)] <

i=1

(2.2.2)

e

Convém neste ponto lembrar de duas identidades trigonométricas, provadas, por exemplo,
em [12] e [13]:
sen (0 + ) = sen (0) cos (B) + sen () cos (o) , (2.2.3)

sen (§ — 3) = sen (#) cos (B) — sen () cos (a) . (2.2.4)
Quando € = 8 em temos

sen (26) = 2sen (6) cos (0) (2.2.5)

e somando (2.2.3) e (2.2.4) encontramos

sen (6 + 3) +sen (0 — B) = 2sen (6) cos (5) . (2.2.6)
Usando ([2.2.5)) e (2.2.6) podemos reescrever o interior do somatorio em ([2.2.2)):
sen (26;) — sen (6; — 0;41) — sen (0; + ;1) = 2sen (0;) cos (0;) — 2sen (6;) cos (6;+1) ,

sen (26;) —sen (6; — 0;11) — sen (0; + ;1) = 2sen (6;) [cos (0;) — cos (0;41)] -
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Segue que (2.2.2)) se transforma em

Zsen (60;) [cos (6;) — cos (0;41)] < %,
sen (6) [cos (01) — cos (02)] + - - - +sen (0,—1) [cos (0,—1) — cos (6,)] < % (2.2.7)

Existe uma interpretacao geométrica simples para cada um dos somandos da forma
sen (6;) [cos (0;) — cos (0;11)]. A Figura mostra o primeiro quadrante de um circulo trigo-
nométrico (raio=1) e trés pontos genéricos sobre o arco da circunferéncia: M;, M; 1 e M;o.

Lembramos que, por hipo6tese, temos 6; < 6;11 < 0;12.

Figura 2.2.1: Interpretacao geométrica de &rea para cada um dos somandos da forma
sen (6;) [cos (60;) — cos (0;11)]. Uma versao interativa desta figura pode ser encontrada em [15].

1.2
B 16
0.8 !
F - J i+1
06 e
D :... — —— Ml
0.4 :.....' .““‘,-.." “““““““““
0.2
\ el A
Og 02 0.4 06 08 1 12 14
H E

Fonte: O autor.

Sejam os pontos C'; E e H os pés das perpendiculares ao eixo x passando por M;, M, e
M., respetivamente. Sejam os pontos D, F' e I os pés das perpendiculares ao eixo y passando
por M;, M;,1 e M, o, respetivamente. Seja o ponto G a intersecao dos segmentos DM; e EM; 1
e seja o ponto J a intersecao dos segmentos F'M; 1 e HM,; 5.

Notamos que as coordenadas dos pontos M; sao (cos (0;) ,sen (6;)) e os segmentos EC, HE,
M;C e M; 1 E tem comprimentos cos (#;) — cos (6;41), cos (0;11) — cos (0;12), sen (6;) e sen (0;41),
respectivamente. Logo, as areas dos retangulos M;GEC e M, JHE sao sen (0;) (cos (6;) — cos (6;41))
e sen (6;41) (cos (0;41) — cos (0;12)), respetivamente. Como a area da intersecdo entre retangulos

vizinhos é zero, as somas das suas areas é sempre inferior a area de % de circulo unitéario, 7.
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Isto é, vale (2.2.7)) e consequentemente ([2.2.1]).

2.3 Distancia entre Pontos na Semicircunferéncia Trigono-
métrica. SL da IMO 1975 P15

Problema 3. E possivel colocar 1975 pontos em uma circunferéncia de raio 1 de tal forma que
as distancias entre quaisquer dois pontos (medida pela corda que os conecta) seja um nimero

racional?

A IMO 1975 foi realizada na cidade de Burgas, Bulgaria [7]. O problema acima foi

proposto pela delegacdo da antiga Unido Soviética [8].

2.3.1 Consideracoes iniciais.

A Figura mostra os pontos A; e A; em uma semicircunferéncia de raio 1 e centrada
em O = (0,0). O segmento BA; representa a horizontal. Sejam os angulos ZA;,0A; = «; e

ZA;OA; = a;. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a; > a;.

Figura 2.3.1: Distancia entre dois pontos medida por uma corda na semicircunferéncia trigo-
nométrica, que tem raio de medida 1.

Fonte: O autor.

Proposigao 1 (Distancia na circunferéncia trigonométrica). A distdncia entre os pontos A; e

A; pode ser calculada como

d(A;, A;) = 2sen (%) . (2.3.1)
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Demonstracao. As coordenadas dos pontos em um sistema cartesiano sdo A; = (cos (o) ,sen (o))

e A; = (cos (aj),sen(a;)). Logo, a distancia sera

d(A;, Aj) = \/[COS () — cos (a;)]* + [sen (a;) — sen ()]

Desenvolvendo os quadrados e usando a identidade trigonométrica fundamental, cos?(x) +

sen?(x) = 1, encontramos

d(Ai, Aj) = \/5\/1 — cos (o) cos (a;) — sen (o) sen (o). (2.3.2)

No proximo passo usaremos as identidades trigonométricas da mudanca de um produto

de cossenos e senos em somas:

cos (z) cos (y) = cos (x — y) —;— cos (z + y),

sen (z) sen (y) = cos (x — y) ; cos (z + y).

Segue que (2.3.2)) se transforma em

d(AZ,AJ) = \/5\/]_ — COS (Oéj — Oéi).

A partir da identidade do cosseno do angulo duplo, cos (2z) = cos®(z) — sen? (x), encon-

tramos que cos (2z) = 2cos*(xz) — 1 e cos (z) = 2cos*(%) — 1.

Trocando z por o; — «; na tltima igualdade encontramos

d(A;, Aj) = \/5\/2 — 2 cos? (@)

Usando mais uma vez a identidade trigonométrica fundamental

d(A;, Aj) =24 [sen? X% =2 |sen & | .
! 2 2

Como 0 < 5% < 90° temos que sen (%5%) > 0 e d (A;, Aj) = 2sen (25). O

2.3.2 Resolucao.

Assumir que o centro da circunferéncia estd no ponto O = (0, 0) e que os pontos Ay, As, ..., Ajors
sao colocados na semicircunferéncia superior. Denote os angulos por ZA;0A; = «; com
1 <1 <1975, ap =0 e a; < o para todo @ < j.
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De (2.3.1) a distancia A;A; é igual a d (4;, A;) = 2sen (“5**). Usando a identidade para

2
o seno da diferenca sen(z — y) = sen (z) cos (y) — sen (y) cos (z) podemos escrever

(07 %

d(A;, A;) = 2sen (%) oS (%) — 2sen (5) cos <7> : (2.3.3)

671

A distancia serd um namero racional se sen (%) e cos (5) sao racionais para todo 1 <

1 < 1975.

Vamos lembrar de outras duas identidades trigonométricas

2t
sen(2z) = Za;(x)’
tan® (z) + 1
1 — tan®
cos(2zx) = QL@).
tan® (z) + 1

Notamos agora que é possivel introduzir uma mudanca de variaveis. Dado t € QQ existe

x € R tal que sejam vélidas simultaneamente as equagoes a seguir

2t
sen(x) = PR
1—t?
COS(I) = m,

pois —1 < tfjl <le-1< g;ﬁ < 1. Adicionalmente

2t 2+ L2\
2+ 1 2+1)

Logo, existe um nimero infinito de valores de ¢ racionais, e tao pequenos quanto se queira,

para os quais sen () e cos (z) sdo nimeros racionais e por (2.3.3) a distancia entre os pontos

A; e A; serd um ntimero racional.

2.4 Cosseno e Seno de angulos notaveis - Arco Capaz -
Triangulo Acutangulo - P1 NI IGO 2017

Problema 4. Seja ABC um tridngulo acutdngulo com dngulo em A de 60°. Sejam E e F' os

pés das alturas por B e C, respectivamente. Provar que
3
CE — BF = §(AC — AB). (2.4.1)

Problema 1 (Nivel Intermediario) da 4 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian
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Geometry Olympiad) de 2017 [16].

2.4.1 Resolucao
A Figura mostra os passos de uma construcao possivel e ajuda a entender a solucao

do problema.

Figura 2.4.1: Passos de uma construcao possivel para auxiliar na solu¢ao do problema. Versao
interativa em [17].

Fonte: O autor.

Neste caso uma construcao geométrica precisa nao ¢ estritamente necessaria para resolver
o problema, bastaria ter feito um esboco. Porém, aproveitamos a simplicidade da figura para
lembrar da construgao do Arco Capaz [18] e de tridngulos acutangulos [19].

Primeiro, desenhamos um segmento BC' de comprimento arbitrario e construimos um
angulo de 60° com BC' um dos seus lados, vértice C' e a semirreta g, no lado inferior direito.
Segundo, construimos a reta ¢, perpendicular a g e passando por C' e a mediatriz m dos pontos
B e C. A intersecao de m e g determina o ponto O, centro do Arco Capaz superior dos pontos
B e C (linha vermelha tracejada). Terceiro, tragamos as perpendiculares [ e n ao segmento
BC passando por B e C, respetivamente. A intersecdo de [ e n com o Arco Capaz determinam

os pontos D e G. Para o triangulo ABC' ser acutangulo o ponto A deve pertencer (extremos
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excluidos) ao arco menor ¢ com centro em O e que passa por D e G (curva continua em
vermelho). Caso contréario o angulo em B ou C seria maior ou igual a 90°.

Lembramos que cos 60° = %, logo, no triangulo AEB (retangulo em E) podemos escrever:

AE

1
60° = — = —. 2.4.2
Ccos A5 =5 ( )
Analogamente, no tridngulo AFC (retangulo em F') escrevemos:
600 = 2L _ 1 (2.4.3)
cos60° = — = = 5. 4.

A seguir trocamos AE por AC' — CE e AF por AB — BF em (2.4.2) e (2.4.3):

AC-CE 1
AB 2
AB—-BF 1
AC 2

Colocando em evidéncia C'E e BF segue que
1
CE=AC — §AB,

BF = AB — %AC.

Fazendo a diferenca das duas equagdes anteriores concluisse a validade de (2.4.1)). Uma,

solu¢do em video esta disponivel em [20].
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Capitulo 3
Teorema e Desigualdade de Ptolomeu

Claudio Ptolomeu (85-165 d.C., Alexandria, Egito) publicou um tratado “Almagest” de
treze livros em que defendia a teoria geocéntrica do movimento dos planetas, a Lua e o Sol,
que prevaleceu por mais de 1400 anos, até que Nicolaus Copernicus revolucionou a Astronomia,
com o modelo heliocéntrico em 1543 [2I]. No livro I do “Almagest” Ptolomeu enunciou seu
teorema. A partir do qual conseguiu calcular a fun¢do comprimento de corda (analoga a funcdo
seno atual) com intervalo de meio grado e cinco casas decimais de precisao [22]. A formula do
Teorema de Ptolomeu, quando aplicada a um retangulo, se transforma na féormula do Teorema
de Pitagoras.

O Teorema e a Desigualdade de Ptolomeu raramente sao sequer citados para os estu-
dantes de Ensino Médio no Brasil. Porém, seu conhecimento é importante para o sucesso em

Olimpiadas.

3.1 Teorema e Desigualdade de Ptolomeu

3.1.1 Teorema de Ptolomeu

Definicao 1. Um quadrildtero é dito inscritivel quando seus quatro vértices pertencem a uma

mesma circunferéncia.

Teorema 2 (Teorema de Ptolomeu). Em um quadrildtero inscritivel Ay AyA3Ay o produto das
diagonais € igual a soma dos produtos dos lados opostos (Figura . Isto €, vale

AjAs - AgAy = AL Ay - AgAs + A Ay - A Ay (3.1.1)

A forma inversa também € verdadeira. Se (3.1.1) valer, entdo A1 AyA3Ay, é um quadrild-

tero inscritivel.
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Figura 3.1.1: Enunciado do Teorema de Ptolomeu. Para um quadrilatero ser inscritivel o
produto dos comprimento das diagonais (em amarelo) deve ser igual a soma dos produtos dos
lados opostos (azul e vermelho) e vice-versa.

Teorema de Ptolomeu: A1A3 . A2A4 = A1A4 . A2A3 -+ A1A2 . A3A4

Fonte: O autor.

Demonstracao. Demostracao da forma direta do Teorema de Ptolomeu. Suponhamos que
A1 A3 A3 Ay é um quadrilatero inscritivel. Com referéncia a corda A; A, os angulos A1 A4A; =
A1 A3Ay = a enxergam o mesmo arco de circunferéncia. Analogamente, focando na corda A, As
os angulos As AjAs = As A1 A3 = [ enxergam o mesmo arco de circunferéncia. Posicione um

ponto D no interior do segmento A; A3z de tal forma que os angulos AsAs Ay = A1AsD = v
sejam iguais (Figura [3.1.2)).
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Figura 3.1.2: Demostracao da forma direta do Teorema de Ptolomeu. Posicione um ponto D
no interior do segmento A; Az de tal forma que os angulos A3As Ay = A1 As D = v sejam iguais.

Teorema de Ptolomeu: A1 Az - As Ay = A1 Ay - AyAs+ A1 Ay - A3Ay

Fonte: O autor.

Os triangulos Ay AsD e AjA3As sao semelhantes pelo critério angulo-angulo. Segue que

AyAy  AD AD

A Ay A Ay AyAy

(3.1.2)

Os triangulos A3AsD e AyjA3A; sao semelhantes pelo critério angulo-angulo. Note que os

angulos A1 As Ay = A3AsD sdo iguais, pois o angulo DAs A4 é uma parte comum. Segue que

AgAy  AsD AsD

Agdy A ARA

(3.1.3)

Note de ‘) que A1A2'A3A4 = AlD'A2A4 ede ‘) temos A1A4'A2A3 = A3DA2A4

Somando as duas equagoes anteriores
AjAy - AdAs+ A1Ay - AsAy = AsD - Ay Ay + A1D - Ay Ay
A1Ay - AgAg + A1 Ay - A3Ay = (A3D + A1 D) - AyAy

Mas A3D + A1 D = A1 A3, como querfamos provar. O

3.1.2 Desigualdade de Ptolomeu

A desigualdade de Ptolomeu generaliza o resultado anterior.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solugoes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 82 p. ISBN
978-65-87023-10-6 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023106.



CAPITULO 3. TEOREMA E DESIGUALDADE DE PTOLOMEU 30

Teorema 3 (Desigualdade de Ptolomeu). Se ABC'D ¢ um quadrildtero convezo (nao necessa-
riamente inscritivel) o produto das diagonais é menor ou igual a soma dos produtos dos lados

opostos. Isto €, vale

AC-BD < AB-CD + BC - AD. (3.1.4)

Ocorre a iqualdade quando ABCD é um quadrildtero inscritivel, conforme o Teorema de

Ptolomeu.

Demonstracao. A Figura permite acompanhar a explicagao.

Figura 3.1.3: Construcao geométrica para auxiliar na demonstragao da desigualdade de Ptolo-
meu. Versdo interativa em [23].

Fonte: O autor.

Seja ABC'D é um quadrilatero convexo (nio necessariamente inscritivel), com diagonais
AC e BD. Iniciamos construindo o ZADC' sobre o lado AB com vértice em B. No segundo
passo usamos a construcao do Arco Capaz para construir o AABFE de tal forma que ZAEB =
ZACD.

Por construcao, temos que ZACD = ZAEBe ZADC = ZABE. Logo, por angulo-angulo
segue que ANACD ~ ANAEB. Com o qual ganhamos a proporcionalidade dos lados

AE AB _EB

1C-AD-CD (3.1.5)
Da segunda igualdade acima encontramos
AB-CD
EB=—0—. 3.1.6
D (3.1.6)

Por outro lado, temos que Z/ZBAD = ZFEAC. Adicionalmente, da primeira igualdade em
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(B-1.5) segue que
AD  AB

AC ~ AE’

Pelo critério de lados proporcionais e angulo compreendido entre os mesmos congruente

pode-se afirmar que ABAD ~ AFEAC. Segue que ZAEC = ZABD e ZACE = ZADB.
Adicionalmente, além de ganhamos outra proporcionalidade de lados

(3.1.7)

AD  BD
E — E_C. (3.1.8)
De (3.1.8)) segue que
po - A€ BD (3.1.9)
=—1p 1.
A seguir focaremos no triangulo FBC. Usando a desigualdade triangular temos
EC < EB+ BC. (3.1.10)
Substituindo (3.1.9) e (3.1.6) em (3.1.10)) encontramos
AC-BD _AB-CD
< + BC. (3.1.11)

AD — AD
Multiplicando (3.1.11)) por AD concluimos a validez de (3.1.4]).
No caso em que ABC'D é inscritivel vale que

/ZCBA =180° — LZADC = 180° — ZABE.

Logo, ZABE+/ZCBA = 180°. Isto significa que C, B e E sao colineares e vale a igualdade
(Teorema de Ptolomeu) em ({3.1.4). O

Outra demonstracao da desigualdade de Ptolomeu pode ser encontrada, por exemplo, em

[24]. Uma versdo em video esta disponivel em [25].

3.2 Teorema de Ptolomeu, Arco Capaz, Tridngulo Equila-
tero. IMO 1995 P5

Problema 5. Seja ABCDEF um hexdgono convexo com AB= BC =CD, DE = FEF =FA
e /ZBCD = ZEFA = /3 (isto €, 60°). Sejam G e¢ H dois pontos no interior do hexdgono,
tais que os dngulos AGB e DHE sao ambos 27/3 (isto é, 120°). Provar que AG+GB+GH +
DH+ HE > CF.
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A IMO 1995 foi realizada na cidade de Toronto, Canada [7]. O problema acima foi
proposto por A. McNaughton da delegacao da Nova Zelandia e escolhido como o quinto da

competicao [§].

3.2.1 Resolucao

A Figura [3.2.] mostra uma construgao geométrica possivel. Os triangulos BCD e EFA
sdo equilateros pelas hipoteses do problema. Para poder “encaixar” a parte superior (ABCD,
em azul) com a parte inferior (DEF A, em vermelho) a linha BE deve ser a mediatriz dos
pontos A e D. Isto é, os triangulos ABD e AED sao isosceles de base AD. Para localizar as
posi¢oes dos pontos G e H deve ser feita a construgao do Arco Capaz (parte das circunferéncias
¢ e f no interior do hexagono) sobre os segmentos AB e DFE, respectivamente. Os passos para

construc¢ao do Arco Capaz podem ser encontrados em [26].

Figura 3.2.1: Uma construgao geométrica possivel. Os triangulos BC'D e EF A sao equilateros
pelas hipoteses do problema. Os tridngulos ABD e AED sao isosceles de base AD. Para
localizar as posicoes dos pontos G e H deve ser feita a construgdo do Arco Capaz (parte das
circunferéncias ¢ e f no interior do hexagono) sobre os segmentos AB e DE, respectivamente.
Uma versdo interativa desta figura esta disponivel em [27].

C

Fonte: O autor.

Para resolver o problema construimos os pontos C’ e F’, simétricos de C' e F' respeito a
reta BE, respectivamente. Notamos que C'F' = C'F".

Pela simetria em relagao a linha BFE os triangulos ABC” e DEF’ sao equilateros. Segue
que os angulos BC'A e DF'E medem 60°, com o qual os quadrilateros AGBC' e DHEF' sao
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inscritiveis (ZAGB + £ZBC'A =180° ¢ ZDHE + ZEF'D = 180°).

Usando o Teorema de Ptolomeu no quadrilatero inscritivel AGBC’ temos
AG - BC' + BG - AC' = GC' - AB,

AG + BG = GC'. (3.2.1)

Analogamente, usando o Teorema de Ptolomeu no quadrilatero inscritivel DH EF’ temos
HE -DF'+HD-EF' = HF'-DE,

HE+HD = HF'. (3.2.2)

Somando (3.2.1]) e (3.2.2)) encontramos

AG+BG+ HE+ HD =GC' + HF'.
Adicionando GH nos dois lados da equacao anterior temos
AG+BG+GH+HE+HD=GC'+GH+ HF'. (3.2.3)
Pela desigualdade triangular aplicada nos triangulos HGC' e HC'F' segue que
(GC'"+GH)+ HF' > HC'+ HF' > C'F' = CF. (3.2.4)

A igualdade acontece quando os pontos G e H pertencem ao segmento C'F”.

De (3.2.3)) e (3.2.4) encontramos o que queriamos demonstrar

AG+BG+GH+HE+ HD > CF. (3.2.5)

Pela desigualdade de Ptolomeu pode ser eliminada a restricao dos angulos AGB e DHE

serem 120°. Neste caso, os quadrilateros AGBC' e DHEF' nao serdo necessariamente inscri-

tiveis e as igualdades (3.2.1)) e (3.2.2]) serao substituidas por

AG + BG > GC',

HE+ HD > HF'.

Repetindo o raciocinio feito anteriormente a desigualdade (3.2.5)) continuara sendo valida.
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3.3 Desigualdade de Ptolomeu. Desigualdade das médias
aritméticas e harmoénica. IMO 1997 SL P7

Problema 6. Seja ABCDEF um hexdgono convezo tal que AB = BC,CD = DE, EF = FA.

Provar que
BC DE FA

BE+DA+FC’

3
> —.
2
Quando acontece a iqualdade?

A IMO 1997 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina [7]. O problema acima,
foi proposto por Valentina Kirichenko da delegacao da Russia [§].

3.3.1 Resolucao
A Figura mostra uma construcao geométrica possivel. Para facilitar a interpretacao

também foram construidos os segmentos AC =a, CE=be AE = c.

Figura 3.3.1: Uma construcao geométrica possivel. Uma versao interativa desta figura esta
disponivel em [28].

Fonte: O autor.

Iniciamos aplicando a desigualdade de Ptolomeu no quadrilatero ACEF":

AC-EF+FA-CE > AFE - FC.
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Como FA = EF segue que
FA &

—_— > ) 3.1
FC ~a+b (33.1)
Aplicando a desigualdade de Ptolomeu no quadrilatero AEDC' temos
AE-CD+ AC-DE > DA - CE.
Mas CD = DE, logo
DE > b (3.3.2)
DA ~a+c e

Analogamente, aplicando a desigualdade de Ptolomeu no quadrilatero ABC'E segue
AB-CE+ AFE-BC > AC - BE.

Com AB = BC, encontramos

BC a
-_— > ) 3.3.3
BE ~b+c ( )
Somando (3.3.1)), (3.3.2) e (3.3.3) temos
BC n DFE n FA a n b N c
BE DA FC ~b+c a+c a+b
Com isto basta provar que
a b c 3
> —, 3.3.4
b+c+a+c+a+b_2 ( )
Sejam
r=0b+c, (3.3.5)
y=a-+ec, (3.3.6)
z=a+b, (3.3.7)
p=a+b+ec (3.3.8)

Das quatro equacoes anteriores podemos escrever a, b e ¢ como funcao de z, y, z e p:

a=p-—uz, (3.3.9)
b=p-—y, (3.3.10)
c=p—=z. (3.3.11)
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Substituindo (3.3.5), (3.3.6)), (3.3.7), (3.3.9), (3.3.10) e (3.3.11)) em (3.3.4) encontramos

11 1 3
T Yy =z 2

1 1 1 9
PR (3.3.12)
Da soma de (3.3.5), (3.3.6), (3.3.7) temos que o valor 2p pode ser escrito como
p=z+y+=z (3.3.13)
Agora substituindo (3.3.13)) em (3.3.12) e reagrupando chegamos em
M.AA{x,y,z} = ’ +§+ : > 7 n i 1T M.H. {x,y,z}. (3.3.14)
s Ty Tz

Em (3.3.14) reconhecemos a desigualdade (verdadeira) entre as médias aritmética e harmo-
nica do conjunto de valores positivos {z, vy, z}.

A igualdade em (3.3.1)), (3.3.2) e (3.3.3) acontece, pelo Teorema de Ptolomeu, quando
os quadrilateros ACEF, AEDC e ABCE sao inscritiveis. Da igualdade em segue que

a = b= c, isto equivale a que x = y = z (igualdade na desigualdade das médias). Neste caso o

hexagono é regular.

3.4 Coordenadas de poligono inscritivel. SL da IMO 2000
P4

Problema 7. Seja A1 As...A,, um poligono convexo com n > 4. Prove que AiAs...A, € inscri-
tivel por uma circunferéncia se, e somente se, a cada vértice A; pode ser associado um par de

nudmeros reais (bj, c;), j =1,2,..n, tal que
AiAj = bjC,‘ - biCj (341)

para todo i,5 com 1 <1< j <n.

A IMO 2000 foi realizada na cidade Taejon, Coreia do Sul [7]. Problema proposto pela
delegagao da Russia [§].
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3.4.1 Resolucao

Primeiro, suponhamos que a cada vértice A; pode ser associado um par de ntimeros reais
(bj,¢;), 7 =1,2,...n, tal que A;A; = b;jc; — b;c; para todo 4,5 com 1 <i < j <n.
Para provar que o poligono A;A,...A, é inscritivel basta provar que os quadrilateros

A1A3A3A; com 4 < i < n sao inscritiveis. Ou pela forma inversa do Teorema de Ptolomeu que
A1Az - AsA; = A1A; - AyAs + A1 Ay - AsA; (3.4.2)
Note de (3.4.1) que

A1A3 = b301 — b103

AQAZ‘ = b102 — bQCi

A1 A = bicp — big

A2A3 = b3C2 — bQCg

A1 Ay = bacy — bicy

AgAi = b103 - b3CZ‘.

Substituindo-se as 6 equagoes anteriores em (3.4.2))
(bgCl — blcg) . (b1C2 — bQCi) = (bicl — blci) . (bgCQ*bQCg) -+ (bQleblcg) . <b1€3*bgci)

verifica-se a igualdade.
Segundo, suponhamos que A;A,...A, seja inscritivel. Logo, os quadrilateros A;AsA;A;

com 3 <1 < j < n sao inscritiveis. Pela forma direta do Teorema de Ptolomeu vale que

AA; - AgAj = AYA; - Ag A + A1 Ay - A A (3.4.3)
Segue que
AA; = jj; - AgA; — jj; - Ay A, (3.4.4)
Na equacao anterior faca ¢; = 2:2‘; Vi, b; = AsA; Vi > 2 e by = —A 1 As.
AAj=c¢-bj—cj-b (3.4.5)

Isso conclui a prova do exercicio para todo i,j com 1 <i < 75 < n.
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Capitulo 4

Poténcia de um ponto relativo a uma

circunferéncia e Eixo Radical

4.1 Eixo Radical, Equacao Quadratica. SL IMO 1971 P4

Problema 8. Duas circunferéncias tangentes em um plano, com raios r1 e ry, sao dadas. Uma
reta intercepta as duas circunferéncias em quatro pontos determinando trés segmentos de iqual
medida. Encontrar o comprimento dos segmentos em funcdo de r1 € ro € as condigoes sobre as

quais o problema tem solucao.

A IMO 1971 foi realizada nas cidade de Bratislava e Zilina, na Eslovaquia [7]. O problema,

acima foi proposto pela delegacao do Reino Unido [§].

4.1.1 Resolucao

A Figura [4.1.1] ajuda entender a descricao que segue. Resolveremos o problema em um
sistema cartesiano de coordenadas. Para tal colocamos o eixo x passando pelo centro das duas
circunferéncias e o eixo y passando (perpendicularmente ao eixo x) pelo ponto de tangencia, O.
Consideramos que as circunferéncias I'; (azul) e I'y (vermelha), com centro em O; e Oy, tem

raios ri e ro, respectivamente.
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Figura 4.1.1: Uma solu¢ao do problema. Consideramos que as circunferéncias com centro em
A (azul) e B (vermelha) tem raios r e 9, respectivamente.

Fonte: O autor.

Seja p a reta (verde) de equacao
y =ax +b, (4.1.1)

com a e b nameros reais a serem determinados, que intercepta a I'y em F e Fealyem H e
I, respectivamente. GG é o ponto de intersecao de p com o eixo .

Por hipotese temos EF = FH = HI = d. Os pontos A = (24,0), B = (25,0), C =
(xc,0) e D = (zp,0) sdo as projecdes ortogonais dos pontos E, F', H e I sobre o eixo z,

respectivamente. Segue pelo teorema de Tales que
AB=BC=CD =25 —24s=2c—Tp=2p — Ta = d,.

O eixo radical de duas circunferéncias que se tocam em um tunico ponto passa por este
e é perpendicular a linha que une os centros das mesmas. Isto é, o eixo y na figura acima é o
conjunto de pontos com a mesma poténcia em relacao a I'y e I';. Em particular, para o ponto
G podemos escrever
GE-GF =GI-GH.

Sejam u = GF e v = GH segue que

(d+u) -u=(d+wv)-v,
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u+v=d.

Resolvendo o sistema das duas equagoes anteriores se encontra que

O resultado anterior implica que GE = 3GF e GI = 3GH. Usando novamente o teorema

de Tales temos que OA = 30B e OD = 30C' ou
T4 = 3TB,
Tp = 32c.
Por outro lado, a equacao em cartesianas da circunferéncia I'y é
(z + Tl)z +y*=ri,

x? +y® +22r = 0.
A equacao em cartesianas da circunferéncia I's é

(& —ro)* +y* =13,

2 + 9% — 2xry = 0.

Substituindo (4.1.1) em (4.1.4) encontramos que x4 e zp satisfazem

2? + (ax + b)* + 221, = 0,

(14a®)2*+2(ab+r)z+b" =0.

Resolvendo a equacao quadratica anterior encontramos

—(ab+ 1) = (@b + ) — (1 + a?) 2
A= )
1+ a?

—(ab+r1) + y/(ab+r1)* — (1+a?) 12
1+ a2 '

rp =

Segue que

2\/(ab +71)? = (1+a2)b?
1+ a? ‘

dmsz_xA:

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

(4.1.7)

(4.1.8)
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Usando as equacoes (4.1.2), (4.1.6) e (4.1.7) encontramos
ab + :2\/(ab+r1)2— (14 a?) b (4.1.9)
Logo, substituindo (4.1.9) em (4.1.8)) temos
ab+ 1y
d, = 25— 4= . 41.10
BT AT ( )

De forma analoga, substituindo (4.1.1)) em (4.1.5) encontramos que z¢ e zp satisfazem

2? + (azx + b)* — 2ary = 0,

(1+a*)2”+2(ab—rs)z+b* =0.

Resolvendo a equacao quadratica anterior encontramos

rg—ab—\/(ab—r2)2—(1+a2)62
1+a?

To =

Y

ry—ab+y/(ab - r2)? — (1 + a?) 12
N 1+ a? )

TD

Segue que

2y/(ab—r5)* — (1 +a2) 12
14 a? '
Usando as equacoes (4.1.3), (4.1.11) e (4.1.12) encontramos

d, =xp — 20 =

ro — ab = 2\/(ab —19)% — (14 a2) b2.

Logo, substituindo (4.1.14)) em (4.1.13]) temos

p ro9 — ab
s =Tp—Tc = :
(N e
De (4.1.10)) e (4.1.15) segue que
. o — T

ab = .

Notamos também que

rg—i—rl—\/(ab—rg)z—(1+a2)b2—\/(ab+r1)2—(1+a2)b2
14 a? '

dy = xc —Tp =

(4.1.11)

(4.1.12)

(4.1.13)

(4.1.14)

(4.1.15)

(4.1.16)

(4.1.17)
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Agora usando (4.1.15)), (4.1.17) e (4.1.16)) encontramos

2 2
7"1—7'2:T _9 1+ 7o —62— To —T1
2 ! 2 2 ’

p2 = 1Anre IGT% i) (4.1.18)

Elevando ao quadrado (4.1.16|) e usando (4.1.18)) encontramos

s A —m)?

2 2°

a =
14ryry — 1y — 135

(4.1.19)

De (4.1.15)), (4.1.16) e (4.1.19) segue que

i — 4riry —ri — 132
T 6 (7“1 + 7"2)

Adicionalmente, aplicando o teorema de Pitagoras, por exemplo, no triangulo FF'J, temos

d =1+ a%d,. Segue que
g \/14r17"2 —r?—r

12

Como 11, 19, a®, b?, d e d, sdo ntimeros positivos devemos ter 14717y — 172 — 13 > 0, logo

somente existe solucao quando
2
(ri —2)
172

< 12.

Chamando A = :—; a desigualdade anterior pode ser reescrita como
AN —14A+1<0.
A mesma se verifica quando
T—4V/3 <A< T+4V3,

743 <L <74 4V3.
]

4.2 Eixo Radical, Circuncentro. SL IMO 1994 P15

Problema 9. Uma circunferéncia w € tangente a duas linhas paralelas 1 e lo. Uma sequnda
circunferéncia wy € tangente a ly em A e a w externamente em C. Uma terceira circunferéncia
wy € tangente a lo em B, externamente a w em D e a wy externamente em E. Os segmentos

AD e BC se interceptam no ponto Q. Provar que Q € o circuncentro do tridingulo CDE.
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A IMO 1994 foi realizada em Hong Kong, regiao administrativa especial chinesa [7]. O

problema acima foi proposto pela delegagao da Riussia [§].

4.2.1 Resolucao

A Figura ilustra uma construcao geométrica possivel para auxiliar na interpretacao.

Figura 4.2.1: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretagdo. Uma versao interativa das figuras desta segao pode ser consultada em [29].

Fonte: O autor.

Sejam as circunferéncias w, wy e wq de centros O, O e Oy € raios r, | e rq, respectiva-
mente. Sejam os pontos K e L de tangencia de w com [y e [, respectivamente.

A ideia da prova serd mostrar que a reta AD é uma tangente comum as circunferéncias
w e we. Com isto, a reta AD é o eixo radical de w e ws. Analogamente, mostrando que a reta
BC' é uma tangente comum as circunferéncias w e wy, segue que a reta BC' é o eixo radical de
w e wy. Consequentemente, () é o centro radical das trés circunferéncias: w, w; e wy. O centro
radical tem a mesma poténcia em relagdo as trés circunferéncias, logo equidista dos pontos de
tangencia C', D e E.

Iniciamos conetando os centros das circunferéncias e tracando o didmetro K L. Como K
e L sao pontos de tangencia o diametro K L é perpendicular a [; e l5. Determinamos os pontos
H e J como os pés das perpendiculares a KL que passam por O; e Oy, respectivamente. O

ponto I é encontrado na intersecao da reta JOy com uma reta paralela a KL passando por O;

(Figura |4.2.2)).
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Figura 4.2.2: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretagdo. Uma versio interativa das figuras desta se¢ao pode ser consultada em [29].

Fonte: O autor.

Sejam KA = HO; = x e LB = JOy = y. Temos que OOy = 1 + r1, OO0y = 1 + 19,
O10=r1+1r, HO=1r—1r,0J =1r—1r9, Ol =2r —r;y —r9 e O3l =2 —y.

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo Oy HO, retangulo em H, temos
2= (r+ 7’1)2 —(r— T1)2,

x? = drry. (4.2.1)

Analogamente, aplicando o Teorema de Pitédgoras no triangulo OyJO, retangulo em J,
temos
2= (r4r)’ —(r—ry)?,

y* = 4rry. (4.2.2)
E aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo O110s, retangulo em I, temos
(@ —y)" = (r+7r2)" = (2r —r —1r2)”,

2%+ y? — 22y = drry + drry — 477 (4.2.3)

Substituindo (4.2.1) e (4.2.2)) em (4.2.3) encontramos

xy = 2r%
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(4.2.4)

r 2r
roy

A equacgao implica que os tridngulos AKO e K LB sao semelhantes pelo critério
LAL, um par de lados proporcionais e o angulo compreendido entre os mesmos congruente
(LAKO = Z/BLK = 90°). Segue KB é perpendicular a AO, pois AK ¢é paralelo a com BL e
KO paralelo com KL. Seja G = KBN AO, temos Z0GD = 90°.

Seja N € wy tal que NB é diametro. Temos que ZNDB = ZKDL = 90°, logo D =
BK N NL.

Como o triangulo OK D ¢ isosceles de base KD (OK = OD) e OG ¢ altura segue
que OG também ¢é bissetriz do angulo KOD e ZKOG = ZDOG. Os triangulos AKO e
ADO sao congruentes por LAL (AO é comum e KO e DO sao raios de w). Concluimos que
LAKO = ZADO = 90° e a reta AD ¢é tangente a w e ws.

Analogamente, a equacao também implica que os tridngulos AKL e BLO sao
semelhantes pelo critério LAL, um par de lados proporcionais e o angulo compreendido entre
os mesmos congruente (ZAKL = ZBLO = 90°). Segue AL é perpendicular a BO, pois AK é
paralelo a com BL e LK paralelo com LO. Seja P = AL N BO, temos ZOPC = 90°.

Seja R € w; tal que AR é diametro. Temos que LZACR = ZKCL = 90°, logo C =
ALNKR.

Como o triangulo OCL é isosceles de base CL (OL = OC) e OP ¢ altura segue que
OP também é bissetriz do angulo COL e ZCOP = ZLOP. Os triangulos COB e LOB sao
congruentes por LAL (OB é comum e CO e LO sdo raios de w). Concluimos que ZOLB =
ZOCB = 90° e areta BC' é tangente a w e w;. Este problema também estd resolvido na video
aula [30].

4.3 Poténcia de um ponto e eixo radical. P5 IMO 2012.

Problema 10. Seja ABC' um triangulo tal que ZBCA = 90°, e seja Cy o pé da altura relativa
a C. Seja X um ponto no interior do segmento C'D. Seja K o ponto do segmento AX tal que
BK = BC. Analogamente, seja L o ponto do segmento BX tal que AL = AC. Seja M o
ponto de intersecao de AL com BK. Provar que MK = ML.

A IMO 2012 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina [7].

4.3.1 Resolucao

A Figura ajuda entender a descricao que segue.
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Figura 4.3.1: Uma solugao possivel do problema. Gréfico interativo disponivel em [31].

Fonte: O autor.

Seja C'1 a reflexao do ponto C na linha AB, e wy e wy circunferéncias com centros A e
B, que passam por L e K, respectivamente. Devido a AC’ = AC = AL e BC' = BC = BK,
tanto wy; como wy passam por C' e C1. De ZBC'A = 90° temos que AC' é tangente a wy em C, e
BC' é tangente a w; em C. Seja K; # K a segunda intersecao de AX e wy, e Ly # L a segunda
intersecao de BX e wy.

Calculando a poténcia do ponto X com relacao a wy € w; temos:
Pot,,(X)=XK - XK, =XC-XCr=XL-XL; = Poty,,(X). (4.3.1)

Notamos que X é um ponto do eixo radical das circunferéncias w; e wo que passa por C'

e C'. Da equagao (4.3.1) segue que
XK XL

XL XK
O resultado anterior e o fato que LZL; XK = ZK; XL indicam que AL XK ~ AK{XL.
Como consequéncia temos que /K141 X = ZLK; X, o qual leva a que o quadrilatero Ky LK L,

é inscritivel (circunferéncia ws).

A poténcia de A com relacao a wy pode ser calculada de duas formas:

AC? = Pot,,, (A) = AK-AK;.
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Como AC = AL por hip6tese temos que:
AL* = AK-AK, = Pot,, (A).

Isto é, AL é tangente a ws.

Analogamente, a poténcia de B com relacao a w; pode ser calculada de duas formas:
BC? = Pot,, B = BL-BL,.

Como BC = BK por hipbtese temos que:
BK? = BL-BL, = Pot,,B.

Isto é, BK é tangente a ws. Segue que MK e ML sao duas tangentes de M a w3 e
MK = ML. Uma solugao em video esta disponivel em [32].
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Capitulo 5

Congruéncia e Semelhanca de Triangulos

5.1 Congruéncia de tridngulos e duas circunferéncias se-
cantes. IMO 1979 P3

Problema 11. Em um plano existem duas circunferéncias secantes. Seja A um dos pontos de
intersecao das duas circunferéncias. Dois pontos comegcam a mover-se simultaneamente com
velocidade constante partindo do ponto A, cada ponto sequindo uma das circunferéncias. Os
dots pontos completam no mesmo tempo a volta na sua circunferéncia até o ponto A nova-
mente. Suponha que na circunferéncia da esquerda o movimento € no sentido anti-hordrio e
na circunferéncia da direita, hordrio. Provar que existe um ponto P no plano tal que em cada

momento de tempo as distincias do ponto P aos pontos em movimento sao iguais.

A TMO 1979 foi realizada em Londres, Inglaterra [7]. O problema acima foi proposto por
N. Vasilyev e I. F. Sharygin da delegagao da antiga Unido Soviética para IMO de 1979 [§].

5.1.1 Resolucao

Sejam O; e Oy os centros das duas circunferéncias e M (t) e N (t) os pontos em movimento
no instante de tempo t. A Figura ilustra uma construgao geométrica possivel para auxiliar

na interpretacao.



CAPITULO 5. CONGRUENCIA E SEMELHANCA DE TRIANGULOS 49

Figura 5.1.1: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretacao.

MU) A01P02 é um paralelogramo.

Os triangulos O,MP e O,PN sdo congruéntes.

Fonte: O autor.

Considere P o ponto tal que o quadrilatero AO;PO, seja um paralelogramo. Isto &,
PO; = AO;y (em vermelho) e AO; = PO, (em amarelo).

Temos também que NOy = AO; (em vermelho) e AO; = MO; (em amarelo) pois sdo,
respetivamente, raios da mesma circunferéncia. Segue que NOs = PO; (em vermelho) e PO, =
MO; (em amarelo).

Como A0, PO, é um paralelogramo temos que os angulos opostos sao iguais, em particular
AOP = AOyP = «.

Adicionalmente, como os dois pontos, M e N, completam no mesmo tempo a volta na
sua circunferéncia com velocidade instantanea linear constante (embora vy # vy quando os
raios diferem) suas velocidades angulares sao iguais (wy = wy = w) o tempo todo. Isto &, os
angulos AO;M = AO;N = wt (em verde) para todo t.

Segue que os angulos PO M = POy;N = a+wt para todo t. Pelo critério lado-angulo-lado
(LAL) os triangulos PO; M e NOyP sdo congruentes.

Concluisse que PM = NP (em azul) para todo ¢, como queriamos provar. Este problema

também esta resolvido na video aula [33].

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solucdes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 82 p. ISBN
978-65-87023-10-6 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023106.



CAPITULO 5. CONGRUENCIA E SEMELHANCA DE TRIANGULOS 50

5.2 Pentagono regular, razao aurea e semelhanca. P3 N.E.
IGO 2017

Problema 12. Em um pentdgono reqular ABCDE, a perpendicular em C a CD encontra AB

em F. Provar que

AE + AF = BE. (5.2.1)
Problema 3 (Nivel Elementar) da 4 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-

ometry Olympiad) de 2017 [16].

5.2.1 Resolucao
A Figura ilustra uma construcao geométrica possivel para auxiliar na interpretacao

do problema.

Figura 5.2.1: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretacao.

Fonte: O autor.

Seja [ o comprimento dos lados do pentagono regular. Em particular, AE = CD = I.
Tracamos o segmento BE = d, um dos didmetros.

Esbogamos a perpendicular em D a C'D, que encontra AF em G. Temos que o segmento
FG é paralelo aos segmentos C'D e BE pela simetria do pentagono regular. Como o quadrilatero
CDGF & um retangulo temos que F'G = [. Denotamos AF = AG = .

Os tridngulos ABE e AFG sao isosceles de base BE e F'GG, respetivamente, e semelhantes.
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Segue que os lados sao proporcionais:

1+
2

=

=¢=

d 1
[

Sabemos [34] que a razao diametro lado, %, no pentagono regular é igual a razao aurea
maior, ¢ = %5

Com isto, podemos reescrever (5.2.1)) como:

AE + AF = BE,

[+ 2x=d,
et
1
1+ i ?,
*—¢p—1=0.
Nesta ultima equacao quadratica em ¢ a tinica solucao positiva é ¢ = ”2‘/5, 0 que prova

(5.2.1). Uma resolucao em video esta disponivel em [35].

5.3 Circunferéncia inscrita, linha tangente, congruéncia de
triangulos. P1 NA IGO 2017

Problema 13. No tridngulo ABC', o incirculo, com centro I, toca o lado BC' no ponto D.
A linha DI encontra AC em X. A linha tangente de X com o incirculo (diferente de AC)
intersecta AB em Y. Se YI e BC se intersectam no ponto Z, provar que AB = BZ.

Problema 1 (Nivel Avangado) da 4 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Geo-
metry Olympiad) de 2017 [16].

5.3.1 Resolucao

Discutiremos somente o caso em que AC' > AB. A Figura mostra os passos de uma

construcao possivel.
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Figura 5.3.1: Passos de uma construcao possivel para auxiliar na solu¢ao do problema. Versao
interativa em [36].

BA" . /Y 7B

Fonte: O autor.

Se encontra o ponto I, centro da circunferéncia inscrita ¢ no triangulo ABC, na interse¢ao
de pelo menos duas bissetrizes (retas ¢ no vértice B e k em A). Para tracar a semirreta XY é
preciso marcar o ponto médio do segmento X7 (ponto G) e com centro em G e raio GI esbogar
a circunferéncia d. Se destacam os pontos de intersegao entre as circunferéncias ce d (H e F).
A semirreta X H se intersecta com AB no ponto Y. O resto da construcao é feita como descrita
no enunciado do problema.

Os triangulos retangulos X HI e X FI sao congruentes pelo critério cateto (HI = F1I)
hipotenusa (X1, comum). Segue que HX = XF e /ZHX] = /FXI] = /ZCXD = «a. Do
triangulo retangulo X DC' temos a = 90° — ZC.

De forma analoga, os triangulos retangulos YHI e Y EI sao congruentes pelo critério
cateto (HI = EI) hipotenusa (Y I, comum). Segue que HY =Y FEe ZHYI = ZEYI = (. No

quadrilatero BY X D a soma dos angulos internos é ZB + 23 + (90° — ZC') 4+ 90° = 360°. Logo,
LC — /B
F=00"+ —5—
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Do triangulo BY Z temos que £/Y ZB = 180° — /B — 3. Segue que

o /C /B ., ZC /B

LY ZB =90 —ZB—7+7:90 S T
Usando agora o triangulo ABC' temos que LA = 180° — /B — ZC. Logo, LY ZB = %.
Podemos afirmar que os tridngulos AIF e Z1D sao congruentes pelo critério lado-angulo-
angulo oposto (LAAo). De fato, [F = ID, ZIFA=1IDZ =90°e LIAF = ZI1ZD = /Y ZB =

%. Segue que DZ = F A.

Como FA = AE (AAEI = AAFI) temos que DZ = FA. Adicionalmente, BE = BD
pois AEBI = ADBI. Isto conclui a prova no caso AC > AB: AB=AE+FEB=BD+DZ =

BZ. Uma solugio em video esta disponivel em [37].

5.4 Pontos colineares, semelhanca de triAngulos e parale-
logramo. P2 E IGO 2019

Problema 14. Como mostrado na Figura|5.4.1, os retingulos ABC'D e PQRD tem a mesma
drea e lados correspondentes paralelos. Sejam N, M e T pontos médios dos segmentos QR,

PC e AB, respectivamente. Provar que N, M el sao colineares.
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Figura 5.4.1: Versao interativa em [38].
| Q
............... N
AA D .................................
= |
T |
B‘ C

Fonte: Problema 2 (Nivel Elemental) da 6 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian
Geometry Olympiad) de 2019. Proposto por Morteza Saghafian [39].

5.4.1 Resolucao

A Figura ajuda a entender a explicacao a seguir.
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Figura 5.4.2: Uma solugao do problema. Versao interativa em [38].

L/

Fonte: O autor.

Sejam L e L' os pontos de intersecao das retas CR e MN com P(Q), respetivamente.
Iremos mostrar que L = L’ e consequentemente M, N e L sao colineares.

Como PQRD é um retangulo temos que Z/CPL = ZRQL = 90°. Adicionalmente,
ZCLP = ZRLQ é comum aos triangulos CPL e RQL. Por AA segue que ACPL ~ ARQL.

Logo,
CP PL

RQ QL
Também temos que ZMPL = ZNQL' = 90°. Adicionalmente, /ZML'P = Z/NL'Q) &
comum aos triangulos MPL' e NQL'. Por AA segue que AMPL' ~ ANQL'. Logo,

MpP  PL
NQ QL
Sendo N e M pontos médios dos segmentos QR e PC' temos que
cP MP
RQ  NQ’
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Consequentemente,
PL PL

QL QL”

Isto é, mostramos que L = L' e M, N e L sao colineares.

Analogamente, sejam K e K’ os pontos de intersecao das retas PA e MT com CB,
respetivamente. Iremos mostrar que K = K’ e consequentemente K, T' e M sao colineares.

Como ABCD é um retangulo temos que /PCK = ZABK = 90°. Adicionalmente,
/PKC = ZAK B é comum aos triangulos PCK e ABK. Por AA segue que APCK ~ AABK.

Logo,
pPC  CK

AB  BK’
Também temos que /ZMCK' = /TBK' = 90°. Adicionalmente, /MK'C = /TK'B ¢
comum aos triangulos MCK' e TBK'. Por AA segue que AMCK' ~ ATBK'. Logo,

MC CK'
TB  BK'

Sendo T" e M pontos médios dos segmentos AB e PC' temos que

PC  MC

AB TB°
Consequentemente,

CK CK'

BK BK'

Isto é, mostramos que K = K’ e K, T e M sao colineares.

Notamos agora que, como ABCD e PQRD sao retangulos, temos:
BC' || PQ = KC'| PL.

Neste ponto usamos que os retangulos ABC'D e PQRD tem a mesma area:

AD DP
AD-DC =DP-RD = — = —.
¢ RP=1b = be
Juntando a tltima relagdo ao fato ZADP = ZRDC = 90°, temos AADP ~ ARDC.
Segue que
AP || RC = KP || CL.

Logo, PKCL é& um paralelogramo e KL é uma diagonal. Com isto concluimos que os
pontos T', M e N sao colineares, como queriamos provar. Uma solucao em video esta disponivel
em [40)].

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solucdes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 82 p. ISBN
978-65-87023-10-6 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023106.



CAPITULO 5. CONGRUENCIA E SEMELHANCA DE TRIANGULOS 57

5.5 Angulos, quadrilatero e congruéncia de triangulos. P4
E 1GO 2019

Problema 15. No quadrilitero ABC'D wvale que
/DAC = ZCAB = 60°

e AB = BD — AC. As linhas AB e CD se intersectam no ponto E. Provar que ZADB =
2/BEC.

Problema 4 (Nivel Elemental) da 6 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2019. Proposto por Iman Maghsoudi [39].

5.5.1 Resolucao

A Figura ajuda a entender a explicacao a seguir.
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Figura 5.5.1: Uma solugao do problema. Versao interativa em [41].

Fonte: O autor.

A igualdade AB = BD — AC pode ser reescrita como AB + AC = BD. Isto sugere
estender a linha AB e marcar o ponto F' sobre a mesma, com A entre F' e B, de tal forma que
AF = AC. Completamos o desenho da figura acima com o segmento F'D.

Por hipéteses e pela construcao temos que ZDAF = 180° — 60° — 60° = 60°. Como
BF = AB + AF = AB + AC = BD, entao o triangulo BDF' & isosceles de base DF' e
/BDF = /BFD = a.

Os triangulos ADF e ADC sao congruentes pelo critério lado-angulo-lado (AC' = AF,
LDAF = Z/DAC = 60° e AD lado comum). Segue que ZADC = ZADF = e LZACD =
ZAFD = a.
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Queremos provar que 6 = ZADB = 2/BFEC = 2. Primeiro, notamos que a = 8+ § ou
0=a—0.

Segundo, no triangulo ADF usamos que a soma dos angulos internos é 180°. Isto é,
a+ B =180° — 60° = 120°. Logo, a = 120° — 3 e segue que 6 = 120° — 25 = 2 (60° — ().

Terceiro, o angulo DAF é externo em A ao triangulo ADFE. Segue que 4+ v = 60° ou
v = 60° — 3. Concluimos que § = 27, como queriamos provar. Uma solucdo em video esta

disponivel em [42].
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Capitulo 6

Outros

6.1 Triangulos is6sceles, losango e paralelogramo. P2 N.E.

IGO 2017

Problema 16. Na Figura 0s segmentos destacados (em vermelho) tem o mesmo compri-

mento. Determinar todos os dngulos no interior do tridngulo ABC.

Figura 6.1.1: Ilustracao do problema.

Fonte: Problema 2 (Nivel Elemental) da 4 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian
Geometry Olympiad) de 2017 [16].

6.1.1 Resolucao

A Figura ajuda a entender a solugao do problema.
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Figura 6.1.2: Ilustracao da resolucao do problema.

180° — 2«

Fonte: O autor.

Como o triangulo DBE ¢ isosceles de base BE os angulos /DBE = /DEB = «a. O
angulo ZDEF = 180° — «, por ser suplementar com o angulo ZDEB.

O quadrilatero EFGD é um losango (quatro lados de igual medida). Todo losango é um
paralelogramo. Logo, os pares de segmentos DFE e GF e DG e E'F sao paralelos, respetivamente.
Os angulos ZDBE = ZADG = o, ZDEB = ZGFFE =« e LZDEF = ZGFC = 180° — « sao
correspondentes entre paralelas.

Os angulos opostos de um paralelogramo sao congruentes. Segue que ZGFE = ZEDG =
ae /DEF = /ZDGF = 180° — a. Como os triangulos FFCG e GAD sao isosceles de base CG
e AD, respetivamente, temos que ZFCG = ZFGC =p e LZGAD = /GDA = a.

O ZGFE é externo no vértice F' ao triangulo F'CG, logo 28 = a. Como a soma dos
angulos internos em um triangulo é 180° temos também que ZAGD = /BDFE = 180° — 2a..

Por outro lado, o ZAGC = 180°, logo devemos ter ZAGD = 5. Segue que:

«Q
180° — 2a0 = —
«a 5
5Ye"
— = 180°.
2

Concluimos que o = 72°.
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6.2 Desigualdade triangular, triangulo equilatero. IMO
1973 P4

Problema 17. Um soldado tem que detectar minas em um drea com a forma de um tridngulo
equildtero. O raio do seu detector € igual a metade da altura do triagngulo. O soldado comega
em um vértice do tridngulo. Determinar o caminho mais curto que o soldado deve sequir que

garanta que toda a regiao seja checada.

A TMO 1973 foi realizada na cidade de Moscou, capital da Russia [7]. O problema acima,
foi proposto por Dorde Dugosija da delegacao da Iugoslavia [8].

6.2.1 Resolucao

A Figura mostra um triangulo equilatero ABC. M, N e L sao pontos médios dos
lados AB, BC e AC, respetivamente. Os arcos de circunferéncia § e v tem raios iguais a
metade da altura do triAngulo ABC' e estao centrados em C' e B, respetivamente. H é o
ponto de intersegao da altura (LB) em relagao ao vértice B, a base média (M N) e o arco de

circunferéncia 8. M N é paralela com AC' e tangente a f3.

Figura 6.2.1: Tridngulo equilatero ABC. M, N e L sao pontos médios dos lados AB, BC' e
AC, respetivamente. Os arcos de circunferéncia S e v tem raios iguais a metade da altura do
triangulo ABC' e estao centrados em C' e B, respetivamente. H é o ponto de intersecao da
altura (LB) em relagdo ao vértice B, a base média (M N) e o arco de circunferéncia f. M N é
tangente a 5. Uma versao interativa das figuras desta se¢do pode ser consultada em [43].

& g
A M B

Fonte: O autor.
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Supondo que o soldado parta do vértice A ele deve chegar no minimo a um ponto D € 3
para verificar toda a area dentro do triangulo perto do vértice B. Da mesma forma, o soldado
deve alcancar um ponto E € « para verificar toda a area dentro do triangulo perto do vértice
C. Logo, precisamos minimizar a soma dos comprimentos dos segmentos AD e DFE.

Seja [ a medida dos lados do triangulo ABC, usando o Teorema de Pitagoras se prova
que LB = %gl e os raios de [ e 7y sao \/Tgl.

Na Figura|6.2.2| adicionamos os segmentos C'E/, C'D e o ponto J, intersecao de v com C'D.

Figura 6.2.2: A figura anterior adicionamos os segmentos C'E, C'D e o ponto J, interse¢ao de
v com C'D. Uma versao interativa das figuras desta se¢do pode ser consultada em [43].

Fonte: O autor.

Pela desigualdade triangular aplicada no triangulo CDFE temos:
CD < CE+ DE.

Segue que independentemente da posicao do ponto E teremos:
DE >CD - CE,

DE >CD — ?z. (6.2.1)

Fixado D, a igualdade em (/6.2.1) acontece quando o ponto E coincide com o ponto J.
Na Figura adicionamos o ponto C’, reflexao do ponto C' em relagao a semirreta M N.

Notamos que CC’ = LB. Também construimos os segmentos AC" e C'D.

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solucdes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2020. 82 p. ISBN
978-65-87023-10-6 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023106.



CAPITULO 6. OUTROS 64

Figura 6.2.3: A figura anterior adicionamos o ponto C’, reflexdo do ponto C em relagao a
semirreta M N. Notamos que CC’ = LB. Também construimos os segmentos AC" e C'D.
Uma versao interativa das figuras desta se¢do pode ser consultada em [43)].

Fonte: O autor.

Pelo Teorema de Pitagoras no triangulo ACC’, retangulo em C, encontramos que:

\/§ 2
AC = \JAC? 4 (CCry? = ||+ <7z> ,

AC' = \/T?Z'

Agora usaremos a desigualdade triangular no triangulo ADC":
AC" < AD + DC".
Segue que independentemente da posicao do ponto D teremos:
AD > AC' — D',

AD > \/T?Z_DC/'

Sendo o ponto P a intersecao das retas CD e M N (ndo mostrado) segue que CP = PC’,

pois P esta na reta de reflexao.
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Pela desigualdade triangular aplicada no triangulo DPC’ temos que
DC' < DP+ PC'=DP+ PC = DC.

Logo

AD > \/;l — DC' > gz — DC. (6.2.2)

A igualdade em (/6.2.2)) acontece quando o ponto D coincide com o ponto H.

Somando as desigualdades (6.2.1) e (6.2.2)) chegamos a:

AD + DE > (%7 - ?) l. (6.2.3)

Logo, o valor minimo da soma AD+ DFE, igualdade em , acontece quando os pontos
E e D coincidem com os pontos J e H, respectivamente.

Na Figura estd ilustrada a configuracdo que minimiza AD + DFE. Além disso,
sao mostrados dois instantes de tempo, quando o soldado esta em K; € AD = AH e em
Ky, € DE = HJ, e as areas de cobertura, circulos de raio */Tgl, do detector de minas em cada
caso. Seguindo o caminho indicado o soldado consegue verificar todo o interior e fronteira do

triangulo ABC' no menor tempo possivel.
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Figura 6.2.4: Configuracdo que minimiza AD + DFE. Além disso, s@o mostrados dois instantes
de tempo, quando o soldado estd em Ky € AD = AH e em Ky, € DE = HJ, e as areas de
cobertura, circulos de raio ‘/Tgl, do detector de minas em cada caso. Uma versao interativa das
figuras desta se¢ao pode ser consultada em [43].

Fonte: O autor.

6.3 Segmentos paralelos e Angulo excéntrico interior. IMO
2018 P1

Problema 18. Seja I' o circuncirculo do triangulo acutangulo ABC. Os pontos D e E estao
sobre os segmentos AB e AC, respectivamente, de modo que AD = AE. As mediatrizes de
BD e CFE intersectam os arcos menores AB e AC de T" nos pontos F' e G, respectivamente.

Provar que as retas DE e FG sao paralelas (ou sio a mesma reta).

A IMO 2018 foi realizada na cidade de Cluj-Napoca, Romania. O problema acima foi
proposto pela delegacao da Greécia [7].

6.3.1 Resolucao

A Figura ilustra uma construcao geométrica possivel para auxiliar na interpretacao
do problema. O ponto O é o circuncentro do triangulo ABC e os pontos H e [ as intersecoes

de BD e CE com suas mediatrizes.
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Figura 6.3.1: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretagdo. Uma versao interativa desta figura pode ser consultada em [44].

Fonte: O autor.

Tracamos uma bissetriz ao angulo BAC' e identificamos com as letras J, () e P as inter-
secoes desta com os segmentos DE, FG e a circunferéncia I'. Como AD = AFE o triangulo
ADE é isosceles de base DE, DJ = JFE e a bissetriz AJ também é altura, logo o angulo AJD
é de 90°. Para mostrar que os segmentos DFE e F'GG sao paralelos bastara provar que o angulo
AQF é de 90°. Notamos também que a bissetriz AP do angulo BAC' divide ao arco menor de
BAC' nos arcos menores de BAP e PAC de igual medida e BP = PC' (Figura[6.3.2).
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Figura 6.3.2: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretagdo. Uma versao interativa desta figura pode ser consultada em [44].

Fonte: O autor.

Tracamos a semirreta F'D que intercepta a circunferéncia I' no ponto K e o segmento F'B.
O triangulo F'DB é is6sceles pois F'H ¢ mediatriz de BD. Logo, os angulos F'BD ¢ FDB sao
congruentes. Os angulos AKF e ABF sao congruentes por serem inscritos na circunferéncia
I' e ambos enxergarem o arco menor de AF. Os angulos FDB e ADK sao congruentes por

serem opostos pelo vértice. Segue que o triangulo AK D é isosceles de base DK (Figura (6.3.3)).
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Figura 6.3.3: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretagdo. Uma versao interativa desta figura pode ser consultada em [44].

Fonte: O autor.

Analogamente, tracamos a semirreta GFE que intercepta a circunferéncia I' no ponto L e
o segmento C'G. O triangulo GEC ¢ isosceles pois GI é mediatriz de EC. Logo, os angulos
GCFE e GEC sao congruentes. Os angulos ALG e ACG sao congruentes por serem inscritos
na circunferéncia I' e ambos enxergarem o arco menor de AG. Os angulos GEC e AEL sao

congruentes por serem opostos pelo vértice. Segue que o triangulo AE L é isosceles de base E'L

(Figura [6.3.4]).
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Figura 6.3.4: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretagdo. Uma versao interativa desta figura pode ser consultada em [44].

Fonte: O autor.

Como o angulo F'BA é inscrito na circunferéncia I" ele é metade do angulo central indicado

pela soma dos arcos menores de F'IL e LA:

/FBA = FL+LA. (6.3.1)

Como o angulo F'DB é excéntrico interior ele é metade da soma dos arcos menores de
BF e AK: _ .
BF + AK

/FDB = (6.3.2)

Como os angulos FBD e FDB e os arcos menores de AK ¢ LA (pois AK = LA) sao
congruentes segue de (6.3.1) e (6.3.2) que os arcos menores de BF e FL sao congruentes e
BF = FL.

Analogamente, como o angulo ACG ¢ inscrito na circunferéncia I' ele ¢ metade do angulo

central indicado pela soma dos arcos menores de AK e KG:

AK + K
LACG = %G (6.3.3)

Como o angulo GEC' é excéntrico interior ele ¢ metade da soma dos arcos menores de AL
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AL+ CG
£GEC =222 (6.3.4)
Como os angulos ACG e GEC e os arcos menores de AK e AL (pois AK = AL) sao
congruentes segue de (6.3.3)) e (6.3.4) que os arcos menores de KG e GC sdo congruentes e
KG =GC.

Notamos agora que o angulo AQF é excéntrico interior logo:

AAQF:AF;LPG:ALJFLFJ; C + G_

Como AL = AK, LF = FB, PC = PB e CG = GK temos que AL = KL [F = LB,

PAC' = BTC e C’AG = CTK Segue que

KL+LB+BC+CK _ 360°

/AQF = y :

= 90°.

A Figura incorpora todos os detalhes apresentados.

Figura 6.3.5: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretagdo. Uma versao interativa desta figura pode ser consultada em [44].

Fonte: O autor.

Este problema também é discutido em duas video aulas [45], [46].
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6.4 Reflexao, quadrilatero inscritivel, projecao. P4 N.I.
IGO 2017

Problema 19. No tridngulo isdsceles ABC (AB = AC), seja | uma linha paralela a BC' que
passa por A. Seja D um ponto arbitrdrio sobre . Sejam E, F os pés das perpendiculares a
BD, CD que passam por A, respectivamente. Suponha que P, ) sdo as imagens de E, F' sobre

[. Provar que
AP+ AQ < AB.

Problema 4 (Nivel Intermediario) da 4 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian

Geometry Olympiad) de 2017 [16].

6.4.1 Resolucao

A Figura ilustra uma construgao geométrica possivel para auxiliar na interpretagao

do problema.

Figura 6.4.1: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretacdo. Uma versao dinamica esta disponivel em [47].

ge

Fonte: O autor.

A reta m é mediatriz dos pontos B e C. O ponto A pertence a m, o que garante que o
triangulo ABC' é isbsceles como descrito no enunciado.
Devemos comparar a soma dos segmentos AP e A(Q) com o segmento AB. Primeiro, a

ideia serd mostrar que o ponto @)’ é a reflexdo do ponto ) em relacdo a mediatriz m. Isto é,
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AP + AQ = PQ’ e bastara provar que PQ’' < AB.

Seja D’ a reflexao do ponto D em relacao a mediatriz m. Temos que DA = D'A e
DC = D’'B. Tracamos a semirreta BD’ e construimos uma perpendicular a esta que passe por
A, chamando F’ & intersecdo. A seguir construimos o ponto () projecao do ponto F’ sobre a
reta [.

Os triangulos DAC e D'AB sao congruentes pelo critério LAL (LDAC = ZD'AB). A
reta m também é bissetriz do angulo BAC. Segue que DC = D’'B e as alturas respetivas sao
iguais. Isto é, FA = F'A.

Notamos também que os triangulos DF A e D'F’ A sao congruentes pelo critério CH, segue
que as alturas respeito aos lados DA e D'A sao iguais. Ou seja, F'Q = F'Q)'.

Concluimos que os triangulos FQA e F'Q)'A sao congruentes pelo critério CH, o que
mostra que o ponto )’ é a reflexdo do ponto Q em relagao a mediatriz m.

Segundo, como ZAEB = ZAF'B = 90° o quadrilatero AEBF" ¢ inscritivel e AB é um
didmetro da circunferéncia c circunscrita a ele. Segue que EF’ é uma corda de ¢ e consequen-
temente EF' < AB.

Terceiro, PQ)’ é a projecao sobre [ do segmento EF’. Logo, AP+AQ = PQ)' < EF' < AB,
como queriamos demonstrar.

Ocorre a igualdade quando E'F' ¢ diametro de ¢ (AB = EF’) e a linha EF’ & paralela
com [ (FF' = PQ’). A Figura ilustra esta situacao.

Figura 6.4.2: Caso de igualdade na desigualdade do problema.

im

oe

Fonte: O autor.

O quadrilatero AEBF' é um retangulo, suas diagonais sao iguais e se cortam no ponto
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médio O (também centro de ¢). Segue que FO = OB e o triangulo EOB & isosceles de base
EB. Neste caso, ZABC = ZBAD = /BOE = « (alternos entre paralelas) e ZOBE =
ZOEB = 90° — § (soma dos angulos internos de um triangulo). Logo, ZBAE = § e AE ¢é
bissetriz e altura do triangulo DAB. Concluimos que o triangulo DAB ¢ isosceles de base DB

e AD = AB. Uma solu¢ido em video do autor esta disponivel em [48].

6.5 Area de triangulos, hexagono, trapézio. P2 N.E. IGO
2018

Problema 20. O hexdgono convexo A1 Ay A3 A A5Ag estd contido no interior do hexdgono con-
vexo B1ByBsB,BsBg de modo que AyAy || BBy, AyAs || BaBs,..., A¢Ay || BeBy. Provar que
as dreas dos hexagonos simples A1 ByA3ByAsBg ¢ B1AyB3AyBsAg sao iguais. (Um hexdgono

simples é um hexdgono que nao intersecta ele mesmo.)

Problema 2 (Nivel Elemental) da 5 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2018 [49].

6.5.1 Resolucao

A Figura ilustra uma construcao geométrica possivel para auxiliar na interpretacao

do problema.
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Figura 6.5.1: Construcao geométrica possivel partindo do texto do problema para auxiliar na
interpretacdo. Uma versao dinamica esta disponivel em [50].

Fonte: O autor.

Notamos primeiro que o hexagono convexo Ay Ay A3A4A5Ag estd completamente no inte-
rior dos dois hexagonos simples Ay By A3 B4AsBg e B1AyB3A,BsAg.

Segundo, para facilitar a visualizacao tracamos os segmentos A By, AsBo,..., A¢Bs.

Terceiro, como A1 Ay || B1Bs, AsAs || BeBs,..., AgA1 || BB, entdo os quadrilateros
A1B1By Ay, A3ByB3As, ..., AgBgB1 A sao trapézios.

Quarto, por terem a mesma altura e base os pares de triangulos a seguir tem a mesma
area:

A(AAlBlAQ) = A(AAlB2A2)7

A(AAQB:gAg) = A(AA2B2A3)7

A(ANAsB1Ar) = A(AAgBgA).

Finalmente, notamos que:

A(OAlBQA3B4A5Bﬁ) = A(OA1A2A3A4A5A6> + A(AAlBQAQ) + A(AAQBQAE}) + -+
+ A(AAgBsAy),
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A(OA| ByA3ByAsBs) = A(OA Ay A3 AgAs Ag) + A(AALBIAy) + A(ANAyByAs) + -+ -+
-+ A(AAGBlA1> == A(OBlAQBgA4B5A6).
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