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Prefacio

O Cdélculo Diferencial e Integral é uma das areas mais fundamentais da Matematica. Sua
importancia é imensa, tanto por estar intimamente relacionado com a Histéria das Ciéncias,
guanto por representar um patrimonio cultural e légico de inigualavel profundidade e
abrangéncia, quanto, enfim, por razdes praticas, ja que o Calculo se aplica a quase todas as areas

da Ciéncia e Tecnologia.

As disciplinas de Calculo, entretanto, representam uma enorme dificuldade para estudantes das
areas de exatas (Matemadtica, Fisica, Quimica, Engenharias, Economia, e muitas outras). Um
numero expressivo de estudantes dos primeiros anos destes cursos tem muita dificuldade e
muitos tém que enfrentar reprovagdes. Outros ainda desistem dessas profissGes por ndo

conseguir ultrapassar a “barreira” representada pelas “aulas de Calculo”.

Essa dificuldade, porém, é compreensivel. Recém-saidos do ensino médio, os estudantes
demoram para se adaptar ao novo modo de organizar os estudos e frequentemente sdo
“atropelados” pela enorme quantidade de exercicios, trabalhos, livros e professores que ndo
sdo mais como os “amigdes” do ensino médio. Além disto, muitos estudantes ingressam na
Universidade com uma espécie de aversdo a Matematica, provocada, creio, por um enfoque

equivocado que esta disciplina tem no ensino médio.

O resultado é tragico. Nas vésperas das provas de Calculo ha “choro e ranger de dentes” por
todos os corredores de todas as faculdades e nos dias seguintes so resta “o choro” e uma lista
de notas vermelhas nos murais. A consequéncia disto é que todos dizem por ai que Célculo é

muito dificil.

Este livro, porém, tem a meta ambiciosa, no bom sentido, de provar o contrario. Sem,
entretanto, pretender substituir os livros de Cdlculo tradicionais (existem centenas de autores
gue escreveram e ainda escrevem livros didaticos de Calculo Diferencial; uma bibliografia basica
se encontra no final desse livro), pois eles serdo sempre necessarios e Uteis por toda vida
académica e profissional. O presente livro, porém, pretende ajudar os estudantes a mudar de
opinido sobre a matematica e “perder o medo de Cdlculo”. Vamos estudar juntos e espero

mostrar ao final que, na verdade, Calculo é facil.
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CAPITULO 1. DICAS FUNDAMENTAIS PARA COMECAR A ESTUDAR

Vocé ndo pode nem pensar em entender matemadtica se ndo tiver a mao, o seguinte conjunto

de coisas:

Papel para escrever (montes) e desenhar, lapis e canetas de diversas cores, réguas, esquadros,
transferidores, compasso, borrachas (isso é importante pois certamente vocé vai errar um
pouquinho). Uma calculadora também é bom hoje em dia (mas lembre-se que a matemitica,
particularmente o Cdlculo, foi desenvolvida antes das calculadoras e portanto é possivel passar
sem elas, sim). Arrume tudo sobre uma mesa limpa e grande o suficiente para vocé poder
desenhar se precisar. Agora podemos comegar.

a) Algebra: a base de tudo

(1) NUmeros reais;

(2) Propriedades importantes dos nimeros reais;

(3) potenciacdo, radiciagdo;

(4) fatoragdo, produtos notaveis, bindmio de Newton;
(5) exponenciagdo, logaritmos.

Na matemadtica trabalhamos com grandezas de diversas espécies representadas pelos nimeros.
Os numeros, entretanto, sdo meros simbolos inUteis se ndo lhes dermos um significado. Esse
significado pode até ser abstrato, e frequentemente é, mas sem ele tudo perde sentido. Ndo
conhecer o significado dos simbolos com os quais se estd trabalhando é a causa primordial que
produz todas as dificuldades de quem estuda matemadtica. Vamos eliminar esta causa? Vamos
conhecer melhor os nimeros com os quais teremos que trabalhar.

1- Niumeros reais.

Ha varias espécies de nimeros os quais vocé ja conhece mais ou menos bem desde o ensino
médio. Naturais, inteiros, fraciondrios, reais, imaginarios e complexos. Uma boa imagem para
representar esta ideia seria a Matriuska, aquela bonequinha russa que vocé vai abrindo e uma
estd dentro da outra. Os numeros foram surgindo ao longo da Histéria a medida que a
humanidade foi precisando representar grandezas mais e mais abrangentes. Para simplesmente
contar objetos bastavam os nimeros naturais. Os indianos inventaram o zero. A geometria,
desde os gregos, ja exigia os numeros fracionarios (ou racionais) e foi o préprio Pitdgoras que,
muito a contragosto, acabou encontrando a necessidade de tratar de nimeros irracionais (ou
seja: ndo definiveis como uma razao entre dois inteiros). A reunido de todos estes tipos forma o
conjunto dos numeros reais. Um estudo formal comecaria por considerd-los um a um,
comecando pelos naturais e tratando-os desde os axiomas fundamentais. Se vocé tiver interesse
neste formalismo, pode encontrar este assunto em qualquer livro de Calculo ou Analise
tradicionais. Nés, entretanto, muito pragmaticamente, vamos comecar logo com o que nos
interessa mais diretamente: os Reais. Os quais na verdade sdo os numeros que geralmente
usamos para representar grandezas com as quais lidamos no dia a dia. Esses numeros,
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entretanto, tém certas propriedades que devemos conhecer se quisermos trabalhar bem com
eles.

2-Propriedades importantes dos niimeros reais.

Os numeros reais admitem, por sua natureza, duas operagOes aritméticas (nossas velhas
conhecidas) que chamamos de adi¢do e produto, as quais apresentam certas propriedades:

Associativa: x+(y+z) = (x+y) +z (paraasoma)e x.(y.z)=(x.y).z (para o produto)
Comutativa: x+y = y+x (para asoma) e x.y =y.x (para o produto)

Elemento neutro: x+ 0 =x (paraasoma)e x.1=x (para o produto)

Simetria: x+(-x) =0

Inversibilidade: x. x'=1

Estas propriedades por vezes nos parecem ébvias, mas podem ser demonstradas formalmente
e sdo caracteristicas que certas classes numéricas por vezes ndo possuem o que, entdo, ndo as
caracteriza como reais. Mas, principalmente, estas propriedades que se aplicam as operag¢oes
com grandezas numéricas do tipo Real, estendem-se para as expressdes algébricas que
relacionam estas grandezas. Portanto definem as propriedades algébricas que nos permite
operar de forma abstrata com essas grandezas. E dai que vém, por exemplo, as regras de
fatoragdao, os produtos notaveis e mesmo, indiretamente, as rela¢des entre as fungdes
trigonométricas. Vocé vai precisar saber tudo isso para operar com o Calculo Diferencial e
Integral. As regras de obtenc3o de limites, de diferencia¢do e de integracdo sdo todas obtidas a
partir destas relagdes algébricas. Percebeu a importancia?

Além disto, estas propriedades tém certas consequéncias que nos interessam. Por exemplo, elas
permitem definir duas novas operagées (vocé ja adivinhou quais sdo?).

Subtracdo=> x +(-y) = x-y

Divisdo=> x. (y!) = x/y

E permitem demonstrar que a divisdo por zero nao pode ser definida entre os reais. Pois:
X+ x.0=x.1 + x.0=x.(1+0)=x = x + x.0 = x = x.0=0

Entdo se fosse possivel dividir por zero, existiriam x e a (reais) tal que a/0=x. Portanto teriamos
x.0=a o que obviamente contradiz a afirmagdo de que x.0=0 demonstrada ai em cima. Portanto
a divisdao por zero ndo tem defini¢cdo entre os reais. Esse fato tem importancia capital. Quando

VOCE, mais para a frente, for estudar os limites, vai haver ocasiées em que ficara tentado a dizer
gue a divisdo por zero “é igual a“ infinito. Essa é uma das causas de muitas notas baixas em
Cdlculo I. Mas vocé so erraria isso se ndo soubesse as propriedades dos nimeros reais. Agora
sabemos que vocé vai acertar! Estamos ainda no primeiro capitulo e vocé ja acertou um
exercicio da sua primeira prova de Calculo I. Viu como Calculo é facil?!



3-Potenciacao, Radiciagao

As operacdes de potenciacdo e radiciacdo sdo estudadas no nivel médio, de modo que a maioria
dos estudantes ja as conhece quando chegam aos cursos superiores. Entretanto, mesmo nos
cursos da area de exatas (Matemdtica, Engenharias, Ciéncias etc.), existe uma parcela
consideravel dos estudantes que ndo dominam estas técnicas e, por esta razdao, enfrentam
dificuldades nas disciplinas de Cdlculo.

Uma vez que conhecemos a operacdo produto, é facil formalizar a potenciacdo que é na
verdade um produto de dois ou mais fatores, quando estes fatores forem iguais. Neste caso, ao
invés de repetirmos esse fator varias vezes, representamos o produto pelo simbolo de expoente
gue indica quantas vezes o produto deve ser executado. Ou seja:

nvezes

agora, como supomos que x é real e sabemos que a potencia¢do na verdade é uma sucessao
de produtos, podemos aplicar as propriedades definidas no item anterior.

Por exemplo podemos escrever:
X2, 3= (X.X).(X.X.X)=X. XXX X=X

Dai vem a regra, que vocé aprendeu no ensino médio, que multiplicar poténcias corresponde a
somar os expoentes destas poténcias.

Consequentemente, aplicando a regra da inversibilidade:

X0= 1= x1 x1=1 >
Y '\
X

x2. x3= (xLxb). (x txtxt)= xtaxtxtxtxt = (xhaxcl). (xtxt). xt =xt

Como o produto goza da propriedade distributiva, podemos aplicar esta regras a expressoes
algébricas :

(x+a)"= (x+a). (x+a). (x+a). (x+a). (X+a3).eeeeeenns (x+a)
=~ n vezes
[(x+a)"]™= (x+a)" .(x+a)" .(x+a)"....... (x+a)" = (x+a). (x+a). (x+a). (x+a). (x+a)....... (x+a). (x+a). (x+a)
— _/ N— g
m Vezes m.n Vezes

resultando = [(x+a)"]M= (x+a)"™,

que é outra regra fundamental da Algebra que vocé aprendeu 14 no ensino médio.

A partir dai da para deduzir outras regras:

Imaginemos a seguinte expressado algébrica onde n é presumivelmente um ndmero inteiro:

(x+a)"



Sabemos que n pode ser a soma (ou subtracdo) de dois inteiros escolhidos adequadamente. Por
exemplo, suponhamos que n=m-l. entdo, usando novamente a regra da inversibilidade:

(x+a)= (x+a)™. (x+a)'= (x+a)™/(x+a)',
ou (X+a)m/(x+a)'= (x+a)m-l

E assim, aplicando-se as propriedades dos reais as expressoes algébricas que contém os
numeros reais, podemos deduzir todas aquelas regras da Algebra que vocé aprendeu no ensino
médio e que pareciam “madgicas”. Mas magicas sdo feitas para a gente ndo compreender
mesmo. Matemadtica ndo é magica. Sabendo como deduzir as regras algébricas a partir das
propriedades dos numeros elas deixam de ser “passes de magica” e se transformam em
ferramentas légicas de raciocinio. E os problemas de matematica deixam de ser “suplicios
incompreensiveis” e passam a ser desafios logicos interessantes. Aposto que vocé vai passar a
gostar de matematica! E vai achar o Cdlculo muito mais facil!

Continuemos. Uma vez que definimos a potenciagao, o préximo passo é definir a radiciagdo que
é a sua operagdo inversa. Também podemos pensar a radiciagdo como sendo a operagdo de
potenciacdo quando o expoente é fracionario e menor que 1. Por exemplo, usando as regras
gue acabamos de deduzir, podemos escrever:

x = xt= (x1/2). (x*/?)
Assim, (x*2) é um nimero que elevado ao quadrado (poténcia 2) resulta em x.
Ou ainda
x = xt= (x*3). (x*/3). (x}3) = logo, (x/3)*=x.
Ou genericamente
x = xt= (x¥"). (x"). (x*/") . (x7)...... . (x¥/"). (/") > (x¥/") " =x.
— _/

n vézes

Dizemos entdo que (x*/") é a raiz enésima de x a qual pode ser representada pelo simbolo nosso

velho conhecido:

Vx = xt/m

Como definimos uma raiz enésima como uma poténcia de expoente fracionario 1/n, valem para
a radiciagdo todas as regras da potenciacdo, apenas devemos tomar cuidado de que neste caso,
obviamente como sabemos, n ndo pode ser zero.

Ou seja:

Ja YVa

(Var=a "fmla = ™a
Va.b = Ya. Vb



Uma das mais importantes regras da Algebra s3o as propriedades de fatoracdo das expressées
algébricas. Essas regras permitem simplificar as expressdes o que facilita o cdlculo das
operacgoes. Essas regras de fatoracao sao fundamentais para quem estuda Calculo. No ensino
médio essas técnicas sdo estudadas, mas muito estudantes as esquecem (ou nunca
aprenderam). Essa é outra causa de dificuldades nas disciplinas dos cursos superiores. Vamos
relembra-las.

A mais bdsica das técnicas de fatoracdo é o agrupamento de termos semelhantes. Uma
expressdao onde uma varidvel aparece muitas vezes, pode ser simplificada (ou fatorada) se
agruparmos os termos de mesma natureza. Vamos explicar usando um exemplo:

Veja a expressao:
f=a.x + b.y + c.(x? +y)

ela pode ser fatorada se fizermos uso das propriedades fundamentais das operagGes (associativa
e comutativa) citadas no item 1 acima, apenas separando ou agrupando, conforme o caso, as
operagdes que envolvem a varidvel x das operag¢des que envolvem a varidvel y:

f=a.x +c.x? + by +cy,
ou ainda podemos por em evidéncia os fatores comuns, por exemplo:
f= (a+ c.x).x + (b+c)y.

Via de regra, com estas simples modificagdes, conseguimos simplificar eficientemente as
expressoes.

Algumas operag¢des de fatoracdo sdo particularmente importantes e ganham o nome de
produtos notaveis.

Quase todo mundo conhece (e muitos sabem de cor) a regra do quadrado da soma que pode
ser facilmente demonstrado apenas executando as multiplica¢cdes indicadas dos termos entre
parénteses:

(x+y)? = (x+y) - (x+y) = x* + 2xy +y?

Menos conhecida, mas também importante, é a regra do produto notavel do cubo da soma:
(x+y)® = (x+y) - (x+y). (x+y) =x3 + 3x%y +3xy? +y3

Assim, pode-se obter as regras para (x+y)" , simplesmente multiplicado-a por (x+y):

a) (x+y)3=(x+y)2.(x+y) = (%% + 2xy +y?). (x+y) = x3 + 3x%y +3xy? +y3

b) (x+y)*=(x+y)>.(x+y) =

= (x3 + 3x%y +3xy? +y3).(x+y)= x* + 3%y + 3x%y? + xy? + %3y + 3x%y? + 3xy? +y’=

= x*+ &3y + 6x%y? + Axy® +y*

e assim sucessivamente.

E claro que, para graus maiores, essas operagdes ficam cada vez mais trabalhosas e mais dificeis
de decorar. Assim, para expressdes de grau maior (n maior) contamos com as propriedades do
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Binomio de Newton (faca uma pesquisa sobre isso) para obter uma regra geral minemonica.
Mas vocé quase nunca vai precisar disso.......

Outra muito importante é:
(a+b)*(a-b)= (a% - b?)

E facil demonstrar essas regras, particularmente essa ultima. Mas tente decora-las. V3o ser
Uteis. Se ndo puder decorar, mantenha essas regrinhas sempre por perto quando for estudar
Cdlculo. Vao ajudar bastante a convencer vocé de que Calculo é facil!

5.Exponenciagdo, Logaritmos

Muito mais Uteis sdo as regras algébricas que tratam da expoenciagdo e de sua inversa, 0s
logaritmos. Eles vdo aparecer muito durante o seu curso e mais ainda durante sua vida
profissional, pois estao relacionados com os fendmenos de crescimento e decrescimento que
sdo tdo importantes nas Ciéncias. Por exemplo, se vocé for estudante de Fisica ou Quimica no
estudo da radioatividade, vocé vera que os atomos que emitem radiagdo comportam-se de
acordo com uma exponencial decrescente e essa regra de variacdo define, por exemplo, a vida
média daquele elemento. Ou, se vocé for estudante de Engenharia de Alimentos, aprenderd que
os processos de fermentac¢do da uva (para produzir vinho) ou da cevada (para produzir cerveja),
ou mesmo da massa dos paes, pode ser descrito por variagdes exponenciais para calcular o grau
alcodlico das bebidas ou o ponto justo para enfornar o pao. Se vocé estiver estudando Biologia
ou Agronomia ou mesmo Medicina vai aprender que o crescimento das populagdes dos seres
vivos ( sejam animais ou vegetais) ou a contaminagdo (ou imuniza¢do) de uma populagdo por
uma doenga contagiosa também seguem uma regra exponencial. Existem muitos outros
exemplos em todas as areas da Ciéncia, mesmo nas Humanas (tais como Geografia, Sociologia,
Economia, etc). Ninguém passa sem a exponencial! E os logaritmos, que representam a forma
inversa dessa operagdo, serdao usados justamente para resolver os problemas de tipo
exponencial. Viu como sdo importantes essas opera¢des? Entdo vamos |4. M3os a obra:

5.1 Exponenciagao.

A exponencial é muito semelhante a potenciacdo, e também nesse caso, podemos definir
previamente uma base (que sera o nimero a ser multiplicado varias vezes por si mesmo) e um
expoente ( que representard o quantas vezes essa multiplicacdo ocorrera). No caso da
exponenciacdo, entretanto, a base e o expoente “trocam de lado” . Vejamos :

5.1.1 No caso da potenciagdo, que estudamos no item 3 acima, escrevemos :

X" = XX XXX

\_Y_)

nvezes

onde X é a base (varidvel) e n é a poténcia que indica que devemos multiplicar o nimero
representado por X por si mesmo n vezes. Neste caso, o expoente pode ser

2/3

eventualmente fraciondrio, por exemplo, poderamos escrever X<° que, como vimos

no item 3 acima, representa a raiz cubica do quadrado de X ou seja:

11



wliN

X

5.1.2 No caso da exponenciacdo escrevemos = b* onde b é a base (constante) e X
representa o numero de vezes que devemos multiplicar a base por si mesma. Neste caso

também, o expoente X pode ser eventualmente fraciondrio. Por exemplo, poderiamos

escrever X= m/n e bm/n que representaria a raiz enésima (Nn) de b elevado a (m)
ou seja:

bR = o

5.2 Logaritmos.

Portanto, se vocé ja sabe calcular a operagdo de potencia¢do, entdao também sabera calcular o
exponencial. A Unica diferenca é que no caso da potenciagao a varidvel X estd na base , enquanto

na exponenciacdo a variavel X estd no expoente. Essa sutil diferenca, entretanto, tem
consequéncias importantes. A utilizacdo da operacdo exponencial exigird mais empenho e por
vezes, pode criar dificuldades algébricas. Para resolver isso, é que se utilizam os logaritmos.
Esses “seres estranhos” do mundo da matematica nada mais sdo do que a operagao inversa da
exponenciagao e podemos defini-los assim:

logn(a) =x

onde b representa a base, e @ o argumento da operacio inversa da exponencial abaixo tal que:

b*=a .

Assim, de acordo com essa definicdo, podemos dizer que X é o logaritmo de @ na base b e isso

é equivalente a dizer que b elevado ao exponente X ¢ igual a @. Esse artificio, e conhecendo
os valores dos logaritmos, nos permite entdo calcular com facilidade os valores dos
exponenciais para quaisquer valores, seja qual for o expoente e seja qual for a base.
Antigamente, usavam-se tabuas de logaritmos! previamente calculadas para realizar esses
calculos. Os livros mais antigos quase sempre traziam essas tabelas sem as quais ndo se
conseguia trabalhar. Mas atualmente, usamos as calculadoras que informam os logaritmos de
qualquer numero necessdrios para fazer os calculos. Portanto, ndo se preocupe. A sua
calculadora informara tudo para vocé.

Em geral, usamos os logaritmos em base 10 (porque nosso sistema de numerac¢do é decimal)
ou na base neperiana na qual usamos como base o nimero irracional e = 2,71828.... . E a

1 As tdbuas de logaritmos eram calculadas a mao antigamente, usando algoritmos (receitas de calculo) que vocé vai aprender nas
disciplinas de Célculo Numérico. Essas receitas de calculo estdo, hoje em dia, programadas nos computadores modernos de modo
que, quando vocé aperta o botdo da sua calculadora, ela realiza quase instantaneamente, seguindo a tal receita, os célculos
necessarios que ha apenas aproximadamente 100 anos exigia uma sala cheia de calculistas trabalhando por muitos dias. E o
progresso...
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primeira vez nesse texto que os numeros irracionais aparecem. Mas eles sao muito importantes
para nés. Vocé ja conhece muitos deles. S3o irracionais porque ndo podem ser escritos como a
razao entre dois inteiros. Eles aparecem quando tratamos de grandezas ndo comensuraveis ou
seja quando tentamos medir algo que ndo seja mdultiplo inteiro de uma unidade
predeterminada. Por exemplo o raio (R) e o comprimento (C) da circunferéncia de um circulo.
Todos sabemos que a relacdo entre essas duas grandezas depende de um nimero irracional ou
seja C=2mR . E o nosso velho conhecido pi = n= 3,14159..... Também aparece um numero
irracional quando calculamos a diagonal do quadrado....vocé deve se lembrar. E a raiz quadrada
de 2 ou V2 = 1,4142..... Existem muitos outros que vocé ja deve ter visto por ai, mas agora

estamos interessados no tal de nimero de Napier €x 2,71828.... que serve de base para os
logaritmos neperianos (ou naturais). Esse nUmero é muito importante no Calculo como vocé vai
apreender nos proximos meses. Ele tem propriedades importantes que serdo usadas muitas
vezes em diversas situagdes. Entdo teremos : logaritmos decimais de base 10 e logaritmos
naturais de base e. Mas, como essas operagdes sdao, em Uultima andlise, aplicagdes da
potenciacdo entdao podemos aplicar as suas propriedades para obter regras algébricas para
realizar a mudanga de base dos logaritmos e calcular assim o exponencial de qualquer base. A
sua definicao depende o cdlculo de um limite, coisa que ainda ndo vimos. Entdo voltaremos a
ele mais tarde.

Pode ser até provavel que vocé tenha apreendido essas regras no ensino médio, mas
provavelmente seu professor sé deu as regras e pediu que vocé as decorasse. E provavel que
vocé tenha decorado, mas ja deve ter esquecido..... Mas vocé vai ter que usar essas regras no
curso de calculo, sem duvida. Sem saber como usar as regras basicas dos logaritmos seria
impossivel resolver as provas de Célculo I, por exemplo. Ndo podemos correr este risco, né?
Entdo vamos rever estas regras com outros olhos, para entendé-las e, assim, ndo precisar mais
decora-las. Pegue seu livro do ensino médio e recorde essas regras, pois vocé vai precisar delas.

Mas essa licdo vocé ja pode fazer sozinho. Por exemplo, prove a primeira propriedade dos
logaritmos : o logaritmo de um produto é igual 4 soma dos logaritmos das partes somadas. Ou
seja:

Vamos supor, por premissa, 2 numeros Reais M e N e uma base @ também Real quaisquer com

excessao do zero, entdo:
loga (m.n) = loga(m) + loga (n)

Perceba que eu mudei as letras usadas na algebra como base (Q) e expoentes (M e N) para fazer
vocé notar que em matematica as letras sdo mudas, ou seja elas nao dizem nada...apenas
representam grandezas dos diversos tipos. Vocé pode troca-las como quiser. Entdo, podemos
provar a propriedade partindo da definicao de logaritmo:

loga(m)=x = a*=m .

Alguém ja havia dito que vocé seria capaz de demonstrar uma propriedade matematica e
portanto ndo precisara decora-la? Pois eu digo, vocé pode, sim.

Suponhamos nimeros reais (pressupostos diferentes de zero) . Os nimeros M,N e @ podem,
em principio, ser escritos tal que:

m=a*, n=a¥ em.n=a?’
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pois sempre existirdo os expoentes X, Y e Z que satisfacam essas expressdes. (Pense sobre
essa afirmacdo até entendé-la bem.)

Calculemos entdo os logaritmos correspondentes :

m=a* = log.m=x
n=aY¥ => log.n=y

m.n=a?> =Plog.(m.n) =z /‘\

Temos entdo, comom.n=a?> =» aZ=a*. a¥= a*v

Logo, podemos escrever: =&  a*=a*)

portanto Z= X + Y . Entdo, substituindo nossas premissas, obtemos:
Propriedade 1 = log (m.n) =log(m)+ log(n)

ou seja, acabamos de demonstrar a propriedade principal dos logaritmos : o logaritmo
de um produto é igual a soma dos logaritmos dos fatores. Viu como é facil?

Vocé n3o achou facil? N3o se aborrega. E assim mesmo. Demora um pouco para a gente
se acostumar com a linguagem da matematica. Entdo insista. Leia novamente a
demonstracao repetidas vezes até que vocé entenda. Vocé vai conseguir e serd uma
vitdria. Vocé vai ficar muito satisfeito. Sua autoconfianga vai aumentar.

Agora, ndo precisa mais decorar a regra, ndo. Vocé ja sabe demonstra-la. SO precisa de
um pouco de ldgica e percisténcia (em matematica vocé ndo pode desistir, viu?).
Agora vou lhe dar uma tarefa. Deduza as demais propriedades dos logaritmos. (Vocé
tem que dar uma olhada nos livros de Algebra do ensino médio para acha-las) . Vocé vai
ter que fazer isso frequentemente. Os livros do ensino médio serdo Uteis. Vocé vai ter
gue voltar a eles muitas vezes. Vocé é capaz, sim. Em cada caso, parta sempre das
propriedades anteriormente demonstradas. Por exemplo, usando a propriedade 1
deduza a propriedade 2:

Propriedade 2 = loga(mP) = b. logam

Tenho certeza que vocé vai conseguir! E saiba que, a cada demonstracdo que vocé
obtiver, sua auto estima vai crescer um pouquinho . Vocé aprendera que essas pequenas
vitdrias que o estudo da Matematica vai lhe proporcionar, vao ser muito gratificantes. E
compreenderd progressivamente que, ao contrario do que seus professores de
Matematica do ensino médio e dos primeiros anos da Universidade |he fizeram pensar,
vocé é um ser humano muito inteligente e capaz de entender as teorias Matematicas. A
Algebra, ao contrario do que vocé aprendeu no colégio, n3o é composta de regras
magicas incompreensiveis as quais ficamos reféns ou escravos! Sdo apenas expressoes
de uma linguagem légica que podemos entender se fizermos algum esforgco. Assim como
podemos aprender as linguas estrangeiras. As Ciéncias e, particularmente a
Matematica, ndo foram criadas por seres alienigenas extraterrestres. Foram propostas,
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desenvolvidas e descobertas por seres humanos como vocé. Essas sabedorias sdo
patrimonio da Humanidade. Portanto vocé é perfeitamente capaz e digno de entendé-
las. Certamente. Mas assim como com as linguas estrangeiras, ndo basta ler os livros. E
preciso usar a lingua conversando, lendo livros, escrevendo, ensinando as mais novos,
errando e corrigindo. Pacientemente... Entdo mdos 4 obra. Demonstre agora as demais
propriedades dos logaritmos. Se tiver dificuldades, o que é bastante normal, pergunte
aos colegas, aos professores, procure nos seus livros ou na internet. Acredite em vocé.
Eu acredito. Quando se sentir pronto, retorne para irmos para o item (b) da Geometria.
Vocé vai aprender que os Gregos da Geometria falam grego mas mesmo assim vocé
estd pronto para entender o que eles dizem.

b) Geometria: Ah estes gregos!

A geometria comecou a ser desenvolvida ha milénios quando os povos antigos (do Egito,
da Babildnia e da india) comegaram a resolver problemas de construcdo de edificios e
templos, de agrimensura para organizar a posse das terras e de posicionamento dos
astros no céu para marcar as estagdes do ano que eram importantes para a agricultura.
Portanto, ao contrdrio do que poderia parecer, o estudo da geometria decorre de
problemas praticos. E é assim até hoje, como vocé vai aprender nos préoximos meses.
Mas a Geometria formal, como entendemos hoje, surgiu mais tarde, na Grécia. O século
V AC foi prédigo em matematicos importantes que tiveram papeis fundamentais na
fundagdo da Matematica. Trés deles devem ser citados;

O tal do Tales. Eis ai um cara importante. Ele nasceu na Grécia no ano de 623 A.Ce
viveu até 548 AC. Na cidade de Mileto na Asia Menor numa regido que atualmente
pertence a Turquia. Consta que ele foi o primeiro fildsofo grego. Ele é conhecido como
filésofo, matemadtico, engenheiro, homem de negdcios e astrénomo. Ou seja; Tales era
mesmo o tal.

Ele fez as primeiras consideracdes sobre a matéria que considerava composta de
elementos e a dgua como elemento primordial. E foi capaz de entender os eclipses apds
ter compreendido que a Lua era iluminada pela luz do Sol e, com essas ideias, previu o
eclipse solar que iria acontecer no ano de 585 AC. Ja imaginou!? Este feito, hoje até
corriqueiro, deve ter sido uma fantastica demonstracdo de poder intelectual. Ele previu
com precisdo um evento raro que aconteceria nos céus (efeméride). Mas a sua maior
contribuicdo foi nos estudos das grandezas métricas relacionadas aos angulos. Essas
relagbes foram fundamentais para o desenvolvimento da ciéncia que, ao longo dos
séculos, permitiu que outros matematicos fossem criando as regras que resultaram no
gue hoje se chama de Geometria. Tales provou que:

1) Nos triangulos isdsceles os angulos da base sdo iguais;

2) Dois triangulos que tem dois angulos correspondentes e ao menos um dos lados
iguais, entdo estes triangulos sdo iguais;

3) Uma reta que liga dois pontos diametralmente opostos de um circulo determina
duas partes iguais desse circulo;

5) As retas que ligam um ponto C qualquer da circunferéncia as duas extremidades A
e B de um diametro qualquer resultam sempre num triangulo retangulo em C;
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6) A soma dos angulos internos de qualquer tridngulo é igual a soma de dois angulos
retos (180 graus);

7) Os angulos opostos de duas retas que se cortam sdo iguais.

8) Entre dois tridangulos semelhantes, as razées entre os lados correspondentes tém o
mesmo valor

O tal do Pitagoras. Partir dessas proposicées de Tales, a Geometria foi se
desenvolvendo com os trabalhos de Pitdgoras, ainda no século 5 AC. Vocé certamente
conhece o famoso teorema de Pitdgoras que relaciona os quadrados dos lados de um
triangulo retangulo. Eis ai outra equagdo que seu professor do ensino médio mandou
vocé decorar sem explicar porque. E mais uma das muitas férmulas que estdo 14 dentro
da sua memédria, flutuando num espago meio cadtico cheio de expressdes algébricas
gue, aparentemente, servem apenas para resolver os exercicios das provas. Vocé
decorou, resolveu as provas, tirou até boas notas e depois nem ligou mais pra férmula
e provavelmente a esqueceu, deixando o tal Teorema de Pitdgoras perdidago e
flutuando 13 naquela confusdo que é a sua cuca...... Serd que vocé lembra? Como é
mesmo?
a?=b*+c?

Lembrou?..... acho até que sim, mas falta saber quem sdao a, bec,né?Vvou ajudar : sdo
os lados de um triangulo retangulo. O lado maior (ou hipotenusa. Ah, esses gregos!...)

esta representado pela letra @ e os lados menores (ou catetos) sdo representados por
bec.

Figura 1. Um simples triangulo retangulo com lados a,b,c

Propria autoria. (apds Pitagoras )

Essa proposicdao aparentemente simples, contém segredos importantes que foram utilizados
desde aquela época até os dias de hoje, pois representa numéricamente caracteristicas do
espaco e em ultima analise do Universo. Todas as Ciéncias exatas, em alguma circunstancia,
devem utilizar esse teorema. Por exemplo, nas Engenharias Civil e Mecanica, obviamente, pois
as estruturas das construcdes e das maquinas estdo cheias de angulos retos. Nas engenharias
Elétrica e Eletr6nica pois os sinais eletromagnéticos comportam-se periodicamente seguindo as
relagbes que surgem, em Ultima analise, das propor¢des entre os angulos e os lados de um
tridngulo retangulo. Na Fisica no que diz respeito a Optica nas interfaces que a luz encontra
guando atravessa a fronteira entre dois meios materiais diferentes (por exemplo entreoare o
vidro ou entre o ar e a dgua onde ocorrem refracdes angulares). Ainda na Fisica, mas também
na Quimica, na descricdo das formas que aparecem quando os &tomos e moléculas se agrupam
ou se ordenam geométricamente para criar as estruturas dos cristais. Na Matematica mesmo e
na Astronomia, na descricdo das cOnicas que sdo curvas particularmente interessantes
(parabola, elipse, hiperboles..e muitas outras) que descrevem as érbitas planetarias que vocé
aprendera na disciplina de Célculo Il e na disciplina de Mecéanica mais pra frente. Daria para citar
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muitos outros exemplos em muitas outras dreas, mas deixo para vocé buscar. Mas o importante
é saber que aquela férmula chata que o seu professor do ensino médio te mostrou vai ser usada
muitas vezes no seu curso universitario. Vocé precisa entendé-la. Isso vai ajudd-lo a organizar
aquela confusdo algébrica que se formou na sua cuca. Vamos |3, lembre-se: Calculo é facil.

Vamos aproveitar a demonstracdo do teorema de Pitagoras treinar a interpretacdo de
enunciados matemdticos mais intrincados. Vocé vai encontrar coisas deste tipo nas suas
préximas disciplinas. Ndo saber interpretar esses enunciados é a causa de dificuldades que o
estudantes enfrentam, principalmente nos primeiros anos. Vamos treinar?

Para demonstrar o Teorema de Pitdgoras vocé pode fazer o seguinte:

Considere um triangulo retangulo cujos vértices sao os pontos A B e C. Considere ainda
que o ponto A seja o vértice correspondente ao angulo reto. Portanto o ponto A é
oposto a hipotenusa. Deste modo resulta que os catetos do do tridngulo sdo c=AB e
b=AC e a hipotenusa sera BC=a. Trace agora a altura do tridngulo passando pelo ponto
A. Essa altura determina na hipotenusa um ponto D. O segmento de reta AD divide o
triangulo original em outros dois tridangulos retangulos menores mas, de acordo com
a proposicdo 2 de Tales, semelhantes ao triangulo original. Os vértices destes dois
triangulos sdo: ADB e ADC . Utilizando a proposi¢ao 8 de Tales (ali em cima) sabe-se
gue as razoes entre os lados correspondente de triangulos semelhantes sao iguais.

Esse enunciado é bem intrincado. De modo que o exercicio pedido parece a primeira vista muito
dificil. Muitos desistiriam sem nem tentar. Mas vocé ja comegou a entender que Calculo é facil
e ja ganhou confianca apds fazer as demonstra¢ées com os logaritmos do item anterior. Entado,
sem duvida, vai ter coragem de fazer também esta importante demonstra¢cdo geométrica. Nao
Sse preocupe.....eu vou junto com vocé para apoiar.

Vocé deve seguir literalmente cada parte do enunciado e desenhar no seu papel , com capricho,
todas as ordens ali descritas. Se ndo fizer isso, dificilmente vai conseguir destrincar esse
problema. O mesmo procedimento vocé vai usar sempre, em todas as disciplinas. Vamos I3, leia
o enunciado de novo e va fazendo aos poucos o que ele prescreve:

a) Considere um tridngulo retangulo cujos vértices sdo os pontos A B e C. Considere ainda que o ponto A seja o
vértice correspondente ao angulo reto. Portanto o ponto A é oposto a hipotenusa. Deste modo resulta que os
catetos do do tridangulo sdo c=AB e b=AC e a hipotenusa sera BC=a.

Entdo, baseado nesse enunciado, desenhe a figura:

Figura 2. O tridangulo com vértices A,B,C

Propria autoria (apds Pitagoras)

17



Trace agora a altura do tridangulo passando pelo ponto A. Essa altura determina na hipotenusa um ponto D. O
segmento de reta AD divide o tridangulo original em outros dois tridngulos retangulos menores mas, de acordo com a
proposicdo 2 de Tales, semelhantes ao triangulo original. Os vértices destes dois tridangulos sdo: A\ DeBeA,DeC.

Figura 3 . Dividindo o tridngulo retangulo em dois

O
(o)

Propria autoria.

b) Utilizando a proposicdo 8 de Tales (ali em cima) sabe-se que as razdes entre os lados correspondente de
triangulos semelhantes sdo iguais.

Agora que vocé transformou o enunciado numa figura compreensivel (sim, as figuras devem
servir para isso: simplificar as coisas), podemos escrever:

AB _ BC
0 =28 > baseados naregra 8 do Tales e,

entdo multiplicando em cruz > (AB)? = (BD).(BC)

e analogamente,

AC _ BC
cD  AC

» (AC)% = (BC).(CD)
Entdo, somando as duas equac¢des vem:
(AB)? + (AC)? = (BD).(BC) + (BC).(CD)
Ou, colocando (BC) em evidéncia = (AB)? + (AC)? = BC.(BD + CD)

Mas, observando a figura (va 14 olhar, cara), vemos que a soma (BD + CD) = BC, portanto
pode-se escrever:

(AB)? + (AC)? = (BC)?

como (AB) e (AC) sdo os catetos e (BC) é a hipotenusa, entdo o Teorema de Pitdgoras fica
demonstrado.

Vocé conseguiu! Talvez tenha sido dificil e vocé tenha precisado da minha ajuda, mas o
importante é que no fim vocé entendeu. Vocé pode encontrar muitas outras formas de
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demonstrar esse teorema. Procure na internet. Acredite, isso vai fazer diferenga para vocé.
Repita os passos da demonstracdo até entendé-la perfeitamente. Ao longo do seu curso, os
professores vao propor inumeros enunciados de exercicios das mais diversas areas. Vocé
sempre vai usar este método: vai destrincando o texto e tentando montar um esquema
geométrico ou grafico correspondente ao enunciado (as vezes eles serdo bem complicados).
Assim, parte por parte, vai resolvendo o problema. Vocé nao tera mais que decorar uma regra
pronta para resolver um determinado problema, mas sim ir raciocinando, em funcdo de uma
teoria que vocé conheca previamente. Isso fara com que vocé va se tornando paulatinamente
capaz de resolver qualquer problema (ndo s6 os de matematica, mas sim de qualquer area do
seu curso). E essa capacidade que vai fazer vocé se tornar, ao longo dos préximos anos, um
profissional universitario. As disciplinas bdsicas de matematica servem justamente para treinar
vocé nesse aspecto. Seguindo essa forma de raciocinio, vocé logo vai perceber que o Calculo é
facil.

Vocé vai fazer assim em todos os problemas que encontrar ao longo do seu curso. Calmamente,
interprete o enunciado e utilize suas informagfes anteriores para ir trabalhando com as
grandezas em jogo, até obter um resultado satisfatério. Se ndo conseguir na primeira, lembre-
se que todo mundo é assim. Os 5% de inspiracdo que vocé precisa para obter sucesso, s6 chegam
apos voceé ter gastado 95% de transpiragdao. Quem disse isso? Um cara chamado Albert Einstein.
Se para ele que era um génio valia essa maxima, que dird para nds que somos simples mortais.
Temos que transpirar um bocado. Mas agora vocé ja sabe que da certo e que no final vocé vai
ficar muito contente de poder se comparar com muito respeito e modéstia a gente como
Pitagoras e Einstein e Tales de Mileto. Eles também suaram um bocado.

O tal do Euclides.

Muitos anos apds Tales e Pitdgoras surgiu um outro matematico tao importante quanto eles.
Euclides de Alexandria, na Grécia. Sua obra Os Elementos é considerada a maior influéncia sobre
a mente humana, ao longo dos séculos, sé perdendo para a Biblia. Esta obra sistematiza todo o
conhecimento da Humanidade sobre as nog¢bes de espago e das formas geométricas na sua
época. A influéncia de Euclides permanece até hoje, estando impregnada em diversos aspectos
da nossa descricdo mais moderna da realidade (cosmos). Sua forma de organizar o pensamento
e de raciocinar através de deducdes légicas a partir de axiomas (proposi¢cdes) e provas
(teoremas) formalmente e rigorosamente demonstrados permanece até hoje e constitui parte
importante do Método Cientifico. A Geometria euclidiana é a base da descricdo do espaco
desenvolvida por Descartes a qual, por sua vez, é a base da matematica em que se criou o Calculo
Diferencial e Integral. Somente no final do século dezenove é que comegaram a surgir novas
teorias de geometrias ndo euclidianas, criadas para descrever o espaco do ponto de vista da
Relatividade de Einstein. Mas ainda hoje, apesar disto continuamos a usar as ideias e os métodos
de raciocinio do mestre Euclides.

c) Trigonometria: sem ela ndo se vive....

Vocé ja viu que o tal de Tales estabeleceu que as rela¢des entre os lados dos triangulos
apresentam certas propriedades. Estas propriedades se aplicam também em relagdo aos
angulos dos triangulos. A primeira aplicacdo desse fato foi descoberta por Pitdgoras, como
vimos. Mas podemos generalizar para triangulos de qualquer espécie e ndo s6 os que possuem
um angulo reto. E dai que vém os conceitos de senos, cossenos, tangentes e seus inversos. Por

19



exemplo; Imagine uma circunferéncia de raio 1 com centro na origem do sistema de
coordenadas (x, y) e desenhe um tridngulo inserido nesta circunferéncia de modo que a
hipotenusa seja um raio e os catetos sejam as projecdes deste raio nos eixos x e y. Faca o
desenho de modo que o dngulo reto esteja sobre o eixo x. Faco esta descricdo para mais uma
vez voceé verificar que é mesmo capaz de ler um enunciado intrincado e construir aquilo que o
enunciado diz. Vocé vai obter uma figura assim:

Figura 4. O circulo trigonométrico

Prépria autoria

entdo, se calcularmos a razdo entre um cateto oposto ao angulo 6 e a hipotenusa do tridngulo,
obtemos um nimero que sera sempre constante se o angulo entre esses lados for o mesmo. A
este nUmero chamaremos seno. ldem para a razao entre o cateto adjacente ao angulo e a
hipotenusa cujo resultado chamaremos cosseno. Essas duas grandezas, derivadas das
proposicoes de Tales, sdo a base da trigonometria. Por outro lado, como sao calculadas a partir
de um tridngulo retangulo, devem obedecer ao Teorema de Pitdgoras e, portanto, resulta:

sen?(0) + cos?(0)=1

Essa é a propriedade fundamental da trigonometria, que vocé talvez ja conheca. E o interessante
dela é que é valida para qualquer angulo. Ela sera (til para vocé em todo seu curso, seja ele qual
for. Existem diversas outras propriedades da trigonometria e vocé as encontra nos livros de
calculo em geral. Ndo precisa decora-las ndo. Basta entendé-las e saber os livros onde procura-
las. Elas servem para simplificar expressdes trigonométricas e serdo muito Uteis quando vocé
estiver estudando as derivadas e as integrais. Duas outras propriedades sdo muito importantes:
A lei dos senos e a lei dos cossenos. A lei dos senos relaciona as razes entre os senos de angulos

e os lados opostos dentro de um triangulo. Assim, num triangulo qualquer cujos lados sdo a, b

e C com angulos a, B e 6, teremos:

a _ b _ c
sen(a) - sen(f) - sen(9)

Lei dos senos. =»

Vocé vai usar bastante essas relacGes nos exercicios de Mecanica que tratam do equilibrio dos
corpos. E de Optica que tratam das reflexdes da luz.
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Ja a lei dos cossenos é uma extensdo do teorema de Pitdgoras para caso de tridangulos que nao
sejam retos (afinal a vida ndo é feita sé de angulos retos, ndo é mesmo?).

a’= b%+c?-2-b-c-cos a
Lei dos cossenos =P b2= a?+c?>—2-a-c-cosP
c?= a%+b%-2-a-b-cos o

Também existem duas outras expressdes importantes que vocé precisa conhecer. S3o as
formulas do seno e cosseno da soma (e da diferenca) de dois angulos.

sen(a +/- b) = sen(a).cos(b) +/- sen(b). cos(a)

cos(a +/- b)= cos(a).cos(b) -/+ sen(a).sen(b)

Essas vocé deve lembrar de cor, porque seu professor do ensino médio (aquele engracadinho)
associou essas férmulas com o poema Canc¢do do Exilio de Gongalves Dias: “minha terra tem
palmeiras onde canta o sabia.... seno(a) cosseno(b) + seno (b) cosseno(a”).

Preste atengao nas inversGes de sinal no caso do cosseno da soma e diferenca. Um exercicio
bacana para vocé se aperfeigoar é provar essas duas férmulas. Tente.
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CAPITULO2 O CEU E O LIMITE. ESTUDANDO AS FUNCOES.

FungOes importantes que vocé ndo pode nao conhecer! E como fazer seus graficos.

Agora que ja falamos das coisas basicas e que vocé ja estda um pouco mais tranquilo, vamos
comecar a tratar dos pontos principais das disciplinas de Calculo. O seu professor quase
certamente vai comecar falando de funcdes, pois serdo esses entes matematicos o objeto do
seu trabalho em todas as disciplinas de matematica daqui em diante. Por isso, é muito
importante vocé ter o conceito de fungao bem estabelecido.

Funcdes sdo apenas ordens de cdlculo, ou seja: uma receita para fazer contas. Vocé dira: sé isso?
Eu entao respondo, sim, s isso. Essas ordens, porém, sdo escritas em uma linguagem chamada
Algebra, que vocé tem que conhecer. A Algebra permite descrever como vocé deve fazer para,
a partir de uma varidvel® (que normalmente chamamos de x), calcular uma outra vériavel (que
normalmente chamamos de y (vocé ja estudou isso no ensino médio). Por exemplo:

y=2x =—> a ordem de calculo é: multiplique por 2 o nimero representado por X

y=ax? + bx +c ——ordem de calculo é: eleve X ao quadrado e multiplique por a, depois

multiplique X por b e some os dois resultados, por fim, some com C. Ent3o guarde esse resultado
emy.

Como fica ébvio, € muito mais conciso escrever a ordem de calculo na linguagem matematica
do que em portugués (ou em outra lingua qualquer). Alias, é interessante saber que foram os
arabes (que foram matematicos importantes na época da Antiguidade) que perceberam que a
linguagem cotidiana ndo era muito adequada para descrever as opera¢des da matematica.
Imagine sé aquelas duas frases ali em cima escritas em arabe...Seria horrivel, né? mesmo os
arabes achavam isso. Por isso eles inventaram uma "linguagem" mais adequada a qual
chamavam de "Al jabr" que significa..... O Calculo! Com o tempo a palavra se transformou em
Algebra®. Portanto, as fun¢des sdo simplesmente ordens de calculo escritas na linguagem da
matemadtica. Que sorte temos, hein? Nado precisaremos estudar arabe, né?

Sabemos que as fungbes funcionam como ordens de cdlculo escritas na linguagem da
Matematica. Mas para que elas servem? As fun¢des indicam como muda o comportamento de
uma certa varidvel. No ambito da Matematica sdo entidades abstratas que se relacionam de
acordo com as regras da Algebra que vocé ja conhece um pouco, desde o ensino médio. Mas o
importante é que as fungGes servem muito bem para descrever o comportamento de grandezas
relacionadas com os mais diversos aspectos da realidade. A Fisica, a Quimica, a Biologia, a
Geologia, a Astronomia, a Computacdo, as Engenharias (todas), a Medicina, a Economia, a
Administracdo, a Estatistica e, obviamente, a Matematica etc se apoiam em fung¢des para
descrever os seus fenOmenos de interesse. Assim, se vocé pretende exercer qualquer uma
destas profissdes (ou ainda muitas outras), vocé tem que saber analisar as funcdes que
descrevem os fendmenos. Quer exemplos? Na Fisica a atra¢do gravitacional entre os corpos é
descrita pela Lei de Newton que vocé ja conhece desde o ensino médio. Essa lei é uma funcdo
que relaciona as grandezas envolvidas nesta atracdo gravitacional. Se vocé for trabalhar na NASA
(s6 como exemplo) e precisar mandar um foguete para a Lua, vai ter que usar essa funcdo. E se
vocé for um quimico ou farmacéutico e trabalhar na Bayer (s6 como exemplo), vai ter que usar

2 . A . . .
(em Calculo Il vocé vai aprender como tratar mais de uma variavel simultaneamente!)

3 Descubra o que tém em comum a Algebra, o Alfinete, a Aimofada e a Alface
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as funcdes da estequiometria para projetar as substdncias que compordo os seus
medicamentos. Se vocé for bidlogo ou médico e trabalhar no Hospital Albert Einstein (s6 como
exemplo), precisara entender o cédigo genético do DNA das células dos seres vivos (plantas,
animais e seres humanos) que estardo sob sua analise. Esse cédigo genético é uma espécie de
funcdo matemadtica regida pela lei das probabilidades. Vocé vai ser economista ou contabilista?
Vai trabalhar (sé como exemplo) no Banco Central do Brasil? Entdo dé uma olhada nas fungdes
qgue regem o mercado de capitais. Ou ainda, veja |14 as funcdes da matemadtica financeira com as
guais vocé vai ter que trabalhar, queira ou ndo. Na Engenharia, entdo, nem se fala: Vocé quer
ser engenheiro mecanico ou aeronautico e quer trabalhar (s6 como exemplo) na Boeing ou na
Embraer? Vai projetar os novos avides e desenvolver modelos para simular o comportamento
mecanico dos motores ou das asas ou das turbinas dos jatos? Obviamente terd que trabalhar
com fungdes. Quer ser engenheiro Quimico ou de Materiais? Vai trabalhar com as fungbes de
onda dos dtomos e moléculas e com as regras matematicas que regem a formagao geométrica
molecular dos cristais e dos metais. Engenheiro Metalurgico, trabalhando (sé como exemplo) na
ALCOA? Tem que saber as técnicas matematicas para sintetizar as ligas metdlicas: mais fungoes,
portanto. Engenheiro de Alimentos (s6 como exemplo) trabalhando na Nestle? Pode parecer
gue ndo, mas vocé tera que entender muito de termodinamica para entender e controlar os
processos de preparagdo industrial dos alimentos que sempre envolvem aquecimento,
refrigeracdo, pasteurizagao e fermentagdo etc. A termodinamica, que é toda feita de fungdes,
estd para o engenheiro de alimentos assim como o estetoscépio para os médicos. Ndo pode sair
da sua cabega (ou pescoco, he,he,he). Engenheiro de Biossistemas trabalhando (sé como
exemplo) na Embrapa? Biossistemas sdo regidos pelas equagdes fractais, entre tantas outras.
Enfim, vocé ndo pode passar sem as funcées da matematica, qualquer que seja a sua futura
profissdo. E vocé precisara, obviamente, saber trabalhar bem com elas. Saiba, porém, que todos
esses exemplos de trabalho que eu dei ai em cima, ndo sado ficticios. Muitos dos meus ex-alunos
e ex-alunas ocupam atualmente cargos nessas instituicdes e muitas outras tdo importante
qguanto a NASA, a General Motors, a Nestle, a Monsanto, O Banco Central, o banco Itau, a
Embrapa. Portanto, se vocé acreditar em mim, pode ter certeza e sonhar que vocé também
podera conseguir um empregdo destes apdés a sua formatura. Entdo, prepare-se
adequadamente para ndo tropecar logo de cara. A primeira vez que vocé vai precisar das
fungdes é logo na disciplina de Calculo I. Se vocé se preparar um pouco (eu vou ajudar, claro),
tera até facilidade para entender as aulas de analise matematica que o seu professor de Calculo
vai passar logo de cara. Fazendo assim, vocé vai dizer: Célculo é facil!

Agora chega de bla,bla,bla. Vocé ja sabe que trabalhar com fung¢des é fundamental. Vamos a
elas.

Vocé certamente ja estudou sobre fun¢des no ensino médio. Seu professor definiu as fungdes e
criou uns esquemas graficos para explicar sobre os conceitos de dominio, contradominio e
imagem de uma func¢do. E além disso, definiu os tipos de fun¢des: afim, injetora, bijetora,
sobrejetora, exponencial, identidade, polinomial, trigonométrica etc. Dé uma olhada no seu
livro do ensino médio para recordar essa explicacdo mais formal. E vamos nos dedicar aquelas
gue vamos usar nas disciplinas de Calculo.

Podemos citar alguns exemplos de fungdo:
Polinomios

——> Sdo sequéncias do tipo: y= ao.x’ + a1.x'+ a2.X* ...... an.x".
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ou ainda mais concisamente:
-\ i
y=2io@; *X

O simbolo Z, gue significa somatdria, indica que os termos indexados em i devem ser somados

para todos os valores de i desde 0 até n. Essa ordem de calculo geral permite obter todas as
fungdes polinomiais que nos interessam, ou seja;

a fungao constante (n=0) —> Y=ao. x°=ao

a fungao linear (n=1) ——> y=ap+aiX

a fungdo quadratica (n=2) ——> y=ap +aiX + a;X?

a fungdo ctbica (n=3) > y=ap +aiX + a:X? + a3X3 , e assim por diante.

Vocé achou estranho? Entdo pare e tente destringar esse enigma. Procure entender como os
parametros que estdo indicados no simbolo da somatdria se transformam nos indices e nos

expoentes das funcdes ai em cima. Aproveite e escreva as fun¢des para N=4 e n=5. Vocé
deveria ter aprendido isso no ensino médio. Se ndo aprendeu, paciéncia, mas resolva esse
problema agora. Ndo deixe para a véspera da primeira prova de Cdlculo I, porque ai ndo da. Se
vocé deixar passar essa chance de aprender, ndo va dizer depois que o seu professor de Calculo
é um chato.... talvez ele até seja mesmo, mas a culpa da sua nota baixa ndo sera dele. Por isso,
maos a obra; estude bem os polindbmios que eles serdo importantes parceiros para construir a
sua vitéria. Eu tenho certeza que vocé conseguira.

Vocé ja sabe que os graficos das fungdes sdo muito importantes pois nos ddo uma imagem que
ajuda a entendé-las melhor e, como consequéncia, compreender bem o comportamento dos
fendbmenos que elas representam. Mas eu sei que muitos estudantes tém dificuldades para
construir os graficos. Durante o curso de Cdlculo, vocé vai aprender técnicas de analise
matemadtica que |he ajudardo neste aspecto. Mas é importante que vocé ja chegue nessas aulas,
sabendo as nog¢des basicas da nomografia (que é a técnica de construir graficos).

Entdo vamos |a. Vocé deve comecar um grafico construindo os seus eixos de referéncia que
devem ser perpendiculares entre si. (muitos estudantes chegam na faculdade sem saber isso,
creiam). Analise o espaco que vocé tem disponivel para fazer o grafico. Uma pagina? Meia
pagina? Seja |4 como for, seu grafico deve aproveitar ao maximo esse espaco, pois assim vocé
podera representar bem os detalhes do seu cdlculo ou funcdo. Ndo construa graficos muito
pequenos pois assim eles ndo conseguirdo cumprir a sua missdo que é criar uma imagem clara
e de facil entendimento.

Préximo passo, escolher a escala. Veja qual é o maior valor e qual € o menor valor que vocé tem
gue representar, tanto no eixo horizontal (que tradicionalmente chamamos de abcissas ou eixo
X) quanto no eixo vertical (que tradicionalmente chamamos de ordenadas ou eixo y). Essas letras
podem mudar a vontade (lembre-se que em matematica as letras sdo mudas).

A diferenca entre esses dois valores (maior e menor) define a escala do seu grafico. Assim, o
espaco que vocé tem disponivel no papel devera representar esse intervalo numérico. Com essa
providéncia, vocé fica seguro que a sua fungdo representada graficamente vai ocupar todo o
espaco disponivel do seu papel e, portanto, mostrara todos os detalhes daquele intervalo
escolhido. Seu grafico vai ficar bonito (e correto) e seu professor (quer seja de Calculo, de Fisica,
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de Termodindmica, de Processos Industriais, Operag¢des Unitarias, Mecanica, etc.) vai gostar e
Ilhe dard uma boa nota (que vocé vai mesmo merecer).

Mas ainda ndo acabamos. Uma vez escolhida a escala, agora é sé dispor os pontos da sua funcao.
Vocé vai ter que construir uma tabela inicialmente. A famosa tabela X, Y que seu professor do
ensino médio deve ter ensinado. Mas cuidado! Tem umas armadilhas nesse processo. Muitas
funcdes tém descontinuidades que sdo pontos ou intervalos onde a funcdo nao esta definida.
Por exemplo, se a sua funcdo tiver uma fracdo, o denominador ndo pode ser zero pois ja
sabemos que é impossivel dividir por zero. Entdo, no intervalo em torno deste ponto a tal funcao
vai ter um comportamento bem caracteristico (a tal descontinuidade) que vocé tem que
conhecer. Por exemplo, suponha a seguinte fungao:

2x

Y= -

Quando o valor da varidvel x se aproxima de 1, o denominador se aproxima de zero e, portanto,
a fungdo ndo estara definida neste ponto (x=1). Chamamos esse ponto de descontinuidade da
fungdo. Nao da para colocar esse ponto no grafico. Mas sabemos que quando o denominador é
pequeno o resultado da fragdo é grande e desse conhecimento podemos deduzir que, préximo
de 1, a fungdo tera valores muito grandes. Mas olhando bem, quando x>1 o denominador serd
positivo e quando x<1 serd negativo. O grafico, supondo o intervalo -3 <x<+3, entdo sera:

Figura 5. Descontinuidade

y=2x/(x-1)

20
15 °
10 .

Prépria Autoria

E facil ver que se vocé n3o considerar a descontinuidade, o seu grafico ndo seria capaz de
representar bem a funcdo. Tome cuidado. Nas aulas de célculo vocé vai aprender a fazer isso
mais precisamente. Voltaremos a esse tema mais pra frente.

Vocé precisa conhecer de cor os graficos das principais fungdes. Isso vai ser importante e
facilitara bastante a sua vida durante as aulas de calculo.

Entdo vamos fazer os gréficos dos principais polindmios (que estudamos ali em cima) .

1. afungdoconstante (n=0) ——=> y = aox°

é uma linha paralela ao eixo X
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Figura 6. Fungao Constante

y=3
3,5

- —0—0—0—0—03—0—0—0—0—0—0—0

2,5
2
1,5
1
0,5
0
3 2 1 0 1 2 3
Propria autoria
2. afungdolinear(n=1) ——> y=ay+a;x

€ uma reta com inclinagdo (6= arco tangente (al) ) em relagdo ao eixo x

Figura 7. Fungdo Linear

y=1+ 2*x

10

Prépria autoria

3. afungdo quadritica (n=2) ——> Yy = qp+a;x+ a,x?

é uma pardbola (que vocé ja conhece como y = ax? + bx + ¢)

Figura 8. Parabola

10
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-4 2 2 4

Prépria autoria
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—>
4. afuncdo cubica (n=3) y=ay+ax-+ a,x*+azx3

Figura 9. Parabola Cubica

20

15

-4

Propria autoria

Perceba que as fungbes polinomiais tém raizes (que sdo os valores da varidvel onde a fungdo
vale zero) em nuimero igual ao grau do polindmio. A fungdo de primeiro grau tem uma raiz, a de
segundo grau tem duas, a cubica tem trés e assim por diante. Mas nem sempre as raizes sao
numeros reais. As vezes as raizes sdo imaginarias ou complexas. Trataremos destes casos mais
adiante. Por enquanto tratemos das raizes reais.

Mas existem muitas outras fun¢des que vocé vai precisar. Por exemplo:

5. A fungao Exponencial

Neste caso a ordem de calculo é: multiplique a variavel X pelo parametro b e use esse resultado
como expoente para a base escolhida. Muito frequentemente é usada a base neperiana €.

Multiplique o resultado pelo parametro A.

Ou, usando a linguagem matematica:
y=A.e®™ ou também, y=Axexp(bx)

Essa funcdo é muitissimo importante no Calculo pois, como vocé verd, ela tem propriedades
muito especiais relacionadas com os processos de crescimento e decrescimento da natureza ou

da tecnologia. Por causa disso, vocé deve entendé-la bem. O parametro b é a chave da fungso,
pois determina a magnitude da velocidade de crescimento (quando positivo) ou decrescimento
(quando negativo). Esse valor determina a forma e ou a velocidade de variacdo do fenémeno

descrito pela variavel que é o argumento da fung3o. Enquanto o parametro A determina a escala
do fendbmeno em questao.

Seu grafico tem a forma a seguir:
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Figura 10. Fungdes exponenciais

y=A*exp(+bx)
20

15

10

—@— Sériel Série2

Prépria autoria

Note que quando o expoente é negativo, a funcdo é decrescente e quando o expoente é positivo
a fungdo é crescente. Note ainda que a fungao exponencial ndo tem raizes, ou seja ndo toca o
eixo horizontal. Nunca vale zero. Mas a medida que os valores de x se afastam da origem (para
direita ou para a esquerda), a fun¢do se aproxima de zero, sem nunca atingir este valor. Esse é
um primeiro exemplo de limite de uma fungdo. A exponencial tende a zero, sem nunca o atingir.
Ou seja, zero é o limite (no caso inatingivel) da funcdo exponencial. Essa ideia de limite vai ser
muito importante quando vocé estiver estudando as derivadas e integrais. Vocé vai ver que é
um conceito matemadtico bem dificil de assimilar. Quando chegar a hora e vocé tiver duvidas
sobre isso, lembre-se da fung¢do exponencial e seus limites. Isso vai ajudar vocé a entender.
Afinal, Calculo é facil!

Outra fung¢do importante é a

6. A Funcao Logaritmica que é a funcdo inversa da exponencial.
> logax =y

Neste caso a ordem de calculo é: calcule o logaritmo da varidvel X na base a e armazene na

variavel dependente Y

Essa funcdo é um dos casos onde ha descontinuidades, pois sabemos que ndo existe nenhum
valor cuja exponencial da zero e ainda por cima, ndo é possivel calcular logaritmos para
argumentos negativos. Portanto, o grafico desta funcdo quando a base é decimal sera:

28



Figura 11. Logaritmos

logaritmo, ... 1 (X)

1,5

11

-1,5

Propria autoria

Perceba que a funcgdo so existe para valores positivos x>0 e em x=0 temos um valor assintdtico
tendendo a —infinito ou indeterminadamente negativo. Note que os valores dos logaritmos para
x>1s30 positivos, o logaritmo de 1 é zero (x°=1) e para valores de x entre zero e um os logaritmos
sdo negativos.

No caso particular e importante de usarmos a base neperiana e=2,7182, entdo a funcdo
logaritmica se expressa como In(x) e a chamamos de logaritmo natural de x. Vocé vai usar isso
muitas vezes. Os logaritmos naturais sdo muito importantes no Calculo.

7. E asfungdes trigonométricas:

Seno com seu simbolo sen(x) ;
Cosseno com seu simbolo cos(x) ;
Tangente com seu simbolo tan(x).
E suas fungdes inversas:
arco-seno com simbolo sen}(x) ou asen(x);
arco-cosseno com simbolo cos™(x) ou acos(x);
arcotangente com simbolo tan(x).

Cuidado para ndo confundir sen’}(x), que é o arcoseno ou a fun¢do inversa do seno com
[sen(x)]* que é o inverso ou reciproco do seno, ou seja: 1/sen(x). O mesmo vale para as outras
fungdes. E um detalhe muito sutil, mas se vocé n3o prestar aten¢do pode errar na hora da
prova... e nés ndo queremos isso, né?

E muito util decorar os valores de seno, cosseno e tangente dos angulos fracionarios principais.
Tente decorar ao menos os angulos do primeiro quadrante, pois os valores para os demais
quadrantes ficam bem faceis de deduzir. Veja a tabela abaixo. E facil decora-los se vocé perceber
gue a tabela tem uma certa simetria. Isso vai ser muito util pra vocé.
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Tabela 1. Valores dos senos e cossenos de angulos do primeiro quadrante.

Angulo angulo sen(x) cos(x) tan(x)
(em graus) (em radianos)
0° 0 0 1 0
30° n/6 1/2 V3 V3
2 3
45° n/4 V2 V2
2 2 1
60° /3 3 1/2 NE)
2 3
90° /2 1 0 @

No caso das fungdes trigonométricas e mesmo em outras fungdes periddicas, onde o periodo da
fungao é multiplo ou submultiplo de 1, € muito pratico fazer a escala de abcissas com indicagGes
das posicdes 0, /6, /4, /3, 21t na escala de 0 a 2rt. Nos exemplos abaixo, essas posi¢bes sdo
indicadas por setas azuis. Tendo isto em vista, o grafico das fungdes trigonométricas serao:

Figura 12. Seno e cosseno

sen(x) e cos(x)

Prépria autoria
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Figura 13. Tangente

tan(x)
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Propria autoria

Para treinar, construa em uma folha de papel (ndo no Excell ou qualquer outra planilha) os
graficos de diversas fungbes periddicas trigonométricas. Lembre-se que o parametro que
aparece multiplicando as varidveis nas fung¢bes seno, cosseno e tangente corresponde a
frequéncia da funcdo periddica. Se o parametro for maior que 1 entdo o periodo é menor que
2nt e, se for menor que 1, o periodo é maior que 2m. Por exemplo, abaixo estdo os graficos das
fungdes: sen(2x) em vermelho, sen(x) em azul e sen(0,5 x) em verde. Perceba que as fun¢Ges
mantém o mesmo padrdo de variagdo, mudando somente o nimero de ciclos que cabem num
certo intervalo (2.1, no caso). Veja:

Figura 14. Senos para diversas frequéncias
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Prépria autoria

Agora, faca num papel os graficos para cos(2*x), cos(x) e cos(0,5*x) .E depois faga tan(2*x),
tan(x) e tan(0,5*x). Vai dar trabalho, mas vocé vai aprender muito e isso vai ajudar muito nas
provas de Calculo. M3os a obra!
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2. Aideia dos limites das fungdes.

Como vimos anteriormente, as fun¢des tém caracteristicas algébricas que podem representar
grandezas e fendmenos da natureza e da tecnologia, mas existem alguns valores que podem
representar problemas algébricos bastante complicados. Por isso, devemos esmiuca-las o
maximo possivel para ndo cairmos em armadilhas e para obter o maximo de informagdo. Ha
algumas caracteristicas que sdo muito Uteis para isso. Vamos la:

a)

Maximos, Minimos

As fungbes podem ser crescentes (aumentando x, aumenta y); ou decrescente
(aumentando x diminui y) . Esse carater pode variar, e nesse caso a fungdo passa por
um contexto muito importante: conforme a condicdao crescente se torne decrescente
(ponto de maximo) ou o contrario decrescente se torne crescente (ponto de minimo).
Essa informagdo fornecida pela localizagdao destes pontos caracteristicos é muito util,
pois indica algebricamente as posi¢des correspondentes as condi¢des de otimizagao que
sdo tdo importantes nas diversas dreas das Ciéncias. Em geral, os profissionais de todas
as areas estdo em busca dessas condigdes. Por exemplo, um economista pode estar em
busca da condigdao de maximo rendimento, um administrador procura o minimo custo;
o engenheiro civil procura a situacdo de mdaxima resisténcia, o fisico busca a situagdo de
minima energia (vocé vai aprender o porqué disso nas aulas de mecanica, ndo se
preocupe por enquanto); o médico busca a condigdo de minima dor; o engenheiro
mecanico tem que achar a condicdo de mdaximo rendimento do motor e
simultaneamente com o minimo consumo de combustivel; o engenheiro metaldrgico
quer achar a liga metalica de maior maleabilidade, o engenheiro de alimentos tem que
encontrar o processo industrial para fabricar um certo alimento com o minimo de
gordura e o melhor (mdximo) sabor e tantos outros casos (acho que vocé é capaz de
citar mais alguns exemplos; tente achar alguns na sua area de estudo. Acredite que isso
ocorre em todas as disciplinas). Portanto fica dbvio que estudar os maximos e minimos
vai ser importante para vocé. Nas aulas de Calculo I, seu professor vai ensinar como
achar estes pontos importantes com a utilizacdo das derivadas que ele ja terd ensinado.
E vocé vai usar bastante essas técnicas ao longo da vida académica e profissional. Mas
ja podemos adiantar um pouco com o que estamos sabendo, ao menos em relagao as
fungdes que estudamos no capitulo Il. Vamos nos restringir aquelas fun¢des mais

basicas. Por exemplo, sabemos que a fungdo linear (Y(x)=@o +a1X) corresponde a uma
reta que pode ser crescente ou decrescente conforme o sinal do parametro @1 . Mas
essa fun¢do nunca muda a sua dire¢do, portanto ndo tem nem maximo nem minimo.
Mas a fungdo de segundo grau (Y(x)=do +aiX +azx2) corresponde a pardbola e
portanto, muda de direcdo continuamente sendo hora crescente e depois decrescente

ou vice versa, dependendo do sinal de Q3. Esse ponto de maximo ou minimo é chamado
de vértice da pardbola e vocé aprendeu no ensino médio como calcula-lo. Lembra? Era

assim,

x, = —b/2a
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b)

O seu professor do ensino médio mandou vocé decorar, né? Mas vocé ja deve ter
esquecido, eu acho. Essa férmula refere-se a equacdao de segundo grau como
normalmente se formula: y=ax?> + bx + ¢ . Nesse caso, traduzindo para a notag3o
polinomial que nés estudamos anteriormente e que o seu professor de Calculo |
certamente vai usar, teriamos: y= axx>+ai1x+ao .e entdo: ao=c; a1=b; a;=a.Portanto
a féormula do vértice da parabola se torna:

ai

Xy = ——
v 2a;

E importante que vocé olhe para essas duas férmulas acima e as reconhega como
referentes a mesma coisa. Fiz questdo de fazer essa “traducdo” porque é muito
comum os estudantes confundirem as coisas que aprenderam no ensino médio porque
ndo lembram de “traduzir” para a linguagem mais padronizada da Algebra e Calculo
como se estuda na Universidade. Preste sempre atengao nisso. Seu professor de Célculo
I, aguele chato, vai exigir que vocé use esse formalismo mais rigoroso. E ele tem toda
razao. Vocé terd que se adaptar a esta nova realidade, queira ou ndo. Entdao chamo a
sua atengdo para isso agora. Antes cedo do que nunca, né? Se vocé se adaptar, logo
estarda dominando o formalismo matematico. E as coisas ficardo cada vez mais
compreensiveis e vocé dira: Calculo é facil!!!

Mudangas de inflexdo

Nesse caso, é importante notar que as fungdes, além de trocar seu carater de crescente
para decrescente e vice-versa, o que define os valores de mdximo e minimo que vimos
na sessdo anterior, pode também sofrer mudancas de inflexdo. A inflexdo de uma
fungdo pode ser definida como céncava ou convexa. E o que vemos na figura abaixo, em
relagdo a funcdo seno(x) que pode ser considerada convexa naregido entre 0 e it, e pode
ser considerada concava entre 1t e 27t

Figura 15. Mudanca de inflexdo

1,5

-1,5

= = =sen(x)

Prépria autoria
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c)

Nesse exemplo, o valor da abcissa no qual essa condicdo muda (no caso no ponto x=n)
chamamos de ponto de inflexdao (ou de mudanca de inflexdo). Esse ponto costuma ser
muito importante pois, quando a funcdo representar algum fen6meno da natureza ou
da tecnologia, o ponto de inflexdao pode ter um significado que auxiliard na analise do
assunto em questdo. Falando em modo genérico, o ponto de inflexdo determinard a
posicdo (valor) da abcissa onde a variabilidade da func¢do (crescente ou decrescente)
varia. Essa frase pode parecer estranha agora, mas vocé vai aprender em Calculo | que
esse raciocinio equivalerd a determinacdo do carater concavo ou convexo da funcdo e a
determinacdo do ponto em que essa caracteristica muda. Voltaremos a esse ponto mais
adiante.

Interceptos

Os interceptos sdo pontos especiais, aonde as fungdes coincidem (ou seja: cruzam ou
interceptam) com os eixos coordenados. Por exemplo um intercepto importante é
aquele correspondente ao cruzamento com o eixo das ordenadas (y). Esse ponto
corresponde ao valor da fungdo para o ponto origem das abcissas (x) ou seja
corresponde “a solu¢do da equacgao:

y=f(0).

Assim, para determinar esse intercepto basta substituir o valor x=0 na expressdo da
funcao.

Por exemplo o intercepto em y da fungdo f(x)= ap +alx pode ser calculado por:
y=ao+a1*(0) == y=ao=® ao éointerceptoy de f(x)
outro exemplo: calcular o intercepto em y da fungao

f(x)= x2+3x +1 = f(0)= (0)2+ 3*(0) +1 =» logo o intercepto y de f(x) é 1.

Talvez vocé tenha ja estudado isso no ensino médio, mas sei que muitos dos estudantes
ou ndo viram ou ja esqueceram essas coisas. Por isso é importante revé-las. Quando
VOCé precisar, nas provas de Calculo vai estar preparado. Viu como Calculo é facil!

Mas existem outros interceptos importantes mas mais dificeis de calcular: as raizes que
sdo os interceptos como eixo x. Ou seja as solugées das equacgdes do tipo : f(x)=0.

Por exemplo,: f(x) = sen(2x). Para calcular as raizes precisamos resolver a equacdo:

f(x)=sen(2x)=0 =>» para a qual sabemos que sempre que x for multiplo inteiro de n/2 a
funcdo valera zero:

as raizes entdo serdo: 0; n/2; it; 3nt/2, 4n/2..........n*nf2
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Veja o grafico (escala trigonométrica com cinco decimais)

Figura 16. Raizes da fungdo seno
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Propria autoria

,

seno(2x)

1,57080

\.

3,14

/

159

4,71

+ sen(2x)

Um outro exemplo: achar as raizes da fungdo f(x) = x? -5x +4

Todos sabemos aplicar a férmula da Baskhara

e obter: x1=1 e X2 =4 . E entdo, construimos o grafico para conferir:

X

3 —b +Vb?% — 4ac

Figura 17. Raizes da pardbola

Prépria autoria

2a

318

7,85

398

Resolver as equacgdes algebricamente para encontrar as raizes nem sempre é uma tarefa

muito facil. Na verdade, pode ser uma tarefa muito dificil. Mas existem técnicas

numeéricas que vocé aprenderd na disciplina de Calculo Numérico que poderdo ajudar

muito.
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d) Descontinuidades

As descontinuidades, sao muito importantes. Elas correspondem aos valores da abcissa
de uma fungdo, nos quais a operacdo (ou ordem de calculo) ndo pode ser realizada.

Ja falamos das descontinuidades anteriormente, mas é preciso enfatizar que essa ideia
estd muito relacionada com a ideia de limites que por sua vez definird a operacao
fundamental do Cdlculo: as derivadas. Vocé vai aprender que as derivadas indicardo a
variabilidade das fung¢bes, mas nas descontinuidades essa variabilidade ndo pode ser
calculada. E nesse caso, s6 podemos conhecer a fungao FORA das descontinuidades.
Portanto, conhecer as descontinuidades das fung¢des sera crucial.

Lembre-se principalmente dos denominadores (que ndo podem ser zero), das raizes
pares (que ndo podem ter argumentos negativos) e dos logaritmos (que sé podem ter
argumentos positivos). Em torno destas descontinuidades é que teremos que calcular
os limites (ou seja; os valores para os quais a fun¢do tende ao se aproximar das
descontinuidades). Vocé vai aprender que a determinacdo dos limites, esta na defini¢do
das derivadas. Essa é a chave mestra da disciplina de Calculo. Estamos chegando I3! Se
vocé entender bem esse conceito que estamos construindo paulatinamente, vocé
certamente vai dizer: Calculo é facil!
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CAPITULO 3. CALCULANDO LIMITES

Como sabemos que os limites serdo importantes para aprender Cdlculo, vamos dar uma
definicdo algébrica formal para eles:

Simbolizaremos os limites pela seguinte notagao:

x—-a

Significando que queremos calcular o valor da fungdo quando a varidvel x se aproxima do valor
a. Normalmente isso significa apenas uma substituicao algébrica que todos sabem fazer. Por
exemplo, se f(x)= x/(x-1), é facil calcular o limite quando a=3:

. . T x _ 3 =E
Hm f=lim f(x) = im0 = =0 =3

Calculemos agora o seguinte limite:

v(t) = lim B(1— e™*)

A expressao corresponde a velocidade v em fungdo do tempo t de um paraquedista, que salta
de um helicéptero que esteja parado no ar, em uma certa altitude, sob acdo da gravidade e
sofrendo a resisténcia do ar. Vocé vai estudar bem esse exercicio na disciplina de Mecanica
Geral, mas ja podemos adiantar alguma informacgao.

Entdo, quando t=0 ou seja, no instante inicial, a velocidade na direcdo y é 0. Basta substituir t=0
na expressdo e lembrar que o exponencial de zero (e°) =1 e portanto:

v(0) = lim B(1-e ) =p1-1)=0

Por outro lado, quando o tempo vai passando e o paraquedista vai caindo, como varia a sua
velocidade? Num primeiro momento poderiamos pensar que a velocidade aumenta sempre,
mas a resisténcia do ar exerce uma forca contraria a gravidade e tende a fazer diminuir a
variacdo da velocidade da queda. E justamente o comportamento descrito pelo termo
exponencial da fun¢do que determina isso, de acordo com os parametros a e B.

[ee)

Quandot— o entio e ® -0
Portanto !im v(o0) = }im B1—-e*)=p

Portanto a velocidade da queda do paraquedista esta limitada pelo valor do pardmetro B e a
variacdo é determinada pelo parametro a (o qual depende da resisténcia do ar). O que resulta
no seguinte grafico:

37



Figura 18. Velocidade de queda

velocidade do paraquedista
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Propria autoria

Assim, a velocidade aumenta continuamente, mas tem um limite determinado pela resisténcia
do ar. A velocidade do fenémeno da queda, entao, tem um limite de tal forma que a velocidade
nunca ultrapassara esse limite. Quando o paraquedista sente que sua velocidade estd quase
constante, significando que ele estd quase alcangando o limite, entdo é hora de puxar a cordinha
do paraquedas. Legal, né?

Agora vamos retornar para a algebra:

Se quisermos calcular:

x 3
i - i = i = =7
!cl—rﬂ feo !cl—rﬁl ) !cl—r}f x-1) _ (a-1n _°

Temos uma impropriedade, pois ndo é possivel a divisdo por zero. Identicamente, no caso a
seguir:

. - Ti — lim 2 — — 29 _9
Moo= g f(0) = gVl —4) = V=2 =

Temos uma outra impropriedade pois, no ambito dos nimeros reais, ndo podemos calcular raiz
guadrada de nimeros negativos.

Quando temos essas circunstancias, concluimos que a fungdo estd indeterminada naquele ponto
e entdo podemos dizer que a fungdo ndo é limitada naquele ponto.

Mas ha casos mais interessantes. Por exemplo:

2

x2-3x+2 1-31+42 0
lim =lim = =-=?
Xoa fo X1 (x-1) 1-1 0

Obviamente a divisdo 0/0 é impossivel de ser calculada. Ndo va cair na tentacdo de cancelar o
numerador com o denominador dizer que essa divisdo da 1 (é um erro recorrente nas provas de
Célculo 1). Como aprendemos, |4 no item 1, ndo podemos dividir por zero. Essa operagdo nao
estad definida entre os Reais. Entdo como faremos para calcular esse limite (se ele existir)? A
resposta é: vocé precisa fatorar algebricamente. Tem que usar o que ja sabe de algebra e ir
simplificando a expressdo de f(x) até que a fatoracdo possa indicar uma solugdo. Ai vao entrar
as propriedades dos numeros reais, os polinbmios, os produtos notdveis, as regras da
trigonometria, as regras dos logaritmos e dos exponentes e tudo mais que vocé tiver aprendido
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de matemdtica até hoje. Tudo vai ser importante. E, definitivamente vocé deveria ter estudado
mais no nivel médio.... Mas, nao fique nervoso. O que estamos aprendendo juntos ja vai ajudar
bastante. Mas seria muito bom se vocé tivesse em maos os seus livros do ensino médio e do
cursinho. Pra dar uma espiadinha de vez em quando. Com essa ajuda vocé vai vencer as
dificuldades e vai se sentir o “Ultimo biscoito do pacotinho”. E poderd dizer com o nariz
empinado: Célculo é Facil !!

Entdo vamos la. Vamos fatorar a funcao acima. Como fazer isso? Bem, é facil ver que a fungao
f(x)= x2 — 3x + 2 é um polindmio do segundo grau e, obviamente, pode ter até duas raizes
reais. Uma boa providéncia é achar estas raizes (pela féormula de Baskhara que vocé ja conhece).
Com essas raizes calculadas, é possivel escrever essa fungdo a partir da multiplicagdo das raizes,
do seguinte modo:

f(x)= x%2 — 3x + 2 = (x-x1)*(x-X2) ; na qual x1 e x2 s3o as duas raizes que vocé pode achar com
a formula da Baskhara. Entdo:

a) Calcule as raizes com a férmula de Baskhara
b) Escreva a fungdo em fungdo das suas raizes
c) Use a expressdo fatorada no limite

No presente caso temos: xi1=1 e x=2. Logo,
f(x)= x2 — 3x + 2 = (x-1)*(x-2) Faga a multiplicacdo para conferir.

Agora fagamos o limite e entdo podemos cancelar:

. e X23x42 L (e/D)(x-2
m f =M=~ = M=

) = lim(x—2) = -1
x—1
Desse modo contornamos a descontinuidade e obtivemos o valor limite para aquela expressao.

Entdo, se quisermos estabelecer uma receita para calcular limites, teremos:

° Calcule o Dominio e Contradominio das fungdes.
° Ou seja: examine a fungdo e determine os valores validos para x e y e encontre as
descontinuidades
° Ou seja: procure as possibilidades de haver na fungao as seguintes circunstancias:
n/0
0
0
(0e]
o
2
V—n

Se encontrar descontinuidades, entdo é preciso usar a algebra para eliminar essas
indeterminacgdes, o que nem sempre é possivel, porém.
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Existe um limite muito importante, que foi proposto por Napier, para definir o nimero
irracional e que é a base dos logaritmos naturais. Esse é um resultado muito importante e,
portanto, dé uma decorada. Se quiser saber mais, procure sobre o nimero neperiano ou
nimero de Euler. E uma histéria bem interessante. Vocé vai usar bastante esse numero e
portanto, quanto mais souber sobre ele, melhor para vocé.

O limite fundamental neperiano é:

lim (1 + %)n= e=27182........

n—oo

A primeira vista, é dificil entender esse resultado, mas se fizermos um grafico em
fungao de n, teremos:

Figura 19. O limite de Euler
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Prépria autoria

E fica bem facil de entender o resultado. Esse nimero é muito importante e nds vamos voltar a
ele mais tarde.

Uma outra relagdo importante é o limite fundamental trigonométrico. Que aparece nos
calculos das derivadas. A demonstracdo desse limite é baseada em raciocinio geométrico e fica

como licdo para vocé. Vamos, por enquanto apenas listar aqui o resultado.
. sen(x)
lim——=
x—0 X

Guarde esse resultado na memoria. Vocé vai usa-lo muitas vezes.

Mas podemos dar uma ideia, considerando o circulo trigonométrico (raio=1) e as projecdes de
Seno e cosseno:
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Figura 20. Cdlculo do limite trigonométrico pela geometria
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Sen(0)
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0 cos(0) F

Prépria autoria

O raio determina um ponto A e um arco AF na circunferéncia o qual determina um angulo
gue chamaremos 0. O comprimento desse arco sobre a circunferéncia é, obviamente, um
pouqguinho maior que o valor do sen(0) o qual corresponde a projecdo do ponto A sobre
o eixo vertical (se ndo entendeu, dé uma olhadinha no seu livro do ensino médio). Essa
ideia pode ser resumida pela comparagao do calculo das areas do setor determinado por
0 (com a forma de um pedaco de pizza) , da drea do tridngulo retangulo OAB (=

%sen(@) cos(8)) e, por ultimo, com a &rea do tridngulo ODF(= % x 1 tg(0))
. Entdo podemos afirmar:
Area AOAB < Area setor OAF < Area A ODF.
Ou, usando a formula para area do triangulo retangulo: area =base*altura/2

E a férmula para a drea do setor = 72 x 8 /2 ;como r=1 temos

\_'_J
0 -
%Sen(ﬁ) cos(9) < 7 < % «tg(0) angulo =» comprimento = érea
Ou (2*m) D> 24rr > E g2
L 5 2
sen(8) cos(9) < 6 <tg(h) 5 5> o _)% o 2
Ou ainda, dividindo por sen(6):
1
cos(0) <

sen(6) < cos(6)
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invertendo:

1 sen(0)
cos(8) > 6

> cos(0)

Agora podemos calcular o limite:

I > i sen(0)
850 cos(8) ~ 650 6

> 2)1_1:[3) cos(0)
Entao:
1> lim €@ >4
6-0 2]

E portanto, para atender, simultaneamente, a dupla desigualdade a Unica solugdo sera:

. sen(0)
lim =

-0 @ 1

Que é chamado de limite fundamental trigonométrico. Esse resultado serd muito utilizado daqui
pra frente. Leia repetidas vezes a explicacdo acima até entendé-la PERFEITAMENTE. Insista
porque vai ser importante para vocé.

Deu pra ver nesta demonstragao, que esses limites sdo mesmo muito intrincados. Portanto, apds
treinar um pouquinho e entender o raciocinio € melhor mesmo a gente confiar nos livros, mas
fazer muitos exercicios para ir apreendendo as técnicas. Ndo tem outro jeito. Exercicios,
exercicios e exercicios...

Propriedades dos limites

Os limites obedecem a diversas propriedades decorrentes do fato de estarmos tratando sobre
o dominio dos numeros reais. Elas sdo:

Suponha duas fungdes f(x) e g(x) tal que : lim f(x) =N limg(x) =M
x—-a x—-a

Elas obedecem as seguintes propriedades:

CONSTANTE: > f=K - limf()=K

POTENCIA: 2> f(x) =[g)]" - )lci_r)ré flx)=M"

EXPONENCIAL > g =[b/®] - limg(o = [p]F2a ) = pN
LOGARITMO > g =logy(f(@) ~ lim g(x)=log,[ lim f(x)]=log, N

RAIZ N-ESIMA: 2> flx)= Ygkx) - )lci_r)réf(x) =M
SOMA / SUBTRAGAO = lim[f(x) +g(x)]= N+ M

MULTIPLICACAO = lim[f(x) *g(x)]= N*M

xX—-a

DIVISAO: paraM#0 = lim[f(x)/ g(x)] = N/M

x—-a
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Essas propriedades serdo muito Uteis quando vocé tiver que resolver os exercicios de limites que
o seu professor de Calculo vai passar. Leia com calma as propriedades tentando entendé-las.
Ainda existem outras (procure no seu livro texto da sua disciplina), mas com essas ai ja da pra ir
avante.

Mas, calcular os limites pode mesmo ser bem dificil mas tem uma regra importante que pode
facilitar tudo. Quando nada funciona: L'Hopital nele! Vocé aprendera com o seu professor de
Célculo, uma regra de ouro para calcular limites: a Regra de |'Hopital. Mas para entendé-la
devemos saber primeiro derivar e ainda ndo chegamos la. Entdo vamos comecar logo com essa
histéria de derivadas...
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CAPITULO 4. QUE HISTORIA E ESTA DE CALCULO DIFERENCIAL?

A histéria da Ciéncia esta cheia de casos onde dois cientistas descobrem (ou inventam) alguma
coisa simultaneamente. Um desses casos mais importantes foi a invencdo (ou descoberta?) do
Caélculo Diferencial que aconteceu (quase) simultaneamente, devido ao trabalho de dois mestres
da Humanidade: Issac Newton e Gottfried Wilhem Leibntz. Ambos viveram na mesma época na
Inglaterra e na Alemanha respectivamente. Newton nasceu em 4 de janeiro de 1643 e morreu
em 20 de margo de 1727, enquanto Leibntz veio ao mundo em 1 de julho de 1646 e partiu em
14 de novembro de 1716. Eram, portanto, contemporaneos. Esses dois personagens da Histéria
tinham muita coisa em comum, entre as quais uma religiosidade muito forte e o gosto pelas
ideias matemadticas. O Calculo Diferencial e Integral que estudamos hoje nas universidades em
todo mundo, foi desenvolvido por eles, cada um em seu pais. Ambos usaram formalismos
matematicos diferentes que hoje usamos indistintamente. Temos que aprender as li¢des destes
mestres, portanto.

Mas em que consistiam essas ligdes? Falando de um modo bem simplério, podemos dizer que a
base do Célculo é a ideia de que se vocé ndo pode vencer o problema matematico devido a
limitagOes algébricas, entdo deve dividi-lo em partes progressivamente menores até que as
dificuldades desaparegam. Por exemplo:

a) Aideia de Newton: representar uma curva por uma sucessio de retas

Sabemos que Newton era aficionado pelo estudo dos movimentos dos planetas e satélites. Esses
corpos celestes descrevem no céu trajetérias curvilineas. Mas na sua época nao se sabia
representar essas trajetérias. Entdo veja o que ele fez, supondo uma trajetéria parabdlica de um
objeto lancado a distancia, desenhada em azul. Como ndo sabemos descrevé-la
adequadamente, podemos representar a curva de modo aproximado usando as setas
vermelhas. Se imaginamos que a curva azul representa a trajetéria de uma bala de canhao, é
facil entender que, usando as setas vermelhas, uma por vez, poderemos saber de modo bem
aproximado qual a posicdo do alvo que vamos atingir com a tal bala. Assim, transformamos um
problema complicado (cuja solucdo ndao conhecemos) em uma sucessdo de problemas simples
qgue sabemos resolver.

Figura 21. Uma trajetdria curvilinea representada por passos lineares

v A

Propria autoria (apds . Newton)
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E justamente essa ideia basica que estd por tras o Calculo que queremos aprender. N3o parece
nada dificil, ndo é mesmo? Eu ndo disse? Calculo é facil!

Mas a ideia genial do Newton foi ter percebido que seria possivel usar o mesmo raciocinio para
estudar as drbitas do planetas e satélites (objetos celestes), cujos resultados conduziram a teoria
da Gravitacdo Newtoniana ou Mecanica Celeste, e também para quaisquer outros objetos que
se movimentem (na Terra mesmo) cujos resultados representam a Teoria da Mecanica Racional
Newtoniana. Ele usou os dados de Kepler para descrever os movimentos dos planetas, satélites
e cometas. Tudo se encaixava nas suas equacées. Um de seus alunos, chamado Edmundo Halley,
usou a teoria de Newton, baseada no Célculo que vocé estd aprendendo, para descrever a érbita
de um cometa que passava nos céus. Concluiu que a orbita deveria ser eliptica e previu que o
tal cometa deveria voltar apds 76 anos. Ai, advinha.... O tal cometa voltou mesmo na época
certinha. O tal Halley poderia até ter ganhado o prémio Nobel, mas naquela época esse prémio
ainda ndo existia, né? Mas, pensando bem, ele ndo poderia mesmo ganhar esse prémio porque
guando o cometa voltou, apds 76 anos, confirmando os seus cdlculos e a teoria do Newton, o
Edmundo ja tinha morrido, coitado. E o prémio Nobel s6 pode ser concedido a cientistas vivos.
Mas, em homenagem a ele, a Ciéncia deu ao cometa o seu nome. Foi assim que batizaram o
Cometa Halley. As ultimas vezes que o Cometa Halley passou nas nossas vizinhangas, foi em
1910 e 1986. Portanto retornara em 2062. Faltam ainda 42 anos. Como vocé esta perto dos 20
anos, poderd vé-lo e apreciar essa visao fantdstica. Quando estiver olhando para ele, por favor,
lembre-se do seu “velho professor de Calculo” que contou a histéria do Halley pra vocé. Vai ser
emocionante.

Figura 22. O Cometa Halley em sua ultima passagem (1986)

Fonte. NASA. https://blogs.nasa.gov/Watch_the_Skies/tag/halleys-comet/
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b) A ideia de Leibntz:

Definicdo geométrica da “derivada”. A razdo de incrementos e a variabilidade das fungées

Newton tinha uma visdao mais de fisico e usava a matematica para descrever os fen6menos de
seu interesse. Mas Leibntz era mais matematico e tinha um ponto de vista diferente. Ele
trabalhava com as fungdes (que estudamos no capitulo 2) e se interessava por estudar como
descrever a variabilidade das diferentes fungcdes matematicas. Entdo ele pensou em descrever
essa variabilidade, por incrementos relativamente pequenos e depois usar o raciocinio (e a
imaginacdo) para tornar esses incrementos cada vez menores. Pensemos na seguinte figura
gue chamaremos de “escadinha matematica”.

Figura 23. A fun¢do “Escadinha”

A
A
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Propria autoria (ap6s Leibntz) .

Leibntz concebeu a fungdo variando por degraus, onde Ax corresponderia a largura e Ay a altura
de cada degrau de modo que subindo (ou descendo ) é possivel (se Ax for suficientemente
pequeno), descrever muito aproximadamente a fun¢do (curva azul na figura). Ax corresponderia
aum passo e Ay ( ou Af(x) ) sera determinado pela expressao algébrica da fungao. De modo que
ainclinacdo de cada degrau indicara a variabilidade média da fungao naquele degrau.

A derivada corresponde a um calculo de limite!

Se aceitamos essa aproximacao, podemos ver, sem dificuldade, que a aproximacao sera melhor
se os degraus (Ax) forem menores. E, se formos diminuindo indefinidamente a magnitude
horizontal do degrau (Ax), a tendéncia é que a dimensao vertical do degrau( Ay) se aproxime
cada vez mais do valor exato da funcdo em cada ponto e, portanto, a inclinacdo do degrau vai
indicar a variabilidade exata da funcdo naquele ponto!

A ideia da derivada. Defini¢do algébrica .

Vamos resumir essa ideia num formalismo que vocé ja conhece: calculemos o limite da razado
(Ay/ Ax) entre as dimensdes dos degraus da nossa “escadinha” matematica. E vamos dar um
nome a este limite. Como o valor deste limite deriva da variabilidade da funcdo, que tal
denominarmos derivada a este limite:

Ay . flx+Ax) - f(x)

Al}lcl_l)})ﬂ = Al;g}) Ay =derivada de f(x)
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Legal! Como vocé ja conhece a nog¢do de limite e ja sabe usar as suas propriedades que decorrem
do fato de utilizarmos os numeros reais e, como vocé ja conhece a maior parte das fungdes e
sabe trabalhar com elas algebricamente, entao, vocé ja aprendeu o conceito de derivada!!!!

Podemos progredir ainda, considerando que Leibntz prop6s usar um simbolo especial para as
varidveis que sdo calculadas ao limite. Ele prop0s:

lim Ax = dx = diferencial de x
Ax—0

lim Ay = dy =diferencial dey
Ay—0

Entdo, chegamos no formalismo proposto por Leibntz para a derivada de uma fungdo f(x)
dy Ay

_ . Af(x)
Deri —f(x) > — = lim == lim
erivada de Yy (X) dx Ax—0 Ax Ax—o Ax

Pronto! Eu ndo disse que Cdlculo é facil? Agora é so treinar. Aguarde os préximos capitulos .....
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CAPITULO 5. As DERIVADAS SAO FACEIS

Certamente vocé ja ouviu falar das dificuldades que surgem ao calcular as derivadas. Os alunos
dos anos mais adiantados adoram assustar os calouros dizendo que os professores de Calculo
S30 uNns carrascos e que as provas sao quase impossiveis de fazer e que vocé vai se sair mal e.....
tantas outras coisas. Esqueca tudo isso! Vocé ja tem as ferramentas para resolver esse problema
e calcular as derivadas de qualquer funcdo. Vocé vai se sair muito bem, porque Calculo é Facil!!!!

Ja sabemos que calcular uma derivada de uma fungao corresponde a determinacdo de um limite.
E as regras algébricas para isso s3o nossas conhecidas. E verdade que n3o sabemos todas as
regras de cor. Por isso vocé vai precisar de livros. Existem centenas de livros de Calculo
Diferencial nas bibliotecas das universidades e muitos sdao até bem acessiveis se vocé quiser
comprar. No final deste livro ha uma relagdao dos mais comuns. Seus livros do ensino médio
também serdo muito Uteis pois mostram as regras de fatoracao algébrica e as relagbes
trigonométricas mais importantes. Deixe-os a mao.

Nos livros de Célculo universitarios, é possivel encontrar as demonstragées das derivagbes de
muitas fung¢des. Nem todos os livros tem todas as demonstragdes. Assim, vocé vai precisar
procurar em varios livros. Isso pode dar trabalho. Vocé vai ter que virar um “rato de biblioteca”.
Mas estudando essas demonstragdes, vocé vai paulatinamente entendendo que as regras gerais
de derivagdo que surgem dessas analises sdo bastante praticas, de modo que, se vocé as aceita,
pode usa-las a vontade. Praticamente todo livro de Calculo traz um apéndice com uma lista das
regras de derivagao para os mais diversos tipos de funcdo. Vocé tera que consultar essas listas
com frequéncia, pois é praticamente impossivel decora-las todas. Todo mundo faz isso. Mas
existem algumas regras principais que todos DEVEMOS saber de cor se quisermos resolver as
provas de Calculo como aquelas que vocé vai enfrentar logo, logo. Entdo vamos a elas ...

As regras de derivagao principais:

Todas as formulas que mostraremos abaixo foram deduzidas do mesmo modo, ou seja:
calculando o limite abaixo:

d A
2= lim 2

dx Ax—0 Ax

Ou:

df (x) . Af(x) . flx+ Ax) — f(x)

dx Ax—-0  Ax Ax—0 Ax

Obviamente, para fungbes diferentes as operacdes algébricas usadas nos céalculos dos limites
serdo também diferentes. Algumas sdo até faceis enquanto outras exigem um raciocinio mais
sofisticado. Vocé é capaz de entendé-las todas. Mas precisa estudar e dedicar-se com esmero a
essas demonstragdes. Talvez vocé precise de ajuda. Busque com seus colegas e professores.
Também na internet, hoje em dia, é facil encontrar explicagdes dessa area. Se vocé fizer isso,
progredira rapidamente e conseguird uma “proficiéncia” na linguagem matematica. Tudo ficara
cada vez mais compreensivel. Vocé ganhara em auto estima e satisfacdo intelectual. Vai valer a
pena.
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Para facilitar o seu servico (ndo tente escapar dele) abaixo estdo as regras mais fundamentais
do Calculo. Se vocé as decorar elas serdo MUITO Uteis para vocé.

a) A demonstragdo mais dificil da derivada mais facil: fungao exponencial

Suponha a funcdo f(x)= exp(x). Essa fungdo, como ja falamos anteriormente, € muito importante
porque estd na base de todos os fendmenos de crescimento (ou decrescimento quando o
argumento for negativo) da natureza e da tecnologia. Por exemplo, o crescimento de micro
organismos (Biologia, Engenharia de Alimentos), o crescimento populacional (Geografia,
Economia), o crescimento de uma cultura de vegetais (Agricultura, Agronomia, Engenharia de
Biossistemas), o decrescimento radioativo de um material (Fisica, Quimica), a propagac¢do de um
virus ou bactéria numa populagdo (na Medicina) e outros. Percebe a importancia? Entdo, vai
ser importante saber como essa fungdo varia. J4 sabemos como calcular isso. Basta usar a
derivada, ou seja: devemos calcular o seguinte limite:

af(x) — lim Af(x)= lim f(x+Ax)—f(x)= lim exp(x+Ax)—exp(x)=?
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Prepare-se, pois a demonstra¢do é BEM complicada. Mas vocé ja estd preparado para entendé-
la. Mas vai ter que ler e reler varias vezes. Mas tenho convicgdo que vocé conseguird. Coragem!

Sabemos desde o capitulo 1 que: exp(x + Ax) = exp(x) * exp(Ax)

Portanto,

. exp (x+Ax)—exp(x . exp x*exp (Ax)—exp(x
lim SRCHAD—exp(®) _ 5 SXPxrexp(An)—exp(x)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

E, colocando exp(x) em evidéncia....

exp x*(exp(Ax)—1) _ 0

= lim
Ax—0 Ax 0

Aparece, portanto, uma indeterminacdo no célculo do limite. Devemos dar “tratos a bola”* como
se dizia antigamente para resolver isso.

Basta lembrar do limite fundamental para o nimero de Napier que vimos no capitulo 3:
N
lim (1+7) e
e fazermos a seguinte mudanca de variaveis:
exp(Ax)—1=u D2Ax >0 =D>u—-0
Logo:
exp(Ax) =u+1
E, portanto, aplicando o logaritmo natural, teremos:
In(exp(Ax)) =In(u+1) > Ax =In(u+ 1)

(estude essa passagem até entendé-la perfeitamente)

%4 |h, me denunciei ao usar esta express3o.....
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Voltando ao nosso limite:

exp x*(exp(Ax)—1)

dlexp(x)) _ : _ * LI L
dx - Alylcr—l;lo Ax exp(x) hmoAx Lll;%(ln(u+1))

E entdo, se passamos a varidvel u para o denominador obtemos

d(exp(x)) _ :
— . = exp(x) * hm o = exp(x) * lim (1*ln( +1)) = exp(x) u 0 In(u+1)u

Ou, usando as propriedades dos limites que vimos anteriormente (cap. 3)

d(exp(x)) _ 1
——= =exp(x) * lim ———F =exp(x) ¥ —————
dx p( ) n-oo ln(1+%)n p( ) In( T{i_r}glo(1+%)n)

n
Como sabemos que: lim (1 + %) = e, temos:

n—-oo

d 1
%@)) = exp(x) * T = exp(x)

Como vocé viu, essa demonstracdo foi bastante complexa. Nao se afobe, vocé precisa se
acostumar a esse tipo de demonstracdes matematicas. Elas sdo meio cansativas, mas vocé
consegue, porque entende o raciocinio de cada passagem. Vocé talvez ainda nao consiga fazé-
la sozinho. Mas nada que usamos na demonstragao era seu desconhecido. Usei como primeiro
exemplo porque o resultado é MUITO importante. E representa a derivada mais facil de todas.
Vamos repeti-lo:

d(e*)
dx

ex

A derivada de exp(x) é igual a exp(x). Ou seja a fungdo é a derivada dela mesmal!! Essa igualdade
tem a ver com o comportamento de um nimero muito grande de fendmenos de crescimento
em todas as Ciéncias e Tecnologias. Vocé vai usar esse resultado, sem duvidas. E ndo podera
confundir a fungdo exponencial com uma poténcia, NAO. Esse é um erro recorrente entre os
alunos dos primeiros anos que vocé nao vai mais correr o risco de cometer. Por falar nisso,
vamos agora deduzir as derivadas das poténcias que também sdo importantissimas:

b) A derivada das poténcias

As poténcias como sabemos aparecem nas expressdes polinomiais. Portanto vocé vai ter que
deriva-las certamente. Entdo vamos |a. Vamos comecar com os polin6mios de grau zero, ou seja
as fungBes constantes. Se voltarmos na nossa analogia com a “escadinha de Leibntz” a funcéo
constante ndao tem degraus. Anda sempre no mesmo “pavimento”. Portanto, ndo varia. Se ndo
varia, sua variabilidade é nula, légico. E, portanto, a derivada é nula:

- ay _
1) f(x)—C-)dx =0

Mas se a funcdo for de primeiro grau, teremos uma “escadinha com inclinagdo constante
determinada pela declividade da reta que no caso da nossa convengao seria:

Y _ iy EH0-7(0)

dx Ax—»o X

2) f(x)=ao+aix = =aq

Sera muito bom (e muito facil) para vocé, provar esse resultado.
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Prossigamos:
Se a fungdo for de grau 2 (pardbola) a derivada sera:

lim (F (x+Ax)—f (%))

=2*a,x+a,
Ax—0 X

3) f(x) = ao +aix +ax> => Z—z =

Serd muito bom (e ainda muito facil) para vocé provar esse resultado.

4) f(x) =ao+ax +ax’+azx3 =

Ay _ gy COHAD-F() _

3xa.*x’+2*xa,x+a
dx Ax—0 X 3 2 1

e por indugao obtemos:

i da . +Ax)— 1/ [—
5) f0=Siso(a;* ) > = lim FEED = Sud(i s ax )

X Ax—0 X
=4 H — 6
Entdo, por exemplo, vamos derivar f(x)=2x

d(2 * x®)

=6%x2%x071 =12 % x°
dx

Facil, né? Essa regra é muito importante, pois os polindmios estdo sempre presentes nas
disciplinas de exatas. E tdo importante que os estudantes deram um apelido para ela: “regra do
tombo”. Isso porque o expoente da varidvel x “cai” na frente do coeficiente.... Mas é um nome
n3o muito bonito, né? E melhor falar em termos mais matematicos, para ndo “cair” por causa
da regra do tombo. N3o pode esquecer que ela se aplica apenas aos polindmios (e ndo aos
exponenciais). Muitas vezes os estudantes menos atentos (que ndo é seu caso, claro)
confundem as coisas.

A derivada das fung6es trigonométricas

Aqui ndo tem jeito. Para derivar as fungdes trigonométricas sdo necessarios exercicios e mais
exercicios. Etem que saber as relagGes trigonométricas. Vocé tem que voltar aos livros do ensino
médio e rever toda aquela coisa. Pois para calcular os limites correspondentes as derivadas, tem
que ser bem craque em usar as fungdes seno, cosseno, tangente e seus inversos e saber usar as
relagcbes trigonométricas principais. Ndo da para passar sem essas relacées que devem ser
decoradas (volte ao capitulo 2 se necessario):

Agora vamos as derivadas das fungGes trigonométricas.
Comecemos com a fungdo sen(x). O limite a ser calculado é :

sen( Ax + x) — sen(x)

lim
Ax—0 Ax
Entdo vamos comecar usando a formula do “seno da soma” que vimos no capitulo 3.

sen(Ax + x) = sen(Ax) * cos(x) + sen(x) * cos(Ax)

sen( Ax + x) — sen(x) ~ lim sen(Ax) cos(x) + sen(x)cos(Ax) — sen(x)

lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
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E colocar sen(x) em evidéncia:

_ sen(Ax) cos(x) + sen(x) * [cos(Ax) — 1]
lim
Ax—0 Ax

Agora separamos os limites (Ver propriedades dos limites):

lim sen(Ax) cos(x) + lim sen(x)*[cos(Ax)—1]

Ax—o0 Ax Ax—0 Ax

E multiplicamos (e dividimos) o segundo limite por: cos[(Ax +1)]

lim sen(Ax) cos(x) + lim sen(x)*[cos(Ax)—1]*(cos(Ax)+1)]=

Ax—o Ax Ax—0 Ax* (cos(Ax+1)

Usando agora a regra de fatoragdo que vimos la no capitulo 1 (e que eu tinha sugerido vocé
decorar, lembra? J4 estamos usando.)

[(cos(Ax) — 1) * (cos(Ax) + 1)]= [cos?(Ax) — 1]
O nosso limite trigonométrico fica:

lim sen(Ax) cos(x) + lim sen(x)*[cosZ(Ax)—l]=

Ax—o0 Ax Ax—0 Axx (cos(Ax+1)

Usando agora: cos?(Ax) = 1 — sen?(Ax), obtemos:

— lim sen(Ax) cos(x) . sen(x)*senz(Ax)_
T Ax—o Ax Ax—0 Ax* (cos(Ax+1)

E agora, separando os limites:

sen(Ax) li sen(x)sen(Ax)*sen(Ax) _

= lim cos(x) * Alim

Ax—0 x—0 Ax Ax—0 Axx (cos(Ax+1))
. . sen(Ax . sen(Ax . sen(x)sen(Ax
lim cos(x) * lim Sen(dn) _ i S0, sen(x)sen(dr) _
Ax—0 Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 (cos(Ax+1))

E finalmente, lembrando do limite trigonométrico fundamental que vimos anteriormente:

sen(Ax) 1

lim
Ax—0  Ax
E, como cos(x) ndo depende explicitamente de Ax:
lim cos(x) = cos(x)
Ax—0

e ainda que

sen(x)sen(Ax) B
ety (cos(Ax +1))

Chegamos finalmente a:

d[sen(x)]

= cos(x)
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De modo analogo podemos deduzir as derivadas de todas as fungées trigonométricas, mas ja da
pra ver que essas demonstracdes sao complicadas. Entdo, uma vez entendida a demonstracao
para seno(x), usaremos as tabelas que sempre existem nos apéndices dos livros de calculo.

Entdo teremos:
d[cos(x)]
dx

Note que as derivadas das funcdes trigonométricas sdo faceis de calcular uma vez que as funcoes
sdo periddicas. Vocé pode tentar. Entdo temos:

= —sen(x)

d[sen(x)]
dx

= COS(X) ; % = —Sen(x); w — COS(X); d[—cos(x)]

™ = sen(x)

Esse resultado serd muito importante quando vocé estudar as séries, 1a na disciplina de Calculo
IV. Ainda estd longe? Nem tanto, o tempo passara rapidinho se vocé se dedicar bastante a essas
disciplinas.

Ha outras fungdes trigonométricas cujas derivadas podem ser calculadas. Uma que vocé nao
pode ndo conhecer é a fungdo tangente (tg(x)).

d[tangente(x)]

— 2
Ix = sec?(x)

Se vocé for muito interessado(a), tente demonstrar essas férmulas de modo andlogo como
fizemos com o seno(x).

Agora vocé pode procurar no seu livro texto de Cdlculo que achard todas as derivadas das
fungdes trigonomeétricas. Va |4 olhar. Depois volte.

Derivada de uma soma/subtragio.

Essa regra decorre da propriedade distributiva da soma (ou subtra¢do) que vimos la no capitulo
1 e que impGe uma propriedade dos limites.

Jim (f(x) £ g()) = lim f(x) £ lim g(x)
Como consequéncia, temos:

d(f(x)tg(x)) _df(x) n dg(x)
dx - dx ~— dx

Entdo, por exemplo, vamos calcular:

d(x2+sen(x)) d_xz_l_ d(sen(x))

T T o 2x + cos(x)
Ou ainda

d(exp(x)—tg(x)) _ d(exp(x)) _ d(tg(x))
dx dx dx

= exp(x) — sec?(x)

Agora vocé pode fazer exercicios deste tipo que encontrard aos montes no seu livro texto da sua
disciplina. Va fazendo todos que conseguir. Isso vai dando seguranca para vocé e aumentando
sua autoestima. Ndo deixe para fazer os exercicios no dia da prova. Esse seria o jeito certo de
fazer a coisa errada. Vocé ndo vai cometer esse erro, né? Coragem, vai la no seu livro e faca uns
exercicios de derivacdo. Vocé s6 tem a ganhar.
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Derivada de um produto.

Mas vamos progredindo. Agora vamos tratar dos produtos de funcées. Nesse caso, precisamos
considerar as propriedades dos nimeros reais em relagdo ao produto (veja no capitulo 1).

Entdo consideremos inicialmente o produto entre duas fungdes: f(x) = h(x)*g(x).
Teremos que calcular o limite da razao de incrementos que sera:

@) _ |y LGS hOrgG4Ax) e 9D *h(x+Ax)
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Logo;

d(h(x)xg(x)) dg(x)) dn(x))
dx - h(x) * dx * g(x) * dx

Derivadas de fungdes compostas

Outra coisa importante é quando precisamos derivar expressdes matematicas compostas. Essas
expressdes aparecem frequentemente. A maneira de calcular isso ainda é a mesma. Estimar a
variabilidade da expressdo e calcular o limite quando a varia¢do da grandeza x tende a zero

A

( lim 3; ). Esse procedimento esta demonstrado na maioria dos livros de Célculo disponiveis e

Ax—o A
provavelmente esta também no seu livro texto da sua disciplina. Por isso ndo vou repeti-lo. Mas

vamos as regras principais e como usa-las.

Muitas vezes, as expressGes matemadticas contém uma combinacdo de fung¢des mais
fundamentais o que torna a derivagdao um pouco mais trabalhosa. Vamos estuda-las através de
exemplos. Consideremos a fungao:

f(x) = sen?(x)

Nessa Unica expressao, estdo combinadas duas func¢des: a funcio u(x)= sen(x) e a funcio g(u)=u?.
Obviamente a variabilidade da fungdo f(x) vai depender algebricamente tanto de u(x) quanto de
g(u), ndo é mesmo? As funcbes estdo encadeadas, uma sendo influenciada pela outra. Assim, a
variabilidade da fung¢do g(u) vai influenciar a variabilidade da fung¢do u(x) de modo que é a
convolugdo (produto) das duas variabilidades que determinara a derivada da fungao f(x). Entdo
teremos:

df(x) df . du

d(x) du dx

Essa féormula encadeia as variabilidades das fun¢Ges e por isso leva o nome de Regra da Cadeia.
Ela pode ser aplicada mesmo que mais de duas fungBes sejam encadeadas, gerando a regra
geral:

df(x) df du dg dh dw
d(x) du dg dh di dx
Aplicada na funcdo f (x) = sen?(x) teriamos
g = 2 * sen(x) * cos(x)

Derivamos primeiro a fungdo poténcia ao quadrado e em seguida derivamos o sen(x).
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Mas vamos aplicar a regra para mais um caso particular importante:
f(x) = sen(x?)
Nesse caso temos a funcdo u=x3 encadeada com sen(u) . Pela nossa regra teriamos:

df_df
dx  du . dx

= cos(x3) * (3x?)

Exercicios como este existem muitos e vocé pode ir fazendo. Quantos mais, melhor.
Por ultimo, temos:

Derivada de uma razao.

Pensemos agora na fungao: f(x)=h(x)/g(x).

Podemos reescrever assim: f(x)=h(x)*[g(x)]™*

Agora é s6 tratar pela regra do produto que vimos acima e considerando [g(x)]™* como uma
fungdo composta. Entdo fica:

% = [—1 * (g(x)) ] * Z—i , e ent3o, pela regra do produto, vem:

Y@ _ d“<x> x[g()]™" + h(x) * [—1*(9(")) ]

dx

Ou

df () _ i B h(x)+32 S5 Y®_ LD g0 -h
dx g(x) [g(x)]? dx [g(x)]?

Ou, na forma mais comum usando a notacdo de Newton:

h() For) = h(x)" * g(x) — h(x) * g(x)'
gx) [g(x)]?

fx)=——

Dicas:

Todas essas regras vocé precisa saber de cor, mas o mais importante é entender bem as
deducgdes que foram feitas ai em cima. Leia a demonstragao até que finalmente a entenda. Esse
€ o Unico jeito de aprender e decorar.

Essas sdo as principais, mas vocé terd que aprender diversas outras regras de derivacdo. Elas
serdo importantes para a solugao dos problemas nas provas, quando vocé provavelmente, ndo
podera consultar seus livros. Entdo fica a dica. Se vocé entender bem as deducgdes e fizer
MUITOS exercicios usando essas regras, vai ficar craque e vai se sair bem nas provas. Tem que
ter paciéncia. Trabalhar duro resolvendo os exercicios que o seu professor da disciplina de
Cdlculo vai passar. Isso vai fazer a diferenca pra vocé. Vocé compreendera que Calculo é facil
(mas so6 pra quem estuda seriamente com afinco). Considere que o estudo dessa disciplina é o
treinamento do seu cérebro para raciocinios bastante sofisticados dos quais vocé vai precisar
nas demais disciplinas do seu curso. Por analogia, vocé deve saber que um atleta de alta

performance tem que treinar muito. Ndo da para chegar nas competi¢es s6 com o atestado de
inscricdo. Os musculos precisam de treinamento especializado e do empenho dedicado do
atleta. Cumprindo essa fase, o atleta vai pra competicdo seguro de si e, sempre com muito
esforco, é bem capaz que ganhe uma medalha e suba no pddio. Se ndo der pddio, pelo menos
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elafard uma boa corrida e ficard “bem na fita” como se costuma dizer. Mas se nao tiver treinado
com dedicacdo, vai tropecar nos préprios pés e pagara um “senhor Mico” na frente da
arquibancada. Se tiver transmissao direta, o mundo inteiro verd o seu fiasco.

Lembre-se disso quando for fazer a sua primeira prova e Calculo. Ndo deu muita bola pra
matéria? Foi em todas as festas? Faltou as aulas (aproveitando a famigerada lei dos 30% de
abono)? Entdo, vocé fez a coisa certa para dar tudo errado. Prepare-se para ficar vermelho na
lista de notas que sera pregada no seu mural. Mas, se vocé leu esse livro e seguiu as aulas do
seu professor de Célculo e fez os exercicios, e se preparou com afinco, entdo vocé estara seguro
como o Usain Bolt, o flecha humana, campedo olimpico dos 100 metros, ou do Jodao do Pulo
gue vocés nem conheceram (olhem no Google), o brasileiro campedo olimpico do salto triplo.
Quando eles entravam na raia, tinham seguranca que iriam vencer. E venciam. E assim que eu
guero que vocé entre na sala de prova e sente na carteira como quem vai disputar a prova da
olimpiada, sabendo de antem3o qual o seu potencial e seguro daquilo que sabe. Afinal, para
vocé, Calculo agora é Facil. Vail
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CAPITULO 6. INTEGRAL, A FUNCAO INVERSA DA DERIVADA, TAMBEM E FACIL

As disciplinas de Célculo | das diversas Universidades, as vezes, incluem também o conceito de
Integrais. Por isso, incluimos esse ultimo capitulo. Mas talvez vocé sé va estudar as integrais na
disciplina de Calculo Il que serd o objetivo do nosso préximo livro. Por via das duvidas, vamos ja
falando desse assunto.

As integrais sdo correspondentes as funcdes inversas das derivadas. E correspondem a uma
soma dos valores de uma fungao dentro de um intervalo. Nés vamos aprender que a integral
realiza algebricamente a somatdria dos valores de uma funcdo e permite, por exemplo e entre
outras utilidades, calcular o valor médio da fungdo. Vamos pelos exemplos. Considere um grafico
que represente a temperatura de uma cidade ou regido, medida por uma estagdo
meteoroldgica. Vamos supor o seguinte grafico ao longo de 24 horas. Vemos claramente que a
temperatura tem um comportamento varidvel, sendo minima nas proximidades da meia noite
e maxima nas proximidades do meio dia.

Figura 24. Temperatura ao longo de um dia.

temperatura
25
) [ ] [ ]
3 o *  e% 00 °
w20
@ e ¢
o [ ] [ ]
wv
2 15 o
) o0 ®
o ®oo
310 | @
o ®
§ [ ]
0
0 5 10 15 20 25 30
horas do dia

Prépria autoria.

Agoraimaginemos que queiramos saber a temperatura média. Todos sabemos fazer essa média.
Basta somar todas as temperaturas e dividir pelo nimero de dados. Como temos 24 medidas
(uma por hora) ao longo do dia, é facil saber que a temperatura média serd dada pela somatéria
dividida pelo nimero de medidas:

Temperatura Média = 2—142?;023 T (i)

No caso do grafico acima, o resultado é: temperatura média = 15,97 graus Celsius.

Esse procedimento acima, na verdade, usou a base da ideia de integral, aplicada a um namero
finito de dados (no caso em tela, os 24 pontos). Mas podemos calcular essa soma também para
uma func¢do continua, de modo que integrar corresponde a somar os valores dessa funcdo ao
longo de um intervalo. A defini¢do algébrica que estd abaixo poderd em seguida ser interpretada
geometricamente:
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Definicdo algébrica da integral:

b n
ff(x)dx= Am Zf(xi)*Ax
a i=1

Definicdo geométrica da integral:

Figura 25. Definicdo da integral através da geometria
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Prépria autoria.

E facil ver que a multiplicacdo f(x)*Ax corresponde aproximadamente & area do trapézio
hachurado na figura acima. Se somarmos todas as dreas dos trapézios que aparecem sob a curva
no intervalo (a, b) considerado, essa soma serd uma razoavel aproximacdo da area sob a curva
de f(x). Deste modo, quanto menor o Ax , melhor a aproximacgao da area sob a curva. Se agora
tomamos o limite Ax =»0, o resultado sera a area exata da curva no intervalo em quest3o.
Suponhamos agora que a curva, sé para compararmos com o resultado anterior, corresponda a
variacdo da temperatura do dia, durante um intervalo de tempo de a até b. Entdo, por analogia,
a temperatura média neste intervalo serd a divisdo da integral de f(t)*dt pela integral de dt.

No caso em tela temos:

f:f(t).dt
P at

valor médio =

a

(Aqui vale, literalmente, um paréntese: é comum os estudantes, principalmente nas provas,

guando estdo sob pressdo, esquecerem de escrever o diferencial da integral. Isso é um erro
grave. O integrando deve ser lembrado como sendo o PRODUTO da funcdo (f(x)) pelo intervalo
(Ax) ou seja: f(x)* Ax. Quando calculamos ao limite, Ax se converte em dx. Por isso SEMPRE as
integrais devem conter um diferencial no seu integrando. E sé lembrar da frase mneménica:
“integral sem diferencial ndo é legal!” )

A associacdo do conceito de valor médio de uma fungdo com as integrais, como definidas acima,
serd muito utilizado nas suas disciplinas do seu curso. Por isso estou frisando esse resultado.
Mas na verdade, ainda nem sabemos calcular as integrais. Vamos trabalhar nisso agora,
utilizando o conceito de funcdo primitiva (é assim que o seu professor de Calculo vai fazer, mas
entdo vocé ja saberd de antemdo. Legal, né?
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Fungao primitiva.

O conceito de fungdo primitiva decorre da definicdo da derivada (que vocé ja conhece bem, ndo
€ mesmo?). Vocé sabe que se uma funcdo f(x) pode ser derivada, tal que:

entdo f(x) serd a fungdo primitiva de g(x). Ou seja: g(x) deriva de f(x). Meio confuso? Entdo vamos
ver.

Vocé ja sabe que a derivada de sen(x) é igual ao cos(x). Assim, para obter o cos(x) vocé tem que
derivar sen(x). Ou seja: sen(x) é a primitiva de cos(x). Uma fungdo decorre da outra. Pensando
desse modo, podemos definir a integragdo como a fungdo inversa da derivacgdo (e vice-versa).

Entdo sdo equivalentes as expressoes:

d[sen(x) , .
% =>» cosseno de x é a derivada do seno de x ou,

cos(x) =
sen(x) = [ cos(x) * dx = seno de x é a primitiva de cosseno de x

Um outro exemplo seria:

dx

x3=[3xx?xdx
Alids, existe uma regra importante que é a integracao dos polindbmios. Nesses casos, basta
inverter a regra de deriva¢do dos polinbmios. Entdo teremos:

n-1 xn+1

afE) _ dem_

X X ; portanto, a inversa seria: fx”dx =

n*x
n+l1

3 . . . R . KTHL . .
A primeira vista parece estranho, mas se vocé calcular a derivada de —y Vocé obtera:

d xn+1 xn
I — _— n
dx<n+1> (n+1)*(n+1) x

Essa regra, entretanto, tem uma excecao. Ela ndo vale no caso da seguinte integral:

—1+1

Jxldx= =

o1’ pois nesse caso apareceria um zero no denominador.

Entdo, teremos um caso particular cuja demonstragdo é complicadinha, além do escopo desse
livro. Por hora, basta vocé decorar a regra para ndo se confundir:

[x tdx = fidx =In(x) +C

A demonstracdo desta regra, baseia-se na demonstracdo do limite de Euler que define o nimero
e que é a base dos logaritmos neperianos. Nao se preocupe, seu professor de Calculo vai ensinar.
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Mas, podemos lembrar que a derivada é a funcdo inversa da integral e, portanto, deduziremos
agora uma regra de derivacao que ficou faltando no capitulo das derivadas, ou seja: a derivada
de fungdes logaritmicas: In(x) e loga(x). teremos, entdo:

1 d 1
f;dx =In(x)+C > aln(x) ==

Se a base for diferente de e, teremos:

1
| - =
dx Ba” xin(a)

Vocé pode agora incluir essa nova regrinha na sua listinha das derivadas mais importantes e
fundamentais, (vocé ja organizou uma, né? Vocé vai precisar, hein!).

Perceba que essa maneira de definir a integral, ndo depende diretamente de um intervalo no
dominio, mas somente da caracteristica de variabilidade das fung¢des. Assim, consideradas desse
modo, as integrais sdo ditas indeterminadas, pois sempre pode existir uma outra funcao,
adicionada de uma constante, que seja a primitiva daquela fun¢do dada. Por isso, é necessario
adicionar essa hipotética constante as integrais indefinidas. O valor exato dessas constantes, s6
podera ser encontrado quando aplicarmos esse calculo a problemas concretos. Veremos em
seguida exemplos de aplicacdo e vocé entenderd melhor. Entdo temos: se f(x) é a primitiva de

g(x):
Jgdx =f) +C,
onde C é chamada de constante de integra¢do. Melhor pegar um exemplo:
Vamos calcular:
[ sen(x)dx =-cos(x)
Porque sabemos que a primitiva correspondente é -cos(x) (veja no capitulo 5). Ou seja:

d[— cos(x)] )
——=sen(x
dx
Mas, se somarmos uma constante C ainda teriamos:

[ sen(x)dx =-cos(x) + C

Pois, de qualquer modo,

d[— cos(x) + C]
dx

= sen(x)

Leia com atencdo os exemplos acima para entender bem esse conceito de fungdo primitiva. Mas,
ndo poderemos sempre conhecer a priori as primitivas das funcdes de modo que teremos que
desenvolver técnicas algébricas para integracdo. Existem muitas, que vocé vai aprender durante
a disciplina de Calculo I. Algumas sdo bem simples e outras bem sofisticadas. Conforme a
complexidade da fungdo integrando, a integracdo por métodos analdgicos pode ser muito dificil
ou mesmo impossivel. Mas, na disciplina de Calculo Numérico, vocé vai aprender modos
computacionais de resolvé-las. Por hora, vamos aprender as regras mais basicas de integracao.
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Regras de integragao

A regra mais bdasica é tentar reconhecer qual a funcao primitiva do integrando. Muitas vezes isso
é possivel, como nos exemplos das fungdes trigonométricas e polinomiais (como visto no item
anterior). Ai, esta resolvida a questdo. Vocé pode achar as fungGes primitivas nas listas de
integragdo que vocé encontrard nos apéndices da maior parte dos livros de Calculo. Procure no
seu. Entretanto, outras vezes é impossivel achar a primitiva de antemao. Ai, tem que achar um
raciocinio algébrico para facilitar seu trabalho. Vamos dar alguns exemplos:

Integragao por substituicao.

Nesse caso, vocé tem que encontrar uma mudanga de varidvel para facilitar seu trabalho,
transformando o integrando numa fungdo para a qual vocé conheca a primitiva. Ai faz a integral
e “desfaz” a mudanca de varidvel para achar o resultado final. Vamos por exemplos:

Vamos supor a integral: [ xcos(x?) dx

Ela parece complicada, pois ndo conhecemos, de antemado, a primitiva. Entdo faremos uma
substituicdo:

X =u
Assim, o integrando resulta escrito como se fosse uma fun¢do composta:
xcos(x?) = xcos(u)

Agora, entretanto, temos que recalcular o diferencial na nova varidvel. Para isso, podemos usar
a regra da cadeia para diferenciacdo, teremos:

du = 2xdx -)ﬂz dx
2X

Portanto a integral se transforma:

d 1
fx * cos(u) & —f cos(u) du
2x 2

Agora, sabemos que a primitiva de cos(u) é sen(u). Logo :

sen(u)

1
fx*cos(xz) = Efcos(u)du = T+C

e finalmente, “desfazendo” a substitui¢cdo, vem:

sen(x?)

efx*cos(x2)=T+C

Essa técnica funciona quase sempre, mas existem casos em que n3ao se consegue uma
substituicdo adequada. Nesses casos, usamos a regra da integracdo por partes que se baseia na
regra da diferenciacdo do produto.
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Regra da integracao por partes

Entdo, vamos tirar partido do fato de que muitas vezes, o integrando de uma integral contém
uma composicao de uma fung¢do com o diferencial de outra funcdo. Por exemplo:

[ xe*dx =?
Nesse caso percebemos que se considerarmos

x=u ,= du=dx e e*dx=dv=> v=e*

fu*dv

N3o podemos fazer essa integral, pois o diferencial dv ndo tem explicitamente a variavel u.

Entdo a nossa integral se traduz por:

Mas, como sabemos, lembrando da regra da derivada do produto:

w =u(x) * % +v(x) * % =  regra de deriva¢do do produto

De onde podemos escrever (na notagdo de Newton):

(u * v)’ = u(x) * v+ v(x * U =P Essa expressao pode ser integrada e obtemos

U*v = fudv + vdu , e finalmente,
fudv =UuU*xvV— f vdu =>» regra da integragdo por partes.

Voltando agora para o nosso exemplo, onde

x=u ,= du=dx e dv=e*dx=> v=e*

Entdo a nossa integral se traduz por:

[xe*dx=[u*xdv=u*v— [vdu=x*e*— [e*dx=
[xe*dx =xxe* — [eXdx = x xe* — e*
[xe*dx = e**(x—1) +C

Fiz essa demonstracdo bem detalhada porque vocé precisa entender bem. Leia e releia diversas
vezes até que tenha entendido bem. Faca os muitos exercicios que utilizam este método que
vocé encontrara em qualquer livro de Calculo. E apenas exercitando bastante que vocé adquirira
uma espécie de intuicdo que vai facilitar para descobrir qual método de integragdo usar. Além
destes dois principais que eu citei, existem muitos outros que vocé vai aprender nas suas aulas
da disciplina de Calculo. Mas os principais vocé ja sabe e ja tem proficiéncia para aprender os
outros que virdo. Eles sdo:

Integracgdo por substitui¢des trigonométricas =» para integrar expressdes com raiz quadrada
Integracgdo por fragdes parciais=» para integrar expressdes em forma de fragdes

Integragdo por substituicdes hiperbdlicas = para integra func¢des trigonométricas hiperbdlicas
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Seu professor de Cdlculo vai mostrar esses métodos para vocé, mas dd para obter bastante
informacgdes sobre esses métodos no site abaixo:

https://pt.wikibooks.org/wiki/Célculo (Volume 1)/Técnicas de integracdo.

Integrais definidas

Vocé pode calcular as integrais num intervalo definido, como fizemos no caso anterior onde
calculamos a temperatura média. Lembra? A maneira de fazer isso, é encontrar a primitiva
(usando alguma das regras de integracdo que vocé ja conhece (ou aquelas que vocé ainda vai
aprender) e ai substituir na expressdo encontrada, os dois extremos da integracdo. E entdo
subtrair os dois valores encontrados. Essa providéncia é importante, pois confere a expressao
abstrata, que vocé encontrou na integragao, um cardter concreto e, portanto, um significado
fisico ou geométrico (ou quimico ou bioldgico, ou financeiro etc, dependendo de que area vocé
estiver estudando). Por exemplo:

b
f sen(x)dx = cos(x)j = cos(a) — cos(b)
a

Outro exemplo: Vamos calcular a massa de um corpo cilindrico com densidade p= 2g/cm? cujo
volume é dado pela seguinte expressdo (que vocé conhece do ensino médio):

Volume do cilindro é fungdo da altura = V(h) = mR? * h. Ent3o, a variabilidade dessa fun¢do
pode ser obtida derivando-se a fun¢do em relagao a varidvel h :

dv(h)

dh

Assim, dizemos que o diferencial de Volume do cilindro é:
= dV(h)= (mR?)* (dh).

Entdo, a integral definida:

3 3
f dV(h):n*Rz*f dh
0 0

vai determinar o volume do cilindro em fung¢ao da sua altura h. Vamos supor que o raio seja
constante (R=2 cm) e que a altura do cilindro seja 15 cm. Entdo teremos:

Volume =
n*RZ*folsdhzn*4* h=m=*[15%4 — 0] = 60 * 7 cm clbicos

E finalmente, multiplicado pela densidade teremos:
massa = (60 m)cm3*2 g/cm3= 120« m gramas

Embora seja um exemplo bastante simples, por enquanto, serve para mostrar como a integragao
pode ser Util para descobrir propriedades dos objetos que estudamos na ciéncia e na tecnologia.
Durante seu curso de Calculo vocé vai aprender como descobrir o volume, a massa, a
temperatura e tantas outras propriedades geométricas, fisicas, quimicas etc, de objetos
diversos, de formas mais complicadas que os cilindros, que aparecerdo nas disciplinas que vocé
vai cursar nos proximos anos. Isso inclui, s6é como exemplo, as variacGes de temperatura e a
resisténcia das embalagens dos alimentos (EAlm), as pecas mecanicas das turbinas dos
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avides(EAer), as formas das moléculas(QUIm), as variagdes de volume de gases em
recipientes(EQm), as tensGes mecanicas nas estruturas da engenharia civil (ECiv) e Mecénica
(EMec), as ressonancias nos instrumentos musicais e nos atomos e moléculas (FIS), as vibracGes
em maquinas industriais (EMt), a utilizacdo de vibracGes para realizar a colheita de frutas e
outros vegetais que nascem em arvores (EBios), a Variagdo patrimonial (Econ) e tantas outras.

Discussao Final

As integrais sdo muito usadas em todas as Ciéncias e Tecnologias de modo que vocé vai ter que
fazer integrais muitas vezes ao longo do seu curso (qualquer um da area de exatas) e ao longo
da sua vida profissional. A aplicacdo mais importante das integrais é na solucdo das equacdes
diferenciais que sdo equagdes que incluem derivadas. Essas equagdes sao usadas para descrever
qualquer fenédmeno da natureza ou da tecnologia que varie no tempo ou no espago ou em
funcdo de qualquer grandeza de interesse (por exemplo, pressdo, temperatura, umidade,
viscosidade etc). Assim, praticamente todos os fendmenos cientificos ou da tecnologia sdo
descritos por equagbes deste tipo. Até mesmo as situagdes de equilibrio, nas quais é a
estabilidade que interessa, podem ser estudadas por equagdes diferenciais, no caso particular
em que a variabilidade (e, portanto, a derivada) é zero.

Para resolver essas equagles, vocé vai ter que integra-las, ja que a funcdo inversa das
diferenciais é a integral. Portanto, prepare-se para fazer integrais por ainda muito tempo. Pode
parecer dificil a primeira vista. Vocé vai aprender a resolver as equagdes diferenciais no Calculo
IV. Mas vocé leu esse livro e deve ja ter proficiéncia para entender todas essas coisas. Comece
tranquilamente com o Célculo |. Essa é a disciplina mais importante do seu curso (qualquer que
ele seja). Vocé agora tem todas as condi¢cdes para se sair bem nesse importante objetivo
académico. Conseguindo isso, as demais disciplinas de Calculo vao parecer ainda mais tranquilas
para vocé. Mas tem que estudar muito e treinar os seus neurdnios para trabalharem do mesmo
modo que trabalhavam os neurénios de Issac Newton, Leibntz, Gauss, Euler e tantos outros
mestres da Humanidade. Eles eram génios, sim. Mas eram humanos e ndo alienigenas. Vocg,
portanto, é perfeitamente capaz de entender o que eles falam (sim, o verbo esta no presente,
pois esses mestres falam conosco através dos livros). Quanto mais estudar, melhor os
entenderd. Encare o estudo como uma conversa com os Mestres da Humanidade na area de
matemadtica. E uma satisfacdo imensa quando vocé 1é um dos livros desses caras e percebe que
entende o que eles dizem. Essa percepgao vai deixar claro para vocé aquilo que venho falando
desde o inicio. Calculo é Facil. E, agora, vocé ja sabe disso. Entdo, va tranquilo. V4 bater um papo
com o Newton, com o Pitdgoras, com Leibnitz, Euclides, Euler, Fourier, Galileu, Einstein, Gauss,
Heisenberg, De Broglie, Feyman, Cesar Lattes, Schenberg, e tantos outros caras legais. Alguns
vocé ja conhecia, outros conheceu ao longo desse livro. Muitos outros vocé vai conhecer ao
longo do seu curso. Na faculdade a gente faz muitos amigos. Todos eles sdo bons de conversa.
Evocé ja sabe falar alingua deles. Vocé ainda tem um sotaque forte, e ainda comete uns errinhos
de sintaxe. E normal. Mas ja vai entender e se fazer entender. Daqui pra frente sera sé Sucesso!
porque Calculo é facil!
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