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Titulo Curto
Vinte Desafios de Algebra na IMO
Titulo Longo
Solugoes detalhadas para 20 problemas da Olimpiada Internacional de

Matematica

Resumo
A Olimpiada Internacional de Matemética (IMO, do inglés “International
Mathematical Olympiad”) ¢ uma competicao para estudantes do Ensino Médio
em que o nimero de participantes cresceu de forma sistematica ao longo do
tempo. Os objetivos das IMOs sao descobrir, estimular e desafiar estudantes
talentosos em Matemética. A delegacao do Brasil fez sua primeira participacao
em 1979 e apresenta uma melhora de desempenho a longo do tempo. Neste livro
sao apresentados e discutidos de forma detalhada 20 problemas de Algebra que
foram propostos para alguma das versoes. O intuito é que estes possam ser
usados nao somente no treinamento de estudantes que se preparam para
olimpiadas nacionais e internacionais, mas também por professores e estudantes
do ensino universitario. Os problemas aparecem organizados em quatro
capitulos. Porém, tipicamente cada problema usa conhecimentos ligados a mais
de uma area da Matematica. Em varias secoes apresentamos primeiro uma

introducao aos conhecimentos chaves para a resolucao do problema.

Palavras Chaves: Olimpiada Internacional de Matematica, Ensino Médio,

Ensino Universitéario, Algebra, Problemas Resolvidos



Short Title
Twenty Algebra Challenges at IMO
Large Title

Detailed solutions to 20 problems in the International Mathematical Olympiad

Abstract
The International Mathematical Olympiad (IMO) is a competition for high
school students in which the number of participants has grown systematically
over time. The objectives of IMOs are to discover, stimulate and challenge
talented students in mathematics. The delegation of Brazil made its first
participation in 1979 and has improved its performance over time. In this book,
20 Algebra problems that have been proposed are presented and discussed in
detail. The intention is that these can be used not only in the training of
students who are preparing for national and international Olympics, but also by
teachers and university students. The problems appear organized in four
chapters. However, typically each problem uses knowledge linked to more than
one area of mathematics. In several sections we first present an introduction to

the key knowledge for solving the problem.

Keywords: International Mathematical Olympiad, High School Education,
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Breve descricao da Olimpiada Internacional de Mate-
matica (IMO)

A Olimpiada Internacional de Matemética (IMO, International Mathematical Olympiad) é uma
competicao para estudantes do Ensino Médio que é realizada anualmente desde 1959. O tnico
ano em que nao ocorreu foi em 1980, devido a conflitos na Mongo6lia, pais que iria sediar o
evento [I]. Atualmente é a competi¢ado de Matematica pré-universitaria mais prestigiada [2].
Na primeira IMO em 1959 somente sete paises do bloco socialista participaram, mas hoje
em dia mais de 100 paises de todo o mundo sao representados. A Figura mostra a evolugao

do ntmero de paises participantes e dos competidores masculinos e femininos.
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Figura 1.1: Evolucao do namero de paises participantes e dos competidores masculinos
(M) e femininos (F) na Olimpiada Internacional de Matematica (IMO). Dados tirados de
http: //www.imo-official.org/organizers.aspx
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Fonte: http://www.imo-official.org/organizers.aspx

O nimero de competidores cresceu de forma sistematica ao longo do tempo. Porém, a
participacao masculina ¢ notoriamente maior que a feminina. Esse padrao em que meninos
participam mais que meninas ¢ observado também nas competicoes de Matematica dentro do
Brasil e tem sido associado a fatores socio-culturais [3].

Para um pais participar pela primeira vez de uma IMO a sociedade de Matemética ou
o Ministro da Educacao devem fazer uma solicitacao formal e enviar observadores ao primeiro
certame apos o pedido [4].

O Regulamento das IMOs esta disponivel em [5]. Além disso, a cada ano é editado um
regulamento adicional. O link para 2020 se encontra em [6].

Os objetivos das IMOs sao descobrir, estimular e desafiar estudantes talentosos em Ma-
tematica. Fortalecer relacoes de amizade internacional entre matematicos de todos os paises,
criar oportunidades para o intercambio de informagao sobre programas e contetidos de estudo
e promover a Matematica em geral.

A delegacao de um pais é formada por 6 competidores com menos de 20 anos e que nao
tenham feito curso universitario, um professor Lider e um professor Vice-Lider. O professor
Vice-Lider cuida dos estudantes e substitui o Lider caso seja necessario.

Cada delegacdo (menos o pais sede) pode enviar problemas para formar a base de dados

inicial (LongList, LL). Somente o professor Lider pode enviar propostas seguindo um pro-
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cedimento seguro. Os mesmos nao podem ter sido usados em competicoes anteriores, nem
publicados e devem abranger varios topicos de Matematica pré-universitaria. Nos tltimos anos
os problemas aparecem classificados em quatro area: Geometria, Teoria dos Numeros, Algebra
e Combinatoria.

O pais sede da competicao cria um Comité de Selecao que escolhe os melhores problemas
da LL para formar uma lista menor (ShortList, SL). Cada Lider recebe a SL no primeiro dia
da reuniao de Lideres. A S de cada ano deve ser mantida confidencial até a conclusao da IMO
do proximo ano.

A competicdo acontece em dois dias consecutivos, trés problemas cada dia com quatro
horas e meia de duracao. Cada problema vale 7 pontos e o grau de dificuldade segue a ordem
crescente P1 < P4 < P2 < P5 < P3 < P6. Como os lideres conhecem os problemas da prova
com antecedéncia, eles sao mantidos separados dos competidores até o término do segundo dia
de provas.

As provas sao individuais. Durante a competicao nao é permitido o uso de calculadoras,
mas sim de régua e compasso.

Um pouco menos da metade dos participantes recebe alguma medalha seguindo a pro-
porcao 1 : 2 : 3 entre Ouro, Prata e Bronze. Prémios especiais podem ser dados para solucoes
sobressalentes ou brilhantes. Os participantes que nao ganharam medalhas, mas que obtiveram
o méaximo de 7 pontos em pelo menos um problema recebem Mencoes Honrosas.

O Juri é formado pelos professores lideres de delegacoes, cada um com um voto e as
decisoes sao tomadas por maioria simples. Cabe ao Juri a escolha dos problemas da SL que
serao usados na IMO, solucao de conflitos, a revisao das provas e escolha dos prémios.

Além da parte competitiva as IMOs sao uma grande festa que permite aos participantes
socializar com outros estudantes da sua idade e com interesses comuns. O pais sede, nos trés
dias em que as provas sao avaliadas, organiza visitas a lugares de interesse da cidade e outras
atividades recreativas, esportivas e culturais.

Os paises que ficaram com as notas mais altas por equipe em cada IMO foram a China
(19 vezes), a antiga Unido Soviética (14 vezes) e os Estados Unidos (7 vezes) [2].

Considerando o ntimero total de medalhas e men¢oes honrosas recebidas (peso 1 para
todas) os trés paises mais premiados sao Hungria, Roménia e Inglaterra. O Brasil é o primeiro
pais latino americano, na posi¢cao de niimero 23, seguido de Colombia na posi¢cao 41 e Argentina
na posicao 43.

A delegacao do Brasil fez sua primeira participagao em 1979 e apresenta uma melhora de
desempenho ao longo do tempo [7]. Seu melhor resultado por equipes foi a posi¢do de nimero
15 (de 109 paises) obtido em 2016. Até 2018, de 231 participagoes, os estudantes brasileiros
ganharam 10 medalhas de Ouro, 43 de Prata, 77 de Bronze e 33 Mencoes Honrosas.

A Tabela lista os medalhistas de Ouro do Brasil nas IMOs e os anos em que estas
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aconteceram. Destacamos o Prof. Carlos Gustavo T. de A. Moreira, que atualmente trabalha
no IMPA (Instituto de Mateméatica Pura e Aplicada) e treina a equipe brasileira que participa
da IMO [8] e o Prof. Artur Avila Cordeiro de Melo [9], que atualmente trabalha na Franca,
e foi o primeiro latino americano a receber a Medalha Fields [10], considerado equivalente ao

Prémio Nobel.

Tabela 1.1: Medalhistas de Ouro do Brasil nas IMOs com seus respectivos anos.

’ Nome ‘ Anos ‘
Nicolau Corcao Saldanha 1981
Ralph Costa Teixeira 1986,1987

Carlos Gustavo T. de A. Moreira 1990
Artur Avila Cordeiro de Melo 1995
Nicolau Corcao Saldanha 1981
Gabriel Tabares Bujokas 2005
Henrique Pondé de Oliveira Pinto 2009
Rodrigo Sanches Angelo 2012
Pedro Lucas Lanaro Sponchiado 2018

Fonte: https://www.obm.org.br/olimpiada-internacional-de-matematica/.

Além da IMO o Brasil participa de um nimero significativo de outras olimpiadas interna-
cionais de Matematica como a Ibero-americana (OIM), a do Cone Sul, a Iraniana de Geometria
(IGO) e a Olimpiada Europeia de Matemética para Meninas (EGMO, European Girls’ Mathe-
matical Olympiad) [I1].

A selecao para representar o Brasil na IMO, e outras olimpiadas, é feita a partir dos

estudantes medalhistas na Olimpfada Brasileira de Matemética [12].

1.2 Organizacao e enunciados dos problemas

Os problemas aparecem organizados em quatro capitulos. Porém, tipicamente cada desafio
usa conhecimentos ligados a mais de uma area da Matemética. Dentro de cada capitulo é
dedicada uma secao para cada IMO. Em varias secoes apresentamos primeiro uma introducao
aos conhecimentos chaves para a resolucao do problema.

Embora tteis e proveitosas, as resolucoes apresentadas nos féoruns de problemas da IMO
nao detalham muitas transicoes, as quais ficam para o leitor. Os autores parecem supor que
todos temos conhecimentos matematicos suficientemente avancados. Adicionalmente, essas

solucoes se encontram frequentemente somente em inglés.
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Nossa apresentacao visa que o material possa de fato ser lido e estudado por estudantes
de lingua portuguesa (e talvez espanhola) que se preparam para as fases finais das olimpiadas
nacionais ou internacionais. Esperamos também que a presente abordagem sirva de apoio aos
professores do Ensino Médio que se aventuram em topicos mais avancados. Em comparacao com
outras solucoes disponiveis, as apresentadas neste texto usam argumentos menos rebuscados e
um numero menor de transicoes a serem preenchidas pelo leitor.

Escolhemos discutir alguns assuntos, mas sem a pretensao de esgotar o tema. Sete desafios
apresentamos pela primeira vez neste livro , , e . Uma versao
preliminar de treze das se¢oes expostas aqui fizeram parte de uma dissertagao do autor [I3] e
seis problemas foram objeto de dois artigos ([14] e [15]).

Seguem os enunciados dos problemas:

Problema Sejam 1, o, . . ., T, numeros reais que satisfazem
T+ 22+ +x, =0. (1.1)
Seja m o menor e M o maior deles. Provar que
a3+ 4 an < —nmM. (1.2)

Problema Sejam x; > x9 > - > T, €y > Yo > - - - > Yy, duas sequéncias de n

numeros cada. Provar que
n

Z(% —yi)* < Z(% - z)?

i=1
é verdadeiro quando zy, 23, ..., 2, denota yy, Y, - - -, y, em outra ordem.

Problema [2.3; Considere a sequéncia infinita (z,,) de nimeros reais e positivos com as
propriedades a seguir: xy = 1 e para todo i > 0, z;41 < z;. (a) Prove que para toda sequéncia

desse tipo existe n > 1 tal que

2 2 2
20T Il > 3 999, (1.3)
1 X9 Tn

(b) Encontre uma sequéncia para a qual

‘/E% xi—l

T X2 Tn

2
To

para todo n.
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Problema [2.4} Seja n > 3 um inteiro e sejam as, as, ..., a, nimeros reais positivos tais

que asas - - - a, = 1. Prove que
(14 az)*(1 +as)® - (1+a,)™ >n" (1.5)
Problema [2.5} Seja ap < a1 < as ... uma sequéncia infinita de inteiros positivos. Prove

que existe um unico inteiro n > 1 tal que

ap+ a1+ as+---+a,
ay < ——F 2 < 1. (1.6)
n

Problema Determinar todos os inteiros n > 3 para os quais existem niimeros reais

a1, a2, 5, Apy2 tais que dpy1 = a1y Qpy2 = A2 €
a;Aj41 +1= a;42 (17)

parai=1,2,--- n.
Problema [3.1} Mostrar que para cada k € N existe r € N tal que fifit1 = fr. Seja

ai,as, ..., 4y, ... UmMa sequéncia de nimeros reais tais que

0<a,<1 (1.8)
e
ap — 20p41 + Gpyo >0 (1.9)
para todon =1,2,3,---. Mostrar que
0<(n+1)(an—ans1) <2 (1.10)
para todon =1,2,3,---.
Problema Sejam o = 5 e
1
Tyl = Tn + — (1.11)

n

comn =0,1,2,.... Provar que 45 < 21900 < 45, 1.
Problema A sequéncia (a,) esta definida pela relagao de recorréncia a; = 1,

1+ 4a,, + /1 + 24a,

= (1.12)

Ap+1 =

Encontre uma férmula explicita para a,,.
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Problema 3.4 Seja ¢ um inteiro positivo. A sequéncia (f,) se define como: f; = 1,

fQZCJe

for1=2fn—fo1+2 (n>2). (1.13)

Problema (4.1} Seja M o conjunto de todos os inteiros positivos que nao tem o digito 9

na base 10. Se z1,---,x, é uma sequéncia de elementos arbitrarios e diferentes em M, prove
que

n

> i < 80. (1.14)

1
j=1"7
Problema Dado que
NSRS O L1y
2 3 4 1318 1319 ¢

onde p e ¢ sao nimeros naturais primos entre si, prove que p é divisivel por 1979.
Problema[d.3}: Seja ag, a1, az, ... uma sequéncia infinita e arbitraria de niimeros positivos.
Mostre que a desigualdade
1+a,>a, V2 (1.15)

é valida para um numero infinito de inteiros positivos n.
Problema Sabendo que o sistema

r+y+z=23, (1.16)
o3+ + 23 =15, (1.17)
a4yt + 2t = 35, (1.18)
tem uma solucao real para a qual
2%+ y* + 22 < 10, (1.19)

encontrar o valor de z° + y° 4 2° para essa solugao.

Problema Provar que quadrados de lados 1,1/2,1/3, ... podem ser colocados den-
tro de um quadrado de lado 3/2 de tal forma que nenhum par de quadrados tenham pontos
interiores em comum.

Problema Se a, b, ¢ e d s2o nimeros reais nao negativos arbitrarios, encontrar todos

os valores possiveis de

B a n b . c i d
a+b+d a+b+c b+c+d a+e+d

(1.20)
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Problema A sequéncia de ntimeros reais ag, ai, as, ... esta definida pela formula
Air1 = L(IZJ < a; > (121)

para i > 0; ag ¢ um namero real arbitrario, |a;| denota o maior inteiro que nao é maior que a;,
e <a; >=a; — |a;|. Prove que a; = a;,5 para ¢ suficientemente grande.

Problema [5.5; Sejam dados os nimeros reais ai,as, ...,a,. Para cada ¢ (1 < i < n)
defina

d; = maz{a; : 1<j<i} —min{a; : i<j<n} (1.22)
e seja
d=max{d;:1<i<n}. (1.23)
(a) Prove que, para quaisquer nimeros reais 1 < x < - - - < @,
, d
max{|z; —a;| : 1 <i<n}> B (1.24)
(b) Mostre que existem numeros reais x; < x5 < --- < x,, tais que vale a igualdade em ([1.24)).

Problema Seja s1, S92, S3,... uma sequéncia estritamente crescente de inteiros po-
sitivos tal que as subsequéncias sg,, Ss,, Ssyy--- € Ss;41,Ssyt1s Ssytl,.-- SA0 ambas progressoes
aritméticas. Demonstre que a sequéncia sy, S, S3, ... também é uma progressao aritmética.

Problema Para qualquer conjunto A = {ay, as, a3, as} de quatro inteiros positivos
distintos, a soma a; + as + az + a4 € denotada por s4. Seja ny o nimero de pares de indices
(,7), com 1 < i < j <4, para os quais a; + a; divide s4. Encontre todos os conjuntos A de

quatro inteiros positivos distintos para os quais n alcanca o seu valor maximo.
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Capitulo 2

Desigualdades

2.1 Desigualdade com lista de soma zero. P3 da SL da
IMO 1972

Problema: Sejam zq, xs, ..., x, ntimeros reais que satisfazem
r1+ T+ -+, =0. (2.1)
Seja m o menor e M o maior deles. Provar que
3+ a5+ -+ a2 < —nmM. (2.2)

A IMO 1972 foi realizada nas cidade de Varsovia e Toran, na Polonia [I6]. O problema

acima foi proposto pela delegacdo da Checoslovaquia [17].

2.1.1 Resolucao

Para cadat=1,2,--- ,n temos

Segue que para cada i =1,2,--- ,n vale
(M — ;) (m — ;) <0,

Mm — (M +m)z; + 27 <0.
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Somando as desigualdades anteriores desde i = 1 até ¢ = n temos
DRI ETREIEED g 2
i=1 i=1 i=1

nMm — (M—i—m)sz—i-fo <0.
i=1 i=1
Mas pela equacdo (2.1)) temos que >, z; = 0. Com isto a desigualdade anterior se reduz
a equagao ((2.2)
Z z? < —nMm.
i=1

2.2 Desigualdade, Reordenamento, Minimos Quadrados.
P1 da IMO 1975

Problema: Sejam xy > 29 > -+ > x, ey > ys > - -+ > y, duas sequéncias de n nimeros

cada. Provar que
n

Z(% —yi)* < Z(Iz - 2)?

i=1
é verdadeiro quando zy, 23, ..., 2, denota yy, Yo, - - -, y, em outra ordem.
A IMO 1975 foi realizada na cidade de Burgas, Bulgaria [I6]. O problema acima foi

proposto pela delegacao da antiga Checoslovaquia, atualmente Repuablica Checa [17].

2.2.1 Consideracoes iniciais

Antes da demonstracao, vejamos um exemplo.
3

Sejam (z)7_, = (3,0,—2) e (y)>_, = (2,1,0). Temos (3!) seis permutacdes possiveis:

(3-224(0—-12+(-2-0°=14+1+4=6,

(3—224(0—-074(-2—-12=14+0+9 =10,
(B=12+(0—-2724(—2-0°=4+4+4=12,
(B3—=124+(0—-0724(—2—-22>=4+0+16 = 20,
(3-0124+0-2°4(—2-12=9+4+9=22,

(3—0°+(0—1)24(-2—-2)>=9+1+16 = 26.
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2.2.2 Resolucao

Queremos provar que a soma dos quadrados das diferencas ¢ minima quando, para todo ¢ e j,
com 1 <i < j<mn,temos z; > z;. Ouseja, 21 > 29 > -+ > 2.

A demonstragao seré feita por absurdo. Suponha o contrario. Isto é, a soma dos quadrados
das diferencas ¢ minima em um reordenamento em que existem ¢ e j, com 1 <1 < j < n, tal
que z; < z;. Vamos mostrar que a troca de z; com z; leva a uma soma menor, o que ¢ uma
contradicao, pois estamos supondo que a soma é minima.

Notamos que

(wi—2j)* + (zj—2) = (27 — 2wz + 27) + (2F — 2252+ 27)

2 2 2 2 2 2
(Ti—2j)" + (1—2)" = ] + 27 + x5 + 27 — 2wz — 2752;.

Subtraendo e somando 2z;z; + 2x;2; segue
(xi—zj)Q + (xj—zi)Q = (ZL’? — 2Tz + zf) + (:UJQ — 2x;2; + z?) —2x,2; — 22 + 2x,2 + 22524,

(Qli*Zj)Q + (I‘j*Zi)Q = (.T,L'*Zi)Q + (ﬂ?j*Zj)z — 2371'2]' + 21’1'21‘ — 24173‘21‘ + 23?]'2]‘,
(wi—2)" + (25—2)" = (@i—2)" + (2j-2;)" = 22 (25 — 1) + 225 (25 — @) ,
(2i—2)% + (2-2:)" = (1i—2:)" + (25—2)° = 2 (25 — 25) (2 — z).

Como i < j temos que x; > x; e z; < z;, logo (x; — x;) (2; — 2;) > 0 e vale a desigualdade
(@i—2) + (-2)" < (vi—2)" + (2;-2)"

Esta tltima desigualdade contradiz a hipotese da soma dos quadrados das diferengas ser

minima quando existem i e j, com 7 < j, tal que z; < z;. Isto conclui a demonstragao.

2.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz. P3 da IMO 1982

Problema: Seja a sequéncia infinita (x,) de nimeros reais e positivos com as propriedades a
seguir: xo = 1 e para todo i > 0, x;41 < x;. (a) Provar que para toda sequéncia desse tipo

existe n > 1 tal que
2 2 2
T x Ti_
_0+_1+...+ n-1
T i) Tn

> 3,999, (2.3)

(b) Encontrar uma sequéncia para a qual

2

Ln—1
F et <4 (2.4)
T ) Tn

2 2
Do, 51

LOPEZ LINARES, J. Solucées detalhadas para 20 problemas da Olimpiada
Internacional de Matematica. Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de
Alimentos da Universidade de Sao Paulo, 2020. 81 p. ISBN 978-65-87023-04-5 (e-book).
Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023045.



CAPITULO 2. DESIGUALDADES 21

para todo n.
A IMO 1982 foi realizada na cidade de Budapeste, Hungria [I6]. O problema acima foi

proposto pela delegacao da antiga Unidao Soviética [17].

2.3.1 Consideracoes iniciais
Proposicao 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Dadas duas sequéncias de niimeros re-
ais (ay,ag, -+ ,a,) € (by,ba, -+, b,) entao

(af+a3+--+al) (b +b34 - +b2) > (arby + asby + - - - + apby,)? (2.5)
e vale a igualdade quando b; = Aa; para todo 1 <1 < n com X\ real.

Demonstracao: Consideremos a fungao real de variavel real

fla) = (amw —b)*.

i=1

Desenvolvendo o quadrado e colocando x em evidéncia podemos escrever

flz) = (Zaf) 22 -9 <Za,~bi> T+ (be) :

Isto é, f(z) é um polindémio de segundo grau em z. Como f(x) é uma soma de quadrados

teremos f(z) > 0 e seu discriminante negativo ou igual a zero:

A=4 (iz:;aib,)Q—él (2;:&) (Z;:zﬁ) <0.

Dividindo por 4 obtemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz reescrita com os simbolos de

(£ (5)= (50)

A igualdade acontece quando o discriminante é zero. Nesse caso f(z) tem uma raiz dupla

somatorios:

x = \. Mas isto corresponde a

Como as sequéncias (a,) e (b,) sdo de numeros reais, os quadrados sdo ndo negativos. A

tnica possibilidade é que a;A — b; = 0 para todo 1 < i < n. Isto é, acontece a igualdade na
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desigualdade de Cauchy-Schwarz quando as sequéncias (a,) e (b,) sdo proporcionais. O

2.3.2 Resolucao

(a) Inicialmente usaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Consideremos as sequéncias de

nimeros reais e positivos

(bn) = (V@1 VE2, - V/Tn).

Pela equagao (2.5 temos

3 x? 2, 2
—+ =+ + (x14+ a0+ Fx,) > (vo+z1+ - +201) .
1 X2 Tn

Seja X,,_ 1 =x1+ -+ x,_1. Como xy = 1 segue que

x2  a? z?
<—0+_1++ n1>(Xn—1+xn>2<1+Xn—1)2‘
T To Tn

Adicionalmente, desenvolvendo o quadrado, simplificando e fatorando novamente verifica-
se que (1+ X,,_1)*> > 4X,,_,. Logo

2 2 2
T x Xy 4X,_ 4
U I L> L —. (2.6)
T T2 Tp n-1tan 145
Das hipoteses do problema a sequéncia (z,,) é ndo crescente:
X1 2Ty 2 2 Ty
Logo,
Xn—l =1+ -+ Tyt Z (n — 1)In
Segue que
T, 1
< —. 2.7
Xn,1 —n—1 ( )
Substituindo (2.7 em (2.6) encontramos
x2  a? x2_ 4 4(n—1
Sl R S ) — > ( )
1 X9 Ty 1+ &= n

X'nfl
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Como queremos encontrar um valor de n tal que (2.3)) seja verdadeiro basta escolher

4(n——1)>3999

ou seja, n > 4000.

1 0

(b) A sequéncia z, = (1

(logo nao crescente). De fato, z,41 = (%)mrl < (3)" =z,

Para mostrar que vale (2.4) notamos que

2 x T 1 1\2 1\" 2
Dt =244 o+ (o) o+ (o)
X1 T2 Ty, 2 2 2

Sendo o lado direito da equacao anterior a soma de uma progressao geométrica de razao

1 12 1n72 1n—2
2414+ (=) +x(2) =4-(=) .
aege(a) o) - 0)

Logo, vale para todo n que

)" & uma solucdo. Note que zo = (3) =1 e (z,) é decrescente

1
5 segue que

2.3.3 Comentarios finais

Este problema, proposto para a IMO de 1982, lidou com uma sequéncia infinita e nao crescente
de ntimeros reais positivos. Como tema central treinamos o uso da desigualdade de Cauchy-
Schwarz. Porém, outros conhecimentos cléssicos, como a soma de uma série geométrica, também

foram necessarios.

2.4 Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica. P2
da IMO 2012

Problema: Seja n > 3 um inteiro e sejam ao, as, ..., a,, numeros reais positivos tais que

asas - - - a, = 1. Provar que
(14 a2)?*(14az)®--- (1 +a,)"™ > n" (2.8)

A TMO 2012 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina [16].
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2.4.1 Consideracoes iniciais

A ferramenta principal para resolver o problema desta secao é a desigualdade das Médias

Aritmética e Geométrica.
Proposicao 2 (Desigualdade das médias aritmética e geométrica) Seja
{thQv s axn}

uma lista de nimeros reais positivos com n > 2, entao

n n
onde E Ti=T1+Xo+...+x, € Hml =Ty -To----- Tn. A igualdade ocorre quando x, =

i=1 i=1
To =+ = Tp.

Demonstracao: Caso n = 2: Queremos provar que:

T+ X2

= JErm

Multiplicando os dois lados por 2 e elevando ao quadrado temos:
(71 + 22)? > 4y - 25,
Desenvolvendo o quadrado e simplificando obtemos outras sentencas equivalentes:
x%+2x1-x2+x§ > 4dxy - 9,

x] — 21y - 19 + 25 > 0,
2
(J]l—l‘g) ZO

Mas o quadrado de um ntmero real é sempre nao negativo. A igualdade acontece quando
r1 =29 O

A demonstracdo para n > 2 pode ser encontrada, por exemplo, em [I8] e [19].

2.4.2 Resolucao

Para o primeiro fator na multiplicacdo da desigualdade (2.8) considere a lista {1,a2}. Como

ambos niimeros sao positivos podemos aplicar a desigualdade entre as médias aritmética e
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geomeétrica:

1
+CL22 ]_'CLQ.
2

Elevando ao quadrado os dois lados da desigualdade anterior temos
(1 + CLQ)Q > 22 cay. (29)

A igualdade ocorre quando as = 1.
Para o segundo fator na multiplicacao da desigualdade 1} consideremos a lista {%, %, a3}.

Como os trés niimeros sao positivos podemos aplicar a desigualdade entre as médias aritmética

2
bedba 2@ ra | Jy Ty L[y
3 3 2 2 2

Elevando ao cubo na desigualdade anterior temos

(1+4a3)’ = (2 (%) + a3)3 > 3. (%)2 - as. (2.10)

A igualdade ocorre quando a3 = %
Em geral, para o termo k-ésimo (2 < k < n) do lado esquerdo na desigualdade ([2.8))

e geomeétrica

consideramos a lista com k£ — 1 niimeros iguais a ﬁ e ay, isto é,
1 1 1
k—1"k—-1' k-1
N 7y a/k

-

(k—1) ndmeros

Como todos os niimeros sao positivos podemos aplicar a desigualdade entre as médias

(k—1) (f) o W%)UM) ay.

Elevando a poténcia k-ésima os dois lados da desigualdade anterior obtemos

aritmética e geométrica

1

(k=1)
(1+ap)® > k" (ﬁ) - ay. (2.11)

A igualdade ocorre quando a; = ﬁ
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Como k varia de 2 até n multiplicando os termos da desigualdade anterior temos

n n (k—1)
1
1 k> kel —— - Qy,.

Notamos que parte do lado direito da desigualdade anterior é um produto telescopico

onde todos os termos se cancelam, exceto um
n k—1 2 n—2 n—1
1 1 1 1
kk — 2233 - . -1 n—1 n — n’
]g (k; - 1) 2 -0 =s) " "

n

14+a)>n" ay-as---a,.
11
k=2

logo

Usando a hipétese no enunciado do problema asas - - - a, = 1 podemos escrever

n

H(l + ak)k Z n".

k=2

Para que aconteca a igualdade devemos ter que a; = ﬁ VEeN,2<k<n,masn>3e

Isto é, a igualdade nunca acontece, provando que a desigualdade é estrita

n

H(l + CLk>k > n".

k=2

2.4.3 Comentarios finais

Este problema, proposto para a IMO de 2012, explorou uma sequéncia de nimeros reais posi-
tivos. A solucao do desafio envolveu o uso repetido da desigualdade das Médias Aritmética e

(Geomeétrica.
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2.5 Desigualdades com Sequéncias de Inteiros. P1 da IMO
2014

Problema: Seja ap < a1 < ao... uma sequéncia infinita de inteiros positivos. Provar que

existe um unico inteiro n > 1 tal que
ap +ay +as+---+ap

a, < < Qpyr1. (2.12)
n

A IMO 2014 foi realizada na Cidade do Cabo, Africa do Sul. Problema proposto por
Gerhard Wéginger, Austria [16].

2.5.1 Consideracoes iniciais

A fracao que aparece na desigualdade inicialmente lembra a média aritmética, mas nao é o caso
devido ao termo ay. EE uma soma de n 4 1 termos da sequéncia, dividida por n.
Vamos estudar primeiramente um exemplo. Seja a, =n+ 1 com n € NU {0}, temos que

(a,) é estritamente crescente (vale 0 < ag < a; < az...). Adicionalmente
pi1—ap=(n+2)—(n+1)=1.
Isto é, a sequéncia é uma progressao aritmética (PA) de inteiros positivos. A soma de

n 4+ 1 termos de uma PA é

n+1)-(ap+an n+1)-(n+2
ao+a1+a2+---—|—an:( )2<0 ):< )2( )

Segue que podemos escrever a desigualdade (2.12)) como

(n+1)-(n+2)
2n

n+1< <n+2. (2.13)

O lado esquerdo de (2.13) vale se n < 2 e o lado direito de (2.13) se n > 1. Com isto,

n = 1 é a Gnica solucao da desigualdade.

2.5.2 Resolucao

Olhando para o lado esquerdo da desigualdade (2.12)), e como todos os nimeros sao inteiros

positivos, vamos definir uma nova sequéncia (d,,)

nan<a0+a1+a2+"'+an7
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O<ao+a1+a2+---+an—nan:dn,
0<d,.

Agora focamos no lado direito da desigualdade ([2.12))
ap+ay+as+---+ ay, SnanH?

ap+ay +as + -+ ap + a1 < N1 + Ay = (N + Dap,
ap+ a1 +as+ -+ ap + apny1 — (n+ a1 <0,
dn—HSO-

Isto é, a desigualdade (2.12) é equivalente a
dpi1 <0< d, (2.14)
para a sequéncia (d,,). Note de que dy = dy = ag > 0. Temos adicionalmente que
dpi1—dp=(ag+a+as+ -+ a,+ap1 — (n+1)an1) — (ap+ a1 +az+ -+ + a, — nay,).
Logo, para n > 1 vale que
dpi1 — dyp = n(a, — apyr) < 0. (2.15)

Como a sequéncia (a,) é estritamente crescente temos a,, — a1 < 0 e dyp1 < dy,. Isto é,
a sequéncia (d,,) é estritamente decrescente para n > 1.

Segue que, para algum valor de n, a desigualdade ({2.14) é satisfeita, pois a sequéncia (d,,)
inicia em um inteiro positivo, é estritamente decrescente e somente assume valores inteiros.

O fato da sequéncia inicial ser de ntimeros inteiros é essencial na demonstracao. Como

contra-exemplo, seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais dada por

10 L
Ay = —_ .
2n

Temos ap = 9 e usando (2.5.2)) dy = ap = 9 > 0. Adicionalmente

1 1 1

aTL—an+1:ﬁ—2—n:—2n+1.

Logo a, < a,11 e (a,) é estritamente crescente. Pela equacao 1) segue que,

n

dn+1 _dn - _2n+1‘
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Isto é, a sequéncia (d,,) é estritamente decrescente para n > 0. Porém, como o nimero
snr tende a zero rapidamente quando n cresce, pode ser verificado que d,, > 8 > 0 para todo
n € N:

11 1 n—1 n+1
=10 (14424 = .
d, = 10 <+2+4+ +2n_1>+ =8+ >8

Com isso nao existe um valor de n que satisfaca a desigualdade (2.14]).

2.5.3 Comentarios finais

O problema discutiu uma propriedade, satisfeita por uma sequéncia, que podia ser confundida
com uma meédia aritmética. Mostramos que o fato da sequéncia ser estritamente crescente e de

ntmeros inteiros positivos foi essencial na solucao.

2.6 Uso da Desigualdade do Rearranjo. P2 da IMO 2018

Problema: Determine todos os inteiros n > 3 para os quais existem nimeros reais ay, s, - - - , Gp12
tais que a,y 1 = a1, Ay = ao €
;A1 +1= Aj4+2 (216)

parat=1,2,--- ,n.
A IMO 2018 foi realizada na cidade Cluj-Napoca, Roménia. Problema proposto pela
delegacao da Eslovaquia [16].

2.6.1 Desigualdade do Rearranjo

Antes de resolver o problema vamos estudar a Desigualdade do Rearranjo que serd usada
posteriormente. Seguimos o enunciado e demonstracao apresentado por Antonio Caminha
Muniz Neto [20)].

Proposicao 3 (Desigualdade do Rearranjo) Sejam a; < --- < a,, com n € N, nimeros
reais e considere a exrpressao
S:albl+---—|—anbn

onde by,--- ,b, € uma reordenacao de ay,--- ,a,. Entao

a1y + - +apa; < S <al+-+add

n*

(2.17)

Antes da demonstracao, vejamos um exemplo.

3

Exemplo: Seja (a);_; = (—2,0,3). Temos (3!) seis permutacdes possiveis:

(=2)3) +(0)(0) + 3)(=2) = —12,
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Uma ilustragdo geométrica usando vetores tridimensionais pode ser encontrada em [21].

Demonstragdo: Vamos primeiro maximizar S. Como s6 hd um namero finito (n!)

de possiveis reordenacgoes by,--- ,b, , hd uma delas que torna S méaxima. Suponha entdo
que partimos da reordenacgao by,---,b, que torna S maxima. Queremos mostrar que essa
reordenacao é exatamente aq,--- ,a, . Para isso, basta mostrarmos que deve ser by < --- < b,.

Por absurdo, suponha o contrério, isto é, que existam indices 7 < j tais que b; > b;. Trocando

as posigoes de b; e b; (pondo b; ao lado de a; e b; ao lado de a;) a variagdo de S sera:
AS = (aibj + Cljbi) — (azbz + Cljbj) = (CLZ‘ — CLj)(bj — bz) > 0.

Em outras palavras, S aumenta. Mas isso é um absurdo pois partimos de um valor maximo
de S. Logo, by < -+ < b, e b; = a;,Vi. Com isso o maior valor possivel de S ¢ af + - -- + a?.

O raciocinio para provar a outra parte da desigualdade (2.17) ¢ andlogo. Existe uma
reordenacao cq,--- , ¢, que torna S minima, pois o nimero de reordenacoes é finito. Suponha
entao que partimos dela. Queremos mostrar que essa reordenacao é exatamente a,,--- ,a;.
Para isso, basta mostrarmos que deve ser ¢; > --- > ¢,. Por absurdo, suponha o contrario, isto
é, que existam indices i < j tais que ¢; < ¢;. Trocando as posicoes de ¢; e ¢; (pondo ¢; ao lado

de a; e ¢; ao lado de a;) a variagao de S seréa:
AS = (CLZ'Cj -+ CLjCi> — (CLiCi + CLjCj) = (ai — CLj)(Cj — Ci) < 0.

Em outras palavras, S diminui. Mas isso é um absurdo pois partimos de um valor minimo
de S. Logo, vale que ¢; > --- > ¢, e ¢; = ap11-4, Vi. Com isso o menor valor possivel de S é

a1a, + -+ aya;. 0

2.6.2 Cason=3

Temos a sequéncia (a1, as, ag, a, az), pois as = ay € as = ag. Adicionalmente, da equacao ([2.16))

seguem trés equacoes, uma para cada valor de ¢ = 1, 2, 3:

a1ao + 1= as (218)
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ao2a3 + 1= ap (219)
asay + 1= as (220)
estamos interessados em encontrar uma solucao.

e Suponha inicialmente que a; = as = a3 = a. As trés equacoes anteriores se transformam

em
a>—a+1=0 (2.21)
que nao tem solucao real pois o discriminante dessa equacao quadratica em a é negativo.

e Como segunda tentativa considere a; = ay = a # a3. Neste caso a equacao (2.18) se
transforma em
az=a*+1 (2.22)

e as equacoes (2.19) e (2.20) em

aaz + 1 = a. (2.23)

Substituindo a3 de (2.22)) em (2.23) encontramos que a®> = —1, segue que a = —1 e
voltando em ({2.22)) encontramos az = 2. Isto é, existe solu¢do no caso n = 3, a sequéncia
(al, asg, a,g) = (—1, —1, 2)

Pode ser mostrado que (ay,as,a3) = (2,—1,—1) e (a1,a2,a3) = (—1,2,—1) também sdo

solucoes.

2.6.3 Cason=4

Temos a sequéncia (ay,as, as, aq,as,as), pois as = a; € ag = as. Note ainda que podemos
estender a sequéncia de forma ciclica: a; = a3 e ag = ay.

Adicionalmente, da equagao seguem quatro equagoes, uma para cada valor de
i=1,2,3,4:

ajas + 1 = as, (2.24)
asas + 1 = ay, (2.25)
azas + 1 = aq, (2.26)
asa, + 1 = as. (2.27)

Das quatro equacoes anteriores vamos formar outros dois conjuntos de quatro equacoes
cada. Para o primeiro conjunto multiplique as equacoes anteriores por as, a4, a1 € as, respeti-
vamente.

ayazaz + az = a3, (2.28)
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apa3ay + ay = a?, (2.29)
a1a304 + a1 = CL%, (230)
10204 + Q9 = CL%. (231)

Para o segundo conjunto multiplique as equacoes (2.24)), (2.25)), (2.26) e (2.27) por a4, a4,

as € ag, respetivamente.

10904 + a4 = a30ay4, (2.32)
a1a2a3 + a1 = a1a4, (2.33)
(20304 + Ay = A10G9, (2.34)
a1a3a4 + a3 = asas. (2.35)

Note que a soma dos lados esquerdos dos dois conjuntos de equacoes anteriores é idéntica,

logo a somas dos lados direitos dos dois conjuntos deve ser igual:
2, 2, 2 2 _ _
aj +ay +az + a; = a1aq1 + a0 + azas + asaq4 = a102 + a2a3 + azays + aqa;.

Como (az, ag, ay, aq) € uma permutagao de (ag, as, as, as) pela Desigualdade do Rearranjo

(equagao [2.17) concluimos que a; = as = a3 = a4 = a e voltando nas equagoes (2.24)), (2.25),
(2.26) e (2.27) encontramos novamente a equagao que nao tem solugao real. Isto prova
que nao existe solucao real no caso n = 4. estamos prontos para a solucao geral.

2.6.4 Resolucao Geral

Multiplicando a equacgao (2.16]) por a; o teremos:
;A4 15492 + ;12 = CL?JFQ. (236)

Somando as n equacoes anteriores, lembrem que ¢ = 1,2, --- , n, teremos:

n n n
Qi1 1542 + Aj19 = A9, (237)
i—1 i=1 i=1
n o n n 2 n 2
mas Y iy Qiy2 = ) ;1 G; € ) ;g Ajpo = > iy a; logo

i AiAi4+1A542 + i a; = i CL?. (238)
=1 =1 i=1
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Por outro lado, trocando ¢ por 2 + 1 na equacao encontramos:
Ai1Qiro + 1 = a3 (2.39)
Multiplicando por a; a equacao anterior segue:
;i3 = QG102 + Q;. (2.40)

No préoximo passo somamos as n equagoes anteriores:

n n n
E a;iQiy3 = E ;041042 + E ;. (2.41)
i—1 i—1 i—1

Agora podemos verificar que o lado esquerdo da equagao (2.38) coincide com o lado direito

da equacao (22.41)), logo
Z ;i3 = Z a?. (242)
i=1 i=1

Pela Desigualdade do Rearranjo (equagao (2.17)) a equacao (2.42)) implica que
i3 = ai,Vi = 1,2,“‘ ,n. (243)

Temos dois casos a considerar.
e n é multiplo de 3, n = 3k com k € N.

Neste contexto existe uma solugao que satisfaz a equagdo (2.43) da forma
(al, Q2,0a3,*+ ,A3k—2, A3k—1, a3k) - (_17 _17 2a ) _17 _17 2) .

Esta solucao repete o padrao encontrado no caso n = 3.
e n nao ¢ miltiplo de 3, n =3k +1oun =3k + 2 com k € N.

Neste contexto nao existe nenhuma solucao. Pois a equagao implica que a; = a4 =
Cee = Q3gal, G2 = A5 =+ = G3gio € A3 = ag = - -+ = ag,. Por outro lado, quando n = 3k + 1
temos que as igualdades das hipoteses do problema a, 1 = a1, a,412 = as podem ser escritas
COMO A3kq2 = A1, A3(k4+1) = G2. LOZo, az = ay € ag = ay. Isto é, a1 = ay = -+ = a, = a que ja

vimos que nao leva a nenhuma solugao real. Uma situacao analoga acontece quando n = 3k+2.
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Capitulo 3

Recorréncias

3.1 Recorréncia de Segunda Ordem. P4 da SL da IMO
1975

Problema: Seja aq,as, ..., a,, ... uma sequéncia de nimeros reais tais que

0<a,<1 (3.1)
e
ap — 20p41 + Gpyo >0 (3.2)
para todon =1,2,3,---. Mostrar que
0<(n+1)(an—any1) <2 (3.3)

para todon =1,2,3,---.
A IMO 1975 foi realizada na cidade de Bulgas-Sofia, Bulgaria [16]. O problema acima foi
proposto pela delegacao da Suécia [17].

3.1.1 Resolucao

Inicialmente notamos que a relagao de recorréncia (3.2) pode ser escrita de forma mais simétrica

como

ap — Qpy1 2 Qp41 — Apy2. (34)

A desigualdade anterior e a que queremos provar sugerem definir a variacao Aa,, como

Aa, = Gy — Apyq- (3.5)
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Usando a definigao anterior reescrevemos (3.4) e (3.3) como

Aa, > Aapiq (3.6)

0< (n+1)Aa, <2. (3.7)

Notamos que o fato da desigualdade ({3.6) ser vélida para todo nimero natural implica

que se j e [ sao nimeros naturais, com j < [, entao
Aa; > Aq. (3.8)
Temos duas desigualdades para provar em todon € N: 1) 0 < (n+1)Aa, eii) (n+1)Aa, <

i) 0 < (n+ 1)Aa, para todo n € N.
Como n + 1 é um nimero positivo basta provar que Aa,, > 0 para todo n. Suponhamos,

por absurdo, que exista algum ntmero natural n = ny tal que
Aay,, < 0. (3.9)
Segue de que para todo niimero natural £ > ng teremos
Aay,, > Aag. (3.10)

Seja m um numero natural. Vamos procurar uma relacao entre a diferenca a,, — anytm €

a variagao Aay,:
ng = Angtm = (Ang = Angt1) + (Angt1 = Angr2) + -+ (Angrm—1 = Gngtm) ;

Qpy — Qpog4m = Aano + AanoJrl + - Aano+mfl-

Por (3.10) os m somandos no lado direito da equacao anterior sdo menores ou iguais a
Aty
Apny — Apo+m S Aano + Aano +oee At Aanoa

Uy — Angtm < MAy,. (3.11)

Por (3.9) sempre podemos escolher um valor de m = my suficientemente grande tal que

moAa,, < —1. Segue que para todo m > mg teremos

Uny — Opgtm < —1. (3.12)
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Esta tltima desigualdade é um absurdo pois por (3.1)) devemos ter que
-1 <an, — angtm < 1.

Concluimos que Aa,, > 0 e vale que 0 < (n + 1)Aa, para todo n € N.
ii) (n + 1)Aa, < 2 para todo n € N.
Inicialmente vamos estudar a soma

Zak:a1+a2+---+an‘

k=1
De (3.1) temos que

dap<1414--41=n (3.13)

k=1

A seguir vamos estudar outra soma usando as variacoes Aay:

Zk’Aak:(al—@2)‘1'2(@2—G3)+3(@3—a4)+"'+(”_1)(%71—%)"‘”(%—@%1)7
=1

n

ZkAak=a1+a2+~-+an—nan+1,
k=1

n n
E kAay, = E A — Ny
k=1 k=1
Logo

Z ap = Z EAay, + nayy .
k=1 k=1
Juntando (3.13) e (3.14) obtemos a desigualdade

Z EAay + na, < n.

k=1

Notamos agora que

Z kAay < Z kAay, + nay,q
k=1 k=1

pois na,11 € um nimero nao negativo. De (3.15)) e a desigualdade anterior segue que

ji:knﬁak S;n.
k=1

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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Por outro lado, temos

Z kAa, = Aa; + 2Aas + - - - + nla,.

k=1

Neste ponto usamos a relacio de recorréncia (3.8) que determina que se k < n entdo
Aay > Aay,:

Z kAay > Aa, + 2Aa, + - - - + nla,,

k=1

Z kAap > (14+2+---+n)Aay,

Z kAay, > )Aan (3.17)
Juntas as desigualdades (3.16]) e (3.17) garantem o que queriamos demonstrar:

MA% < ZkAak <n,

k=1

nntl), .

Concluimos que vale (n + 1) Aa,, < 2 para todo n € N.

3.2 Recorréncia Nao Linear. P14 da SL da IMO 1975

Problema: Sejam zqg =5 ¢
1

a’;TL
comn =0,1,2,.... Provar que 45 < x990 < 45, 1.
A IMO 1975 foi realizada na cidade de Burgas, Bulgaria [I6]. O problema acima foi

proposto pela delegacao da antiga Tugoslavia [17].

3.2.1 Resolucao

A sequéncia dada lembra o algoritmo de Hierao para o computo da raiz quadrada de um nimero

real d: ) J
L 5 (xn + —> ) (3.19)

T
Nao faremos aqui (por fugir ao escopo do Ensino Médio), mas pode ser provado que

quando n tende a infinito a mesma converge a v/d usando a aproximacio de Newton para a
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funcao real de variavel real f (z) = 22 — d. Uma interpretagao geométrica para o algoritmo de
Hierao pode ser encontrada em [22].
A Tabela ilustra o calculo até duas casas decimais dos primeiros termos da sequéncia

definida no problema por (3.18).

Tabela 3.1: Calculo até duas casas decimais dos primeiros termos das sequéncias (3.18]).

0] 5
1|52
215,39
315,58

Fonte: O autor.

Os resultados sugerem conjeturar que para todo inteiro n ndo negativo valem: i) x, > 0
i) Tpe1 > x, e iil) 20 — 2, < 0,2

i) Temos g = 5 > 0. Supondo, por hipotese de indugao, que para um certo n temos
rn > 0 segue que ﬁ > 0. Logo, xp,11 = x, + ﬁ > (0 por ser a soma de dois niimeros positivos.
Concluimos que z, > 0 para todo inteiro n nao negativo.

ii) Como xi ¢ um numero real positivo e x,.1 = x, + i segue que T,y1 > T,. Isto

n

significa que a sequéncia é crescente para todo inteiro n nao negativo.
iii) Como (z,,) € uma sequéncia crescente e de niimeros reais positivos segue que a sequén-
cia (ﬁ) é decrescente. Da condicao inicial xqg = 5, $—10 = 0,2, como (ﬁ) é decrescente e
Tpil — Ty = ﬁ entao x,.1 — x, < 0,2 para todo inteiro n nao negativo.
Notamos também que pode ser escrito como:
1 a22+1

xn+1:xn+$_: T )
n n

.2
Tpt1Tn = T, + 1,
2
Tpt1Tn — T, = 1,
Tn (xn—l—l - xn) =1,

2z, (zn—i-l - xn) =2,

(Tp + X)) (T — ) = 2. (3.20)

LOPEZ LINARES, J. Solucées detalhadas para 20 problemas da Olimpiada
Internacional de Matematica. Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de
Alimentos da Universidade de Sao Paulo, 2020. 81 p. ISBN 978-65-87023-04-5 (e-book).
Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023045.



CAPITULO 3. RECORRENCIAS 39

Usando agora que x,,1 > x, no primeiro paréntesis da equacao anterior encontramos
(xn—l—l + xn) (In—l-l - xn) > 27

Thq — k> 2. (3.21)

Como aparece a diferenga de termos consecutivos na desigualdade (3.21)) podemos escreve-

la para diferentes valores de n com vista a formar uma soma telescopica:

2 2

T3 — 1 > 2,

2 2

2 2
T, — T, 4 > 2,

Somando todas as desigualdades anteriores encontramos:

2

2
T, — Ty > 2n,

x> 2n + 25,

V20 + 25 < . (3.22)

A ultima desigualdade vale para todo inteiro n nao negativo. Em particular, substituindo
n = 1000 temos 45 < x1900. Esta é a primeira parte do resultado que queriamos provar.
Para a segunda parte demonstraremos que z, < 0,1 4+ v/2n + 25 para todo inteiro n nao

negativo.

Voltando ao resultado provado em iii) 2,41 — 0,2 < z,, e na igualdade ({3.20))
(Tn + 2) (Tps1 — Tn) = 2,
podemos trocar um dos x,, no primeiro paréntesis por x, 11 —0, 2 para encontrar a desigualdade
(X1 — 0,2+ 2) (Tp1 — ) < 2. (3.23)
Usando a lei distributiva reescrevemos a desigualdade anterior como

(xn+1 + xn) (anrl - xn) - 07 2 ($n+1 - xn) S 27
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mi—&-l - ‘1.2 - 07 2 (l'n—i-l - xn) S 2. (324)

n

Novamente, temos uma desigualdade onde somente aparecem diferencas de termos con-
secutivos de uma sequéncia. Escrevendo-a para diferentes valores de n podemos montar uma

soma telescopica:

r] — 25 — 0,2 (z; — 29) < 2,

x3— 17 —0,2(zy —11) < 2,

r3 — 15— 0,2 (x5 — 13) < 2,

22— a2 | —0,2(z, — T0) < 2.

Somando todas as desigualdade anteriores encontramos
2 2
xn — x5 —0,2(x, —x0) < 2n,

22 —25—0,2(x, —5) —2n <0,
x2 — 0,2z, — (2n +24) <0. (3.25)

Resolvendo a igualdade quadratica em x,, de (3.25]) encontramos

2+ /8 1 96,04
_5 8;”96’0 —0,1++/2n + 24,01,

Tn
Logo, (3.25)) é satisfeita quando

0,1—/2n+ 24,01 < 2, < 0,1+ \/2n + 24,01,

Tn < 0,14 +/2n+24,01 < 0,1+ v2n + 25,
Tn < 0,14 v2n + 25.

A ultima desigualdade vale para todo inteiro n nao negativo. Em particular, substituindo
n = 1000 temos x990 < 45, 1. Esta ¢ a segunda parte do resultado que queriamos provar.

Resumindo, mostramos que a recorréncia ro =5 € Ty, = Ty + IL satisfaz
n

V2n+25 <z, <0,14++vV2n+ 25.
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3.3 Recorréncia Nao Linear. P9 da SL da IMO 1981
Problema: A sequéncia (a,) esta definida pela relagao de recorréncia a; = 1,

1+ 4a,, + /1 + 24a,
16 '

(3.26)

Ap+1 =

Encontre uma formula explicita para a,,.
A IMO 1981 foi realizada na cidade de Washington, Estados Unidos [16]. O problema

acima foi proposto pela delegacao da antiga Alemanha Ocidental [17].

3.3.1 Resolucao

Primeiramente observamos que a,, > 0 implica a,.1 > 0. Como a; > 0, o principio de indugao
finita garante que a, seja um numero real positivo para todo n € N.

Para eliminar a raiz quadrada, definimos a sequéncia (b,) tal que

b, = 1+ 24a, > 0. (3.27)

Segue que
b2 —1
n= = : 3.28
a 51 (3.28)
Substituindo (3.28) em (3.26) e simplificando encontramos
2 3. b
_b2 a — bna
gl Tyt T
b2 9 [b,+3\?
b?H—l + _bn + Z - ( 9 )
Logo teremos
1 3
b1 = =b, + =, 3.29
=5 + 7 (3.29)

uma recorréncia linear e nado homogénea para (b,). Quando a; = 1 usando ({3.27) encontramos
bl - 5
Como o coeficiente que acompanha b, em (3.29) nao é 1, primeiro procuramos uma solucao

da equacao homogénea correspondente:
Cnt1 = ZCp.
2

T (), ~ ,td Nll lucio é _lnfl
€mos que (¢, ) € ulmna progressao geomeirica de razao 5 0go uma solugao e ¢, = 3 .
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Segundo, seja b, = ¢, - d, ou

b, = 1 " -d,,. 3.30
(3) (330)

Como b; = 5 teremos d; = 5.
Substituindo a equagao (3.30) em (3.29)) e simplificando encontramos

dpi1=d, +3-2""" ¥Yn>1. (3.31)

Isto é, a sequéncia (d,) é linear e ndo homogénea como a sequéncia (b,), porém agora o
coeficiente que acompanha d,, é 1.

Reescrevendo a equacao anterior para valores do subindice variando entre 1 e n — 1:

dy=d;+3-1,
d3:d2+3'2,
d4:d3+3'22,

d,=d, 1 +3-2"2

e somando todas as equagoes anteriores (soma telescopica) encontramos
dyn=di+3(14+2+2°+---+2"?%) Vn>2

A soma entre parénteses na linha anterior é de uma progressao geométrica de razao 2,
logo
dy=5+3(2""-1) Vn>1 (3.32)

Substituindo o resultado anterior em (3.30) e simplificando encontramos
by=3+4-27" Vn>1. (3.33)

Juntando as formulas em (3.33)) e (3.28) obtemos:

1 3 1 1 1 1
n==-1+— =—|1 14+ — Vn > 1.
a 3( +2n+22n_1> 3< +2n—1> ( —|—2n> n >
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3.4 Recorréncia de Segunda Ordem. P6 da SL da IMO
1984

Problema: Seja ¢ um inteiro positivo. A sequéncia (f,,) se define como: f; =1, fo=c¢, e

fn-i—l =2fpn — fno1+2 (n > 2) <334>

Mostre que para cada k € N existe r € N tal que fy fri1 = fr-
A IMO 1984 foi realizada na cidade de Praga, antiga Checoslovaquia, atualmente Repi-
blica Checa [16]. O problema acima foi proposto pela delegagao do Canada [17].

3.4.1 Resolucao

A relagdo de recorréncia (3.34]) pode ser reescrita como

St —fo=fo— o1 +2 (n22> (335)

Vamos escrever agora a recorréncia para diferentes valores de n para por em evidéncia

uma soma telescopica:

(fs = fo) = (fo— f1) + 2,
(fs— f3) = (fs — f2) + 2,
(fs — fo) = (fa— f3) +2,

(fn - fnfl) = (fnfl - fnfg) + 2,
(fn+1 - fn) = (fn - fnfl) + 2.

Somando todas as equagoes anteriores encontramos

fari—=fo=fo— fi+2-(n—1). (3.36)

Escrevendo de forma explicita a equacao (3.36)) para diferentes valores de n fica em evi-

déncia outra soma telescopica
fg—f22(6—1)+2'1,

f4—f3:(C—1)+2'27

f5—f4:(C—1)+2'3,
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fo—foa=(—=1)+2-(n—2).

Somando todas as equagoes anteriores encontramos
famfom (n=D(e=1)+2- (1424 + (1 -2))
fa=c+n—=2)(c=1)+(n—1)(n—-2),
fo=n>4+(c—4)n+ (4 —c).
Chamando b = ¢ — 4 temos uma formula explicita para a sequéncia (f,):
fo=n%+bn —b. (3.37)
Trocando n por k e k+ 1 em (3.37) escrevemos:
fifier = (K> + bk —b) (k+1)*> + bk +1) —b),

foforn =K 420+ D+ (* +b+ D)k* — (0* + b)k — b. (3.38)

Queremos encontrar um ndmero natural r tal que fifr1 = f.. Como fifri1 é um
polinomio de grau 4 em & por (3.38) e f, é um polindmio de grau 2 em r por (3.37) devemos

fazer r um polindomio de grau 2 em k. Seja
K g (3.39)
onde p e ¢ sdo inteiros a serem determinados. De e segue que
fo= Frephrg = (B +pk+ )" + b (k% + pk + q) — b,

fr=K' 4+ 2pk° + (p* + 2¢ + b) k> + p(2q + b)k + (¢* + bg — b) . (3.40)

Igualando os coeficientes respectivos de cada poténcia de k em ({3.38) e (3.40) chegamos

a um sistema de equacoes com variaveis p e ¢:

p=>b+1, (3.41)

PP+ 2 =10 +1, (3.42)
p(2q +b) = —(b* + 1), (3.43)
q* + bg = 0. (3.44)
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Substituindo p = b+1 de (3.41)) em (3.42)) encontramos ¢ = —b. O valor de ¢ = 0, solu¢io
de (3.44)), nao satisfaz o sistema.
Logo, voltando em (3.39)), o valor de r procurado ¢

r=k+ b+ 1)k—b. (3.45)

ou, usando que b = ¢ — 4,
r=k*+(c—3)k—c+4.

Temos que r é o resultado da soma e produto de inteiros, logo r ser4d um niimero inteiro.

Como c e k sao inteiros e no minimo 1 teremos que r é no minimo 2:
r=k>+(c—3)k— (c—4),

r=[k=1)+1*+[(c—1) =2k = 1) + 1] = [(c— 1) - 3],
r=(k—-124+2k-1+1+(Cc—Dk—-1)+(c—1)—-2(k—-1)—2—(c—1)+3,
r=(k—-17°+(Cc—-1)(k-1)+2>2

De a equagao também pode ser escrita como

T:fk—l-k

e a propriedade da sequéncia reescrita como

fkfk+l = ffk+k
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Capitulo 4
Série Harmonica

Se conhece por “Série Harmonica” a soma de um ntmero infinito de termos da forma *:
n

o0

Zl—1+1+1+...
n o 2 3 '

n=1

Proposicao 4 A Série Harmonica cresce ilimitadamente.

Demonstracgao: Partindo da sequéncia infinita

N (L1
n - 72737 7n7

pode ser construida outra sequéncia infinita chamada “sequéncia das somas parciais da Série

Harmoénica”

111 11 1
Sn: 171 _’1 — _,...’1 — — —, .
(Sn) ( +oltg+g gt )

Isto é

n

1 1 1 1
Sp=ld -ttt —=3Y -

Vamos estudar uma subsequéncia infinita, (S ), da sequéncia (.S,):
(S ") - (Sla 527 547 587 5167 Ut 752”7 T ) .
Considerando que

1

1 1
So=14+->14+1-=
2 +2_ + 27

S—1+1+1+1>1+1+1+1—1+21
t 2 '3 "4~ 2 "4 4 2’
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Se=14i4i b b sl
T 273747576 7T 8T "2 4747888 8 2’
podemos conjeturar que
1
Para concluir a prova por inducao em n basta observar que
Sy = ! ! Lo~
vt = 2n+2n+1+2n+2++ﬁ_ 2n+2n+1+2n+1+.”+ﬁ’
2" 1
ngLJrIZSQn‘i‘F:SQn"_E-

Tomando como hipotese de indugao que (4.1]) vale para algum n temos que

Sont1r >14n-—+=-=14+(n+1)-

DN | —
DN | —
DN | —

Isto ¢, (4.1)) vale para n + 1 e, pelo principio de indugao finita, vale para todo n € N.
Como a sequéncia (n) cresce ilimitadamente quando n cresce, a subsequéncia (San) € a

sequéncia (S,) também crescem ilimitadamente quando n cresce. O

4.1 Variacao da Série Harmoénica. SL da IMO 1975 P5

Problema: Seja M o conjunto de todos os inteiros positivos que nao tem o digito 9 na base

10. Se x1,--- ,x, é uma sequéncia de elementos arbitrarios e diferentes em M, prove que

n

1
> — <80 (4.2)
— Lj
7=1
A IMO 1975 foi realizada na cidade de Burgas, Bulgaria [16]. O problema acima foi

proposto pela delegacdo da Suécia [17].

4.1.1 Resolucao

Sendo que o nimero de elementos da sequéncia dada pode ser tao grande quanto se queira e
seus elementos sao inteiros positivo, o problema propoe um resultado aparentemente contra-
ditorio. A forma do somatorio lembra uma série harmonica, da qual mostramos que cresce
ilimitadamente, porém se pede provar que a mesma é limitada.

A chave para resolver o conflito estd na primeira frase. Nao sao todos os ntimeros naturais
que entram na soma. Temos que excluir aqueles com pelo menos um digito nove. Mesmo assim
podemos ter a falsa impressao de que os nimeros com 9 na sua representacao decimal sao raros,

e que sua exclusao pouco afetaria a divergéncia da soma.
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Seja P(k) a probabilidade de que um nimero de k digitos nao tenha nenhum digito 9.
Pelo principio multiplicativo temos um total de 9 - 10*~! ntimeros de k digitos (9 escolhas para
o primeiro digito da esquerda e 10 escolhas para os outros k — 1 digitos), dos quais 8- 9*~! ndo

tém nenhum digito 9 ( 8 escolhas para o primeiro digito da esquerda e 9 escolhas para os outros

k — 1 digitos). Logo
k-1
piy = ()
9 10

Notamos que quando k cresce P(k) decresce e tende a zero quando k tende a infinito.
Denotemos por S o conjunto dos elementos de M selecionados para calcular a soma dos
inversos. Consideremos o conjunto Sy dos elementos de S com k digitos.

Denotando por K a quantidade de digitos do maior elemento de S, temos que

S=J Sk (4.3)

Podemos escrever o somatorio em (4.2)) como uma soma dupla:
n K
1 1 1
- = g —. 4.4
PP DD D) Dl (44)
j=1 T€S k=1 z€Sy

Adicionalmente, sabemos que cada elemento z de Sj satisfaz que 10*~' < z < 10

Portanto, temos que

1 < 1 g9kl N/ 9\
FEX Y e e =s () (3

Para finalizar a resolugao, usamos a féormula da soma da progressao geométrica de razao

¢ com primeiro termo igual a 1, isto é,

q¢° = : (4.6)

Concluimos que

n K-1 k 9\K K
1 1— (=
Y <8 (%) :8#:80 (1—(%) > (4.7)
j:lmj k=0 1_E

e, portanto,
n

> i < 80. (4.8)

xr
j=1"7
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Observacoes: Uma vez discutida esta resolucao, os professores e estudantes podem
propor ou questionar sobre outros métodos de demonstragao, sobre uma estimativa do valor
da soma dos inversos de todos os elementos de M, ou sobre o nimero minimo de termos que
é preciso considerar para superar, por exemplo, o valor 12. Testes com auxilio do software

Mathematica indicam que esse niimero ¢ 6110520 (mais de 6 milhoes!).

4.2 Série Harmoénica Alternada. P1 da IMO de 1979

Problema: Dado que

1
P T
2+3 4+ 1318+1319

)

11 1 1 p
q

onde p e ¢ sao nimeros naturais primos entre si, provar que p é divisivel por 1979.
A IMO 1979 foi realizada na cidade de Londres, Reino Unido [16]. O problema acima foi
proposto pela delegacdo da antiga Alemanha Ocidental [17].

4.2.1 Resolucao

Seja S = %’ a soma dada:

1 1 1 1 1
S 2 + 3 4 + 1318 * 1319 (4.9)

Notemos que é possivel separar os termos com sinais diferentes:

S = 1+1+1+ +L — 1+1+3+ +L
B 3 5 1319 2 4 6 1318 ) °

Somando e subtraindo (% + ;1L + % + - Tﬂs) encontramos
s=(1+iy by L ] ol Ly ]
N 2 3 4 1318 1319 2 4 6 1318 )’

111 1 1 11 1
S=(ld+c+c+-+dto—t— | (LIt +c++—],

2 3 4 1318 1319 2 3 659
S — L + L + L + + L + L
— \ 660 661 662 1318 1319/

A dltima soma tem 660 termos que vamos dividir em dois somatorios:

989 1319

1 1

1=660 1=990
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Também observamos que 1979 — 660 = 1319 e 1979 — 989 = 990. Isto permite escrever o

segundo somatoério usando o niimero 1979.

989 989
S =
>t m
i=660 © =660

989
5= j{: ( 1979——2)

=660

989
1979
S=2 Ao =D
P i (1979 —19)
Como 1979 é um numero primo, 660 < 7 < 989 e 990 < 1979 — ¢ < 1319 nenhum dos
denominadores dentro do somatorio divide o numerador. Logo, quando escrito na forma S = £

q
o niimero p é divisivel por 1979.

4.2.2 Generalizacao do problema

O nimero 1979 é primo e correspondeu ao ano da competicao. Essa ideia pode ser estendida
para outros anos primos?

Lembramos primeiro que um niimero primo e maior que 3 quando dividido por 6 somente
deixa resto 1 ou 5.

A seguir vamos mostrar que existem duas possibilidades: i) o nimero de parcelas n em S
¢ da forma 4t + 3 com um ano primo N da forma 6t + 5 e ii) o nimero de parcelas n em S é
da forma 4t com um ano primo N da forma 6¢ + 1. Quando o ntmero de parcelas n em S é da

forma 4t + 1 ou 4t + 2 nao podem ser reproduzidos todos os passos do problema anterior.

e i) Para n =4t + 3 com t > 0 inteiro seja

111 1 1
S = Sypg =1 s s m g . 410
4t+3 53 47" M2 i3 (4.10)

Separando os termos com o mesmo sinal

Supa= (140 lp g ! Ll
s 35 4t + 3 24 6 it+2)
Somando e subtraindo (54§ + ¢ + - + 775) segue que

Sypis = 1+1+1+ + L 1+1+1+ + L
s 2 '3 4t +3 2 '3 o + 1
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Siprs = L + L +t L
W= 2t +2 "2t +3 4t +3)

Temos 2t + 2 parcelas que vamos separar em dois somatoérios de ¢ + 1 parcelas cada

3t42 4t+3
1 1

Sy43 = g ;‘F g T
i=2t42 i=3t+3

Queremos encontrar um ano primo N tal que

4t+3 3t+2

> =Y
. i N —i

1=3t+3 1=2t+2
Logo

N — (2t +2) = 4t + 3,

N —(3t+2) =3t +3.
Isto é,

N =06t+5 (4.11)

e

3t42 N
Sy = Siy3 = Z [m] .

1=2t42

Exemplo: Em 2027 (proximo ano primo da forma 6t + 5) o problema poderia ser formu-

lado assim: Verifique que a soma

1 1+1 1+ ! + ! (4.12)
2 3 4 1350 1351 '

é divisivel por 2027.

Uma solugao: Como N = 2027 temos por (4.11]) que ¢t = 337. Logo (4.12) coincide com
(4.10) pois 1351 =4 - 337 + 3.

e ii) Para n =4t com t > 1 inteiro seja

1 1 1
= =] — -4+ - - T 4.1
S St 2 3 4 4t —1 4t (4.13)

Separando os termos com o mesmo sinal

Sy = 1+1+1+ + L 1+1+1+ +1
e 35 At — 1 24" 6 At )

LOPEZ LINARES, J. Solucées detalhadas para 20 problemas da Olimpiada
Internacional de Matematica. Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de
Alimentos da Universidade de Sao Paulo, 2020. 81 p. ISBN 978-65-87023-04-5 (e-book).
Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023045.



CAPITULO 4. SERIE HARMONICA 52

Somando e subtraindo (% + %1 + % +---+ 4%) segue que

Sy = 1+1+1+ +1 1+1+1+ +1
A 2 '3 4t 2 '3 o )’

P PN S
Y\t 1 242 At )

Temos 2t parcelas que vamos separar em dois somatoérios de ¢ parcelas cada

Queremos encontrar um ano primo N tal que

4t 1 3t 1
2 i 2 N—i

i=3t+1 i=2t+1
Logo
N — (2t +1) = 4¢,
N —3t=3t+ 1.
Isto é,
N =6t+1 (4.14)
e

1=2t+1

Exemplo: Em 2029 (proximo ano primo da forma 6t + 1) o problema poderia ser formu-

lado assim: Verifique que a soma

1 1+1 l—l— + = ! (4.15)
2 3 4 1351 1352 '

é divisivel por 2029.
Uma solugdo: Como N = 2029 temos por (4.14) que ¢t = 338. Logo (4.15) coincide com
[@.13) pois 1352 = 4 - 338.

Um tltimo comentario, pode ser provado usando a Série de Taylor da func¢ao logaritmo

natural (contetdo fora da grade do Ensino Médio) que a soma de um ntimero infinito de termos

LOPEZ LINARES, J. Solucées detalhadas para 20 problemas da Olimpiada
Internacional de Matematica. Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de
Alimentos da Universidade de Sao Paulo, 2020. 81 p. ISBN 978-65-87023-04-5 (e-book).
Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023045.



CAPITULO 4. SERIE HARMONICA 53

da série harménica alternada é In(2):

> [(_12; ] =1In(2).

4.3 Desigualdade de Bernoulli e Série Harmoénica. P2 da
SL da IMO 2001

Problema: Seja ag,aq,as, ... uma sequéncia infinita e arbitraria de nimeros positivos. Mostre

que a desigualdade
14 ap > an_1 V2 (4.16)

é valida para um numero infinito de inteiros positivos n.
A IMO 2001 foi realizada na cidade de Washington, Estados Unidos [16]. O problema

acima foi proposto pela delegagao da Polonia [17].
4.3.1 Consideracoes iniciais
Proposigao 5 (Desigualdade de Bernoulli) Vale que:
(14+2)">14nx, z>-1,neNU{0}. (4.17)
Demonstracgao: Este resultado pode ser provado por inducao em n. Para n = 0 temos
l=1+2)°>1+0-2=1.
Por hipotese de indugao suponha o resultado valido para algum n
(14+2)" > 1+ nax.
Como z > —1 temos que 1 +z >0 e
14+z)-1+2)">(1+2z)-(1+nx),

14+2)""'>1+nm+1D)-24+n*>>1+n+1) -,

pois nx? > 0. Segue que (4.17) vale para n + 1 e, pelo principio de indugdo finita, vale para
todo n. O
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4.3.2 Resolucao

Usaremos a desigualdade de Bernoulli
1+z)">14nr xe€(-1,+0), neN

para substituir V2 = 2w. Fazemos x — % na desigualdade anterior
1 n
(1 + —) > 2.
n

(1 + %) > V2. (4.18)

Segue que

Como a,, > 0 para todo n teremos
1 n
a1 (1 + —) > a, V2. (4.19)
n
Logo, para provar (|4.16)), basta mostrar que
1
1+a, >a, 1 <1 + —> (4.20)
n

é valida para um ntmero infinito de inteiros positivos n. Pois nesse caso
1 n
1+&n>anfl I+— zanfl\/§
n

e, por transitividade,
14+a, > a,—1 C/i

A demonstragao sera feita por contradi¢do. Suponhamos o contrario de (4.20). Isto é,
suponha que existe N € N tal que se n > N vale que

1
1+a, <a, (1 + —) : (4.21)
n

Em outras palavras, o nimero de termos da sequéncia (a,) que satisfaz (4.20)) seria finito.
Dividindo os dois lados de (4.21]) por n + 1 teremos

1 . (1 + l) (1

< Q_ = . 4.22
n—|—1+n—|—1_a 1n+1 n ( )
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Segue que:
1 Qy, Ap1

<
n+1+n+1_ n

Somando as desigualdades anteriores quando n muda de N até m € N, com m > N,

m 1 m . m .
Zn#—l—i_zni—lSZNanl' (4.24)

Escrevendo explicitamente os dois iltimos somatorios ficard claro que existem muitos

(4.23)

teremos

termos idénticos que podemos cancelar

= Qp, an AN+1 Ay—1 A,
_ 4.25
T;Vn-i-l N+1+N+2+ * m +m+1’ (4.25)
TN Qpo1 GN-1 | Gy aN+1 (1
H;V n N N+l N2 T
Segue que
= 1 Am, aN_1
< 4.26
T;V<n+1>+m+1_ N’ (4.26)
Am an_1 “ 1
< — ) 4.27
m+1— N ;(n+1> (427)

O somatoério que resta na desigualdade anterior lembra a série harmonica que sabemos

que cresce ilimitadamente. Consequentemente, deve existir um valor de m a partir do qual

e < 0. E esta € a contradi¢ao, pois a,, > 0em > 0.
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Capitulo 5

Outros problemas de Algebra

5.1 Sistema de Equacoes e Produtos Notaveis. P3 da SL
da IMO 1971

Problema: Sabendo que o sistema

r+y+z=3, (5.1)
2?4y + 2° = 15, (5.2)
ot +y* + 2* =35, (5.3)
tem uma solucao real para a qual
® +y* + 2% < 10, (5.4)

encontrar o valor de x° + y° + 2° para essa solucao.
A IMO 1971 foi realizada nas cidade de Bratislava e Zilina, na Eslovaquia [16]. O problema

acima foi proposto pela delegagdo da Alemanha [17].

5.1.1 Resolucao
Usaremos as mesmas letras z, y e z para denotar a solugao. Seja
? 4y’ + 22 = a, (5.5)

Temos que
(¢ +y)" = 2® + 2zy + ¢, (5.6)
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logo
(r+y+2)’=(@+y)’+2(@+y)z+ 2

(z+y+2)° =27+ 20y +° + 202 + 2yz + 2%,

2 2 2 2
+y+2)°— (@2 +y +
ry + 2+ yz = (zt+y+2) 2(m yre ) (5.7)

Substituindo (5.1)) e (5.5) na equagdo anterior encontramos

Ty + vz +yz = Ta‘ (5.8)

Adicionalmente, do Binomio de Newton temos
(x4 1)° = 2 + 32y + 321 + ¢°, (5.9)
logo
(z+y+2)°=@+y)°+3@+y)’2+3@+y) 22+ 22
(r4+y+2)° =2 +32% + 302 + > + 3 (2% + 20y +v%) 2+ 3 (x +y) 22+ 2,
(r+y+2)° = (2 +y° + 2%) + 32% + 32y® + 3%z + 3222 + 3y2z + 3y2* + bayz,
(r+y+2)° = (2> +y° +2°) +3vy (v +y) + 3zyz + 3xz (v + 2) +
+3zyz + 3yz (y + 2) + 3zyz — 3zyz,
Bryz =—(x+y+2°+ (2®+°+2%) + 3y (x +y +2) +
+3zz(x+y+2)+3yz(z+y+ 2),
3xyz=—(x4+y+2)° + (® + 9+ 2°) + (5.10)
+3(x+y+2) (vy+zz+y2).

Substituindo (5.1)), (5.2)) e (5.8) na equacdo anterior encontramos

9 —
ryz = —4+3( 5 a) : (5.11)

Notamos ainda que
(vy + 22+ y2)* = (2%® + y22% + 272%) + 2zy2 (x +y + 2)

2 P a2 = (y a2+ y2) = 2zyz ( oy + 2). (5.12)
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Substituindo (5.8)), (5.11) e (5.1) na equagdo anterior encontramos

2 4 18 — 147
2yt +y* 4 1% = v f : (5.13)
Do Bindémio de Newton temos
(z+y)" = 2t + 423y + 62%9% + day® + o, (5.14)
logo
(@ty+2)' =(@+y) +4@+y) 2 +6(z+y) 2 +4(@+y) " +2"
(x4y+2)" =2t + 42y + 622 + day® + ¢t + 4 (x3 + 322y + 3xy? + y3) 2+
+6 (2 + 2zy + y°) 24 4(x+y) B+ 2t
(+y+2)' =@ +y'+2") +4 (@2 + 7+ 22) (ay +az+yz)+ (5.15)
+8zyz (x +y + 2) + 6 (272" + y?2% + 2%y%) .
Substituindo (5.1)), (5.3)), (5.5, (5.8), (p.11) e (5.13) na equacao anterior e simplificando
encontramos

a® —18a+ 77 = (a—7) (a—11) = 0. (5.16)

Considerando a equacao (5.4]) a solu¢do é o = 7. Voltando com este ultimo resultado em

63, 69, ET1) o GI3) temos

4yt =7, (5.17)
ry + 2 +yz =1, (5.18)
xyz = —1, (5.19)
PP =T (5.20)

Para calcular 2° + 3° + 2° vamos desenvolver o produto
(' +y'+2Y) (w+y+2) = (2" +9° +2°) + 2ty +ay’ + otz + a2t +yte + oyt
(P +y'+2t) (e+y+2)= (2" +y° +2°) +ay (¥ +¢°) + 2z (2% 4+ 2°) +yz (V¥ + 2°),
(' +y'+2Y) (r+y+2)= (@ +0°+2°) + (xy + a2 +yz) (P +y° +2°) —
—xy2® — xydr — 2Pyz,
(' +y'+2Y) (@+y+2) =@+ +2°) + (ey+az+yz) (P +y° +2%) —

—TYz (:c2 + y2 + 22) ,
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Py’ + 2=yt ) (et y+2) - (5.21)
—(zy+az+yz) (2 +y°+2°) +ayz (¥ +y° + 27) .
Substituindo (5.3)), (5.1), (5.18)), (5.2), (5.19) e (5.17) na equacdo anterior encontramos

2® +y° +2° = 83. (5.22)

5.2 Série p, com p = 2. Aplicacao com areas. P2 da SL da
IMO 1974

Problema: Provar que quadrados de lados 1,1/2,1/3, ... podem ser colocados dentro de um
quadrado de lado 3/2 de tal forma que nenhum par de quadrados tenham pontos interiores em
comum.

A IMO 1974 foi realizada na cidade de Erforte, na Alemanha [I6]. O problema acima foi
proposto pela delegacao da Polonia [17].

5.2.1 Resolucao

Os somatorios da forma » .~ (%)p, onde p ¢ um nimero real, sao denominados séries-p. Se
prova nos cursos de calculo [24] que o resultado de somar um nimero infinito de termos ¢ finito
(a série é convergente) quando p > 1. Este tipo de somatorio também serve de ponto de partida
para definir a func¢ao zeta de Riemann, permitindo que p seja uma variavel complexa [25].

A Figura ilustra uma solucao do problema.
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Figura 5.1: Quadrados de lados 1,1/2,1/3, ... colocados dentro de um quadrado de lado 3/2 de
tal forma que nenhum par de quadrados tenham pontos interiores em comum.

e 8 9 10 | 911]a45]913fa,4]a, F

% 95 9

97

93

94

92

Es

Fonte: O autor.

Seja ¢; o quadrado de lado % com i =1,2,3,---. Dentro do quadrado de lado %, usando
linhas paralelas a um dos lados, podemos construir retangulos ;. Para ¢ = 1 o retangulo r;
(ABCD) tem lados % e l. Para:1=2,3,4,--- os lados dos retangulos r; sao % e QL

1

A sequéncia (5)02 ¢ uma progressao geométrica de razao q = % Definimos a sequéncia

das somas parciais (.5;),-, como

S—1+1+1—% +1
48 16 2i”

1
< 1 1 1
7 _ - _
Si_l_% (1_21+1)_2(1 2i+1)'

Quando 7 tende a infinito temos lim;_, (21%) = 0 e consequentemente podemos escrever

_ /1 1
imsi=3(5) =3

Segue que a soma 1+~ (2—11) = % coincide com o lado do quadrado maior. Isto justifica

que a construcao dos retangulos r; pode ser feita.
Como indicado na Figura no retangulo 1 (ABCD) s&o colocados os quadrados ¢,

g2 € q3. No retangulo ro (CDEF) sao colocados os quadrados q4, g5, g6 € g7- No retangulo r3
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(EFGH) séo colocados os quadrados gs, qo, q10, q11, ¢12, @13, Q14 € G15. Em geral, no retangulo
r;, com ¢ = 2,3,4,---, sao colocados os quadrados do g até o qgi+1_1.
A justificativa para este alocamento estd baseada na seguinte desigualdade para i > 2:
1 1 1 1 -1

21+2’—|—1+2’—|—2+ +21+1—1 20

No lado esquerdo da desigualdade anterior temos 2¢ somandos, sendo que o maior de todos

eles é 2i Em outras palavras, o comprimento horizontal da linha de quadrados do gy até o
G2i+1_1 € sempre inferior a 1.
Este problema também ilustra que as somas das areas de todos os quadrados ¢;, de lado

: .. . 2 .
% ecomi=1,2,3,---, & inferior a (5) . Ou seja, podemos escrever que

2
> /1\? 9

-] <2 =295
>(5) <52

O valor exato dessa soma de infinitos termos foi encontrado primeiro por Euler [23]:

o0

1\> =2
3 (—) — T~ 1,644934.
1 6

=1

5.3 Algebra com fracoes. P5 da IMO 1974

Problema: Se a, b, c e d sao ntimeros reais nao negativos arbitrarios, encontrar todos os valores

possiveis de
a b c d

T atbtd atbtc bretd aterd
A TMO 1974 foi realizada na cidade de Erforte, na Alemanha [16]. O problema acima foi
proposto por Jan van de Craats da delegagao da Holanda [17].

(5.23)

5.3.1 Resolucao

A ideia para resolver o problema é que existe uma “quase simetria” entre as fracoes. Como
podemos modificar a soma para que seja mais simétrica? Mais simples de calcular?

Primeiro vamos adicionar a letra que esta faltando em cada denominador de (5.23)):

a b c d

S —
7 atbterd atbictd atbicerd atbretrd

(5.24)

Como a, b, c e d sao niimeros reais nao negativos vale a desigualdade anterior.
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Segundo, vamos apagar letras nos denominadores de (5.23). Segue que

S<aib+af—b+c~lc—d+cid:2 (5:25)
De e encontramos que
1<8<2. (5.26)
Terceiro, quando (a, b, c,d) = (0,0,1,1) de temos
S(0,0,1,1) = 1, (5.27)
e quando (a,b,c,d) = (0,1,0,1) segue que
S(0,1,0,1) = 2. (5.28)
De (5.26]), (5.27) e (5.28)) podemos escrever que
1<S<2. (5.29)

Como S depende de quatro varidaveis vamos simplificar para chegar em uma funcao de
uma tnica variavel z € [0, 1].
Exemplo: Sejam [a,b,c,d] = [z (1 — z),z, (1 —z),1], de (5.23)) temos:

S (@) z(l—x) N x N
€Tr) =
z(l—x)+2z+1 z(l—-2z)+z+(1-2)
n 11—z n 1
z+(l—-2)+1 z(l-2)+(1—-2)+1
-z T l—x 1
S($>_x2—2$—1_x2—x—1 2 2-2 (5:30)

Como S(x) é uma funcao continua quando x € [0, 1] temos que S assume todos os valores
no intervalo [1,2]. A Figura[5.2) mostra o gréifico de quando = € [0,1].
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Figura 5.2: Grafico de [5.30| quando x € [0, 1].

-0.1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13

Fonte: O autor.

5.4 Funcao Parte Inteira e Fracionaria. SL da IMO 2006
P1

Problema: A sequéncia de ntumeros reais ag, ai, as, ... esta definida pela formula
Ay = \_CLZJ < a; > (531)

para i > 0; ag ¢ um namero real arbitrario, |a;| denota o maior inteiro que nao é maior que a;,
e < a; >=a; — |a;]. Prove que a; = a;,2 para ¢ suficientemente grande.

A IMO 2006 foi realizada na cidade de Ljubljana, Slovenia [16]. O problema acima foi
proposto pela delegacao da Estonia [26].

5.4.1 Funcao Parte Inteira e Fracionaria.

A funcao parte inteira, denotada por |x], converte um niimero real £ no maior nimero inteiro
menor ou igual a z, enquanto a funcao parte fracionéria, denotada por < x >, converte um

nimero real z em outro numero real, z — ||, maior ou igual a zero e menor que um.
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Isto ¢, || : R — Z tal que
|z] =max{m € Z | m < x}

e <z > R—][0,1) tal que
<x>=ux—|x].

A Figura [5.3)ilustra as fungoes parte inteira e parte fracionaria.
Figura 5.3: A funcdo parte inteira, denotada por |x|, converte um nimero real z no maior
nimero inteiro menor ou igual a x, enquanto a funcao parte fracionaria, denotada por < x >,

converte um nimero real x em outro niimero real, x — |z |, maior ou igual a zero e menor que
um.

g(x) =<x >=x—[x]

e — -5

—_— -6

Fonte: O autor.

Exemplos: |-3,3| = —4; |-2| = —-2; |-0,1] = —1; [0,1] =0; |3,3] =3; |7] = T;
< 3,3>=0,T;< -2>=0, < —0,1>=0,9 < 0,1 >=0,1; < 3,3 >=0,3; < 7 >=0.

5.4.2 Resolucao

A sequéncia em analise foi definida de forma recursiva. Vamos separar seu estudo em trés casos.

e No caso em que 0 < ag < 1 teremos que a; = 0 e o resto dos termos da sequéncia serao

zeros. Isto é, vale que a; = a;.0 = 0 para ¢ > 1.
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e Consideremos o caso em que ag > 1, teremos que a; > 0 Vi € N, pois

0<<z><1equando x >0 vale que [z] > 0.

Adicionalmente, a;11 < |a;] < a;, multiplicar um nimero positivo por outro, maior ou
igual a zero e menor que 1, produz um nimero menor que o de partida. Também usamos a
definicao da funcao parte inteira na tultima desigualdade.

Logo, para todo ¢ temos que a; 11 < a; o que significa que a sequéncia de termos positivos
é estritamente decrescente. Assim, para algum valor de ¢ teremos que 0 < a; < 1 e 0s proximos
termos serao todos zero. Novamente, vale que a; = a;,2 = 0 para ¢ suficientemente grande.

Agora estudaremos o caso mais desafiador, suponhamos que ag < 0. Como 0 <<z > < 1
e quando x < 0 vale que |z| < 0 teremos que a; < 0, ¢ € N. Se para algum i acontecer que
a; = 0, entao o resto dos termos da sequéncia serao zero, como visto anteriormente. Com isto,

considere que a; < 0, Vi € N. Segue que
la;] < —1 (5.32)

para todo i. Temos ainda que
A1 > LCLJ (533)

pois multiplicar um niimero negativo por outro, maior ou igual a zero e menor que 1, produz

um namero maior ao de partida. Adicionalmente, da definicao da funcao parte inteira vale que
1+ |z] >,

1+ Lai+1J > Wiy1- (534)

De (533) ¢ (33) segue

1+ LOJZ'JAJ > \_CZZ‘J,
lait1] > [ai.

Logo, a sequéncia (|a;]) ¢ ndo decrescente. Este ultimo fato em conjunto com ([5.32))

indica que deve existir um valor iy a partir do qual |a;| é constante, digamos

la;| = ¢, i > i (5.35)
com ¢ < —1 um inteiro. Voltando em , para ¢ > 1y temos

i1 =c- < a; >

aiy1 = c-(a; —c) = c-a; — 2, i > iy (5.36)
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Encontramos uma equagao de recorréncia para a sequéncia (a;) quando ag < 0 e 7 > ij.
A vantagem de (5.36) em comparacao com ([5.31) é que ndo aparecem mais as funcoes parte
inteira e parte fracionaria e é uma recorréncia linear (porém, ndo homogénea). Para resolver

(5.36]) primeiro troque i por i + 1
Qiro = C-Qiy1 — C2, 1 > 1. (5.37)
Subtraindo ((5.36])) de ((5.37)) eliminamos o termo ndo homogéneo
(40 — air1) = (a1 — a;), 1> do. (5.38)

Defina a sequéncia (b;) como
bi = (ai+1 - ai), 1 Z iQ. (539)

Segue que é reescrita como

bi+1 = C'bi, ) Z io
que é uma progressao geométrica de razao c e valor inicial b;, cuja solugao é
bi = Ci_iob

i > . (5.40)

10

Note agora que implica que para i > i vale que a; € [¢,c+ 1). Logo, do resultado
anterior e de a sequéncia (b;) é limitada. Uma progressao geométrica somente ¢ limitada
quando o moédulo da sua razao é menor ou igual a 1 ou seu termo inicial é zero. Isto é, temos
duas possibilidades: i) | ¢ [< 1, como ¢ < —1 é um inteiro temos ¢ = —1 e ii) b;, = 0.

i) Colocando ¢ = —1 em segue
bi = (—1)""by,, i > ig. (5.41)
Substituindo o resultado anterior em temos
Qiy1 = a; + (—1)70b; | i > . (5.42)
Trocando ¢ por ¢ + 1 na equacao anterior
Qiyy = Qg1 — (—1)70b; i > . (5.43)

Substituindo a;+1 de (5.42)) em (5.43) chegamos a a2 = a;, Vi > ip, como queriamos

provar.
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ii) Colocando b;, = 0 em (5.40) encontramos que b; = 0, i > iy. Voltando com este
resultado em (5.39) temos a; 11 = a; = a;,, © > ip. Logo, a equagao (5.36) se transforma em

a;y = C iy — C

onde encontramos que

<
c—17

Exemplos: Sequéncias que obedecem ([5.31]) para diferentes valores iniciais:

Isto é, ;40 = a; = a;, = Vi > 19, como queriamos provar.

(5,7;3,51,50,50;0;---)

5.5 Maximo e Minimo numa Subsequéncia. P1 da IMO
2007

Problema: Sejam dados os niimeros reais ay, as, ..., a,. Para cada i (1 <i < n) defina

d; = max{a; : 1<j<i} —min{a; : i<j<n} (5.44)
e seja
d=mazx{d;:1<i<n}. (5.45)
(a) Prove que, para quaisquer nimeros reais 1 < x < - -+ < @,
_ d
max{|z; —a;| 1 <1 <n}> 7 (5.46)
(b) Mostre que existem numeros reais x; < zy < - - - < x,, tais que vale a igualdade em ((5.46]).

A IMO 2007 foi realizada na cidade de Hanoi, Vietna [16]. O problema acima foi proposto
pela delegacao da Nova Zelandia [27].

5.5.1 Exemplo

Antes de apresentar a solucao geral podemos esclarecer a notacao estudando um exemplo.
Sejam n =5 e (a1, az, ag, ay,as) = (3,7,4,2,9). Verifique usando (5.44)) e (5.45) que

di = max {a1} — min{ay,as,a3,a4,a5} =3 -2 =1,
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dy = max {ay,as} — min{ag,as,as,a5} =7—2 =15,

ds = max{ay,as, a3} — min{as,as,a5} =7—2 =15,

dy = mazx{ay,as,az, a4} —minfay, a5} =7—2 =25,

ds = max {ay, as, as, a4, a5} —minf{as} =9 —9 =0,
d = max{dy,ds,ds,dy,ds} = 5.

Sejam (z1, xq, T3, T4, x5) = (1,2,3,4,5). Temos que vale a desigualdade no item (a) do

problema:
)
max {|z; —a;| - 1 <1 <n}=max{2,5,1,2,4} =5 > 3
Sejam <$1,$2,$3,$4,1}5) = (g: ga %7 ga )
Temos que vale a igualdade do item (b) do problema:
1515 5
max{|z; —a;|: 1 <i<n}=maxrq=,=,=,=,0p = —.
2222 2

5.5.2 Resolucao

Considere conhecidos os subindices 1 < p < ¢ < r < n tais que d = d, e, olhando para (5.44) e

(5.45), escrevemos

ap = maa {a; : 1<)}
a, =min{a; : g<j<n},
d=a,—a,.

Isto é, a sequéncia ai, - ,ap, -+ ,0q," - , 0y, "+ , 0y ¢ transformada em duas:
A1, Gy, Qg € Gg,*+* ,Qp, -+ ,Qy. O subindice g representa a posicao de um dos méaximos

da sequéncia (d;)7. O subindice p representa a posigao de um dos maximos da sequéncia (a;){

n
7
podem nao ser tinicos. No exemplo visto o valor de ¢ podia ser tomado como 2, 3 ou 4.

e o subindice r representa a posi¢do de um dos minimos da sequéncia (a;)?. Os subindices
Precisamos estudar o conjunto D = {|x; — a;| : 1 < i <n}. Como estamos supondo co-
nhecidos p, ¢ e r podemos focar em somente dois elementos do conjunto anterior: |z, — a,| e

|z, — a,|]. Notamos que
(ap —xp) + (2 —ay) = (ap — ar) + (2 — ) > ap —a, = d.

Para escrever a desigualdade anterior usamos que x, — x, > 0, pois r > p e a sequéncia
(x;) € nao decrescente. Logo
(ap — xp) + (zr —a,) > d.
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Segue que (a, — ) > % ou (z, —a,) > e

Usando o mo6dulo dos dois elementos vale que

mazx{| a, — z, |,| xr — a, |} > max{a, — xp,x, —a,} >

O que equivale a
d
maz{| x, —ap, |,| v, —a, |} > Y

No préximo passo consideramos todos os elementos do conjunto D:

maz {|z;—a;| - 1<i<n} > maz {| z, —a, |,| v, —a, |} >

N |

Com isto concluimos a prova do item (a), isto &,

max {|z;—a;| : 1<i<n} >

l\D.I ISH

Para resolver o item (b) vamos definir as sequéncias (M;) e (m;) para todo 1 <i<n
M; = max{a; : 1<j<i},

m; = min{a; 1 i<j<n}.

De (5.44) verificamos que d; = M; — m; para todo 1 < i < n. Adicionalmente, como o

elemento a; aparece nos dois conjuntos anteriores temos que

para todo 1 <1 < n. Vamos mostrar que a sequéncia (x;) definida como

T
2

(5.48)

para todo 1 < i < n, satisfaz as condi¢oes do item (b) do problema.

Notamos primeiro que as sequéncias (M;) e (m;) sdo nao decrescentes
M; = max{a1,--- ,a;} <max{ay, -, a; a1} = M,

m; = min{a;, air1, - an} <minf{aig, -, ant = M.
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Logo, a sequéncia (z;), dada por (5.48)), também é ndo decrescente, como requerido pelo pro-
blema.
Segundo, multiplicando ((5.47) por —1 temos

—M; < —a; < —my.
Somando x; na desigualdade anterior segue que
T — M; < —a; <z —my.

Usando ([5.48) nos extremos da desigualdade encontramos

ﬂ_MiSIi_aiSﬂ_mia
2 2
—M; +m, M; —m,
—_—  <z—a < —.
2 - 2

Lembrando que d; = M; — m; escrevemos

< T; — a; S —_.
2 = 2
Segue que para todo 1 <i<n
<4
Ty —a; |~ —.
2

Com isto ]
maz {|z;—a;| : 1<i<n} < max {j : 1§z’§n} ,

: d

maz {|z;—a;| : 1<i<n} < 5

Esta tltima desigualdade, em conjunto com o provado no item (a), mostra que

d
max {|z;—a;| : 1<i<n} = Y

5.6 Subsequéncias de uma Progressao Aritmética. P3 da
IMO 2009

Problema: Seja si, sg, S3,... uma sequéncia estritamente crescente de inteiros positivos tal
) 193
que as subsequéncias Sg,, Ss,, Ssys--- € Ssy+15 Ssy+15 Sss+1, .- 5S40 ambas progressoes aritméticas.

Demonstre que a sequéncia sy, g, S3, ... também é uma progressao aritmética.
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A IMO 2009 foi realizada na cidade de Bremen, Alemanha [16]. O problema acima foi
proposto pela delegacao dos Estados Unidos [28].

5.6.1 Consideracoes iniciais

Antes de apresentar o problema vejamos um exemplo para esclarecer a notagao.

Considere a sequéncia (s,) = (s1, 9, S3, - - - ) dada pela formula s,, = 1 + 2n. Isto ¢é,

(sn) =(3,5,7,9,11,13,15,17,--- ). A sequéncia (s,) é uma PA derazdo d = 2 (d,, = Spy1—Sn =
2 = cte) e valor inicial 3 (s; = 3).

Vamos construir agora uma nova sequéncia considerando somente alguns termos da ante-
rior, em outras palavras, uma subsequéncia. Seja (ss,) = (Ss,, Ssys Ssg>**) = (83,85, 87, ) =
(7,11,15,---). A sequéncia (s,,) é uma PA de razdo D = 4 (D, = s,,,, — 55, = 4) e valor
inicial 7 (ss, = 7).

Adicionalmente, seja outra subsequéncia
(Ss,41) = (Ssy415 Sspt1s Ssgits ) = (S, S6, 88, -+ ) = (9,13,17,--+). A sequéncia (ss,.1) é uma
PA de razao E =4 (E, = ss,,,4+1 — Ss,+1 = 4) e valor inicial 9 (s5,41 =9).

Podemos ainda construir uma terceira subsequéncia formada pela diferenca das duas

subsequéncias anteriores. Seja

(ds,,) = (85,41 = 85,) = (85141 = 8515 Ssp g1 — Ssos Ssg+1 = Ssgy 7" ) =

:(54_53786_55788_577'”):(272727"'>'

Vimos um exemplo em que a sequéncia de partida é uma PA, as duas primeiras sub-
sequéncias definidas também sao PAs e a tltima subsequéncia é constante. Esse resultado pode

ser generalizado na proposicao a seguir.

Proposicao 6 Se (s,) = (s1, 52,83, -+ ) € uma progressao aritmética dada pela férmula s, =
A+ (n—1)d, onde s,, A (valor inicial) e d (razdo) sao nimeros reais e n € um nimero natural,
entdo as subsequéncias (Ss,) = (Ss;, Ssyy Ssas ) € (Ssut1) = (Ssy415 Ssat1s Ssgtls ---) também sdo

Progressoes aritméticas.

Demonstragao: Podemos encontrar uma formula para s, trocando n em s, = A+ (n—
1)d por s, = A+ (n—1)d. Isto é,
=A+ (A4 (n—1)d—1)d,

Ss

n

s, = A+ (A—1)d+ (n—1)d?

n

S5, = B+ (n—1)D.
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Logo, a subsequéncia (s,,) ¢ uma Progressao Aritmética de valor inicial B = A+ (A—1)d
e razao D = d*.

Agora vamos encontrar uma formula para s, 1 trocando n em s, = A+ (n — 1)d por
Sp+1=A+ (n—1)d+ 1. Isto é,

Sop1 =A+(A+(n—1)d+1—-1)d,

Sopt1 = A(d+1) + (n — 1)d?,
Ss01=C+(n—1)E.
Logo, a subsequéncia (sg, 1) € uma Progressao Aritmética de valor inicial C' = A (d + 1)

e razdao E = d?. O

5.6.2 Resolucao

Como s1, S9, 83, ... ¢ uma sequéncia estritamente crescente de inteiros positivos vale que 0 < s1 <
S9 < 53 < .... Temos também que sg,, Ss,, Ssq, - € Ssy+1; Ssyt1s Ssgt+1s .- SA0 ambas progressoes

aritméticas, logo existem inteiros B, C', D e E tais que
ss, = B+ (n—1)D, (5.49)

Ss41 =C+(n—1)E. (5.50)

Notamos que para todo n natural vale que

Ssn < Ssn+1 S Ssn+1 (551)

pois S, < Spy1 € Sp + 1 < s,11. Substituindo ((5.49))) e ((5.50)) em ((5.51)) encontramos

B+(n—-1D<C+(n—1)E < B+nD. (5.52)
Subtraindo B + (n — 1)D na desigualdade anterior chegamos a
0<C—-B+(n—-1)(F—-D)<D. (5.53)

A desigualdade (5.53)) deve valer para todo n natural. No caso em que E < D existira
um valor de n a partir do qual a primeira parte da desigualdade nao serd verdadeira, no caso
E > D existird um valor de n a partir do qual a segunda parte nao serd verdadeira. Com isto

concluimos que E = D, isto &, a razdo nas duas subsequéncias (PA) deve ser a mesma.
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Logo, a desigualdade (5.53)) pode ser reescrita como

0<C-B<D (5.54)
e a igualdade (5.50) como
Ssp41 =C + (n—1)D. (5.55)

Seja d,, = Sp11 — Sp. Usando (5.55)) e (5.49) temos que

ds, = Ss,41 — S5, = C — B. (5.56)

n

Para demonstrar que a sequéncia s, So, S3, ... € uma progressao aritmética devemos provar
que d,, nao depende de n. Isto é, d,, = d, Vn € N.

A razao das subsequéncias pode ser escrita como

D=s,, , — s

-
Alternativamente podemos escrever a razao D como uma soma telescopica
D = dsn + dsn—i-l +---+ dsn+1—17

‘D = (Ssn""l - SSn) + (‘9577."!‘2 - SSn+1) +oee (88n+1 - Ssn+1—1) .

Como a sequéncia (s,,) é de inteiros positivos e estritamente crescente teremos que d,, > 1
é um inteiro e d, < D para todo n € N. Isto é, a sequéncia de inteiros positivos (d,,) é limitada
inferiormente e superiormente.
Logo existem m e M tais que m = min{d,} e M = max{d,}.
Primeiro, consideramos a soma de m termos da sequéncia (d,,), todos menores ou iguais
a M:
ds, +ds, 41+ +ds,ym-1 < mM, (5.57)

(Ssp11 = 8s,) + (8542 = Sspt1) o F (Ssptm = Ssptm—1) = Ss,tm — S5, < MM.

Agora escolhemos n de tal forma que d,, = m. Isto é, m = s,,.1 — s, para algum n, segue que
85n+m - SSn = 85n+5n+1_5n - SSn = 83n+1 - Ssn = ‘D S mM (558)

A igualdade em D < mM vale se, e somente se, todas as parcelas em (5.57)) sao iguais a M.

Segundo, consideramos a soma de M termos da sequéncia (d,,), todos maiores ou iguais

dsn + dsn+1 + -+ d«sn+1\/[71 2 m]\/[, (559)
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(85n+1 - Ssn) + (83n+2 - 85n+1) + T + (85n+]V[ - 85n+M_1) = 85n+M - Ssn Z mM

Agora escolhemos n de tal forma que d, = M. Isto é, M = s,,,1 — s, para algum n, segue que
S5n+]w - Ssn = SS'rL+5n+1_5n - Ssn = 85n+1 - SSn = D Z mM (560)

A igualdade em D > mM vale se, e somente se, todas as parcelas em (5.59)) sao iguais a m.
As desigualdades em (5.58)) e (5.60)) implicam que D = mM e que

Sed, =m, entaods,, =dg, 11 =" =ds, 41 =M,

Sed, =M, entaods, =ds, 11 =+ =ds, 1 p—1 = M.

Resumindo,
Sed, =m, entaod;, = M,

Sed, = M, entao ds, = m.

Mas a equacao (5.56) diz que d;, = C' — B ¢ constante (nao depende de n). Isto &,
M = m, o minimo e o maximo do conjunto {d,, = s,+1 — S} ¢ 0 mesmo. Em outras palavras,

a sequéncia (s,) ¢ uma progressdo aritmética, como queriamos provar.

5.7 Divisibilidade e Sistema de Equacoes com Inteiros. P1
da IMO 2011

Problema: Para qualquer conjunto A = {ay, as, a3, a4} de quatro inteiros positivos distintos,
a soma a; + as + az + a4 é denotada por s4. Seja ny o nimero de pares de indices (i, 7), com
1 <@ < j <4, para os quais a; +a; divide s4. Encontre todos os conjuntos A de quatro inteiros

positivos distintos para os quais n4 alcanca o seu valor méximo.
A IMO 2011 foi realizada na cidade de Amsterda, Holanda [16].

5.7.1 Resolucao

Primeiramente suponha que os elementos do conjunto A sao inteiros. Note que a; + a; divide
sA = a; + a; + a + q; se, e somente se, a; + a; divide a, + a; = sa — (a; + a;). Em outras
palavras, a soma de dois termos, a; + a;, do conjunto A divide a soma dos quatro termos do
mesmo conjunto se, e somente se, a soma dos termos, a; + a;, divide a soma dos outros dois
termos, ax + a;.

Segundo, como os quatro inteiros sao positivos e distintos podemos assumir, sem perda
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de generalidade, que
O0<ar <ag <as<ay. (561)

Somando ay, as, az e ay na desigualdade anterior encontramos respectivamente:

a < 2a1 < a1+ as < ap +as < ay + aqg, (5.62)
s < a1 + as < 2a9 < ag + ag < as + ay, (563)
as < a1+ az < as + az < 2az < as + aq, (5.64)
ay < ayp+ay < ag+ag < as+ ag < 2a4. (5.65)

Juntando parte das desigualdades (5.62) e (5.65)) encontramos

a1 tay<art+az<art+ag<ag+ag <as+ay. (566)

E das desigualdades (5.62)), (5.64) e (5.63) encontramos

a1 tay<aytaz<agt+az<ag+ay <as+ay. (567)

As duas desigualdades anteriores, e (6.67), ordenam parcialmente as somas de dois
elementos do conjunto A. As duas maiores somas sao as + a4 € as + a4 nessa ordem e as duas
menores somas sao a; + as € a; + ag nessa ordem. Nada pode ser afirmado a priori (maior,
menor ou igual) sobre as somas a; + a4 € as + as.

Terceiro, o conjunto de pares de indices (i,7), com 1 <i < j <4, ¢é

{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4)}

Com isto, os valores possiveis para n variam de 0 até 6.

Quarto, fazendo i = 3 e j = 4 temos que a3 + a4 nao divide a; + as pois a1 + as < as+ ay
e fazendo i = 2 e j = 4 temos que as + a4 nao divide a; + a3 pois a; + az < as + a4 logo as + ay
e as + a4 nao dividem sy e ny < 4.

Quinto, nos casos em que a; + a4 < as + az € a; + ag > as + as temos que ny < 3, pois a
maior destas somas nao divide a menor. A unica chance para ny = 4 é que a1 + a4 = as + as
pois neste caso a; + a4 divide as + a3 e as + as divide a1 + ay.

Sexto, suponha que ny = 4. Isto &, a; + ao divide az + a4, a; + a3 divide as + a4 €

a1 + ay = as + az. Como a; + as divide as + a4 deve existir um inteiro positivo m tal que

asz + ay = m(ay + as).
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Adicionalmente, como a; + az divide as + a4 deve existir um inteiro positivo n tal que
as + ay = n(a1 + a3).

Segue das desigualdades (5.66) e do fato dos elementos do conjunto A serem inteiros
positivos distintos que m > n > 2.

Resumindo, devemos resolver o sistema de equagoes a seguir:

CL1+CL4:CL2+CL3,
m(ay + az) = az + aq, (5.68)

n(a; + az) = as + ay.

Somando a primeira e terceira equacao do sistema temos
n(ay + az) = —ay + 2as + as.

No caso em que n > 3 vale que n(a; + a3z) > 3az > 2as + ag > —a; + 2a9 + a3, uma

contradi¢do com a equagao anterior. Logo n = 2 e rescrevemos ((5.68) como:

a1 + a4 = as + ag,
m(ay + ag) = az + as,, (5.69)
2(&1 + CL3) = as + Qay,

em > 2.
No proximo passo eliminamos a4 somando a primeira e segunda e a primeira e terceira

equacoes anteriores:
(1+m)ay = (1 —m)as + 2as,

(5.70)
3&1 +az = 2&2.
A seguir eliminamos a3 somando & primeira equacao duas vezes a segunda:
(7T+m)ay = (5 —m)as. (5.71)

O lado esquerdo da equacao anterior é um inteiro positivo, assim como as, segue m < 5.
Como ja tinhamos que m > 2 e m é inteiro positivo somente restam duas possibilidades: m = 3

oum = 4.

e Caso m = 3. Voltando em temos as = 5a; e colocando esse resultado na segunda
equacao de encontramos az = 7a; e finalmente substituindo as duas equacgoes
anteriores na primeira equacao de chegamos a a, = 1la;. Chamando a; = d
concluimos que A = {d, 5d, 7d, 11d}.
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e Caso m = 4. Voltando em temos ay = 1laje colocando esse resultado na segunda
equacao de encontramos az = 19a; e finalmente substituindo as duas equacoes
anteriores na primeira equacao de chegamos a a;, = 29a;. Chamando a; = d
concluimos que A = {d, 11d,19d, 29d}.

Em resumo, n, alcanga o seu valor maximo, ny = 4, quando A = {d,5d,7d,11d} ou
A ={d,11d,19d,29d} parad € Z e d > 1.
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