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Prefacio da segunda edicao

Na sua primeira edicao este livro pretendia apresentar as idéias basicas do calculo diferen-
cial e integral aos estudantes do primeiro ano dos cursos de fisica e engenharia. Com isto
em mente, tentamos nos restringir ao essencial para que o aluno adquirisse uma visao de
conjunto, embora superficial, do calculo, além de uma habilidade operacional minima no
manejo de derivadas e integrais. Definir o que ¢é essencial nao é uma tarefa facil e alguns
topicos importantes nao foram incluidos na primeira edicao.

Nesta segunda edigao tentamos preencher algumas lacunas. Incluimos uma segao
sobre as fungoes logaritmo e exponencial, que aparecem de forma essencial e intensiva na
fisica, matematica e engenharia. Incluimos também algumas técnicas para a resolugao de
integrais, entre elas a integracao por partes e a mudanca da varidvel de integracao. Sem
o conhecimento destas duas técnicas o nimero de integrais que podem ser calculadas é
muito limitado.

A existencia de belos textos introdutérios de fisica, como as aulas de Richard Feynman,
que utilizam variaveis complexas para tratar oscilagoes e circuitos com corrente alternada,
levou-nos a adicionar uma se¢ao sobre a exponencial complexa e outra sobre sua utilizacao
na resolucao de equacoes diferenciais. Incluimos também um capitulo sobre a resolucao
de equagoes diferenciais de primeira ordem com a propriedade de separacao de variaveis.
Evidentemente estes tépicos nao sao tao elementares como o resto do material coberto
neste livro. Porém, fizemos um grande esforco para torna-los bem acessiveis. Quem quiser
apenas uma visao geral do célculo, mais préxima em espirito da primeira edi¢ao, pode ler
o livro até o item 5.1 sobre séries de Taylor e omitir o restante.

Finalmente, nesta edicao foram acrescentadas listas de exercicios no final de cada
capitulo. As solugoes de todos os exercicios, algumas em detalhe, sao apresentadas nos
apéndices. As listas nao sao extensivas e visam apenas verificar se os conceitos basicos
foram bem assimilados.

Sao Paulo, agosto de 2011

Prefacio da terceira edicao

Nesta terceira edi¢ao fizemos algumas mudangas na se¢ao 3.7.3 (Mudanga de varidvel de
integragao). Também acrescentamos um capitulo sobre equagoes diferenciais ordinarias
lineares de segunda ordem onde analisamos sistemas que executam oscilagoes amortecidas
e forcadas. Em particular, estudamos as equacoes diferenciais do sistema massa mola
e do circuito RLC enfatizando a notavel analogia entre elas. E na solucao deste tipo
de equagao que a técnica da exponencial complexa mostra toda a sua versatilidade. O
capitulo 6 sobre equacoes diferenciais é mais avancado do que os anteriores. Porém, como
as equacgoes diferenciais aparecem em todos os dominios da fisica é importante fornecer
uma introducao ao assunto. Com este acréscimo, esperamos cobrir uma parte razoavel
dos requisitos de calculo para os cursos de fisica basica.

Sao Paulo, maio de 2018



Capitulo 1

Introducao

Essas notas introdutérias sobre calculo diferencial e integral, elaboradas hé vérios anos,
eram distribuidas em forma manuscrita para complementar a primeira disciplina de fisica,
sobre fenomenos mecanicos, oferecida aos alunos dos cursos de ciéncias basicas e enge-
nharia da USP em Sao Paulo. Elas devem ser lidas e estudadas em paralelo com um
bom texto introdutério de fisica, como o primeiro volume da colecao de H. Moysés Nus-
senzveig [I]. Nessas notas sao introduzidos os conceitos de limite, derivada e integral, de
maneira intuitiva e sem qualquer preocupacao com o rigor matematico. Esses conceitos
— e os teoremas matematicos pertinentes — serao apresentados com mais rigor e detalhe
nas disciplinas de calculo ou analise matematica.

Nao temos a pretensao de substituir as aulas de calculo. No entanto, num curso univer-
sitario é importante desde o inicio trabalhar com as leis do movimento utilizando recursos
do célculo diferencial e integral, que foram inventados pelo préprio Newton para formular
a mecanica ha cerca de trezentos anos. Nos textos de fisica os conceitos de derivada e de
velocidade instantanea sao inseparaveis. Como encontrar a equagao horaria, mesmo dos
movimentos mais simples, ou calcular o trabalho de uma forca sem introduzir o conceito
de primitiva, ou integral, de uma funcao? Nessas notas também vamos apresentar um
apanhado de nogoes bésicas sobre vetores (velocidade, aceleragao e forga sao grandezas ve-
toriais), incluindo as defini¢oes de produto escalar e produto vetorial, bem como a andlise
do movimento circular em coordenadas polares. Na secao final discutimos a expansao de
Taylor, ferramenta importante nas aplicagoes do célculo diferencial.

Muitas vezes certos conceitos ou técnicas basicas sao ensinados em diversas disciplinas,
em épocas distintas, em niveis diferentes. Na nossa opiniao isso apenas reforca o processo
de aprendizagem. E possivel que alguns alunos ja tenham estudado as operagoes basicas
do calculo diferencial ou ja tenham sido expostos as nogoes de limite e derivada. Nesse
caso 0 nosso texto vai ser um mero reforco operacional. Pretendemos ensinar apenas
as idéias mais intuitivas e algumas técnicas simples. Todo o cédlculo necessario para
o acompanhamento dos problemas da fisica deve ser visto no decorrer das disciplinas
introdutoérias dos cursos de ciéncia ou tecnologia. Temos a esperanca de que as aulas de
mecanica possam contribuir para um primeiro contato com esses métodos matematicos.

O historiador da ciéncia Alexandre Koyré, enfatizando a conexao entre a fisica moderna
e a matemadtica, escreve que “um experimento é uma pergunta que fazemos a natureza
e que deve ser formulada numa linguagem apropriada. A revolucao galileana pode ser
resumida na descoberta dessa linguagem, na descoberta de que as matemédticas sao a
gramatica da ciéncia fisica. Foi esta descoberta da estrutura racional da natureza que
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formou a base a priori da ciéncia experimental moderna e tornou possivel a sua cons-
tituicao.” A ciéncia moderna representa antes de tudo um profundo rompimento com
as idéias do cosmos aristotélico. O universo moderno é aberto, indefinido e até infinito,
unificado e governado pelas mesmas leis naturais. Desaparecem da perspectiva cientifica
todas as consideracoes baseadas no valor, na perfeicao, na harmonia, na significacao ou
no designio. E nesse contexto que a matemaética se faz realidade e que as leis da fisica
classica encontram valor e aplicacao.

O estabelecimento de modelos matematicos - no estilo das antigas leis de Kepler ou de
Galileu - ganhou uma dimensao extraordinaria na segunda metade do século XX. Antes se
observava, classificava e especulava. Agora se da énfase ao valor de teorias ou de modelos,
em geral formulados com o auxilio da matematica, em varios ramos das ciéncias e das
tecnologias, incluindo até as ciéncias humanas como a sociologia e a psicologia. Esperamos
que o nosso estudo das equagoes do movimento constitua um exemplo de alcance mais
geral, e que a conexao entre a matematica, as ciéncias e a tecnologia esteja presente em
todo o ensino moderno das engenharias.

Sao Paulo, janeiro de 2007



Capitulo 2

Limites

2.1 Limite de uma funcao

O conceito de limite de uma fungao vai ser tratado com rigor nas disciplinas de anélise
matematica. Vamos apresentar aqui um resumo com algumas idéias que serao tteis no
calculo de derivadas e de integrais em problemas de interesse fisico.

O limite de uma funcao f(z) quando seu argumento x tende a z é o valor L para o
qual a funcdo se aproxima quando x se aproxima de xy (Note que a fun¢do nao precisa
estar definida em xy.).

Se f(z) estd definida em xq e seu grafico nao apresenta descontinuidades nem oscilagoes
muito fortes (como ocorre com a fungdo sen (1/x) préximo de x = 0) é natural escrever

lim f(z) =L = f(zo),

Tr—T0

ou seja, o limite é igual ao valor da funcao em x.

Exemplos

(a) Com f(x) = 3z® + 2z + 4, temos

1i§%f(x):f(z):3><23+2><2+4:32,
lim f(z) = f(0) = 4.

z—0

(b) Com f (z) = 2senz + 3 cos 3z, temos

lir%f(x) = 2sen 0+ 3cos0 = 3,
z—
lim f(x) =2sen m + 3cos3m = —3.

T—T

Em alguns casos, no entanto, a funcao nao é bem definida e pode haver problemas
sérios. Por exemplo, para que valor tende a funcao

3 _
fo) = ==
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quando z — 37 Esse tipo de limite pode parecer um tanto artificial, mas é exatamente
o tipo de problema que temos que resolver para calcular a velocidade ou a aceleracao
instantaneas, que sao expressas por uma fracao em que tanto o numerador quanto o
denominador vao para zero. Se calcularmos f(3) obteremos

327

16) =%

0

0

e temos problemas sérios pela frente. No entanto, com uma calculadora de bolso é possivel
tragar um grafico de f(x) contra x nas vizinhancas de = 3. A partir dos valores da
tabela abaixo, tragcamos o gréafico da figura 2.1.

2,997 26,973 27,027 -

2,998 26,982

2,999 26,991 97,000 - - - - = - -

3,000 — :

3,001 27,009 26,991 -

3,002 27,018 l ! l
[ | [

3,003 27,027 2,999 3,000 3,001

Figura 2.1

Observando os valores numéricos dessa tabela, apesar da funcao nao estar definida
para x = 3, da para desconfiar que a medida que nos aproximamos de x = 3,

=27

fla) ==

— 27,

nao sendo necessario que a fungao esteja definida em = = 3. Observe que, para z # 3,
sempre podemos escrever
2* =27  (z—-3)(2*+3x+9)

flz) = T _3 (= —3) =2°+3z+0.

Como 22 + 3z + 9 = 27 para = 3, hd uma motivacao muito forte para escrever L = 27.

Para lidar com situagoes como essa criou-se uma definicao de limite onde o que acontece
exatamente no ponto em que se deseja calcular o limite nao é importante. Importa apenas
o que ocorre nas vizinhancgas desse ponto. Isso permite o cancelamento dos fatores comuns
no numerador e no denominador como acabamos de fazer. Assim,

lim f(z) = lim

z—3 z—3 T —

[ lim (2* + 3z + 9) = 27.
r—3

As funcgoes da mecanica cldssica sao em geral muito bem comportadas. Porém, ha
situagoes em que as funcoes sao tao mal comportadas que o limite nao existe mesmo. Por
exemplo, vamos considerar a fungao



CAPITULO 2. LIMITES 5

) +1 para z>1,
)= { —1 para x <1,

que pode ser representada pelo grafico da figura 2.2l
f(@)

Flp---- o—

Figura 2.2

Quando x — 1 o limite é claramente indefinido. Se fizermos z — 1 por valores maiores
do que 1 obtemos +1; se fizermos x — 1 por valores menores do que 1 obtemos —1. Note
que f(z) pode ser escrita na forma

r—1

em que sgn é a “fungao sinal”, sgn(x) = 1se z > 0 e sgn(x) = —1 se z < 0. Ainda é
possivel trabalhar com casos desse tipo, pois nao ha muitos dificuldades na presenca de
uma descontinuidade isolada.

= sgn(z — 1),

2.2 Definicao mais precisa de limite

Depois desses exemplos intuitivos e meio ébvios, vale a pena apresentar uma definigao mais
formal de limite, com todos os épsilons e deltas. Considere uma fungao f(z) definida no
dominio 7 < * < xg e g < ¢ < x9 (ndo precisando, portanto, estar definida no ponto
33'0).

A funcao f se aproxima do limite L préximo de x¢ (lim,_,, f(z) = L) se
para todo € > 0 existe um ¢ > 0 tal que, para todo z, se 0 < |x — x| < 0
entdo |f(x) — L| < e.

Na pratica isso significa que, quando o limite existe, se for dado um “limite de to-
lerancia” € > 0 arbitrariamente pequeno (tao pequeno quanto se queira), podemos sempre
encontrar um outro nimero o > 0 tal que, para qualquer valor de x entre xo — 6 e g+ ,
o valor da funcao estara dentro do “limite de tolerancia”, ou seja, f(x) estard entre L — e
e L + . Isto funciona quer f(z) seja definida ou ndo no ponto x.

Por exemplo, vamos considerar o limite da fungao f(z) = 22 para z — x¢ = 3. E
claro que
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lim(22%) = 18 = L.

r—3

Dando o “limite de tolerancia” ¢ = 0,1 temos

202 =18 — 0,1 — 1 = 2,991655... = 3 — 0,008344...,
222 =18 +0,1 — z; = 3,008321... = 3 + 0,008321....
E claro que, para 0 = 0,008, temos

|f(z) — 18] <e=0,1 quando 0<|z—3]<d=0,008.
Adotando um “limite de tolerancia” menor obviamente vamos ter que encontrar um valor

de 0 menor também (para ¢ = 0,01 é facil perceber que tudo funciona com ¢ = 0,0008, e

assim por diante).
Finalmente, a partir da idéia de limite podemos definir continuidade de uma funcao.

A funcao f é continua em xg se

lim f(x) = f(zo).

T—T0

Exercicios

(1) Mostre que

. a*—br+6 ,

(@) Iy ———=-1 () limz(@-2)=0,
2

. 3 _ YT —25

(c) llir(l](.il? 4z +1) =1, (d) il_)H% - = 10.
(2) Calcule o valor dos seguintes limites:
. x—5 L wt =2 _x+45
@i O sy ©Wins Ty
. 5a® + 8x? .1
(@) L o g (@ s

Note que hé limites que nao existem ou que vao para o infinito 1.

!Dizemos que lim,_, f(z) = oo se para qualquer N existe um § > 0 tal que para todo z, se 0 <
|z —a| < § entdo f(x) > N. Analogamente, lim,_,, f(z) = —oo se para qualquer N existe um ¢ > 0 tal
que para todo x, se 0 < |z —a| < d entao f(z) < N.




Capitulo 3

Derivadas

3.1 Definicao de derivada

O célculo diferencial foi inventado por Leibnitz e Newton, que sempre disputaram a
primazia das suas propostas! Embora usasse uma notacao um tanto complicada, Newton
desenvolveu o conceito de derivada e percebeu a sua utilidade na formulagao matematica
da mecanica. Tecnicamente a derivada de uma fungdao nao passa de um caso especial
de limite. A velocidade instantanea (que é a derivada da posicao em relagao ao tempo)
corresponde ao limite da velocidade média para um intervalo de tempo muito pequeno
(que tende a se anular).

Para calcular a derivada de uma funcdo f (z) num certo ponto xy, nds inicialmente
damos um acréscimo Ax em 1z, e calculamos a diferenga

Af = f(xo+ Az) — f (o)

e a razao
Af _ f@o+ Az) — f(=o)
Ax Ax '

A derivada no ponto xq, designada por (df /dz)

P ¢ dada pelo limite

(2) - jm 5L o Lt B fC)
T o=

Az—0 Ax  Az=0 Az

Exemplos

a) Calcular a derivada de f(x) = 322 num certo ponto .
(a)

Temos
flxo) = 3}

f(zo + Az) = 3(zo + Az)?,

de onde vem que

Af = f(wg + Ax) — f(0) = 3(x0 + Ax)? — 325 = 620Ax + 3AZ>
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(b)

Af _ 6zoAx + 3Az?
Ax Az

df o Af_6
dr), . T A Ag 0%

Como z( é um ponto genérico, também podemos escrever de forma genérica, para
qualquer ponto x,

Portanto,

daf

= 6.
dx v

f(z) =32 =

Calcular a derivada de f(x) = Ax", onde A é uma constante e n é um numero
inteiro.

No ponto zy temos
f(zo) = Axg)

f(zo + Az) = A(xo + Az)".

Usando a expansao do binomio de Newton, podemos escrever
(2o + Az)" = (8) o+ (’f) 2 Az + (Z) 22 (A)? + ..+ (”) (Az)",
n

com a notagao combinatorial
(n) B n!
p) (n—p)p

-1
Af =Ana) 'Ar+ A %x’g”(mf +AL

Entao

(n=Dn - 2)938_3(A1’)3 + ...

de onde obtemos
Af

-1
Ay Anal '+ A %.ﬁSQ(A%) + ...

No limite Az — 0 , somente o primeiro termo sobrevive, pois todos os outros tém
pelo menos um fator Az. Entao temos a derivada

df T Af _ n—1
(d_) =AM A A

Esses exemplos nos conduzem a uma regra de derivacao importantissima, que é
preciso saber de cor:

_ n df o n—1
f(z) = Aa" = o = Ana"" .

Na realidade essa regra é valida para qualquer valor de n (negativo, fracionério, etc).
Note que, paran =0, f (z) = A, em que A é uma constante, e df /dz = 0. Vamos
ver que essa regra vai permitir o calculo da derivada de qualquer funcao polinomial.
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(c) Calcular a derivada de f (x) = cosx no ponto x.

No ponto xy temos
f(zo) = cos xg

f(xo 4+ Ax) = cos(zg + Ax) = cosxgcos Az — sen xgsen Az,

de onde vem que

Af  cosxgcos Ax — sen xgsen Ar — cos xg
Az Az '

Tomando o limite de forma ingénua, isto é, colocando diretamente Ax = 0 nessa
expressao, tem-se uma indeterminacao (zero sobre zero!). No entanto, para Az
muito pequeno temos

cosAr~1 e senAx~ Ax,

que conduz ao resultado

Af
—~ &~ —senw
Ax 0
Temos entao a regra de derivacao
) =COoST =—> — = —Senc.
(@) "

Também é facil obter uma regra para a fungao seno,

d
f(z) = senx = % = COS .

Uma justificativa mais adequada para essas féormulas serd apresentada durante o
primeiro curso de cdlculo (veja também a secao final, sobre séries de Taylor).

Ao invés de continuar com mais exemplos, vamos dar uma relagao das derivadas mais
comuns no curso de fisica (veja a tabela3.1). Certamente vocé vai aprender a justificativa
de todas essas formulas nas disciplinas de calculo. Note que as funcoes exponencial,
f(z) = exp (z), e logaritmo natural, f(x) = Inz, sdo muito usadas em fisica.
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Tabela 3.1: Algumas derivadas fundamentais

flz)  df/dx

constante Z€ero

z" na" !
sen x cos T
Cos T —senx

e’ e’

Inz 1/z
cosh x senh z

senh z coshz

O cosseno hiperbdlico e o seno hiperbdlico sao dados por

coshz = (ew + 6_””)

N | —

1 X —T
senha:zﬁ(e —e )

E muito importante conhecer os graficos de todas essas fungoes. Em particular, na figura

3.1l esbogamos os graficos da funcao exponencial, e* = exp z, e da fungao logaritmo, In x.
Vamos estudé-las em mais detalhe no capitulo 3 (Integrais).

Y Y

1 (&

/ Inz
T /1 T

Figura 3.1

Sugerimos agora que vocé trace graficos de mais algumas fungoes: (i) f(x) = exp(—z);
(ii) f(x) = tanz = senx/cosx, que é a fungao tangente trigonométrica; e (iii) f(z) =
tanhx = senhz/coshz, que é a fungao tangente hiperbdlica. Todas essas fungoes sao
muito uteis em fisica.

3.2 Propriedades mais comuns das derivadas

Vamos relacionar algumas propriedades, facilmente demonstraveis, que simplificam enor-
memente o calculo das derivadas.
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(1) Dada a fungao f(z) = cg(z), onde ¢ é uma constante e g(z) é outra fun¢ao (bem
comportada), temos
df _ dg

dx —Cdx'

(2) Dada a funcao f(z) = afi(z) + bfa(x) , onde fi(z) e fo(x) s@o fungdes e a e b sdo
constantes, temos
a _ ah, d

dx _adm +b%’

ou seja, a derivada é uma “operacao linear”.

(3) Dado o produto de fungdes, f(z) = fi(z)f2(x), temos

df _ dh df

dr - dx? + f L
Essa regra do produto é tao importante que vale a pena ser demonstrada. De fato,
temos

f(zo) = fi(wo) fa(o)
e

f(zo + Ax) = fi(zo + Ax) fo(xo + Az).

Portanto,

Af = fi(zo + Az) fa(zo + Az) — fi(20) fo(20)-

Somando e subtraindo fi(zg) f2(zo + Ax), temos

Af = filzo+ Az) fo(ze + Ax) — fi(xo) fo(zo + Ax) +
+  fi(xo) fa(zo + Az) — fi(x0) fa(zo).

Entao

Af = [filzo+ Az) — fi(zo)] fa(zo + Ax) +
+ fi(xo) [fo(mo + Az) — folzo)] -

Portanto,

i_i _ fl(xo+A§i_f1($0)f2($o+AfE)+

et )= )

Tomando o limite Az — 0, finalmente temos

d d 1 d 2
<£) T=x0 B (£>x:xo f2(x0) i fl(xO) <£)m=xo ‘

Em termos gerais, podemos escrever

o _dhf) _dn, flcczl_ﬁ |
X

de  dx dr
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(4) Dado o quociente de duas fungoes, f(x) = fi(x)/f2(x), temos

df 1 |dfs dfs
dr 2 |:%f2_f1%:|-

Faca um esforco para demonstrar essa propriedade.

(5) Muitas vezes temos que calcular a derivada de uma “fungao de fun¢ao”. Vamos
considerar a funcao f = f(y) onde y = y(z). A derivada é dada pela “regra da

cadeia”,
daf _ df dy
de  dydz’

Vale a pena demonstrar essa regra. Vamos entao escrever

Af = fly(zo + Az)] — f [y(ao)] .

Somando e subtraindo y(xy) também temos

Af = fly(zo + Az) — y(x0) + y(zo)] — [ [y(20)] -
Agora vamos usar a notagao abreviada y(zo) = yo e y(xo+Az) —y(z9) = Ay. Entao

Af _ flyo+ Ayl — flyol _ flyo + Ayl — flyo] Ay

Ax Az Ay Az’

Tomando o limite Az — 0, vem

aF dy
(@), @), (&) .

a _ df dy
de  dydzx’

ou seja,

como queriamos demonstrar.

Na tabela 3.2, onde a, b e ¢ sao constantes, apresentamos um resumo destas proprie-

dades.
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Tabela 3.2: Propriedades importantes das derivadas

(1) fefy =T

(2) —{afl +bf2} = a— +b—

®) %UMJ—%ﬁ+ﬁ%

d 1 dfy dfs
(4) %{%} é[fﬁ ﬁi}

) ) =5%

Exemplos

(a) f(z)=Az*+ Ba?+ Cz+ D.

O calculo da derivada é imediato,

af

=4A23 + 2Bz + C.
dr

(b) f(z) = (Az* + Ba®+ Cz + D)>.

Basta fazer f(y) = y3, y = Ax? + Bx? + Cx + D e aplicar a “regra da cadeia”:

ﬁ . dfdy 3 _
prl dyd:c (3y)(4A:1: +QBx+C)—

= 3(Az* + Ba® + Cax + D)* (4A2® + 2Bz + C) .

(c) f(t) = exp(at* +b).

Basta fazer f(y) = exp (y) com y = at? + b. Entao

df _df dy _

a T dydl e’ (2at) = 2at exp (at® +b) .

13
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(d) f(t)=(t+1)°(#2+2)°.
Basta fazer f(t) = fi(t)f2(t), com

A =(t+1%  ft) = (+2) "

Entao,
dfy dfs 2 -4
22 —92(++1): — = -3t 2t 2t 42
de onde obtemos
d _ _
d—];:2(t—|—1) (2 +20) 7 4 (£ + 1) [—3(t2+2t) 4(2t+2)} :

3.3 Interpretacao geométrica da derivada

A derivada de uma fungao y = y(z) num certo ponto z, corresponde ao valor da tangente
da curva y contra x no ponto zy. Isso pode ser facilmente visualizado através de um
argumento grafico (veja a figura 3.2).

A
Y

Y1

Yo |

Y3
Yo -

Figura 3.2

Considere trés pontos obtidos através de acréscimos em xj. Para o maior acréscimo,
T, — T, temos

Ay Y1 — Yo
- = = tan 81.
Ar  x1— 29
Para x5, temos
Ay Y2~ Y
— = tan 0s.

Ax  x9— 29



CAPITULO 3. DERIVADAS 15

Da mesma forma, para x3 escrevemos

Ay ys— %
Ar x5 — 29

= tan 0s.

A partir dessa construcao, fica ébvio que, & medida que Az diminui, a razao Ay/Ax vai
se aproximando de tan#, onde 6 é o angulo formado entre a reta tangente a curva y(x),
passando pelo ponto de coordenadas (z, o), € 0 eixo x. Entdo temos

dy . Ay
(@) = Jm R~ — tand.

Essa interpretacao da derivada tem intimeras utilidades. Por exemplo, dada a equacao
de uma trajetéria unidimensional, x = z(t), a velocidade é dada por v = dz/dt. Gra-
ficamente isto significa que a velocidade é a tangente da curva num grafico de x contra
t. Dada a velocidade em fungao do tempo, v = v(t), a aceleracao é definida através da
derivada a = dv/dt, que pode ser interpretada como a tangente da curva no gréfico de v
contra o tempo t.

Exemplo: movimentos retilineos

Vamos utilizar o conceito de derivada para obter as equacoes dos movimentos retilineos
mais simples.

(a) No movimento retilineo uniforme (MRU) a velocidade ¢é constante,
v = vy = constante.

Temos entao a aceleracao,

dv
=Y.
“T

A equagao horaria do MRU é dada pela expressao
T = vgt + constante.

Portanto, podemos verificar a expressao da velocidade,

dx d

— = — |yt + constante| = vy.
g oa vt J =

Fazendo t = 0 na equacgao horaria, percebemos que a constante é a posicao inicial.
Em resumo, o MRU com x = =z no instante inicial ¢ = 0 é caracterizado pelas
equacoes

r=wvot+x9; v=v9 e a=0].
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(b)

O movimento retilineo uniformemente variado (MRUYV) ¢ definido por uma
aceleragao constante,
a = ap = constante.

No ensino médio os alunos devem ter aprendido que a equagao hordria do MRUV ¢
dada pela expressao

L,
m:x0+v0t+§aot ,

em que a constante vy ¢ a velocidade inicial (no instante de tempo ¢t = 0) e a
aceleragao ag ¢ uma contante. Entao é facil obter a velocidade,

yotr_d
dt dt

1
Ty + ’Uot + antQ] = U9 + aot

e verificar que a aceleracao ¢ dada pela constante aq,

dv d

GZ%ZE[UO—FGOIS]:GO'

Vamos agora considerar agora um movimento descrito pela equagao horaria

1 3
l’:éct +’Uot+l‘0,

a velocidade instantanea de um corpo que executa esse movimento é dada por

dr 1 2o
=— =_c v
dt 2 0

e a aceleragao por
dv
dt
Essa é, portanto, a equagao horaria de um corpo sujeito a uma aceleragao

que varia linearmente com o tempo. Note que as constantes zy e vy sao a
posicao e a velocidade no instante inicial.

a ct.
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Exercicio

17

Calcule a derivada em relacao a x ou a t das funcoes abaixo, onde a, b, ¢, w e ¢ sao

constantes.

n 95)

2(t)
)

<

(
(
ys(t
Ya(z)
ys(t) =
yo(z) =
yr(z) =
ys(z) =
(z) =

Yo X

(z? +5)%;
= cos(wt + ¢);
= [Cos(wt)]
= sen (az? + bx);
xp(wt);
exp (az? + bx);
In (az? + bx + ¢) ;

Vvar? + bx + ¢
1

Var? + ¢



Capitulo 4

Integrais

4.1 O conceito de integral

Dada a equacao hordria x = x(t), j& vimos que é possivel obter a velocidade instantanea
v(t) tomando a derivada de z em relagao a t, isto é,

v(t) = %x(t)

Frequentemente temos que resolver o problema inverso: dada a velocidade v = v(t),
precisamos calcular o espago percorrido entre um instante inicial ¢; e um instante final ¢,
isto é x(ty) — x(t;) = vy — x;. Esse problema tem uma solugao grafica muito simples, que
conduz ao conceito de integral.

Vamos considerar o grafico de v contra t indicado na figura 4.1.

v
v Ato 1 At

L

[T R\ G
~—]
3

I
1t by =14
Figura 4.1

Se o gréfico de v contra ¢ fornecesse a velocidade média vy, ¢, a solugao do problema
seria trivial; nesse caso o espago percorrido seria dado por

.fo — Ty = Eti—ﬁf(tf — tl)

Mas a velocidade média nao é conhecida. No entanto, se o intervalo t; — ¢; fosse bem
pequeno, a velocidade média vy, ;, seria muito aproximadamente igual a qualquer valor

18
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da velocidade v(t) nesse intervalo. Usualmente o intervalo entre ¢; e ¢ty nao é pequeno, mas
sempre pode ser dividido num certo nimero de subintervalos (na figura 4.1/ escolhemos
apenas quatro intervalos menores, de comprimentos Aty = t1 — tg, Aty = to — t1, Aty =
ts—to e Aty = ty—t3). Num subintervalo genérico (entre t5 e t3, por exemplo), a velocidade
média é definida como
l’(tg) — J](tQ) . T3 — T2

ts —ty Aty

,Ut2~>t3 =

de onde vem que
T3 — Tg = @t2_>t3At3.

Vamos simplificar um pouco a notagao, escrevendo
Etg—)tg = 63'

Entao
T3 — Xog = EgAtg.

A partir dessas consideragoes, é facil perceber que a distancia
x(ty) —x(t;) = xp — 2 = 4 — T
sera dada por

rp—x; = (4—w3) + (23— 22) + (22 — 1) + (21 — 20)
= AL + T3l 4 TaAly + 51 AL,

onde x; = xg e x5 = x4. Essa expressao pode ser escrita numa forma bem mais compacta,

4
j=1

Ao invés de considerar apenas 4 subdivisoes, poderiamos ter subdividido o intervalo
ty —t; em N subintervalos bem menores. Nesse caso teriamos

N
j=1

Note que esta expressao é exata. O problema é que nao conhecemos as velocidades médias
7;. Porém, no limite de N muito grande e quando o maior At; vai a zero ', T; tende &
velocidade instantanea v; = v(t;), e a soma das intmeras parcelas, que se denomina
integral definida, costuma ser escrita na forma

N N

ty
:cf—g;i:AlitrBOZ@jAtj:AlgozvjAtjz/t v(t)dt,

J=1 Jj=1

em que At — 0 significa que todos os intervalos At; vao a zero. Observe que a soma
> virou um S estilizado. Ao invés de um indice j que assume valores discretos, ha
uma varidvel de integracdo continua em ¢ (a velocidade instantanea v, é substituida pela

!Consequentemente, todos os At; vao a zero.
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velocidade instantanea v(t), e At; passa a ser um “intervalo infinitesimal” dt). A medida
que N aumenta, é facil perceber que a soma Z{,V:] v;At; corresponde cada vez mais
fielmente a area sob a curva do grafico de v contra t. Nesse limite a soma, ou melhor,
a integral definida, corresponde exatamente a area sob a curva da fungdo v = v(t) entre
t =1, et =t;. Dessa forma, a integral é o caso particular de um limite — ¢ um tipo de
limite em que as parcelas de uma soma tendem a zero, mas o numero de parcelas tende
a infinito.

Os matematicos sao mais cuidadosos. Para fungoes continuas, ao invés de usarem a
velocidade média na somatoria, eles definem duas somas: a primeira soma usando o menor
valor da velocidade em cada subintervalo At;; a segunda soma usando o maior valor da
velocidade em cada subintervalo At;. No limite em que N — oo e At; — 0 para todos os
subintervalos, se essas duas somas convergirem para um mesmo valor, fica entao definida
a integral de Riemann desta funcao.

Exemplos
(a) Dada a velocidade v(t) = vy (constante), qual o espaco percorrido entre ¢; e t;7?
Graficamente, v(t) é dada pela figura [4.2.

YA

Vo +----

~Y

~+
N

S+

[y

e
Rw}
S
=}
™
I\

Entao .
!
Tp—x; = / v(t)dt = érea hachurada = vo(ty — ;).
t;
Tomando z; = 0 para ¢; = 0 e um ponto genérico vy = x para t; = ¢, temos
T — Tg = vgt,

ou seja,
T =Zy+ vyt,

que é a conhecidissima equacao do MRU.

(b) Dada a velocidade v(t) = vg+at, onde vy e a sdo constantes, qual o espago percorrido
entre os instantes ¢; e t;7

Vamos observar o grafico da figura 4.3, em que

tanf = %v(t) =a.
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v

~Y

~ -
N
~
~

Figura 4.3

Entao

ty
Tp—; = / v(t)dt = area hachurada.
ti
Usando a férmula da area de um trapézio, temos
’ v(ts) +v(T;
xy —x; = 4rea hachurada = %(tf —t;)

1 1
= 5[1)0 +ats + vy + at;](ty —t;) = vo(ty — t;) + 3¢ (t5—¢7).

Tomando de novo x; = 0 para ¢; = 0 e um ponto genérico vy = z para ty = t,
recuperamos a famosa equagao horaria do MRUV

L
x:x0+vot+§at.

Até agora vimos dois exemplos muito simples, sem nenhuma dificuldade para calcular
a “area sob a curva” (e encontrar o valor da integral definida). As situagoes praticas, no
entanto, podem ser bem mais complicados. Ha poucas figuras geométricas cujas areas
podem ser calculadas tao facilmente. Na grande maioria das vezes temos que utilizar
algumas propriedades gerais e um arsenal de truques para calcular diretamente as integrais
definidas (e obter, portanto, o valor das “dreas sob as curvas”). Com este objetivo,
vamos apresentar algumas propriedades muito simples das integrais e enunciar o “teorema
fundamental do calculo”.

4.2 Propriedades das integrais definidas

E interessante apontar as seguintes propriedades das integrais definidas:
(1) Quebra dos limites de integragao:

/: F(t)dt = /t;m F(t) dt + /: F(t)dt.

Para t; < t,, < ty, essa propriedade é meio 6bvia. Para se convencer disso, basta
observar a figura 4.4 a area total é a soma das areas.
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f

A

(2) Inversao dos limites:

/abf(t)dt:—/baf(t)dt.

Trocando os limites de integracao a integral muda de sinal.

Como a integral provém de uma soma, o lado esquerdo representa o limite da soma,
desde t = a até t = b, com b > a , sendo todos os subintervalos At; positivos
(At; > 0). No entanto, indo de b para a (com b > a ), todos os subintervalos At;
serao negativos. Nao ha duvidas, portanto, que a troca dos limites de integracao
acarreta apenas a multiplicacao por —1.

E f4cil verificar que essa propriedade acaba garantindo a validade da propriedade (1)
para qualquer ¢, (isto é, mesmo para t,, > ty). Portanto, no célculo das integrais
definidas é preciso levar em conta o sinal algébrico das “areas sob as curvas”.

(3) Mesmos limites de integracgao:

/a "t = o,

Essa propriedade é obvia, pois nao ha area sob “um tunico ponto da curva”.

(4) Multiplicagao por uma constante:

[2 Af(t)dt — A/ttz Ft)t,

1

onde A é uma constante (ou uma func¢ao independente de t). Essa propriedade
também ¢é obvia, bastando considerar uma soma em que todas as parcelas estejam
multiplicadas pela constante A.
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(5) Linearidade:

/2 (AF(t) + By(t)] dt_A/th(t)dt+B/t2g(t)dt,

t1

onde A e B sao constantes. Essa propriedade também é d6bvia, pois a soma é
associativa, isto é, as parcelas sempre podem ser agregadas. Essa propriedade indica
que a integragao é uma “operagao linear”.

4.3 Teorema Fundamental do Calculo (TFC)

Como o espago percorrido é dado pela integral da velocidade (que, por sua vez, é a

v i a % a0 inv ivacao.
derivada do espaco), a integragao deve corresponder a uma operacao inversa da derivacao
O “teorema fundamental do cédlculo” torna esta idéia mais precisa.

Teorema: Se a fungao F(x) for dada por

F(a) = / " fydt,

onde a é uma constante arbitraria, entao

dF (x)
dx

= f(=).

A funcdo F'(x) se chama primitiva de f(x). A sua derivada coincide com o integrando
f(t) no ponto t = z. Estamos tomando bastante cuidado com a notagdo—como o intervalo
de integracao vai de a até z, estamos usando o simbolo ¢ como varidvel de integracao (no
extremo inferior, t = a; no extremo superior, t = x ). é claro que poderiamos ter escolhido
qualquer outra letra (y, z, w, etc) como variavel de integracao.

4.3.1 Demonstracao pouco rigorosa do TFC
Dada a expressao
Fo) = [ roa,
temos
T+Ax T z+Ax
Flz + Az) = / F(t)dt = / F(t)dt + / F(t)dt.
Entao

z+Ax
Fz+ Az) — F(z) = / o

Esta tltima integral é a drea sob a curva do gréfico de f(t) contra t entre t = = e
t =z + Az. Para Ax muito pequeno, temos

z+Azx
/ f(t)dt = drea =~ f(z)Ax.
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Fntao aF(2) Fla+ Ax) — F(a)
T . T+ Ax) — T
dr Al,}erilo Ax = [(2),

como queriamos demonstrar. 1

Vamos verificar como este teorema funciona em dois casos conhecidos.

Exemplos

(a) Seja f(t) = A, com A constante.

OR

A Lo
\\:<
=
N\
E\ N
f T >
x‘ t
Figura 4.5

Nesse caso basta calcular a drea sob o grafico da fungao constante f(t) = A, entre
t=aet=uw,

Fla) :/axf(t)dt:/:Adt:A(x—a).

Entao é facil verificar que

Figura 4.6

Nesse caso, considerando a figura 4.6, temos
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/ f(t)dt = / (A + Bt)dt = érea do trapézio =
(A+ Bz) + (A + Ba)

(x—a):A(x—a)+%B($2—a2).

Entao é claro que

(fl—];:A-l—Bx:f(x).

Agora vai ser facil descobrir o que acontece num caso mais complicado, em que nao
seja trivial obter a area. Vamos tomar, por exemplo,

f(t) = A+ Bt + Ct?,

com A, B e C constantes. Temos entao que calcular

= /: f(t)dt = /:(A + Bt + Ct?)dt

Obviamente fica complicado apelar para uma formula que dé a area sob a curva de
f(t) entre t = a e t = x. Mas, a partir do “teorema fundamental do célculo” temos

dF(x)

= A+ Bx + Cz2.
dx

fx) =

Entao é possivel usar as “regras de derivagao ao contrario” para “garimpar” a fungao
F(z). De fato, é simples verificar que

1 1
F(z)= Az + §Bx2 + ng?’ + k,

onde k é uma constante arbitraria (pois a derivada de uma constante é sempre nula).

Para encontrar a constante k é muito facil. Basta notar que

-/ (b =

1 1
Aa + §Ba2 + §C’a3+k‘ =0,

Entao

de onde finalmente obtemos

1 1 1 1
F(z) = Az + §Bx2 + gC:c?’ — Aa — §Ba2 - gCa3.
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4.4 Integrais indefinidas

Para cada valor da constante k na expressao

1 1
G(z) = Az + §Bx2 + §Cx3 + k

temos uma func¢ao G(z) diferente. Cada uma dessas fungdes é chamada primitiva da
funcao
f(z) = A+ Bz + Ca?,

pois dG/dzx = f(x) para qualquer valor de k.
Essas primitivas formam uma familia de fungoes que sao normalmente simbolizadas

CcOomo
- / f(z)dz |,

sem a preocupacao de especificar os limites de integragao. Isso é o que se chama integral
indefinida. Como dG/dx = f(x), é claro que

/ e (x) - Gla),

com dF(z)/dx = dG(x)/dz = f(x)
O “teorema fundamental do calculo” pode entao ser reescrito na forma

_ / e,

em que G(z) é uma primitiva genérica de f(z). Note que a constante aditiva k, distin-
guindo as diferentes primitivas, desaparece quando se faz a diferenca G(z) — G(a).

Exemplos

(a) Dada a fungao f(x) = senx, calcular a sua primitiva G(x). Temos

G(z) = / senx dzx.
Portanto, olhando a tabela de derivacao “ao contrario”, obtemos
G(z) = —cosz + k.

E claro que
G(z) — G(a) = — cosx + cosa.

(b) Dada a funcao f(z) = cosx, calcular G(z). E simples perceber que

G(z) = /COSZEdl’: senx + k.
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(c) Dada a fungao f(x) = x* — 1022, calcular G(x). Temos

1 10

m@:/ﬂ@@:/@kqm%MZEﬁ—gﬁ+h

(d) No MRUV, é dada a aceleracao a(t) = a (constante). Obter v(t) e z(t), com as
condigbes iniciais v(tg) = vy e x(tg) = o.

A velocidade sera dada por

v(t) = /adt:at—i—kl.

Como v(ty) = vp, temos
ato + kl = o,

de onde obtemos a constante k. Podemos entao escrever a expressao da velocidade
em termos mais usuais,

v(t) = vo + a(t — ty).

A equacao horaria é obtida a partir de uma integracao da velocidade,
L,
z(t) = [ v(t)dt = vot + éat — atot + k.
A constante ks é definida pela condicao inicial,
1
Ty = Uoto + 5@7% — at% + kQ.
Portanto, podemos escrever a equagao horaria do MRUV na forma bem conhecida,

1
Q?(t) = Xo + ’Uo(t — to) + 5@(15 — to)Z.

Na tabela abaixo registramos algumas integrais indefinidas razoavelmente simples que
vao aparecer em problemas de fisica. Note que a e k sao constantes arbitrarias. Nao deixe
de verificar que estd tudo correto, conferindo com a tabela das derivadas.
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Tabela 4.1: Algumas integrais indefinidas

f(z) G(z) = [ f(z)dx
1
n _ n+1
", n#—1 ol 7% +k
1
sen (ax) ——cos(ax) + k
a
1
cos(ax) —sen (ar) + k
a
1
exp(ax) . exp(ax) + k
- Inz+k
x
1
senh (ax) —cosh(ax) + k
a
1
cosh(ax) . senh (az) + k

4.5 Calculo de integrais definidas

A partir do “teorema fundamental do calculo” temos
F(a) = G(a) - Gla) = [ ft),
onde G(x) é uma primitiva genérica de f(x). Entao, para x = b, vem
b
G(b) — Gla) = / F(#) dt.

Para calcular uma integral definida basta achar uma primitiva G(x) e encontrar os
seus valores nos extremos do intervalo de integracao.

E comum utilizarmos a notacgao

Com essa nova notagao, temos

[ swie = )

Exemplos
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(a)

(b)

Calcular a area hachurada na figura 4.7, definida pela funcao

entrexr=1ex = 2.

Figura 4.7

Essa area hachurada sera dada por

A= /f dx—/—d:c.

Mas a primitiva de f(z) = 2/2* é G(z) = —2/z + k. Note que no cdlculo das
integrais definidas podemos omitir a constante k, que vai ser sempre cancelada na
diferenga G(b) — G(a), onde a e b s@o os limites de integracdo. Entao temos

e () = (2er) -z

1
Calcular o trabalho executado pela forca F'(z) = —4x+2? no percurso entre z; = —1
e xs = +1 (por simplididade, nao estamos nos preocupando com as unidades corretas
de distancia, trabalho, etc).

Nessas condigoes, o trabalho é dado por

+1
W1_>2:/ / 4JI+C(J d
< 222 + x>
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(c) Calcular a 4rea entre a pardbola y(z) = 4 — 2 e o0 eixo x no intervalo —2 < x < 2.

A drea vai ser dada pela expressao

A= " 4— ) dx = 413—11’3
[, oy (s 50)
(3

(d) A equagao de estado de um mol de um fluido é PV = RT, onde P é a pressao, V
é o volume, R = 8,3 J/(K-mol) é a constante universal dos gases. Num processo
termodinamico isotérmico, a temperatura T = 300 K, o gas se expande de um
volume inicial V4 = 2 ¢ até um volume final Vg = 4 ¢. Calcule o trabalho W4_. g
realizado para ir de A até B.

Vi ‘¥ RT v
Vi B
Va Va

= 2,49 x10°In(2) J.

4.6 As funcoes logaritmo e exponencial

A partir do que apresentamos até agora nao é dificil concluir que integrar é bem mais
dificil do que derivar. De fato, a derivada de qualquer combinacao de funcoes simples
(fungbes trigonométricas, poténcias, etc) é sempre uma combinacao de fungoes simples
e pode ser calculada facilmente usando as regras de derivacao que apresentamos nas
tabelas 3.1 e 3.2l nas paginas 10 e 13, respectivamente. Derivada é o nome de um tipo
de limite, e calculamos seu valor calculando o valor desse limite. Em contraste, nao
existem regras como as apresentadas nas tabelas 3.1 e 3.2 para calcular integrais. Integral
também ¢é o nome dado a um tipo de limite, mas em geral ¢ impossivel calcular o valor
desse limite diretamente. Calculamos uma integral quando somos capazes de encontrar
a sua primitiva. A maioria das técnicas de integracao apenas transformam o integrando
original de modo inteligente, conveniente, para que se torne mais simples vislumbrar uma
primitiva. Além disso, a maioria das integrais com integrandos que sao combinagoes de
funcoes simples nao possuem primitivas que sao combinagcoes de funcoes simples. Isto nao
quer dizer que a integral nao existe (ou seja, que o limite nao existe), mas apenas que ela
nao pode ser expressa como uma combinacao de fungoes simples. Se uma integral deste
tipo aparece com muita frequéncia, entao ela recebe um nome especial. Este é o caso da
funcao logaritmo.

A funcao logaritmo na base e, In(z), também conhecida como logaritmo neperiano, ou
simplesmente logaritmo, é definida através da integral
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x

1
In(x) :/gdt, com x> 0. (4.1)

1

Da expressao acima decorre imediatamente que

In(1) = 0.

Do “teorema fundamental do calculo” vem

d In(x)
dz

_ % (4.2)

Olhando o grafico da func¢ao In(z) na pégina 10 ndo é dificil ver que esta fungao
tem uma inversa (geometricamente, a inversa pode ser obtida rebatendo-se o gréfico da
fungao através da bissetriz do primeiro e terceiro quadrandes). A fungao exponencial
exp(x), também escrita como e”, é por defini¢ao a inversa da funco logaritmo:

exp=In"". (4.3)

Vamos calcular a derivada da exponencial. Pela definicao de inversa, temos

d In(e”)
dx
Usando a “regra da cadeia” (propriedade (5) na pég. [13), podemos calcular a derivada,

In(e®) =2 = = 1.

X X X xr
dhe)_di)) dr_lde_ JaE T
dx dy ly=e* dx  e* dx dx
A funcao exponencial e sua inversa, a fungao logaritmo, sao extremamente importan-
tes. Elas aparecem com muita frequéncia em todas as areas da fisica e da matemaética. E
importante que vocé se familiarize com seus graficos (veja a pagina [10) e as propriedades
listadas na tabela 4.2.

Vamos demonstrar que o logaritmo do produto é a soma dos logaritmos.

Logaritmo do produto.

In(zz) = In(x) + In(z). (4.5)

Demonstracgao:

Defina a fungao f(z) = In(xz), onde a variavel z é mantida fixa e s6 x pode variar.
Temos

df (z) _ dIn(xz) _ d1In(y) d(xz) _ 1 _1

dx dx dy ly=zz dx xz x

Lembre que dln(z)/dx = 1/x, ou seja In(x) e f(x) tém a mesma derivada. Duas
fungoes que tém a mesma derivada ou sao iguais ou diferem apenas por uma
constante aditiva. Portanto,
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Tabela 4.2: Algumas propriedadades das fungdes In(x) e e

T

Para z,y,2>0 e a,b

reais quaisquer

In(1) =0
€a+b = e@
1/e* =e™@
(6a)b _ 6ab
e’ =1
In(e?) = a,
6ln(a:) —

f(z) =In(zz) = In(x) + const.

32

(4.6)

Para descobrir o valor da constante basta lembrar que In(1) = 0. Colocando x =1

na equagao acima vem

In(z) = In(1) + const. = const. = const. = In(z).

Substituindo a equagao (4.7) na equacao (4.6) completamos a demonstracao.

4.7 Algumas técnicas de integracao

(4.7)

4.7.1 Integral de uma derivada

Do “teorema fundamental do calculo” decorre imediatamente que

b

s

a

b
dx = F(x)

a

— F(b) - F(a),

uma vez que segundo este teorema o integrando ¢ a derivada da primitiva.

Esta é uma maneira ligeiramente diferente de escrever o TFC. E claro que o TFC
garante que o integrando é sempre a derivada de uma funcao. Porém, como ja vimos,
nem sempre esta funcao pode ser escrita em termos de combinacgoes de fungoes simples. Se
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conseguirmos escrever o integrando como uma derivada de uma funcao simples, a integral
se torna trivial.
Se a integral for indefinida temos simplesmente

AF(s)
/W dx = F(z),

onde omitimos, como de costume, a constante de integracao.

Exemplo

No célculo do potencial eletrostatico sobre o eixo z devido a um disco de raio R,
uniformemente carregado com densidade superficial de carga o, colocado sobre o
plano xy e com centro na origem do sistema de coordenadas, a integral relevante é

||
Fla
O\:u

vz2+52

Neste caso o integrando ¢ a derivada de uma fungao simples:

R
d (v 722+ s2 R
V(z):i/—( 24— L ymr e = LT R -,
2€q ds 2€q 0 2e

0

4.7.2 Integracao por partes

Vamos usar agora a formula da derivada de um produto de fungoes para obter mais uma
técnica 1util para o calculo de integrais. J4 mostramos que

d(fi(z) f2(x)) _ dfy(x)
dx dx

/b#;_?ﬁ(x) e /(ﬁ( / a2

a a

fla) + (0 P2,

portanto

Note que o integrando da primeira integral do lado direito da equacao é uma derivada.

Assim
b
[ B o = fito) /f1 ) Pele)

a

Para que esta propriedade seja 1til precisamos escrever o integrando como um produto
(df1/dz) fy de tal forma que (1) a derivada de dfy/dx seja mais simples do que fy e que
consigamos integrar facilmente df; /dx afim de obter fi, e (2) a integral do lado direito da
equacao acima seja mais simples do que a integral original.
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A propriedade acima também vale para integrais indefinidas. Neste caso temos (omi-
tindo constantes de integracao)

[ B )t = o) o) - [ )

Exemplos

(a)

(b)

(c)

Calcule a integral

/ 2 In(x) da.

Colocamos fy(z) = In(x) e df1(z)/dr = 3 = fi(x) = z*/4. Assim, lembrando
que dIn(z)/dx = 1/x, obtemos

4
/x31n(x)dx:— In(z /——dx— ln(x)—f—6

Calcule a integral

/ z sen (z) da.

Escolhemos fo(z) = x e dfi(z)/dz = sen (x) = fi(x) = — cos(z) . Portanto,

/xsen (x)dx = —x cos(z) + /cos(x) dr = —x cos(x) + sen (x).

Calcule a integral

a3 p
(22 1 4)3/? z.

T 1
Escolhemos fQ(LU) = .’172 [§ dfl(x)/dx = W — fl(LU) = —m Por-
tanto,
3 x? 2z
/(m2—|—4)3/2 dr = _(a:2—|—4)1/2 +/ (22 + 4)1/2 dx
2
T
= e AN

onde calculamos a integral no lado direito da equacao acima percebendo que o seu
integrando (sem o fator 2) é a derivada de (22 + 4)%/2.
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(d) Considere a distribui¢ao de probabilidades
P(x) = Az exp(—2z),

definida para valores nao negativos da varidvel aleatéria z (isto é, para 0 < x < 00).
Qual é o valor da constante A para que essa distribuicao seja normalizada?

Para a distribuicao ser normalizada,

o0

/P dx—1<:>/AxeXp —2x) dz = 1.

0

Escolhemos fo(z) = Az e df1(z)/dx = exp(—2z) = fi(x) = —%exp(—Qw). Por-

tanto,
/Ax exp(—2z) de =1 <= —7;5 exp(—2x) |0 + / Eexp(—Qx) dr =1
0 0
o0 A
< —— exp(—2z) :1@221:14:4

4.7.3 Mudancga de variavel de integracao

Integrais definidas

Uma das técnicas mais versateis para calcular integrais é a mudanca de variavel de inte-
gracao. Ela é baseada na igualdade

y(b)

/ f(y / (y(2)) dz(;) da. (4.8)

y(a)

Demonstracgao:
Seja F'(y) a primitiva de f(y). Isto significa que
dF(y)
— ) 4.9
)~ fw) (1.9

Se conhecemos a primitiva de f(y), o TFC nos fornece imediatamente o valor da
integral do lado esquerdo da equacao (4.8):

y(b)
f(y)dy = F(y) = F(y(b)) — F(y(a)). (4.10)

y(a)

Para calcular a integral do lado direito da equagao (4.8)) precisamos achar a primitiva
da fungao f(y(x))dy(x)/dxz. Vamos mostrar que esta primitiva é F(y(z)), onde F(y) é a
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primitiva de f(y). De fato, usando a férmula da derivada de fungao de fungao (regra da
cadeia) obtemos

dF(y(z)) _ dF(y) dy(z) _ . . dy(z)
dr dy dxr 1) dr '
onde usamos a equagao (4.9). Portanto,
b ; .
[ ) B 4 = Fy@) [ = F0) - Flo@), (4.11)

Comparando a equacao (4.10) e a equacao (4.11) vemos que as integrais na equagao
(4.8) sao iguais, como queriamos demonstrar. 1

Observacoes:
Obviamente a equacao (4.8),

y(b) b
[ 1was= [ o) U as,
y(a) a

pode ser usada tanto da direita para a esquerda como da esquerda para a direita.

E conveniente usar a equagcao (4.8) da direita para a esquerda quando for facil ver que
o integrando tem a forma f(y)dy/dz e identificar y(x). Neste caso, apds mudarmos os
limites de integragdo: a — y(a) e b — y(b), fazemos as substitui¢oes

y(r) =y e dil—m dx — dy|, (4.12)
x

veja os exemplos (a) e (b) abaixo.

Geralmente a equacao (4.8) é usada da esquerda para a direita. Neste caso, precisamos
escolher uma funcdo y(z) que leve a uma integral mais simples. Além disto, precisamos
ser capazes de achar a inversa y~! da funcio y(z) escolhida e expressar x em funcio de
y para determinar os limites de integracao da integral em x que aparece no lado direito
da equacdo (4.8). Apés mudarmos os limites de integracao: y(a) — a = y~(y(a)) e
y(b) = b=y (y(b)), fazemos as substituicoes

dy(x)

d 4.1
2 (11

y—ylx) e dy—

veja os exemplos (c) e (d) abaixo.
Na pratica trabalhamos de uma maneira mais informal e substituimos as equacgoes
(4.12) e (4.13) respectivamente por

d
y(x) =y, % dx = dy, limites de integragao: y(a) e y(b) |, (4.14)

’ dz, limites de integracdo: a =y *(y(a)) e b=y *(y(b))|, (4.15)
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como mostramos nos exemplos abaixo.

Exemplos

(a) Calcule a integral
b

/ sen 3(z) cos(z)da.

Observe que cos(z) = dsen (z)/dz. Isto sugere colocar y(x) = sen(x), usar a
equacgao (4.8) da direita para a esquerda fazendo sen (z) — y e cos(z)dx — dy.

b sen(b)
4 |sen(b) 4(p 4
/ sen’(@) cos(z)dz = / vy = yZ sena) Sen4( = sen4 <
a sen(a)

Vamos refazer o calculo usando a equagao (4.14):

d
sen (z) = v, %@)dx = cos(z)dx = dy, limites: y(a) = sen (a), y(b) = sen (b),
b sen(b) A 1 A
sen(b)
— / sen ®() cos(z)dr = / yPdy = yz Senia) = sen4( ) _ sen4 (a)
a sen(a)

e reobtemos o resultado anterior.

(b) Calcule a integral

/3 ()

Note que dIn(z)/dz = 1/x. Assim, uma boa escolha consiste em colocar y(z) =
In(x), usar a equacao (4.8)) da direita para a esquerda e a equacao (4.14).

dl 1
In(z) =y, %dm = dxr = dy, limites: In(2), In(3),
P Lo, 1
n(x _ Ly In(3 1 9 B 9
:>/ o dr= /ydy— 3V e = 3 1 () 107 (2)
2 In(2)

(c) Calcule a integral
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Uma boa escolha é y(z) = sen (x) porque a igualdade 1— sen ?(x) = cos?(z) permite
simplificar o denominador. Usamos a equagao (4.8)) da esquerda para a direita e a
equacgao (4.15).

y = sen(x), dy = dsedL(:v) dx = cos(z)dz,
x

x = arcsen (y), limites: arcsen (1/2) = /6 e arcsen (1) = m/2

1 w/2 w/2
1 1 1
= / —dy = / cos(z) dr = / —— cos(x) dx
V1—1y? V1 — sen?(x) cos()
1/2 /6 /6
w/2

w/2

= / d{E =X = z,
/6 3

/6

(d) Calcule a integral

: 1
dy.
3/ y In(y)

Escolhemos y(x) = e®, usamos a equagao (4.8) da esquerda para a direita e a equagao

(£.15).
de” o
y=-e", dy = T dx = e*dx, x = In(y), limites: In(3) e In(5)
x

5 ) In(5) ) 1n(5)1 )
In(5

:/ dy = / e’dr = / —dx = In(z)
y In(y) erx T In(3)

3 In(3) In(3)

Note que neste exemplo também é facil usar a equagao (4.8) da direita da esquerda,
como fizemos no exemplo (a). Deixaremos esta resolu¢do como um exercicio.

Por razoes didaticas, quando usamos a equacao (4.8) da esquerda para a direita
colocamos a variavel de integracao da integral inicial igual a y. Quando trabalhamos
da direita para a esquerda colocamos a varidvel de integracao igual x. Obviamente, o
nome dado a variavel de integracao é irrelevante. Com a pratica vocé vai usar a equacao
(4.8) sem se preocupar com estes detalhes.
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Integrais indefinidas

Para terminar, apresentamos a férmula de mudanga de variavel de integracao para inte-
grais indefinidas.

Se vocé esta usando a equacdo (4.8) da esquerda para a direita, vocé sai de uma
integral em y e deve chegar no final numa integral em y. Assim, é conveniente escrever

y z(y)
[y = [ s B ar, (4.10)

onde z(y) é a inversa de y(x), isto é y(x(y)) = y.
Se voceé estd usando a equacao (4.8) da direita para a esquerda, a integral de saida é
em z e a integral de chegada também deve ser em x. E conveniente colocar

/If(y(x’))

Os limites superiores sao os valores onde calculamos as primitivas. Note que nas
equagoes (4.16) e (4.17) o limite superior na integral do lado direito é igual a varidvel nova
expressa em termos da varidavel de saida. As linhas em z e y foram colocadas para deixar
clara a diferenca entre a varidvel de integracao e o valor onde calculamos a primitiva. Na
pratica estas linhas podem ser omitidas, como fazemos nos exemplos abaixo.

E possivel usar as equacdes (4.16) e (4.17) sem os limites superiores. Neste caso, fica
implicito que no final dos cédlculos vocé deve voltar a variavel de saida (veja o exemplo
(e) abaixo). Preferimos escrever o limite superior nas integrais porque isto ajuda a seguir
as mudancas de variavel de integracao, especialmente no caso em que varias mudancas de
variavel sao feitas em seguida.

X

(z)
dil(ai) da' = / fy)dy'. (4.17)
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Demonstracgoes:
A demonstragao da equagao (4.16) é andloga a da equagao (4.8). J& mostramos que
se F(y) é a primitiva de f(y) entdao F(y(z)) é a primitiva de f(y(x))dy—(xx) (veja a pagina

d
35). Portanto,

Y

/ f)dy = F(y)

z(y)
[ 1) B2 awr = Figtar

Assim, os dois lados da equagao (4.16) sao iguais. I

Para demonstrar a equacao (4.17) basta verificar que a derivada em z da integral no
lado direito ¢ igual ao integrando da integral no lado esquerdo. Isto significa que a integral
do lado direito é a primitiva de f(y(x))dy(x)/dx. Usando o TFC e a “regra da cadeia”
obtemos

y(z) z
L [awnar| = | [rwar]| B = 2

z=y(z)

Esta derivada é igual ao integrando da integral do lado esquerdo da equacao (4.17), como
queriamos mostrar. 1

Exemplos

(e) Calcule a integral

1
— dy.
/\/1—y2 i

Colocamos y(z) = sen (z) = x(y) = sen '(y) = arcsen (y); dy — dzél(;) dr =
ds%(x) dx = cos(x) dz. Portanto,
y ) arcsen (y) )
/— dy = / cos(x) dx
V1—19? /1 — sen?(x)
arcsen (y) arcsen (y)
/ 1 ( )d / J arcsen (y) ( )
= cos(x) dx = r=ux = arcsen (y).
cos(z) Y

Se voce tivesse omitido o limite de integracao voceé teria obtido

cos(z) dz

v v
:/cosl(x) cos(x) dx = /dx =z,

que s6 faz sentido se vocé substituir z por arcsen (y) no final.
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(f) Calcule a integral

/ sen 3 () cos(z)dz.

Definimos y(x) = sen (z), portanto cos(z) dx = - dr — dy e
z sen (z) ) . \
/Seﬂ3(x) cos(z)dr = / yPdy = yZ _ Sen4 (z)

(g) Mostre que

1 1
/ dy:aln(ay—l—b) :

ay + b
b d 1
Deﬁnimos:z:(y):ay+b:>y:£——edy—> y(z) de = — dx
a a dx a
1 ay+b11 1 1
ay+b
/ay—i—b 4 / T a . an(m an(ay—l—)

4.8 O que fazer quando nada funciona?

Apresentamos neste livro as principais técnicas de integracao. Vocé ird aprender muitas
outras nos cursos de Calculo. Porém, muitas vezes vocé nao conseguira calcular a primitiva
de uma integral. Como j& dissemos, a maioria das integrais nao pode ser calculada em
termos de funcoes simples. Como ter certeza de que nao existe um truque que permite o
calculo da integral? A rigor, é impossivel ter esta certeza. Porém, quando tudo o mais
falha vale a pena consultar uma tabela de integrais, onde estao listadas as primitivas de
varias fungoes e os valores de varias integrais definidas que aparecem com frequéncia. As
tabelas variam muito em tamanho. Uma tabela que contém uma boa escolha de integrais
e que vai ser util durante toda a graduagao é a da Cole¢ao Schaum [6]. Uma das tabelas
mais completas é a de Gradshteyn e Ryzhik [7] cuja sexta edi¢ao tem mais de mil paginas!
Se uma integral nao puder ser encontrada no Gradshteyn e Ryzhik muito possivelmente
nao existe uma expressao analitica para ela. Na internet, o excelente site da Wolfram
Alpha [8] permite calcular interativamente integrais definidas e indefinidas.

Mesmo nao achando sua integral nas tabelas, ainda existe um ltimo recurso—o célculo
numérico. Quase sempre queremos calcular uma integral definida. Neste caso podemos
explorar a idéia de que a integral é essencialmente a area entre o eixo das abscissas e o
grafico da funcao. E o que fazem as técnicas numéricas. Elas sdo extremamente eficientes
e fornecem rapidamente o resultado da integral com precisao desejada.

Apesar das solugoes analiticas serem muito mais elegantes do que as solugoes numeéricas,
vocé nao deve ter preconceitos contra o calculo numérico. A medida em que voce for
avancando em seus estudos vocé percebera que os métodos computacionais desempenham
papel essencial na ciéncia e na tecnologia.
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Exercicios

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Calcule as integrais

1
/(Qx + 2t + e ")dx; /cos(wt + ¢)dt; /a n bxdx;
z 1
Vv 1+ y2dy; dz; ——dt;
1 x

Calcule o trabalho da forga F(x) = —kx para deslocar um corpo que se move apenas
ao longo do eixo z da posicao x = xg até a posicao xr = x;.

Calcule a drea delimitada pelas funcoes y;(z) = 2% e yo(x) = —z entre z = 0 e

r =1
Sugestao: primeiramente esboce os graficos de y(z) e yo(z).

Um corpo que se desloca apenas sobre o eixo dos x tem aceleracao que varia linear-
mente com o tempo, a(t) = ct, onde ¢ é uma constante. Sabendo-se que em ¢t =0 o
corpo estd em x = xo com velocidade v = vy, determine a funcao z(t) que fornece a
posicao do corpo no instante t.

Sugestao: primeiramente integre a aceleracao para determinar a velocidade, impo-
nha a condigao inicial e integre novamente para determinar x(t).

Calcule o trabalho necessario para levar uma particula de massa m da superficie da
Terra até o infinito (com velocidade zero no infinito).

Dado: a forga que a Terra exerce sobre a particula é F(r) = GMm/r?, onde M
¢ a massa da Terra e G é a constante gravitacional; considere o raio da Terra Ry
conhecido.

Considere uma particula de massa m que se move ao longo do eixo = sujeita a agao
de uma forga F(t). Através de uma mudanca de variavel apropriada mostre que o
impulso da for¢a F'(t) é igual a variacdo do momento da particula, isto é,

[2)

/F(t)dt = mu(tz2) —mu(t1) ,

t1

onde v(t;) é a velocidade no instante t = ¢; .
Sugestao: lembre que a acelera¢do é a = dv/dt.
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Vetores

5.1 Conceito de vetor

Existem muitas grandezas fisicas que nao podem ser completamente descritas por um
simples nimero. Para descrever essas grandezas (como forgas, deslocamentos, velocida-
des, etc) precisamos especificar um nimero (médulo), uma dire¢gao e um sentido. Essas
grandezas sao denominadas vetoriais, em contraposi¢ao as grandezas escalares, que po-
dem ser caracterizadas por um niimero (como temperatura, energia, etc). O vetor é uma
entidade matematica associada a um modulo, uma direcao e um sentido. Na natureza
existem também outras grandezas que sao muito mais complexas, necessitando para sua
caracterizagao de entidades matemadticas mais complicadas que os vetores (por exemplo,
a tensao ou as deformacgoes de um solido anisotrépico sao descritas por entidades deno-
minadas tensores).

Vetores ja devem ter sido vistos no ensino médio. Nao vamos rever as idéias mais
intuitivas. Também nao vamos nos preocupar com um tratamento rigoroso ou detalhado
(que deve ser apresentado numa disciplina especifica). Vamos apenas rever os conceitos
béasicos e introduzir uma nota¢do mais pratica a fim de facilitar as operagoes (soma,
multiplicagoes, deriva¢ao) com vetores.

5.2 Componentes e médulo de um vetor; versor

Apesar dos vetores serem independentes dos sistemas de coordenadas, é muito interessante
escreve-los em termos de suas componentes num determinado sistema. A figura/5.1/indica
um vetor F' que tem uma componente F), ao longo da direcao z.

F

Figura 5.1

43
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A notacao ‘ﬁ ‘ designa o médulo de um vetor F. Entao, é claro que
| |

F,.| =|F|cosc.

Adotando um sistema de eixos cartesianos (isto é, de eixos ortogonais, como mostrado
na figura 5.2), todo vetor planar pode ser decomposto em componentes ao longo das
diregoes x e y.

Y\
| ‘
ﬁy Il
0 ﬁx >3 >x
Figura 5.2

Usando a “regra da soma do paralelogramo” temos
FeFP4+F,

ou seja, um vetor sempre pode ser escrito como a soma de suas componentes num sistema
de eixos ortogonais. Pelo teorema de Pitdgoras temos

2

2
+

- = 12
F| = |F,| +|F,

Embora tenha sido apresentado um exemplo bidimensional, é claro que isto tudo
também funciona em trés dimensoes (para um sistema de eixos cartesianos © — y — 2).

Para tornar mais simples a representacao de um vetor ¢ interessante introduzir a nogao
de versor, que é um vetor de médulo unitario, funcionando como uma espécie de “unidade
de direcao”. Na figura 5.3 representamos os versores 7’ e J, que sao vetores unitarios nas
dire¢oes x e y respectivamente (na diregdo z costuma-se usar o simbolo E) Note que
i =1j=1

O vetor ﬁx pode entao ser escrito como ﬁz = F,7, onde F, é um escalar, cujo modulo
F,

corresponde ao médulo . Da mesma forma temos

E,=F,J

Portanto,
F = F, i+ F,J.

Em trés dimensoes teriamos

F = F+ F,j+ F.k.
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=y

=1

Figura 5.3

Exemplo

Escrever em termos dos versores cartesianos os dois vetores v e 05, indicados na

figura [5.4.
Y
1 2 3 4
L
x . o
214 V2 |
o T
Figura 5.4

é facil perceber que

e que
0P =32+27=13;  |5|? =4+ 22 =20.

Entdo, |7)| = V13 e |ty = v/20 = 2/5.

5.3 Operacoes com vetores

5.3.1 Soma ou subtracao

Dados os vetores

-

azv+ a7+ ak

1]
Il

>
I

=1

bl + by + b.k,
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o vetor soma ou subtracao é definido como

a+b=(ay+b,) T+ (a, £b,) T+ (a. £ b,) k.

Exemplo
Vamos considerar os vetores

A soma é dada por
Uy + Uy = T7.
é facil verificar que os mesmos resultados poderiam ter sido obtidos através da “regra
do paralelogramo” (ou de qualquer outra regra geométrica desse tipo).

5.3.2 Produto de vetores

H4 pelo menos trés tipos de produtos envolvendo vetores:

(i) produto de um ntimero escalar por um vetor, dando como resultado um vetor;

(ii) produto de um vetor por outro vetor, dando como resultado um escalar (é o
chamado produto escalar);

(iii) produto de um vetor por outro vetor, dando como resultado um terceiro vetor (é
o chamado produto vetorial).

Vamos considerar cada um desses casos.

(i) Produto de um vetor por um escalar

Dado o vetor

—

a=a,U+ a,J+ a.k

e o escalar A, temos

Ad = Aa,7+ Aayj+ Aa.k.

Como exemplo, vamos considerar o vetor v; = 37+ 27. Multiplicando por 5, temos
157+ 107, multiplicando por —6, obtemos —187 — 127:

(ii) Produto escalar entre dois vetores

Dados os vetores

—

azv+ a7+ ak

1]
I

b= b7+ b,]+ b.k,
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definimos o produto escalar,

@-b=ab, + ayb, + ab..

Por exemplo, o produto escalar dos vetores v] = 31+ 27 e vy = 4i'— 27°é dado por

T Uh=3x4+2x(-2)=12—4=38.

H& uma forma alternativa, muito conveniente, de escrever o produto escalar entre
dois vetores. Dados @ e b, formando um angulo 6, é facil mostrar que

@-b=|al|b|cosb.

Como @ eb (para @ # 0 ou m) definem um plano, que pode ser chamado plano zy,
basta demonstrar esta relacao no espaco cartesiano bidimensional. Vamos considerar

a figura 5.5,
Y
b
02
a
01
x
Figura 5.5

O produto escalar entre a e b é dado por
@-b=aghy + ayb,.

Mas
a, = acosby; a, = asenfy;

by = bcosby; b, = bsenbs,
com a = |d| e b= ’5‘ Entao

G-b = abcosf cosbly + absen B senfy == ab [cos 01 cos By + sen O sen Oy =
= abcos () — 02) = abcos (6 — 01) = abcosb.

Por exemplo, vamos calcular o angulo entre os vetores v; = 37+ 27 e vy = 47— 27.
O produto escalar é dado por

U+ Uh =3x4+42x(-2)=12—-4=8.
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Os médulos desse dois vetores sao dados por
7] =0+ =V13 ¢ |B]=16+4)"*=2V5

Entao oL
V1 * Uy 8

5[ |%] 213 x5

cosf =

= 0.496...,

de onde vem 6 = 60, 255°.

O produto escalar entre dois vetores tem uma série de propriedades facilmente de-
monstraveis:

() a- (5+¢) =ad-b+a-c
conhecida como associatividade;

(b) @-b="b-a,

que ¢é conhecida como comutatividade;

(c) @-b=0=aLb,
indicando que o produto escalar é nulo quando os vetores forem perpendicula-
res;

(d) @-b=al|§| — all b,

mostrando que se o produto escalar for dado pelo produto dos médulos (cos € =
1) entdo os dois vetores sao paralelos.

(iii) Produto vetorial entre dois vetores

Dados os vetores

—

a = ayV+ a,J+ a.k

b= b7+ b,7+ b.k,

o produto vetorial é um terceiro vetor definido como

axb= (ayb, — azby) U+ (@b, — azb,) 7+ (azby, — ayby) k.

H4 vérias formas de se lembrar dessa definicao. E facil verificar que essa expressao
do produto vetorial pode ser obtida através de um determinante simbdlico,
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Exemplo

Vamos considerar de novo os vetores v; = 31+ 27’ e vy = 47— 27, O produto vetorial
¢é dado por

T . .
2 =00+ 074 (=6 — 8) k = —14k.

o O T

No caso do produto vetorial também hé uma definigao alternativa, muito conveniente
em aplicagoes fisicas, mas um pouco mais complicada. O vetor produto a x b deve

ser especificado por: (i) um mdédulo, que é dado por |d| ‘E‘ send, onde 6 é o angulo
entre @ eI;; (i) uma diregao, que é perpendicular ao plano definido por @ e Z;; ou seja,
@ e b sio ambos perpendiculares ao produto vetorial (d’ X g), e (iii) um sentido, que

é dado pela “regra do saca-rolhas” ou “regra da mao direita” (com a mao direita
acompanhamos o vetor @ e tentamos atingir a "ponta”do vetor b; o dedo polegar da
mao direita vai apontar no sentido do produto vetorial).

Considerando o plano xy formado pelos vetores a e I;, é facil verificar essa defini¢ao
alternativa. De fato, observando a figura 5.6, temos

Y
b
02
a
1
x
Figura 5.6
N )
axb = |a, a, 0|=(azby—ayb,)k
b, b, 0

—

= (abcos b senfy — absen 6y cos b)) k
= ab(cost senbfy — sen by cosbs) k = ab sen (6 — 61) E,
de onde vem que
axb=|d ‘5‘ sen 6 k.
Como o eixo z é perpendicular aos eixos x e y, e deve estar orientado para “fora do

papel”, ndo ha davidas de que os itens (i), (ii) e (iii) da defini¢do alternativa vao
ser devidamente satisfeitos.

H&a uma série de propriedades imediatas do produto vetorial:
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(a) @xb=—bxa.

Cuidado: o produto vetorial ndao é uma operacao comutativa;

(b) @xb=0=al| b,
ou seja, dois vetores paralelos tém produto vetorial nulo;

(c) ‘d’xg —ab=>d LD,

ou seja, nesse caso a@ e b sao dois vetores perpendiculares;

M)JXGH@>:6Xb+6xa
continuando valida a propriedade associativa em relagao a soma;
@)ax(bx@::maxg—a@x@,
que é uma propriedade mais complicada, que estd sendo dada apenas para
registro, mas que nao é dificil verificar (podemos usar um desses artificios
mnemonicos para lembrar do resultado final: “bac” menos “cab”;
@)6-@xé>:b-@x6%:6<6x®,
que se chama produto misto, e que também esta sendo apenas registrado. Note
a propriedade ciclica dessas espressoes (em relacao a ordem da letras a, b e ¢).

Note também que aparece um sinal — associado a cada inversao de ordem do
produto vetorial.

5.4 Funcoes vetoriais

Uma funcao vetorial é um vetor que depende de uma ou mais variaveis. Por exemplo, o
vetor posicao 7 ou o vetor velocidade ¢ sao em geral fun¢ées do tempo t. Entao temos as
fungoes vetoriais ¥ = 7(t) e U = U ().

Movimento circular uniforme (MCU) em coordenadas cartesianas

Nesse movimento a trajetoria é um circulo, de raio constante R, e “angulos iguais sao
percorridos em tempos iguais”, ou seja, a “taxa de variagao do angulo com o tempo”, ou
derivada, df/dt, é constante.

Utilizando a notagao da figura 5.7, o MCU (movimento circular uniforme) é definido
por

|7 = R(constante)

d
=10 t — =
0+w,comdt w,

onde a constante w é a “velocidade angular”. O vetor posicao em coordenadas cartesianas
é dado por

7= Rcos (0y +wt) 7+ Rsen (0 + wt) J.




CAPITULO 5. VETORES 51

yl\
P
i
\0
0 "
Figura 5.7

Note que apenas as componentes r, = r,(t) = R cos(fp+wt) e r, = 1,(t) = Rsen (6 +wt)
dependem do tempo (os versores 7’ e J's@o obviamente fixos, constantes).

A derivada de uma fungao vetorial é definida como um vetor formado pela derivada
de cada uma das suas componentes cartesianas. Assim temos

dr dry (t), dry(t)
a = a0t
— —Ruw sen (fy +wt)i + Rw cos (y + wt)7,

v =

que ¢é o vetor velocidade, e

a =

dv  dvg (t).  dv,(t)
a- a T a
= —Rw?cos (fy+wt)i— Rw’sen (6y + wt) 7,

que é o vetor aceleragao.
A partir das expressoes de @ e de 7 temos

a=—wr,

que é a famosa aceleracao centripeta, cujo médulo é dado por w? |7], mas que estd orientada
na direcao radial, contrariamente a 7. Também ¢é facil calcular o médulo da velocidade.
De fato, temos

7> = [~ Rw sen (6 + wt)]* + [Rw cos(fy + wt)]” = R*w?.

Entao

|| =v=wR,

que é outra expressao famosa do MCU (v é a velocidade tangencial e w é a velocidade
angular).

Vamos agora mostrar que ¢ e 7 sao perpendiculares, ou seja, que a velocidade U é
tangente a trajetéria. Para isso, basta calcular o produto escalar,

=

U = 1,0, +1yv, = [R cos (6 + wt)] [~Rw sen (6 + wt)]
+ [Rsen (0y + wt)] [Rw cos(fy + wt)] = 0.

Como 7+ ¥ = 0, o vetor velocidade é tangente a curva da trajetoria.
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5.5 Sistema de coordenadas polares

O sistema cartesiano é muito pratico e simples, mas em determinadas situacoes pode ser
mais conveniente usar outros sistemas de referéncia. Vale a pena enfatizar que no sistema
cartesiano os versores basicos 7, J e k sio constantes, em modulo, direcao e sentido,
facilitando as operagoes de derivacao. Em outros sistemas a situacao pode ser mais
complicada.

No caso do movimento circular é¢ muito conveniente considerar um sistema de coordenadas
polares. De acordo com a figura 5.7, um ponto P pode ser representado pelo par (x,¥)

de coordenadas cartesianas ou, alternativamente, pelo par (r,6) de coordenadas polares.

Yy
€p
(7] v e
ol
r |
A \0 !
0 ;> x T
Figura 5.8

Como esta indicado nesse gréafico, r é a distancia entre o ponto P e a origem O.
Portanto, » é um nimero positivo, que varia de 0 até co. O angulo €, que o vetor posicao
7, dado por O_P, faz com o eixo x, varia entre 0 e 2.

Nessa figura também estao representados os versores 7’e 7' (em coordenadas cartesianas)
e €. e €y (em coordenadas polares). Observe que €, tem a dire¢ao e o sentido do vetor
posicao 7; €y é normal a €,., orientado no sentido de 6 crescente. Aqui ha uma questao de
notagao. Nds estamos preferindo a notagao €, e & para designar os vetores unitdrios em
coordenada polares, mas hd quem prefira simplesmente 7 e #. Convidamos o(a) leitor(a)
a fazer a sua escolha.

Em coordenadas cartesianas é muito simples obter os deslocamentos elementares: fi-
xando x, variamos y e obtemos dy; fixando y, variamos x e obtemos dx. A area elementar
é dxdy. Em coordenadas polares é um pouco mais complicado: fixando #, variamos r
e obtemos dr; fixando r, variamos # e obtemos o deslocamento elementar rdf. A area
elementar é dada por rdrd6.

Considerando a figura 18, podemos projetar €, e €y nos eixos x e y para escrever

€, = cos 0+ sen 07,
€y = — sen v+ cos 07.

Invertendo essas equacoes, também temos

7= cos e, — senfey,
7= senfe, + cos bfey.
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Movimento circular uniforme (MCU) em coordenadas polares

A posicao 7 é dada por
7 = Re,.

S6 que o vetor unitario €, é uma funcao do tempo,

—

é, = cos (0 + wt) '+ sen (0y + wt) J.

Podemos agora calcular a velocidade,

L dr de,
v = — = _—
dt dt’
com
de, . .
o = —wsen (Bo + wt) T+ w cos (B + wt) 7= wép.

Portanto, temos
U= wRéb,
que é uma expressao bem mais compacta do que em coordenadas cartesianas. Além disso,

essa expressao mostra que a velocidade v é tangente a trajetoria.
A aceleragao é dada por

L du dép
i=—=wR—.
dt dt
Mas ~
deéy - o o
—p = weos (0o + wt)”— wsen (O + wt) J= —we,..
Entao

a = —w?Re,,

que é a expressao da aceleracao centripeta, como nos ja tinhamos obtido antes.
Descricao de um movimento circular arbitrario
Um movimento circular arbitrario é descrito pelo vetor posicao
7 = Re,,
onde |r] = R é uma constante (o raio do circulo) e
é, = [cos @ (t)] '+ [sen (t)] ],
em que 6 (t) é uma fungao qualquer do tempo.

No movimento circular uniforme (MCU), 6(t) = 6y + wt, onde w ¢é constante. No
movimento circular uniformemente acelerado (MCUA),

1
Q(t) = 80 + th + 504152,

onde wy e a sao constantes (« é a aceleragao angular constante). No caso geral, df/dt =
w(t) e dw/dt = «a (t) sdo fungdes arbitrarias do tempo.
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A velocidade é dada por

L dr de,
ma T e
onde
de, d d do do
detr = = [cosO(t)] 7'+ 7 [senf(t)] 7= —sen 9%54 cos 9%]—’
= —[w(t)senb(t)] 7+ [w(t) cosO(t)] T= w(t) €.
Entao

U= Rw(t) gg,

mostrando que a velocidade permanece tangente a trajetoria.
A aceleracao é dada pela derivada dessa tultima expressao,

AT dw dé,
i=— —Rdteg—l—Rw e
Mas
de; d d de db
% = = [—senf(t)] 7'+ pr [cosO(t)] 7= — cos 0%7— sen G%f
do . de
= — [cos 07+ sen 0] = — e
Entao
A_Rd_wq _ Rl
a=R— e we,

Portanto, quando dw/dt = « # 0, além da componente centripeta ha também

componente tangencial da aceleracao.

o4

uma
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Exercicios
1. Desenhe, em um sistema cartesiano, os vetores ©=37+27 e v =—-37—7.

2. Dados os vetores @ =47+87 e 5:3?—37—/; calcule:

1
8
a

a;

componente y do vetor 5;

—

o médulo do vetor b;

)

)

c) d+b e ﬁ—g;
)
) o produto escalar a.b;
) |

f) o angulo entre a e b

3. Calcule a primeira e a segunda derivada dos vetores abaixo:

(a) g(t) = (=3t7) 7+ (2t) J;
F(t) = —2k;

(t) = Acos(wt) 7.

—~
@]

~
=y

4. Calcule a integral

quando (a) 7(t) = At?7e (b) 9(t) = —wsen (wt) 7'+ w cos(wt) 7.

5. Mostre que se o modulo da velocidade é constante, ou o vetor velocidade é constante,

ou o vetor aceleragao é perpendicular ao vetor velocidade.
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Expansoes em séries de poténcias.

6.1 Definicoes, séries geométrica e de Taylor

Desde a Antiguidade, muitos matematicos, fisicos e astronomos se preocuparam com
problemas relacionados com sequéncias e séries. Talvez a primeira referéncia a esses
problemas seja o “paradoxo do movimento”, ou paradoxo de Aquiles que nao consegue
alcancar a tartaruga, proposto por Zenao de Eléia, que viveu na Grécia ha cerca de
450 anos AC. Essas questoes ja envolviam as idéias de limite, soma de séries infinitas e
quantidades infinitesimais. O desenvolvimento dos conceitos relacionados com sequéncias
e séries, em particular a soma de séries infinitas, ocupou inimeros matematicos desde
entao, confundindo-se com o desenvolvimento do conceito de limite e do préprio calculo
diferencial e integral.

Uma sequéncia é um conjunto de nimeros, em geral relacionados através de uma certa
regra. Um exemplo famoso é a “sequéncia de Fibonacci”, que é uma sequéncia de niimeros
inteiros na qual cada niimero, a partir do terceiro, é igual a soma dos dois nimeros ante-
riores (1,1,2,3,5,8,...). Esta sequéncia, que tem muitas propriedades curiosas, continua
sendo utilizada em varias areas da matematica e da ciéncia.

Uma série é um conjunto ordenado de infinitos termos, relacionados entre si por algum
tipo de operacao. Se a diferenca entre as sucessivas parcelas de uma série for constante,
temos uma série aritmética, ou PA (progressao aritmética) ilimitada, que é um exemplo fa-
miliar, certamente estudado no ensino médio. Outro exemplo muito conhecido é uma série
na qual a razao entre dois termos consecutivos é constante. Essa é uma série geométrica
ou PG (progressao geométrica) infinita. Existem vérios outros tipos de séries, importan-
tes tanto para matematicos como para fisicos ou engenheiros. Dizemos que uma série
ai,as,as, ... € convergente quando a sequéncia de somas parciais, S7 = ay, So = a; + as,

Ss = ay + as + ag, ... converge para um valor definido S. A medida que n cresce, caso
a sequéncia de somas parciais S, seja oscilante, ou se aproxime de + oo, dizemos que a
série ¢é divergente.

No ensino médio aprende-se que a soma de todos os (infinitos) termos de uma PG

infinita é dada por
S = an, = ,
2T

desde que a razao ¢ = a,.1/a, seja em médulo menor do que a unidade (—1 < ¢ < +1).
Quando |¢| > 1 a PG diverge.

o6
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Uma expansao em série de poténcias de uma fungao f(z) é uma representacao desta
funcao como uma soma, em geral com infinitas parcelas, onde cada parcela é uma poténcia
da variavel x. Em termos mais gerais, as parcelas de uma expansao em série podem ser
outras fungoes de x, em geral elementares.

No exemplo particular da soma da PG, lembrando que

Ap = alqn_la
temos a série de poténcias
flz) = ! :ilﬁnl =1+z+2>+2°+
- 2

A possibilidade de representar algumas fungdes (e nao apenas numeros!) através de
séries de poténcias ou de algumas outras séries infinitas foi reconhecida e trabalhada pela
tradicao matemadtica indiana. No inicio do século XVIII, o matematico inglés Taylor
desenvolveu um método geral para construir a expansao em série de poténcias de uma
funcao genérica bem comportada conhecida como série de Taylor. Em muitos casos uma
funcao f(x) infinitamente diferenciavel e definida num intervalo aberto (a — A, a + A),
centrado no ponto a, pode ser escrita como uma série de poténcias infinita, dada pela
expressao

F) =32 fPa) (r—a) (61)

=0

3

onde

(6.2)

é a n-ésima derivada de f(z) no ponto a, e
nl=nxn—-1)xMn-2)x---x1

¢ o fatorial de n. Para a = 0, temos um caso especial conhecido como série de Maclaurin.
Além de perceber que muitas func¢oes podem ser representadas como um polindmio de
grau infinito, A + Bz + Ca? + D2® + ..., como os seus predecessores também sabiam,
Taylor descobriu a férmula geral para encontrar os infinitos coeficientes A, B, C, ..., desse
polinémio. As condigOes necessarias para que a série de Taylor convirja serao estudas nos
cursos de Calculo.

Exemplo: a fungao cos(x)

Como exemplo concreto, vamos obter a expansao em série de Taylor da funcao f(x) =
cosx, para a = 0. Precisamos entao calcular as deridadas f (")(O) para varios valores de
n. De acordo com essa notacao, f(?(0) é a prépria funcio calculada para x = 0, ou seja,
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f©(0) = 1. Além disso, temos

M) = % » = —8enx |,—o = 0,
FP0) = % B = —COST |z—0 = —1,
FO0) = % » = senz|,—o =0,
FO0) = % » = COS T |p—p = 1,

e assim por diante. Entao temos

Lo, 14
f(x)—cos:c—l—ix T
Portanto, na vizinhanga do ponto = = 0, a fungao f(x) = cosz pode ser aproximada por
polindmios de grau m, com uma precisao que aumenta com o valor de n. A figura 6.1

mostra os graficos da fungao f(z) = cosx e dos polindmios gerados pela série de poténcias
para diversos valores de n (n =2, n =4, n =6, n =10 e n = 20).

93

3
[ T

i 2 1

= O o S

oo

Figura 6.1

Uma expansao em série convergente pode ser usada para que se obtenha uma forma
aproximada de uma funcao, eventualmente complicada, em termos de um polinomio de
grau relativamente baixo. Quando dizemos, por exemplo, que para 6 pequeno, senf = 6,

estamos aproximando a func¢ao pelo primeiro termo da série de Taylor nas vizinhancas da
origem! Levando em conta os termos seguintes dessa série,

1 1
0=0—=-60>+—6+ ...
sen 5 +120 + )
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podemos ir além dessa aproximacao de primeira ordem. Quando @ for muito pequeno
(0 << 1), #3/6 vai ser muito menor do que 6, e o resultado aproximado em primeira
ordem,

senf ~ 0

deve funcionar muito bem. No entanto, se 6 nao for tao pequeno, talvez seja necessério
adotar a aproximagcao seguinte,

1
O~0——-06°
sen 50

ou até mesmo apelar para polinomios de grau superior a 3.

Como polinémios sao faceis de derivar, integrar ou mesmo interpretar, a substituicao
de uma funcao por suas expansoes em série tornou-se recurso muito importante. Esse
¢ um método interessante para calcular integrais complicadas, para resolver equagoes
diferenciais, para entender o comportamento assintotico de uma funcao, para visualizar
como ela cresce ou decresce, ou para encontrar a solugao aproximada de algum problema
de interesse. No decorrer do seu curso devem surgir muitas aplicagoes das séries de Taylor.

Registramos agora algumas séries de Taylor bem conhecidas:

(1) exponencial de z,

1 1 N
e =14+x+ 5:5'2 + 61'3 + ... = nEZO %, para qualquer z;
(2) logaritmo de 1 + z,
Lo 13 — (=" n+1 )
ln(l—i—x):x—Qx +§x — :nEzo (n+1)x , para |z| < 1;

(4) 1+ z elevado a um « real qualquer,
1 2
)" = ar + —a(a—1)z° + ..., para |z :
(1+2)* =1+az+sa(a—1)2°+ ..., para |z <1

(5) seno de =z,

- 1 1 1
seng = Z ﬁazzkﬂ = — 5353 + ax‘f’ — ..., para qualquer x;
k=0
(6) cosseno de z,
e (EDF Ly 14
cosT = Z (2k)!x =1- 5% g% o para qualquer .
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6.2 A exponencial complexa

Representacao polar dos nimeros complexos

Usando um sistema de coordenadas cartesianas num plano, podemos associar ao nimero
complexo z = z + iy, onde i = \/—1, o ponto de coordenadas (z,y), conforme a figura
6.2

\J

Figura 6.2

Definindo a distancia do nimero complexo z até a origem como |z| = /a2 +y? e
o angulo # = arctan(y/x) (veja a figura [6.2) em analogia com as coordenadas polares,
podemos escrever

x = |z|cos . . .
12 = z =2+ iy = |2| cos O + i|z| send = |z|(cos @ + isen ).
y = |z|send
E conveniente definir a exponencial complexa e? através da expansao de Taylor de e?,
que vimos na se¢ao anterior, colocando x = i6:

1
3!

(i6)"

n!

WE

i L1 , 1. 1
e” 51+18+5(29)2+ (z6)3+ﬂ(@0)4+a(19)5 L=

Il
=)

n

N

Note que i® =1, =4, i =—-1,3 = —4,* =1, =4, = —1,i" = —i, ¥ = 1, etc.
O padrao 1, i, -1, —i se repete sempre nesta ordem. As poténcias pares de i produzem 1 e
-1 alternadamente, enquanto que as poténcias impares produzem ¢ e —¢ alternadamente.
Separando os termos sem i dos termos com ¢ obtemos

¢ =1 (0 + () +¢(e—%(9)3+$<9)5— )

Os termos sem ¢ representam a expansao do cosseno enquanto que os termos multipli-
cados por ¢ representam a expansao do seno. Portanto,

0

e = cosf +isend|. (6.3)
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Esta tltima equacao permite demonstrar que e tem as propriedades da exponencial
usual. Por exemplo,
e e = (cosf) +isenb)(cosfy +isen fy)
= cosficoshy — sen by sen Oy + i(cos O sen b5 + sen Oy cos b)
= cos(fy + 0,) +isen (0; + 0) = ' O1702)

Finalmente, podemos escrever um nimero complexo na forma polar:

z=x+iy = |z|cos +i|z|sen § = |z|e”. (6.4)

Como veremos no capitulo 6, a exponencial complexa serd extremamente 1til na
solugao de equagoes diferenciais ordinarias lineares de segunda ordem com coeficiente
constantes.

Exercicios

(1) Expanda até ordem z° a fungao

Sugestao: lembre que In(a/b) = In(a) — In(b)

(2) Escreva as expansoes de senh (x) e de cosh(z) em torno de x = 0.

Sugestao: lembre que dsenh (z)/dx = cosh(z), dcosh(z)/dz = senh (z), senh (0) = 0,
e cosh(0) = 1. Compare seus resultados com as expansoes para sen (z) e cos(x), dadas
neste capitulo.

(3) Um dipolo elétrico é um sistema com carga total zero constituido por uma carga
positiva +q e uma carga negativa —g, separadas por uma distancia 2a, conforme a figura
6.3. O campo elétrico das duas cargas num ponto P do eixo x é dado por

| | : —
a oa
Figura 6.3
— q 1 1 N
E= —
47 |:(IL’ —a)? (r+a)? b

onde z é a coordenada do ponto P. Mostre que para x >> a o campo elétrico é propor-
cional a 1/x3.
Sugestao: escreva

1 1 1

_———i i?_i —92 _
(xia)z—xz(lia/x)z—x2<1ia/x> = 5(1£0)7 onde 6=

SHES]
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e em seguida expanda as fungoes (1 4= 0)~2 até primeira ordem em 4.

(4) Um quadrupolo elétrico é um sistema com carga total zero e momento de dipolo
elétrico também zero. Uma realizacao possivel é mostrada na figura 6.4. O campo elétrico

Y
+q —2q +q P
—(? ‘ | =£L‘
a0 oa
Figura 6.4

das trés cargas num ponto P do eixo x é dado por

q 1 2.1
ey | (x —a)? 22 (x+a)?

—

2

E =

onde x é a coordenada do ponto P. Mostre que para x >> a o campo elétrico é propor-
cional a 1/z*.
Sugestao: faga como no exercicio anterior do dipolo, mas desta vez expanda as funcgoes

(1+£6)72, onde § = a/z, até segunda ordem em .

(5) Um capacitor e um resistor ligados em série sao descritos pela equagao diferencial

Q  Q

a — C’

onde ) é a carga na placa positiva do capacitor e —d@Q/dt é a corrente no circuito.
Suponha que em t = 0 a carga no capacitor seja Q(0) = Q.

Sugestao: suponha uma solugao do tipo ¢(t) = exp (pt), onde p é uma constante. Apds
determinar p, use o fato da equacao ser homogénea para escrever a solucao geral como
Q(t) = Aq(t) = Aexp (pt). Finalmente, determine a constante A usando Q(0) = Q.
Observe que como a equacao diferencial é de primeira ordem no tempo podemos resolver o
problema diretamente no campo dos reais, nao sendo necessario usar niimeros complexos.



Capitulo 7

Equacoes diferenciais simples

7.1 Equacoes diferenciais de primeira ordem

Equagoes que envolvem derivadas de fungoes, denominadas equacgoes diferenciais, estao
presentes em todos os ramos da fisica. Nés ja vimos algumas equacgoes diferenciais muito
simples. Por exemplo, a equagao diferencial de um movimento retilineo uniforme (MRU),
com velocidade v constante, é dada por

dx
— =u. 7.1
a ' (7.1)
Se v é derivada de x o “teorema fundamental do célculo” (TFC) garante que x é a integral

de v,

xz/vdtz>xzui+c.

Obtemos assim a equagdo horaria do MRU, x = z(t), a menos de uma constante c.
Essa equacgao diferencial é ordinaria (ndo envolve derivadas parciais), linear (ndo envolve
poténcias, do tipo (dz/dt)* ou 2%, ou de ordem superior) e de primeira ordem (porque
s6 envolve uma derivada primeira). Equagoes diferenciais de primeira ordem sempre
produzem uma solu¢ao que depende de uma “constante de integracao” (mais adiante
vamos ver que as solugoes das equacoes de segunda ordem dependem de duas constantes
de integracao). Para determinar a constante ¢, podemos dar, por exemplo, uma condic¢ao
inicial, z(t = 0) = 2. Com essa condi¢ao inicial temos a equagao horaria usual do MRU,

T = x9 + vt.

O movimento retilineo uniformememente variado (MRUV), com aceleragao constante,
proporciona mais alguns exemplos de equacoes diferenciais muito simples. Por exemplo,

no MRUV temos
dv

%:

em que a aceleragao a é constante. Usando o TFC obtemos

a’?
v(t):/adt:at—l—cl:atJrvo,

63
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onde a constante ¢; é igual a velocidade inicial vg. Para obter a equagao horaria = = x (t),
usamos novamente o TFC,

1
z(t) = /(at +vg) dt = §at2 + vot + co,

onde a constante cy deve ser escolhida como a posicao inicial, co = xg, resultando na
equagao horéria usual x = z (t) do MRUV. E claro que poderfamos ter escrito uma
equacao diferencial de segunda ordem,

d?*z

E = a, (72)

e integrado duas vezes em seguida’ para obter a forma geral da equacao horéria,

1
Xz (t) = 5&?52 + Clt + Ca,
em que as constantes de integracao c; e ¢y sao identificadas como a velocidade e a posicao
inicial, respectivamente, ¢; = vy e ¢co = xg.

Infelizmente, bem poucas equagoes diferenciais podem ser integradas diretamente como
as equagoes (7.1) e (7.2) usando o TFC. Além disto, nao existe uma método capaz de
resolver todos os tipos de equacoes diferenciais. Neste capitulo vamos apresentar o método
de separacao de variaveis que pode ser aplicado a uma classe de equacoes diferenciais que
aparece com frequéncia na fisica.

Vamos primeiramente mostrar como a separacao de variaveis funciona com as equagoes
diferenciais do MRU e do MRUV que acabamos de resolver com o TFC. Depois enunciare-
mos mais precisamente quais equacoes diferenciais podem ser resolvidas com esta técnica
e finalmente mostraremos porque ela funciona.

Comecgamos colocando toda a dependéncia em x de um lado da equagao diferencial e
toda a dependéncia em ¢ do outro lado.

MRU: Ccll—i:v%dx:vdt,
d
MRUV: d—f = at + vy — dx = (at + vy) dt.

Depois de separarmos as variaveis, integramos os dois membros da equagao

MRU: /dm:/vdtjx:vt—kc,

2

t
MRUV: /dx:/(at+vo)dt:>x:%+U0t+cg.

Os resultados coincidem com os obtidos com o TFC. Evidentemente, este procedimento
precisa ser justificado. Qual é o sentido de tratar o simbolo da derivada como uma
fracao, deixar o numerador desta fracao num lado da equacao, o denominador no outro
e em seguida integrar cada lado da equacao em relacdo a variaveis diferentes? Antes de

!Para calcular a primeira integral colocamos d?z/dt? = dv/dt.
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mostrarmos que isto pode ser feito, vamos ver para que tipos de equacoes diferenciais este
método funciona.
O método de separacgao de variaveis pode ser aplicado a equacoes diferenciais do tipo

dy(x)
dx

= F(z)G(y(x)). (7.3)

Nesta equacao y(z) é a fungdo que queremos determinar, F(z) e G(y) sado fungdes ar-
bitrarias de = e y, respectivamente. Neste tipo de equagao a dependéncia em x pode ser
separada da dependéncia em y. Isto vai permitir integrar a equacao diferencial direta-
mente.

Esta técnica é muito simples na pratica. Comecamos por separar as dependéncias
em x e em y na equagao (7.3), jogando tudo que depende de y para o lado esquerdo da
equacao e tudo que depende de x para o lado direito:

—— = F(x)dx. (7.4)

Em seguida, integramos o lado esquerdo em y e o lado direito em z, obtendo

y(z) dy/ T
= F(x')da', = y(xp). 7.5
= e =t (75

Através desta equagao determinamos y em funcao de x. Note que a condicao y(xg) = yo
estd automaticamente satisfeita (basta colocar x = ¢ na equacao (7.5) para verificar que
ambos os membros da equagao se anulam).

Os limites inferiores na equagao (7.5) produzem uma constante aditiva. Isto permite
escrever a equacao (7.5) de uma maneira mais informal, como fizemos na discussao do
MRU e do MRUV,

dy = x)ax cons
@_/F( )z + const. (7.6)

A equagao (7.6) é mais simples do que a equagao (7.5) mas, ao contrario desta, nao satisfaz

a condigao y(zy) = yo automaticamente. E necessdrio usar a constante de integracao para
impor esta condicao.

Demonstragao:
Vamos comegar reescrevendo a equacao (4.8) de uma maneira ligeiramente diferente,
y(z) / / ‘ / dy(l‘l> /
FWhdy = | fly(2)) ——=do, (7.7)
y(@o) To dx

onde colocamos b = z, a = xy e mudamos os nomes das varidveis de integracao (r — 2’ e

y = yl).
Usando a equagao (7.7) com f = 1/G podemos escrever

v@)  q x 1 dy(z')
d ':/ dz’ . 7.8
/ym) a ¥ = L ey o 78)
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A equagao diferencial (7.3) fornece

1 dy(z')

GO d = F (). (7.9)

Substituindo a equagao (7.9) na equagao (7.8) obtemos

y(z) 1 T
d ':/ F(xdx'. 7.10
/WO) o = [ P (7.10)

Do lado esquerdo da equagao (7.10) temos uma funcao de y, do lado direito uma
funcao de x. Se conseguirmos resolver y como funcao de x o problema esta resolvido.
Se nao conseguirmos, teremos y como uma funcao implicita de x e sempre podemos usar
técnicas numéricas para obter y(z). I

Note que é preciso conhecer a fun¢ao y(x) em algum ponto xy. Caso contrério, o
problema fica determinado a menos de uma constante.

Exemplos

(a) Decaimento radiativo. O processo de decaimento de um niicleo radiativo (carbono-
14, por exemplo) pode ser representrado pela equagao diferencial

AN
MY Y
dt ’

em que N = N (t) é o nimero de atomos de carbono-14 no instante ¢ e a “constante
de decaimento” A > 0 é intrepretada como o inverso da vida média do nicleo radi-
ativo (a vida média do carbono-14 é de 8033 anos). Para estabelecer essa equagao
fizemos a hipdtese (muito razoavel) de que, em cada instante, a taxa de decaimento,
AN/At, é proporcional ao nimero de dtomos radiativos N (¢).

De novo, fica muito simples separar as variaveis e calcular as integrais (indefinidas)

dN
— = —\dt; A1
= , (711)
de onde vem
InN = =\t +c,

em que ¢ é uma constante de integracao. Agora é conveniente redefinir a constante
e escrever a solugao geral N (t) na forma

N (t) = Cexp (—At),

em que a nova constante C' = exp(c) deve ser interpretada como o nimero de dtomos
radiativos no instante inicial,

N (t) = Noexp (—At).

E claro que N (t) — 0 para t — oo, quando nao ha mais nicleos de carbono-14.
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Alternativamente, poderiamos ter usado integrais definidas na integracao da equacgao
(7.11),

N ! t
dN N t
/:—/AW:$MM) = A
Ne N 0 0

No

N
:jm(—):—msz@:kaﬂ
No

que coincide com o resultado anterior. O uso de integrais definidas ou indefinidas é
uma questao de preferéncia.

(b) Atrito viscoso. Um corpo de massa m caindo em um meio fluido, com uma
velocidade nao muito alta, sofre uma forca de atrito viscoso, contraria a velocidade,

—

Fatm‘to = -7,

em que v > 0 é a constante de atrito viscoso e U é a velocidade. Utilizando como
sistema de referéncia um eixo vertical apontando para baixo, podemos escrever a
equacao diferencial de movimento

dv

ma:—vanmg:—V (U_%)v (7.12)

em que tanto a velocidade v quanto a forga peso mg sao escritas com sinal positivo
devido a escolha do referencial. A constante mg/y tem dimensao de velocidade?.

Definindo
mg
v =—,
g
a equacao diferencial (7.12) pode ser escrita na forma
dv
m— = —vy (v—v
Separando as variaveis obtemos
dv
= La.
v =1y m

Integrando a equagao (veja o exemplo (g) na pégina [41)) e colocando v(t = 0) = vy
chegamos a

v(t) t

dv’ v(t)
/ p v 7 dt' = In (v' — v) "
v — m vo m
Vo 0
t) — t) —
e {L} _ v ym (713)
Vo — U m Vo — Uy

2Veremos mais adiante que mg/v é a velocidade limite do corpo. Ela é atingida quando a forca viscosa
se torna igual a forca peso.
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Note que tanto para a velocidade inicial menor do que a velocidade limite (vy <
v(t) < v;) como para a velocidade inicial maior do que a velocidade limite (vy >
v(t) > v;) arazao (v(t) —v)/(vo —v;) > 0 e o argumento do In na equagao (7.13) é
positivo, como deveria ser. Finalmente,

v(t) = v+ (vg —v) e ™, (7.14)

onde vemos que para t — oo a exponencial se anula e a velocidade do corpo tende
para a velocidade limite v;, aumentando quando vy < v;, ou diminuindo quando
Vo > 1.

Forga de arrasto. Sabe-se que um corpo caindo no ar, com uma velocidade sufi-
ciente alta, sofre uma forca de arrasto, dada por

1
F= 50,0141]2,

em que A é a secao reta efetiva do corpo, p é a densidade do ar, v é a veloci-
dade de queda e C' é uma constante adimensional que depende da forma do objeto
(tipicamente varia no intervalo 0,5—1,0).

Utilizando o mesmo referencial do problema anterior em que o eixo vertical aponta
para baixo, a equacao de movimento ¢ dada por

dv 1 1 2myg
& _ZCpA? = ——CpA [ vV* — — 1
m— 2Cp v° +my 2Cp (’U CpA)’ (7.15)

onde m é a massa do corpo e g ¢é a aceleracao da gravidade.

A grandeza 2mg/(CpA) tem dimensdo de velocidade ao quadrado. Definindo a

constante
2mg
V=4 —=
: V CpA

que corresponde, como veremos mais adiante, a velocidade limite podemos reescrever

a equacao (7.15) como

dv 1

m— = —=CpA (v* —v}).

dt 2
Estamos agora diante de uma equagao diferencial ordinéria, de primeiro grau, mas
que nao é mais linear (devido & presenca do termo dependente de v?). Nao hd
técnicas de solugao simples para equacoes nao lineares, que em geral demandam
enorme esforco. Nesse caso, devido ao fato das varidaveis poderem ser separadas,
nao ¢ muito dificil resolvé-la.

Separando as variaveis, obtemos

_@w U (7.16)
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(d)

e introduzir uma constante de tempo

m

CpAUl

T =

para reescrever a equacao (7.16) como

1 1 1
( _ )dvz__dt
v — v+ T

Integrando os dois lados, temos

v 1 1 1 K
[ G- =-(3) [
v \U —U vy T 0

v t

Vo T

vV — U v+ t
= In —In = ——.
Vg — U Vg + U T
Note que tanto para v,vy < v; como para v,vg > v; 0 argumento do primeiro
logaritmo na equacao acima ¢ positivo como deve ser.

_ t _ _
In {(vl v) (vl +vo>] ot Ju—v (vl v0> —
U+ v U — Vg T U+ U v + Vo
Ap6s um pouco de algebra isolamos v,
1— (Ul — UO) e—t/r
v
o(t) = v Zz + Uo 7
1+ < l 0) et/
U + Vg
onde é facil ver que v(t = 0) = vy e que para t — 00, v(t) — v, exponencialmente
rapido.

— In(v' —v;) ’

vo

—In(v' 4+ v;)

Oscilador harmoénico. O método que apresentamos nao se aplica diretamente ao
oscilador harmonico, cuja equacao de movimento é dada por

dv

m_

dt

onde k é a constante elastica da mola e x mede o quanto o corpo de massa m preso
na mola se afastou da posigdo de equilibrio da mola (z = 0). O problema é que

aparecem trés variaveis: v, x e t. Porém, usando a conservacao da energia é possivel
integrar a equacao (7.17) em duas etapas.

= —kuz, (7.17)

Primeiramente, vamos usar a equacao (7.17) para mostrar que a energia se conserva.
Multiplicando os dois membros da equagao (7.17) por v = dz/dt obtemos

dv dz
my = —kzv = —kxa. (7.18)
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Como vdv/dt = (1/2)d(v?)/dt e xdz/dt = (1/2)d(z*)/dt, podemos reescrever a
equacao (7.18) como

@d_UZ k dz? . d mv?  kz?
2 dt 2 dt dt

= 0. (7.19)

A equacao (7.19) mostra que a derivada em relagao ao tempo da grandeza mwv?/2 +
kx?/2 é nula. Em outras palavras, ela independe do tempo. Esta grandeza é a
energia, e podemos escrever

mv?  kz?

— + — = E = const. 7.20
5 5 (7.20)
E conveniente reescrever a energia F de outra forma. Quando a mola estd distendida
a0 MAaximo, r = T,q = A, a velocidade da massa é nula e toda a energia esta sob
a forma de energia potencial da mola, F = kA?/2.

A equagao (7.20) mostra que existe uma relagao entre z e v. Esta relacao pode ser
usada para reduzir o nimero de varidveis na equacao (7.17). Temos

mv?  kx? kA2 k
— — N2 o2
5 + 5 5 =V + - (A% — 22). (7.21)

A equagao (7.21) estd bem definida uma vez que A% > z?. Vamos substituir a

solugdo v > 0 na equagao (7.17) (a solugdo v < 0 fornece o mesmo resultado e serd
deixada como exercicio),

dv k T dx
- ey 22
mdt mA |/ T dl kx (7.22)

x dv |k 1 dx _0 793
=VE e Vn' = \VE e ¢)70 0P

onde definimos wy = {/—. Desprezando a solucao trivial = 0, ficamos com a
m

equagao

1
VE 2 d

Separando as variaveis e integrando os dois lados da equacao obtemos

T dr t

Fazendo a mudancga de variavel de integragao

—wo = 0. (7.24)

xr = Asenf) = 0 = arcsen (z/A) e dxr — Acos0db

na equagao (7.25) obtem-se
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/arcsen (z/A) cosf db arcsen (z/A)
R —— WOt E df = (,UQt
arcsen (zg/A) V 1 — sen?6 arcsen (zg/A)

— arcsen (z/A) = wot + arcsen (zg/A) = |z = Asen (wot + @),

onde definimos arcsen (x¢/A) = ¢.

7.2 Equacoes diferenciais de segunda ordem

Estudaremos apenas as equacgoes diferenciais ordinarias lineares de segunda ordem que
descrevem oscilagoes amortecidas e forcadas. Nestas equagoes que sao extremamente im-
portantes na fisica aparecem no maximo derivadas de segunda ordem. No que vai ser feito
abaixo, s6 nao vamos demonstrar o fato de que a solugao geral destas equagoes depende de
duas constantes arbitrarias. Isto é razodvel, basta lembrar que para determinar a solucao
da equagao de movimento (segunda lei de Newton), que é uma equacdo diferencial de
segunda ordem no tempo, precisamos fixar a posicao e a velocidade iniciais.

Quando ha dissipacao de energia, a técnica que usamos na secao anterior para resolver
a equagao do oscilador harmonico—baseada na conservagao de energia— nao funciona e
precisamos utilizar outros métodos. Por razoes didaticas, vamos introduzir estes novos
métodos usando a equacao diferencial do oscilador harmonico sem dissipacao de energia
e aproveitaremos para explicar porque esta equacao é tao importante na fisica.

7.2.1 O oscilador harmonico

Geralmente, associamos a expressao “oscilador harmonico” a imagem de uma massa presa
a uma mola oscilando em torno de uma posicao de equilibrio. Este sistema parece ser
muito particular para merecer maior interesse. Porém, a equagao diferencial do oscilador
harmonico possui intimeras aplicagoes. Por exemplo, pequenas oscilacoes de uma particula
em torno de um ponto de equilibrio estavel de um potencial arbitrario podem ser bem
aproximadas por oscilagoes harmonicas. Hé intimeras situagoes na fisica e na engenharia
em que se torna importante considerar os efeitos de pequenas oscilagoes.

Considere uma particula de massa m que executa pequenas oscilagoes em torno de um
ponto de equilibrio estavel, com coordenada y = a, de um potencial U(y). Para pequenas
oscilagoes, podemos expandir U(y) em torno de y = a. Termos proporcionais a (y — a)”
com n > 2 sao muito pequenos. Assim, basta expandir U(y) até ordem (y — a)?. Usando
as equagoes (6.1) e (6.2) obtemos

U(y)zU(a)er(C]Z—;y) - (y—a)+%d§/?;(2y) -

(y —a)?. (7.26)

Como y = a é um ponto de equilibrio estavel a derivada primeira se anula e a derivada
segunda é positiva, d?°U(y)/dy?|,—« = k > 0. Portanto,

Uly) ~ Ula) + %k@ —a)2. (7.27)
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De acordo com a segunda lei de Newton, md?y/dt* = F(y) = —dU (y)/dy. Assim, temos
a equacao de movimento
d?y
mog = —k(y — a). (7.28)
Definimos y(t) = x(t) + a. Substituindo y por esta expressao na equagao (7.28)) e lem-
brando que a derivada da constante a é zero obtemos uma equagao para xz(t),

dx

que é a forma mais conhecida da equacao do oscilador harmoénico. Finalmente, é usual
definirmos w2 = k/m. Podemos entao reescrever a equagao (7.29) na forma

2
d°z 9

Note que se tivéssemos mantido termos de ordem mais alta na expansao (7.26) a
equacao de movimento deixaria de ser linear. Por exemplo, se mantivéssemos o termo de
terceira ordem, proporcional a (y — a)3, terfamos na equagao de movimento (7.28) um
termo adicional proporcional a (y —a)?. Equagdes nao lineares sio muito dificeis de serem
resolvidas. Em varias situacoes é possivel considerar o efeito destes termos de ordem mais
alta como uma perturbagao em torno do caso linear. Este tema é tratado na teoria de
perturbagoes que utiliza como ponto de partida a solucao do problema linear.

Além das aplicacoes em problemas que envolvem pequenas oscilacoes, vale a pena
enfatizar a notavel analogia entre o oscilador harmoénico e circuitos elétricos. Do ponto
de vista matematico, um circuito elétrico constituido de um capacitor com capacitancia
C ligado em série a um indutor com indutancia L é equivalente a um sistema onde uma
massa m é presa a uma mola com constante elastica k, conforme a figura.

o o
ch

| +Qo
—Qo
R

AVAVA

Figura 7.1: Circuito LC e sistema massa mola

Ao fecharmos a chave ch no circuito, a carga positiva inicial Qg = Q(t = 0) comega a
passar para a placa negativa diminuindo a carga em ambas as placas (a soma das cargas
nas duas placas é sempre zero por conservagao de carga). Se nao fosse pelo indutor o
processo terminaria quando as cargas nas placas superior e inferior se anulassem. Devido
ao indutor, cargas positivas continuam sendo retiradas da placa superior do capacitor
mesmo depois dela ficar neutra. Assim, a placa superior comega a ficar negativa e a
inferior positiva. Quando a carga da placa superior for igual a —()y e a da placa inferior
(o, recaimos na situagao inicial mas com os sinais das cargas nas placas trocados. Nesse
instante, a carga positiva, agora na placa inferior, comeca a retornar para a placa superior
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até voltarmos a situagao inicial e o ciclo se repete. Como nao ha dissipagao de energia a
carga positiva fica passando de uma placa para outra indefinidamente. No caso do sistema
massa mola, a situagao inicial analoga a do capacitor consiste em deslocar a massa da
posicao de equilibrio e solta-la. Tirar a massa da posicao de equilibrio equivale a carregar
o capacitor. Soltar a massa equivale a fechar a chave ch do circuito. Como nao ha atrito
a massa vai oscilar em torno de uma posicao de equilibrio indefinidamente. A analogia
entre o sistema elétrico e mecanico fica ainda mais clara quando escrevemos a equagao
diferencial da carga Q(t) no circuito LC,

d*Q(t) 1

L = CQ(t). (7.31)

Comparando as equagoes (7.29) e (7.31) fica claro que a induténcia L desempenha um
papel andlogo ao da massa m e representa a “inércia elétrica” do circuito. Ela mede a
resisténcia que o circuito oferece a mudancas na corrente, assim como a massa mede a
resisténcia que o corpo oferece a mudancas na velocidade. O inverso da capacitancia C'
é o analogo da constante elastica k da mola. Além disto, como as equacoes sd@o analogas
podemos imediatamente escrever a solucao da equacao do circuito LC e desenvolver uma

boa intuicao sobre seu funcionamento. De fato, dividindo ambos os membros da equacgao
(7.31) por L obtemos

d*Q(t) 1 2
= — t) = — t). 7.32
Fazendo Q(t) — x(t) reobtemos a equagao (7.30). Portanto, podemos escrever ime-

diatamente a solugao geral da equagao do circuito LC:

1

t) = Acos(wot + ¢), com wyg=——, 7.33
Q1) (wot + ¢) T VIC (7.33)
As constantes A e ¢ sdo fixadas através das condigoes iniciais Q(t = 0) = Qo e

I(t =0) = —dQ(t)/dt|i—o = Iy, onde I(t) é a corrente através do circuito. Estas expressoes
sao analogas as condigoes iniciais do sistema massa mola: z(t = 0) = 29 e v(t = 0) =
dx(t)/dt|i=o = vo.

Este exemplo mostra um aspecto importante das equacgoes diferenciais na fisica. A
comparacao das equacoes diferenciais do circuito LC e do sistema massa mola nos permite
identificar o papel desempenhado por cada elemento do circuito e, em particular, entender
o significado fisico da indutancia.

7.2.2 Solucao de equacoes diferenciais com a exponencial com-
plexa

Vamos explicar esta técnica analisando primeiramente a equacao do oscilador harmonico
sem dissipacao. Como ja vimos este sistema é descrito pela equagao diferencial

d?x

onde w? = k/m.
Observe que esta equacgao é linear, pois todos os termos dependem de z e nao de
2%, 23 ou poténcias mais altas de x; também nao aparece nenhuma funcao de x. Além
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disto, a equacao é homogénea. Isto significa que todos os termos sao proporcionais a
uma derivada de x ou ao préoprio x e nenhum termo contém apenas uma fungao de . E
imediato verificar que, gracas a homogeneidade, se x(t) é uma solugao da (7.34), entao
cx(t), onde ¢ é uma constante, também é solugao.

Vamos agora supor que a solu¢ao da equagao (7.34) seja da forma

z(t) = e (7.35)
Substituindo a equagao (7.35) na equacao (7.34) obtemos
pleft = —wie? = p* = —w2 = p = £V —1 wy = Fiwp. (7.36)

Supor que a solugao da equacao (7.34) é da forma z(t) = eP* permitiu transformar a
equagao diferencial do oscilador harmonico em uma equagao algébrica (p* = —w?). Esta
técnica funciona com qualquer equagao diferencial ordinéria (sem derivadas parciais) linear
e homogeénea.

Encontramos solugoes do tipo z(t) = eP! = el Apesar de termos visto no capitulo
anterior o significado matemético de uma exponencial complexa, seu significado fisico
ainda precisa ser analisado. Como chegamos a uma solugao complexa tendo partido da
equagao diferencial (7.34) que s6 apresenta quantidades reais? E possivel extrair um
significado fisico desta solugao complexa?

Ao transformarmos uma equacao diferencial em uma equagao algébrica podemos ob-
ter solugoes complexas, bastando lembrar que as raizes da equacao do segundo grau
ax? +bxr +c = 0 com b> — 4ac < 0 sao complexas. Para que a técnica de transfor-
mar equacoes diferenciais em equagoes algébricas seja consistente precisamos resolver a
equacao diferencial logo de saida no corpo dos ntimeros complexos. Desta forma, podemos
aceitar solugdes complexas. Assim, substituimos a equagao diferencial (7.34) por

d*z

dt?

Devido a linearidade da equacao, x — a parte real de z — nunca se mistura com y

— a parte imaginaria de z — e ambas satisfazem a mesma equagcao diferencial. De fato,
substituindo z por x + iy na (7.37) obtemos

= —wiz onde z(t) = z(t) +iy(t). (7.37)

d*x

dt?

2
+ Wiz + i (% + w§y> =0. (7.38)

Para que a equacao (7.37) seja satisfeita é preciso que x(t) e y(t) satisfagam simultane-
amente a equacao diferencial que queremos resolver (para que um niimero complexo seja
zero é necessario que tanto a sua parte real como a sua parte imagindria sejam nulas).

Portanto, se encontrarmos um z(#) que satisfaz a equacdo diferencial que queremos
resolver entdo tanto sua parte real z(t), como sua parte imagindria y(t), satisfazem a
mesma equacao diferencial e sao solucoes do problema. Em outras palavras, resolvemos
o problema no corpo dos complexos e no final dos calculos tomamos a parte real, ou a
parte imagindria, do z encontrado.

Para o oscilador harménico, partimos da equagao (7.37) e supomos que a solugao seja
do tipo z = eP!. Isto leva, como j4 mostramos, a equagao algébrica p* = —w?2 que produz
a solucao z = e*™o*, Tomando a parte real de z obtemos




CAPITULO 7. EQUACOES DIFERENCIAIS SIMPLES 75

x(t) = Re(z(t)) = Re(e*™") = Re[cos(wot) + i sen (wot)] = cos(wpt),

onde usamos a equagao (6.3). A solugao obtida, cos(wot), satisfaz a equagao do oscilador
mas nao ¢é a solugao mais geral. Para obter a solugao geral lembramos que a equagao (7.37)
é uma equagao homogénea. Isto significa que se z(t) é uma solugao entao C z(t), onde C
é uma constante, também é solucao. Como estamos resolvendo o problema no corpo dos
complexos a constante mais geral é complexa, C' = Ae’, onde A e ¢ sao constantes reais,
e usamos a forma polar do nimero complexo C. Finalmente,

z(t) = Re(Cz(t)) = Re(Aewei“’Ot) = Re(Aei(wot’L‘b)) = Acos(wot + ). (7.39)

Esta técnica também é muito conveniente para resolver as equagoes do circuito RLC e
do oscilador harmonico com amortecimento viscoso. Vamos resolver a equacao do circuito

RLC.

7.2.3 Oscilagoes amortecidas

Para descrever sistemas elétricos um pouco mais realistas precisamos levar em conta a
dissipagao de energia. Esta dissipacao ocorre na forma de calor devido a resisténcia
elétrica R do circuito. Podemos levar este efeito em conta adicionando ao circuito LC
uma resisténcia R obtendo assim o circuito RLC em série, conforme a figura.

Figura 7.2: Circuito RLC e sistema massa mola num meio viscoso

A equacao diferencial do circuito RLC expressa o fato de que a diferenca de potencial
no indutor é igual a soma das diferencas de potencial no resistor e no capacitor (vocé vai
aprender no curso de Fisica 3 as convengoes para os sinais destas diferengas de potenciais).
A equacao é

dI(t) 1 d*Q(t)
—L——==RI—-=Q(t) <= |L
= Q)
onde usamos [ = —dQ/dt.
O sistema mecanico equivalente ao circuito RLC é o composto de uma massa e uma
mola imersas num meio viscoso que oferece uma forca resistiva Fj;,. proporcional a velo-

cidade,

o) 1
dt2 + & a4

Q(t) =0, (7.40)

dx
Flise = —pv = —pE. (7.41)
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Levando este termo em conta ao escrever a equacao de movimento para a massa m
obtemos

2
md—x + p@ + kx =0]| (7.42)
dt? dt

Qualitativamente, sabemos o que vai acontecer com o sistema massa mola no meio
viscoso quando deslocamos a massa de sua posi¢ao de equilibrio. Se o parametro p for
pequeno a massa vai oscilar algumas vezes com amplitude cada vez menor, devido a dis-
sipacao de energia, até parar na posicao de equilibrio. Se o parametro p for grande, a
massa vai diretamente para a sua posi¢ao de equilibrio sem oscilagoes. Como a equacao
do circuito RLC ¢ igual a equacao deste sistema, a fisica é andloga. Esta andlise quali-
tativa do circuito RLC ¢é interessante mas nao fornece muitas informacoes; por exemplo
nao conseguimos determinar quando se d4 a transicao do regime oscilante para o regime
puramente amortecido. Para isto precisamos resolver a equacao (7.40), ou equivalente-
mente a equagao (7.42). Vamos mostrar como resolver este tipo de equacao fazendo uso
da exponencial complexa que introduzimos na secao [7.2.2.

Primeiramente, dividimos todos os membros da equagcao (7.40) por L,

m—s = —kx — d_x<:>
az Pt

d’Q(t) | RdQ(t) & 1 _ d*Qt) | dQ(t) _
a2 + z dt + EQ(t) =0<«= a2 + 7y dt + WSQ(t) =0, (743>
onde
R 1
V=T e wp = o (7.44)

Analogamente ao que fizemos para o oscilador harmonico, supomos que a solucao da
equagao (7.43) tem a forma

Q(t) = e (7.45)

Substituindo e equagao (7.45) na equagao (7.43) obtemos

(P> +p+wy)e” =0 = p* +yp+wj =0, (7.46)

uma vez que e’* £ 0. As solucgoes da equacao de segundo grau em p sao

—v + 2_42 2
_ 7 v; “o _ T )T 2 (7.47)

2 Z_WO.

b+

Observe que podemos ter solu¢oes complexas se 7/2 < wy < R < 24/L/C (veja a
equacao (7.44)). Ha trés tipos de solucao.

(1) Amortecimento subcritico para 7/2 < wy < R < 24/L/C.

Neste caso py é complexo e é conveniente fatorar —1 na raiz da equagao (7.47).
Lembrando que v/—1 = i obtemos

tirfur - L =T+, (7.48)
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onde definimos

wy =4/wi — —, (7.49)

como v = R/L, w; = wy quando a resisténcia R = 0 e reobtemos o circuito LC.
Podemos obter a solugao geral como fizemos para o oscilador harmonico. Escolhemos
uma das solucoes, por exemplo eP+!, multiplicamos por uma constante complexa
C = Ae™ e tomamos a parte real da expressao resultante. Entao

Q(t) = Re[Ae e /2 it] — Ae=1/2 cos(wit 4 ¢). (7.50)

Como a solucao encontrada depende de duas constantes arbitrarias, A e ¢, pode-
mos afirmar que ela é de fato a solucao geral para o amortecimento subcritico. Se
tivéssemos escolhido eP~! ao invés de e+ terfamos obtido a mesma solucao.

Amortecimento supercritico para 7/2 > wy < R > 2+/L/C

Agora as duas raizes da equagao (7.46) sao reais:

2
Y Y i

onde definimos

72
=1  —uib (7.52)

A solucao geral é obtida tomando uma combinacao linear das duas solucoes eP+! e
eP-t. Assim temos

Q(t) _ Ae—('y/Q—ﬁ)t +B€_(7/2+5)t‘ (753)

Note que se tivéssemos tomado uma das solucoes, por exemplo eP+!, multiplicado por
uma constante complexa C, como fizemos no amortecimento subcritico, obteriamos
Acos ¢ eP+t que nao é a solucao geral uma vez que Acos¢ = A’ é na verdade uma
unica constante arbitraria.

Amortecimento critico para v/2 = wy < R=2+/L/C

Neste caso a equagao (7.46) para p tem uma tnica raiz:

i
p=—=. (7.54)

2
e obtemos a solucao Q(t) = Ae™ /2. Como esta solucdo sé contém uma constante
arbitraria ela nao é a solugao geral. Uma maneira de obter outra solucao indepen-
dente ¢é usar a seguinte combinacao linear das solucoes indepentes encontradas para

o amortecimento supercritico:

Q( ) 1 6_(7/2_5” — 6_(7/2+’8)t
t) = lim

— to /2
limy 23 te , (7.55)
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onde expandimos e*#! até primeira ordem em 3 para deduzir o resultado (Por que

nao é necessario ir além da primeira ordem?). Assim, a solucao geral é

Q(t) = (A + Bt)e /2, (7.56)

Este modo de encontrar a outra solucao da equacao do amortecimento critico é
muito engenhoso mas pouquissimo intuitivo. Uma maneira mais longa mas aplicavel
a outros problemas ¢é apresentada na secao (7.2.5).

A forma das solugoes para os amortecimentos subcritico, critico e supercritico é mos-
trado na figura [7.3. As trés curvas foram obtidas mudando-se apenas a resisténcia R
do circuito (equivalente & viscosidade p no sistema massa mola). Nos trés casos a carga
inicial no capacitor Q(¢ = 0) antes de fecharmos a chave ch é a mesma.

-- Supercritico
--- Critico
— Subcritico

Figura 7.3: Solucoes do circuito RLC com amortecimentos subcritico, critico e supercritico

7.2.4 Oscilacoes amortecidas e forgadas

Finalmente, vamos analisar o oscilador harmonico amortecido forcado e o circuito elétrico
equivalente. As equacoOes diferenciais destes dois sistemas sao exemplos de equacoes
diferenciais ordinarias de segunda ordem lineares e nao homogéneas.

Conforme a figura, no sistema massa mola com amortecimento viscoso aplicamos uma
forga harmonica Fycoswt com frequéncia f = w/27. No circuito RLC inserimos uma
fonte de tensao que fornece uma voltagem alternada Vi coswt (poderia também ser uma
antena recebendo o sinal de uma estagao de rddio com frequéncia f = w/2m).

A equacao diferencial do circuito RLC com uma fonte de voltagem alternada é dada
por

T | pdolt) | L) = Vycoswt <= o) de(t)

L
dt? dt C dt? dt

\%
+wiQ(t) = fo cos wt,
(7.57)
em que wy e y sao definidos da forma usual (veja a equagao (7.44)).
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Vi cos wt

Fycoswt

Figura 7.4: Circuito RLC e sistema massa mola num meio viscoso forgados.

A solugao geral da equagao (7.57), exatamente como a da equagao homogénea, depende
de duas constantes arbitrarias. Suponha que conseguimos achar uma solucao particular

Qpart(t) da equacado (7.57), isto é
deart(t)

szpart (t) +
dt? T
Geralmente, como o seu nome indica, a solucao particular nao depende de nenhuma
constante arbitraria. Porém, se tivermos a solucao geral Qpnom(t) da equagao homogénea—
-como € 0 nosso caso—, a solucao geral da equacao nao homogeénea ¢ simplesmente

\%
+ Wi Qpart () = fo cos wt. (7.58)

Q(t) = Qnrom(t) + Qpare () (7.59)
Vamos mostrar primeiramente que Q(t) = Qnom(t) + Qpart(t) é solugdo da equacdo nao
homogénea (7.57). De fato, substituindo a equacao (7.59) na equagao (7.57) obtemos

dt? dt
+ [szpart(t) + ’depart(t)

dt? dt

|:d2Qhom(t) + ,.),thom(t) + Wthom(t)]

W
+ Wi Qpart(t) — fo cos wt] =0, (7.60)

onde usamos a equagao (7.43) com Q(t) = Qrom(t) e a equagao (7.58) para mostrar que os
dois termos entre colchetes sao nulos. Como Qpom(t) contém duas constantes arbitrarias,
Qt) = Qrom(t) + Qpare(t) é asolugao geral. Assim, tudo que precisamos agora é encontrar
uma solucao particular.

Nos trés casos de amortecimento: subcritico, critico e supercritico as solugdes Qpom (t)
vao exponencialmente a zero a medida que ¢ aumenta. Por esta razao Qpom(t) é chamada
solucdo transiente. A solugdo dominante para tempos razoavelmente longos, Qpart(t), € a
solugao estacionaria.

A maneira mais conveniente de obter ()q¢(t) consiste em trabalhar no corpo dos
complexos. Defino z(t) tal que Re(z(t)) = Qpart(t). Lembrando que coswt = Re(e™"),
vemos que a equagao (7.57) é a parte real da equagao

2

d d 2 _ Vb iwt
@z(t) + vaz(t) + wyz(t) = T (7.61)

Vamos usar o sistema massa mola para guiar nossa intuicao. Neste sistema, depois que
a solugao transiente Yo, (t) se torna desprezivel, a massa oscila com uma frequéncia igual
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a da forca aplicada. Portanto, a solugao estacionaria y,,,+(t) deve ser do tipo A cos(wt+).
Como veremos abaixo, A e ¢ sao constantes reais determinadas pela equagao diferencial,
nao sao constantes arbitrarias. As duas constantes arbitrarias estao contidas em ypm, ().
Esta andlise sugere fazer a substituicao

2(t) = Ce™' = Ae'Pe™, (7.62)

na equagao (7.61). Note que Re(Ce™') = Acos(wt + ) como queremos. Apds a substi-
tuicao, obtemos uma equagao para a constante complexa C'.

. . V
2 : 2 iwt 0
W2 Ceiwt = 20 C = . 7.63
( w yw (,L)O) e e — ( (2) 3 27 ) ( )

Para colocar a constante C' na forma Ae’” colocamos w3 — w? + iyw na forma polar

(veja a equagao (6.4)). Entao

Wi — W +iyw = \/(wg — w?)2 4 4%? €'« = arctan ( 2%} 2) . (7.64)

Substituindo a equagao (7.64) na equacao (7.63) obtemos

Ve , V .
C= 0 e ' = 0 e'?, (7.65)
Ly/(wg — w?)? + y2w? Ly/(w2 — w?)? + y2w?
onde definimos ¢ = —a. Assim,
Vo ot i ( W )
z(t) = ey = —arctan | —— | . 7.66
O ’ - (7.66)

Finalmente, a solugao estaciondria é

Vi
Ly/(w§ — w?)* +7°w?

Qpart(t) = RG(Z(t)) =

cos(wt + ¢), ¢ = —arctan (;y—w) .
0

(7.67)

O problema dos osciladores amortecidos e forgados é tratado em detalhe nas referéncias

[1] e [2]. Aqui nos preocupamos principalmente com os aspectos matematicos da solugao
das equagoes diferenciais destes sistemas.

7.2.5 Operadores diferenciais com coeficientes constantes

Comegamos reescrevendo a equagao diferencial (7.43) do circuito RLC como

2w =0 (7.68)
ae " a0 o '
Definimos o operador diferencial O atuando sobre Q(t) como

d
+ wp. (7.69)

N 2
O=w@=t7g
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Em termos de O e equacio (7.68) se escreve como

OQ(t) = 0. (7.70)

No caso do amortecimento critico, wa = ~%/4 e ¢ facil verificar que o operador @) pode
ser fatorado como o produto de dois operadores d/dt + /2 e a equagao (7.68) é reescrita

(43) (D)o

onde aplicamos primeiro o operador d/dt + /2 mais a direita sobre Q(t) e em seguida o
operador d/dt + v/2 mais a esquerda sobre o resultado da primeira aplicagao. Definimos

y(t) = <% + %) Q). (7.72)

Em termos de y(t) a equagao (7.71) se escreve como

(% + %) y(t) = 0. (7.73)

A solucao geral desta equacao ordinéria de primeira ordem é facilmente encontrada usando
os métodos desenvolvidos na secao [7.1:

y(t) = Be "2, (7.74)

onde B é uma constante. Inserindo este resultado na equagao (7.72) obtemos uma equagao
de primeira ordem nao homogénea para Q(t).

d d
(a * %) Qt) =B = e”t”d—? +2eQ(t) = B. (7.75)

Note que o lado esquerdo da equagao pode ser reescrito como

% (e2Q(t)) = B = ""?Q(t) = A+ Bt = Q(t) = (A + Bt)e "2, (7.76)

que coincide com o resultado anterior. Este método é baseado no fato de que operadores
diferenciais com coeficientes constantes podem ser fatorados como polinoémios.

Exercicios

(1) Resolva a equagao diferencial

dy
& oyt
d:L' y + Y
sabendo que y(0) = 0.
(2) Resolva a equagao diferencial
d
B en ),

sabendo que y(0) = 1.
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(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

Resolva a equagao diferencial

dv

22— 1 — 2
dt o
sabendo que v(0) = 0.

Sugestao: use a propriedade

11 1 N 1
1—202 2\1—0v 140/’

A equacao que descreve um circuito RC com um capacitor de capacitancia C' ligado
a um resistor com resisténcia R ¢ dada por

R0 _ Q)

dt c’

onde Q(t) é a carga no capacitor e —d@Q/dt é a corrente no circuito.

(a) Resolva a equagao diferencial acima sabendo que no instante ¢ = 0 a carga no
capacitor é Q).

(b) Mostre que toda a energia Uy = Q3/2C armazenada no capacitor do problema
(6) em t = 0 é dissipada como calor no resistor.
Sugestao: a poténcia dissipada pelo resistor como calor é RI? = R(dQ/dt)>.
Portanto, a energia total dissipada no resistor é

[e.e]

Eyis = / RI%dt.

0

Um circuito LR ¢ constituido de um indutor com indutancia L ligado em série a
um resistor com resisténcia R. A corrente I(t) que passa neste circuito satisfaz a
equacao diferencial

dI(t)
—2 = _—RJI
dt RI,

onde 1(0) = I. Determine I(t).

Uma massa m esta presa a uma mola de constante elastica k. O sistema estd imerso
num meio viscoso que oferece uma forca de reagao F,..s = —pv ao movimento da
massa. Escreva as solugoes possiveis da equacao diferencial do sistema explicitando
em que condigoes elas ocorrem. Expresse seus resultados em funcao de m, k e p.

Determine a solugao estacionaria do sistema massa mola descrito no problema (6)
quando uma forga Fycos(wt) é aplicada a massa. Para que valor de w, quando
p << Vmk, a amplitude do movimento serd maxima?



Apeéendice A

Solucoes dos exercicios

A.1 Limites
(1)

2 _ _ _
2 Tim 5m+6:lim(x 2)(z —3)

(
(b
(
(

=lim(z —3) = -1

z—2 x—2 T—2 x— 2 T—2
Substituicao direta de x por 2

)
)

¢) Substituicao direta de x por 0
2
oyt —=25 (W45 -5 . _
DB STy T aReto=w

(a) 1 x—9 I T —9 I 1 1
a) lim ——— = lim = lim —— = —
=522 —25 25 (x —5)(x+5) w5245 10
R ) -2 1 -2
(b) lim % = li (x=2(@+1) = lim ~ = o limite nao existe
S N A | r—1 (,Qj+1)($—1) =1y —1
5 ) 1
(c) lim o im T = lim —— = o limite nao existe
z5 32 —25 a5 (x —5)(x+5) 251 —5
(¢) lim 5r% 48z lim ?(br +8) lim Sz+8 1
20 3wt — 1622 «-0 22(322 — 16) 20322 —16 2
(d) hH(l) — = oo (Compare com liH(l] — que nao existe. Neste caso, se x — 0
x—0 x—0 r

por valores menores do que zero, 1/x — —o0, mas se x — 0 por valores maiores

do que zero, 1/x — o0.)

83
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A.2 Derivadas

Wle) L2 s+ 5)720 = 160(a” + 5

dyfhft) = % cos(wt + ¢) = —wsen (wt + @)

dy;yft) - %[COS(WWZ = —2w cos(wt) sen (wt)

d?ﬁ_g’f) _ %[sen (az® + bx)] = (2ax + b) cos(ax® + bx)

dy;t(t) = %exp(—wt} = —wexp(—wt)

dy;ix) _ % exp(ax® + br) = (2ax + b) exp(ar® + bx)

dy;ix) = % In(az® + bx + ¢) = cwcch—b—;z—c

dy;i@ = %(ax2 + bz + 0)1/2 = %(QOW +0)(az? + bx + C>_1/2 - \/%
dyfzf) N %w +o)T = —%@m)(ax? o= ﬁ

A.3 Integrais
(1)

84

5
/(2x+x4+6_5”) de‘:ZE2+%—6_$

/cos(wt + ¢) dt = é sen (wt + ¢)

a -+ bx

1
/y\/1+y2 dy = S(1+y°)"?

/2211 dz =In(2* + 1)

1 t
——— dt = —arctan(—); fizemos a mudanca de varidvel ¢ = atanf.
t? + a? a a

/ 1 & 11 t—a 1 1 1 1
— —dt=—1In - usamos ——— = — — .
12 — a2 2a t+a)’ t2—a2 2a\t—a t+a

x 1
==
/(x2 + a?)3/? ’ Va? + a?

/ln(:z;)d:c = zIn(x) — z; colocamos In(x) = d_:v In(x) e integramos por partes.
T

1
/ ! dxzzln(a—irbx)

(2)
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O trabalho é dado por

1

z1
kx? |o ka?  kal
= | F = — - -1, ™0
W / (x)dx /kxd:c 5 e 5 T
z0

zo

(3)

A area entre as curvas é

A- / (1 () = ya(a))do = / (& + 2)de = (3 ! %)

(4)

Calculo da velocidade

2

o(t) = /a(t)dt: /ctdt: ok

A constante k é determinada com a condigao inicial v(0) = vy

ct?
:>k3:1}0 € U(t):?]()—i‘?.

Alternativamente, podemos impor diretamente a condicao inicial usando uma integral

definida:

t t
t/2 t t2
o(t) — vo = /a(t’)dt’ - /ct’dt’ - 02 = ¢

0 0

=5

t? 8
SC(t) = /U(t)dt = / (’UO -+ %) dt = vol + % + k.

Calculamos a constante k& impondo x(0) = g

- ct3
— k=129 ¢ x(t):xo—i-vot—l—F.

Como fizemos para a velocidade, podemos impor a condicao inicial diretamente

¢
ct'? ct'3 |t ct?
z(t) — xg = /v(t’)dt’ :/(vo—i- 5 )dt/:vot'—k & o :v0t+?.
0
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O trabalho aplicado sobre a particula é

o0

W:—/F(r)drz—/GMde:GMm 0 :GMm

r2 r Rt RT

RT RT

(6)

O impulso I de F(t) é

to to t2)

I:/F(t)dt:/ dd<t dt = /mdv—mv

t1 t1 v(t1)

U(tz)

" = mu(ty) — mo(ty).

A.4 Vetores
(1)

Ay B
u
2
/
| 7
L
S AN o
U —1
—2
Figura A.1
(2)
1, 1
(b) b, = -3
(c)@+b="T7+5]—k
(d) |b] = /b2 + 02 + 02 = /32 + +(-1)2=+19
(e) @-b=azhy + ayby + ab, =12 — 24 = —12
i-b  —-12 -3
(f) cos(0) = — 10,3078 — 0 ~ 107,9°

b 4% N
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WO . PR
(a) 7 97+ 27, R 18t1
ar(t) - &F(t) -
O =5 =0 g =0
- 2 -
() dl:lit) = —Awsen (wt), d;gt) = —Aw? cos(wt)

t t
A
(a) /ﬁ(t)dt:/ At?dt 7= §t37
0
t t

0
t
(b) /U(t)dt = —/ wsen (wt)dt 74—/ w cos(wt)dt 7= cos(wt) 7+ sen (wt) T
0 0 0

(5)

O médulo da velocidade é constante.

d_"_’ bd d_‘ —
09 _§ o s g—z.a-0
dt dt

Sea-v=0,oud=0eo movimento é retilineo uniforme, ou @ L ¥ e o movimento é
circular uniforme.

U] = const. = ¥+ T = (const.)* =

A.5 Expansoes em séries de poténcias

1 1+z 2P
f(z) 211(1_96) x+3+5+ <x<
(2)
r? ozt af
cosh(x)zl—ka—i-z—ka—l—...
3 45 T
senh(x):x—l—g—i-a—l—ﬁ—l—...

Comparando com as expansoes de cos(z) e de sen (x) vemos que, ao contrario do que
ocorre nas expansoes das fungoes trigonométricas, os sinais dos termos nas expansoes das
funcoes hiperbdlicas sao todos positivos.

(3) e (4)

(1£6)2=1F26+302F46° +56% + ... —1<5E%<1.
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Para o dipolo vamos usar as expansoes acima até ordem 4.

o q 1 1 o q -2 -2] =
E = - = 1-0)""— (149
47eg [(m —a)? (z+ a)Q] ! dmegr? I ) (1+0)7]
~ 407 = |E =~ :
dreqx? ! ’/TGUI'SZ

Para o quadrupolo vamos usar as expansoes acima até ordem 42

E= -~z - 1822+ (1+46
d7eg {(x—a)Q x? * (x+a)2} ' drregr? I ) T+
q 2 — 3qa2 -
~ 6077 =— | F ~ .
4drrepa? ! 2megxt !

Substituindo a solucao ¢(t) = exp (pt) na equacdo do capacitor em série com um
resistor obtemos

dePt ePt ePt 1 1
- pt_ T - _ -
Rdt C:>Rpe C:>Rp C:>p RO
— | (1) = exp(-—=)

= exXp(——
q p RC

Como a equagao é homogeénea, a solucao geral tem a forma

QU) = Aglt) = Aexp(—— ) mas Q(0) = Qo= A=Qy

— Q) = Quesp(~—)|

A.6 Equacoes Diferenciais

(1)

Apés separarmos as variaveis obtemos

dy
2y +1

1 1 1
:dx:>§ln(2y—|—1):x+c’=>y(:c):C’e23”—§;y(O):O:>C:§.

(2)

Ap6s a separacao de variaveis

d 1 1
& sen (t)dt = — =cos(t) +C =y =
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Apés a separagao de varidveis, colocando a condigao inicial v(0) = 0 no limite de
integracao obtemos

t

u(t)
1 1
= — dv' = [ dt
1—1)2 2 1+v 1—
0 0

t —t

1+o(t) et—1 et—e
:>ln( ) =2t = w(t) = T Rl = tanh(t).

(a) A equacao do capacitor em série com o resistor pode ser integrada diretamente.
Colocando a condigao inicial no limite de integracao obtemos

dQ(t) ag -
R 7 :>/ _—/Rcdt
(80— e

(b) A energia dissipada é

o0

Eys = / RI?dt.
0

O item (a) fornece

dQ(t) d 4 Qo _
J= =\ _ _ = /RC _ t/RC’
dt goe RC©

Substituindo este resultado na equacao para Fz obtemos

2 RC o Q2
E ” 72t/RCdt - _ QO Y~ —2t/RC — _0
u / e RC? 2 ° o~ 2C

(5)

A equacao do indutor em série com o resistor é

dl
L— = —RI
dt RI,

separando as variaveis temos

dl
T = —%dt:ln([) = —%t—l—c’:>[:C’eXp(—§t) ; 1(0) = Iy = C = I.
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(6)
A equacao diferencial do sistema massa mola num meio viscoso é dada na equagao
(7.40)

d*z dz d*z dz 9
= =0 = —— — = Al
mdt2+pdt—|—kx 0 dtz—l—’ydt—irwom 0 (A.1)
onde agora
_ P o _ K A2
Y=o W=l (A.2)

A equacao (A.1) tem a mesma forma da equagdo (7.40) do circuito RLC. Assim, as
solugoes sao as mesmas, mas com v e wi dados pela equagao (A.2).

(1) Amortecimento subcritico para v/2 < wy < p < 2vVmék.

2
z(t) = Ae™"? cos(wit + ¢) com  w; = \/wd — iy

4

(2) Amortecimento critico para v/2 > wy < p > 2vVmk

2

w(t) = Ae" (/2O 4 Bem (12Ot com B = % — W

(3) Amortecimento supercritico para 7/2 = wy < p = 2vV'mk
z(t) = (A4 Bt)e "2

(7)

A equagao do oscilador amortecido e forgado é obtida adicionando-se a equagao (7.40)
a forca F' = g coswt.

d*x dz d*x dz F
M = —kx — Lo + Fp coswt = o2 + T + wir = EO cos wt, (A.3)
onde
_P e ok Ad
v=ooe W= (A.4)

Comparando com a equacao andloga do circuito RLC com uma fonte de corrente
alternada temos as correspondéncias x <> @ e Fy/m <> V,/L. Portanto,

Fy ( YW )
x(t) = cos(wt + ), = —arctan | —— | . A5

A amplitude

Fo
m/(f — PP+ P
vai ser maxima quando o argumento da raiz for minimo. Isto ocorre, no caso p <<
vmk & v << wy, para

A (A.6)

72

Winae = \| wWE — 5 (A7)
Como v << Wy, Wnas =~ Wy € a amplitude do movimento pode se tornar muito grande.

Este fenomeno é chamado ressonancia.
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