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PREFACIO

Este texto foi dividido em trés partes. Na parte 1 sao revisados os conceitos fundamentais, que sao
necessarios a estatica das estruturas, mas que sdo considerados de pleno conhecimento do leitor e

sdo apenas brevemente revisitados.

Nesta parte 2 sdo apresentados trés tépicos especificos a estatica das estruturas — obtencdo de
linhas de influéncia e resolugdo de estruturas hiperestaticas pelo processo dos esforcos e pelo
processo dos deslocamentos. Sdo pontos fundamentais para o estudo do comportamento de
estruturas. Da mesma maneira que no primeiro livro, ndo cobrimos todos os detalhes das

formulagdes, pois acredita-se que o leitor ja tenha familiaridade com o tema.

Na parte 3, ndo menos importante, sdo estudadas formulacdes de problemas de valor de contorno
e a sua resolugdo pelos métodos de Rayleigh-Ritz, de Residuos Ponderados e pelo método dos
elementos finitos. Uma extensdo dos tdépicos abordados na Estatica das Estruturas, porém

essenciais ao Engenheiro Moderno.

Por fim, salienta-se que este ndo é um texto introdutdrio. Traz apenas as relagdes mais importantes,
necessarias para a compreensdo de conceitos empregados ao longo do texto. Apenas as equagdes
e discussOes essenciais ao aprofundamento do estudo sdo trazidas ao texto. Dedug¢des mais

especificas devem ser consultadas em referéncias complementares.

Autores, margo de 2025.
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Capitulo 1 - Linhas de Influéncia

Neste capitulo vocé vai ver:
e Obtencdo de linhas de influéncia por equilibrio;
e Principio de Muller-Breslau;
e Linhas de influéncia em pérticos;
e Linhas de influéncia em trelicas;

e Sistemas isostaticos de pisos.

O projeto de uma estrutura, os esforcos internos dos elementos estruturais sao
determinados em funcdo das solicitacdes que atuam sobre eles. As a¢bes sdo divididas,
essencialmente, em dois grandes grupos: acdes permanentes e variaveis.

As acdes permanentes atuam na estrutura durante toda a sua vida util, com valores e posicoes
conhecidos. Decorrem do peso préprio da estrutura e dos elementos construtivos, das instalacdes
e equipamentos, além de empuxos de dgua/solo, por exemplo.

As acles varidveis sdo aquelas que atuam de forma intermitente ao longo da vida util da
estrutura, ndo tendo necessariamente uma posicdo fixa. Decorrem do uso da construcdo, da acdo
de intempéries, de veiculos, entre outras possibilidades. Seus valores podem variar e sao
estabelecidos por cédigos normativos conforme a probabilidade de ocorréncia. No caso de cargas
de posicdo fixa e conhecida, basta calcular envoltdrias das grandezas de interesse para o
dimensionamento da estrutura (deslocamentos, rea¢des e esforcos internos) para identificar os
estados limites ultimos e de servigo.

No caso de veiculos e pontes rolantes, por exemplo, ndo apenas os valores das cargas podem
variar, mas também sua posicdo sobre a estrutura. Por serem moveis, podem prover solicitacGes
distintas em uma mesma se¢do de um elemento estrutural a depender da posicao em que esta
atuando em determinado momento. Para obtencdo de envoltdrias das grandezas de interesse, os
valores deveriam ser calculados para cada possivel posicdo da carga mével, em cada secdo do
elemento, tornando o processo de analise muito oneroso.

No entanto, para auxiliar na determinacdo das grandezas de interesse decorrentes de acdes
moveis, e apropriando-se do principio de superposicao dos efeitos, utilizam-se as chamadas Linhas

de Influéncia, definidas da seguinte forma:
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Linha de Influéncia (ou simplesmente LI) de um determinado efeito E em uma dada
secdo C de um elemento estrutural é a representagao grafica ou analitica do valor
desse efeito E naquela segao C, produzido por uma carga vertical unitdria, de cima

’ para baixo, que percorre a estrutura ou parte dela.

Na Figura 1 apresenta-se a linha de influéncia de um efeito E para uma segdo C indicada (LI
de E.), ou simplesmente n(s), para carga unitdria percorrendo uma estrutura, no caso linear ou
reticulada, segundo seu eixo longitudinal em um sistema de coordenadas orientado da esquerda
para a direita. Representa-se ainda E.(s), que é o valor do efeito na se¢do C quando a carga unitdria
se encontra na coordenada x = s.

S 1
V C

A ' B

E (s)
LIde E. = n(s)

FIGURA 1. LI DE E, E VALOR DE E.(s) PARA CARGA UNITARIA POSICIONADA NA ABSCISSA x = s.

O efeito E (ou grandeza de interesse) pode ser uma reagdo de apoio, um deslocamento ou
um esforgo interno que se deseja quantificar na determinada se¢ao C de um elemento estrutural
especifico para diferentes posicdes de uma carga unitaria percorrendo a estrutura. Diferentemente
da representagdo de diagramas de esforgos solicitantes ou linhas eldsticas — em que se varia a se¢ao
onde se estd calculando um efeito mantendo-se a posi¢ao do carregamento fixo —, em Linhas de
Influéncia o efeito e a se¢ao sao fixos, enquanto o que se varia é a posi¢cao de aplicagdo da carga
vertical unitdria (carregamento). Em resumo, cada ordenada da LI representa o valor do efeito em
uma secao fixa previamente escolhida para a carga vertical unitaria atuando na posi¢ao onde se tem

a referida ordenada.

1.1 Obtengdo de Linhas de Influéncia de Forma Analitica

As linhas de influéncia podem ser obtidas de forma analitica, pois sdo fun¢ao apenas de uma
carga unitaria e de sua posigao na estrutura. A titulo de exemplo, sdo apresentadas algumas LI’s de
uma viga bi-apoiada com balan¢o no Quadro 1. Estas foram obtidas por equag¢des de equilibrio,

tendo-se como incognitas as reagdes e esforgos das LI’s desejadas.
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]
A

A P

| 2m | 3m | 2m |

0,4
A ¢ B/ID ZMB:O
/\
T7777
1 RA=1—S/5
b) LI de reacdo em A
A C B D
- EFQZO
1 5RB—1S=
1,4 RB_S/5
c) Ll de reacdo em B
0,8
P/0<s<2 P/2<s<7
A «Cp E////W
1< 7 D ZME’=0 ZME_=0
77777
—M,+3Rg =0 —M.+2R,; =0
1,2
5 M, = 35/5 M, = 2(1 _ 5/5)

d) LI de momento fletor em C

0,4

0,4

MCT = B./l
T P
0,6

e) LI de esforgo cortante em C

P/0<s<2

P/2<s<7

QUADRO 1. LINHAS DE INFLUENCIA DE FORMA ANALITICA.

As expressoes analiticas definem a Linha de Influéncia respectiva ao efeito visado. Na LI da

reagao vertical R, (Quadro 1b), uma expressao linear foi obtida para toda a estrutura, e representa

o valor da reacdo no apoio A quando a carga unitaria esta na abscissa correspondente (valor de s).
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O mesmo é valido para a reagdo vertical Rz (Quadro 1c). Ou seja, a LI representa o valor do
efeito (reacdo vertical) quando a acdo unitaria se encontra sobre aquele ponto, e cada Ll representa
apenas um Unico efeito, numa dada secdo. Por convencdo, independente do efeito em andlise,
considera-se positivo na parte inferior e negativo na parte superior da linha de influéncia.

Observa-se ainda que, nas LI de M e V- (Quadro 1d e Quadro 1e), foram obtidas expressdes
lineares relacionadas com o efeito da carga unitaria no ponto em anadlise (ponto C). Em toda e
qualquer LI de estruturas isostaticas, as expressoes lineares ja sdo esperadas, pois as estruturas sdo
isostaticas e as linhas de influéncia sdo advindas de uma carga unitaria. Ndo ha possibilidade de
estas terem um grau maior para a expressao analitica sendo apenas uma carga concentrada aplicada
em uma estrutura isostatica.

O tracado das LI por meio da deducdo analitica do efeito e da posicdo da carga unitdria pode
se mostrar oneroso em estruturas mais complexas. Portanto, mais a frente, sera apresentado um
método que emprega consideracGes geométricas da estrutura, sem perda de generalidade. Ndo
obstante, algumas informacdes essenciais podem ser extraidas das expressGes analiticas para
embasar as futuras discussoes.

E fato que, nas linhas de influéncia referentes a reacdes de apoio, a ordenada da LI serd
unitaria sobre o préprio apoio considerado e nula nos demais pontos de apoio. Isto é destacado na
Figura 2. Conhecidos dois pontos da LI, na inexisténcia de descontinuidades na estrutura (ou entre

descontinuidades), esta ja pode ser tracada, haja vista sua linearidade.

- C /’_\4;/‘

N T o\
\ \ B /
\—-

Ny >4 >

a) LldereacdoemA b) LldereacdoemB

FIGURA 2. LINHA DE INFLUENCIA DE REAGAO DE APOIO.

Nas linhas de influéncia de momento fletor, a extensdo das linhas de influéncia até os pontos
de apoio permite observar algumas relacdes primordiais, vide Figura 3. Considere a e § como sendo
a distancia entre a se¢do considerada (ponto C) e apoios A e B.

Percebe-se, por semelhanca de triangulos, que os valores das ordenadas nas extensoes da LI

~ . A ~ . Q. T .
sdo as proprias distancias a e 5, e a ordenada na segdo C é 'B/L. Isto implica que os giros dos

trechos da LI sdo dados por w; = a/L ew, = B/L, e que o giro relativo entre os dois trechos w;,,

dado pela soma dos giros dos trechos, é unitario (i.e. w;;, = w; + w, = 1). Estas relagbes serdo

amplamente empregadas posteriormente.
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D

a W,
prolongamento daj' . p prolongamento da
LI do trecho CB af/L i LI do trecho AC

FIGURA 3. LI DE MOMENTO FLETOR EM C.

FIGURA 4. LI DE ESFORCO CORTANTE EM C.

Nas linhas de influéncia de esforgo cortante, a extensdo das linhas de influéncia também traz
relagGes essenciais, vide Figura 4. O valor da ordenada da extensdo da LI sobre o apoio é sempre
unitdrio, correspondente ao valor da carga. Assim, o giro das chapas é igual, e de valorw; = w, =
1/L' Desta forma, as linhas auxiliares sao paralelas, devendo-se apenas observar o sentido positivo

das ordenadas da LI. Recobrando a definigdo das distancias a e 5, as ordenadas no ponto C sdo

dadas pora/Ljuntoaae’B/Ljuntoa,B,ea+,8 = L.
1.2 Trem-tipo

Conhecida a LI de um efeito E., pode-se calcular o valor do referido efeito provocado por um
carregamento movel composto por cargas concentradas e/ou distribuidas utilizando os principios
da superposicdo de efeitos e da proporcionalidade entre causa e efeito. Este procedimento é
empregado para determinar os valores maximos e minimos de um efeito em determinada secdo,
bastando fixar o carregamento mdvel nas posicdes mais desfavoraveis.

A forma do carregamento mével é definida em projeto, se adequando a finalidade da
estrutura. No caso de pontes rodovidrias e ferroviarias, os cdédigos normativos definem veiculos

padroes, chamados de “trens-tipo”.
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Trem-tipo é uma representa¢dao normativa de veiculos que trafegam na estrutura,
segundo a finalidade e natureza desta. S3o compostos por cargas concentradas e

distribuidas, com grandezas e espagamento pré-estabelecidos.

Uma ilustragdo de um trem-tipo é provida na Figura 5, composto por cargas concentradas e
distribuidas, de valores e posi¢ées conhecidos. Destaca-se, em especial, as cargas distribuidas de

comprimento variavel (indicadas por ...), que serdo discutidas em momento oportuno.

P, P, P,

~ hl

-—

p
(VV/ L/ IWlNHvHHL Yll/l //<
) ,a, b , ¢  d, )
/ [ [ | [ [ /

FIGURA 5. EXEMPLO DE TREM-TIPO.

1.3 Obtencao de um efeito devido a atuacdao de trem-tipo

A composicdo de E,. devido a atuagdo do trem-tipo se da pelo principio da proporcionalidade
entre causa e efeito. Assim, o efeito é dado pelo produto entre o valor da carga que compdem o
carregamento movel e a ordenada da LI correspondente ao seu ponto de aplica¢do.

No caso de cargas concentradas, isso se da de forma direta, multiplicando-se o valor da
ordenada pelo valor da carga. No caso de cargas distribuidas, o produto é dado pela integracao da

expressao relativa ao carregamento movel e da LI onde a carga se encontra aplicada, i.e.:
E.= j q(s).n(s)ds (1.2)
S

Para carregamento uniformemente distribuido, o procedimento equivale ao cdlculo da area

da LI onde atua o carregamento, ou seja:
E. = qfn(s)ds (1.2)
N

De forma ilustrativa, considera-se um trem-tipo composto por duas cargas varidveis
concentradas assim como uma carga variavel distribuida de 8 kN/m, conforme indicado no Quadro
2b. Em todas as possiveis posi¢des do trem-tipo, duas situacdes devem ser consideradas — de

maximo e de minimo efeito, para posterior dimensionamento.
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HS 1 20 kN 10 kN
A C B D 8 kN/m ‘ 8 kN/m
s o |
2m 3m | 2m | .. 105 10 05
| | | | | (m) |
a) Representacdo esquematica da viga b) Trem-tipo
0,7.3,5)
R} =20.1+10.0,8 + 8.(073
20, 10 4 /2
R} = 37,8kN
\ | | | oo 04
A C B 0.1 =
— D
ﬂ% X 77 | 1o 20 Ry =20.(—0,4) 4+ 10.(—0,2)
1 08 % ‘
Vol 18 (_0,1_0,5)/2
R; = —10,2kN
c) Ll de reacdoem A
0 10 Mg =201,2+1008+8. 0913/,
0,8
| | | | 0304 +8. (06157 — 41,0kn.m
A G B D
Z\
095708~ ;‘ Mg = 20.(=0,8) + 10.(~0,4) +8.(70205)/
M7 = —20,4kN.m
d) LI de momento fletor em C

QUADRO 2. LINHAS DE INFLUENCIA DE VIGA BIAPOIADA.

Tendo sido consideradas apenas acdes varidveis, entdo atuam apenas no trecho que
contribuem para obter o maior / menor valor do efeito, respeitando as distancias de a¢do do trem-
tipo. E importante notar que o comprimento da carga distribuida é varidvel, devendo ser ajustada
conforme a necessidade, inclusive podendo ser dividida em trechos. As cargas concentradas sdo
posicionadas de forma que sua contribuicdo ao efeito pretendido seja o “maior” possivel.

Considerando inicialmente a reagao vertical em A (Quadro 2c), duas situacdes sdo passiveis
de ocorrer —uma levando ao maior efeito positivo, outra ao maior negativo. Ou, em outras palavras,
o0 maior e menor efeito devido ao trem-tipo. Buscando o maior efeito, a carga concentrada de maior
valor do trem-tipo (de 20 kN) é posicionada na maior ordenada positiva da LI, ou seja, sobre o apoio
A. A outra carga (de 10 kN) é entdo posicionada a distancia fixa de 1 m, determinada pelo trem-tipo,

para direita ou para esquerda, em que seu efeito seja maior — portanto para a direita.
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Uma vez posicionadas as cargas concentradas, marca-se a regido da carga distribuida —
também a uma distancia fixa das cargas concentradas, conforme o trem-tipo considerado. Como é
uma carga variavel, impdem apenas na regido de maior efeito — positiva, para a analise atual. A
posicao de aplicacdo das cargas decorrente deste processo esta destacada na propria LI, acima da
viga. A partir disto, pode-se efetuar o calculo da maxima agao, resultando em reagdo de 37,8 kN.

No caso da menor a¢do, o mesmo processo deve ser adotado, porém considerando apenas a
regido negativa da LI. A posicdo resultante foi representada na parte inferior da LI de R, (Oc). E
interessante notar que o trem-tipo foi posicionado de forma inversa — as posicOes das cargas
concentradas foram trocadas. Ndo ha nenhum impedimento para que isto ocorra, pois considera-
se que o veiculo possa estar transitando em ambos os sentidos de fluxo. A menor a¢do obtida foi
negativa, de -10,2 kN.

Por sua vez, para obter o maximo momento fletor no ponto C da estrutura, a carga
concentrada de maior valor é posicionada sobre a maior ordenada positiva da LI. Em seguida, é
posicionada a segunda carga concentrada respeitando a distancia fixada pelo trem-tipo. Deve-se
verificar em qual lado sera obtido o maior efeito — ou seja, o trecho de LI que tiver menor inclinagao.
A carga distribuida é entdo posicionada respeitando sua configuracao, e o valor da acao pode ser
obtido. Todo o procedimento é repetido para o minimo momento fletor (ou maximo negativo).
Repare que, no Quadro 2d, a posicao do trem-tipo também foi indicada acima e abaixo da viga nas
situacdes de maximo e minimo momento fletor.

Considere, de forma complementar, a existéncia de uma carga permanente adicional ao trem-
tipo, no valor de 15 kN/m (esta ndo foi indicada no Quadro 2). Para determinar seu efeito, por ser
permanente, ndo se faz distincdo entre trechos positivos e negativos, e sua contribuicdo deve atingir
toda a estrutura. Para a viga em questao, no caso da reagao no apoio A, tal contribuigao adicional,

tanto para maximo quanto para minimo efeito, seria dada por:

(—0,4).2

15 .
R, =15.——+15 = 31,5kN

2 ' 2
No caso do momento fletor na se¢do C, o adicional seria dado por:

1,2.5 (—0,8).2
+15.~———=33kN.m

Em suma, as cargas distribuidas permanentes atuam sobre toda viga, ndo fazendo distincao

MC = 15

entre trechos positivos e negativos. Para obter o valor maximo / minimo considerando tanto ag¢des
varidveis e permanentes, realiza-se a adigdo dos respectivos valores. Por exemplo, para a reagao de

apoio em A, os valores maximo e minimo sdo dados por:
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Ri =37,5+ 31,5 = 69kN
R; = —10,2 4+ 31,5 = 21,3kN

1.4 Envoltdria de Esforgos

Para dimensionar uma estrutura, ndao basta conhecer o efeito de um trem-tipo em uma secao.
Deve-se conhecer o efeito do trem-tipo em diversas se¢des. Para facilitar o dimensionamento, cria-
se outro diagrama, a envoltdria de esforcos. Este consiste na representacao grafica, para cada secao
transversal da estrutura, da variagdo mdaxima e minima de um efeito decorrente da acdo dos
carregamentos (permanentes e varidveis). Para tanto, divide-se a estrutura em uma série de secdes,
e em cada secdo faz-se a linha de influéncia e posterior imposicdo do trem-tipo. Os valores sdo
registrados na envoltéria na prépria secao, formando o diagrama.

Para exemplificar o processo, considere a viga biapoiada do Quadro 3. Decidiu-se realizar uma
secdo a cada metro, observando o trem-tipo indicado (composto de a¢Oes varidveis e permanentes),
fazendo a envoltéria de momento fletor. A distancia é arbitrada, ndo existe um valor padrao. Deve
ser adotada conforme a complexidade da estrutura.

Inicia-se fazendo a linha de influéncia de momento fletor para cada se¢ao. Em cada LI,
determina-se o maior e menor efeito devido ao trem-tipo considerado, considerando tanto acoes
varidveis quanto permanentes. Os valores obtidos sdo marcados no diagrama de Envoltéria, na
secdo transversal correspondente. Por fim, os pontos obtidos sdo conectados por uma linha curva

(vide Quadro 3i).

8 kKN/m 20 KN 20 kN8 kN/m
-
A 5 B C 05 1,0 05
A A U T m)
| 5m 2m | 10 kN/m

a) Representacdo esquematica das secoes b) Trem-tipo
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M; =20.0,8 +20.0,6 + 8. 0405/

48 (0,5.2,5)/2 +10. (0,8.5)/2

~10.(0%2)/, — 49,8 kN.m

M; =3,8kN.m

M} = 71,0 kN.m

My = —24kN.m

M} = 67,0 kN.m

M; = —18,6 kN.m

20’ 20

f) LI de momento fletor em 4

20

M} =378kN.m

My = —448 kN.m




Linhas de Influéncia

25

2,0
]’()/ MZ = —20,0 kN.m
0,5
A —_— B C M; = —81,0 kN.m
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g) LI de momento fletor em 5

1,0

O/ M{ = —=5,0kN.m
A . 1 1 B
s | = <
- 20 Mg = —26,0 kN.m
h) LI de momento fletor em 6
81,0
448
26,0
18,6
3.8
a2 20 B/\~

C

AN
v7zzzz 20,0 5.0

37,8
49,8\

i) Envoltoria

QUADRO 3. ENVOLTORIA DE ESFORGOS.
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1.5 Processo das Cadeias Cinematicas

Uma estratégia alternativa para obtencao das linhas de influéncia é o emprego do processo
de cadeias cinematicas por meio do Principio dos Trabalhos Virtuais, na forma do Teorema de

Miiller-Breslau, que diz o seguinte:

A linha de influéncia de um determinado efeito E na se¢do de abscissa ¢ provocado
por uma forga unitdria vertical P é igual a deslocada vertical §, obtida a partir da

introdugao de um deslocamento unitario associado ao efeito E.

Em outras palavras, o teorema estabelece que, retirando-se o vinculo associado ao esforgo
interno ou a reac¢ao cuja LI se deseja determinar, a deslocada vertical obtida ao se aplicar um
deslocamento unitario de sentido contrario ao arbitrado positivo na dire¢ao do respectivo esforgo
ou reacgao € igual a LI do referido esfor¢co ou reacdo para carga vertical unitaria percorrendo a
estrutura. Desta forma, a obtencao de linhas de influéncia de estruturas isostaticas se torna um

processo geométrico, sem precisar manusear condi¢des de equilibrio.

1.5.1 Demonstragao do teorema para sistemas isostaticos

Para demonstracdo do teorema em sistemas isostaticos, considere uma viga bi-apoiada com
carga unitdria vertical percorrendo a estrutura, em que se deseja obter a LI da reacao vertical do

apoio em B, conforme a Figura 6.

| S 1
|

A A B
’7};;5 /77777
| : |

FIGURA 6. VIGA BI-APOIADA SOB CARGA UNITARIA VERTICAL MOVEL.

Retirando-se o vinculo da rea¢do no apoio e substituindo-se pela correspondente reagao
adotada positiva para cima, obtém-se a estrutura apresentada na Figura 7a, caracterizando um
estado de forgas ainda em equilibrio, porém sobre uma cadeia cinematica com um grau de
deslocabilidade (estrutura uma vez hipostatica). Sobre a mesma estrutura / cadeia cinematica,
impdem-se um deslocamento unitdrio na dire¢ao da reagao vertical em B, porém em sentido

contrario ao da reacgao arbitrada positiva, obtendo-se a deslocada vista na Figura 7b.
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1

(a) (b)

FIGURA 7. CADEIA CINEMATICA OBTIDA PELA REMOGAO DO VINCULO VERTICAL EM B.

Ao aplicar o Principio dos Trabalhos Virtuais sobre os estados (a) e (b), e lembrando que a

cadeia cinematica com um grau de liberdade se move como um corpo rigido, tem-se que:

Z Text = z Tint — Z Texe =0 (1.3)

Aplicando a Equagdo (1.3) para os casos da Figura 7, em que Vz(s) é o valor da reagdo no
apoio em B para carga unitdria atuando em s e §,,(s) é o deslocamento vertical na se¢do s devido a

imposi¢do do deslocamento unitario em B, tem-se:
—1.Vg(s)+1.6,(s) =0
Vg(s) = 8,(s)

Ou seja, o trabalho dado pelo deslocamento vertical unitario em B do estado (b) multiplicado

(1.4)

por Vg (s) do estado (a) somado ao deslocamento 6,,(s) de (b) multiplicado a carga unitdria de (a)
é nulo. Ndo ha energia de deformacdo associada (pois ocorre apenas deslocamento) tampouco
trabalho das demais forgas existentes (i.e., V,(s)).

Disto fica demonstrado o Teorema de Miiller-Breslau para o caso isostdtico. O procedimento
para demonstrar o teorema para obter LI de esforgos internos é semelhante, porém os esforcos sao
aplicados aos pares quando retirado o vinculo interno e, ao invés de um deslocamento absoluto
unitdrio, deve ser aplicado um deslocamento relativo entre as se¢des geradas com a remocado do

vinculo.

1.5.2 Demonstragcdo do teorema para sistemas hiperestaticos

Para o caso hiperestdtico, considera-se uma viga engastada-apoiada com carga unitaria

vertical percorrendo a estrutura, em que se deseja obter a LI da reacdo vertical em A, Figura 8.

S 1

FIGURA 8. VIGA ENGASTADA-APOIADA SOB CARGA VERTICAL UNITARIA MOVEL.
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Os distintos estados (de forcas e de deslocamentos) sdo obtidos pela remocado do vinculo da
reacdo no apoio, substituindo pela correspondente acao, e pela imposicdo de um deslocamento
unitdrio de sentido contrdrio ao vinculo removido, como mostra a Figura 9. Em contraste as
estruturas isostaticas, ndo ocorre um deslocamento de corpo rigido, devendo-se aplicar
metodologia adequada para sua obtencao.

S | 1 S

l
A B A ——— ——— ——_ B

Vi

(a) ®)

FIGURA 9. ESTADOS DE FORGAS E DESLOCAMENTOS DE VIGA APOS REMOGAO DE VINCULO EM A.

V4(s) é o valor da reagdo no apoio em A para carga unitdria atuando em s e 6,(s) é o
deslocamento vertical em s devido a imposi¢cdo do deslocamento unitario em A. Aplicando-se o PTV
sobre os estados, impondo-se inicialmente que (a) é o estado de forcas e (b) é o estado de

deslocamentos, tem-se que:

Ny Ny VoV My M,
—1. . = 1.5
1.V,(s) + 1.6,(s) f 7 dx+fGAde+f I dx (1.5)
Impondo-se, agora, que (a) é o estado de deslocamentos e (b) é o estado de forgas, pelo PTV
tem-se que:
Ny N, VpVa MyM,
= 1.6
0 fEAdx+fGAde+J. i dx (1.6)

As equacoes (1.5) e (1.6) levam a:
—1.V,(s) +1.8,(s) =0
Va(s) = 6,(s)

em que se estabelece o Teorema de Miiller-Breslau para o caso hiperestatico.

(1.7)

1.5.3 Propriedades de Polos

Um passo importante para o tracado de linhas de influéncia de estruturas isostaticas pelo
processo cinematico é a criacdo de uma cadeia cinematica com um grau de liberdade. A cadeia
cinematica é formada por chapas rigidas ligadas entre si por articulagdes e barras vinculares. Toda
cadeia cinematica é conectada a um referencial fixo, também chamado “chapa terra”, que é

qualquer ponto que ndo apresenta deslocamentos (i.e. vinculos).
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As chapas sao livres para girar em relagao a um ponto, chamado de polo. O polo pode ser
absoluto ou relativo caso se refira ao giro de uma chapa isoladamente, ou entre duas chapas ligadas,
respectivamente. A posicdo de um polo é definida pelo encontro das linhas que definem um Lugar
Geométrico (LG). Lugares Geométricos e Polos sdo definidos pelas seguintes propriedades:

e Figura 10a / Figura 10b: Uma barra vincular define um LG de um polo, seja com a chapa terra
(absoluto), seja entre chapas (relativo);

e Figura 10c / Figura 10d: O encontro de dois LG nas imedia¢Ges das chapas define a posi¢cdo de
um polo préprio (absoluto ou relativo);

e Figura 10e / Figura 10f: Dois LG paralelos definem um polo impréprio;

e Figura 10g: Os polos absolutos e relativo de duas chapas em uma cadeia cinematica estdo
sempre contidos em uma mesma linha.

Importante notar que a definicdo de um polo impréprio implica que a(s) chapa(s) apenas
desloca(m) perpendicularmente ao mesmo — ou seja, o giro da chapa é nulo no caso de polo
absoluto (Figura 10e) ou o giro das chapas é igual no caso de polo relativo (Figura 10f). Para maiores
detalhes da representac3o da ligacdo entre duas chapas, vide o Livro 1%, em especial na sec¢do de
idealizacdo sobre condi¢des de vinculacdo e na representacdo dos vinculos por barras vinculares.

Recobrando do Livro 1, emprega-se numero indo-arabico para enumerar a chapa,
circunscrevendo o seu nimero — e.g. @ O polo absoluto da chapa recebe a mesma numeracgao,
porém escrito em romanos e entre parénteses — (I). O polo relativo entre duas chapas recebe a
numeracdo de ambas, também escrito em romanos e entre parénteses — (I,II). O Lugar Geométrico

de um polo precede de um LG de sua definicao — LG (I).

LG

barra
¥ 'mC\ﬂ ar

a) Barra vincular e LG de polo absoluto; b) Barra vincular e LG de polo relativo;

L PACCOLA, R. R.; CARRAZEDO, R. Estatica das estruturas: material de apoio e complementar:

conceitos basicos. 1. ed. Sdo Carlos: Portal de Livros Abertos da USP, 2022. v. 1/3. DOI:
https://doi.org/10.11606/9786586954227
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c) Polo absoluto proprio; d) Polo relativo proprio;

g) Polos absolutos e relativos alinhados.

FIGURA 10. ALINHAMENTO DE POLOS.
1.5.4 Exemplo em Viga Gerber

Como primeiro exemplo, pede-se a linha de influéncia de esforco cortante no meio do vdao AB
de uma viga Gerber. A primeira etapa consiste na remocao da continuidade associada ao referido
esforco no centro do tramo, permitindo o deslizamento das se¢des, tornando a estrutura em uma
cadeia cinematica com um grau de liberdade (Passo 1). Para manter o equilibrio, um esforco positivo
cisalhante correspondente foi adicionado, ou seja, duas forgas de sentido contrdrio (Passo 2).

No quadro de exemplo (Quadro 4), é apresentado na coluna a direita o sequenciamento
empregado para definir as chapas e a posi¢cdo dos polos (Passo 3), assim como para definir os valores

de giro das chapas (Passo 4). A explanacdo é feita na sequéncia.
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a) Representacdo esquematica da viga
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b) Passos 1 e 2: Remocdo de continuidade e imposicdo de equilibrio

= 1 — Polo (I1I)
5| o | 2 — Polo (IL,III)
! !
5 Ve i 3-1G de (I1)
LGmAin @ Bm® Cc. ® D
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LG(II)
) (ILIIT)
' V. . (110 5 — Polo (L,1I)
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o0 Wi — 0 6 — LG de (I)
w; 1%
7 — Polo (I)
c) Passo 3: Demarcacao de chapas e polos
! ! I @ I I W1 = W
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L ow, 105 i | | i - 10,75 nwy + 1w, =1
o ieartlos LTI
s R : z
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d) Passo 4: Imposicdo de deslocamento e obtencdo de ordenadas

QUADRO 4. VIGA GERBER — APLICAGCAO DO PROCESSO CINEMATICO.

O terceiro passo consiste em demarcar os trechos continuos, gue vao se comportar como uma

chapa (indicadas com cores distintas e numeradas — nos circulos). Toda chapa tem um polo absoluto,

e pode ter um ou mais polos relativos, segundo sua conectividade com outras chapas. Desta forma,

marcam-se os polos que sdo imediatamente conhecidos, ao se analisar os vinculos entre as chapas

(relativos) e entre chapas com a chapa terra (absolutos).

O polo (III) é definido por duas barras vinculares com a chapa terra em D, paralelas e

horizontais, o que implica que o polo absoluto é impréprio — localizado no infinito horizontal. Por

ser um engaste movel, percebe-se que esta chapa é passivel de se deslocar verticalmente, deducao

confirmada pela posi¢do do polo — no infinito horizontal — ndo sofrendo, portanto, giro / rotacéo.
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O polo (ILIII) é definido por duas barras vinculares concorrentes a propria rétula, portanto
ambas chapas giram relativamente a este ponto. Desta forma, o polo relativo é préprio. Ou seja,
uma articulagao entre duas chapas ira definir um polo relativo préprio.

O polo (II) é definido pelo encontro de seus Lugares Geométricos — um é definido pela barra
vincular relativa ao apoio mdével em B (uma reta vertical) e outro pelo alinhamento dos polos (III) e
(IL,IIT) — uma reta horizontal passando por (IL,III). Desta forma, o polo absoluto é préprio, localizado
sobre o apoio mével em B.

O polo (LII) é um polo relativo impréprio, pois as barras vinculares que conectam as duas
chapas s6 se encontram, hipoteticamente, no infinito horizontal. Por fim, o polo absoluto préprio
(I) é definido da mesma forma que o (II), pelo encontro de seus Lugares Geométricos — um LG
definido pelo apoio mével em A e outro pelo alinhamento dos polos (II) e (I,II) — uma reta horizontal
passando pelo polo (II), ou seja, mesmo (LII) estando no infinito horizontal, os polos estdo
alinhados.

No quarto passo, o deslocamento relativo contrdrio ao esfor¢o cortante aplicado é imposto, a
as chapas giram respeitando a posi¢dao dos polos (centros de giro). Como as chapas 1 e 2 estdo
interligadas por um polo improprio, o giro de ambas é igual:

Wy =W, (1.8)
em que w; é o giro da chapa i.

A outra equagao relaciona a distancia entre o polo e o deslocamento imposto, medido

perpendicularmente, chamado de raio vetor 1;:
nwy +nw, =1 (1.9)

Uma vez definido o giro da chapa 2, o deslocamento da chapa 3 é definido por geometria. A

chapa 3 ndo gira, pois a posi¢ao do polo no infinito horizontal implica que ela sé pode se deslocar

verticalmente (w3 = 0).

Passo a passo para obtengdo de LI’s pelo Processo Cinematico:

Passo 1 — Remova o vinculo correspondente a LI que se deseja obter;

Passo 2 — Aplique uma forga / esforgo de sentido positivo, mantendo o equilibrio;
Passo 3 — Determine as chapas rigidas e os respectivos polos;

Passo 4 — Imponha um deslocamento absoluto ou relativo unitdrio de sentido

contrdrio ao esforgo arbitrado positivo;

Passo 5 — Por geometria, determine as ordenadas da LI.
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1.5.5 Exemplo em Pértico Plano
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QUADRO 5. PORTICO PLANO — APLICAGCAO DO PROCESSO CINEMATICO.

Neste exemplo sdo apresentadas diversas linhas de influéncia para a mesma estrutura. E um
exemplo diddatico, cada LI com algum acréscimo de dificuldade. Nao obstante, os passos para
determinacdo sdao sempre os mesmos — remocdo de continuidade; imposicdo de equilibrio;

demarcacdo de chapas e polos; imposicdo de deslocamento/giro; e obtencdo de giros e ordenadas.
LI de reagdo vertical em A (Quadro 6)

A cadeia cinematica é formada por duas chapas, conectadas por uma articulacdo. Isto implica

que os polos (II) e (LII) ja estdo definidos, sendo ambos préprios.

!
i % ®
(1,11)\ T i
\-\"‘»\ 3m
T .
@ %;7
L0\ P(” !
V., L 6m L a q R
| I° T i
| r,=18m >]]

Diregdo do
deslocamento

Wiz i

QUADRO 6. PP: LI DE REACAO VERTICAL EM A PELO PROCESSO CINEMATICO.
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O polo (I) é definido pelo encontro dos lugares geométricos dados pelo alinhamento dos polos
(IT) e (LII) e pela barra vincular horizontal remanescente em A. Como é um polo préprio, é
necessario definir a sua posicao exata para estabelecer o centro de rotacdo da chapa @ A posicao
do polo (I) é obtida por relagbes trigonométricas — ou seja, pela semelhanca de tridngulo entre a

distancia horizontal de EF, vertical de EF, a e b:

EFay _

a 6
EF, b

—_ = — :6
i 3 - a m

w

Conhecidos os polos e suas posi¢des, as informagdes sao transferidas para a LI — lembrando
gue, na projecdo dos polos absolutos, a ordenada do deslocamento da chapa respectiva é nula.
Assim, imp0e-se o deslocamento vertical unitario contrdrio ao arbitrado positivo em A. A chapa 1
gira em torno de seu polo (I), definindo a ordenada em (LII). A chapa 2, por fim, gira em torno de
(IT). Todos os valores da LI podem ser obtidos por simples semelhancga de triangulos.

Destaca-se o raio vetor 17, que é a distancia perpendicular do polo absoluto (I) a dire¢do do

deslocamento. Como o deslocamento é aplicado apenas na chapa 1, tem-se que w; = 1/7«1.

LI de momento fletor em D (Quadro 7)

Uma vez removida a continuidade de giro e imposto um esforco de sentido arbitrado positivo

(um par de momentos M), percebe-se a existéncia de trés chapas.

%

(1)

7
/

Lo

"{(i’_//) _
L
(LI >3 Tb ©)

j LI '~
M= M D T

D

4 a, 3-a -
7/ \,\
’ ~.

QUADRO 7. PP: LI DE MOMENTO FLETOR EM D PELO PROCESSO CINEMATICO.
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Do Quadro 7, verifica-se que as chapas 1 e 3 tem seus polos absolutos definidos pelos apoios
fixos. As articulagOes definem polos relativos entre as chapas 1 e 2, e entre as chapas 2 e 3. O Unico
polo faltante é o polo absoluto (II), que é definido pelo encontro de seus lugares geométricos —um
definido pelo alinhamento de (I) e (I,II) e o outro pelo alinhamento de (III) e (ILIII). Sua posi¢do é
dada por relagGes trigonométricas associadas aos lugares geométricos de (II). Para a primeira
relagdo, observa-se a semelhanca de tridngulos formados pelas distancias horizontal AC e vertical
CD com as distancias a e b, ou seja:

A_C(h) _a 3

—_ 5 ==

a
CDw, b 6 b

Como a e b sdo desconhecidos, remete-se a segunda relacdo, formadas pela distancia
horizontal de EF, vertical de EF, a e b:
EFw _3-a _ 6_3-a
EF, b 3 b

Das duas relagdes geométricas, obtém-se o valor de a = 0,6m.
Uma vez transferida a posicdo dos polos para a linha de influéncia, impGem-se o giro relativo

unitario em (LII). Recobrando as relagGes obtidas na se¢do 1.1 (vide Figura 3), os giros das chapas
1 e 2 s3odados porw; = a/L = 3/3 6EW2 = ﬁ/L = 0‘6/3 6 emque L é a distancia entre os polos

(I) e (IT), e @ e B sdo as distancias entre os polos absolutos e relativos. Ademais, como esperado, o
giro relativo entre os dois trechos wy, = w; + w, é unitario.

E interessante notar que, por ser um processo cinematico, e para que o giro seja contrario aos
momentos impostos para equilibrio, a projecao do polo relativo (I,II) deve se deslocar para baixo
para respeitar a indeslocabilidade das projec¢des dos polos absolutos (I) e (II) — desta forma girando
as chapas em relacdo a estes pontos.

Além disso, ao girar a chapa 2, ocorre o deslocamento vertical para cima da projecao do polo
(ILIII). A chapa 3 acompanha o movimento pois o polo (ILIII) é préprio, caracterizando ponto
comum dos trechos na LI. Ademais, percebe-se a chapa 3 girando em relagao ao seu polo absoluto.
Conhecidos os giros, as ordenadas da linha de influéncia sdo obtidas por simples relacoes

trigonomeétricas.

LI de momento fletor em B (Quadro 8)

Apds a ruptura do vinculo correspondente ao esforgo, promove a existéncia de trés chapas.
As chapas 1 e 3 tem seus polos absolutos definidos pelos apoios fixos e polos relativos (com a chapa
2) pelas articulagGes. O polo absoluto da chapa 2 é encontrado pelo alinhamento dos polos, assim

como na LI anterior.
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QUADRO 8. PP: LI DE MOMENTO FLETOR EM B PELO PROCESSO CINEMATICO.

Ocorre neste exemplo um fato interessante: o ponto para imposi¢ao do giro relativo—no polo
(LII) — esta alinhado verticalmente com os dois polos absolutos aos quais o giro estd associado —
polos (I) e (II). Assim, requer-se o emprego de uma LI auxiliar para determinar o giro absoluto das
referidas chapas. Uma vez entendido isto, percebe-se a necessidade de definir a distancia vertical

entre o polo (II) e (LII), aqui chamada de a. Esta é definida por relacdes trigonométricas:

EF, CE 6
_—(h)zﬂ d - =

— > a=3m
EF(,,) a 3 a

A LI auxiliar prové o giro da chapa 2 (wz = ﬁ/L = 3/9), que é levada a LI a ser obtida. O

sentido de w, deve ser mantido (anti-hordrio). Ao ser imposto, ocorre deslocamento vertical da LI
na projecdo do polo (ILIII). A chapa 3 acompanha o movimento, girando relativamente e

respeitando seu polo absoluto. As ordenadas sdao obtidas por relacdes trigonométricas.

LI de momento fletor em C (Quadro 9)
A quarta LI tem grande semelhanca com a anterior — trés chapas, com definicdo dos polos de
maneira andloga. Tem-se a necessidade de uma LI auxiliar devido ao alinhamento vertical dos polos

associados ao giro relativo — polo (L1I).
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QUADRO 9. PP: LI DE MOMENTO FLETOR EM C PELO PROCESSO CINEMATICO.

As distancias entre os polos sdo definidas por relagdes geométricas da mesma forma que nas
andlises anteriores, sendo necessarias a determinagdo de w,. Este é dado por w, = 6/9.

Diferentemente da LI anterior, hd um trecho da chapa 1 pertencente a esta LI referente ao
balango esquerdo da estrutura. Isto implica que o giro da chapa 1 (w;) também é necessario, e é
facilmente obtido > w; = */; = 3/9.

O giro w, é imposto na chapa 2, sobre o polo (II), respeitando o sentido obtido na LI auxiliar.
O mesmo é feito com w4, o que leva a LI mostrada no Quadro 9. As ordenadas da LI s3o definidas a
partir dos giros w; e w,. Destaca-se, tanto na LI auxiliar quanto na LI principal, o giro relativo w;,,
gue ocorre entre as chapas 1 e 2. O giro é unitario, afinal é o deslocamento imposto.

LI de esforco normal em D (Quadro 10)

Para entender a geracdo da cadeia cinematica pelo rompimento de uma barra vincular,
destacam-se as duas barras vinculares remanescentes. S3ao observadas trés chapas. Os polos
absolutos (I) e (III) sdo definidos pelos apoios fixos, o polo relativo (ILIII) pela articulagdo e o polo
relativo (LII) é definido pelas duas barras vinculares remanescentes do rompimento da
continuidade em D. Estas barras sdo paralelas, o que implica que seu encontro ocorrera,

hipoteticamente, no infinito vertical.
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QUADRO 10. PP: LI DE ESFORGO NORMAL EM D PELO PROCESSO CINEMATICO.

Resta definir o polo absoluto (II), que é dado pelo encontro de seus Lugares Geométricos,
definido pelo alinhamento de (I1I) e (ILIII) e de (I) e (I,II). Como (L II) esta no infinito vertical, uma
reta vertical passando por (I) define um LG de (II).

Nesta linha, destacam-se os raios vetores r; e 1, definidos pela distancia ortogonal a diregao
de deslocamento até os polos absolutos das chapas. Seus valores sdo determinados por relacoes
trigonomeétricas ja discutidas.

Novamente tem-se os trés polos das chapas associadas com o deslocamento alinhados
verticalmente, necessitando de uma LI auxiliar. O deslocamento relativo horizontal devido ao
rompimento da continuidade se torna transversal na LI auxiliar. Esta remete a uma LI de cortante.

Recobram-se as relacdes obtidas na secdo 1.1 (vide Figura 3), em que o giro das chapas é igual, de
valorw, = w, = 1/L' sendo L é a distancia entre os polos (I) e (II) na LI auxiliar.

A LI da estrutura é dada pela imposicdo dos giros obtidos na LI auxiliar, e adequando-se a
movimentacdo a posicao da projecao dos polos. Como os giros sdo conhecidos, a obtencdo das

ordenadas é trivial.
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QUADRO 11. PP: LI DE ESFORGO CORTANTE EM D PELO PROCESSO CINEMATICO.

LI de esforgo cortante em D (Quadro 11)

Percebem-se trés chapas, com polos absolutos (I) e (III) definidos pelos apoios fixos, polo
relativo (ILIII) pela articulacdo, e polo relativo (III) definido pelas duas barras vinculares
remanescentes do rompimento da continuidade em D. Estas barras sdo paralelas, o que implica que
seu encontro ocorrer3, hipoteticamente, no infinito horizontal.

Resta definir o polo absoluto (II), que é dado pelo encontro de seus Lugares Geométricos,
definidos pelo alinhamento de (III) e (ILIII) e de (I) e (LII). Como (LII) estad no infinito horizontal,
uma reta horizontal passando por (I) define um LG de (II).

O deslocamento relativo unitario em (LII) pode ser aplicado diretamente sobre a LI a ser
obtida, em relagao aos polos (I) e (II). Como o polo relativo (L,II) é imprdprio, entdao w; = w, = 1/L'
A distancia L é dada pela soma dos raios vetores r; e 1,, medidos ortogonalmente a diregdo de
deslocamento até os polos absolutos das chapas.

A chapa 3 deve respeitar seu polo absoluto e a movimentacdo provida pela chapa 2, apenas

girando relativamente no polo (ILIII). Com os giros conhecidos, as ordenadas sdo obtidas de forma

trivial.
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QUADRO 12. PP: LI DE ESFORGO CORTANTE EM E PELO PROCESSO CINEMATICO.

LI de esforco cortante em E (Quadro 12)

E interessante destacar que o ponto E ja era uma rétula, ou seja, ja havia uma descontinuidade
de giro. Com o rompimento de outra barra vincular no referido ponto, apenas uma barra vincular
faz a conexdo das duas chapas.

Na cadeia cinemdtica provida pelo rompimento da barra vincular, apenas duas chapas sdao
vislumbradas. Os polos (I) e (II) sdo imediatamente estabelecidos pelos apoios fixos, e um dos
Lugares Geométricos do polo relativo (I,II) é estabelecido pelo alinhamento dos polos absolutos (I)
e (II). Falta definir o outro LG de (LII).

Este é definido pela barra vincular remanescente em E—uma barra horizontal. O encontro dos
lugares geométricos define a posicao de (LII). A distancia horizontal entre os polos pode ser definida
novamente por relagdes trigonométricas.

A obtencdo da LI decorre das seguintes definicdes: o deslocamento vertical entre as chapas 1
e 2 é unitario; o giro w;, = l/L , sendo L a distancia entre o polo relativo (I,II) e o ponto de
imposicdo de deslocamento (18 m); a equagdo (1.9) deve ser atendida, i.e. ryw; + 1w, = 1; e,
conforme percebe-se no Quadro 12, w, —w; = w;,. Recobrando, r; e 1, sdo os raios vetores,
distancia entre o polo absoluto e a direcdo de imposi¢ao de deslocamento.

Nota-se que, embora seja uma LI de cortante, os trechos ndo resultaram paralelos, uma vez
que o polo relativo (I,II) é préprio. A partir das defini¢cdes realizadas, pode-se obter o valor dos giros

das chapas e, por consequéncia, das ordenadas da LI.



Linhas de Influéncia 41

1.5.6 Outro exemplo em Pértico
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QUADRO 13. PORTICO DE BARRA INCLINADA.

Neste exemplo, serao reforcados os conceitos desenvolvidos anteriormente. Inicia-se com a
linha de influéncia de momento fletor em B (Quadro 14). Para tanto, viola-se a continuidade de giro
em B para gerar a cadeia cinematica com um grau de liberdade, impondo-se um esforgo positivo
para manutencado do equilibrio. Percebe-se que a cadeia cinematica é formada por trés chapas.

O polo absoluto (I) é estabelecido pelo apoio fixo, e o polo relativo (L,II) pela articulacdo
existente. O polo relativo (ILIII) é determinado pela articulagdo imposta em B. Os polos absolutos
(IT) e (III) sao definidos pelo encontro dos seus lugares geométricos decorrentes dos apoios moveis

e do alinhamento dos polos ja conhecidos.

AT ’
@

U o O

LG (IT)

QUADRO 14. PBI: LI DE MOMENTO FLETOR EM B.
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A LI é definida pela imposicao do giro relativo unitario entre as chapas 2 e 3, contrario ao
sentido de Mg, imposto no polo (ILIII). E interessante notar que, para que o giro seja contrario ao
par de momentos de equilibrio, o polo relativo deve descer para respeitar os polos absolutos (II) e

(III). Recobrando as relagGes obtidas na secdo 1.1 (vide Figura 3), o deslocamento vertical do polo

(ou seja, da ordenada no ponto) é dado por a.B/L’ sendo a a distancia entre (II) e (ILIII), S a
distancia entre (III) e (ILIII), e L a distancia entre (II) e (I1I).

A chapa 1, porém, se encerra no polo relativo préprio (I,II), ponto comum entre as chapas 1
e 2, que se deslocou verticalmente para baixo. Como a chapa 1 deve girar em torno de seu polo
absoluto, implica em simplesmente tracar uma reta entre as duas ordenadas conhecidas —

deslocada de (LII) e nula em (I).
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QUADRO 15. PBI: LI DE ESFORCO CORTANTE EM A.
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A segunda LI tracada neste exemplo é de esfor¢o cortante em A, no centro da barra inclinada
(vide Quadro 15). Ao violar a continuidade no referido ponto, impdem-se a existéncia de esforcos
transversais contrarios, em sentido arbitrado positivo.

A cadeia cinematica fica definida por trés chapas. O polo absoluto da chapa 1 é estabelecido
pelo apoio fixo, enquanto o polo relativo entre as chapas 1 e 2 é definido pela articulagdo existente.
O polo relativo entre as chapas 2 e 3 é determinado pelas barras vinculares remanescentes em a.
Como sao paralelas, as barras s6 se “encontram” no infinito inclinado, gerando um polo impréprio.
E consequéncia imediata que o giro das chapas 2 e 3 s3o iguais (W, = wj).

O polo absoluto da chapa 2 é definido por seus lugares geométricos —um LG vertical passando
pelo apoio moével e um LG horizontal devido ao alinhamento dos polos (I) e (LII). O polo absoluto
da chapa 3 é passivel de obtencdo, pois um lugar geométrico é definido pelo apoio mdvel e o outro
pelo alinhamento dos polos (II) e (ILIII). Como (ILIII) esta no infinito inclinado, uma reta de mesma
inclinacdo deve ser tracada passando por (II). O cruzamento desta reta com o LG definido
anteriormente determinara a posi¢ao do polo (III).

A LI é definida pelo deslocamento relativo unitario imposto no ponto de violacdo de
continuidade, ou seja, uma translacdo entre as chapas 2 e 3. Este deslocamento deve ocorrer
transversalmente a chapa, em sentido contrario ao esfor¢o aplicado. Para facilitar a visualizagdo e
explanacao, no Quadro 15 foi representada uma LI auxiliar, com destaque as relacdes geométricas.

Os polos absolutos das chapas envolvidas (II) e (III) foram projetados na LI auxiliar. As
distancias transversais a direcao do deslocamento, entre a projecao dos polos absolutos e o ponto

de imposi¢ao de deslocamento definem os raios vetores (7, e r3). Como o polo relativo (ILIII) esta
no infinito, o giro é dado simplesmente por w, = w3 = 1/(1,2 +73) = 1/L'

Conhecido os giros, transfere-se esta informacdo para a LI. No caso, a chapa 3 ndo participa
da LI, pois a carga unitaria ndo transita por ela, apenas pelas chapas 1 e 2. Assim, impdem-se o giro
W, na posi¢ao de seu polo absoluto e, no polo relativo (I,II), promove-se o giro relativo entre as

chapas 1 e 2, respeitando o polo absoluto (I). A ordenada é dada simplesmente pelo giro w,.
1.6 Sistema Isostatico de Pisos

Em alguns sistemas estruturais, o carregamento atua indiretamente sobre os elementos, por
intermédio de um sistema secundario chamado Sistema Isostatico de Pisos, também conhecido
como Piso Isostatico. Este é definido por um conjunto de vigas biarticuladas horizontais apoiadas
em barras verticais, como tirantes ou montantes. A Figura 11 mostra um exemplo de sistema

isostatico de piso sobre uma estrutura portante em arco.
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FIGURA 11. SISTEMA ISOTATICO DE PISO.

Neste caso, o carregamento mdvel atua sobre o sistema isostatico de piso, transmitindo a
estrutura portante apenas nos pontos de apoio. Considere as Linhas de Influéncia de momento

fletor no centro de uma viga biapoiada, sem e com o sistema isostatico de piso, Figura 12.
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FIGURA 12. LI DE MOMENTO FLETOR PARA VIGA SEM E COM SISTEMA ISOSTATICO DE PISO.

Percebe-se que a Linha de Influéncia da estrutura ndo se altera nos pontos de apoios do
sistema de piso, sendo a LI final, com piso, dada pelo poligono que une esses pontos. Este tipo de
sistema é fundamental no caso das trelicas, em que os carregamentos devem ser transmitidos
diretamente aos nés, ndo podendo ser aplicados diretamente as barras.

Como reforgo, observe que isto se repete em uma Linha de Influéncia de esforg¢o cortante no
centro da mesma viga biapoiada, Figura 13. A LI do piso isostatico é determinada pelas ordenadas
da Ll da estrutura onde o piso se apoia, com validade apenas ao longo da projecdo do piso, por onde

0 carregamento se movimenta.
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FIGURA 13. LI DE ESFORCO CORTANTE PARA VIGA SEM E COM SISTEMA ISOSTATICO DE PISO.
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1.6.1 Exemplo de Sistema Isostatico de Piso em Podrtico

1,5m C D>
1,5m

1,5m B

1,5m A

| 4m | 2m . 2m_. 2m | 2m 4m 4m

QUADRO 16. EXEMPLO DE SISTEMA ISOSTATICO DE PISO EM PORTICO.

Para exercitar o conceito de sistema isostdtico de piso, considere o pdrtico do Quadro 16,
sobre o qual encontra-se um sistema de piso (destacado em vermelho). Busca-se a linha de
influéncia de momento fletor no ponto B, no centro do tramo AC.

As etapas do Processo Cinematico sdo as mesmas para determinacdo das chapas e respectivos
polos, distinguindo-se apenas na etapa final com a inclusdo do piso isostatico — inicia-se removendo
o vinculo associado a LI que se deseja obter (a continuidade de rotagao no ponto B, neste caso) e
aplicando um esforco correspondente ao vinculo removido (ou seja, um par de momentos positivos

na descontinuidade), conforme o Quadro 17.
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QUADRO 17. LI DE MOMENTO FLETOR EM PORTICO COM PISO ISOSTATICO.
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Os polos ja estdo indicados, tendo sido realizadas as seguintes consideragdes: O vinculo em A
é um engaste, o que torna o trecho AB isostatico. Isto implica que a chapa é fixa, ndo havendo polos
a serem obtidos para este trecho. Os tramos BC e CD, no entanto, formam uma cadeia cinematica
com um grau de deslocabilidade. A chapa 1 (tramo BC) foi destacada em azul e a chapa 2 (tramo
CD) em laranja.

Como o trecho AB é isostatico (portanto fixo), o ponto B ndo pode se deslocar horizontalmente
ou verticalmente, apenas girar. Isto implica que este é um polo absoluto préprio, associado a chapa
1 - (I). O ponto C conecta as chapas 1 e 2, portanto define um polo relativo préprio (LII). Pelo
alinhamento dos polos (I) e (LII), define-se um LG (II), que se cruza com o outro LG (II) definido
pelo apoio mdével em D.

Obtidos os polos, impdem-se um deslocamento unitdrio de sentido contrdrio ao arbitrado
positivo para Ms. Ou seja, foi aplicado um giro unitdrio na chapa 1 em seu polo absoluto préprio (I).
A movimentacdo devido ao deslocamento imposto determina a LI da cadeia cinematica, o que
implica em atender a nulidade da LI em (II), promovendo um giro relativo entre as chapas em (LII).

Quanto ao piso isostatico, as ordenadas definidas pela LI da estrutura sdo transferidas a LI do
piso (destacada em vermelho). Assim, uma vez obtida a LI da estrutura, observam-se os pontos em
gue o piso isostatico se apoia sobre a mesma, demarcando apenas as ordenadas. Estas ordenadas
sdo conectadas ponto a ponto, gerando-se a LI do piso isostatico.

Repare que a LI tem a extensao do piso isostatico. Interessante também notar o trecho inicial
da LI, que é nulo, pois os dois pontos iniciais a esquerda do piso estdo apoiados em pontos que ndo

se deslocam — apoio fixo e polo (I).

1.6.2 Exemplo de Linhas de Influéncia em Treliga

|2m|2m|2m|2m|2m|2m|2m

QUADRO 18. TRELIGA COM SISTEMA ISOSTATICO DE PISO NOS NOS 4, 5, 6 E 7.
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Conforme mencionado anteriormente, trelicas devem contemplar um sistema isostatico de
pisos para transferéncia das acdes verticais para os nds da estrutura. Considere, portanto, a trelica
indicada no Quadro 18, em que existe de um sistema de pisos apoiando-se nos nés 4, 5, 6 e 7

(destacados em vermelho).
LI da barra 1-2

A primeira LI deste exemplo se refere ao esforco normal da barra 1-2. Inicialmente sdo
demarcadas as chapas de trelica, que sdo os conjuntos reticulados indeformdveis formados por
conjunto de barras, como mostrado no Quadro 19. Foram identificadas duas chapas de trelica,
hachuradas em azul e laranja.

Ao demarcar as chapas, fica clara a conexao de uma Unica articulagdo entre as duas chapas.
Ou seja, haverd uma tendéncia de giro relativo em torno deste ponto, que é o polo relativo (LII)
entre as chapas. Isto implica que a LI ird se assemelhar a uma LI de momento fletor.

Continuando com a demarcac¢do dos polos, o polo absoluto da chapa 1 é identificado de
imediato — apoio fixo em 8. O polo absoluto da chapa 2 é definido pelos seus dois lugares
geométricos — o apoio moével e o alinhamento dos polos (I) e (LII).

Com os polos demarcados, busca-se determinar os giros das chapas. Em LI de trelicas, é usual
determinar os giros por meio dos raios vetores, que sdo definidos pela distancia do polo absoluto

até a direcdo de aplicagdo do deslocamento. Estes foram destacados no Quadro 19 (1 e 15).

deslocamento

>

\\'@

QUADRO 19. TR: LI DE ESFORCO NORMAL DA BARRA 1-2.
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nwyt+nw,=1 - 6w, +1lw, =1

Destaca-se que o sinal da equacdo deriva do fato de as duas chapas terem tendéncia de
girarem em sentidos contrarios.

Uma segunda relacdo é necessaria, sendo esta obtida do polo relativo. Assim, sendo este
préprio, portanto um ponto comum entre as chapas, basta se escrever o deslocamento deste ponto,
em qualquer dire¢do, para as duas chapas e iguala-los — por exemplo, escrevendo o deslocamento
vertical do polo relativo pensado pelas chapas 1 e 2. Ou seja, multiplicam-se as distancias horizontais

dos polos absolutos das chapas ao polo relativo pelos respectivos giros:
3W1:2W2 i W1:2/15 e W2:1/5

A partir das duas ultimas relagbes, definem-se os giros das chapas. Apds isso, impdem-se os
mesmos nas respectivas projecdes dos polos absolutos na LI. O sentido é determinado pela
tendéncia natural da estrutura se deslocar verticalmente, ou seja, ao afastar os nés 1 e 2, ha
tendéncia do né 5 subir, portanto o giro wy sera anti-hordrio e w, serd horario. A LI sera obtida com
base nestas informagdes.

O emprego das equacdes que utilizam o raio vetor para determinacdo dos giros ndo € o Unico
caminho para obter a LI. Uma alternativa é observar o giro relativo w;,. Como os pontos 1 e 2 devem
se afastar em 1 (que é o deslocamento imposto), o giro relativo é dado por:

Wiz = 1/h - Wi = 1/3
em que h é a distancia entre o polo relativo e a dire¢do do deslocamento, medido transversalmente.

Conhecido o giro relativo, e sabendo que a LI se assemelhard a uma LI de momento fletor, faz-
se diretamente o tragado da LI, sem necessidade de se determinar os giros w; e w,. Com vistas a
Figura 3, aimposicao de w,, ira determinar a ordenada auxiliar na proje¢ao dos polos (aqui indicada

no polo 2). Todas as demais componentes podem ser obtidas por semelhanca de triangulos.
LI da barra 2-3

A segunda LI apresentada para esta trelica é da barra 2-3. Se torna simples ao perceber que
todo um trecho da estrutura é fixo (vide Quadro 20). Uma vez demarcadas as chapas de treliga,
percebe-se que a chapa a esquerda estd conectada a um apoio fixo e um apoio movel. Ndo ha
possibilidade de movimentacdo alguma sem que haja deformacdes. Neste caso, ndo é parte da
cadeia cinematica. Fato semelhante ocorreu no exemplo 1.6.1.

Assim, resta analisar a chapa a direita, claramente passivel de se movimentar. Como estd
conectada a uma chapa fixa no né 6, com possibilidade de giro, este né é identificado como seu polo

absoluto proprio.
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QUADRO 20. TR: LI DE ESFORCO NORMAL DA BARRA 2-3.

Da mesma forma que o exemplo anterior, os pontos 2 e 3 devem ser afastar em 1 (que é o
deslocamento imposto). Como o ponto 2 é fixo, o né 3 deve se deslocar em 1 para a direita, e o giro
ocorrera em sentido horario, sendo dado por:

Wi = 1/r1 - W= 1/3

Em paralelo ao exemplo anterior, o raio vetor r; se assemelha a distancia h, medidos da

direcdo do deslocamento ao polo (aqui absoluto, 13 relativo). Como apenas a chapa 1 pode girar, a

LI é determinada pela imposi¢ao de w; na projeg¢do do polo sobre a LI.
LI da barra 2-5

A préxima LI decorre do rompimento da barra 2-5, como mostrado no Quadro 21. Duas chapas
sdo identificadas (e destacadas na figura). Percebe-se que as chapas estdo conectadas por duas
barras paralelas, entre os nés 1-2 e 5-6. Estas funcionam como barras vinculares, se tornando
Lugares Geométricos do polo relativo (I,II). Como estdo paralelas, o polo relativo esta no infinito
horizontal, o que implica que w; = w;.

O polo absoluto da chapa 1 se encontra no apoio fixo, e o polo absoluto da chapa 2 é
determinado pelo encontro dos seus lugares geométricos — uma reta vertical devido ao apoio mével
e uma reta horizontal passando por (I) e por (LII). Como o polo relativo esta no infinito, pode-se
associar com uma LI de esforgo cortante. As chapas se deslocam relativamente sem girar —porém a

unidade esta na direcdo do deslocamento. Uma LI auxiliar foi feita para destacar tal fato.
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LG (LIT)

QUADRO 21. TR: LI DE ESFORCO NORMAL DA BARRA 2-5.

A distancia entre os polos absolutos é necessaria para determinar os giros, porém neste caso

foram determinados ambos os raios vetores — obtidos por simples geometria:

-3 — . —
cosa = / - 1, =4.cosa; r, =6.cosa
V13
Devido ao polo relativo improprio, os giros das chapas sdo iguais, dados por:

Wy =W, = 1/(r1 + 1) = 1/8,32
Impondo-se os giros, ambos hordrios (como pode ser visto na LI auxiliar), resta apenas obter
a LI do piso isostatico. Impondo-se os giros na projegao dos polos, as chapas giram mantendo o
paralelismo. O piso isostatico (destacado em vermelho) é entdo determinado segundo as ordenadas

nos seus pontos de apoio.
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Ll da barra 4-5

A quarta LI deste exemplo se refere a barra 4-5, vista no Quadro 22. Novamente o rompimento
promove a existéncia de duas chapas conectadas por duas barras (1-4 e 5-9) que se tornam Lugares
Geométricos do polo relativo (LII). Por serem paralelas, fica determinado que o polo relativo esta
no infinito inclinado e que w; = w,.

O polo absoluto (I) é dado pelo apoio fixo, e o polo absoluto (II) é dado pelo encontro dos
Lugares Geométricos definidos pelo apoio mével vertical e pelo alinhamento dos polos (I) e (LII). O
alinhamento dos polos é estabelecido por uma reta inclinada — tal qual a inclina¢do do polo relativo

(LII) — passando pelo polo (I).

LG (II)
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QUADRO 22. TR: LI DE ESFORCO NORMAL DA BARRA 4-5.
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Os triangulos em destaque (em cinza) esquematizam as relagdes para determinar r,. Como o

polo relativo esta no infinito, tem-se que:

Wy =w; = 1/(r1 +1,) " 1/15
Impondo-se os giros, desta vez anti-hordrios (deixado a cargo do leitor perceber isto), resta
apenas obter a LI do piso isostatico, determinada segundo as ordenadas nos respectivos pontos de
apoio. Como nos diagramas anteriores, a LI da chapa 1 foi mantida em azul, da chapa 2 em laranja

e do piso isostatico em vermelho.
LI da barra 4-8

A quinta LI desta sequéncia se refere a barra 4-8 apresentada no Quadro 23. E interessante
notar a formacdo das chapas de trelica. Apenas uma chapa é formada, mas esta ndo é fixa, ha um
grau de mobilidade. Percebe-se que esta chapa esta conectada a chapa terra (o apoio fixo) por meio

da barra 8-9, tomada como vincular.

i
I
!
:\‘\‘\‘\u 0.4807

QUADRO 23. TR: LI DE ESFORCO NORMAL DA BARRA 4-8.
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Desta forma, a barra 8-9 pode ser reconhecida como um Lugar Geométrico do polo absoluto
(I), assim como o apoio movel vertical em 6. O encontro destes LG’s marca a posi¢ao do polo.

Conhecida a posi¢do do polo, deve-se determinar a distancia até a direcdo de deslocamento,
medida transversalmente. Isto foi destacado no Quadro 23 pela confec¢do de uma LI auxiliar. O
deslocamento unitdrio deve ser imposto na chapa 1, afinal nao é possivel movimentar o apoio fixo.

Desta forma:

-1/ _1
w1 ="/ =g 32
Cabe ressaltar que o raio vetor r; foi determinado observando-se os triangulos que foram

destacados em cinza, por simples regra de proporcionalidade:

10/\/E ="/3 > 1, =83205m

Uma vez conhecido o giro wy, este é imposto na projecao do seu polo na LI, com sentido
correspondente ao determinado na LI auxiliar. Apds isso, é s6 questao de observar os pontos de

apoio do piso isostdtico para tracado da LI.
LI da barra 4-9

A sexta linha de influéncia se refere ao esforco normal da barra 4-9. Uma vez rompida,
destaca-se a formacdo da chapa 1, porém algumas barras ndo chegam a formar uma chapa de
trelica. Via de regra, ndo podem existir nds que nao pertengam a ao menos uma chapa, seja de
trelica, seja da chapa terra. Assim, faz necessario adotar uma barra como chapa ficticia. Neste
exemplo, foi adotada a barra 8-9 como ficticia, de forma a ndo haverem nés soltos (livres para
deslocarem) — vide Quadro 24.

Com isso, a chapa 2 tem seu polo absoluto determinado no apoio fixo, e estd conectada com
a chapa 1 por meio de duas barras paralelas (4-8 e 5-9) — que determinam um polo relativo
impréprio. O polo (I) é estabelecido pelos seus lugares geométricos (apoio mével e alinhamento dos
polos (II) e (LII)).

Devido ao polo relativo imprdprio, a LI auxiliar se assemelha a uma LI de cortante. Além disso
Wy = W,, e as distancias a, r; e 1, podem ser obtidas por meio de relagdes geométricas advindas
dos tridngulos em destaque. Conhecidos os giros, estes sao impostos na projecdo dos respectivos
polos, com dire¢do definida na LI auxiliar. A LI final é dada pelo tragado da LI do piso isostatico (em

vermelho).
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LI auxiliar

QUADRO 24. TR: LI DE ESFORCO NORMAL DA BARRA 4-9.

LI da barra 8-9

A sétima LI deste exemplo se refere a barra 8-9, apresentada no Quadro 25. Uma vez rompida
a barra, hd a formacao de apenas uma chapa de trelica na cadeia cinematica. Nao ha polos relativos
a serem considerados.

Ademais, da mesma forma que a LI da barra 4-8 (exemplo 5), uma barra conecta a chapa de
trelica a chapa terra, se tornando um Lugar Geométrico do polo absoluto (I). O outro Lugar

Geométrico é dado pelo apoio mével em 6.
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QUADRO 25. TR: LI DE ESFORCO NORMAL DA BARRA 8-9.

A posicdo do polo (e, por conseguinte, ;) € encontrado por simples semelhanga de triangulos,
conforme destacado no Quadro 25. O deslocamento unitario é imposto unicamente na chapa 1,

pois 0 nd 8 concorre com o apoio fixo. Dito isto, o giro da chapa 1 é dado por:

== s
Uma vez conhecido o giro wy, este é imposto na projecao do seu polo na LI, com sentido
correspondente a imposicdo do deslocamento em relacdo ao polo absoluto — neste caso anti-
horario. Apds isso, é sé questdo de observar os pontos de apoio do piso isostatico para tracado da

Linha de Influéncia.
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Ll da barra 2-6

A ultima LI deste exemplo se refere ao esforco normal da barra 2-6. Rompida a barra, e
substituindo pelo esforgo correspondente, identificam-se duas chapas (vide Quadro 26). Dois polos
sdo identificados de imediato — o apoio fixo do né 8 como sendo o polo absoluto (I) e o polo relativo
improprio (LII) dado pelo paralelismo das barras 2-3 e 5-6. O fato do polo relativo ser impréprio
implica, necessariamente, na igualdade entre os giros das duas chapas, ou seja, w; = w,. O polo
absoluto (II) é identificado pelos seus Lugares Geométricos — a barra vincular existente noné 6 e o

alinhamento dos polos (I) e (LII).

LG (L1I) S

LG (I)

|
!

0,72117 i W)
I
i
i

QUADRO 26. TR: LI DE ESFORCO NORMAL DA BARRA 2-6.
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O préximo passo é a imposicao do deslocamento unitario relativo de afastamento entre os
nos 2 e 6. Uma linha de influéncia auxiliar foi inclusa no Quadro 26 para auxiliar na discussdo. Em
algumas linhas de influéncia, a depender da relagdo entre a posi¢ao de seus polos e de imposi¢do
de deslocamento, pode ocorrer de ambos nds deverem se deslocar no mesmo sentido. E o que
acontece nesta LI. Como o giro das chapas é igual, para que estes se afastem, um dos nds devera
sofrer um deslocamento maior que a unidade — e o deslocamento relativo sera dado pela diferenca
dos deslocamentos, ndo pela soma.

Usando as relagdes geométricas indicadas no Quadro 26, é simples determinar os valores dos
raios vetores, sendo dados por:

. = 9,9846m; r, = 1,6641m;

Como as chapas giram no mesmo sentido, percebe-se que o né 2 tera maior deslocamento
(por estar vinculado a chapa 1, que possui maior raio vetor). Assim, a relagdo para se determinar o
valor dos giros é dada por:

nwy—nw, =1

Repare no sinal da equagao, que agora é negativo. Como w; = wy, entdo wy = 1/(r ) =
1~ T2

0,1202. Impondo-se os giros, ambos anti-hordrios, resta apenas obter a LI do piso isostatico,
determinado segundo as ordenadas nos pontos de apoio.

Este exemplo destaca que a obtengao dos giros a partir dos raios vetores nem sempre se da
pela soma das parcelas de r;w; e r,w,. Quando o deslocamento resultante for dado pela diferenca
das partes, a equacao serd dada pela subtragdo. Portanto, é essencial visualizar o deslocamento que
a cadeia cinematica sofrerd, compativel com a vinculagao entre chapas e com vinculos, para se

escrever a relacao de deslocamento com o sinal correto.
1.7 Principio dual de Miiller-Breslau

Para o caso de linhas de influéncia de deslocamentos, deve-se aplicar o teorema dual de

Mdller-Breslau:

O valor da ordenada n(s) da linha de influéncia de um determinado deslocamento
(ou rotagdo) &, na se¢do de abscissa ¢ provocado por uma forga unitdria P é igual a

deslocada § obtida a partir da introdugdo de uma forga (ou momento) unitéria

associada ao deslocamento (ou rotagdo) J.
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Em outras palavras, o teorema dual estabelece que, aplicando-se uma for¢a (ou momento)
unitaria na direcdo do deslocamento (ou rotacao) cuja Ll se deseja determinar, no sentido arbitrado
positivo para o deslocamento (ou rotacdo), a componente vertical da deslocada obtida para a
estrutura é igual a LI do referido deslocamento (ou rotacdo) para carga vertical percorrendo a

estrutura. O teorema dual é aplicdvel tanto para estruturas isostaticas quanto para hiperestaticas.

1.7.1 Demonstracao do teorema

Para demonstracao do Teorema dual, ja para o caso geral hiperestdtico, considera-se uma viga
engastada-apoiada com carga unitaria vertical percorrendo a estrutura, onde deseja-se obter a LI
do deslocamento no ponto ¢ dado por §.(s), tal como indicado na Figura 14a. Considera-se ainda
outro problema, sobre a mesma estrutura da Figura 14a, submetido a uma forca unitdria na posicao,
direcdo e sentido do deslocamento cuja LI se deseja obter, apresentado na Figura 14b. Os dois

problemas podem ser assumidos, alternadamente, como estados de forgas e de deslocamentos.

S 1 S 1
Os)
STTTT7 o(s) /$ VI
L, I L I L, I L, I
(a) (b)

FIGURA 14. ESTADOS DE FORCAS E DESLOCAMENTOS DE VIGA PARA LI DE DESLOCAMENTOS.

Aplicando-se o PTV sobre os problemas, considerando (a) como estado de forcas e (b) como
de deslocamentos, em que §.(s) é o valor do deslocamento no ponto C cuja LI se deseja determinar
para carga unitdria atuando em s e §(s) é o deslocamento vertical calculado no ponto de aplicagao

da carga unitaria, tem-se que:

NN, AL M, M,
1.6(s) = | ——=d —~—xd d 1.10
() fEA x+fGAXx+f Bl (1.10)
Outrossim, considerando (b) o estado de forcas sobre o estado de deslocamentos (a), tem-se
que:
Ng Ny VaVp MM,
. = 1.11
1.6.(s) f EA dx+fGA)(dx+f I dx (1.11)
o que implica que:
6.(5) = 6(s) (1.12)

Desta forma demonstrando a validade do teorema dual de Miiller-Breslau tanto para

estruturas isostaticas quanto para estruturas hiperestaticas.



Capitulo 2 - Processo dos Esforgos

Neste capitulo vocé vai ver:
e Obtengdo da Estrutura Isostatica Auxiliar (Sistema Principal);
e Definigcdo dos Hiperestaticos;
e Definicdo dos Deslocamentos (Termos de Cargas e Coeficientes de Flexibilidade);
e Superposicdo de efeitos para restauracdo de compatibilidade;

e Superposicdo de efeitos para determinagao de diagramas.

m problemas hiperestaticos, as condi¢des de equilibrio da estatica ndo sao suficientes para

determinacdo dos esforcos internos e/ou reagdes, pois sio em menor nimero do que as

incégnitas existentes. Desta forma, existe a necessidade de se gerar equac¢des adicionais,
utilizando-se das relagGes entre deslocamentos e deformacgGes (condi¢cbes de compatibilidade) e
das restri¢cdes impostas pelas leis constitutivas dos materiais que compdem a estrutura (relagdes
constitutivas).

O Processo dos Esforgos promove uma maneira intuitiva e relativamente simples para prover
estas equacgodes. Para tanto, utiliza o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) associado ao Principio da
Superposicao de Efeitos e a Proporcionalidade entre Causa e Efeito. Desta forma, a aplicacdo do
Processo dos Esforgos fica limitada a problemas que respeitam as hipoteses da elasticidade linear,
ou seja, problemas elastico-lineares em regime de pequenos deslocamentos, giros e deformacdes.

O Processo dos Esforcos permite a resolucdo de uma estrutura hiperestatica recaindo no
calculo de problemas isostaticos, obtidos a partir da estrutura original, possiveis de serem resolvidos
apenas com as equagdes de equilibrio da estatica e da aplicagao do PTV. Tendo isso em mente, o
Processo propGe transformar a estrutura hiperestitica em uma isostatica auxiliar ao impor o
rompimento de vinculos (internos e/ou externos) em nimero igual ao grau de hiperestaticidade da
estrutura. Esta estrutura isostatica auxiliar € usualmente chamada de Sistema Principal.

Os vinculos rompidos sdo substituidos pelos correspondentes esforcos ou reacdes, que
recebem o nome de Incégnitas Hiperestaticas, enumeradas como F; a F,,, em que n é o numero de
incognitas hiperestaticas. Tal procedimento mantém a condicdo de equilibrio original, mesmo sem
serem conhecidos em principio os valores das incégnitas hiperestaticas, porém ferindo as condi¢Ges

de vinculagdo e de continuidade de deslocamentos nos vinculos removidos. Assim, os problemas
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hiperestatico (real) e isostatico (auxiliar) sé serdo equivalentes desde que se determinem os valores
das incdgnitas hiperestaticas para os quais sejam respeitadas, além das condicdes de equilibrio, as
referidas condi¢des de vinculagao, de continuidade e de deslocamento existentes no problema real.

Com base no principio da superposicdo de efeitos, o problema isostatico é dividido em “n+1”
problemas. Cada problema é resolvido isoladamente, estando numerados de (0) a (n), em que o
problema (0) corresponde a estrutura isostatica auxiliar submetida apenas a causa fisica original do
problema real (r). Os problemas de (1) a (n) correspondem a aplicacdo de uma for¢a (ou momento)
unitaria sobre a estrutura isostatica, sem a consideracdo de quaisquer outras causas fisicas do
problema (r), na direcdo e sentido da incégnita hiperestatica arbitrada que substituiu o vinculo
removido. Os problemas de (1) a (n) sdo multiplicados pela correspondente incégnita hiperestatica
(F., F,, ..., F,), valendo-se do principio da proporcionalidade entre causa e efeito.

A resposta do problema real (r) é recuperada somando as respostas de cada um dos
problemas (0an), ou seja, (r) =(0)+ F,.(1) + -+ E,.(n) . A imposicdo da condi¢do de
igualdade para tais deslocamentos fornece as equagdes adicionais necessarias para obtengao das
incognitas hiperestaticas do problema original.

Uma vez estabelecidos os valores das incégnitas hiperestaticas, o problema real sobre a
isostatica auxiliar e o hiperestatico original sdo equivalentes. Valendo-se do principio da
superposicdo de efeitos, pode-se escrever que qualquer grandeza ou efeito E no problema (r) é
dada pela soma da referida grandeza calculada nos problemas de (0) a (n) associada a respectiva
incognita hiperestatica. Ou seja:

Eiyr = Ejo + EiyFy + - + Ejp By (2.1)
em que E;; é o valor da grandeza no ponto i para o problema j, e F; € o valor da incégnita
hiperestatica associada ao problema j. A equagdo (2.1) é valida para deslocamentos, deformacgdes,
tensdes, esforcos solicitantes e reacdes de vinculos.

Desta forma, a equacdo (2.1) pode ser empregada para escrever as n equacdes adicionais
para determinar os valores de F; que restituem as condi¢des de vinculagdo e de compatibilidade de
deslocamentos, tornando o problema isostatico equivalente ao problema real hiperestatico. Para
tanto, toma-se o efeito E;; como sendo §;; — o deslocamento na diregdo da incégnita hiperestatica

[ calculado no problema j, estabelecendo as equagdes necessdrias da seguinte forma:

01r =610 + 611F1 + 0+ Sk,
: : : : (2.2)
5117‘ =O0po + 6n1F1 + -+ 6nnFn
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Passo a passo:

1 — Determine o grau de hiperestaticidade da estrutura (n);
2 — Crie a estrutura isostatica auxiliar;

3 — Determine os problemas de (0) a (n);

4 — Restaure a compatibilidade, sobrepondo os problemas.

No caso de vinculos externos rompidos, o deslocamento §;,- do problema (r) na direcdo da
incognita hiperestatica F; assume valor nulo ou do recalque de apoio, caso exista. Para vinculos
internos, como a incégnita hiperestatica esta associada a um deslocamento relativo entre se¢des
transversais sucessivas, o deslocamento §;,- do problema (r) para este caso serd sempre nulo.

Os deslocamentos dos demais problemas sao facilmente determinados com a aplicagao do
PTV, por se tratar do célculo de deslocamento em determinada estrutura isostatica. Esse tépico

pode ser revisitado no Livro 1.
2.1 Exemplo Modelo - Viga Hiperestatica (VH)

Considere, como exemplo, uma viga duas vezes hiperestatica submetida a um recalque
rotacional no engaste em A e um carregamento distribuido ao longo de toda a viga, tal como

ilustrado na Figura 15. A linha tracejada em azul reflete a deslocada da estrutura real, a ser obtida.
0
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FIGURA 15. PROCESSO DOS ESFORGOS: VIGA HIPERESTATICA.

A estrutura isostdtica auxiliar é obtida rompendo-se dois vinculos da estrutura real.
Adotando-se como incégnitas hiperestaticas a reagdo de momento no ponto A e o momento fletor
na se¢do B, denominadas de F; e F, respectivamente, gera-se o problema isostatico equivalente,
como mostrado na Figura 16. Destaca-se que o problema isostatico equivalente deve respeitar o
recalque rotacional em A e a continuidade de rotacdo em B, refletindo a deslocada da estrutura real
(em azul).

E interessante notar que, ao romper o vinculo interno em B, o equilibrio equivalente exige

um par de esforgos contrarios no referido vinculo.
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FIGURA 16. VH: PROBLEMA ISOSTATICO EQUIVALENTE.

A resposta do problema (r ) é dividida em n+ 1 problemas, levando a situagdo

esquematizada na Figura 17. O problema isostatico equivalente serd igual ao real caso se obtenham

F1 e F2 de tal forma que o giro do ponto A e o giro relativo no ponto B no problema equivalente

sejam iguais aos respectivos giros naqueles pontos no problema real
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FIGURA 17. VH: SOBREPOSICAO DOS PROBLEMAS.
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Fazendo-se a sobreposicdo dos problemas, conforme mostrado na equacgao (2.2), gera-se um

sistema linear de duas equacgdes e duas incognitas, dado por:

81r = —0 = 80 + 6;1F; + 61,F;

2.3
82r = 0 =829 + 821 F; + 63,F, 23)

Obtidos os valores das incognitas hiperestaticas F; e F,, as grandezas de interesse do
problema (r) podem ser obtidas aplicando-se a equacdo (2.1) ou diretamente do problema
isostatico equivalente, ja com os valores conhecidos das incdgnitas hiperestaticas, por simples

equilibrio.
2.2 Exemplo - Pdrtico Plano sob agdes diversas (PP)

Como segundo exemplo, considere o podrtico plano ilustrado na Figura 18, submetido
simultaneamente a acdo do carregamento distribuido no trecho BC, momento concentrado na
extremidade esquerda do trecho BC, variacdo de temperatura nos trechos AB e CD, e recalque de
apoio vertical em A. Adota-se para o problema as seguintes propriedades fisicas: EI = 20.000 kN.m?,
EA = 80.000 kN, k = 5.000 kN/m, alfa = 0.00001°C* e altura da sec3do transversal h = 0,4 m. Destaca-
se que, para o trecho BC, adota-se inércia de 2 vezes o valor da inércia dos demais trechos, sendo,
portanto, o valor do El para o referido trecho igual a 40.000 kN.m?2.

Nota-se ainda que o trecho AB esta submetido apenas a esforco axial, uma vez que se encontra
bi-rotulado e as causas fisicas atuantes no referido trecho nao causam flexdo. Ja os trechos BC e CD
estdo submetidos a esforcos axiais, cisalhantes e de flexdo, por conta das configuracbes de

extremidade e causas fisicas as quais se encontram submetidos.

FIGURA 18. PROCESSO DOS ESFORGOS: PORTICO PLANO.
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O primeiro passo para aplicacdo do Processo dos Esforcos é a obtencao de um problema

isostatico equivalente. Como o grau de hiperestaticidade da estrutura deste exemplo é dois, serdo

rompidos dois vinculos da estrutura real. S3o iniUmeras as alternativas para escolha das incognitas

hiperestaticas a serem adotadas para resolver o problema, sendo algumas dessas alternativas

apresentadas na Figura 19.

oo

/77>7 TTT7

a) Estrutura hiperestatica original.

WC ijw F,

c) Rotula em C e apoio horizontal em D.

F,r\
§W\N\/\/{) —/,)"NF,

e) Rotulaem C e engaste em D.

F,
< O

b) Remogdo de mola em B e engaste em D.

Yo

2 o

F,

d) Apoio vertical em A e engaste em D.

E, Fi s
S— -/(O'N F,
777
777

f) Molaem B e rétulaem C.

FIGURA 19. ALTERNATIVAS PARA PROBLEMA ISOSTATICO EQUIVALENTE DO PORTICO PLANO.

Adota-se o problema isostatico equivalente da Figura 19e, que apresenta como incégnitas

hiperestaticas o esfor¢o interno de momento fletor no ponto C e a reagao de momento no ponto D,

denominadas de F; e F, respectivamente, gerando o problema isostatico equivalente da Figura 20.

A resposta do problema (r) é dividida em 2 + 1 problemas, levando a situagdo esquematizada

na Figura 21.
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FIGURA 20. PP: PROBLEMA ISOSTATICO EQUIVALENTE.

10 kKN/m 10 kN/m

CTT T TTT7T 1

WK W@f 2o
\> ol \> _ &"\JF,

20kNm ——~ \ 20kNm — ="« _ |

el = = \ \——--”’ Ir ™ \

\\ ! = | |
3O°C\\ 30°C 30°C | 60°C 30°C\\ 30°C 30°C | 60°C

/77\}77 (r) 77 ‘ (r) %;g 22
| IZ cm /77%7712 cm g 1= )
A A

10 kN/m
b LT L |
5 N
S G5 7N %”””WC — "N
| 20kNm -~ N R gy & L
: __——8 o, + o "/ el 4
\\ 0= | ,’/8 + /' 8, =Y, +7, 5 ‘\L,_, ‘\j:’h
20 , GV
30°C, |30°C 30°C | /60°C A
\
(O) Fz [ (1) l
' IZ cm ST T

FIGURA 21. PP: SOBREPOSIGCAO DOS PROBLEMAS.
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Novamente, o problema isostatico equivalente serd igual ao real caso se obtenham F; e F, de
tal forma que o giro relativo no ponto C e o giro absoluto no ponto D, no problema equivalente,
sejam iguais aos respectivos giros naqueles pontos no problema real.

A sobreposicao dos problemas gera um sistema linear de duas equag¢des com duas incognitas,

denominadas equacdes de compatibilidade de deslocamentos, dado por:

810 =0 =100+ 611F1 + 61,F,
8zr = 0 =829 + 621F; + 652F,

Deve-se determinar os deslocamentos §;; dos diversos problemas, que sdo o giro relativo

(2.4)

entre trechos BC e CD e o giro do ponto D da estrutura causados pelas agdes atuantes em cada um
dos problemas. Para determinar os deslocamentos, emprega-se o principio dos trabalhos virtuais,

impondo-se o estado de deslocamentos (j) ao estado de forgas (i), conforme a equagao (2.5).

FMF™
YRi.pj +1.6; = le-du,- +fVidvj + fMidqu +2 2 (2.5)
Recalque Normal Cortante = Momento Fletor Molas

em que a primeira parcela se refere a soma do produto entre recalques de apoios p; do estado de
deslocamento j com respectivas reagdes de apoio R; no estado de forgas i, a segunda parcela é o
produto da for¢a (ou momento) unitaria com o deslocamento (ou giro) que se deseja calcular §;;,
as trés parcelas seguintes se referem as contribui¢gdes do esforgo normal N;, do esforgo cortante V;
e do momento fletor M; associadas com os respectivos deslocamentos relativos du;, dv; e d¢;,
determinados de acordo com a cinematica adotada e com as causas fisicas as quais se encontram
submetidos os elementos da estrutura, e a Ultima parcela se refere as forgas atuantes nas molas
existentes nos dois problemas.

A contribuicdo do deslocamento prescrito, quando ndo estiver associado a alguma incégnita
hiperestatica, aparece apenas nos termos de carga (;,), a partir do trabalho externo promovido
pelas reacdes do estado de forcas (i) com os recalques de apoio do estado de deslocamentos (0).
No caso de o recalque estar associado a incognita hiperestatica, este refletird o valor do respectivo
deslocamento no problema (0), conforme ja apresentado anteriormente.

Ou seja, a contribuicdo do recalque é dada pela multiplicacdo do deslocamento prescrito
existente no problema isostatico equivalente (0) pela respectiva reacdo do problema (i) em estudo.
No caso de haverem diversos recalques, estes devem ser devidamente associados unicamente as

respectivas reacoes.
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Recalques de apoios:

- Sdo considerados apenas no problema (0);

- Sdo associados apenas com as respectivas reagées dos problemas (1) a (n);

- Sua contribuicdo é positiva caso a reagdo e o recalque estejam na mesma diregdo;

- Nao afetam, de maneira alguma, os coeficientes de flexibilidade.

Vale lembrar que a maior contribuicdo aos deslocamentos de uma estrutura sujeita a causa
fisica carregamento se da, em geral, pela parcela de flexdo. Pode-se, assim, desprezar as
contribuigdes das parcelas dos demais esforgos quando atua esta causa fisica.
No entanto, para as demais causas fisicas, todas as parcelas devem ser consideradas. Esta
afirmacdo também é valida para casos especiais de estruturas e especificos de carregamento,
ficando a cargo do profissional de engenharia avaliar e adotar eventuais simplificagdes.
Portanto, verifica-se a necessidade de consideragao de diferentes esforcos e rea¢des em cada
trecho, a depender da parcela que se esta calculando e por qual causa fisica ela foi ocasionada. Esse
assunto pode ser revisitado no Capitulo 4 do Livro 1 para melhor entendimento das diferentes
situagoes.
Dito isso, para o calculo dos deslocamentos envolvidos na analise, € necessario que se
determinem:
a) para a parcela do carregamento: o diagrama de momentos fletores nos trechos fletidos
BC e CD e o diagrama de esfor¢o normal no trecho sem flexao AB, para os problemas de
(0) até (2);

b) para a parcela da temperatura: os diagramas de esfor¢co normal e de momentos fletores
nos trechos AB e CD para os problemas (1) e (2);

c) para a parcela referente a mola: o esfor¢o na mola nos problemas (0) a (2);

d) finalmente, para a parcela do recalque: a reagdo vertical no apoio em A nos problemas (1)
e (2).

Os diagramas de corpo livre (D.C.L.) e de momentos fletores para cada um dos problemas,
acrescidos dos demais esforgos necessarios, sao apresentados no Quadro 27, Quadro 28 e Quadro
29. Os esforcos normais, nas barras em que sdao necessarios, podem ser obtidos diretamente das

reacdes de apoio indicadas.
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QUADRO 27. PP: DIAGRAMA DE MOMENTOS FLETORES PARA O PROBLEMA (0).
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QUADRO 28. PP: DIAGRAMA DE MOMENTOS FLETORES PARA O PROBLEMA (1).
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QUADRO 29. PP: DIAGRAMA DE MOMENTOS FLETORES PARA O PROBLEMA (2).

Assim, para cada problema, sdo calculados os termos de carga e coeficientes de flexibilidade
(deslocamentos §;;) por meio da equagdo (2.5), considerando-se a cinematica adotada e com as
causas fisicas as quais encontram-se submetidos os elementos em cada problema. Cuidado deve ser
tomado em relagcdo as unidades, utilizando-se unidades coerentes para cada uma das grandezas,
derivadas sempre das mesmas unidades de comprimento e for¢a adotadas para o problema.

O primeiro termo de carga é dado por:
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mpm

Fi"Fy
610 s leduO + .f Vldvo + f Mldd)o + k - Rl.po

AT - AT NlNO MlMO FmFm
%f 1ds+f EA dx+.f I dx + 1k0 —R4.pg

=aATCng1ds+a

Para facilitar o entendimento, as parcelas foram desmembradas a seguir:

30+ 30 30+ 60
a AT, f N,ds =« (=0,167).4 + a 0,167.4
Barra AB Barra CD
AT; — ATSf _ 30-60 14
a A 1aSs =« 0'4 . )
Barra CD
leNo dx = 33,333.0,167 4 J‘MIM0 dx = —20.1 6 4 451 6
EA T Ea El T 2E 6" 2E1'3
Barra AB Barra CD Barra CD
mpgm
R _ 0.025 Ry.po = 0,167.0,02
k J_/ recalque em A
mola em B

Somando-se as contribui¢des, com os respectivos sinais, o termo de carga §,, é dado por:

610 = 0,0039685 rad
Destaca-se a unidade em radianos, por ser um deslocamento de giro. O segundo termo de
carga é obtido de forma analoga. No entanto, apenas a parcela referente a temperatura na barra
CD ndo é nula:

5. = 30-60 1.4 0.0015 rad
20 =0 04 2O ra

Os proximos termos a serem determinados sdo os coeficientes de flexibilidade, em que as
unidades sdo dadas pelo deslocamento em relagdo ao esforco unitario imposto. O primeiro termo

6,1, € dado por:

Ny N M; M FyF
511:f - °dx+f =2 dx + ——

EA El k
_O01672 12 6 124 02582 o0 Tad
W EA "7 "Q2EI'3 EI'3 k7 kN.m
barra AB BC CD mola

81, € 8,71 sdo obtidos da seguinte forma:

1.1 4 -0,25.0,25 rad
= 0,000020833 ——

P2 =0n= Frg t T kN.m
barra CD mola
Por fim, 8,,:
b= o E L0205 00079167 124
227 EI'3 ko kN.m
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Substituindo os termos de carga e coeficientes de flexibilidade na equacgdo (2.4), tem-se que:

0,0039685 + 0,00013056F; + 0,000020833F, = 0
—0,0015 + 0,000020833F; + 0,000079167F, = 0

Se for realizada a compatibilizacdo de unidades, o leitor ira perceber que a equa¢do é uma
simples relacdo de deslocamentos, de mesma grandeza. Resolvendo o conjunto de equagdes de

compatibilidade de deslocamentos, obtém-se os valores das incégnitas hiperestaticas:

F, = —34,8842 kN.m
F, = 28,1274 kN.m

De posse dos valores das incégnitas hiperestaticas F; e F,, as grandezas de interesse do
problema (r) podem ser obtidas aplicando-se a equacdo (2.1) ou diretamente do problema
isostatico equivalente, ja com os valores conhecidos das incognitas hiperestaticas.

Em outras palavras, os diagramas de esforgos solicitantes podem ser obtidos de duas formas:
a) por superposicao de efeitos, seguindo a ideia da equacdo (2.4); ou b) pelo equilibrio do problema
isostdtico equivalente, agora que sdo conhecidos os valores das incognitas hiperestaticas. Qualquer
dos caminhos adotados vai levar aos diagramas de esforgos solicitantes para a estrutura

hiperestatica real apresentados no Quadro 30.
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QUADRO 30. PP: DIAGRAMA DE ESFORCOS INTERNOS.
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2.3 Exemplo - Pértico Misto (PM)

Neste terceiro exemplo, considere o pértico planoilustrado na Figura 22, constituida por barra
submetida exclusivamente ao esfor¢co normal (barra BE), assim como barras sujeitas ao momento
fletor. Dentre as causas fisicas, observam-se a acdo de carregamento distribuido ortogonalmente
nos trechos AB e BD, e enviesado no trecho BD, além de um recalque de apoio vertical em A. Adota-

se para o problema as propriedades fisicas: El = 20.000 kN.m?, EA = 50.000 kN, k = 5.000 kN/m.

EA 12 kN/m -

liilllllililililillli ~
/ C
JA El 2 El /}/—9&77

£ =

< El -

o k

B D
le | | Recalque de 2 cm
! 6 m ! 4m ! para baixo

FIGURA 22. PROCESSO DOS ESFORGOS: PORTICO MISTO.

Segundo o Processo dos Esforcos, o primeiro passo é a obtencdo de um problema isostatico
equivalente, o Sistema Principal. Como o grau de hiperestaticidade da estrutura deste exemplo é
trés, serdo rompidos trés vinculos da estrutura real.

Dentre as inUmeras alternativas para escolha das incégnitas hiperestaticas, adotam-se a
reacao de momento no ponto A, o esforco interno de esforco normal na barra EB, e o esforco interno
de momento fletor no ponto B, junto a barra BD, sendo denominadas de F; a F3, respectivamente,

gerando o problema isostatico equivalente da Figura 23.

P74
$F2
TF2
12 kN/m
F1 illlllilllliillllllll
(;} /'F3 R

10 kN/m

"}
Recalque de 2 cm
para baixo

FIGURA 23. PM: PROBLEMA ISOSTATICO EQUIVALENTE.
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A resposta do problema (r) é dividida em 3 + 1 problemas, levando a situagdo esquematizada

na Figura 24.
77
12 kKN/m
llllllllllllillllllll
Was 2z
(0) £ ¥
<
Recalque de 2 cm
para baixo
y7%74
1 kKNm J
Q) = F+
(1)
777777
V74
JLKN
TI kN
Paw - F,+
(2)
77777
V%74
PpAY "1 kNm /7/%
(3) 1 kNm
. Fy

77777

FIGURA 24. PM: SOBREPOSICAO DOS PROBLEMAS.
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O problema isostatico equivalente serd igual ao real caso se obtenham F;, F, e F; de tal forma
gue o giro absoluto no ponto A, o deslocamento relativo na barra EB, e o giro relativo no ponto B,
do problema equivalente, sejam iguais aos respectivos valores naqueles pontos no problema real.

A sobreposicdo dos problemas gera um sistema linear de trés equacdes com trés incognitas,

denominadas equacdes de compatibilidade de deslocamentos, dado por:

61, =0= 510 + 611F; + 81,F, + 513F3
627‘ = 0 = 620 + 621F1 + 522F2 + 623F3 (26)
03, = 0 = 8309 + 831 F; + 632F, + 833F3

Para determinar os deslocamentos §;;, emprega-se o principio dos trabalhos virtuais,

j

impondo-se o estado de deslocamentos (j) ao estado de forgas (i), conforme a equagdo (2.7).

Fim ]m
Recalque Normal Momento Molas

em que a primeira parcela se refere ao produto entre o recalque de apoio p; do estado de
deslocamento j com respectivas rea¢des de apoio R; no estado de forgas i, a segunda parcela é o
produto da forga (ou momento) unitaria(o) com o deslocamento (ou giro) que se deseja calcular &;;,
as duas parcelas seguintes se referem as contribui¢cdes do esforco normal N; e do momento fletor
M; associadas com os respectivos deslocamentos relativos du; e d¢;, determinados de acordo com
a cinematica adotada e com as causas fisicas as quais se encontram submetidos os elementos da
estrutura, e a Ultima parcela se refere as forcas atuantes nas molas existentes. A parcela referente
ao cortante sera desprezada, para fins de calculo simplificado.

Dito isso, para o cdlculo dos deslocamentos envolvidos na andlise, é necessdrio que se
determinem:

a) para a parcela do carregamento: o diagrama de momentos fletores nos trechos fletidos

AB, BC e BD, e o diagrama de esfor¢co normal no trecho BE, em todos os problemas;

b) para a parcela referente a mola: o esforco na mola nos problemas (0) a (3);

c) para a parcela do recalque: a reagao vertical no apoio em D nos problemas (1) a (3).

Os diagramas de momentos fletores para cada um dos problemas sdo apresentados nos
quadros abaixo. Além dos diagramas de momentos fletores, sdo apresentados os esforgos normais

na barra BE, a reacdo vertical no apoio D, e o esforco na mola, quando existentes.
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l11.25 kN

30 kN
e
N
Recalque de 2 cm

para baixo

QUADRO 31. PM: DIAGRAMA DE MOMENTOS FLETORES PARA O PROBLEMA (0).

\§ o

77777

QUADRO 33. PM: DIAGRAMA DE MOMENTOS FLETORES PARA O PROBLEMA (2).

1 kKNm

- i Ny

1 kNm lo.zs kN

X D R

QUADRO 34. PM: DIAGRAMA DE MOMENTOS FLETORES PARA O PROBLEMA (3).
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Assim, para cada problema, sdo calculados os termos de carga e coeficientes de flexibilidade
(deslocamentos §;;) por meio da equagdo (2.7), considerando-se a cinematica adotada e com as
causas fisicas as quais encontram-se submetidos os elementos em cada problema. Cuidado deve ser
tomado em relagdo as unidades, que devem ser coerentes para cada uma das grandezas, derivadas
sempre das mesmas unidades de comprimento e for¢a adotadas para o problema.

O primeiro termo de carga é dado por:

Fi"Fg"

610 = leduO + Mldd)o +

—leNO x+fM1M0dx+F{ann—R P
k 1-F0

— R1.po

EA EIl
Para facilitar o entendimento, as parcelas foram desmembradas a seguir:
N1 Ny
dx =0
f A
fMlMOd _! (1+2.0,4).117 6+(1+04) 54.2 104117 5 4+ 0,424,
I x_EI ¥ 4). 543 41173 4242
Barra AB Barra AB Barra BC Barra BC
_ 437
~ El
FF* 030
kK k.
mola em D

Ri.po= 00,02 =0
recalque em D

Somando-se as contribuigdes, com os respectivos sinais, o termo de carga §,, é dado por:

E1510 = 437
Para facilitar o desenvolvimento, tanto os termos de carga quanto os coeficientes de

flexibilidade serdo escritos em fungao de El. O segundo termo de carga é obtido de forma andloga.
No problema (2), ndo hd reacdo no apoio em D, tampouco acdo na mola, portanto estes termos nao

contribuem no calculo. O mesmo vale para a normal no problema (0).

5 —fMZM"d = 0411720 04548 040a 2| 21272
20~ | Tpp TR Tet g T ety T AReR S = T
Barra ABC Barra AB Barra BC

O terceiro termo de carga é dado pela relacdo entre o problema (0) e (3). Neste caso, existe

reacao vertical em D no problema (3), portanto ha contribuicdo associada ao recalque:

—106,75

1 4 4 5
—~0,25.0,02 + 830 = 7| ~1.117.5 = 1245 = 111,255 830 = —

EIl 3 3 3

Barra BC Barra AB Barra BD
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Os préximos termos a serem determinados sdao os coeficientes de flexibilidade, conforme

segue:

El X = E 1 .? < E1611 = 3,333

Barra ABC

fMlMOd 1| , 10

1 6 4
612 - 621 - ﬁ _2,4'(1 + 2.0,4).5 - 2,4’.0,4’.§ .. EI612 - _5,6

Barra AB barra BC

4
77| 1043 = E1815 = 0,533
barra BC

613 =631 =

1 S0 1
622 :E (_2,4) .? +— (1) .2 o EI622 = 20

EA
Barra BD
Barra ABC

1 4
623 = 532 = E (_2,4‘)(_1)§ o E1523 = 3,2

Barra BC E
5—1 124+125 ~Eld3; =3
BTE 3 EN e
Barra BC Barra BD-

E interessante notar que em nenhum coeficiente de flexibilidade a mola foi solicitada. Em
outras palavras, a hiperestaticidade da estrutura nao interfere no deslocamento da mola. A agao na
mola decore exclusivamente pela acdo horizontal distribuida na barra BD, e sé aparece no problema
(0). Isto mostra que, por vezes, a redundancia estrutural promove redistribuicdo de esforcos, mas
nao necessariamente a todos os vinculos da estrutura.

Como todos os termos de carga e coeficientes de flexibilidade foram escritos em fungao de El,
este pode ser simplificado. Substituindo os termos de carga e coeficientes de flexibilidade na
equacdo (2.6), tem-se que:

61 = 0=437 + 3,333F, — 5,6F, — 0,533F; F, = —=3896 kN.m
O0,r = 0=-1272 —5,6F, + 20F, + 3,2F; —»{ F,=5801kN
63, = 0= -106,75 - 0,533F; + 3,2F, + 3F; F; = —=33,22 kN.m
De posse dos valores das incognitas hiperestaticas F; a F3, as grandezas de interesse do

problema r podem ser obtidas aplicando-se a equacdo (2.1) ou diretamente do problema isostatico
equivalente, ja com os valores conhecidos das incégnitas hiperestaticas. A estrutura isostatica

equivalente com os valores obtidos para as incdgnitas hiperestaticas € mostrada no Quadro 35.
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aug
J58.01 kN
158.01 kN
12 kKN/m
-38_%kNmilllilllilllillliilil
ASA 73322 KNm 2
-33.22 kNm

10 kN/m

Recalque de 2 cm
para baixo

QUADRO 35. PM: PROBLEMA ISOSTATICO EQUIVALENTE JA EQUILIBRADO.

Em outras palavras, os diagramas de esforcos solicitantes podem ser obtidos de duas formas:
a) por superposicao de efeitos, seguindo a ideia da equacao (2.6); ou b) pelo equilibrio do problema
isostatico equivalente, agora que conhecidos valores das incognitas hiperestaticas. Qualquer dos
caminhos adotados vai levar aos diagramas esforcos solicitantes para a estrutura hiperestatica real

apresentados no Quadro 36.

38.96 kNm 54 kKNm
o 37.80 kNm

4.58 kNm 24 KNm

QUADRO 36. PM: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR.

2.4 Exemplo — Grelha com Torgao Essencial ao Equilibrio (GCT)

Recobrando do livro 1, uma grelha é definida como uma estrutura plana sujeita a acdes
normais ao plano em que esta contida. O elemento de grelha é sujeito a solicitacdes transversais a
sua secdo, em um dos planos ortogonais, como mostrado na Figura 25. Seus esforcos internos
(solicitantes) sdo o momento fletor, o esforco cortante e o momento torsor, em torno do eixo do
elemento. Tais esfor¢cos promovem deformag¢des normais devido a flexao, e deformacgdes de distorcao

transversais decorrentes do esfor(;o cortante e do momento torsor.
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_Rotagdo - Momento Torgor

Rotacdo - Momento Fletor Translacdo - Esforco Cortante

FIGURA 25. ESFORCOS SOLICITANTES EM UMA GRELHA.

A depender do arranjo estrutural em grelha, a torcdo é essencial ao seu equilibrio. Para
estabelecer o grau de hiperestaticidade da estrutura, e definir o nUmero de vinculos a serem suprimidos,
deve-se realizar a determinacdo geométrica. A Figura 26 apresenta a representacao em barras vinculares
dos apoios e ligacdes usualmente observados em grelhas quando considerada a tor¢cdao essencial ao

equilibrio.

WA A

a) Engaste b) Apoio Fixo

AN

c) No (Encontro de Barras)
FIGURA 26. DETERMINACAO GEOMETRICA DE UMA GRELHA CONSIDERANDO TORCAO.

Em uma grelha com tor¢do, um engaste impede o deslocamento vertical (cortante), o giro ao longo
do eixo (flexdo) e em torno do eixo (tor¢do). Ja um apoio fixo impede apenas o deslocamento vertical.
No encontro entre barras, ou seja, um nd, ha a transferéncia de deslocamento vertical e de giro — no
caso em que as barras forem ortogonais, o giro devido a flexdo é transferido como giro a tor¢do para a
outra barra, e o giro a torc¢do é transferido como giro a flexao.

No caso da grelha deste exemplo, ilustrada na Figura 27, a rigidez a tor¢do é necessaria ao
equilibrio. De forma simplificada, por simples andlise da estrutura, percebe-se que o ponto D é livre
ao deslocamento vertical se ndo for restringido o giro por flexdo em C. Este giro sé é contido pela
torcdo da barra BC.

Voltando a determinagdo geométrica, para estabelecer o grau de hiperestaticidade, o nimero
de barras necessarias ao equilibrio é dado por b,, = 3c = 3.3 = 9, em que c é o numero de chapas.

Neste caso, cada trecho foi considerado como uma chapa.
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20 kN
A lD
" T TN
;3 4m %E .

W

FIGURA 27. PROCESSO DOS ESFORGOS: GRELHA COM TORGAO.

O numero de barras deste exemplo é contabilizado pelas trés barras vinculares do engaste em
A, uma barra vincular no apoio fixo em C, e trés barras vinculares em cada no, resultando em b =
10. Como ha uma barra vincular em excesso, o grau de hiperestaticidade da estrutura é 1.

Novamente, o primeiro passo é a obtencdo de um problema isostatico equivalente. Sera
rompido um vinculo da estrutura — a reagao de apoio em C, que serd denominada Fj.

O problema estatico equivalente é apresentado na Figura 28. Como sé hda um parametro
incégnito, a resposta do problema real é dividida em 1 + 1 problemas, levando a situagdo

esquematizada na Figura 29.

120 kN

10 kN/m

HEEEEERN

I

FIGURA 28. GCT: PROBLEMA ISOSTATICO EQUIVALENTE.

lZO kN

(0) N
10 kKN/m

v i b vl VN

(1) .F,

|

FIGURA 29. GCT: SOBREPOSIGCAO DOS PROBLEMAS.
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Da mesma forma que em pdrticos, o problema isostatico equivalente sera igual ao real caso
se obtenha F; de tal forma que o deslocamento vertical no ponto C seja igual ao valor naquele ponto
no problema real. Como sé ha um parametro incégnito, requer-se apenas uma equac¢do de
compatibilidade de deslocamento, dada por:

81r =0 =010 + 61171 (2.8)

Para determinar os deslocamentos §;, e 8;1, emprega-se o principio dos trabalhos virtuais,

impondo-se o estado de deslocamentos (j) ao estado de forgas (i), conforme a equagdo (2.9).

Cortante Flexao Torgao

em que a primeira parcela se refere ao deslocamento que se deseja calcular §;;, e as trés parcelas

jr
seguintes se referem as contribui¢des advindas do esforgo cortante V;, do momento fletor M;, e do
momento torsor T;, associadas com os respectivos deslocamentos relativos dvj , dd)j e d(pj ,
estabelecidos conforme a cinematica adotada e as causas fisicas a que a estrutura estd sujeita.

Dito isso, para o cdlculo dos deslocamentos envolvidos na andlise, é necessario que se
determinem os diagramas de momentos fletores e momentos torsores em todos os trechos, além
dos diagramas de esforgo cortante quando pertinente.

Para facilitar a leitura, a estrutura foi desmembrada em seus respectivos segmentos, e os

esforcos indicados nas extremidades, em devido equilibrio, no Quadro 37. Na primeira parte do

qguadro, os esforcos relativos ao problema (0), e na segunda parte, relativos ao problema (1).

-160 kKNm

\ 20 kN

160 kNm T

lm kN LN 10 kN/m Tzo kN
80 kNm \l, J I 111111 -sokam
-80 kNm 4 80 kN
\ 160 kKNm 20 kNl\ n \

60 kN 0 0

100 kN

4 KNm

—

4 kNm T
1 kN T .
1 kKN < 4kNm 0 l 1 kN
0 \ \ 0
\4 kNm l 1 kN Tl kN | kNT\ 0

QUADRO 37. GCT: ESFORCOS INTERNOS NOS ELEMENTOS DE GRELHA.
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A cor vermelha foi empregada para destacar as rea¢des e a a¢do unitaria imposta. Em azul, foi
destacado o equilibrio dos esforcos no né B, e em verde no né C. E interessante notar como um
esforco de momento fletor se torna torsor em barras ortogonais, e que cada né esta em perfeito
equilibrio.

A partir da visualizacdo do Quadro 37, o tracado dos diagramas de esforcos solicitantes é
facilitado, sendo apresentados nos quadros subsequentes. Destaca-se que, estando as barras de
grelha solicitadas tanto por momentos fletores quanto por momentos torsores, a contribuicdo

associada ao esforco cortante pode ser desprezada no calculo dos deslocamentos de interesse.

\/)'C) /l/
7
3 -80 kNm

QUADRO 38. GCT: DIAGRAMA DE MOMENTOS FLETORES E TORSORES PARA O PROBLEMA (0).

4 kNm
<
444))

4 kNm

160 kNm

160 kNm

80 kNm

QUADRO 39. GCT: DIAGRAMA DE MOMENTOS FLETORES E TORSORES PARA O PROBLEMA (1).

O termo de carga 6;( e o coeficiente de flexibilidade §;; sdo calculados empregando-se a
equacdo (2.9), considerando apenas as contribuicGes associadas ao momento fletor e ao momento

torsor. O termo de carga é dado por:

dx

M; M, T1Ty
610 - fMldd)O + f Tld(po - f EI dx +f G]t

Sao adotadas as seguintes propriedades fisicas: EI = constante; GJ, = 3,2E. Para facilitar o

entendimento, as parcelas foram desmembradas a seguir:

M, M 1 4 4 4| -1386,667
f P 0dx = —|4.(2.(—160) + 80)€+4. (—160)§+ 420.—|=—21—

EI EI 3 El
Barra AB Barra BC Barra BC
T, T, 1 [ l —2560
dx = —|4.(—160).4| =
j GJe CJe | ~faraas 1 32EI
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Somando-se as contribui¢des, com os respectivos sinais, o termo de carga &, é dado por:

El5;y = —2186,667
O coeficiente de flexibilidade, por sua vez, §,, é dado por:

MM T,T,
611=f L de‘l‘f 10dx

EI GJ,

5 = 4% 4 +42 4+42 4_62,667

W7 EI'3 "EI'3  GJ,S T EI
barra AB BC 5

Substituindo o termo de carga e o coeficiente de flexibilidade na equagdo (2.8), tem-se que:
61 = 0=-2186,667 + 62,667F,;
Resolvendo a equacdo de compatibilidade de deslocamentos, obtém-se o valor da incégnita
hiperestatica, a reacdo vertical em C:
F, = 34,89 kN
De posse do valor da incoégnita hiperestdtica F;, as grandezas de interesse do problema r

podem ser obtidas aplicando-se a equacdo (2.1), apresentados no Quadro 40.

20.43 kNm

20.43 kNm

-80 kNm

20 kNm

80 kNm

QUADRO 40. GCT: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR E TORSOR.

2.5 Exemplo — Grelha Desconsiderando Torg¢do (GDT)

Enquanto a grelha do exemplo anterior exigia a consideragdo do momento torsor na sua
solucdo, por ser essencial ao seu equilibrio, no exemplo corrente sera explorada uma grelha em que
a torcdo ndo é essencial.

Neste caso, para estabelecer a determinagao geométrica da estrutura, a representagdo em

barras vinculares dos apoios e ligacGes é distinta, conforme mostra a Figura 30.
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WA A

a) Engaste b) Apoio Fixo

AN

c) N6 (Encontro de Barras)

FIGURA 30. DETERMINAGAO GEOMETRICA DE UMA GRELHA DESCONSIDERANDO TORGAO.

Em uma grelha sem tor¢do, um engaste impede o deslocamento vertical (cortante) e o giro ao
longo do eixo (flexdo). Ja um apoio fixo impede apenas o deslocamento vertical. No encontro entre
barras, ou seja, um nd, ha a transferéncia de deslocamento vertical apenas.

No caso da grelha deste exemplo, ilustrada na Figura 31, a rigidez a tor¢do ndo é necessaria
ao equilibrio. A maneira mais facil de observar isso é considerar cada elemento como se fosse uma
viga se apoiando sobre outra, ou sobre um vinculo externo. Caso seja possivel este

desmembramento, pode-se considerar que a rigidez a tor¢cdo ndo é necessaria ao equilibrio.

A Desenho
em Planta 311
3m
E F G
3m
H
, 3m N 3m Vi 3m , Im im Im

FIGURA 31. PROCESSO DOS ESFORGOS: GRELHA DESCONSIDERANDO TORGAO.

De forma comparativa, a determinacdo geométrica serd estabelecida tanto considerando-se
a torgao, quanto desconsiderando. Considera-se que cada barra é uma chapa, entdao sao observadas
guatro chapas. Desta forma, o niUmero de barras necessarias ao equilibrio considerando-se a torcéo

é dado por b,, = 3¢ = 12.
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O numero de barras é contabilizado pelas trés barras vinculares do engaste em A, uma barra
vincular em cada apoio (em B, G e H), além de trés barras vinculares em cada no (C, D, E e F),
totalizando b = 18. Ou seja, o grau de hiperestaticidade nesta analise é 6.

Ja para o caso em que a tor¢do é desconsiderada, o nimero de barras necessarias ao equilibrio
é dado por b,, = 2¢ = 8. Percebe-se imediatamente que o nimero de chapas se mantém. Quanto
ao numero de barras existentes, sdao contabilizadas duas barras vinculares do engaste em A, uma
barra vincular em cada apoio (em B, G e H), além de uma barra vincular em cada né (C, D, E e F),
totalizando b = 9. Desta forma, o grau de hiperestaticidade é apenas 1.

Para criacdo do problema estdtico equivalente, serd rompido um vinculo interno, no né D,
estando apresentado na Figura 32. Como sé hd um parametro incégnito, a resposta do problema

real é dividida em 1 + 1 problemas, levando a situacdo esquematizada na Figura 33.

10 kN/m

iii¢/{¢ii

i,

FIGURA 32. GDT: PROBLEMA ISOSTATICO EQUIVALENTE.

10 kN/m

¢¢¢¢/{¢¢¢

ip 7.

(0) (1)

FIGURA 33. GDT: SOBREPOSIGAO DOS PROBLEMAS.
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O problema isostatico equivalente sera igual ao real caso se obtenha F; de tal forma que o
deslocamento relativo no né D seja nulo, igual ao problema real. Como sé hd um parametro
incégnito, requer apenas uma equac¢ao de compatibilidade de deslocamento, dada por:

61 =0=2060+ 011 F4 (2.10)

Para determinar os deslocamentos 6;( e 611, emprega-se o principio dos trabalhos virtuais,

impondo-se o estado de deslocamentos (j) ao estado de forgas (i), conforme a equagao (2.9).

Cortante Flexao
em que a primeira parcela se refere ao deslocamento que se deseja calcular §;

j» € as duas parcelas
seguintes se referem as contribui¢des advindas do esforgo cortante V; e do momento fletor M;,
associadas com os respectivos deslocamentos relativos dvj e d¢j, estabelecidos conforme a
cinematica adotada e as causas fisicas a que a estrutura esta sujeita.

Dito isso, para o cdlculo dos deslocamentos envolvidos na andlise, é necessario que se
determinem os diagramas de momentos fletores em todos os trechos, além dos diagramas de
esforco cortante quando pertinente.

Para facilitar a leitura, a estrutura foi desmembrada em seus respectivos segmentos, e os

esforcos indicados nas extremidades, em devido equilibrio, no Quadro 41. Na parte esquerda do

quadro, sdo indicados os esforgos relativos ao problema (0), e na parte direita, relativos ao problema

(1).

420 kNm
«_
60 kNl T 100 kN
10 kKN/m
'BEERYV.EEREER

OT % T()()kN
o] //ﬁ

TSO kN

leN (D)

QUADRO 41. GDT: ESFORCOS INTERNOS NOS ELEMENTOS DE GRELHA.
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A cor vermelha foi empregada para destacar as reacdes e a a¢do unitaria imposta. Em verde,
foi destacado o equilibrio dos esforcos no né C, em laranja no né E, e em azul no né F. Percebe-se
que s6 hd momento no engaste em A.

A partir da visualizacdo do Quadro 41, o tracado dos diagramas de esforgos solicitantes é
facilitado, sendo apresentados nos quadros subsequentes. Destaca-se que, estando as barras de

grelha solicitadas por momentos fletores, a contribuicdo do esforco cortante pode ser desprezada.

420 kNm
0)

120 kNm
11.25 kNm

11.25 kNm

90 kNm

QUADRO 42. GDT: DIAGRAMA DE MOMENTOS FLETORES PARA O PROBLEMA (0) E (1).

O termo de carga 6;( e o coeficiente de flexibilidade §;; sdo calculados empregando-se a
equacdo (2.11), considerando apenas as contribui¢Ges associadas ao momento fletor. O termo de

carga é dado por:

6 3 6 3
El5;, = (—45). (—3).§ + 11,25. (—3).5. 2+ 90. (—3).§ + (—120). 3.§

3 6 3
+(2.(—120) — 420). 3'8 + (—45). 3.§ + 11,25.3.5. 2

E1510 == _1890
O coeficiente de flexibilidade §,, é obtido de maneira analoga:

M; M,
044 = d
11 f £l X

6 6 6 6
— (_2\2 _ _12\2 _ 2 -
El6;; = (—3) .3+( 3) .3+3 .3+3 3 72
Substituindo o termo de carga e o coeficiente de flexibilidade na equagao (2.10), e resolvendo

a equacdo de compatibilidade de deslocamentos, tem-se que:
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De posse do valor da incégnita hiperestatica F;, as grandezas de interesse do problema (r)
podem ser obtidas aplicando-se a equacdo (2.1) ou diretamente do problema isostatico equivalente,
jd com os valores conhecidos das incégnitas hiperestaticas. Qualquer dos caminhos adotados vai
levar aos diagramas esforcos solicitantes para a estrutura hiperestatica real apresentados no

Quadro 43.

420 kNm

123.75 kNm

11.25 kNm 11.25 kNm

QUADRO 43. GDT: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR.

2.6 Exemplo - Grelha com elementos ndo ortogonais (GNO)

No caso de grelhas com elementos ndo ortogonais, a consideracdo da torcdo leva a
decomposicdo de momentos fletores e torsores no ponto de encontro entre os elementos nao
ortogonais. Ao desconsiderar a tor¢do, quando ndo é necessaria ao equilibrio, a transferéncia de
esforcos se da apenas na direcdo vertical, sem transferéncia de momentos, simplificando o célculo.

Na grelha deste exemplo, em que a tor¢dao ndo é essencial ao equilibrio, existe um elemento
ndo ortogonal, conforme mostra a Figura 34. Sdo adotadas propriedades fisicas constantes e iguais

para todas as barras.

20 kKN/m

O
B—=+
Desenho
em Planta 2m
b 4
2m
E N A

2m 2m

FIGURA 34. GRELHA DESCONSIDERANDO TORGAO COM ELEMENTO NAO ORTOGONAL.
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O numero de barras necessarias ao equilibrio considerando-se a tor¢ao é b, =3c =9. 0
nuimero de barras existentes é dado pelas trés barras vinculares em B, uma barra vincular em cada
apoio (em A, C e E), além de seis barras vinculares no né D, totalizando b = 12. Neste caso, o grau
de hiperestaticidade é 3.

Desconsiderando-se a tor¢cdo, o nimero de barras necessarias ao equilibrio é reduzido para
b,, = 2c = 6. Quanto ao numero de barras existentes, sdo contabilizadas duas barras vinculares do
engaste em B, uma barra vincular em cada apoio (em A, C e E), além de duas barras vinculares no
no D, totalizando b = 7. Desta forma, o grau de hiperestaticidade é 1.

Como o né D gera questionamento sobre o nimero de barras vinculares, por causa da nao
ortogonalidade das barras, a Figura 35 apresenta as duas barras vinculares no né ao se
desconsiderar a tor¢do. No caso de ser considerada, haveriam trés barras vinculares para conexao

da chapa AE com a CD, e mais trés para conexao da chapa AE com BD.

A

FIGURA 35. DETERMINAGAO GEOMETRICA PARA GRELHA NAO ORTOGONAL.

Para criacdo do problema estatico equivalente, serd rompido o vinculo interno no né D entre

as chapas AE e BD, sendo apresentado na Figura 36. Como sé ha um parametro incognito, a resposta

do problema real é dividida em 1 + 1 problemas, levando a situacdo esquematizada na Figura 37.

20 kN/m /

FIGURA 36. GNO: PROBLEMA ISOSTATICO EQUIVALENTE.
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(1)

FIGURA 37. GNO: SOBREPOSIGAO DOS PROBLEMAS.

O problema isostatico equivalente sera igual ao real caso se obtenha F; de tal forma que o
deslocamento relativo entre as referidas barras seja nulo, como no problema real. Como s6 hd um
parametro incégnito, requer apenas uma equacdo de compatibilidade de deslocamento, dada por:

01r =0 =010+ 611 F; (2.12)

Para determinar os deslocamentos §;, e 811, emprega-se o principio dos trabalhos virtuais,

impondo-se o estado de deslocamentos (j) ao estado de forgas (i), conforme a equagado (2.13).

Oy = fMid‘i’f (2.13)

Flexao
em que §;; € o deslocamento que se deseja calcular, M; € o momento fletor associado ao

deslocamento relativo d¢;, estabelecido conforme a cinematica adotada e as causas fisicas a que a
estrutura esta sujeita. O esforco cortante foi desprezado pois sua contribuicdo é, usualmente, bem
menor que a de momento fletor (vide Livro 1 para maiores esclarecimentos).

Dito isso, para o cdlculo dos deslocamentos envolvidos na andlise, é necessario que se
determinem os diagramas de momentos fletores em todos os trechos. Como nos exemplos de
grelha anteriores, a estrutura foi desmembrada em seus respectivos segmentos, e os esforcos
indicados nas extremidades, em devido equilibrio, no Quadro 44. Na parte esquerda do quadro, sdo

indicados os esforgos relativos ao problema (0), e na parte direita, relativos ao problema (1).

20 kN/m

20 kNT 20 kNl

Tso kN ol To.s kN

N 0
< 7 Q2R k
N N«) kNm e ‘*\_.5_5 kNm
lsose@ kN | KN ll kN
50 kNT (0) 0.5 kNT (1)
QUADRO 44. GNO: ESFORGOS INTERNOS NA EXTREMIDADE DOS ELEMENTOS.
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A cor vermelha foi empregada para destacar as reacdes e a a¢do unitaria imposta. Em verde,
foi destacado o equilibrio dos esforcos no né D. A partir da visualizacdo do Quadro 44, o tracado dos

diagramas de esforcos solicitantes é facilitado, sendo apresentados nos quadros subsequentes.

(0) (1)

2.828 kNm

1 kNm

QUADRO 45. GNO: DIAGRAMA DE MOMENTOS FLETORES PARA O PROBLEMA (0) E (1).

O termo de carga 6;( e o coeficiente de flexibilidade §;; sdo calculados empregando-se a
equacdo (2.13), considerando apenas as contribuicGes associadas ao momento fletor. Estes sdo

dados por:

4 4 242 242
EI§1p=60.15+10.1.2+ (—80). 2,828.—— +20.2,828.—— = —66,667

4 242
ElS;; = 12.§ + 2,8282.T = 8,876

Substituindo o termo de carga e o coeficiente de flexibilidade na equacgdo (2.12), e resolvendo

a equacao de compatibilidade de deslocamentos, obtém-se o valor da incdgnita hiperestatica:

F, =7511kN
De posse do valor da incégnita hiperestatica F;, as grandezas de interesse do problema r

podem ser obtidas aplicando-se a equacdo (2.1), sendo apresentadas no Quadro 46.

58.755 kNm

20 kNm

QUADRO 46. GNO: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR.



Capitulo 3 - Processo dos Deslocamentos

Neste capitulo vocé vai ver:
e Obtencdo do Sistema Hipergeométrico;
e Definicdo das Deslocabilidades;
e Obtencdo das reacGes nos apoios ficticios (Termos de Carga e Coeficientes de Rigidez);
e Superposicdo de efeitos para restaurar equilibrio;

e Superposicdo de efeitos para determinagao de diagramas.

Processo dos deslocamentos é um processo classico para solucdo de problemas

hiperestaticos, em que as condicdes de equilibrio ndo sdo suficientes para determinar a

distribuicdo dos esforgos internos e/ou reacdes da estrutura. Exige-se, portanto, gerar
equacOes adicionais, obtidas a partir das restricbes impostas pelas condi¢cbes de compatibilidade
(relagbes entre deslocamentos e deformacdes) e das relagdes constitutivas (entre tensdo e
deformacdo).

O Processo dos deslocamentos propde tornar a estrutura geometricamente determinada ao
impor vinculos que restringem graus de deslocabilidade, associando deslocamentos na direcdo
vinculada que recebem o nome de Deslocabilidades (ou Incégnitas Hiperestaticas), enumerados
como D; a D,;,, em que n é o numero de deslocabilidades. Em algumas bibliografias, a estrutura
geometricamente determinada também é chamada de Sistema Hipergeométrico.

Na Figura 38, um poértico simples é vinculado em todos deslocamentos possiveis e no giro
entre barras, obtendo-se uma estrutura de cinematica conhecida e elementar. Mas por que nao foi

necessario restringir o giro na extremidade? Voltaremos a isso mais a frente.

S IPg——\

FIGURA 38. OBTENGAO DE ESTRUTURA GEOMETRICAMENTE DETERMINADA.
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A estrutura geometricamente determinada mantém a continuidade e compatibilidade da
estrutura original, porém viola o equilibrio, decorrente das reagbes dos vinculos acrescidos. Para
que o problema real e o geometricamente determinado sejam equivalentes, busca-se determinar
os valores das Deslocabilidades / Incégnitas Hiperestaticas de forma a se respeitar, além das
condi¢des de compatibilidade e continuidade, as condi¢bes de equilibrio violadas na criagao da
estrutura de cinematica determinada.

Com base no principio da superposicao de efeitos e no principio de proporcionalidade entre
causa e efeito, o sistema hipergeométrico (geometricamente determinado) é dividido segundo o
numero de Incognitas Hiperestaticas, acrescido em 1. O problema (0) corresponde a estrutura
geometricamente determinada submetida apenas a causa fisica original do problema real (r). Os
demais problemas correspondem a aplicagdo de um deslocamento unitdrio sobre a estrutura
hipergeométrica, relativo a incégnita hiperestatica atuando isoladamente sobre a estrutura, no
sentido positivo, sendo numerados em acordo.

A resposta do problema original é recuperada ao somar as respostas de cada um dos
problemas (0 a n), multiplicados pela incégnita hiperestatica (deslocabilidade), obtidas ao impor
que os esforgcos nos vinculos associados as incognitas hiperestaticas sejam iguais aos esforgos do
problema real. Ou seja, (r) = (0) + D;(1) + -+ D,(n). A imposi¢do da condi¢do de igualdade
para tais reagOes fornece as equagdes adicionais necessarias para obtengdo dos deslocamentos
incognitos do problema original.

No caso, as reagdes f;, na dire¢do da incognita hiperestatica (deslocabilidade) i calculado no

problema j, sdo sobrepostas, fornecendo as equagdes da seguinte forma:

fir =f10 + fi1D1 + = + finDn
: : : : (3.1)
far = fao + fuaD1 + 0+ funDn

Ou seja, as reagdes f;; nos vinculos inseridos ao gerar o sistema hipergeométrico fornecem as
equagdes para determinar os valores de D; que restituem as condi¢bes de equilibrio violadas

inicialmente, tornando o problema hipergeométrico equivalente ao problema original.

Passo a passo:

1 - Determine o grau de deslocabilidade da estrutura (n);

2 — Crie a estrutura geometricamente determinada (hipergeométrica);

3 — Determine os problemas de (0) a (n), e as reagGes nos vinculos ficticios;

4 — Restaure o equilibrio, sobrepondo os problemas.
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A imposicdo de vinculos, impedindo deslocamentos indeterminados, torna a estrutura mais
vezes hiperestatica, porém cinematicamente determinada. E possivel, entdo, subdividi-la em
trechos com configuragdes deformadas conhecidas.

Utiliza-se, para resolver cada trecho, a solucdo analitica da equacdo diferencial associada aos
elementos estruturais, refletindo as condi¢des de contorno, sendo que o comportamento de cada
trecho nao interfere nos demais trechos que compdem a estrutura.

Tais solucdes sdo tabeladas, convenientemente, sendo estas chamadas de Tabelas de
Momentos de Engastamento Perfeito ou Tabelas de Reacdes de Engastamento Perfeito. Algumas

destas solugdes sdo providas ao final do livro (vide Capitulo 5 - Tabelas).
3.1 Exemplo Modelo - Viga Hiperestatica (VH)

Considere, como exemplo, uma viga duas vezes hiperestdtica submetida a um recalque
rotacional no engaste em A e um carregamento distribuido ao longo de toda a viga, tal como

ilustrado na Figura 39. A linha tracejada em azul reflete a deslocada da estrutura real, a ser obtida.

2, q

N S

X
a ’L b \I

FIGURA 39. PROCESSO DOS DESLOCAMENTOS: VIGA HIPERESTATICA.

Observe que o grau de hiperestaticidade da viga ndo reflete o grau de deslocabilidade da
estrutura, e é de pouca serventia na analise do Processo dos Deslocamentos. O grau de
deslocabilidade dependo dos vinculos existentes e da mobilidade da estrutura. Busca-se impedir tal
mobilidade, impondo-se vinculos ficticios.

Neste exemplo, sera feita uma simples analise da cinematica para impor os vinculos ficticios,
de tal forma que as deslocabilidades de cada trecho nao interfiram no seguinte, e vice-versa.
Percebe-se que a estrutura é passivel de giro no né B, assim como em C. Quanto ao giro em C, sabe-
se que o momento fletor é nulo. Portanto, ndo é necessario criar um vinculo para determinar seu
valor. Em B, tanto giro quanto momento sdo desconhecidos, além de haver transferéncia de
esforgos (de momento fletor) entre os elementos AB e BC. Desta forma, um vinculo é imposto ao
giro em B, restringindo sua deslocabilidade, denominada de D; , gerando uma estrutura
geometricamente determinada, como mostrado na Figura 40. A reagdo no apoio ficticio (f;,-) deve,

ao final, restabelecer a condigdo de equilibrio original da estrutura — no caso, igual a zero.
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f,=0
FIGURA 40. VH: ESTRUTURA GEOMETRICAMENTE DETERMINADA.

Dentre todas as solugdes possiveis para D;, apenas uma ird atender simultaneamente a
condicdo de equilibrio violada e a condicdo de compatibilidade da estrutura real. A resposta do
problema (r) é divididaem 1 + 1 problemas, um destes associado as a¢des atuantes e ooutroa D;,
levando a situacdo esquematizada na Figura 41. A estrutura geometricamente determinada sera

igual a real caso se obtenha D; de tal forma que a reagao no apoio ficticio no problema equivalente
seja igual a acdo no problema real — novamente, nula.

@ .

| A A A A A

A 7~ B 2 C
a

€
€

T T T
-

+

Lo i

FIGURA 41. VH: SOBREPOSICAO DOS PROBLEMAS.




Processo dos Deslocamentos 95

O problema (0) é definido pelas a¢des atuantes na estrutura geometricamente determinada,
incluindo recalques, variacbes térmicas, acdes concentradas e distribuidas, entre outras. No
problema (0), a reagdo no apoio ficticio define o termo de carga (f;¢)-

O problema (1) é definido pela imposicdo de um deslocamento unitario do mesmo género
do apoio ficticio. No caso, foi agregado um impedimento ao giro, portanto, um giro unitdrio no
ponto sera imposto. Nos problemas definidos pela imposicdo de um deslocamento unitario, a
reagdo no apoio ficticio define os coeficientes de rigidez (f;1)-

Fazendo-se a sobreposicao dos problemas apresentados na Figura 41, conforme mostrado

na equacao (3.1), gera-se um sistema linear de uma equacdo e uma incégnita, dado por:
fir =0 = fio+ f11D1 (3.2)

A equagdo (3.2) representa o equilibrio de esforgos no né B, em que f;; € o valor das reacdes
sobre o apoio ficticio em B decorrentes das a¢des externas — caso (0), e do deslocamento unitario
imposto — caso (1).

Como se verd adiante, a estrutura hipergeométrica pode ser desmembrada para facilitar a
obtencao dos termos de carga e dos coeficientes de rigidez, pois cada trecho da estrutura tem
condicBGes de extremidade conhecidas analogo a problemas bdasicos tabelados. Alguns problemas
basicos sdo replicados na Figura 42, apenas os necessarios para o devido desenvolvimento do

exemplo em questdo.

N
AY E B A 3 B
k L N | L [
) \ | [
q
T T R , ,
) ql —ql al
‘L/;QT T> ;‘[m MAB :ﬁ MBA ZT MAB =?
Vis Vi
8,
“3 4E1 2EI 3E]
,:1//_MQ“Q_ M, Mg =T9 Mg, =T9 Myp =T9
le l”lHT

FIGURA 42. TRECHO DA TABELA DE MOMENTOS DE ENGASTAMENTO PERFEITO.

Um fato importante a se destacar na tabela de momentos de engastamento perfeito da
Figura 42 é a convencao de sinais adotada, a convencdo de Grinter, mostrada na Figura 43, junto

com a convengao usual.



96 Processo dos Deslocamentos

%—) <> B(;)ra (> C'% r%_ <> C B:.a (D C'@

No
a) Convencdo de Grinter b) Convencdo Usual

FIGURA 43. CONVENGAO DE SINAIS.

Repare que o sentido dos momentos e dos giros nas extremidades na convengao de Grinter
é sempre o mesmo, o que facilita a implementacdao computacional e a analise de equilibrio. No
entanto, para obter os diagramas finais de uma estrutura, é necessario transformar a convencao de
Grinter na convengao usual. Esta discussao sera retomada mais a frente.

A separacdo em trechos (tramos) da estrutura é mostrada na Figura 44b e na Figura 45b,
para os problemas (0) e (1), respectivamente. Os momentos de engastamento perfeito sdo obtidos
por meio de tabelas (vide, para este exemplo, a Figura 42), respeitando as condi¢des de contorno.

Conhecidos os momentos nas extremidades decorrente das acbes atuantes, as demais
reacoes sdao determinadas por equilibrio. Adotou-se, para as rea¢des nos tramos, a convengao de
cortantes positivas. Os esforcos nas extremidades sdo entdo transferidos aos nds, onde, por
equilibrio nodal, obtém-se efetivamente o termo de carga f;, e o coeficiente de rigidez f;.

(Qﬂl q
N A A A
|

. 2
T
a) Problema (0)

0 q
;llll Ll

b) Separacdo em tramos (trechos estaticamente determinados)
q
[ T

g—bm bR =t

1?4
c) ReacgBes nos tramos e equilibrio com os nds

LA ‘__<__3_°'

FIGURA 44. VH: PROBLEMA (0).



Processo dos Deslocamentos 97

Ly /i
L
g 7 JTT77
a) Problema (1)
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b) Separacdo em tramos (trechos estaticamente determinados)
I/Bl

B A B(

c) Reacgdes nos tramos e equilibrio com os nés

FIGURA 45. VH: PROBLEMA (1).

Obtidas as reagdes no apoio ficticio (f; e f11), a resolugdo da equagdo (3.2) determina a
incognita hiperestatica D,, a partir da qual as grandezas de interesse do problema (r) podem ser

obtidas aplicando-se a equacao (2.1), de forma analoga ao processo dos esforgos.
3.2 Exemplo - Viga Hiperestatica de Trés Tramos (VTT)
Enquanto o exemplo anterior explorou o processo dos deslocamentos de forma geral, o

exemplo atual, uma viga hiperestatica de trés tramos, apresenta os procedimentos usuais para

resolucdo pelo processo dos deslocamentos. Adota-se El = 2.000 kN.m?.

22 kN/m 163 kN
P fL N %
/\ ) (AN AN
S A B 5 54 kNm =5 DK
L 6m L 5m L 3m | 4 m |
[ T T T i

FIGURA 46. PROCESSO DOS DESLOCAMENTOS: VIGA DE TRES TRAMOS.

O Sistema Hipergeométrico (ou estrutura geometricamente determinada) é obtido a partir
da definicdo das deslocabilidades da estrutura. Estas serdo estabelecidas por meio da andlise da

cinematica da estrutura, da mesma forma que o exemplo anterior.
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Sdo trés nds passiveis de giro (ou deslocabilidade interna): A, B e C. No né A ja se conhece o
momento fletor, portanto nao ha necessidade de bloqueio. Nos nds B e C, tanto o momento fletor
quanto o deslocamento sdo desconhecidos, portanto vao receber vinculos ficticios. A adicao destes
vinculos restringe as deslocabilidades indicadas na Figura 47, denominadas de D; e D,. Nao ha

deslocabilidades de deslocamento a serem definidas neste exemplo.

22 KN/m 63 kN

44kr\1mv/i§_\L =z ikﬁ% % — DE
f,= 54 kNm f,=0

FIGURA 47. VTT: ESTRUTURA GEOMETRICAMENTE DETERMINADA.

A resposta do problema (r ) é dividida em 24 1 problemas, levando a situagdo
esquematizada na Figura 48. A estrutura geometricamente determinada serd igual a real caso se
obtenham D; e D, de tal forma que as reagdes nos apoios ficticios no problema equivalente sejam

iguais a acdo naqueles pontos no problema real.

22 kKN/m l“kN y
b —v—-L 4L ]
44kNm¢‘ /(7%—&541(Nm* o c-----—~  pv v
22 kKN/m 63kN
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54 kNm )
22 kN/m l63kN y
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44kNm¢\ - — /Z\ — 7
E N ¢ >
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Y ! ¢ a
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FIGURA 48. VTT: SOBREPOSIGAO DOS PROBLEMAS.
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Na forma de uma equacao:

fir =54 = fio + f11D1 + f12D;

far =0 = fo0 + f21D1 + f22D; (33)

E interessante notar que o momento concentrado de 54 kN.m em B foi associado ao f;,.. Ou
seja, se ele ird participar do problema real, entdo ndo pode entrar no problema (0).

Como cada tramo ¢é cinematicamente determinado, ndo ocorre transmissdo de
deslocamentos de um tramo a outro. Isto implica que a solucdo de cada tramo pode ser buscada
em separado. Para o problema (0), em que atuam apenas as a¢Oes externas sobre a estrutura,

implica no seguinte desenvolvimento:

22 kN/m lfﬁkN 6
o e e e Py l/g |
fan — G 7
/7777744kNm /7;%7\]% f_,()/m
22 kN/m 22 kN/m 63 kN
LT 17T ] CTT Ol |

KN

1 l
Buoe  BETT A B

77777 44 KNm

22 kN/m 22 kN/m
M, V1T T T M [T T T 1M, 163‘“

G D@ D6

V'B VB.I v MB(' VB(‘ V(“[; \ M'D V(,,) V[)(‘l
V.w VBA M f10 VB(‘ V(‘R A fzo V(T) V, DC
B Clb (A2, 0l
. M,
L 4iNm O M, v, M —E

QUADRO 47. VTT: PROBLEMA (0).

O Quadro 47 apresenta inicialmente a divisdo em tramos. O primeiro tramo (AB) reflete a
condicdo apoio/engaste, sujeita a uma acdo distribuida e um momento concentrado. O segundo
tramo (BC) consiste na condicdo engaste/engaste sob a¢do distribuida. O terceiro e ultimo tramo
(CD) também consiste em um biengaste, porém sujeito a uma acdo concentrada. Em cada tramo,
observando as condi¢des de contorno, determinam-se as reagcdes de momento por meio da tabela

de momentos de engastamento perfeito (Tabela 2, na pagina 141).
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Desta forma, os valores dos momentos de engastamento perfeito, respeitando-se as
condicBes de contorno observadas, sdo dados por:

M ql>? 44 22.6°

My, = ———+ = _Z_ — —77 kN.
BAT T T g 2 8 m
m, =9 _225_ coun
BC T T Tqp | yerm
MCB == _MBC = _4'5,8 kNm
Pab?  63.3.42
=" T Tz T 61,7 kN.m
_Pa?b —63.32.4
MDC == = = _4'6,3 kNm

12 72

Ainda sobre os tramos é feito o equilibrio das a¢des, considerando-se tanto os momentos de
engastamento perfeito quanto as agBes atuantes, para determinar as reagdes transversais (V;;).
Como ndo sdo necessarias, neste exemplo, as reagdes transversais pois sao transferidas a apoios
reais (ndo-ficticios), pode-se buscar imediatamente as reacdes nos apoios ficticios, ou seja, os
termos de carga, que sao obtidos por equilibrio nodal:

YMp=0- fio+ Mgy +Mg;=0- f10=312kN.m
YMr=0- fo0+Meg+Mep=0-f,0=—159kN.m

Para facilitar o desenho do diagrama de momento fletor ao final do processo, anotam-se os

valores obtidos em um diagrama simplificado, mantendo-se a convengao de sinais de Grinter:

f =312 fy=-15.9
N 0’
44 77 L4458 -45.8 .}, +61.7 46,3
/X g
7777 77777 7777

QUADRO 48. VTT: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR DO PROBLEMA (0).

Para o problema (1), em que atua isoladamente uma deslocabilidade unitaria na direcdo e

sentido de Dy, implica no seguinte desenvolvimento:
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QUADRO 49. VTT: PROBLEMA (1).

O Quadro 49 mostra a estrutura novamente dividida em tramos, para facilitar a leitura na
tabela de momentos de engastamento perfeito. As condicGes de contorno nos tramos ndo se
alteram, apenas as acdes consideradas no problema. No primeiro tramo hd um giro unitario a
direita, no segundo tramo ha um giro a esquerda, e nenhuma imposi¢cdo ao ultimo tramo. Assim

sendo, os momentos de engastamento perfeito sdo dados por:

—3EI —3.2000
oy = = = —1000 kN.m
l 6
—4FEl —4.2000
My = —— = —— = ~1600 kN.m
—2EI —2.2000
MCB = = = _800 kNm
l 5
MCD = 0 kNm
MDC = O kNm

Determinadas as reagdes de momento de engastamento perfeito, sdo entdo transferidas aos
nds, e por equilibrio nodal, calculam-se as reagdes nos apoios ficticios e reais. As reacdes nos apoios
ficticios, ou seja, os coeficientes de rigidez, sdo obtidos por equilibrio nodal, conforme abaixo, e
entdo anotados no diagrama simplificado (Quadro 50).

YMp=0- fi1 + Mgy + Mg =0 - f;; = 2600 kN.m
YMr=0- f; +Mcg+Mep=0- f,; =800kN.m
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£ = 2600 £ = 800
Y N
-1000%—1600 -800%0 0
au 7
7777 7777 ST

QUADRO 50. VTT: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR DO PROBLEMA (1).

O problema (2), com a imposi¢do de um deslocamento unitdrio na dire¢do e sentido de D,,

€ mostrado no Quadro 51.

f/i//_—l\\ o 6
AN ﬁ// SN—— _ — — —== v

Lo 9
Pin A Z . B
77777 TTT77 777777 TTTT7 N ST
M“BQ %BIQ MB DMD(.
Vi Vi M. |V, BC Vs Mep Veo V D(‘l
VIB v, Bi fl 5 VB( VCB f_7 . VCD VD(‘
M C VN C =% T
_E Z ; ) Be MCB z § DM - Mx‘ C _E
ANNN\NNN 7777 7777

QUADRO 51. VTT: PROBLEMA (2).

Ndo ha, sob qualquer hipdtese, mudancas nas condi¢cdes de contorno nos diferentes
problemas. Ha apenas mudanca na acdo imposta. Assim, no problema (2), ndo ha deslocamento
associado no tramo 1 (AB), no tramo 2 (BC) ha um giro unitdrio a direita, e no tramo 3 (CD) ha um
giro a esquerda. Os valores dos momentos de engastamento perfeito, obtidos por tabelas e

atendendo as condic¢des de contorno, sdo dados por:

—2EI  —2.2000
Mye = ——=——2—=~800 kN.m
—4E]  —2.2000
Mcp = ——=———=~1600 kN.m
—4E]  —4.2000
0= =—>—=—11429kN.m

EI
Mpe = ——==5714kN.m
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As reacdes nos apoios ficticios (coeficientes de rigidez) sdo obtidas por equilibrio nodal,
conforme abaixo, e entao anotados no diagrama simplificado (Quadro 52).
YMp=0- fi, + Mgy + Mg, =0- f;, =800kN.m
YMc=0-> fo, + Mg +Mep =0 fr1 =27429 kN.m

S =800 £, =2742.9
Y Y
0 %-800 -1600%_211 142.9 -571.4 é
AN ﬁ
4 JSTTT7 Y s

QUADRO 52. VTT: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR DO PROBLEMA (2).

De posse das reagbes nos apoios ficticios de todos os problemas (f;;), a resolu¢do da equagdo

(3.3) estabelece os valores das deslocabilidades D; e D,:

54 = 31,2+ 2600D; + 800D, _ D; = 0,007674rad
0 = —15,9 + 800D, + 2742,9D, _ D, = 0,003558 rad

Conhecidas as deslocabilidades, as grandezas de interesse do problema (r) podem ser obtidas
por sobreposicdo dos casos basicos, de forma analoga ao processo dos esforcos (aplicando-se
equivalente a equagdo (2.1)). Para o momento fletor, pode-se escrever:

M, = My + M;D; + M,D, = My + 0,007674M, + 0,003558M,

Ou ainda, observando os momentos obtidos na extremidade de cada tramo, em cada um

dos problemas, tem-se que:

Myp = Mg, = Mp; = Mcp = Mcp = Mpc =
44 =77 45,8 —45,8 61,7 —46,3
+0.D, +(—1000).D; +(—=1600).D; +(—800).D, +0.D, +0.D,
+0.D, +0.D, +(—800).D, +(—1600).D, +(—1142,9).D, +(-571,4).D,
= 44 = —84,67 = 30,46 =-57,6 =57,6 = —48,33
54
+44 -84.67 30.46 -57.6 57.6 -48.33 6
/ 7 7< %
T7777 TT777 TTT77

QUADRO 53. VTT: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR REAL NA CONVENGAO DE GRINTER.
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O diagrama de momento fletor obtido por meio do processo dos deslocamentos estara,
inevitavelmente, na convencdao de Grinter. Deve-se converté-lo para a convencdo usual. Para
facilitar o procedimento, é interessante estabelecer quais fibras estdo sendo tracionadas,
observando o sentido dos momentos na convencdo de Grinter, como mostra o Quadro 54a.

Definidas as fibras tracionadas, é s6 questdo de incluir a contribuicdo relativa ao
carregamento existente na barra, procedimento chamado de “pendurar” no Livro 1. O resultado de

todo o processo é apresentado no Quadro 54b.

54
44 84.67 3046 576 3576 48.33
A 7~ 7~ Z
7777 2 77T
a) Convencdo Usual: Definicdo das Fibras Tracionadas (em tracejado).
qL/8=99 kNm 8467 kNm Pab/L = 108 kNm

/\>\— il kNm

44 kNm N

T
30.46 kNm qL/8 = 68.75 kNm

b) Tragado do Diagrama.

QUADRO 54. VTT: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR REAL NA CONVENGAO USUAL.

Esperava-se que o salto de momento em B fosse igual ao momento aplicado, de 54 kN.m. A
diferenca encontrada decorre de arredondamento, Unica e exclusivamente.

As reacGes de apoio e os esforcos cortantes podem ser obtidos por simples equilibrio, uma
vez obtido o diagrama de momento fletor. Os esforgos solicitantes nas extremidades das barras sao
dados pelas causas fisicas (e.g. carga distribuida) acrescidos do binario resistente ao momento,
como mostrado no Quadro 55. Tomando, como exemplo, o tramo AB, fazendo-se a somatdria de

momentos em A e a somatéria de forcas verticais:

lZ
ZMA = 0 - _VBAl +MBA _qT-i_MAB = 0 - VBA = _72,8 kN

ZFV=O_)VAB+VBA_ql=O_)VAB=59!3kN
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54
44
VR 84.67 3046  -57.6 57.6 48331
i 7% 7% Z
T 7777 T
22 kN/m 22 kN/m

LU IMe D] T I My

e DI

MB(‘ MCD
V(‘B

Ve Ve ¥

V A 5 54 V-

v}

&
S
rd

M BA

AB
@;14 kNm
AW

C

BC
M,

"B

b,

QUADRO 55. VTT: EQUILIBRIO DE ESFORGOS.

A partir do equilibrio de esforgos, tomando-se as reagdes nas extremidades, é possivel definir

o diagrama de esforco cortante, mostrado no Quadro 56.

59.3 kN A

i

49.6 kN |

I

37.3 kN

A

Z

72.8 kN

A\

N 60.4 kN

25.7 kN

QUADRO 56. VTT: DIAGRAMA DE ESFORCO CORTANTE.

3.3 Exemplo - Pdértico Plano com barras deformaveis axialmente (PP)

Neste exemplo explora-se a existéncia de deslocabilidades de translacdo, ndo apenas de giro.

Para tanto, serd abordado um pdrtico plano com barras deformaveis axialmente, apresentado na

Figura 49, com as seguintes propriedades fisicas: El = 2.000 kN.m?; EA = 150000 kN.
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— /\4§
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20 kN/m
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FIGURA 49. PROCESSO DOS DESLOCAMENTOS: BARRAS DEFORMAVEIS AXIALMENTE.

O Sistema Hipergeométrico (ou estrutura geometricamente determinada) é definido a partir
das deslocabilidades da estrutura, que serdo novamente definidas por analise da cinematica da
estrutura. Em porticos, isto é feito em duas etapas — a primeira etapa consiste em avaliar quais nds
sdo passiveis de giro (deslocabilidades internas). No caso, nés A, B e D. Como apenas no né B o
deslocamento e o momento fletor sdo desconhecidos, este ird receber um vinculo ficticio, a primeira
Deslocabilidade.

A segunda etapa consiste em avaliar quais nés da estrutura estao sujeitos a deslocamentos
de translacdo (deslocabilidades externas). Ndo apenas isso, mas destes nds, em quais ndo é possivel
determinar o esforco solicitante correspondente. Em outras palavras, se vocé conhece ou o
deslocamento ou o esforgo solicitante correspondente, ndo ha necessidade de bloqueio.

Iniciando esta segunda etapa de avaliagdo com o né A, um apoio movel, percebe-se que o
deslocamento vertical ndo esta impedido, portanto é candidato a receber um vinculo ficticio. No
entanto, ao seccionar a barra AB, o esforco normal (que ocorre na mesma direcdo do deslocamento
vertical) é conhecido e igual a zero. Desta forma, ndo é necessario impor o vinculo. A mesma analise
pode ser feita para o né D, em que o deslocamento horizontal ndo estd impedido, mas o esforgo
normal da barra BD é conhecido.

Jd o nd B, apds receber o vinculo ficticio associado ao giro, permanece livre para se deslocar
tanto na horizontal quanto na vertical. Considerando inicialmente a direcdo horizontal, além de livre
para se deslocar, ndo é possivel determinar o esforco cortante junto a B nas barras AB e BC, sendo
entdo considerada uma segunda Deslocabilidade. Na direcdo vertical, por sua vez, ndo é possivel
determinar o esforgo cortante junto a B na barra BD tampouco o esfor¢o normal junto a B na barra

BC, sendo entdo considerada a terceira e Ultima Deslocabilidade.
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Alternativamente, uma maneira de verificar a necessidade de restricao de deslocamento de
translacdo é desmembrar a estrutura apds os bloqueios de giro e se certificar de impor vinculos
ficticios sempre que houver a transmissdo de deslocamento entre elementos.

Outra maneira efetiva é verificar se os tramos da estrutura refletem alguma das condicgGes
de bloqueio apresentadas na tabela de momentos de engastamento perfeito (vide Tabela 2). Sdo
apenas trés alternativas: apoio / engaste; engaste / engaste; e engaste / apoio.

Enfim, na Figura 50 é apresentada a Estrutura Geometricamente Determinada, em que trés
Deslocabilidades foram empregadas (D; a D3). A resposta do problema real é dividida em 3 + 1
problemas, sendo trés associados com as deslocabilidades e mais um associado com as acdes
atuantes na estrutura, conforme a situacdo esquematizada na Figura 51. Os valores das
deslocabilidades devem ser tais que as reaces nos apoios ficticios no problema equivalente sejam

iguais ao problema real.

FIGURA 50. PP: ESTRUTURA GEOMETRICAMENTE DETERMINADA.

A sobreposicao dos problemas pode ser escrita na forma de uma equacgao:

f1r =0= f10 + f11D1 + f12D2 +f13D3
for =0 = fo0 + f21D1 + f22D, + f23D3 (3.4)
far =0 = f30 + f31D1 + f32D, + f33D3
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FIGURA 51. PP: SOBREPOSICAO DOS PROBLEMAS.

Como visto anteriormente, a restricdo das deslocabilidades da estrutura gera tramos

cinematicamente determinados, em que ndo ocorre a transmissdo de deslocamentos de um tramo

a outro. Desta forma, pode-se estudar cada tramo em separado. No Quadro 57 sdo mostrados os

tramos e os respectivos esforcos solicitantes. Em geral, parte sera nulo, outra parte ndo sera de

interesse (pois ndo estard relacionada com os vinculos ficticios), e apenas alguns precisam ser

investigados.

O tramo AB e o tramo BD estdo engastados em uma das extremidades e apoiados na outra.

J4 o tramo BC encontra-se engastado em ambas extremidades.



Processo dos Deslocamentos 109

Vi FE
H %
Vig
V3
My N Problema j
N N BA
v, B/ 1 :QVMBA
P V/;/)
ﬁ;‘ QT . > < .
fg—’ D MRD MB"T VBD V/)nl
MA Ve
BC V
4 ),
M. N, T DB
Ve
u T
(}_V(VR V ‘y; JVA/[(“/J
Nep

QUADRO 57. PP: SEPARAGCAO EM TRAMOS E ESFORGOS SOLICITANTES.

No problema (0), em que as a¢Ges externas atuam isoladamente sobre a estrutura, apenas
o tramo BD estd sendo solicitado. Neste caso, surgem apenas os esforcos Mg, Vgp € Vg, 0s demais

sao nulos.

A

S 20 kN/m
£, YEEEEEEERERE
*\\\ 7\
~ e = 77
(A
T7I77

QUADRO 58. PP: PROBLEMA (0).
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Os valores dos momentos de engastamento perfeito sdo obtidos por meio da Tabela 2,
respeitando-se as condi¢des de contorno observadas. No caso dos momentos, apenas Mg ndo sera
nulo, sendo dados por:

ql? _ 20. 42

Mpp, = — = =40 kN.
BD 3 3 m

Além da reacdo de momento, é necessario determinar a reagdo vertical no apoio ficticio.

Esta pode ser obtida por simples equilibrio do elemento. Fazendo-se a somatdério de momentos em
D, obtém-se:
YMp = OAVBD.I—MBD—%ZZ=O—>VBD =50 kN
As reagdes nos apoios ficticios no problema (0), ou seja, os termos de carga f;,, sdo obtidos

por equilibrio nodal:

YFy=0-fio—Hpp =0- f1p=0kN

2XFy=0-fo0=Vgp =0 fr0 =50 kN

YMp =0- f30+Mgp =0- f30=—40kN.m

S3o anotados os valores obtidos em um diagrama simplificado, para facilitar o desenho do

diagrama de momento fletor ao final do processo, mantendo-se a convencgdo de sinais de Grinter:

e
T7777

QUADRO 59. PP: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR DO PROBLEMA (0).

Para o problema (1), em que atua isoladamente uma deslocabilidade unitaria na diregdo e

sentido de D,, implica no deslocamento observado no Quadro 60:
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(D)

QUADRO 60. PP: PROBLEMA (1).

A deslocabilidade D; corresponde a um deslocamento de translagdo horizontal, no seu
ponto de aplicacdo. Portanto, impdem-se um deslocamento horizontal unitario no ponto B e
verifica-se como a estrutura ird se acomodar ao movimento imposto. O tramo BD é livre para
deslocar horizontalmente, portanto desloca sem gerar esforgos. Ja os tramos AB e BC se deformam
ao acompanhar o movimento, gerando esforgos transversais, que devem ser levados ao apoio
ficticio.

Os valores dos momentos de engastamento perfeito, respeitando-se as condi¢bes de

contorno observadas, e as reacdes nos tramos obtidas por equilibrio, sdo dados por:

—3EI —3.2000
BAT Tz T T oz T —1500 kN.m
6EI 6.2000
MBc:MCB:l—2= >z = 3000 kN.m
3EI 3.2000
ZMAZO_)VBAZITZT:7SOI(N
12EI  12.2000
ZMC = O d VBC = l3 = 23 = 3000 kN
HBD = OkN

As reacdes nos apoios ficticios para o problema (1), ou seja, os coeficientes de rigidez f;4,
sdo dados por equilibrio nodal:
2XFy=0- fi1 =Vga — Ve =0 = f1; = 3750 kN
YFv=0-f1 =0kN
YMp =0 f31 + Mgy + Mge =0 - f33, = —1500 kN.m
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Os momentos de engastamento perfeito e os coeficientes de rigidez para o problema (1) sdo

transcritos a um diagrama simplificado, como mostrado no Quadro 61.

A

S

f,=-1500 3
%7‘0

@ < AN

£,=3750 S{\

f31:0

1IN

3000 3000

N\

77

QUADRO 61. PP: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR DO PROBLEMA (1).

Repete-se o procedimento para o problema (2), em que atua isoladamente uma

deslocabilidade unitdria na diregdo e sentido de D,, o que implica no deslocamento observado no

Quadro 62:

(2)

T7I77

QUADRO 62. PP: PROBLEMA (2).

A deslocabilidade D, corresponde a um deslocamento de translagdo vertical em B. Portanto,
impdem-se um deslocamento vertical unitario no ponto B e verifica-se como a estrutura ird se

acomodar ao movimento imposto.
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O tramo AB é livre para deslocar verticalmente, portanto desloca sem gerar esforgos. Ja os
tramos BC e BD se deformam ao acompanhar o movimento, gerando esfor¢os que devem ser
levados ao apoio ficticio. No tramo BC, a deformacgdo é axial, e no tramo BD a deformacdo é
transversal. Os valores nas extremidades dos tramos sdo dados por (vide Tabela 2 e Tabela 3):

Hg, = 0 kN

EA 150000
BC =7=T=75000kN
3EI
MBD == l_z = 375 kN.m
3EI
VBD = l_3 = 93,75 kN
As reagdes nos apoios ficticios para o problema (2), ou seja, os coeficientes de rigidez f;5,
sdo dados por equilibrio nodal:
YFp=0-fi, =0kN
2Fy =0- fy5 —Hpy —Hpe = Vpp = 0 = f5, = 75093,75 kN
ZMB = 0 _)f32 +MBD = 0 _)f32 = _375 kN.m

Transcreve-se os valores dos momentos de engastamento perfeito e dos coeficientes de

rigidez para o problema (2) a um diagrama simplificado, como mostrado no Quadro 63:

L

£,=-375
\;sz
4 I\
_ ﬁi b
fzz 0 O\‘X
£.=75093.75

O
777

QUADRO 63. PP: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR DO PROBLEMA (2).

Todo o procedimento é repetido para o problema (3), em que atua isoladamente uma
deslocabilidade unitaria na dire¢ao e sentido de D3, conforme apresentado no Quadro 64. A
deslocabilidade D5 corresponde a um deslocamento rotacional em B. Portanto, impdem-se um giro
unitdrio no ponto B e verifica-se como a estrutura ird se acomodar ao movimento imposto. Os trés

elementos fletem, portanto, ha esforcos transversais em todos os elementos.
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A\

QUADRO 64. PP: PROBLEMA (3).

Sendo assim, os momentos de engastamento perfeito obtidos pelas tabelas e as reagdes

obtidas por equilibrio sdo dados por:

—3El  —3.2000

Mpy = I > = —3000 kN.m
—Mp, 3000
—3El —3.2000
= ol = 1500 kN.m
[ 4
Mgy —1500
—4EI —4.2000
Mpe = —— = —5— = —4000 kN.m
—2E1 —2.2000
Mgy = —— = —>— = ~2000 kN.m
Mg+ M —4000 — 2000
ZMCZO_)VBcz BC l CB= 7

= —3000 kN

As reagdes nos apoios ficticios para o problema (3), ou seja, os coeficientes de rigidez f;3,

sdo dados por equilibrio nodal:

YFy =0 > fi3 — Vs — Vge = 1500 — 3000 - f;5 = —1500 kN

Yy =0- fo3 = Vgp =0 - f3 =—=375kN

ZMB =0 _)f33 +MBA +MBC +MBD =0 _>f33 = 8500 kNm
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Os valores obtidos dos momentos de engastamento perfeito e dos coeficientes de rigidez

para o problema (3) sdo registrados no Quadro 65, mantendo-se a convencado de sinais de Grinter:

A
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QUADRO 65. PP: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR DO PROBLEMA (3).

Obtidas as reagdes nos apoios ficticios (f;;), a resolugdo da equagdo (3.4) estabelece os valores
das deslocabilidades D; a Ds:

fir =0=0+375D; + 0D, — 1500D3

D, = 0,0020132m = 14,0263
1=5 Mm="F
D, = —0,0006407 m = — 2814
2= TR
10,0658
D; = 0,0050329 rad = —

E importante perceber que as rea¢des nos apoios ficticios sdo sempre simétricas (fij = fji) e
as reagdes causadas pelas préprias deslocabilidades recebem apenas contribuicdes aditivas (f;7).
Conhecidas as deslocabilidades, as grandezas de interesse do problema (r) podem ser obtidas por

sobreposicao dos casos bdsicos. Para o momento fletor, pode-se escrever:

MT == Mo + M1D1 + M2D2 + M3D3

A sobreposicao dos diagramas de momento fletor ocorre na convengao de Grinter, provendo

o diagrama mostrado no Quadro 66.
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~ Convengao de Grinter
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QUADRO 66. PP: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR REAL NA CONVENGAO DE GRINTER.

Uma vez obtido o diagrama de momento na convenc¢ao de Grinter, deve-se converter para a
convencdo usual. Para facilitar o procedimento, é interessante estabelecer o sentido dos momentos
nas extremidades das barras, e entdo analisar quais fibras estdo sendo tracionadas.

Definidas as fibras tracionadas, é s6 questdo de incluir a contribuicdo relativa ao carregamento

existente na barra, procedimento chamada de “pendurar” no Livro 1. Todo o processo é resumido

no Quadro 67.

32.21 kNm
Convencdo Usual H \\\\ 40 kKNm

ap \ ~
¢ [132.21 14.09 kKNm RN V T~
o] L \
< 77777 777
v
—! 18.12 kKNm
8 |

o |
"/'777!7 WB 4.03 kNm

QUADRO 67. PP: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR REAL NA CONVENGAO USUAL.
3.4 Grau de Hipogeometria ou de Deslocabilidade

O grau de deslocabilidade de uma estrutura é definido pela soma das deslocabilidades
internas de cada né com as deslocabilidades externas dos nds. A deslocabilidade interna é
representada pela possibilidade de rotacao entre elementos. Ja a deslocabilidade externa é dada

pelo numero de reacbes que podem ser adicionadas aos nds para inibir deslocamentos

indeterminados.
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De forma geral, ao considerar uma estrutura com elementos flexiveis axialmente, todo né ndo
vinculado é passivel de deslocamento de translacdo horizontal, translacdo vertical e rotacdo. No
entanto, para desenvolver calculo manual, é usual considerar os tramos rigidos axialmente, pois isto
reduz o numero de deslocabilidades externas.

Considere o portico da Figura 52a. Todo encontro de barras, se ja ndo vinculado / rotulado,
deve ser restringido ao giro, seja considerando-se rigida ou flexivel axialmente. O grau de
deslocabilidade interno (gdi) é igual, para ambas situagdes, a 2.

No que condiz a deslocabilidade externa, observando a estrutura flexivel axialmente, esses
mesmo nds poderiam deslocar tanto horizontalmente quanto verticalmente, levando a um grau de
deslocabilidade externo (gde) igual a 4.

Ao considerar barras rigidas axialmente, no referido pértico, os nds sdao impedidos de se
deslocar horizontalmente pelo engaste a esquerda. Os ndés também sdo impedidos de deslocar

verticalmente, por motivo analogo. Desta forma, ndo ha deslocabilidade externa.

4 4
. . ¢ ¢

AN T AN T

a) Estrutura b) Grau de deslocabilidade interno

G 7 7

ANNNN\N

,\ AN\
c) Flexiveis axialmente d) Rigidas axialmente

FIGURA 52. EXEMPLO 1 DE GRAU DE HIPOGEOMETRIA.

Uma forma mais simples de determinar o gde é articular os nds e transformar em uma trelica
equivalente, e entdo proceder com a contagem do grau de deslocabilidade de uma trelica, ou seja,

de barras existentes e necessdrias, como mostrado na Figura 53.
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FIGURA 53. CONTABILIZANDO GRAU DE DESLOCABILIDADE EXTERNA.

Como segundo exemplo, considere o pdrtico da Figura 54, inicialmente com uma rétula. O

grau de deslocabilidade interno é 4, nos quatro encontros de barras.

Z Z

/\ AN AN ANNNNNN

a) Estrutura b) Grau de deslocabilidade interno

0O O %% Z

77777 77777
c) Trelica equivalente d) Estrutura com vinculos

FIGURA 54. EXEMPLO 2 DE GRAU DE HIPOGEOMETRIA.
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A trelica equivalente apresenta 13 barras e 8 nds. O niumero de barras necessarias entdo é
16, portanto o grau de deslocabilidade externa é 3. Vinculando-se horizontalmente os ndés indicados,
em virtude da mesma ser rigida axialmente, todos os deslocamentos foram restringidos.

Esse procedimento é valido para o caso de todas as barras serem rigidas axialmente. No caso
de existirem trecho deformaveis axialmente, esses ndo devem ser considerados como barras na

contagem, da mesma forma que eventuais molas de translacdo existentes nos vinculos externos.
3.5 Exemplo — Pértico Plano com barras rigidas axialmente (PBR)

Voltando-se ao exemplo de podrtico plano, desta vez considerando-se barras indeformaveis
axialmente (rigidas), busca-se inicialmente determinar o grau de deslocabilidade e determinar o

Sistema Hipergeométrico.

_— Aqg <‘§
2m
20 kN/m
4 B llillillili\D
77777 7, N\
77777
2m
C
- 77
le 4m J 77
[ i
a) Estrutura b) Grau de deslocabilidade interno
b A
\
\, 20 kKN/m
_\/l\,l | A A A A A A A A
VNN £
SNl
2 S S—
(
\
A7 7777
c) Trelica equivalente d) Estrutura Estaticamente Determinada

FIGURA 55. PBR: GRAU DE DESLOCABILIDADE.

O grau de deslocabilidade interno é um, em B. Quanto a determinagdo geométrica na trelica
equivalente, sdo sete barras existentes para oito barras necessdrias. Ou seja, o grau de
deslocabilidade externo é um, e esta associado ao deslocamento horizontal da barra BD. Portanto,

serd incluido um vinculo horizontal em B.
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Desta forma, foram definidas duas deslocabilidades, impondo a solu¢dao de 2 + 1 problemas,

conforme esquema na Figura 56.

\ \
’\ \l TT 11117 lzoikT/nf
/ 20 kN/m
S LA A PN fﬁé;ﬂf _
l
\ \
(r) (r)
C
77 7077
<R A
1/
Ju 20 KN/m A%
f"\éﬁ”“”““ f@
R R SV Y o
(0) (1)
77 A

2) .

o

FIGURA 56. PBR: SOBREPOSIGCAO DOS PROBLEMAS.

Na forma de uma equacgao:

fir =0 = fi0+ f11D1 + f12D;

far =0 = fo0 + f21D1 + f22D; (3.5)

Novamente destaca-se que a restricdo das deslocabilidades da estrutura gera tramos
cinematicamente determinados, em que ndo ocorre a transmissao de deslocamentos de um tramo
a outro, permitindo avaliar cada tramo em separado. O Quadro 68 mostra os tramos separados e
todos os esforcos solicitantes existentes, com adoc¢do positiva acompanhando a convencdo de

Grinter, cortantes positivos na extremidade das barras, e esforco normal de tracgdo.
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QUADRO 68. PBR: ESFORCOS SOLICITANTES.

No problema (0), em que as a¢cGes externas atuam isoladamente sobre a estrutura, apenas
o tramo BD esta sendo solicitado. Sendo assim, o Unico momento de engastamento perfeito a ser
calculado é o Mpp:

y _ql?20.4% 20 kN

Além do momento, as reagdes Vg e V5 ndo sao nulas, porém ndo sdo de interesse pois ndo
atingem os apoios ficticios. Desta forma, por equilibrio nodal, tem-se que:
YMp=0- fio+Mgp =0 fip=—40kN.m
YFy=0- f50 =0kN

Todos os valores obtidos estdo anotados no Quadro 69. Para o problema (1), em que atua
isoladamente uma deslocabilidade unitaria na dire¢ao e sentido de D;, ou seja, um deslocamento
rotacional em B, os trés elementos fletem, portanto, ha esforcos transversais em todos os

elementos. Sendo assim, os momentos de engastamento perfeito e as reacdes sdao dados por:
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—3EI —3.2000
Mps = —— = ——— = ~3000 kN.m
_MBA 3000
—3EI —3.2000
MBD = = == _1500 kN.m
[ 4
—4FEl —4.2000
Mpe = —— = —o— = —4000 kN.m
—2EI —2.2000
Mep = —— = —— = —2000 kN.m
Mgc + Mgz —4000 — 2000

Como o Vg ndo incide em nenhum apoio ficticio, ndo precisa ser calculado. Novamente os
valores de interesse sdo registrados no Quadro 69, mantendo-se a convencgdo de sinais de Grinter.
As reacgOes nos apoios ficticios sdo dadas por:

YMp=0- fi1 + Mgy + Mpe + Mgp =0 - f;; =8500kN.m
YFy=0- fy1 — Vg — Vge = 1500 — 3000 - f,; = —1500 kN

Repete-se o procedimento para o problema (2), em que atua isoladamente uma
deslocabilidade unitaria na direcdo e sentido de D,, ou seja, um deslocamento de translagao
horizontal em B. Como o tramo BD ¢é livre para se deslocar horizontalmente, ndo ha esforcos nesta
barra. J& os tramos AB e BC se deformam ao acompanhar o movimento, gerando esforcos

transversais, que devem ser levados ao apoio ficticio, como segue:

—3EI —3.2000

BAT Tz T T oz T —1500 kN.m

3EI 3.2000
ZMA=0_>VBA=I_3= 23 =750kN

6ElI 6.2000

MBC=MCB=I_2= 22 =3000kNm

12E1 12.2000

EMc = 0= Vye = —75— = ——— = 3000 kN
HBD = OkN

Novamente os valores obtidos foram anotados no Quadro 69. As reacdes nos apoios ficticios,
ou seja, os coeficientes de rigidez, sdo dadas por:
YMp=0- fi, + Mgy + Mg, =0 - f;, = —1500 kN.m
2Fy =0- f25 = Vo —Vge =0 = fo, = 3750 kN
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QUADRO 69. PBR: MOMENTOS FLETORES E REAGOES NOS APOIOS FICTICIOS.

Obtidas as reagdes nos apoios ficticios (f;;), a resolugdo da equagdo (3.4) estabelece os valores

das deslocabilidades D; a D,:

fir = 0 =—40+ 8500D, — 1500D, . D; = 0,005063 rad
for =0=0-1500D, + 3750D, D, = 0,002025m
Conhecidas as deslocabilidades, as grandezas de interesse do problema (r) podem ser obtidas
por sobreposicdo dos casos bdsicos, realizada na convengdo de Grinter e entdo convertida a usual,
conforme mostrado no Quadro 70.
Os esforcos normais e transversais podem ser obtidos por equilibrio nos tramos e entao
transferidos aos nés, permitido observar os esforcos solicitantes e as rea¢Ges de apoio, como

mostrado no Quadro 71.
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Convengio de Grinter Convengao Usual
o SEt
= 3241 s 13241
3 > =) e
3 <1
D
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7777 < |
777
32.41 kNm
IV 40 kKNm

S
N e~
\ B, 0

14.18 kKNm
18.23 kNm
W}, 4.09 kNm

QUADRO 70. PBR: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR.
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QUADRO 71. PBR: ESFORCOS SOLICITANTES.
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3.6 Exemplo - Pdértico Plano sob causa fisica de recalque (PBR)

Considere o mesmo pértico plano, com barras rigidas axialmente (El = 2.000 kN.m?), porém

sujeita a um recalque vertical de 4 cm para baixo no apoio D, conforme mostrado na Figura 57.

— A<|E

2m

2m Recalque vertical /

de 4 cm para baixo

.

C
77777

1 4 m |
[ i

FIGURA 57. PROCESSO DOS DESLOCAMENTOS: PORTICO SOB RECALQUE.

A estrutura estaticamente determinada é a mesma do exemplo 3.5. Como o sistema
hipergeométrico se manteve, os coeficientes de rigidez ndo se alteram. Apenas o problema (0) deve
ser recalculado, mostrado no Quadro 72a. O recalque mobiliza a barra BD, desenvolvendo momento
e reagdes de engastamento perfeito. Calculando-se apenas os valores de interesse, somente Mg, é

necessario, sendo dado por:

3EI  3.2000
z A

Myp = 0,04 = 15 kN.m

Os termos de carga sdo obtidos por equilibrio nodal, conforme abaixo, e entdo anotados no
diagrama simplificado (vide Quadro 72b).
YMp=0- fio+Mgp =0- fio=—15kN.m
YEy=0- f,0=0kN

fm:'15
) , 05,15
ffm 0.04cm S/g é% JrAN
ﬁ(l r ﬁ():() o
o
77777 e -
a) Recalque e Termos de Carga b)  Diagrama de Momento Fletor

QUADRO 72. PCF: PROBLEMA (0) — RECALQUE.
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Como os coeficientes de rigidez ja sdo conhecidos, resta apenas determinar os valores das

deslocabilidades:

O diagrama de momento fletor é dado pela sobreposi¢cdo dos casos basicos, sendo expresso

na convencao de Grinter, a ser convertida a usual. Como ndo ha esfor¢o adicional ao longo da barra,

fir = 0=-15+8500D, — 1500D,
for = 0=0-1500D, + 3750D,

o resultado é obtido diretamente da sobreposicao:

. D; = 0,001899 rad
D, = 0,000759 m

Convengdo Usual

4\ 4\
Convengao de Grinter
% 3|
2l 12.16 S112.16
Q e oI
“ o
W ey
% |
n =1
T777 7077
12.16 kKNm
\
\
5.32 kNm \
6.84 kKNm

1.52 kNm

QUADRO 73. PCR: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR.

3.6.1 Exemplo — Portico Plano sob causa fisica de temperatura (PVT)

De forma complementar, considere que a Unica causa fisica € uma variacao de temperatura

conforme indicado na Figura 58. Consideram-se elementos de secdo transversal retangular, com 40

cm de altura, e coeficiente de expans3o térmica a = 107°.
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FIGURA 58. PROCESSO DOS DESLOCAMENTOS: PORTICO SOB VARIAGCAO TERMICA.

Novamente, apenas o problema (0) se altera. Como a variagdo de temperatura no centro de
gravidade é nula, a consideracdo de barras rigidas axialmente pode ser mantida, e apenas esforcos
de flexao sdo contabilizados.

O problema (0) é mostrado no Quadro 74a, junto com a elastica prevista (em vermelho). A
variacdo térmica mobiliza as barras AB e BC, promovendo tanto momentos quanto reacdes.

Calculando os valores de interesse, tem-se que:

V. _3E or AT)_s.zooo
BA T S BB T Bl =500

1075(20 — (=20)) =3 kN.m

SMy =0 Vgy =—"=~15kN

—EI —2000
MBC = TQ(ATL - ATS) =

1075(20 — (=20)) = -2 kN.m

)

MCB = _MBC = 2 kNm

Mgc + M
ZMC=O—>VBC=¥=OI<N

Os termos de carga sao obtidos por equilibrio nodal:
ZMB = 0 _>f10 +MBA +MBC + MBD = 0 _>f10 = _1,0 kNm
YXFy =0-fo0 = Vga = Ve =0 - fr0 =—15kN

Apds registrar os valores em um diagrama simplificado (vide Quadro 74b), as
deslocabilidades sdo calculadas pela sobreposicdo das reacdes (termos de carga / coeficientes de

rigidez) calculadas anteriormente:

fir = 0= =1,0 + 8500D; — 1500D, _ D, = 0,002025 rad
for =0 =—1,5—1500D, + 3750D, _ D, = 0,0004810 m
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b) Diagrama de Momento Fletor

pois

QUADRO 74. PVT: PROBLEMA (0) — VARIAGAO DE TEMPERATURA.

O diagrama de momento fletor é estabelecido pela simples sobreposi¢cdao dos casos basicos,

ndo ha esforco imposto ao longo de nenhum tramo:

1.67

-1.37

\3.04

Convencao de Grinter Convencao Usual
o
-0.30 =11 0.30
7\ === 2\
STT777 ! 77777
ol
—
<t
<l
]
77 77077
1.67 kNm 1.37 kNm
Z
/ o e ey N
Y — 7
E 0.30 kNm
/
Vi
3.04 kNm

QUADRO 75. PVT: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR.
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3.7 Exemplo - Pdrtico com barras inclinadas e flexiveis axialmente (PIF)

Neste exemplo exploram-se as consequéncias de haver barras inclinadas, flexiveis
axialmente, conforme estrutura indicada na Figura 59, em que se adotam as seguintes
propriedades: EA = 200000 kN e EI = 20000 kN.m?2. A barra BC tem o dobro das propriedades da AB,

e a barra BD é solicitada apenas axialmente (barra de treliga).

__J{D
3m @7
12 kN/m
R A A A A
T 2EA e 2EI /7-7/%77(?

4m

| 3m \ 6 m |

! ! !
FIGURA 59. PROCESSO DOS DESLOCAMENTOS: PORTICO COM BARRAS INCLINADAS.

Ha uma rétula parcial em B, o que ndo impede a continuidade de esforcos entre as barras
AB e BC. H3, portanto, uma deslocabilidade interna, que deve ser restringida.

O ponto B e C também sao livres para se deslocarem horizontalmente. No ponto C, nao é
necessario incluir um apoio ficticio pois ja se conhece o valor do esfor¢co normal (na direcio em
analise). Com relagdo ao ponto B, ha diversos esforgos solicitantes indeterminados, assim como o
deslocamento horizontal do ponto. Desta forma, deve ser considerado uma deslocabilidade
externa.

Desta forma, a estrutura requer dois vinculos para estar geometricamente determinada. O
problema geometricamente determinado serad equivalente ao real caso respeite a equacdo de
compatibilidade de esforgos associada aos dois problemas / deslocabilidades indicadas na Figura
60.

Na forma de uma equagao:

f1r =0= f1o +f11D1 +f12D2

for =0 = fo0 + fo1D1 + f22D; (3.6)
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12 kKN/m 12 kKN/m
R U A A A A
- = =+
T7777 77777
(r) (0)
* A NG

FIGURA 60. PIF: SOBREPOSIGAO DOS PROBLEMAS.

A estrutura, dividida em tramos e nds, que sera utilizada para determina¢do dos termos de
carga e coeficientes de rigidez, empregando as tabelas de momento de engastamento perfeito e
equilibrio nodal, € mostrada no Quadro 76. Utilizar a mesma figura, do inicio ao fim do
desenvolvimento do exercicio, é fundamental para se evitar erros, em especial quanto ao sinal dos

esforcos.

NDB\ Problema j

Ny P
Mo/ N My Ve Ves
Vs
MBA /7' N BA

QUADRO 76. PIF: ESFORGOS SOLICITANTES NOS TRECHOS E NOS NOS.
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No problema (0), na barra AB, hd uma acdo distribuida inclinada em relacdo ao seu eixo, e

na barra BC uma acdo distribuida ortogonal em relacdo ao seu eixo. Estas acdes vdo promover

reacdes de momento, dadas por:

ql?  432.52
MAB =E=T=9kN.m
ql?
MBA = —E: —9kN.m
ql?  12.62

Por equilibrio dos esforcos atuantes, as reacdes transversais, considerando tanto as a¢des
atuantes quanto os momentos de engastamento perfeito, sdo dadas por:
YMp=0-V,5 =10,8kN
YFAE =0-V,5 =108kN
YMy =0 - Vg =45kN
SFBC =0V =27kN

As reacdes de esforco normal podem ser calculadas por meio da Tabela 3, ao final deste livro
(tenha em mente a direcdo adotada e a definida na tabela para definir o sinal da reacdo):
—ql 5,76.5
NAB =T= > = _14‘,4‘ kN

ql
NBA = ? = 14‘,4‘ kN

Conhecidos os valores de interesse, estes sao equilibrados aos apoios ficticios, para definicao
dos termos de carga:
YMp =0- fio+ Mgy + Mg =0- fio=—45kN.m
YF,=0- f50+V54.08—=Ng,y.06 =0 - f,0 =0kN
E importante estabelecer as contribuicdes das componentes de esforco cortante e esforco
normal ao termo de carga. Ademais, acredita-se que o leitor ja tenha compreendido a importancia
do registro dos valores em diagrama auxiliar.
Para o problema (1), os valores dos momentos de engastamento perfeito e os demais
esforgos solicitantes, sao obtidos da mesma forma que nos exemplos anteriores, pela simples
aplicacdo do giro unitdrio. Enquanto nas barras AB e BC surgem momentos de engastamento

perfeito e reacdes correspondentes, na barra BD, devido a rétula existente, nada ocorre. Desta

forma:
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2EI 2.20000

Myg = — i = z = —8000 kN.m
4E] 4.20000
Mg, = — i = — z = —16000 kN.m
3.2E1 3.2.20000
BC = — ; = G = —20000 kN.m

VAB == VBA == _4800 kN
Vae = Vg = —3333,33 kN

As reacgGes nos apoios ficticios, ou seja, os coeficientes de rigidez, sdo obtidos por equilibrio
nodal, novamente observando as componentes das reacdes mobilizadas, como segue:
YMp=0- fi1 + Mgy + Mg =0 - f;; =36000 kN.m
YFy=0- fy; +Vp4s.08=0 - f,; = —3840 kN

O problema (2) esta associado a um deslocamento horizontal unitario na dire¢ado e sentido
da deslocabilidade D,. Neste caso, é necessario determinar qual a parcela de deslocamento axial e
transversal nas barras AB e BD para estabelecer a correta contribuicao aos coeficientes de rigidez.
Para facilitar o entendimento e visualizacdo, perceba as componentes dos deslocamentos

transversal e axial de cada barra, que comp&em o deslocamento imposto (Quadro 77).

0.6 0.8
B

B A

0.707 0.707
a) Barra AB b) Barra BD

QUADRO 77. PIF: DESLOCAMENTO ASSOCIADO AO PROBLEMA (2).

A barra BD, em virtude das rotulas existentes nas suas extremidades, se desloca
transversalmente sem fletir. Apenas na direcao axial surgem esforcos associados a componente de
deslocamento na direcdo de seu eixo.

J4 a barra AB se deforma tanto transversalmente quanto axialmente. A decomposicao do
deslocamento unitario prové a quantidade de deslocamento em cada direcao, que deve ser utilizado
para o calculo dos coeficientes de rigidez. Por fim, a barra BC se desloca sem deformar, ndo havendo
esforcos a serem computados. Sendo assim, os valores dos momentos de engastamento perfeito e

os demais esforgos solicitantes sdo dados por:
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6E1.0,8  6.20000.0,8

MAB == MBA == lz 52 == 3840 kNm
EA 0,6
Nap = Nps = —A= —=200000 = 24000 kN
VAB == _VBA == 1536 kN
EA 0,707
Nyp = Np = —- A= 7--2200000 = 33328,62 kN

Por equilibrio nodal, sdo obtidos os coeficientes de rigidez:
ZMB == O _)flz +MBA +MBC +MBD - 0 _)flz - _3840 kN.m
YFy=0- fo, = Vps.0,8 —Ngy.0,6 — Ngp. 0,707 =0 = f,, = 39192,134 kN

O equilibrio da estrutura é reestabelecido por meio da sobreposicdo dos esforgos:

fir = 0= =45 +36000D; —3840D, _ D, = 0,0012632 rad
for =0 =0 —3840D, + 39192,134D, _ D, = 0,00012377 m

A sobreposi¢gdao dos casos basicos resulta no diagrama de momento fletor mostrado no

Quadro 78:

Convencao de Grinter Convengao Usual

28.74

0.63

QUADRO 78. PIF: DIAGRAMA DE MOMENTO FLETOR.
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3.8 Exemplo — Pértico com barras inclinadas e rigidas axialmente (PIR)

Neste exemplo exploram-se as consequéncias de haver barras inclinadas rigidas axialmente,
conforme estrutura indicada na Figura 61, em que se adotam El = 40000 kN.m? e k = 2000 kN/m.

Busca-se, neste exemplo, o diagrama de esforgos cortantes tdo somente.

O
Q‘é\(\ 3
K

3m

k
§ JNV ( B A

Recalque vertical de 2m

2 cm para baixo 177 A |
- v

4m

»
»

A

FIGURA 61. PROCESSO DOS DESLOCAMENTOS: PORTICO COM BARRAS INCLINADAS RIGIDAS.

A estrutura apresenta um grau de deslocabilidade interno, no nd B. A trelica equivalente
apresenta trés nds, o que implica que sdo necessdrias apenas seis barras vinculares para restricao,
gue é exatamente o numero de barras existentes. Desta forma, ndo ha deslocabilidade externa a

ser restringida.

a) Grau de deslocabilidade interno b) Trelica equivalente

FIGURA 62. PIR: GRAU DE DESLOCABILIDADE.

O problema geometricamente determinado, mostrado na Figura 63, sera equivalente ao real

caso respeite a compatibilidade de esforgos associada a deslocabilidade D, ou simplesmente:

fir =0=fio+ fi1D1 (3.7)
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Wwecalque vertical de 777 .
2 ¢m para baixo Necalque vertical de

2 cm para baixo

77
Wmecalque vertical de

2 c¢m para baixo

FIGURA 63. PIR: SOBREPOSIGAO DOS PROBLEMAS.

O problema (0), que estabelece o termo de carga f;,, € definido pela acdo distribuida
(ortogonal) ao longo de BC e de um recalque vertical de 2 cm em A. Como as barras sdo rigidas
axialmente, devem se deslocar apenas transversalmente ao seu eixo, respeitando sua cinematica.

O recalque em A ira promover um deslocamento vertical em B de mesmo valor, porém a
barra BC ndo pode acompanhar este movimento. Sua cinematica permite apenas o deslocamento
transversal ao seu eixo ao se deformar. O mesmo é valido para a barra AB.

Ao tracar uma linha de deslocamento transversal da barra BC (em B) e uma linha de
deslocamento transversal da barra AB (também em B), apds ser imposto o recalque, percebe-se que
as linhas se cruzam em um Unico ponto. Desta forma, percebe-se que o recalque ird promover uma
deformacdo transversal em BC e, para compatibilizar o movimento, também ocorrerd uma
deformacado transversal em AB.

Ou seja, para que o ponto B desloque verticalmente em 2 cm, ambas as barras devem se
deformar transversalmente. Tal movimento ainda impde um deslocamento horizontal, que ird

mobilizar a mola existente em B. Vide Quadro 80 para maiores detalhes.
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QUADRO 79. PIR: DESLOCAMENTO ASSOCIADO AO RECALQUE.

A estrutura, dividida em tramos e nds, que sera utilizada para determina¢do dos termos de
carga e coeficientes de rigidez, empregando as tabelas de momento de engastamento perfeito e

equilibrio nodal, é mostrada no Quadro 80.
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QUADRO 80. PIR: ESFORGOS SOLICITANTES NOS TRECHOS E NOS NOS.
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Dito isto, os valores dos momentos de engastamento perfeito para o problema (0),

respeitando-se as condicoes de contorno e as acdes atuantes, sdo dados por:

6E1 6FE1
Myo = SELp 4 B8 _OBL o 0o5y 4292 L 519167 kNm
BC I2 12 52 ’ 12 ! '
M., = £ _£=@(—0025)—10'52=—260833k1vm
CB [2 12 52 ’ 12 ! '

O termo de carga, associado ao problema (0), é dado por:

fio + Mgy + Mgc =0 - fi, = —680,83 kN.m

Para o problema (1), os valores dos momentos de engastamento perfeito sdo obtidos da

mesma forma que os exemplos anteriores, pela simples aplicagao do giro unitdrio nas barras, ou

seja:
2EI 2.40000
4E1 4.40000
4E1 4.40000
2EI 2.40000
Mcg = — = z = —16000 kN.m
O coeficiente de rigidez associado ao problema (1) é dado por:
f11+MBA+MBC=0—>f11=112000kN.m
Reestabelece-se o equilibrio da estrutura ao resolver a equac¢do de compatibilidade de
esforcos:
p, = —J10_ 68083 060788 rad
LT T T 112000 e

A sobreposicdo dos casos basicos é mostrada no Quadro 81:
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Convengao

413.69 de
Grinter

Convencao

413.69, Usual

QUADRO 81. PIR: DIAGRAMAS DE MOMENTO FLETOR.

Fazendo-se o equilibrio das forcas e esforcos nas barras, encontram-se os esforcos

transversais, permitindo obter o diagrama de esforcos cortantes, como mostra o Quadro 82.

Problema (r)

Trecho AB Trecho BC 358.09
413.70 N\
5
—> 535.27 \”b 6
413. 69% \\6”‘ y
, 4 \
<« 53527 N\ A0 \\197’

K-
656.85 \5/
N

V

r

535.27 kN -179.36 kN

-129.36 kN

535.27 kN

QUADRO 82. PIR: DIAGRAMA DE ESFORCO CORTANTE.
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Os problemas abordados neste livro também poderiam ser resolvidos com a aplicagao dos
conceitos de Problemas de Valor de Contorno de estruturas lineares, ou mesmo pelo Método dos
Elementos Finitos, que sdo de suma importancia ao engenheiro contemporaneo. Estes topicos serdao
abordados no préximo livro. No entanto, sdo assuntos avancados, em que a base apresentada neste
livro e no livro anterior sdo partes fundamentais do processo de aprendizagem.

O leitor deve buscar formas de aprofundar os conhecimentos tratados neste livro, para que

0s assuntos mais avancados explorados a frente sejam facilmente assimilados.

Nos vemos no Livro 3.

Carrazedo & Paccola.
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Capitulo 5 - Tabelas ,

As tabelas que foram disponibilizadas neste livro foram resumidas, apresentando apenas as

relagdes suficientes para aplicagdes mais gerais. Outras bibliografias, porém, apresentam tabelas

com mais informacao.

TABELA 1. INTEGRAIS DE DUAS FUNGOES

fi (x)dx \\l
a b
f2(x)dx : he

aa a(a+b)
o “ aal > L TL
aa aa a(2a+b)
—L —L —_
o 2 3 6 L
ap ap B(a+ 2b)
—L — — L
‘B 2 6 L 6

} \\J . a(a2+ B, a(2a6+ B, a(2a6+ B b Z 28],
2ay ay (@a+b)y
\\V 3 L 3 L — L
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Tabelas
TABELA 2. MOMENTOS DE ENGASTAMENTO PERFEITO
N ! N N
o5 Bl AN B | AY 72\ B
le L | L L | le L N
| | | | [ \
_ _\“:_“A 3EI 6EI 6EI 3EI
— 7
MQT P - Moa =z 4 Map ="z 8  Mpa=7Th Map =174
Myp , ,
Vi Vs
0
‘ﬂ.\. _ Giro em rétula _4El 2B 3EI
(== N, S Mas =70 Mpa =70 Mas =
T Vw VLHT
M, =2 (T, - T,)
T [°€ ap = -ally — I
M, Q - L CJ > M, 3EI h 3EI
T Ll ]I' T My = = a(li = Ty) Mypp = - a(Ti = Ty)
"_llf "IS.I EI
Mg, = _Wa(Ti T)
' ’
"Mui C D M MAB = 2 (3b — ZL)
4 ¥EBA M M
.l M = =317 17 = 3a%) y Mas = 575 3b° =19
a
%}(#)’ MBA = L_Z (ZL - 3(1)
lP
Mis C ) My, Pab L+a Pab? Pa?b _Pab L+b
]\['w I;HT MBA - T lZ AB = LZ MBA B L2 AB "~ TT
a b
q
11T 171 2 2 2 2
] ) —qL qL —qL qL
MQT 1 e Moa =5 Man =Ty Mea=Tgp M =5~
Vis Vs
q
|
7qlL? ql? ql? ql?
M.mg > M, BA = — 120 Mygp = 2_0 Mg, = _% Myp = E
TV.W "mT
T qa* ., 2
v . MAB =m(6L —8La+3a)
Map “wm qaz 2 2 qaz 2
el 7| Mua= T -0t - Mis =2 (L—0)
. a J b MBAZ_W(4L_3(1)
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TABELA 3.

REAGAO HORIZONTAL DE ENGASTAMENTO PERFEITO

AL

|/

I i
P
S — 5
- - Pb Pa
N.lB NBJ AB = T Hgy = T
a_| b |
| |
> [ ——— EA EA
N.w _i___A___]:_ NBA HAB - TA HBA - TA
q
e > o = qL H.. = qL
AB = T BA = —
2 2
N»IB NB;I
T, [°C]
> > | Hug = EAaT Hg, = EAaT,
T. [°C AB cG BA CG
N LCl N,
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