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Titulo
Teoremas de Tales, da bissetriz e Apolonio: teoria, construgoes e problemas

olimpicos

Prefacio
Os teoremas de Tales e da Bissetriz e as circunferéncias de Apolonio sao pilares
fundamentais para o estudo da Geometria. Este material didéatico foi utilizado
durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra’ para
professores de Matemética do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O
texto conta com 80 figuras que facilitam acompanhar a resolucao. Todas tém
como complemento links para os gréaficos interativos no site do GeoGebra e,
varios, a resolucao em video do YouTube. A discussao é organizada em cinco
capitulos: Fundamentos; Circunferéncias de Apolonio e Pontos Isodinamicos;
Construgoes, exercicios e desafios; Problemas resolvidos de olimpiadas
internacionais; Problemas propostos. O diferencial na utilizagao do GeoGebra
estd baseado na disponibilidade gratuita do software, tanto online como
aplicativos para computadores e celulares. As construcoes geométricas podem
ser feitas de forma dindmica, onde exploram-se diversas configuracoes de um
mesmo problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica,
utilizada para a verificacao, como ferramenta para a apresentacao, passo a
passo, de uma demonstracao rigorosa. O GeoGebra também convida o leitor a

interagir, a por as mao na massa.

Palavras-chave: Geometria, Olimpiadas, GeoGebra, Ensino Fundamental,

Ensino Médio, Formacao de Professores.
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Capitulo 1

Introducao

Os teoremas de Tales e da Bissetriz e as circunferéncias de Apolénio sao pilares funda-

mentais para o estudo da Geometria.

1.1 Organizacao, GeoGebra e publicacoes anteriores

O livro faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de estudante e professo-
res com problemas de Olimpiadas de Matematicas. Em particular, este material didatico foi
utilizado durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra” para pro-
fessores de Matematica do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O mesmo aconteceu
na modalidade de Ensino & Distancia (EaD) pela plataforma Moodle de Cultura e Extensao
da USP. O texto conta com 80 figuras que facilitam o acompanhamento das resolugdes. Como
complemento, links para os graficos interativos sao disponibilizados em paginas do GeoGebra.
Varios problemas contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do YouTube.
A discussao é organizada em cinco capitulos: Fundamentos; Circunferéncias de Apolonio e
Pontos Isodindmicos; Construcoes, exercicios e desafios; Problemas resolvidos de olimpiadas
internacionais; Problemas propostos. Mas sem a pretensao de esgotar os temas abordados.

O diferencial na utilizagao do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do soft-
ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construgoes geométricas
podem ser feitas de forma dindmica, onde exploram-se diversas configuragoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a ve-
rificacao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.
Com uma boa organizacao e programacgao adequada discutir problemas na tela do GeoGebra
permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. En contra partida, na versao
impressa tradicional o aprendente precisa ficar alternando entre paginas para acompanhar uma
resolucao.

O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto ¢, pode movi-


https://www.GeoGebra.org/m/vsfydv2v
https://www.youtube.com/watch?v=AEOTmoHzOoQ&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=117&t=300s

CAPITULO 1. INTRODUCAO 15

mentar pontos da construcao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos mais obsti-
nados é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes. Adicionalmente, a versao online
do GeoGebra funciona como uma rede social de aprendizado e colaboragao. Os profissionais
e alunos podem disponibilizar e buscar construgoes, baixar e modificar ou alterar e salvar no
proprio site. Em resumo, é um local que fornece materiais e meios alternativos para a troca de
conhecimento relacionado ao ensino de Matematica.

Um artigo da area de Educagdo Matematica [60] fez uma pesquisa bibliografica das in-
vestigagoes realizadas a respeito de Bissetriz. Os resultados mostraram que a nogao de lugar
geométrico é pouco detalhada. Outras pesquisas apontaram que o ensino de Geometria Plana,
utilizando o software GeoGebra, proporciona ricas possibilidades de visualizagao do processo
de aprendizagem que sao dificeis de serem trabalhadas em um ambiente comum [66], [48], [6],
[61] e [2].

Para o leitor iniciante recomenda-se consultar os livros de Geometria [51], [5] e [1]. De
muita utilidade sao as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento, curso de Geo-
metria, Nivel 2, do Prof. Bruno Holanda [7|, do Prof. Rodrigo Pinheiro [62] e do Prof. Cicero
Thiago [67]. Também serviram como referéncia os livros de Geometria Analitica 3] e Mate-
matica Discreta [50] adotados pelo Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT).

Treze livros eletronicos gratuitos com as notas de aulas do curso Geometria Olimpica com
GeoGebra estao disponiveis em [43], [44], [45], [26], [24], [22], [29], [10], [17], [31], [34], [9] e
[14]. Também foram publicados quatro livros eletronicos dedicados a resolugao de problemas
de olimpiadas internacionais de Matematica para o Ensino Médio: [32], [18], [19] e [20]. Outros
trabalhos da area de Matematica sao 23], [35], [39], [37], [28], [41], [40], [&], [46], [16], [15], [38],
[42], [63], [47], [64], [25], [27], [21], [65], [33], |30], [36], [12], [13] e [11].
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Capitulo 2
Fundamentos

Para fins didaticos, este capitulo aborda alguns dos mais importantes fundamentos teoéricos
e construtivos que serao utilizados nos proximos. O leitor especialista na area pode pular para
a discussao dos problemas olimpicos. Parte do contetido esta disponivel em videos de 2020,
2021, 2022 e 2023.

2.1 Teorema de Tales

Tales de Mileto foi o primeiro filésofo, cientista e matemético grego conhecido. Ele é
creditado com cinco teoremas de geometria elementar. Acredita-se que nasceu por volta do ano

624 antes de Cristo e morreu por volta do ano 547 antes de Cristo [59)].

Teorema 1 (Tales). Sejam as retas r || s || t, e os pontos A, A" € r, BB’ € s e C,C" € t.
Consideram-se ainda as retas u e u' tais que A, B,C' € uw e A", B',C" € v (Figura 2.1). Entao

vale que:
AB AP
BC — B'C"



https://www.youtube.com/watch?v=1hL013b2r88&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=71
https://www.youtube.com/watch?v=a4Z1Ouz0x0c&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=120
https://www.youtube.com/watch?v=TyzzR-JDOoM&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=176
https://www.youtube.com/watch?v=0SWpcppJCmc&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=205
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Figura 2.1: Ilustracao do Teorema 1. Versoes interativas aqui e aqui.

crerarrarnerna, . .............................................................. ..

Fonte: O autor.

No caso em que AB = BC, pela proposicao sobre a base media de um trapézio, vale que
A'B"' = B'C".
AB _
No caso em que 7 = 7,
partes iguais, respectivamente. A repetida aplicagao da proposicao sobre a base media de um

com m,n € N, dividem-se os segmentos AB e BC' em m e n

trapézio mostra a validez do Teorema 1 (Tales).

No caso em que g—g = r, com r um numero irracional a demonstragao ¢ um pouco mais
elaborada. Utiliza-se que todo nimero irracional pode ser delimitado, com precisao arbitraria,

por sequéncias de racionais.

2.2 Teorema da Bissetriz Interna

Teorema 2 (Teorema da Bissetriz Interna). A Figura 2.2 mostra um triangulo ABC. A bissetriz

iterna AP do ZA divide internamente o lado oposto BC' na razao:

BA  BP

m — ﬁ7 (2.2.1)

em que P € o ponto de intersecio da bissetriz interna com o lado BC.
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https://www.geogebra.org/m/v8caawpv
https://www.geogebra.org/m/wzawgdyy
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Figura 2.2: Guia para a demonstragao do Teorema 2. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Traca-se a reta AB e uma reta paralela a AP passando por C. Chama-se D o

ponto de interse¢ao destas. Como AP || C'D, por alternos internos, segue que:
/PAC = ZACD = «

e, por correspondentes, tem-se:
/BAP = /ADC = qa.

De ZACD = ZADC encontra-se que o AACD é isosceles de base C'D. Logo,

CA = DA.
Pelo Teorema 1 (Tales) vale que:

BA_BP

DA CP
Mas AD = AC, portanto,

BA_BP

CA  CP
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2.3 Teorema da Bissetriz Externa

Teorema 3 (Teorema da Bissetriz Externa). Seja ABC' um tridngulo nao isdsceles e AQ, como

Q € BC, a bissetriz externa do LA (Figura 2.3). Entao vale que:

BA_ BQ

i~ o (2.3.1)

Figura 2.3: Guia para a demonstragao do Teorema 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sem perda de generalidade considera-se o caso em que AC' > AB. Traca-se
uma reta paralela a AQ passando por B. Chama-se B’ ao ponto de intersegao desta com AC.

Seja o ponto D € AC e além de A. Como QA || BB’ valem as igualdades:
/QAB = /ABB' = 3 (Alternos Internos),

/DAQ = ZAB'B = 3 (Correspondentes).

Como LABB' = ZAB'B o triangulo ABB’ é isosceles de base BB’ e AB = AB’. Pelo

Teorema 1 (Tales) tem-se:

B'A  BQ

CA ~ CQ
Ou seja,

BA  BQ

CA ~ CQ
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https://www.geogebra.org/m/uwfabjt9
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2.4 Teorema da Bissetriz

Teorema 4 (Teorema da Bissetriz). Sejam ABC um tridngulo nao isdsceles, P o ponto de
intersecao da bissetriz interna do ZA com o lado BC' e AQ, como Q € BC, a bissetriz externa

do ZA. Entao vale que:
BA BP BQ
CA CP CQ

(2.4.1)

Demonstragao. O resultado segue das equagoes (2.2.1) e (2.3.1). O

2.5 Ponto equidistante de dois vértices, o incentro e o ex-

incentro

Proposicao 5. A Figura 2.4 mostra um tridngulo ABC. Seja I seu Incentro e I, o centro
da ex-circunferéncia correspondente ao lado BC. Seja E o ponto de intersecio de AI com a

circunferéncia circunscrita ao NABC. Entao,

EB=FEC=FI=FEI,.
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Figura 2.4: Guia para a demonstragao da Proposi¢ao 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Pela bissetriz em A e o quadrilatero inscritivel ACEB tem-se:
/BAE = /CAE = /CBFE = /BCE = a.

Portanto, o AEBC' é isosceles, de base BC, e EB = EC. Além disso, da bissetriz em B,
sejam LIBA = ZIBC = 3. Pela propriedade do angulo externo,

/BIE = a+ 8.

Segue que, /BIE = ZIBFE, o AEBI é isosceles, de base BI, e EB = EI. Pela bissetriz
externa em B, sejam

/JBI, = /CBI, = .

Como o ZJBA = 180° tem-se que v = 90° — 5. Do ABJI,, retangulo em J, tem-se

LJI,B = 3. Pela soma dos angulos internos no AAJI, e o dngulo raso em B encontra-se:

/EBI, = /ZEI,B =90° — a — 5.
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Isto é, 0 AEBI, é isosceles, de base Bl,, e EB = EI,. Conclui-se que:

EB=FEC=FI=FI,.

2.6 Divisao Harmoénica de um segmento

Inspirada na segunda igualdade da (2.4.1) é feita a defini¢ao a seguir.

Defini¢ao 1 (Divisao Harmoénica). Seja um segmento BC. Os pontos P (no interior do seg-
mento BC') e Q (na reta BC, mas no exterior do mesmo segmento) dividem harmonicamente

o segmento BC' quando:

BP _ BQ _
CP~CQ

Onde k € um namero real nao negativo e k # 1. Os pontos P e Q) também sao chamados de

(2.6.1)

conjugados harmonicos do segmento BC' na razao k.

Quando k =1 (BP = CP) o ponto P é o ponto médio do segmento BC' e o ponto () estéa

no infinito.

2.6.1 Caso0<k<1(BP<CP)

A Figura 2.5 permite acompanhar a deducao que segue.

Figura 2.5: Divisao harmoénica. Guia para o caso 0 < k < 1 (BP < CP). Versao interativa
aqui.

B P C

Fonte: O autor.

Quando k = 0 vale que BP = B@ = 0. Isto é, os pontos P e () coincidem no ponto B.
Se 0 < k < 1, entao:

PB+ PC = BC, (2.6.2)
QC = QB+ BC. (2.6.3)

Da equagao (2.6.1) obtém-se:
PB =k PC, (2.6.4)
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QB =Fk-QC. (2.6.5)
Substituindo (2.6.4) e (2.6.5) em (2.6.2) e (2.6.3), respectivamente, encontra-se:

1
PC=——BC 2.6.6
1+ k7 ( )

1

Adicionalmente, substituindo (2.6.6) e (2.6.7) em (2.6.2) e (2.6.3), respectivamente, obtém-

se:
k
PB=——B 2.6.
L+k & (2.68)
0B =" _pe (2.6.9)
=1 BC 6.
Da soma de (2.6.8) e (2.6.9) chega-se em:
2k
=— _BC. 2.6.1
QP = ——BC (2.6.10)

2.6.2 Caso k>1(BP>CP)

A Figura 2.6 permite acompanhar a dedugao que segue.

Figura 2.6: Divisao harmonica. Guia para o caso k > 1 (BP > C'P). Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Se k > 1, entao:

PB+ PC = BC, (2.6.11)
QB = QC + BC. (2.6.12)
Da equagao (2.6.1) obtém-se:
PB=k- PC, (2.6.13)
OB =k-QC. (2.6.14)
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Substituindo (2.6.13) e (2.6.14) em (2.6.11) e (2.6.12), respectivamente, encontra-se:

1
PC=—-—7B 2.6.1
C Tk C, (2.6.15)

1
C=——-BC. 2.6.16
o= (2:6.16)
Adicionalmente, substituindo (2.6.15) e (2.6.16) em (2.6.11) e (2.6.12), respectivamente,

obtém-se:

k
PB=——BC 2.6.17
1+ k7 ( )
QB = LBC (2.6.18)
= —BC. 6.

Da soma de (2.6.15) e (2.6.16) chega-se em:

2k

2.7 Teorema de Menelaus

Pelos registros historicos acredita-se que Menelaus de Alexandria, nasceu em 70 d.C., no
norte do Egito. Morreu perto do ano 130 d.C. Entre outras coisas fez importantes contribui¢oes
na geometria de tridngulos esféricos, segundo relatou Ptolomeu anos mais tarde [56].

O Teorema a seguir lida com critérios necessarios e suficientes para que trés pontos sejam

colineares. Nao seré utilizada a notagao de segmentos orientados. Isto ¢, vale que as medidas
de AB e BA coincidem.

Teorema 6 (Menelaus). Sejam ABC' um triangulo e X, Y e Z pontos (diferentes de A, B e
C') sobre as retas BC, CA e AB, respectivamente. Entao os pontos X, Y e Z sao colineares

se, e somente se,

BX CY AZ
XC YA ZB "~

Na versao interativa da Figura 2.7 é possivel deslocar os pontos sobre as retas BC, CA e

1. (2.7.1)

AB, e verificar a validade ou nao da equagao (2.7.1).

LOPEZ LINARES, J. Teoremas de Tales, da bissetriz e Apolénio: teoria,
construcoes e problemas olimpicos. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga:
Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2024. 120 p. ISBN 978-65-87023-43-4
(e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023434.



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS 25

Figura 2.7: Teorema de Menelaus. Caso em que os pontos X, Y e Z nao sao colineares. Versao
interativa aqui. E possivel deslocar os pontos sobre as retas e verificar a validade ou nao de
(2.7.1).

Fonte: O autor.

Demonstragao. (Ida) Inicialmente suponha-se que os pontos X, Y e Z sao colineares (Fi-
gura 2.8). Sejam AP, BQ) e C'R as perpendiculares tragadas a partir de A, B e C, respec-

tivamente, a reta X Z.
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Figura 2.8: Ida do Teorema de Menelaus. Por hipotese os pontos X, Y e Z sao colineares.
Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Os pares de triangulos retangulos BQX e CRX, APY e CRY e APZ e BQZ, sao

semelhantes pelo critério AA. Entao,

BX  BQ
CX  CR
CY CR
AY ~ AP
AZ AP
BZ ~ BQ

Segue que:
BX CY AZ BQ CR AP

XC YA ZB CR AP BQ
(Volta) Agora suponha-se, por absurdo, que os pontos X, Y e Z nao sao colineares, mas
vale a equagao (2.7.1). Seja o ponto Z' = XY N AB (Figura 2.9).

1.
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Figura 2.9: Volta do Teorema de Menelaus. Por hipotese vale a equagdo (2.7.1). Versao
interativa aqui.

Fonte: O autor.

Pela Ida do Teorema de Menelaus vale que:

BX cCcY AZ

. . =1.
XC YA 7Z'B

Logo, tem-se:
BX CY AZ' BX CY AZ

XC YA Z/B  XC YA ZB’

Az AZ
Z’'B  ZB’
Como Z e Z' pertencem a reta AB o resultado anterior é uma contradicao. Ou seja,
7z =17 [

No caso em que mais de um dos pontos X, Y e Z pertencem aos prologamentos dos lados

do triangulo ABC| o teorema anterior ainda é valido.

2.8 Teorema de Desargues

Girard Desargues foi um matemético francés fundador da geometria projetiva. Seu tra-
balho centrou-se na teoria das secoes conicas e da perspectiva. Nasceu no dia 21 fevereiro 1591

e morreu em outubro 1661 [55].
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Teorema 7 (Desargues). Sejam os triangulos A1 B1Cy e A3 ByCy e 0s pontos A = BiC1N ByCo,
B = Ci1A; N CyAs e C = A1 By N A3 By. Os pontos A, B e C sao colineares, reta r (eizo de
perspectiva), se, e somente se, as linhas que percorrem vértices correspondentes encontram-se
num ponto chamado centro de perspectiva O = A1 Ay N By By N C1Cy (Figura 2.10).

Figura 2.10: Tlustragdo do Teorema 7 (Desargues). Versao interativa aqui.

e, .
.......
.,

.......

Perspectiva Axial

e
e

Fonte: O autor.

Demonstracao. Inicialmente, suponha-se que as retas A; Ay, B1 By e C1C5 sao concorrentes no
ponto O. Isto é, O = A1 A N B1By N C1C5. Quer-se provar que os pontos A = B1Cy N ByCs,
B =CiANCyAy e C = A; By N Ay By sao colineares.

Pelo Teorema de Menelaus, aplicado ao AA;B>0O e os pontos colineares A; € A0,
By € B0 e C € AyBs, escreve-se (Figura 2.11):

AQC BQBI OAl -1
CB, B,O AA,
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Figura 2.11: Primeira aplicacao do Teorema de Menelaus para demonstrar a ida do Teorema 7
(Desargues). Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Pelo Teorema de Menelaus, aplicado ao AByC50 e os pontos colineares B; € B,O,
C1 € (L0 e A € By(Cy, escreve-se (Figura 2.12):

By A . CyCy OB

: = 1.
ACy C0 BB,
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Figura 2.12: Segunda aplicagao do Teorema de Menelaus para demonstrar a ida do Teorema 7
(Desargues). Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Pelo Teorema de Menelaus, aplicado ao AC5A50 e os pontos colineares C € C,0, A; €
A0 e B € CyA,, escreve-se (Figura 2.13):

CyB  AA; OCy

: = 1.
BA, 4,0 C1Cs
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Figura 2.13: Terceira aplicacao do Teorema de Menelaus para demonstrar a ida do Teorema 7

(Desargues). Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Isto é:
A O ‘ By B, ‘ OA, _q
CBy, BO AA, ’
BA ‘ CyCy . OB, 1
ACy Ci0 BB, ’
CyB ‘ Ax Ay . ocy ]
BA; A0 CCy '

Multiplicando e simplificando as trés tltimas equagoes encontra-se:

A C BA (O3B

CB, AC, BA,

1.

Pela reciproca do Teorema de Menelaus, aplicado ao AA;ByC5, os pontos A € By(h,
B € CyA; e C € AyB, sdo colineares (Figura 2.14).
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Figura 2.14: Aplicacao da reciproca do Teorema de Menelaus para demonstrar a ida do Teo-
rema 7 (Desargues). Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.9 Teoremas de Pascal

Blaise Pascal foi um matemaético e filosofo francés muito influente que contribuiu para
variadas areas da Matematica e Fisica. Trabalhou em segoes conicas e geometria projetiva.
Em correspondéncia com Fermat, lancou as bases para a teoria das probabilidades. Nasceu em
1623 e morreu em 1662 [53].

Teorema 8 (Pascal). Se A, B, C, D, E e F sao pontos distintos sobre uma circunferéncia -y,
entao os pontos X = ABNDE,Y = BCNEF eZ =CDnNFA sao colineares.

Na versao interativa da Figura 2.15 é possivel deslocar os pontos sobre uma circunferéncia

~ e verificar a colinearidade de X, Y e Z.
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Figura 2.15: Teorema de Pascal. Versao interativa aqui. E possivel deslocar os pontos sobre ~
e verificar a colinearidade de X, Y e Z. O hexdgono ABC DEF nao precisa ser convexo.

Z

.......

Fonte: O autor.

Demonstragao. Sejam os pontos M = CDNEF, N = ABNCD e O = ABNEF (Figura 2.16).
Como os pontos X, Y e Z pertencem aos prolongamentos dos lados do AM NO quer-se mostrar

que:
MZNX OY

ZN XOYM
Nesse caso, pelo Teorema 6 (Menelaus), os pontos X, Y e Z sdo colineares.

Para tal aplica-se trés vezes o Teorema 6 (Menelaus) ao AMNO e os pontos colineares:

MDNX OF

XD E= S XoEM "
MC NB OY

Y.O.B= eNBoym
MZNAOF

AF oy menaor
LA = oS A0 FM

Multiplicam-se as trés equagoOes anteriores e agrupam-se as fragoes:

MZ NX OY MD OF MCNBNA OF _ 1
ZN XOYM DN EM CN BO AOFM )

A poténcia dos pontos M, N e O relativos a v pode ser escrita de duas formas equivalentes
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em cada caso. Isso justifica reescrever o segundo parenteses na equagao anterior:

MZ NX OY MC-MD NA-NB OF -OF _ 1
ZN XOYM ME-MF NC-ND OA-OB)

Como os trés ultimos paréntesis sao todos iguais a um, o teorema fica provado. ]

Figura 2.16: Demonstracdo do Teorema de Pascal. Versdo interativa aqui. E possivel deslocar
os pontos sobre 7y e verificar a colinearidade de X, Y e Z. O hexdgono ABC'DFEF nao precisa
Ser convexo.

Fonte: O autor.

Corolario 9 (Pascal para quadrilatero inscrito). Seja o quadrildtero ABCD inscrito numa
circunferéncia vy, entao os pontos obtidos pela intercepgcao dos lados opostos e as tangentes em
A, B, C e D sao colineares (Figura 2.17).
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Figura 2.17: Pascal para quadrilatero inscrito. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Demonstracao. Para demonstrar a colinearidade de X, Y e Z basta fazer coincidir os pontos

A= Be E =D da Figura 2.16. Um raciocinio analogo aplica-se para mostrar a colinearidade
de W)Y e Z O

2.10 Inversao, Polo e Polar

Definigao 2 (Inversao de ponto). Dados um plano [, uma circunferéncia i € I, com centro O

e raio r, e um ponto P € I, o ponto P’ que pertence a semirreta OP e satisfaz
OP'-OP =r?

¢ chamado inverso de P em relagio a i (Figura 2.18). O ponto O é chamado “centro de

muversao” e i € chamada de “circunferéncia de inversao”. Também utiliza-se a notacao

P = Inv(P,1).
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Figura 2.18: Ilustracdo da Definigao 2 e da constru¢ao dos pontos inversos P’ e (). Quando
S ei= 5" =85. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Definigao 3 (Polo e Polar). Considera-se uma circunferéncia de inversao i de centro O e 0s
pontos pares de inversao P e P'. A reta g, perpendicular a OP' passando por P’, é chamada
Polar de P e o ponto P € denominado Polode g (Figura 2.19).
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Figura 2.19: Guia para a Defini¢ao 3. Versao interativa aqui.

.~
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Fonte: O autor.

Philippe de la Hire foi um matematico francés que trabalhou em se¢bes conicas e em

geodésia e astronomia. Nasceu em 1640 e morreu em 1718 [57].

Teorema 10 (La Hire). Com referéncia a Figura 2.20, o ponto Q estd na Polar de P (reta g)

se, e somente se, P estd na Polar de Q (reta k).
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Figura 2.20: Guia para a demonstracao do Teorema 10. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.
Demonstra¢ao. Considera-se inicialmente que @) € g, e g é a Polar do Polo P, quer-se provar
que P € k, sendo k Polar do Polo (). Da definicao de inversao
OP-OP' =0Q-0Q' = 0B®
e o angulo comum ZQ'OP = ZP'OQ tem-se, pelo critério de semelhanca LAL, que:
AOP'Q ~ ANOQ'P.

Logo, ZOQ'P = ZOP'Q) = 90°. Ou seja, P € k. A prova da reciproca é analoga. n

Corolario 11 (Dualidade entre polares concorrentes e polos colineares). Com referéncia a
Figura 2.21, seja C' = kN g. Se trés pontos (Polos) sao colineares, por exemplo P, Q e C',

entao suas Polares, g, k e n, sao concorrentes e vice-versa.
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Figura 2.21: Guia para a demonstracao do Corolario 11. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstragao. Pelo Teorema 10 (La Hire) a Polar j do Polo C' deve passar por P e ). Assim

como a Polar n de C" passa por C. m

2.11 Teorema de Brianchon

Charles-Julien Brianchon foi um matematico francés que trabalhou com geometria proje-
tiva. Nasceu em 19 dezembro 1783 e morreu em 29 abril 1864 [54].

Parte-se da configuracao do Teorema de Pascal na Figura 2.15. Tragam-se as tangentes a
circunferéncia = pelos pontos A, B, C, D, E e F. As interse¢oes destas tangentes determinam
os pontos G, H, I, J, K e L. Por construcao, GHIJKL é um hexégono circunscrito a -y
(Figura 2.22).
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Figura 2.22: Dualismo entre os Teoremas de Pascal e Brianchon. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

Nota-se que os pontos G, H, I, J, K e L sao os polos das retas AB, BC, CD, DE, EF
e F'A, respetivamente. Adicionalmente, como o ponto X = AB N DE, pelo Teorema 10 (La
Hire), a reta GJ ¢é a polar de X. Analogamente, as retas HK e [.J sao as polares de Y e Z,
respetivamente. Como os polos X, Y e Z sao colineares as polares correspondentes GJ, HK e
IJ sao concorrentes (Corolario 11). Seja o ponto P=GJNHK N1J.

O resultado anterior pode ser generalizado para qualquer conica. Sempre existe uma pers-
pectiva que transforma parabolas, elipses e hipérboles em circunferéncias. As transformacoes

anteriores nao mudam as relagoes de colinearidade e concorréncia entre pontos e retas.

Teorema 12 (Brianchon). Seja um hexdgono GHIJK L circunscrito em torno de uma segao
conica vy, suas diagonais principais (aquelas que conectam vértices opostos) encontram-se num

unico ponto P. (Figura 2.23).
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Figura 2.23: Teorema de Brianchon. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Estuda-se agora um caso particular do Teorema anterior para quadrilateros inscritiveis.
Parte-se da Figura 2.17. Sejam os pontos @), R, S e L as intersegoes das tangentes em A
e By Ae D, C e De B e C, respetivamente (Figura 2.24). Pela transformacao F' = A e
E = D as diagonais principais do hexdgono ABC DEF circunscrito transformam-se nas retas
AC, BD e RL que concorrem em P. Adicionalmente, o ponto Z = (ABNCD) € RL. Com
outra transformacao anéloga mostra-se que os pontos @), S, P e Y = AD N BC também sao

colineares.

Corolario 13 (Brianchon para quadrilateros). Sejam ABCD um quadrildtero inscrito numa
circunferéncia vy, os pontos Z = ABNCD,Y = ADNBC e P=AC N BD. Adicionalmente,
sejam os pontos QQ, R, S e L as intersecoes das tangentes em A e B, Ae D, C eD e B eC,
respetivamente. As retas AC, BD e RL concorrem em P. O ponto Z € RL. Também vale que

0s pontos ), S, P eY sao colineares.
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Figura 2.24: Coroléario de Brianchon para quadrildtero. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

2.12 Teorema de Brocard

Pierre René Jean Baptiste Henri Brocard foi um matematico francés mais conhecido por
sua descoberta dos chamados pontos de Brocard dum triangulo. Nasceu no dia 12 maio 1845

e morreu em 16 janeiro 1922 [58].

Teorema 14 (Brocard). Seja ABC'D um quadrildtero inscrito numa circunferéncia vy de centro
O. Sejam os pontos Z = ABNCD,Y = ADNBC e P=ACN BD. Entao a reta YP € a
polar de Z relativo a v e a reta PZ € a polar de'Y relativo a . Ou seja, O € ortocentro do
AZY P (Figura 2.25).
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Figura 2.25: Ilustracao do Teorema 14 (Brocard). Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstrag¢ao. Sejam os pontos () e S as intersecoes das tangentes em A e B e C e D, respe-
tivamente (Figura 2.26). Pelo Teorema de Brianchon para quadrilateros os pontos @, P, Se Y
sao colineares. Como os pontos () e S sao os polos das retas polares ABe DC e Z = ABNDC,
entao, pelo Teorema 10 (La Hire), a reta Q.S, que coincide com a reta Y P, é polar do ponto Z.
Ouseja, Inv(Z,v)=2"€e YP, O € ZZ" e LYZ'Z =90°.

Analogamente, sejam os pontos R e L as intersecoes das tangentes em A e D e B e C,
respetivamente. Pelo Teorema de Brianchon para quadrilateros os pontos R, Z, L e P sao
colineares. Como os pontos R e L sao os polos das retas polares AD e BC eY = AD N BC,
entao, pelo Teorema 10 (La Hire), a reta RL, que coincide com a reta ZP, é polar do ponto
Y. Ou seja, Inv(Y,y) =Y € PZ, O € YY" e LYY'Z = 90°. Portanto, O é ortocentro do
ANZY P m
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Figura 2.26: Demonstra¢ao do Teorema 14 (Brocard). Versao interativa aqui.

R

Fonte: O autor.

2.13 Divisao harmonica determinada por ponto sobre po-

lar

Proposicao 15 (Divisao harménica de ponto sobre polar). Seja i uma circunferéncia de raio r
e centro O. Deixa-se P ser um ponto arbitrdrio e p sua reta polar. Considera-se uma reta g que
passa por P e que intercepta i nos pontos C' e D. Seja ainda o ponto Q@ = pNg (Figura 2.27).

Entao os pontos P e (Q dividem harmonicamente o segmento CD. Isto €, vale:

P _DQ
PC ~ QC”
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Figura 2.27: Ilustracao da Proposigao 15. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.
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O ponto P pode estar dentro ou fora da circunferéncia. Uma demonstracao utilizando

geometria analitica esté disponivel aqui.
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Capitulo 3

Circunferéncias de Apolonio e Pontos

Isodinamicos

Parte do conteudo deste capitulo estd disponivel em video-aula do autor de 2022.

3.1 Circunferéncias de Apolonio

Apolénio de Perga foi um matematico grego conhecido como "O Grande Geometra'.
Suas obras tiveram uma influéncia muito importante no desenvolvimento da matematica e seu
famoso livro Conicas introduziu os termos parabola, elipse e hipérbole. Acredita-se que nasceu

no ano 268 e morreu em 190 antes de Cristo [52].

Defini¢ao 4 (Circunferéncia de Apoloénio). Dado um segmento BC' e um valor k real positivo

diferente de um, a Circunferéncia de Apolonio € o conjunto dos pontos A tais que:

AB

Os pontos P e () que dividem harmonicamente o segmento BC' na razao k sao solucoes

possiveis de (3.1.1), pois:
PB QB

PC-0C" (3.1.2)

Quer-se encontrar outros pontos fora da linha BC' (Figura 3.1).


https://www.youtube.com/watch?v=TyzzR-JDOoM&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=176

CAPITULO 3. CIRCUNFERENCIAS DE APOLONIO E PONTOS ISODINAMICOS 47

Figura 3.1: k, é a Circunferéncia de Apolonio relativa ao segmento BC ou o vértice A do
AABC. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

De (3.1.1) e (3.1.2) segue que:

PB AB
PO = VYol (3.1.3)
QB AB

Pela equagao (3.1.3) e a reciproca do Teorema 2 (Bissetriz Interna) tem-se que P é pé da
bissetriz interna no vértice A do triangulo ABC.

Analogamente, da equagao (3.1.4) e a reciproca do Teorema 3 (Bissetriz Externa) tem-se
que () é pé da bissetriz externa no vértice A do tridngulo ABC.

Como ZQAP = 90° o ponto A pertence a uma circunferéncia k, de diametro QP. Ou
seja, k, ¢ a Circunferéncia de Apoloénio relativa ao segmento BC ou o vértice A do AABC.

Reciprocamente, seja o ponto A € k, e os pontos P e ) dividem harmonicamente o
segmento BC' na razao k (equagao (3.1.2)). Quer-se mostrar que vale (3.1.1).

Traga-se a semirreta C'A e uma paralela a AP passando por B (Figura 3.2). Marca-se o

ponto X na intersegao destas. Pelo Teorema 1 (Tales) vale que:

AX PB

A_C —_— p_C —_— (3.1.5)
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Figura 3.2: A Circunferéncia de Apolénio pode ser entendida como um Lugar Geométrico.
Versao interativa aqui.

e

L

o I:l

Fonte: O autor.

Adicionalmente, esboga-se uma paralela a AQ) passando por B. Nomeia-se o ponto Y na

intersegao com C'A. Pelo Teorema 1 (Tales) vale que:

AY QB
— ===k 3.1.6
AC QC ( )

De (3.1.5) e (3.1.6) segue que AX = AY e A é ponto médio de XY. Como BX || PA e
BY || QA tem-se que ZXBY = ZQAP = 90°. No triangulo retangulo X BY a mediana AB
mede a metade da hipotenusa:

AB = AX = AY. (3.1.7)

Substituindo (3.1.7) em (3.1.5) ou (3.1.6) encontra-se (3.1.1). Portanto, a Circunferéncia

de Apolonio pode ser entendida como um Lugar Geométrico.

3.2 Exercicio de construcao de circunferéncia de Apoldnio

d
f Y
negativos, construir a circunferéncia de Apolénio correspondente.

Exercicio 1. Dado o segmento BC' e a constante k = %, onde d e f sao numeros reais nao

1. Construir as retas r e s tais que B €r, C € ser || s (Figura 3.3).
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2. Com centro em B e C construir as circunferéncias m e n de raios d e f, respectivamente.
Marcar o ponto X na intersecao de m com r do semiplano acima de BC' e os pontos Y,

acima de BC, e Z, abaixo de BC| nas intersecoes de n com s.

3. Tragar o segmento X7 e marcar o ponto P = XZ N BC. Adicionalmente, esbocar a reta
XY e denotar o ponto Q = XY N BC.

4. Construir a Circunferéncia de Apolonio k, com diametro PQ).

Figura 3.3: Exercicio de constru¢ao da Circunferéncia de Apolénio dado o segmento BC' e a
constante k = %. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Como ZBXP = ZCZP (alternos entre paralelas) ¢ ZBPX = ZCPZ (opostos pelo
vértice), pelo critério de semelhanga AA, vale que AXBP ~ AZCP e

BP BX

222 2.1
cp  Cz (82.1)
De ZQBX = ZQCY (correspondentes entre paralelas) e ZXQB = ZYQC (comum),

pelo critério de semelhanca AA, vale que AQBX ~ AQCY e

BQ BX _

CQ_57_k (3.2.2)
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Combinando (3.2.1) e (3.2.2) encontra-se que os pontos P e () satisfazem:

BP  BQ
CP  CQ
Ou seja, dividem harmonicamente o segmento BC' na razao k e qualquer ponto A € k, também
satisfaz:
BA_,
CA '

3.3 Trés circunferéncias de Apolonio do AABC

Definicao 5. Se as bissetrizes internas e externas dos dngulos A, BeC deum tridngulo ABC
encontram os lados opostos BC, CA e AB nos pontos P,, P, e P. e Q., Qy € Q., respectiva-
mente, entao as circunferéncias com P,Q., P,Qy e P.Q. como didmetros sao chamadas de A—,

B— e C— Apolénio (respectivamente) ou circulos de Apolonio do NABC.

3.4 Circuncirculo e circunferéncias de Apolonio sao orto-

gonais

Proposigao 16. O circuncirculo k do AABC' € ortogonal com as circunferéncias A—, B— e

C'— Apolonio do mesmo tridngulo.
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Figura 3.4: O circuncirculo £ do AABC' é ortogonal com a circunferéncia A-Apolénio k, do
mesmo triangulo. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstragao. Sera provada a ortogonalidade entre o circuncirculo & do AABC, com centro
em O, e a circunferéncia A-Apolonio k,, de centro O, (Figura 3.4).

Seja o ponto A’ (diferente de A) a segunda intersegao entre k e k,. A reta OO, é a
mediatriz do segmento AA’. Quer mostrar-se que Z0,AO0 = Z0,A'O = 90°.

Por serem raios de k, vale que O, A = O,FP,, o ANO,AP, é isosceles de base AP, e
/0,AP, = /0,P,A.

Nota-se que:

0 Y
0 Y

LO0,AB + 5 = L0,APy = L0, PuA = 5 + C.
Ou seja, LO,AB = C. A igualdade anterior, em conjunto com o fato que o angulo C
é inscrito relativo a corda AB da circunferéncia k, implica que o ZO,AB é de segmento e
Z0,A0 = 90°. O

3.5 Pedais de Apolonio gera isbésceles

Proposicao 17. Seja o AABC, P um ponto do plano e P,, P, e P. as projecoes ortogonais de
P sobre os lados BC, C'A e AB, respectivamente. O conjunto de pontos P tais que P,P, = P,P.

é a circunferéncia A-Apolonio k,.
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Figura 3.5: O conjunto de pontos P tais que o triangulo Pedal P, P,P. seja isosceles de base
P, P, coincide com a circunferéncia A-Apolénio k,. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstragao. Pela proposicao sobre os lados do triangulo pedal pode-se escrever:

P,P, = PC'sen(C),

N

P,P. = PBsen(B).

Da igualdade P,P, = P,P,. e as duas equagoes anteriores encontra-se:

PB sen(C)
PC sen(B)’

Mas pela Lei dos Senos aplicada no AABC' segue que:

sen(C) _AB
sen(B) - AC
Ou seja,
PB AB
PC ~ ACT
O 1ltimo resultado significa que o ponto P € k,. O

3.6 Pontos Isodinamicos

Seja o AABC' (Figura 3.6). A intersegao das bissetrizes internas (retas tracejadas ver-
melhas) com os lados opostos determinam os pontos P,, P, e P.. Analogamente, a interse¢ao

das bissetrizes externas (retas tracejadas amarelas) com o prolongamento dos lados opostos
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determinam os pontos @,, @)y € ().. Cada distancia P;();, com ¢ = a,b, ¢, ¢ diametro de uma

circunferéncia de Apolonio.

Teorema 18 (Existéncia dos Pontos Isodinamicos). As trés circunferéncias de Apolonio con-
correm nos Pontos Isodinamicos S = X (15) e S’ = X (16). A reta SS" € o eizo radical comum
dos trés pares de circulos de Apolonio e a mediatriz do segmento SS’ passa pelo centro das trés

circunferéncias.

Figura 3.6: As trés circunferéncias de Apolonio concorrem nos Pontos Isodindmicos S e S'.
Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Seja S um dos pontos de interse¢ao das circunferéncias A-Apolénio k, e B-

Apolénio k. Entao vale que:

SB AB
5C ~ ACT
SC  BC
SA~ BA

Multiplicando as duas equacgoes anteriores encontra-se:

SB CB
SA  CA’
Isto significa que o ponto S também pertence a circunferéncias C-Apolénio k.. Analogamente

para o ponto S’ m

Proposigcao 19. Para os Pontos Isodindamicos S e S' do ANABC, Figura 3.7, vale:

BC-AS=CA-BS=AB-CS,
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BC-AS"=CA-BS' = AB-CS".

Figura 3.7: Propriedade dos Pontos Isodinamicos S e S’. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstra¢ao. Como o ponto S pertence aos trés circunferéncias de Apolonio segue que SP,,
SP, e SP. sao bissetrizes internas dos tridngulos SBC, SCA e SAB, respectivamente (Fi-
gura 3.7).

Pelo Teorema da bissetriz interna aplicado aos tridangulos ABC' e SBC' segue que:

AB _ BR. _ BS
CA PC CS’

Logo,
AB-CS=CA-BS. (3.6.1)

Pelo Teorema da bissetriz interna aplicado aos triangulos ABC' e SC'A encontra-se:

BC_CR_CS
AB  PA  AS’

Logo,
BC-AS=AB-CS. (3.6.2)
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De (3.6.1) e (3.6.2) tem-se:
BC-AS=CA-BS=AB-CS. (3.6.3)

A equagao (3.6.3) significa que AS, BS e C'S sao inversamente proporcionais a BC, C' A
e AB, respectivamente.

Analogamente, demonstra-se que:

BC-AS'=CA-BS' = AB-CS'.

3.7 Pedais dos pontos isodinamicos sao equilateros

Proposicao 20. Seja 0o AABC. Os tridngulos Pedais S,SyS. € S.S;S.. dos pontos isodindmicos
S e S do AABC sao equildteros (Figura 3.8).

Figura 3.8: Os triangulos Pedais S,5,S. e S5, 5. dos pontos isodindmico S e S do AABC sao
equilateros. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Como S e S’ pertencem as trés circunferéncias de Apolonio do AABC o resul-

tado segue da Proposicao 17. O]
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3.8 Reflexoes de isodinamico gera equilatero

Proposigao 21. O triangulo D'E'F’, formado pelas reflexoes relativas aos lados do ANABC' do

primeiro ponto isodindmico S, é equildtero (Figura 3.9).

Figura 3.9: Os triangulos DEF e D'E'F’ sao equilateros. Versao interativa aqui.

E

D'

Fonte: O autor.

Demonstragao. Viu-se na Proposic¢ao 20 que o triangulo Pedal D E'F' do ponto isodinamico S do
AABC é equilatero. O triangulo D'E’F’ pode ser obtido partindo de DEF por uma homotetia

com centro em S e razao 2. Logo, também sera equilatero. O

3.9 Area minima de equilateros inscritos no AABC

Proposigao 22. Seja o AABC. Entre todos os tridngulos equildteros PQR inscritos no NABC

o triangulo Pedal S,S,S. do primeiro ponto isodindmico S € o de menor drea (Figura 3.10).
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Figura 3.10: Entre todos os tridngulos equilateros PQR inscritos no AABC o triangulo Pedal
S,SpS. do primeiro ponto isodindmico S é o de menor area. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Dado um ponto P € BC pode ser construida a circunferéncia circunscrita ao ACPS. A
intersecao desta com a reta AC' determina o ponto (). Analogamente, a circunferéncia circuns-
crita ao AAQS interseta a reta AB no ponto R. Pelo Teorema de Miquel o quadrilatero RBPS
é ciclico.

Demonstracao. Este é um caso particular da proposicao sobre a area minima do tridngulo

pedal, 5,5,S., em relacao a outros tridngulos inscritos nos lados PQR e obtidos por Roto-

Homotetia. O

Outro estudo interessante sobre os pontos isodinamicos pode ser encontrado em [419].

3.10 Resumao Teorema da Bissetriz e Apoldnio

Sejam ABC um triangulo nao isésceles, o nimero real nao negativo k # 1, o ponto P de
intersecao da bissetriz interna do ZA com o lado BC e AQ, como ) € BC, a bissetriz externa

do ZA. Entao vale que:
BA BP BQ

CA CP CQ

A Figura 3.11 resume o enunciado anterior no caso 0 < k < 1.

k. (3.10.1)
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Figura 3.11: Resumao Teorema da Bissetriz e Apolénio no caso 0 < k < 1. Versao interativa
aqui.

AB _PB QB _
AC  PC QC
Circunferéncia de Apolonio. Lugar

Caso 0 < k < 1. Geométrico dos pontos A tais que:

AB
— =k.
Teorema da Bissetriz Interna: AC

AB _PB
AC ~ PC

Teorema da Bissetriz Externa:
AB _ QB
AC ~ QC-

Divisao Harmonica de um Segmento:
PB _ QB —k
PC QC

Fonte: O autor.
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Capitulo 4

Construcoes, exercicios e desafios

4.1 Dividir um segmento em partes iguais

Exercicio 2. Dividir o segmento AB em 5 partes iguais.

4.1.1 Resolucao do Exercicio 2

1. Por A passa-se uma semirreta auxiliar AC' determinando um angulo qualquer com o

segmento AB (Figura 4.1).

2. Com a utilizagdo do compasso ou de uma régua graduada marcam-se, sobre AC, cinco

distancias iguais.

3. Tragam-se o segmento B.J e paralelas a BJ passando por F, G, H e I. Marcam-se as

interse¢oes destas com o segmento AB.

4. Como AF = FG = GH = HI = IJ, pelo Teorema 1 (Tales), obtém-se que:

AD=DK =KL =LM = MB.



CAPITULO 4. CONSTRUCOES, EXERCICIOS E DESAFIOS 60

Figura 4.1: Guia para a construcao do Exercicio 2. Versao interativa aqui.

A D K M

Fonte: O autor.

4.2 Circunferéncia, Pitagoras e razao aurea.

R

Problema 1. Com referéncia a Figura /.2 demonstrar que > € a razao durea.
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Figura 4.2: Construcao do Problema 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.2.1 Resolugao do Problema 1

Sejam 7 o centro da circunferéncia de raio r e Oy, O3 e O4 0s centros das circunferéncias
de raio R (Figura 4.3). Os segmentos O103 e 020, intersetam-se perpendicularmente no ponto
A. Nota-se que O1A =R —r, AO3 =2r, 0109 = R+ 1r e 0,03 = 2R.

Pela ida do Teorema de Pitagoras aplicado no AAO;O, encontra-se:
AO2 = (R+7)> — (R —1)?,

AO? = 4Ry.

Pela ida do Teorema de Pitagoras aplicado no AAO,0O3 encontra-se:
AO3 = (2R)* — (2r)?,

4Rr = 4(R* — r?),

R:2— Rr —r?=0.
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Dividindo os dois lados da tltima equacio por 72 e definindo ¢ = £ encontra-se:

r

¢2_¢_1:07
1++5
0=
Como 0 < r < R segue:
R 1++5
¢:—: .
T 2

R

Ou seja, - ¢ igual a razao aurea maior.

Figura 4.3: Resolucao do Problema 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.3 Construcao das circunferéncias inscrita e ex-inscrita de

um triangulo.

Exercicio 3. Construir a circunferéncia que tangencie os trés lados do triangulo ABC' (ins-

crita) e a circunferéncia que tangencia o lado AC e as prolongagoes dos lados AB e BC

(ex-inscrita,).
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4.3.1 Resolugao do Exercicio 3

Construir as bissetrizes de pelo menos dois angulos internos do triangulo ABC. Marcar
o ponto de intersegao delas, I, chamado Incentro (Figura 4.4). O ponto I equidista dos trés
lados. Tracar pelo menos uma das perpendiculares aos lados que passe por . Sejam D, F e F
os pés destas em AB, BC e C'A, respectivamente. Com centro em [ e raio r = ID tragar a
circunferéncia k, inscrita no triangulo ABC.

Sejam AB=c¢, B =a,CA=be

a+b+c

p= 5

Como os segmentos sao tangentes a k demonstra-se:
AF =AD =p—a,
BD = BE =p—b,

CF=CE=p-—c.

Figura 4.4: Primeira construgao do Exercicio 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Tracam-se as bissetrizes externas no vértices C' e A. Estas e a bissetriz interna em B

intersetam-se no ponto [, ex-incentro relativo ao lado AC' (Figura 4.5). Sejam J, K e L os pés
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das perpendiculares passando por I, aos lados BC, C'A e AB, respectivamente. A circunferéncia
ky, de raio r, = I,J = I, K = I, L, é chamada ex-inscrita relativa ao vértice B ou ao lado AC.

Pode ser mostrado que:
CJ=CK =p-—a,

AL = AK =p—c,

BL = BJ =p,
LD = JE =1,
FK:HG’_C||7

Area(AABC) =p-r = ry(p — b).

Figura 4.5: Segunda construgao do Exercicio 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.4 Duas vezes o teorema da bissetriz.

Problema 2. Seja ABC' um tridngulo tal que AB = 6, AC =7 e BC = 8. Tomar S € AC

onde BS € bissetriz do angulo em B e tomar I € BS tal que C1I € bissetriz do angulo em C|,

determinar a razao %.
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4.4.1 Resolugao do Problema 2

A Figura 4.6 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.

Figura 4.6: Construcao inicial do Problema 2. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja SC = x. Segue que AS = 7 — x. Pelo Teorema da Bissetriz Interna no triangulo
ABC relativo a BS tem-se:

Pelo Teorema da Bissetriz Interna no triangulo SBC relativo a CI (Figura 4.7) vale:

BI_8_8_2
IS = 4 7
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Figura 4.7: Construcao do Problema 2. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.5 Triangulo retangulo, equacao de segundo grau e teo-

rema da bissetriz interna.

Problema 3. Seja ABC' um triangulo retingulo em A, com hipotenusa BC' = 30 e AC—AB =

6. Calcular o comprimento da bissetriz B.S.

4.5.1 Resolucao do Problema 3

A Figura 4.8 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 4.8: Construcao inicial do Problema 3. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

Sejam AC' = x e AB = y. Segue que:
r—y=06 = xr=y-+06.
Pela ida do Teorema de Pitagoras no AABC' :
2% + y* = 900.
Isolando x na primeira equacao e substituindo na segunda, encontra-se:
(y +6)* + ¢ = 900,

2y* + 12y + 36 = 900,
y? + 6y + 18 = 450,
Y2 + 6y — 432 = 0.

As raizes sao 18 e —24. Portanto, y = 18 e x = 24. Seja AS = z. Pelo Teorema da Bissetriz
Interna no triangulo ABC relativo a BS:

§_ z
30 24—z
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Resolvendo encontra-se z = 9 (Figura 4.9). Finalmente, pela ida do Teorema de Pitagoras
no AABS :
BS* =18 +9% = BS = 9.

Figura 4.9: Construcao do Problema 3. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

4.6 Construcao LLL e teorema da bissetriz interna.

Problema 4. Em um triangulo ABC, de lados AB = 12, AC' = 8 e BC = 10, encontre o

maior segmento que a bissetriz interna de A determina sobre BC.

4.6.1 Resolucao do Problema 4

A Figura 4.10 mostra uma construcao geométrica inicial.
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Figura 4.10: Construcao inicial do Problema 4. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja D o pé da bissetriz do angulo em A sobre BC, BD = x e DC' = 10—z (Figura 4.11).

Pelo Teorema da Bissetriz Interna tem-se:

AB  AC

BD  DC
Logo,
8
10—2’
2
10— 2
30 — 3z = 2z,

Blw 5|0

30 = bz,
r = 6.

Ou seja, BD = 6 é o maior segmento determinado pela bissetriz AD.
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Figura 4.11: Construcao do Problema 4. Versao interativa aqui.

B x D 10—z

Fonte: O autor.

4.7 Divisao harmonica e teorema da bissetriz.

Problema 5. Sendo AS e AP bissetrizes dos dngulos internos e externos em A, determinar o
valor de C'P, sabendo que BS =8 e C'S = 6.

4.7.1 Resolugao do Problema 5

A Figura 4.12 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.

Figura 4.12: Construcao inicial do Problema 5. Versao interativa aqui.

we
oo
wn
o
@)
-

Fonte: O autor.

Como os pontos S e P sao pés das bissetrizes dos angulos internos e externos no vértice
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A do AABC, entao S e P dividem harmonicamente o segmento BC' :

SB _PB
SC — PC’
8 8+6+PC
6  PC
4 14+ PC
3~ PC

APC = 42 + 3PC,
PC = 42.

O ponto A pertence a circunferéncia (Apoloénio) de didmetro SP (Figura 4.13).

Figura 4.13: Construgao do Problema 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.8 Razao Aurea

A Figura 4.14 ilustra duas colunas de retangulos. Qual das duas é esteticamente mais

agradavel?
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Figura 4.14: Qual das duas colunas é esteticamente mais agradavel? Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

A coluna B na Figura 4.14 esta formada por segmentos que respeitam a Razdo Aurea.

Defini¢do 6 (Razdo Aurea). Seja um segmento BC. E chamado de Aureo o ponto A,, no

interior de BC, que satisfaz:
BC  BA,

BA, A C

Em palavras, apds a divisao o segmento todo BC' estd para a maior parte BA, como a maior

o (4.8.1)

parte BA,, estd para a menor A,C. O razao ¢ € denominada durea.

Como mostrado na Figura 4.15 o segmento BC' é dividido nos segmentos BP e PC' para
formar o retangulo da esquerda e nos segmentos BA, e A,C para formar o retangulo da direita.

Como referéncia também é marcado o ponto M, médio de BC.
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Figura 4.15: O retangulo da direita foi construido com segmentos na Proporgao ou Razao
Aurea. Versao interativa aqui.

Te

Fonte: O autor.

Da (4.8.1) pode-se escrever que:

BC  BA,+AC  BA,
BA, BA, A CT

Troca-se BA, = ¢ - A,C' :

BA,+AC  ¢-AC+A,C BA,
BA, ¢ -AC  AC

¢-A,C+AC  ¢-AC  BA,
6-A,C AC AL

Simplificando a primeira igualdade da tltima equacgao encontra-se:

¢+1=0¢"

¢*—¢—1=0.

Resolvendo a equacao quadratica anterior obtém-se:

14++5
9

o1 = ~ 1,618,

1-+5
by = 2\/— ~ —0,618.

O valor de ¢, é denominado razao durea maior ou simplesmente razao durea. A solucao
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@2 nao ter sentido na geometria deste caso. Porém, pode ser verificado que:

1

b= o

O numero

1A
o1 2

¢ denominado razao aurea menor. Aparece quando considera-se divisao da medida do menor

segmento pelo maior.
O Retangulo de Ouro, Figura 4.16, apresenta a propriedade de auto similaridade quando

um quadrado é adicionado ou removido. Por exemplo,

b a a+b_2a—|—b_
a—b b a  a+b

1.

Isto é, todos os retangulos da Figura 4.16 estao em proporcoes aureas.

Figura 4.16: O Retangulo de Ouro apresenta a propriedade de auto similaridade quando um
quadrado ¢é adicionado ou removido. Versao interativa aqui.

a _ a
a a
[ ——) ) @
o o (e} o o
a-b a
@ @ e
a

Fonte: O autor.
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4.9 Construcao de segmentos em Proporcoes Aureas-I

Exercicio 4. Construir o ponto C' pertencente a um segmento AB qualquer, tal que C' divida
AB em propor¢oes dureas. Implementar no GeoGebra com um controle deslizante. Justificar

algebricamente o porqué da construcao.

4.9.1 Resolucao do Exercicio 4

1. Construir um segmento AB (Figura 4.17).
2. Indicar o ponto médio M de AB.

3. Construir uma reta s perpendicular ao segmento AB passando pelo ponto B. Definir o
ponto D € s tal que M B = BD.

4. Construir o segmento AD. Definir o ponto £ € AD tal que BD = ED.

5. Marcar o ponto C' € AB tal que AE = AC.

Figura 4.17: Construcio de segmentos em Proporcdes Aureas. Versao interativa aqui.

D

Fonte: O autor.

Sejam AC' = AE = x e CB = y. Segue que:

r+y

AM = MB = BD = DE =

2

LOPEZ LINARES, J. Teoremas de Tales, da bissetriz e Apolénio: teoria,
construcoes e problemas olimpicos. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga:
Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2024. 120 p. ISBN 978-65-87023-43-4
(e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606/9786587023434.


https://www.geogebra.org/m/gmahn89w

CAPITULO 4. CONSTRUCOES, EXERCICIOS E DESAFIOS 76

Pela ida do Teorema de Pitagoras, aplicado ao AABD, tem-se:

(x+y)* + (%)22 <w+$;y)2.

Desenvolvendo e simplificando encontra-se:

2 2
? + 2zy + Y + (%) =2’ +z(r+y)+ <x—2|—y> ,
2zy +y* = x(x +y),
2ry + 4> = 2% + 2y,
vy +y' =2’

y(r +y) =2,

CB-AB = AC?,

CB AC
AC  AB’

4.10 Construcao de segmentos em Proporcoes Aureas-11

Exercicio 5. Dado o segmento XZ = a construir o ponto Y pertencente a semirreta X 7, tal
que Z divida o segmento XY = a + b, com a > b, em propor¢oes dureas. Implementar no
GeoGebra com um controle deslizante. Justificar algebricamente o porqué da construg¢ao.

4.10.1 Resolugao do Exercicio 5

1. Por Z traga-se uma perpendicular p ao segmento X Z. Um arco de circunferéncia com

centro em Z e raio X Z intersepta p no ponto S (Figura 4.18).
2. Indicar o ponto médio M do segmento X Z.

3. Construir o segmento M.S e um arco de circunferéncia com centro em M e raio M S que

intersepta a semirreta X Z no ponto Y. Tragar o segmento ZY = b.
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Figura 4.18: Segunda construcio de segmentos em Proporcoes Aureas. Versdo interativa aqui.

S

e — 9"

Fonte: O autor.

Pela ida do Teorema de Pitagoras, aplicado ao AMZS, tem-se:

MS? =a* + <g>2
2 7
5
MS = £a.
2
Segue que:
5

b:MY—MZzga—g,

Consequentemente,
1++/5

a —
b V5-1 2

4.11 Razado Aurea no Pentagono Regular

Seja uma circunferéncia ¢ de centro O, raio OB = 1 e BC um dos seus diametros. Seja

D o ponto médio do segmento OB. Passando por O é construida uma perpendicular a BC' que

intersepta ¢, acima de BC, no ponto E (Figura 4.19).
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Figura 4.19: Razao Aurea no Pentagono Regular, primeira construcio. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

O segmento OF = OB =1 = lg. Pois é a medida do lado de um hexagono regular inscrito

em c. O AODE, retangulo em O, permite calcular DFE pela ida do Teorema de Pitagoras:

DE =vOD? +0OFE? = ?

Seja k uma circunferéncia de centro D e raio DE. Marca-se o ponto A na interse¢ao de k

com o diametro BC'. Tem-se que:

AO =DFE - 0D =

=

N —
[\

Sendo [;p a medida do lado de um decagono regular inscrito em c.

O AOAE, retangulo em O, permite calcular AE pela ida do Teorema de Pitégoras:

2
AE = AO? + OE? = (*/52_ 1) +1= %\/10— 25 = I5.

l5 ¢ a medida do lado de um pentégono regular inscrito em c.
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Adicionalmente,

AC=CO-A0=1-

V-1 _3-5
2o 2

Com os resultados anteriores é possivel calcular:

A0 V5-1 _V5-1 3+V6 14+V5
AC 3-v5 3-V5 345 2

De posse da medida de l5 é possivel construir o pentagono regular £ F'GH I inscrito em ¢
(Figura 4.20).

= ¢1-

Figura 4.20: Razao Aurea no Pentagono Regular, segunda construcdo. Versdo interativa aqui.

Fonte: O autor.

Prolongando um dos lados, neste caso E'F, nota-se que a medida do angulo externo em

F do AEFG é:
360°

5
Consequentemente /EFG = 108° e /FGE = /FEG = 36°. Pela simetria ZIFH =
/HEG = 36°. Como o AEGH é isosceles tem-se /EGH = /EHG = 72°. A bissetriz do
ZGHE intercepta o segmento GE no ponto J (Figura 4.21).

=T2°.
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Figura 4.21: Razao Aurea no Pentagono Regular, terceira construcdo. Versdo interativa aqui.

Fonte: O autor.

Pelo critério de congruéncia ALA vale que AEJH = AEFG e EJ = JH = [5. Sendo
EG = EH = d segue que JG =d — [5.
Pelo critério de semelhanga AA encontra-se que AEGH ~ ANHGJ e:

A equacao anterior pode-se escrever de forma quadrética na variavel d :
d>—1ls-d—1%=0.

Segue que:

d_ = ¢,. (4.11.1)
ls

Traga-se o segmento [ F' e marca-se o ponto N = EG N [F (Figura 4.22).
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Figura 4.22: Razao Aurea no Pentagono Regular, quarta construcdo. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Por simetria também vale que:

GN _IN 1+
NE NF 7' 2

=

Também pode ser calculado:

—1
]\[szd—lrg,:\/5 l5,
2
JN =25 —d = 5 _2\/515,
NE_1+\/5_¢
JN 2 —7F

4.12 Razao Aurea, Pentagono Regular, Semelhanca de Tri-
angulos. P3 NE IGO 2017.

Problema 6. Em um pentdgono reqular ABCDE, a perpendicular em C a C'D encontra AB
em F. Provar que AE + AF = BE.
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Problema 3, nivel elemental, da Olimpiada Iraniana de Geometria 2017.

4.12.1 Resolugao do Problema 6

Seja a circunferéncia ¢ de centro em O e raio OI. J é o ponto médio de OI e centro da
circunferéncia d. Os lados do pentagono regular tem comprimento [ = AK. Sejam AF = CD =
l, BE =de AF = z (Figura 4.23). Quer-se provar que:

z+1l=d.

Figura 4.23: Guia para a resolugao do Problema 6. Versao interativa aqui.

D

Fonte: O autor.

Passando por D é construida uma perpendicular a C'D que intersepta o lado AE em G.
Devido a simetria no pentagono regular CD || BE || FG ¢ F'G = l. Pelo critério de semelhanca
AA, segue que AABE ~ ANAFG. Portanto, os lados respectivos sao proporcionais:

I d
x 1
Sabe-se de (4.11.1) que para um pentagono regular a divisdo entre a diagonal e o lado ¢

denominada Razao Aurea:

=¢1 = 5

1 d 1++5
T l
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Ou seja,

=

1
r+l=0l—+1),
<¢1 )

2 2 442425
T (1+¢5+5):l<m>’

Como queria-se provar. Uma resolu¢ao em video esta disponivel aqui.
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Capitulo 5

Problemas resolvidos de olimpiadas

internacionais

5.1 Bissetriz, semelhanca, lugar geométrico. P5 IMO 1959.

Problema 7. E dado um segmento AB e nele um ponto M. Do mesmo lado de AB sao cons-
truidos os quadrados AMCD e BMFE. As circunferéncias circunscritas dos dois quadrados,
cujos centros sao P e Q, cruzam-se em M e N. (a) Provar que as retas FA e BC' interceptam-
se em N. (b) Provar que todas as retas M N passam por um ponto S, independentemente da
selecao de M. (c) Encontrar o lugar geométrico dos pontos médios de todos os segmentos PQ,

a medida que M varia ao longo do segmento AB.
A IMO 1959 foi realizada na cidade de Bucareste, capital da Roménia. Problema 5 da

competicao, proposto pela delegacao da Romeénia [4].

5.1.1 Resolugao do Problema 7

A Figura 5.1 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 5.1: Construgao geométrica inicial para o Problema 7. Versao interativa aqui.

/1'

Fonte: O autor.

(a) Como AM = MC, ZFMA =/ZBMC =90° e MF = M B, pelo critério de congruén-
cia LAL, segue:
ANFMA=ABMC.

Isto é, uma rotacao de 90°, centrada no ponto M, transforma o ABMC no AFMA.

Sendo que o segmento BC' gira 90° para virar o segmento F'A tem-se que:
ZONF =90°.

Adicionalmente, AC' e BF sao diametros das circunferéncia k e r circunscritas aos qua-
drados AMCD e M BEF, respetivamente. Logo,

LANC = ZBNF =90°.

Os resultados anteriores e N ponto comum de k e r levam a N = AF N BC.
(b) Como BF' ¢ diametro no quadrado M BEF, segue que ZMF B = 45° (Figura 5.2). O

quadrilatero BM N F' esta inscrito em r, logo

LMNB =/ZMFB = 45°.
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De ZANC = 90° segue que:
LANM = ZMNB = 45°.

Ou seja, a reta M N é bissetriz do ZAN B. Sendo M N bissetriz intercepta, pela segunda
vez, a circunferéncia circunscrita s do AABN num ponto fixo S tal que AS = BS (Proposi-
¢ao 5). Isto &, a localizagao de S nao depende da posi¢ao de M em AB. A versao interativa da

figura a seguir permite verificar esse fato.

Figura 5.2: Construgao geométrica para o Problema 7. Versao interativa aqui.

S
Fonte: O autor.

(c) Neste item serao utilizados conhecimentos de Geometria Analitica. Seja 0 < ¢ < 1 um

parametro real. Suponha-se que as coordenadas cartesianas dos pontos A, M e B sejam:

A=(0,0),
M = (t,0),
B =(1,0).

A posicao dos centros P e () dos quadrados AMCD e M BEF, respetivamente, sera:

t t
P = (5)5) _(P17Py>7
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1—t 1-1 1+t 1—-1¢
Q= <t+T>T) = (T’T) = (@, Qy)-

Seja Y o ponto médio do segmento P(Q). Entao calcula-se:

v — P, +Q, P,+Q,
- 2 79 ’

142t 1
y=(—"1=-).
(=)

Isto é, o lugar geométrico do ponto Y é um segmento de reta entre os pontos:

(3:3) €=0,
G%l) (t=1).

5.2 Teorema de Tales. Semelhanca. P5 IMO 1965.

Problema 8. Dado um tridngulo OAB tal que ZAOB < 90°, seja M # O um ponto arbitrario
do triangulo. Denotam-se por P e ) os pés das perpendiculares de M a OA e OB, respetiva-
mente. Seja H o ortocentro do NOPQ. Encontrar o lugar geométrico dos pontos H quando:
(a) M pertence ao segmento AB; (b) M pertence ao interior do AOAB.

A IMO 1965 foi realizada na cidade de Berlim, capital da Alemanha. Este é o P5 da

competicao, proposto pela delegacao da Romeénia [4].

5.2.1 Resolucao do Problema 8

A Figura 5.3 ilustra uma construgao geométrica para o item (a).
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Figura 5.3: Uma construgao geométrica para o item (a) do Problema 8. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam P’ e (' os pés das alturas dos pontos P e @ relativas aos lados OB e OA, respeti-
vamente. Analogamente, sejam A’ e B’ os pés das alturas dos pontos A e B relativas aos lados
OB e OA, respetivamente. Pela definicao de ortocentro tem-se que H = PP’ N QQ)' . Intuitiva-
mente verifica-se que, quando M = A, entao P =M = Ae @ = P’ = A’ = H. Adicionalmente,
quando M = B, entao Q = M = Be P = (@) = B’ = H. Isto leva a conjeturar que H € A'B’.

Por serem perpendiculares ao lado O A segue que PM || B'B || Q'Q. Analogamente, sendo
perpendiculares ao lado OB encontra-se que QM || A’A || P'P. Pela ida do Teorema de Tales

para as transversais AB’ e AB vale:

B'P  BM
B'A  BA’

Pela semelhanca ABM(@Q ~ ABAA" encontra-se:

BP BM MQ
B'A  BA @ AA

Nota-se ainda que o quadrilatero M PH() ¢ um paralelogramo. Isto é, MP = QH e
M@ = PH. Ou seja,
B'P  BM MQ PH
B'’A BA  AA AA”
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B'P PH

B'A~ AA"
A ultima equacdo e ZHPB' = LZA'AB’ (PH || AA’) levam, pelo critério de semelhanca
LAL, a AHPB ~ NA’AB’. Portanto, H € A’B’. Em outras palavras, o lugar geométrico dos

pontos H quando M pertence ao segmento AB é o segmento A'B’.

A Figura 5.4 ilustra uma construgao geométrica para o item (b). Pelo resultado discutido
no item (a), quando M esta em qualquer lugar do interior do AOAB, entao o lugar geométrico
dos pontos H é no interior do AOA'B’.

Figura 5.4: Uma construgao geométrica para o item (b) do Problema 8. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

5.3 Teorema da bissetriz interna. Desigualdade das médias

aritmética e geométrica. P1 IMO 1991.

Problema 9. Seja o triangulo ABC' arbitrario. Provar a desigualdade:

IA-IB-IC

8
<_7
la-lp-lc — 27

1<
4

onde I € o incentro e la, lg e lc sao os comprimentos das bissetrizes internas dos dngulos do

ANABC.
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A IMO 1991 foi realizada na cidade de Sigtuna, Suécia. Este ¢ o P1 da competicao e o
P6 da SL, proposto pela delegagao da antiga Uniao Soviética [4].

5.3.1 Resolucao do Problema 9

A Figura 5.5 ilustra uma construcao geométrica inicial.

Figura 5.5: Uma construcao geométrica inicial do Problema 9. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam BC = a, CA =0be AB = c as medidas dos lados e Ay, B; e (' a interseccao das
bissetrizes internas com os lados BC, CA e AB, respetivamente. Isto é, [, = AA;, l[g = BB,

e lc = CC. Pelo Teorema da Bissetriz Interna relativo a bissetriz AA; tem-se:

BA,

¢
A C b

Seja BA; = x. Logo, A;C = a — x. Portanto,

T c
a—x b
ac
v by
ab
—x=A,C = .
et ! b+ c
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Adicionalmente, pelo Teorema da Bissetriz Interna, relativo a bissetriz BI, segue:

IA _c
IAl N T ‘
Substituindo z dos resultados anteriores encontra-se:

IA  b+c
[Al— a ’

Portanto, a fracao de interesse pode ser escrita como:

IA IA N

TZ:ZJAf+1A1_'ﬁ%+41:

b%c b+ c

beya ™ g+b+c

Analogamente,
IB  c+a
Ig  a+b+c’
IC  a+b
lo a+b+c
Segue que:

IA-IB-I1C  (b+c)(cHa)(a+D)
lA'lB'lc n (a+b+c)3

Sejam A’, B’ e C" as projecoes ortogonais de I sobre os lados BC, C A e AB, respetiva-
mente (Figura 5.6). Entao,

C'B=BA =m >0,
AC=CB =n>0,

B'A=AC' =p>0,

a=m-+n,
b=n+p,
c=p+m.

Em fungao de m, n e p a fracao de interesse transforma-se em:

IA-IB-IC  (n+2p+m)(p+2m+n)(m+2n+p)
lA'lB'lC n 8(m—|—n+p)3
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A desigualdade no enunciado do problema pode ser reescrita como:

(n+2p+m)(p+2m+n)(m+2n+p) _ 64

2 < —.
(m+n+ p)? - 27

Para demonstrar a validade do lado direito escreve-se:

4(m+n—|—p))3’

(n+2p+m)(p+2m+n)(m+2n+p)S< 3

4(m +n+p)
3 9
(n+2p+m)+ (p+2m+n) + (m+2n+p)

Y (n+2p+m)(p+2m+n)(m+2n+p) < 2 .

O resultado anterior é verdadeiro pela aplicacao da desigualdade entre as médias geomé-

Y +2p+m)(p+2m+n)(m+2n+p) <

trica e aritmética aos nameros positivos n + 2p +m, p+ 2m +n e m + 2n + p. A igualdade
acontece quando m = n = p. Ou seja, para a = b = c¢. Para demonstrar a validade do lado

esquerdo escreve-se:
2(m+n+p)* < (n+2p+m)(p+2m+n)(m+2n + p).
Com a mudanca de varidvel T'= m + n + p a desigualdade anterior é reescrita como:
2T% < (T + p)(T +m)(T +n),

2T% < T? + (m +n+p)T? + (mn +np +pm)T + pmn,
273 < 2T° 4 (mn + np + pm)T + pmn,
0 < (mn+np+ pm)T + pmn.

A 1ltima linha é verdadeira pois todas as variaveis envolvidas sao nimeros positivos.
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Figura 5.6: Uma construcao geométrica do Problema 9. Versao interativa aqui.

Ae
BI
Cl
< "
Y n
m :
0 r' C

B m Al n

Fonte: O autor.

5.4 Incentro. Divisao harmonica. Trapézio is6sceles. Se-
melhanca de triangulos. P19 SL IMO 2005.

Problema 10. A mediana AM dum tridngulo ABC' intercepta seu incirculo w nos pontos
K e L. As retas que passam por K e L paralelas a BC' cruzam w novamente em X e Y,
respetivamente. As linhas AX e AY interceptam BC em P e Q. Provar que BP = CQ).

A IMO 2005 foi realizada na cidade de Mérida, no México. Este é o P19 da SL, proposto
pela delegagao da Russia [4].

5.4.1 Resolugao do Problema 10

A Figura 5.7 ilustra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 5.7: Uma construcao geométrica inicial do Problema 10. Versao interativa aqui.

B Q M P C
Fonte: O autor.

Denotam-se por D, E e F os pontos de tangéncia de w com BC, CA e AB, respectiva-
mente. Sejam os pontos I o incentro, Y/ = AX NLY e R = AM N EF (Figura 5.8). Como

a reta E'F é a polar do ponto A em relagao w, entao A, R, K e L sao conjugados harménicos

(Proposicao 15). Ou seja,
KR KA

RL AL
Como BC' || KX || LY e o critério de semelhanga AA, entao vale:

ANAKX ~ AALY”,

KA KX

AL~ LY"
Portanto,

KR KX

RL LY

De KX || YL segue que o quadrilatero inscrito K X LY é um trapézio isésceles. Ou seja,
KY = XL e XY = KL. Quer-se provar que BQ) = PC. Como M é ponto médio isto implica
que QM = MP. Se LY = LY’, entao da semelhanga

AKXR~ ALYR
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encontra-se R € XY. Como DI é o eixo de simetria de K X LY, bastaré provar que R € DI.

Por hipétese, R é um ponto da mediana AM. Logo, vale a igualdade de areas:
[ANARB] = [AARC],

AB-FR- sen(£ZRFA) = AC - ER - sen(ZAER).

Como os AIFE e ANAFFE sao isosceles, de base F'E, entao

/IFE = /FEI,
/RFA=/AER,
AB ER
AC ~ FR

Seja o ponto I” a interse¢ao da reta por F' paralela a [ E com a reta I R. Pela semelhanca
AFI'R ~ AEIR

escreve-se:

ER FEI FI
FR FI' FI”
AB FI
AC T FI”
Estudando os angulos nos AAFFE e [ FE encontra-se que:

/EFI'=/IFE = /FFEI,

ZIFI' = /BAC.

Pelo critério de semelhanga LAL vale:
NIFI' ~ ABAC.

Portanto,
/I'IF = ZCBA.

Por outro lado, o quadrilatero BDIF' ¢ inscritivel pois a somas dos angulos opostos é
180°. Segue que:
/ZFID = 180° — ZCBA.

Como ZFID + ZI'I[ F = 180°, os pontos D, I e R sao colineares.
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Figura 5.8: Resolucao do Problema 10. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

5.5 Bissetrizes. Quadrilateros inscritiveis. Reta polar. P4
IMO 2009.

Problema 11. Seja ABC um tridingulo com AB = AC. As bissetrizes dos dngulos ZCAB
e ZABC encontram os lados BC e CA em D e E, respectivamente. Seja K o incentro do
tridngulo ADC'. Suponha-se que / BEK = 45°. Encontrar todos os valores possiveis do ZBAC.

A IMO 2009 foi realizada na cidade de Brémen, Alemanha. Este é o P4 da competicao e
o P16 da SL, proposto pela delegacao da Bélgica [1].

5.5.1 Resolucao do Problema 11

A Figura 5.9 ilustra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 5.9: Uma construcao geométrica inicial do Problema 11. Versao interativa aqui.

A

-,
/4\\
|
|
I
1
1

Fonte: O autor.

De AB = AC o AABC é isosceles, de base BC, e AD é bissetriz, altura e mediana.
Denotam-se por I e L os incentros dos AABC e ABDA, respetivamente. Como AL e BL sao

bissetrizes e considerando o tridngulo retangulo AD B, vale que:
/BAL = /ZLAD = a,

/ZABL = ZLBD = f3,
2(a+ B) = 90°,
o+ =45°.
O LALI é externo em L do AALB. Segue:

/ALI = /BAL + Z/ABL,

ZALT = o+ B = 45°,

Considerando a hipotese ZBEK = 45° e a reciproca de angulos alternos entre paralelas
encontra~se AL || EK. Seja o ponto L' = BI N DK. Como

LLULA=/L'DA = 45°
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entao o quadrilatero ALDL' ¢é inscritivel pela circunferéncia m. Portanto,
ZLAL =180° — ZL'DL = 90°,

/AL'L = ZADL = 45°,
/LL'D = /LAD = a.

Adicionalmente, LL’ ¢ diametro de m e AL = AL'. Sendo o segmento AK bissetriz do
ZDAC tem-se:
/DAK = /KAC = a,

AK = AL = AL'.

O LAKI é externo em K do AAKC'. Segue:
/AKI = /KAC + ZACK,

LALI = a+ = 45°.

Como AL || EK e ZLAL" = 90° o prolongamento do segmento K F é perpendicular com
AL'. Sejam os pontos P=AKNL'FEe @ =ACNLK. De

/PAQ = /PL'Q = «
encontra-se que o quadrilatero APQL’ ¢ inscritivel pela circunferéncia n. Podem acontecer dois
casos: a) PQ || AL (Figura 5.10) e b) PQ }f AL’ (Figura 5.11). No caso a) PQ || AL' segue

que o quadrilatero APQL’ é um trapézio isosceles e

AK =KL
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Figura 5.10: Uma construgao geométrica do caso a) do Problema 11. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Ou seja, o AAK L' é equilatero. Com isto,
LZAL'K = 60° = 45° + a,

a=15°
/ZBAC = 4a = 60°.

No caso b) PQ }f AL seja o ponto M = PQ N AL" (Figura 5.11). Pelo Teorema 14
(Brocard) KE ¢ a reta polar do ponto M relativo a circunferéncia n. Como KE L AL, entao

AL’ é diametro de n. Segue que:
LL'PA=/ZL'QA = 90°.

Em outras palavras, neste caso o ponto E é ortocentro do AAKL'. Pela soma dos angulos

internos no AAPB, retangulo em P, pode ser escrito:
3a+ 5 =90°,

2a0 + 45° = 90°,
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200 = 45°,

ZBAC = 4a = 90°.

Figura 5.11: Uma construgao geométrica do caso b) do Problema 11. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

O anterior termina a resolucdo do problema. Isto é, ZBAC = 60° ou ZBAC = 90°.
A Figura 5.12 exibe um caso hipotético em que KFE é a reta polar do ponto M relativo a

circunferéncia n, de centro O. Isto é,
M' =TInv(M,n) € KE

e ZKM'M = 90°. Porém, AL’ nao é diametro de n. Por construcdo, A, L', P,Q) € n, F =
AQNPL', K = APNL'Q e M = AL N PQ. Este resultado é conhecido como Teorema 14
(Brocard).
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Figura 5.12: Caso hipotético em que K FE ¢é a reta polar do ponto M relativo a circunferéncia n,
de centro O. Por construcao, A, L', P,Q € n, E = AQNPL', K = APNL'Q e M = AL' N PQ.
Versao interativa aqui.

R
K
.,:.'

® K

Fonte: O autor.

5.6 Incentro. Circuncentro. Homotetia. P5 IMO 1981.

Problema 12. Trés circunferéncias de igual raio sao tangentes, cada uma, a dois lados dum
tridngulo ABC' e tém um ponto comum X. Mostrar que o incentro I e o circuncentro O do
ANABC sao colineares com X.

A IMO 1981 foi realizada na cidade de Washington, D.C., Estados Unidos. Este é o P5

da competigao e o P17 da SL, proposto pela delegagao da antiga Uniao Soviética [4].

5.6.1 Resolugao do Problema 12

A Figura 5.13 ilustra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 5.13: Uma construgao geométrica inicial do Problema 12. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

Sejam k,, k;, e k. as circunferéncias de raio comum e centradas em S,, S, e S., respeti-
vamente. Para k, ser tangente simultaneamente aos lados AB e AC' deve-se ter que S, é um
ponto da bissetriz do ZA. Pelo mesmo raciocinio, S, e S, sao pontos da bissetrizes dos /B e
£C (Figura 5.14).

Como k, e k;, sao tangentes com AB e compartilham o mesmo raio, entao S,S, || AB.
Analogamente, S,S. || BC e S.S, || CA. Pelo critério de semelhanga AA, o anterior implica
que AS,SpS. ~ NABC.

Adicionalmente, o incentro do AS,SpS. coincide com o incentro I do AABC. Portanto,
existe uma homotetia H, centrada em I, que transforma o AS,S,S. no AABC.

Por hipétese, X é o ponto comum de k,, k; e k. (circunferéncias de igual raio). Logo, X
equidista de S,, Sy e S.. Isto é, X é o circuncentro do AS,SyS.,.

Conclui-se que a mesma homotetia H também transforma o circuncentro X do AS,S,S.

no circuncentro O do AABC. Ou seja, I, X e O sao colineares.
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Figura 5.14: Uma construgao geométrica do Problema 12. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

5.7 Teorema da Bissetriz. Triangulo Pedal. Lei dos Senos.
Inversao. P2 IMO 1996.

Problema 13. Seja P um ponto no interior do ANABC' tal que:
/APB - /C = /APC — /B. (5.7.1)

Sejam D e E os incentros dos AAPB e NAPC, respectivamente. Mostrar que AP, BD e CE

sao concorrentes.

A IMO 1996 foi realizada na cidade de Mumbai, India. Problema 11 da lista curta e

escolhido como P2 da competigao, proposto pela delegacao do Canada [4].

5.7.1 Primeira resolucao do Problema 13.

A Figura 5.15 mostra uma construcao geométrica inicial.
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Figura 5.15: Construcao geométrica inicial para o Problema 13. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja ' = BD N CFE. Quer-se mostrar que ' € AP. Como BD e C'E sao bissetrizes, pois

D e FE sao incentros, pela forma reciproca do Teorema da Bissetriz, bastara provar que:

AB AF AC

BP  FP CP (5:7.2)

Sejam X, Y e Z os pés das projecoes ortogonais do ponto P nos lados BC, CA e AB,
respectivamente (Figura 5.16). Os quadrilateros AZPY, BZPX e CXPY sao ciclicos, pois a
soma de um par de angulos opostos ¢ 180°.

No quadrilatero C X PY tem-se que:
ZXPY =180° — £C. (5.7.3)
Pelo angulo raso em Z vale que:
LXZY =180° — LXZB — LY ZA. (5.7.4)
Utilizando agora que BZPX e AZPY sao inscritiveis e (5.7.4) segue:

/XZY =180° — ZXPB — LY PA. (5.7.5)
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De (5.7.3) e considerando a soma dos angulos em torno ao ponto P tem-se:
LAPB =180° — ZXPB — LYPA+ ZC. (5.7.6)
Da comparagao entre (5.7.5) e (5.7.6) chega-se a:
LXZY = /LAPB — ZC. (5.7.7)
Analogamente demonstra-se que:
LXY 7 = LAPC — ZB. (5.7.8)
De (5.7.1), (5.7.7) e (5.7.8) obtém-se LXZY = /XY Z, 0o AXY Z ¢ isosceles e
XY =XZ. (5.7.9)

Adicionalmente, BP e C'P sao diametros das circunferéncias circunscritas a BZPX e

C X PY, respectivamente. Pela Lei dos Senos aplicada aos AXBZ e AXCY obtém-se:
XZ = BPsen(4B),

XY = CPsen(£C).

De (5.7.9) e as duas equagbes anteriores segue:

BP  sen(£C)
= . 7.1
CP  sen(4B) (5.7.10)
Utilizando mais uma vez a Lei dos Senos, agora no AABC, encontra-se:
sen(£C) AB
= . 711
sen(£B) AC (5.7.11)

Logo, juntando (5.7.10) e (5.7.11) conclui-se:

BP AB
CP AC’
A equagao anterior é a parte de (5.7.2) que queria-se demonstrar. A Figura 5.16 mostra uma

construcao geométrica.
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Figura 5.16: Construcao geométrica para o Problema 13. Versao interativa aqui.

1
1/

N N, C
X

Fonte: O autor.

5.7.2 Construgao e resolucao do Problema 13 por inversao.

A localizacao do ponto P foi feita partindo de uma construcao mais simples no espaco
inverso. Seja ¢ uma circunferéncia de inversao de centro em A e raio arbitrario r. Sejam
B' = Inv(B,i), C" = Inv(C,i) e P = Inv(P',1).

Constroi-se a reta mediatriz m dos pontos B’ e C' e posiciona-se P’ € m, de tal forma
que P esteja no interior do AABC. Ter-se-a4 que B'P' = C'P’.

Na inversao de dois pontos obtém-se que:

2

BP =—"—_PB
AB-AP"

or - _pc.
AC - AP

Logo, dividindo as duas equacoes anteriores, encontra-se:

BP CP
AB  ACT
Pela forma reciproca do Teorema da Bissetriz o resultado segue. A Figura 5.17 mostra uma

construcao geométrica utilizando inversao.
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Figura 5.17: Construcao geométrica utilizando inversao para o Problema 13. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.
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Capitulo 6

Problemas propostos

6.1 Pentagono, bissetrizes. P50 LL IMO 1969.

Problema 14. As bissetrizes dos dngulos externos de um pentdigono By BoB3ByBs formam ou-
tro pentdgono Ay As AsA4As. Construir By Bs BsByBs a partir do pentdgono fornecido Ay Ay Az A4As.

A IMO 1969 foi realizada na cidade de Bucareste, capital da Roménia. Problema 50 da
lista longa, proposto pela delegagao dos Paises Baixos [1]. A Figura 6.1 mostra uma construcao

geométrica inicial.
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Figura 6.1: Construgao geométrica inicial para o Problema 14. Versao interativa aqui.

e

S AgL -

Fonte: O autor.

6.2 Bissetrizes, incirculos. P1 SL IMO 1976.

Problema 15. Seja ABC um triangulo com bissetrizes AA;, BBy e CCy (A; € BC, B € CA
e C1 € AB) e I seu incentro. Consideram-se os triangulos I B1A, IC1 A, IC1B, 1A1B, 1A,C,

I1B.C e seus circulos inscritos. Provar que se quatro destas seis circunferéncias tém raios

wquais, entao AB = BC = CA.

A IMO 1976 foi realizada na cidade de Viena, capital da Austria. Problema 1 da lista

curta, proposto pela delegacao da Bulgaria [1]. A Figura 6.2 mostra uma construgao geométrica

inicial.
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Figura 6.2: Construgao geométrica inicial para o Problema 15. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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