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PREFACIO
Primeira Edicéo

O presente texto vem dar continuidade nas publicacbes referentes as
disciplinas de Resisténcia dos Materiais ministradas na Escola de Engenharia de S&o
Carlos, da Universidade de Sdo Paulo. Constitui pretensdo dos autores manter, em
boa parte, os assuntos aqui abordados conforme os preceitos da escola posta em
pratica pelo nosso grande mestre Prof. Dr. Frederico Schiel, autor dos primeiros textos
dos cursos bésicos.

A primeira parte da exposi¢ao é constituida de dois capitulos, apresentando em
sequéncia o estudo das tensdes e deformacdes e uma introducdo a Teoria da
Elasticidade. A segunda parte € composta de trés capitulos, sendo os dois primeiros
dedicados ao estudo introdutério dos classicos métodos de integracdo numeérica,
comecando-se pelo método da energia, ou de Ritz-Rayleigh, e completando-se com
0 pioneiro método das diferencas finitas na sua versdo formulada mediante
operadores denominados centrais. O Ultimo capitulo é voltado para o estudo
elementar do chamado método plastico, ou método das rotulas plasticas, de analise

de estruturas aporticadas.

Tendo-se em vista a pretensao colocada de inicio, os assuntos sao tratados
conforme o grau de dificuldade, partindo-se de casos mais simples, para, no final,
apresentar 0s casos mais gerais, de natureza mais complicada.

Os autores expressam aqui 0s seus agradecimentos aos Srs. Rui Roberto
Casale, Antonio Valdair Carneiro e aos Srs. Jodo Paulo Moretti e Francisco Carlos
Guete de Brito pelo zeloso trabalho de datilografia e desenho, respectivamente.

A versdo, de 2012, contou com a colaboracdo do Prof. Walter Savassi na
revisdo geral do texto, correcdes, e em esparsos aprimoramentos conceituais
decorrentes de sua vivéncia ao ministrar esses assuntos, desde 2001, na disciplina
Complementos de Resisténcia dos Materiais e, desde 1975, quando introduziu a
disciplina Introducdo ao Método dos Elementos Finitos na EESC.

José Elias Laier

Joao Carlos Barreiro

Séao Carlos, agosto de 1982
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PREFACIO
Segunda Edicao

Nesta segunda edicao foram adicionados varios assuntos complementares nos
capitulos a excecao do Capitulo Il que trata do Método da Energia, uma vez que esse
método € muito bem explorado nos textos sobre o Método dos Elementos Finitos hoje
em dia muito divulgado no meio da engenharia de estruturas, contemplando desde
versdes para iniciantes até textos bem completos.

No Capitulo I, que aborda o tensor das tensdes e das deformacdes, foi
inicialmente trabalhado a questdo da ortogonalidade dos autovetores (direcdes
principais) de modo mais expedito, bem como fato de serem sempre reais 0s
autovalores (tensdes principais). Além disso, a representacéo grafica dos tensores em
questdo dadas pelo circulo do Mohr foi incluida, ndo s6 para esclarecer o carater
extremo das componentes principais, mas pelo fato de que a representacdo grafica
dos tensores constituir uma ferramenta que permite entender melhor tais grandezas
(uma imagem vale mais que mil palavras, diz o dito popular). Uma discussao mais
detalhada da Lei de Hooke com pequenas incursdes na descri¢cado do tensor de quarta
ordem das constantes da Lei de Hooke, bem como uma abordagem mais geral no
caso do material is6tropo, e finalizando-se discorre-se sobre a energia de deformacao
bem como apresenta-se um breve esboco da formulacdo matematica dos tensores
cartesianos.

No Capitulo Il, que expde uma introducdo a Teoria da Elasticidade, foi
acrescentado apenas uma rapida observacao sobre o carater vetorial da equacao de
equilibrio expressa em termos de derivadas do tensor das tensées que, em principio,
constitui um tensor de terceira ordem.

No Capitulo IV o Método da Diferencas Finitas € agora formulado com base no
desenvolvimento da série de Taylor, procedimento que deixa explicito o grau de
convergéncia dos operadores de diferencas finitas lagrangeanos objeto de maior
atencao, além de ser apropriado para a formulacéo de operadores mais gerais, como
os operadores de diferencas finitas hermitianos.

No Capitulo V foi apenas acrescentado o estudo ilustrativo do comportamento
plastico para o caso de cargas repetidas e também alternada indicando de modo
rudimentar a questdo da acomodacédo plastica e do chamado colapso incremental.
Como tais assuntos dependem sobremaneira do comportamento elastico, a
simplicidade da aplicacdo do Método Plastico deixa de existir tornando muito
complexa uma formulagdo mais geral.

Por fim, os autores agradecem aos prestimosos servicos de figuras bem
trabalhadas pelo desenhista Francisco Carlos Guete de Brito

José Elias Laier
Joao Carlos Barreiro

Walter Savassi
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1 - TENSAO E DEFORMAGAO

1.1 - INTRODUGAO

O estudo das tensbdes e deformagdes €, no presente texto, apresentado por
meio de formulagdo matricial, a qual constitui um procedimento tipico da analise
tensorial dos tensores de segunda ordem. Outra maneira mais requintada, porém,
pouco comum no nosso meio técnico, consiste na formulagdo indicial, a qual
apresenta a propriedade de se aplicar aos tensores de qualquer ordem, sem contar
a chamada notacdo simbdlica, mais sintética, mas que necessita ser sempre
explicitada por ndo ser de uso muito uniforme. A exposi¢cdo dos assuntos atém-se
apenas ao lado mais pratico da questdo, e, por essa razdo, negligenciam-se
pormenores da Teoria Matematica dos Tensores. Contudo, no que interessa, tais
omissdes nao prejudicam a compreensao, principalmente, no que respeita aos
alunos de cursos de graduagdo em Engenharia.

O tratamento das tensoes isolado do das deformacdes é proposital, e tem
em vista deixar evidente o carater tensorial dessas grandezas, independentemente
da relacao existente entre elas, expressa pela classica lei de HOOKE no dominio
da teoria linear (pequenas deformacdes e pequenos deslocamentos cujas
definicbes serdo oportunamente discutidas). A lei de HOOKE permite obter as
deformagdes como causa das tensdes, e vice-versa, e com isso o carater tensorial
de segunda ordem de uma grandeza &, por assim dizer, transferido para a outra.



A classica lei de HOOKE, ultimo assunto deste capitulo, € também colocada
segundo a formulagdo matricial. Sem tecer maiores consideragdes, séo discutidas
algumas implicagbes da lei de HOOKE no que diz respeito aos parametros do
comportamento elastico linear dos materiais usuais.

1.2 - TENSAO

O conceito de tensdo vem a ser uma extensdo do conceito elementar de
pressao, como, por exemplo, a hidrostatica, que consiste numa forgca normal por
unidade de area. Por tensdo entende-se uma extensédo dessa ideia para os casos
onde a forga por unidade de area pode nao ser normal ao plano daquela area. Como
ilustracdo do conceito de tensado, considere-se um corpo solido, em equilibrio,
sujeito a certo numero de ag¢des externas, conforme se exibe na Figura 1.1 a). Pois
bem, isolando-se uma parte desse sélido, conforme ilustra-se na Figura 1.1 b),
sabe-se que o equilibrio dela é garantido pelo principio da agao e reagao, por tratar-
se de uma parte de um sélido em equilibrio. De uma maneira geral, pode-se dizer
que uma area AS é responsavel por uma parcela AF daquelas forgas transmitidas
(acdo ou reacao). Na figura 1.1 c) a parcela AF é representada pelas suas

componentes segundo o0s eixos coordenados Oxyz, com origem no "centro" da area

elementar AS, sendo o eixo O, normal a area AS no ponto O. Dividindo-se as
componentes da forga pela area AS definem-se as seguintes grandezas:
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FIGURA 1.1 — Conceito de tensao
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Convém notar que as defini¢gdes expressas em (1.1) sédo colocadas na forma
de um processo limite, e essa colocagcdo parte da suposicdo da existéncia de

continuidade. A grandeza o, é dita tensdo normal (0 mesmo que pressdo) e as
grandezas T, € T, sdo ditas tensdes cisalhantes ou tangenciais. Cabe ainda

assinalar que a forca AF pode, naturalmente, variar de direcdo e de sentido
dependendo do tamanho da area AS; entretanto, na passagem ao limite tais
caracteristicas ficam definidas no ponto em consideragéo (continuidade).

1.3 - ESTADO DE TENSAO

Na Figura 1.2 mostra-se um elemento infinitesimal de volume dxdydz, onde

se indicam as tensdes atuantes nas faces. De inicio, cabe assinalar que nas faces
opostas as tensdes s&o iguais e de sentidos opostos, em face da continuidade,
juntamente com o principio da agao e reagao. Como ilustrado na Figura 1.2 na face

de cota y as componentes de tenséo o,T, €T, Nno limite com dy tendendo para

zero ficam iguais as da face localizada dy adiante. Em verdade, tudo se passa

como se uma das faces estivesse numa das partes do sdlido indicado na Figura
1.1a e a outra face na outra parte (a¢ao e reacéo); a face de uma parte na posi¢cao
y como indicado na Figura 1.2 e essa mesma face logo adiante na posi¢édo y + dy

(continuidade). Além disso, com a passagem ao limite, ou seja,dx,dy e dz

tendendo para zero, pode-se também considerar que as tensdes atuantes sao
uniformes nas faces, visto que eventuais variagdes sdo infinitésimas de ordem
superior. Posto isso, percebe-se, facilmente, que o estado de tensdo fica
caracterizado, no ponto, por nove parametros, ou componentes, ou seja:

0,000 T T, T,.T,eT,

yx! “xz! Tzx!

As tensbes como indicadas na Figura 1.2 sdo consideradas positivas. A
convencao é muito simples. A tensdo normal de tracdo é considerada positiva, e a
tensdo de cisalhamento tem o sinal dado de acordo com a seguinte regra
mnemonica: se, na face em que atua, a tensdo normal de tracdo tem o sentido do
eixo coordenado correspondente, a tensao cisalhante positiva tem o sentido do seu
correspondente eixo; do contrario o sinal da componente de tensao cisalhante &

negativo se também contraria. Em outras palavras, o sentido positivo € dado pelo



sentido do sistema de referéncia dextrorso levado na face correspondente, fazendo
coincidir o sentido de um dos eixos com o da tens&o normal de trag&o.

FIGURA 1.2 - Componentes de tensao

O numero de paradmetros ou componentes necessarios para caracterizar o
estado de tensdao num ponto pode ser reduzido de nove para seis, porquanto o
equilibrio de momento segundo os eixos coordenados permite estabelecer trés
relacdes entre as seis componentes cisalhantes, ou seja, o equilibrio do momento
segundo os eixos Oz,Ox e Oy respectivamente, permite exprimir-se:

(Txydydz)dx - (Tyxdxdz)dy =0
(Tyzdzdx)dy - (szdydx)dz =0 (1.2)
(T, dxdy)dx — (T ,dydz)dx = 0
ou, ainda, cancelando os termos comuns:
T =
Xy yX
T,=T, (1.3)
T =

ressaltando-se que essa igualdade entre tensdes de cisalhamento atuantes em
planos perpendiculares, expressa nas equagdes (1.3), constitui a afirmativa do
classico teorema de CAUCHY. E oportuno assinalar também que a consideracao



de eventuais forgas volumétricas ndo altera o resultado expresso em (1.3), pois
eventuais contribuigdes sao infinitésimos de ordem superior.

1.4 - ESTADO PLANO DE TENSAO

Um estado de tensao é considerado plano quando numa das faces do volume
elementar dxdydz as componentes de tensdo correspondentes s&o nulas; por via

de consequéncia o mesmo acontece na face oposta. No que se segue, as
componentes de tensdo n&o nulas sdo tomadas como sendo 0.0,eT,.

1.4.1 - Transformagdoes de Coordenadas

Admitindo-se que o estado de tensdo num determinado ponto P de um corpo
sélido apresenta componentes o, o,eT,, segundo o sistema de referéncia Oxy

€ de grande interesse saber as relagdes existentes entre essas componentes e
aquelas referidas a outro sistema de referéncia Oxy ou seja, o, o, €Ty, conforme

se ilustra na Figura 1.3 b). Vale dizer-se que 0,0, € T sdao componentes do

mesmo estado de tens&do dado pelas componentes o, o,eT,, sendo que a unica

diferenca diz respeito ao sistema de referéncia adotado ser outro.

G_
s

‘lx_t P 1‘_>
L]
Oy
Txy<—l—
Oy

0 X
a) Componentes de tensdo segundo b) Componentes de tensdo segundo
eixos coordenados O xy. eixos coordenados 0XY.

FIGURA 1.3 — Componentes de um mesmo estado de tensao segundo dois
sistemas de coordenadas

Pois bem, as coordenadas x, e y,, do ponto P no sistema de referéncia
dextrorso Oxy , estao relacionadas com as coordenadas desse mesmo ponto x, e



y,no sistema de referéncia dextrorso OXy, por meio da seguinte expresséo

matricial (Vide Figwa 1.4 a) ):
yP n I L yP

¢, =cosa

onde

m, = sena

0, = cos(g + ) = —sena

1
m, = sen(5+0() = cosa

sendo /. € m, os cossenos diretores do eixo OXx em relagdo ao sistema de
referéncia Oxy (projecdo do versor da direcdo OX nos eixos Oxe Oy
respectivamente), /, e m, os cossenos diretores do eixo Oy . Além disso, o angulo

a € tomado no sentido dextrorso, ou seja, anti-horario (vide Figura 1.4 a) ), e
também que a inversa da matriz de (1.4) é sua transposta.

y
mZB.O
Txy ds Ay dS
6L \Y 1.0 dsgl\ v |
. ijl GXdS£1 tydS OydS(;
// ‘\ X fl tX ds
T dS€ Oyy dS/
o xy d>4£1 xy d>41
0 ‘ ’L‘Xdem dSm1 nydSm
dS
Gdeml my
a) Transformagdo de coordenadas b) Forgcas em equilibrio c) Forgas em equilibrio
la. configuragao 2a. configuragdo

FIGURA 1.4 — Transformagodes de coordenadas e configuragoes de equilibrio

Por seu lado, o equilibrio do elemento, mostrado na Figura 1.4 b), implica no
seguinte relacionamento entre forgas:

t dS o, T
‘as (= T | 45 (1.6)
t, T, O, |(mdS



onde dS é a area elementar onde atuam as tensdes t e t, cujas resultantes t dS

e tde s&o forgas segundo, respectivamente, os eixos Ox e Oy . Convém salientar-

se que, na expressao (1.6), o diferencial de area pode ser cancelado; todavia tal
nao se faz de sorte a tornar evidente o fato de que essa equagao exprime o equilibrio
de forcas.

No sistema de coordenadas OXy, as forgas equivalentes a t dS e tde sao

dadas por 0. dS e TWdS, conforme ilustra-se na Figura 1.4 c). A exemplo da
propriedade expressa em (1.4), tais componentes de forga estao relacionadas por:
1

t dS 14 0.dS
X = ' X (1.7)
tde m, m, TWdS
ou seja, a relacdo (1.7) exprime as transformacdes de coordenadas, no caso
componentes de forga, do sistema de referéncia Oxy para Oxy .

A equacao (1.6), tendo em vista (1.7), passa a escrever-se:

0, 0, || o.dS 9% Ty |)eds (1.8)

m, m,||T5dS| |1, o, ||mdS '
Ou, ainda, eliminando-se os termos comuns dS e pré-multiplicando-se ambos os
membros de (1.18) pela matriz transposta dos cossenos diretores, que consiste na

{ X } = 1 1 y {f‘] } ( |9)
Xy 2 2 Xy y 1

Cabendo-se observar, a propésito, que a inversa da matriz quadrada que contém
0s cossenos diretores coincide com a prépria matriz transposta. Tal fato € facilmente
verificado com base nas relagdes (1.5).

Por outro lado, procedendo-se de modo analogo na procura de o, e Ty

][ me w )
g, l, m, T, O, |lMm
Reunindo-se, agora, as expressoes (1.9) e (1.10) numa s6 expressao matricial, tem-
se:

encontra-se:



|:OX TXY:|:|:€1 m1:| OX Txy |:£1 £2:| (111)
Tw Oy 62 m, T><y O-y m, m,

e, com isso, tem-se, na expresséao (1.11), a lei de transformacéo de componentes
do estado plano de tens&o do sistema de referéncia Oxy para o OXy .

Algumas constatagbes de grande interesse pratico sdo examinadas no que
segue. Em primeiro lugar, é facil perceber-se que existe um sistema de referéncia
no qual as componentes de tensdo tangenciais se anulam. Com efeito, nessa
circunstancia tem-se, por exemplo, de (1.9) a seguinte relagao:

H _ V mq O {f} (1.12)
0 l, m, T, O, |lm

ou seja, (multiplicando a esquerda pela inversa da matriz dos cossenos diretores
ambos os membros e arranjando os termos):

{51 62}{0{%:OX{€{}:{OX Tw]{€1} (113
m m, |0 m, T, O, |lM

resultando-se no problema de altovalor:

1

o, -0, T, 1 [0
{ T, oy—ome}_{O} (1.14)

cuja solugao, dado que os cossenos diretores nao podem ambos ser nulos, implica
em:

T, O,-0

OX - CSY TX
da{ g }:0 (1.15)

ou seja:

2 2 _
o -0y (0, +0,)+0,0 —-T, =0

y

2
s _%tO, [ox—oy] L :{01 (1.16)
+ .

g 2 2

sendo que a primeira de (1.16) é a correspondente equagado caracteristica do
problema de autovalores (1.14), e a segunda explicita os autovalores que sao reais;



e, que, em verdade, sdo as componentes do estado de tensdo no sistema de
referéncia procurado. Esse sistema de referéncia define as chamadas diregbes
principais do estado de tensdo. Com efeito, a nulidade do determinante de (1.14)
significa que uma linha da matriz é proporcional a outra, e com isso os autovetores
correspondentes podem ser obtidos, adotando-se, por exemplo m, = 1, resultando:

[/ —— (1.17)
Ox - Oi T
€, com isso os autovetores passam a ser expressos por:
T
Xy
O'1 —> 40, —0
1 X

(1.18)

sendo imediato verificar que as raizes (1.16) implicam que os autovetores (1.18)
sdo ortogonais entre si, e essa ortogonalidade é consistente com o Teorema de
Cauchy expresso em (1.3), ou seja, tensao de cisalhamento nula em uma face
implica nulidade da tenséo de cisalhamento também na face ortogonal.

A teoria das equacgdes algébricas mostra que que as raizes de (1.16) estao
relacionadas com as componentes do estado de tensao, ou seja:

0,+0,=0,+0
X y

o, rﬂ (1.19)

T o
Xy y

0.0, = det[
sendo que os termos do lado direito de (1.19) séo os autovalores de (1.15), os quais
independem do sistema de referéncia adotado, ou seja, s&o invariantes, resultando
que o segundo membro de (1.19) também o s&o.

Outra constatagao de interesse diz respeito ao fato de que a tensdo normal

atinge valores extremos nas diregOes principais, com o maximo valendo o, e 0
minimo valendo o, , A representagéo grafica do estado de tenséo dada pelo classico

circulo de MOHR apresentada mais adiante deixara isso evidente de maneira mais
imediata.
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1.5 - ESTADO TRIDIMENSIONAL DE TENSAO

O estado tridimensional de tensdo é o caso geral, onde eventualmente
algumas das seis componentes podem ser nulas. Seguem-se, aqui, a exemplo do
caso anterior, as convencgdes ja estabelecidas no item 1.3 (vide Figura 1.2).

1.5.1 - Transformagoes de Coordenadas

De modo analogo ao que se fez no caso do estado plano de tenséo, sendo
dado um estado tridimensional de tens&o, mediante as componentes segundo um
sistema de referéncia Oxyz, procura-se a relagéo existente entre tais componentes

e aquelas, desse mesmo estado de tensdo, dadas segundo outro sistema de
referéncia Oxyz

De inicio tem-se o0 seguinte. As coordenadas de certo ponto P, onde o estado
de tensdo é considerado, no sistema de referéncia Oxyz estéo relacionadas com
as coordenadas desse mesmo ponto no sistema de referéncia OXyz por meio da
seguinte expressao matricial (vide Figura 1.5 a) ):

X, ol %
Yor=|Mm, m, m, |y, (1.20)
ZP I’]1 n2 n3 ZP
y
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, X
o 1
“y /// /f //‘ //1
\\ e P// X /lf/
el . o
| \\ 7 P\// }
} \\ //, . > ////‘ \\,’/ }
¥ - 4 - |
\ /N e ! |
} e\ \ ‘
L E —
o X L X 0
| N | -
< .
/ z
/
z vz
a) Coordenadas de um ponto em dois b) Cossenos diretores do eixo 0X

sistemas de referéncia

FIGURA 1.5 — Transformagdes de coordenadas
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onde /¢, ¢,,¢,,m,m,,m,,n,,n,e n, sdo os cossenos diretores dos eixos Ox,0Oy e
Oz, correspondentemente, segundo o sistema de referéncia Oxyz (vide Figura
1.5b)). A expressao matricial (1. 20) é facilmente entendida pensando-se no vetor
que define a posicdo do ponto P tomado segundo suas componentes nos eixo
Ox,0y, e Oz (X,ye Zz). Desta feita, a componente segundo o eixo Ox por
exemplo, pode ser obtida mediante a superposicao das proje¢des, nesse eixo, das
componentes segundo os eixos OX,Oy e Oz, que se faz somando-se a

correspondentes multiplicagcbes pelos cossenos diretores /.

A matriz que contém os cossenos diretores presente na expressao (1.20)
possui uma caracteristica interessante, pois a sua transposta é a propria inversa.
Essa propriedade é facilmente verificada, porque o produto daquela matriz pela sua
transposta resulta, na posi¢cao diagonal, no produto escalar de um versor por ele
mesmo; e nas demais posigdes resulta no produto escalar de versores ortogonais,
ou seja, unidade na posi¢ao diagonal e valores nulos nas demais posigdes (matriz
unidade).

Por outro lado, o equilibrio da “piramide” de sélido mostrada na Figura 1.6a)
implica em:

thS OX Txy TXZ €1ds
tdsy=|t, o, T,|\MmdS (1.21)

t dS T, 1, o, |[ndS

Xz yz z

admitindo-se, naturalmente, que a area dS esta contida num plano normal ao eixo
Ox, sendo t dS, tde e t dS as componentes, segundo Ox,Oy e Oz, da forga

elementar que atua em tal area. Nota-se facilmente que as areas onde atuam as
componentes de tensdo segundo o sistema de referéncia Oxyz podem ser obtidas

como projecdes da area elementar dS sobre os planos Oxy, Oxz e Oyz, resultando,
pois, dSn,,dSm, e dS/,.

No sistema de referéncia Oxyz as componentes da forga atuante na area
elementar dS s&o, conforme se mostra na Figura 1.6b), o_dS, TWdS e 1_dS, e

estdo relacionadas com as componentes dessa mesma forga t dS, tde e tdS
como em (1.19), ou seja:

tds| [e, ¢, ¢,][odS
tdSp=Im m, m,|{T.dS (1.22)
tdS n1 nz n3 deS

Xz
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z z -
x/d
ogds Ty
C—t,ds
i t, dS
ds ;| A
D
\X
a) Forgas em equilibrio b) Forgas equivalentes

FIGURA 1.6 — Mudancgas de coordenadas

As equagoes (1.21) e (1.22) permitem, finalmente, escrever-se:

(o) 61 m, ] o, xy Ty €1

Tyr=|% M N T, O T, [{m (1.23)
£, m n

Tﬁ 3 3 3 sz yz C)-z 1

onde o termo dS, comum, foi suprimido. Cabe assinalar que, nas expressodes (1.21)
e (1.22) o termo dS foi mantido de sorte a deixar evidente o fato de tais equacgbes
exprimirem relacdes entre componentes de forcas.

Procedendo-se de maneira analoga na procura das tensdes atuantes nos
planos normais aos eixos Oy e Oz encontram-se expressoes similares a (1.23), e,

reunindo-se tais expressdes numa so6 expressao matricial, tem-se:

o, Ty Ty toom o n |G Ty Tolle, ¢, 4
Ty Oy T, |=[f m N f|T, o T, (M m, m (1.24)
T Ty—z O f3 m; Nt T (0) n.n, ng

Xz yz z

que constitui, por assim dizer, a lei de transformag¢ao das componentes do estado
de tens&o tridimensional. Em verdade, trata-se da extensdo tridimensional do
expresso em (1.11).

Verifica-se, facilmente, de (1.23) que existem diregdes onde as componentes
cisalhantes anulam-se. De fato, nessa circunstancia tem-se, por exemplo, de (1.23):
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O £1 m, n, o, Txy xz ﬁ_]
Ofr=[¢, m, n, T, O, T,[1m (1.25)
0 f, m, n n

3 3 3 TXZ yz GZ 1

ou seja, multiplicando a esquerda ambos os membros de (1.25) pela matriz inversa
(transposta) da matriz dos cossenos diretores e arrumando os termos todos no
primeiro membro:

ox Xy sz €1 €1 O
w Oy T, lyMmyp—0 M= 0 (1.26)
n n 0
sz Tyz c)-z 1 1
resultando no problema de autovalores:
Ox a O-Y Txy Xz f1 O
"y o, -0 T, m, =40 (1.27)
_ n 0
ped Tyz o-z O-Y 1
cuja solugao implica em:
c)-x - O-Y Txy Xz
det| T, o, -0, T, |=0 (1.28)
sz Tyz GZ - O-Y

uma vez que os cossenos diretores (/,,m, e n,) ndo podem ser todos eles nulos.
Pois bem, a expressao (1.28) conduz a uma equacgao algeébrica do terceiro
grau assim expressa

-0 +10% Lo, +1, =0 (1.29)

onde:
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L =0,+0,+0,
o T o T o) T
, =det| © ¥ +de{ x XZ} +det|] ¥ " (1.30)
_Txy O-y sz O-z yz z
o-x Xy Xz
, =detjt, o, T,
T o
|l Xz yz z

e que sao os chamados invariantes do estado de tensdo, uma vez que estao
relacionados com as raizes de (1.29) como segue:

l,=0,+0,+0,
|, = 0,0, +0,0, +0,0, (1.31)
|, = 0,0,0,

pela teoria das equagbes algeébricas, sendo o, > 0, > g, as trés raizes de (1.29).
Vale registrar ainda que determinagao das raizes de (1.29) vai ser examinada mais
adiante (raizes de equacgao cubica).

Os autovetores de (1.27) sao obtidos facilmente, pois, devido ao fato de o
determinante (1.28) anular-se para os autovalores resulta que uma equacéo de
(1.27) é combinagéo das outras duas. Assim sendo, pode-se arbitrar por exemplo

n, =1e ¢, e m, decorrem da solugdo do sistema primeiro menor de (1.27).
Além disso, a ortogonalidade dos autovetores pode ser verificada facilmente,
tendo-se em vista o expresso em (1.25) para um caso genérico da raiz o, , ou seja:

Ox Txy sz £1 (1 0
Ty Oy Ty, [yMyp -0 M = 0 (1.32)
o |IM n 0

Xz Tyz z

Multiplicando-se agora ambos os membros de (1.32) pela transposta do autovetor j
por exemplo, tem-se:

ou transpondo-se (1.33):
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OX Xy XZ £1 ’61
{f1 m, n1}I T, O, T,[1m, —c5i{£1 m, n1}i m =0 (1.34)
o N n,

J

em razao da simetria da matriz envolvida. Por outro lado, considerando-se (1.33)
para o autovalor j tem-se:

c)-X Xy TXZ g] g»]
{e, m, n1}I Ty 9, T,[{m -0 {e, m, n1}I m,t =0 (1.35)
T o n n

e assim sendo, subtraindo-se (1.34) de (1.35) tem-se:

£1
(0, -0){¢, m, n}qm¢ =0 (1.36)
nJ,
concluindo-se, pois, que os auto vetores sdo ortogonais entre si, uma vez que as
raizes sao distintas em principio. O caso de raiz dupla ndo muda essa constatagao,
visto que um estudo especifico do limite a esquerda e direita da raiz dupla permite
essa mesma conclusao.

Outra propriedade interessante decorre do fato de a matriz de (1.32) ser
simétrica, resultando que os autovalores sdo entdo reais. Tal fato pode ser
facilmente entendido, assumindo-se que se uma das raizes for complexa e sendo
adotado o eixo Ox na direcdo correspondente tem-se:

det 0 c.-o, T.. |=0 (1.37)

sendo os eixos Ox e Ox ortogonais & OX e ortogonais entre si. Um exame do
expresso em (1.36) mostra nao ser isso possivel, pois o polindmio da matriz menor
deveria contemplar o conjugado complexo da raiz complexa considerada. Todavia
isso contraria o fato de que esse polindbmio deve contemplar sempre o par de raizes
complexas. Sem contar que o determinante menor de (1.37) tem raizes reais (vide
segunda de (1.16)). O principio da indugdo permite concluir que qualquer matriz
simétrica tem autovalores reais.
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Uma outra demonstragao igualmente elegante € a seguinte. Sabe-se que o
ndamero complexo z =a+bi tem como conjugado complexo Z = a—bi. Esse

conceito pode ser estendido para matrizes, ou seja, entende-se que a matriz [Eu]

€ conjugada complexo da matriz [aﬂ quando todos os seus elementos sdo

conjugados complexos dos correspondes da matriz original. Além disso é facil
verificar a seguinte propriedade: o conjugado do produto de duas matrizes € igual

ao produto do conjugado de cada matriz (AB = AB). Assim, retomando-se o
problema de autovalor:

[o,]ih} - Afn) = (0 (139

Tomando-se agora o conjugado complexo dessa relagao tem-se:

[3,]{h} - A} = {o} (139)

Todavia, em sendo a matriz [aij} real uma nova redagao para (1.38) é entéo:

(3, ]{h} = Ah} (1.40)

{h} [a;] =~} (1.41)

uma vez que a matriz [au] € simétrica. Assim sendo, tem-se das relagbes anteriores

que:
A () =] a ) =] [a,] ) = A o) (142

ou ainda:

—T

(A\-A){h} {h}=0 (1.43)
Por outro lado, como o produto dos vetores conjugados nao € nulo, tem-se:
A-A=2bi=0 (1.44)

indicando-se entado a nulidade da parte complexa do autovalor, ou seja, o autovalor
é real.
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Em resumo, as tensdes principais sdo reais e os auto vetores
correspondentes sao ortogonais entre si. O fato de as tensdes principais serem reais
vai ser explorado mais adiante na sua obten¢cdo mediante as chamadas formulas
de Cardan, também conhecidas como de Tartaglia.

1.6 - ESTADOS DE DESLOCAMENTO E DEFORMAGAO

Considere-se, por exemplo, o caso em que uma peca estrutural plana, numa
dada situacao, apresenta a configuragdo geométrica ilustrada na Figura 1.7 a),
sendo os seus pontos geometricamente definidos em relacdo a um sistema de
referéncia fixo Oxy . Pois bem, numa dada situagdo deformada, conforme ilustra-se

na Figura 1.7 b), os pontos da estrutura ocupam uma nova posi¢ao, ou, em outras
palavras, os pontos movimentam-se da posigao original para uma nova posi¢ao (de

B para B - vide Figura 1.7 b) ). Cabe ressaltar que a causa desse acontecimento
nao €&, por ora, objeto de exame; podendo, alias, ocorrer por qualquer razao.

XY
=

a) Situagdo original b) Situagao deformada
FIGURA 1.7 — Estado de deslocamento

Posto isso, percebe-se que, na realidade, a situacao deformada decorre da
existéncia de um campo de deslocamento, ou seja, cada ponto da estrutura sofre
um movimento.

Ora, no caso plano, esse campo de deslocamentos, ou estado de
deslocamento, é perfeitamente caracterizado por duas componentes u e v,
funcdes das variaveis x e y; no caso tridimensional por trés: u,v e w fungbes de

X,y e z. Todavia, tal colocagdo so tem significado, em face da integridade da

estrutura, com o concurso de condi¢cdes de continuidade de tais componentes, no
dominio da estrutura. Conforme ilustragdo da Figura 1.7 b), u & o movimento
segundo Ox, v segundo Oy ; e, no caso tridimensional, w é o movimento segundo

Oz.

Por outro lado, em vista dos movimentos ocorridos no processo de
deformacado da estrutura (mudanca de forma), a posigao relativa dos pontos fica,
naturalmente, alterada; com isso toma lugar um novo estado denominado estado
de deformagao, cujas componentes quantificam a nova configuragdo. Vale lembrar-
se que, em virtude de o estado de deslocamento descrever os movimentos dos
pontos, ndo é dificil atentar-se para o fato de haver uma relagcdo entre as
componentes do estado de deslocamento e as componentes do estado de
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deformagao, que quantificam a mudanca relativa de forma (movimentos relativos).
Em verdade, a mudanga de forma (deformag&o) é mensurada no ponto comdx, dy

edztendendo-se para zero (processo limite), avaliando-se a variagcdo do
comprimento das arestas do cubo elementar (sistema cartesiano) bem como a
variagao dos angulos originalmente retos do triedro como ilustrado mais adiante no
caso plano na Figura 1.8. As componentes do estado de deformacgéao s&o, portanto,
em numero de seis no caso tridimensional e de trés no caso plano.

Antes, porém, de se abordarem as relacdes existentes entre as componentes
do estado de deslocamentos e do estado de deformacgao, € oportuno acrescentar
algumas consideragdes a respeito da magnitude das grandezas, agora, em jogo.
Em primeiro lugar, nos casos da pratica, as estruturas devem ser projetadas e
dimensionadas para exibirem deslocamentos muito pequenos, ou seja, bem
menores, em valor, que as dimensdes caracteristicas da estrutura. Alias, esta é uma
das caracteristicas basicas que se exige de uma estrutura, ndo s6 por razdes de
conforto dos usuarios, mas, sobretudo, por razdes de ordem psicologicas
(pouquissimas pessoas se sentem a vontade numa corda bamba). Além disso,
estruturas muito flexiveis, ou seja, passiveis de grandes movimentos, sao também
muito sensiveis aos efeitos dinamicos. Em segundo lugar, por via de consequéncia,
dos deslocamentos pequenos decorrem também deformacdes pequenas. Cabe
ressaltar, a propdsito, que, nas estruturas de cabos, por exemplo, as deformagdes
pequenas nao implicam em deslocamentos pequenos, pois os movimentos, nesse
caso, se devem as configuracbes diferentes de equilibrio para diferentes
carregamentos. Deformagdes pequenas € também uma condigdo decorrente dos
casos praticos, conquanto os materiais geralmente empregados, nas condi¢gdes de
utilizacdo normais, trabalham em regime de pequenas deformagdes; mais que isso,
entram em ruptura ainda com pequenas deformacgoes.

Em face das consideragbes levantadas, enormes simplificagdes podem ser
introduzidas na andlise das relagdes entre as componentes do estado de
deslocamento e as do estado de deformagéo, em decorréncia da consideragao de
pequenos deslocamentos. A primeira delas reside na consideragao da geometria
original como valida para a posigao deformada, e uma segunda, sem contar as
outras, consiste na consideragao das variagdes de deformacédo como infinitésimos
de segunda ordem. Outra simplificagdo de grande importancia, que consiste na
base da chamada teoria de primeira ordem, é a consideragdo de que o estado de
deslocamentos néo altera o estado de carregamento, ou seja, a configuracédo de
equilibrio ndo sofre alteragdo na mudancga de forma da estrutura.

1.7 - RELA(}~(~)ES ENTRE O ESTADO DE DESLOCAMENTO E O ESTADO DE
DEFORMACAO - CASO PLANO

A Figura 1.8 exibe trés pontos vizinhos P,Q e R, onde os pontos Q e R estédo
contidos em retas ortogonais concorrentes no ponto P, e afastados de P,

respectivamente, por distancias elementares dx e dy. Os pontos P',Q' e R' indi-

cam, de maneira genérica, as novas posigdes ocupadas pelos pontos P,Q e R na
situacdo deformada. Posto isso, e admitindo-se tratar de deslocamentos e
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deformagdes pequenos, com base na geometria dos pequenos deslocamentos tém-
se as seguintes relagdes:

ou
u+—dx|-u
Adx [ OX j _ou
dx dx OX
q [v + ZV dy] - 5
Ady Y - (1.45)
dy dy oy
ou ov
oy y &dx ) @Jra_v
dy dx oy  Ox
ou
u dy dy‘
RI
v+ %dy i Y,
[ 1
1 R‘ } Yl 3 v
} a_XdX
TV \Y
_u ; a
du
0 ? dx u+ de
)

FIGURA 1.8 — Posig¢oes inicial e deslocada de trés pontos proximos

onde Adx e Ady s&o os alongamentos experimentados pelos comprimentos

elementares dx e dy, respectivamente; as rotacdes experimentadas séo objeto da
terceira das (1.45).

E oportuno, nesse ponto, levantar algumas consideragbes. Em primeiro
lugar, a consideragao

Adx = 8—udx (1.46)
OX
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s6 tem sentido para

dx > a—de (1.47)
OX
ou seja
@ <1 (1.48)
OX

porquanto, nessa situagéo, o angulo y, € pequeno, de tal sorte a se ter
ov . . ou

cosy, = cos@— = 1. De modo analogo, tem-se também cosy, = cos— = 1. Por
X

outro, tais condicbes permanecem validas para outras orientacdes do sistema de
referéncia no caso de se ter também:

odx  ou
E:&<<1
(1.49)
6d_y:@<<1
dy oy

em vista de certas relagdes apresentadas no item seguinte. Todavia, nos casos da
pratica tais consideracgdes se verificam.

Pois bem, com base nas relagdes (1.45) definem-se, entdo, as componentes
de deformacgéao

g _Adx_ou
X dx  dx
g —Ady _ov (1.50)
boody dy
ou ov
ny:v1+vzza+a_x

que quantificam os alongamentos especificos, no ponto em consideragéo, segundo
os eixos coordenados Ox e Oy, juntamente com a variagdo angular experimentada

pelo angulo reto original. Assim, dado um retangulo inicial, de lados elementares dx
e dy, de posse das grandezas definidas em (1.50), sabe-se da nova forma
apresentada por tal retangulo na posi¢cao deformada. Convém alertar-se para o fato
de que, em todas as consideragcdes levantadas, confere-se aos comprimentos
elementares dx e dy um tratamento infinitesimal. Como se percebe, o estado plano
de deformacao, a exemplo do estado plano de tensao, fica caracterizado por trés
parametros ou componentes, quais sejam €., €Y, Decorre da definigao (1.50)



21

o fato de se considerar fungbes u e v continuas.

1.7.1 - Transformagdes de Coordenadas - Caso Plano

A Figura 1.9 exibe dois sistemas de referéncia cartesianos, Oxy e OXy,
defasados de dngulo a. No sistema de referéncia Oxy os movimentos de um dado
ponto P sdo dados por u e v, respectivamente, segundo Ox e Oy, e no sistema de
referéncia Oxy os movimentos desse ponto sdo dados por u e v conforme se

ilustra na Figura 1.9. Tais componentes de movimento estdo, como se sabe,
relacionadas pela seguinte expressao matricial (vide (1.4)):

YA
y
- vixy)
V(X'y)\ T u(x,y) X
[_.p =
s u(x,y)
0 | X

B[ 2l

Onde 7, e m, s&o os cossenos diretores do eixo OX segundo o sistema original
Oxy, e [, e m, sdo os cosenos diretores do eixo OX, ou seja:

{, =cosa
m, = sena
! (1.52)
(, = —senx
m, = Cos

Em suma, a expressao (1.51) relaciona as componentes do vetor deslocamento no
sistema Oxy com as componentes desse mesmo vetor no sistema OXy .
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As componentes de deformacao no sistema de referéncia Oxy, em face das

condi¢des aventadas em (1. 50), por for¢a das relagdes (1.51), sdo dadas por (vide
(1.50)):

ou
E = —
*dX
e =N (1.53)
y dy
U v
Yxy _EJF(S_Y

Ou, ainda, tendo em vista (1.51):

_ou ou ov

==l —+m —
*dx 'ox Téx
- (1.54)
7o dy oy %y
ou ov ou ov ou ov
Vo = =+t —==0(,=+mM—-+/(,—+m,—
Yoy oX oy oy OX OX
por outro lado, sabe-se, por exemplo, que:
u_ouox ouoy (1.55)

dx  dx ox dy ox

pois, dado um acréscimo dx, tudo se passa como se experimentassem acréscimos
dx e dy (regra da cadeia), conforme condigéo expressa em (1.4), de onde se deduz:

OX

e (1

OX (1.56)
5,

OX

e ainda, ox/dy =/, e. dy/dy =m,. Assim, levando (1.56) na (1.55), e o resultado
na primeira das (1.54) tem-se:

s,:@£§+@mf+ d N o m, (1.57)
o ox oy oy X

ou seja, tendo em vista (1.50):
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g =& (7 +em; +y, M, (1.58)

Finalmente, reunindo-se numa unica expressao matricial o resultado expresso em
(1.58), juntamente com as expressodes similares para € € Vg tem-se:

1 1

Ey( EVXV — 61 m1 EX vay £1 62 (1 59)
L 0, m, |1 m, m '

E VXV ‘C‘V ? E y><y ‘c‘y 1 ?

que €&, em tudo, similar a expressao (1.11), a excegcao do fator 1/2 aplicado na
componente de deformacéao Yy - Percebe-se, pois, que a lei de transformacéo de

coordenadas do estado plano de deformacdo é a mesma da do estado plano de
tensdo. Assim sendo, as deformagdes principais s&o dadas por:

2

2 2
87=sx+sy+ g —€, s Vsy _JE
X 2 2 2 g,
onde € e &,s&o as deformagdes principais e as diregoes principais de deformagao
ortogonais entre si, a exemplo de (1.17), sdo dadas por:

2
2 yxy
e —e (e +€)+ee — =0
X X NTX y Xy

(1.60)

m =1
1
. oYy g -f (1.61)
e g1
2V

dire¢des nas quais a componente Y,, Se anula (o angulo reto permanece reto). As
deformagdes principais, igualmente, constituem valores extremos, maximo e
minimo, da deformagéo ¢_. Os invariantes do estado de deformag&o, a exemplo de
(1.19), séo expressos por:
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Finalizando-se € oportuno salientar que o sinal da componente de de-
formagdo € € positivo no caso de alongamento, e, por via de consequéncia,

negativo no caso de encurtamento; além disso, a componente Yy (distorgdo, ou

deformagao angular) é considerada positiva no caso de decréscimo do angulo reto,
conforme se aponta na Figura 1.8, e negativa em caso contrario.

1.8 - RELAQ~(~)ES ENTRE O ESTADO DE DESLOCAMENTO E O ESTADO DE
DEFORMACAO - CASO TRIDIMENSIONAL

Considere-se o0 caso de um corpo sélido, devidamente vinculado, que
experimenta um estado de deslocamentos, cuja componente u,v e w sao fungdes
continuas que descrevem os movimentos segundo, respectivamente, eixos
coordenados Ox,Oy e Oz de um sistema de referéncia dextrorso Oxyz. Tais
fungdes, naturalmente, nas variaveis x,y e z, estdo relacionadas, por meio de
derivagdes, com as componentes do estado de deformagao da seguinte maneira:

ou
£ =—
X
_ov
SV_@
Y
2 5z
1.63
o, (19
Yy dy 0Ox
ou ow
sz:_+_
0z OX
_ov_ ow
Yy oz oy

porquanto o mesmo procedimento levado a efeito no plano xy, no caso plano,
estende-se para os demais planos (yz e zx) Ora, dado um volume elementar
dxdydz, a configuragao deformada desse volume pode ser conhecida sabendo-se
o alongamento especifico das arestas dx,dy e dz (trés primeiras das expressbes
(1.51)), juntamente com as variagdes experimentadas pelos angulos retos do triedro
de arestas dx,dy e dz (trés ultimas das (1.63)).
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1.8.1 — Mudanca do sistema de referéncia - Caso Tridimensional

Um dado ponto de uma estrutura experimenta movimentos u, v e w segundo
um sistema de coordenadas Oxyz, conforme se indica na Figura 1.10 a). Por outro
lado, esse ponto experimenta movimentos denominados u,v € w num sistema de
referéncia OXxyz, conforme se indica na Figura 1.10 b). Pois bem, as relagbes

existentes entre tais componentes do mesmo estado de deslocamento do ponto em
consideracéo nestes dois sistemas de referéncia sdo dadas por:

u ;o mg on |lu
Ve=14, m, n,|qV (1.64)
w ;o my | |w

onde /,m e n, /,,m, e n, e {,,m e n, sdo, respectivamente, os cossenos

diretores das dire¢des dos eixos Ox, Oy e Oz segundo o sistema dextrorso original

Oxyz, a exemplo da notacao ja utilizada anteriormente, conforme expresséo (1.20).
A titulo de ilustragéo, conforme Figura 1.10 b), tem-se:

(, =cosa,
m, = cosa, (1.65)
n, = cosa,
y y
TV(x,v,Z) TV -
oy T, >
y
v =
u (lelz) V = ax U
X X
' %
w (XIYIZ) 4 \V_V
z z
z
a) Deslocamentos segundo os eixos b) Mudanga de coordenadas para
coordenados 0 xyz. os deslocamentos.

FIGURA 1.10 — Estado de deslocamentos e transformagoes de coordenadas

sendo a, 0o e o 0s angulos entre o eixo Ox e os eixos Ox,0y e Oz,
respectivamente. Cabe lembrar-se, em tempo, que a inversa da matriz quadrada
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que contém os cossenos diretores, conforme ja mencionado, tem por matriz inversa
a sua matriz transposta.

De acordo com as definigdes expressas em (1.51), no sistema de referéncia
dextrorso Oxyz as componentes de deformagdo sdo dadas por:

_a
X
ov
EV:E
. oW
* oz
_ 1.
T e
Ve y X
ou  ow
Yo = =1+t =
0z OX
N oW
Voo = =1t ——=
=0z oy

Por outro lado, a primeira, por exemplo, das (1.66), tendo em vista a relacéo (1.64),
permite escrever-se:

e ou _ou ou ou

S =—=—/,+—m, +—n 1.67
X ox ox ' oy ' ooz ! (1.67)
visto que:
x_,
OX
oy
——=m 1.68
ox ! (1.68)
0z
_:n1
OX

Ora, no caso em questéao trata-se de fungdes de trés variaveis; assim sendo tem-se
pela regra da cadeia, por exemplo,

ou_oudx dudy e
OX OXOX o0y ox 0z oX

(1.69)
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e, com isso, de (1.69), juntamente com similares correspondentes a 2—! e aa_v_v tem-
X X
se para (1.67) uma nova redagao, ou seja:
£, Zu 0+ %mf +éﬂn12 +(% —j£1m1 +
X
(1.70)
ov oW ou ow
—+—|mn, +| —+—1|{n,
oz oy 0z 0oX
ou, ainda, tendo em vista (1.63):
g = E[1 HEM: +ENT +Y LM Y, L0 Y, mn, (1.71)

Reunindo (1.71), juntamente com as similares relativas as demais
componentes do estado de deformacgéo, tem-se:

S S

Vo Vo, ¢, myon, Y v Lo 4, Ay

2y g 2y =[(, m, n, 2y g, 2y m, m, m, (1.72)
/., m, n n n n

Vﬁ vﬁ € ’ } } vxz Vyz € 1

2 2 z 2 2 z

cuja semelhanga com (1.24) é evidente. Assim sendo, todas as propriedades |a
discutidas valem também no caso do estado de deformacao tridimensional, como
deformacgdes principais reais, diregbes principais de deformagdo ortogonais e
invariantes do estado de deformacao, trocando-se na notagdo as componentes
normais de tensdo o, pela deformagao axial € e as componentes cisalhantes T

pela distorgéo yU/Z.
1.9 - REPRESENTAQAO GRAFICA: CIRCULO DE MOHR

Em primeiro lugar, vale ressaltar que a inteligéncia humana tem mais
facilidade de lidar com imagens, como registra o dito popular de que uma imagem
vale mais que mil palavras. Dessa forma, a busca pela representagao de qualquer
grandeza por meio de uma imagem é sempre desejavel, especialmente para o
estado de tenséo, cuja dimenséo nao permite visualizagao direta.

Para se chegar a representagcdo em questdo, retoma-se, inicialmente, o
expresso em (1.11) com a consideragdo de que o sistema de referéncia Oxy esta
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localizado de tal forma que eixo Ox coincide com a dire¢ao principal correspondente
a tensao principal o, supondo-se o, > 0,, € com isso, tem-se:

0, = 0, COs’ & + 0,5en’a
(1.73)
T, = —(0, - 0,)senacos a

ou ainda uma nova redacgéo, tendo-se em conta a consideragao de arco duplo, ou
seja:

0.+0, 0. -0
o, = —1—*%+—1—=cos2a
2 2 (1.74)
1 =-217% oy
Xy 2

que consiste na equagao paramétrica do circunferéncia mostrada na Figura 1.11.
Em outras palavras, o estado de tensdo pode entdo ser representado pela
circunferéncia indicada, que é chamada de circulo de Mohr do caso plano.

Claramente, a maior tensdo normal o_€ o, , a menor € 0, e o maior cisalhamento

em médulo (o, - 0,)/2.

FIGURA 1.11 - Circulo de Mohr
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Do mesmo modo, existe também a representagao do estado de deformacgao
por meio do correspondente circulo de Mohr, trocando-se a tensdo normal pela

deformagéo axial € e o cisalhamento T pela distor¢cao yij/2.

A representacao grafica do estado tridimensional pode ser obtida tomando-
se o sistema de referéncia coincidente com as diregcdes principais assumindo-se

0, > 0, > 0,, e tendo-se em conta o expresso em (1.21) com eliminagao do termo
de area dS, ou seja:

1:>< O1£1
t, =o,m, (1.74)
t, = o3,

que sdo componentes da mesma forga dada pelas componentes o, T,; € Ty como
ilustrado na Figura 1.6 b). Assim, tem-se a igualdade:

trti+t2 =0 +om + 0 =02 + T2 4T =0? + T (1.75)
X y z 11 21 31 X Xy Xz
na qual:

0=0_

. 1.76
T=JT%+T§7 ( )

sendo que a ultima de (1.76) vem a ser o cisalhamento resultante na plano
perpendicular ao eixo OX.

A expressao (1.23), tomando-se também sistema de referéncia coincidente
com as diregdes principais, permite, por sua vez, escrever:

—a =/ 2 2
0 =0, =0,/] +0,m] +a,n (1.77)
Finalmente, o fato de se considerar que /,,m, e n, sGo componentes de um

versor, juntamente com (1.75) e (1.77) permite formular a seguinte equacgao
matricial:

—_
—_
—_
[
[N N}
—_

no
L)
no
o

=10° +T° (1.78)

- N
N

cuja solugao fornece:
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_ T° + (0 - 0,)(0 - 0,)

2
(01 - 02)(01 - 03)

1

2o T +(0-0,)(0-0,)
2 =
(02 - 03)(02 - 01)
2 _ T° +(0-0,)(0-0,)
1 (03 - 01)(03 - 02)

(1.79)

Por outro lado, como o, > 0, > 0,, a primeira de (1.79) permite escrever:
T +(0-0,)(0-0,)>0 (1.80)

ou ainda:

2 2
Coio-222%) 5| %225 (1.81)
2 2

indicando-se que o ponto dado pelas coordenadas ¢ e T situa-se fora do circulo
definido por o, e o,, como mostrado na Figura 12 a).
A segunda de (1.79) seguindo-se raciocinio similar resulta:

2 2
Calo-"% ] [5% (1.82)
2 2

indicando-se que o ponto referente ao estado de tensdo em questéo fica dentro do
circulo definido por o, e 0,. A Ultima de (1.79) resulta:

2 2
Cilo-0"%] 5[5 % (1.83)
2 2

indicando-se que o ponto correspondente fica do lado de fora do circulo definido por
o, e 0,. Reunindo-se tais resultados conclui-se entédo que os pontos referentes ao
estado triplo de tensao ficam sempre na regido hachurada na Figura 1.12 b).

Vale finalmente assinalar que o estado de deformagdo também pode ser
representado por um circulo de Mohr similar ao da Figura 1.12 b), pelas razdes ja
mencionadas no exame do caso duplo de tensao.
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TA
o

1 G ~,

; >1

. N 2

a) Situagdo (,>1
AT Estado de
tensao

G; G, O, -
0)

b) Lugar geométrico do estado de tensao
FIGURA 1.12 —Circulo de Mohr: Estado Triplo

1.10 - RELAGOES ENTRE AS COMPONENTES DO ESTADO DE TENSAO E AS
DO ESTADO DE DEFORMACAO - LEI DE HOOKE

Segundo os historiadores, por volta do distante ano de 1676, o grande
pensador Robert Hooke enunciou uma classica lei, que leva o seu nome, de acordo
com a qual as deformagdes acontecem na mesma proporg¢ao que as tensées. Assim
sendo, admite-se, portanto, que existe entre as componentes desses dois estados
de tensdo uma relagao linear envolvendo uma matriz contemplando constantes que
dependem, naturalmente, do material em consideracdo. No caso tridimensional
tem-se entdo em notagao matricial portanto o expresso em (1.84).

Em primeiro lugar, vale assinalar que a matriz de constantes em (1.84) &
simétrica em decorréncia do Teorema de Maxwell, assumindo-se que 0 processo
da deformacgao ocorre nos termos do principio da Conservacao da Energia. Esse
tema sera melhor esclarecido mais adiante na abordagem da energia de
deformacgao, que consiste na energia envolvida no processo da mudanga de forma,
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12 15 16

22 25 26

%) (1.84)

46

35

42 45

va
Y, 52 55
Y

N

O 0o 0O 0 0O 0

C

C
32 G

C

C

C

O o 0o 0 0O 0
O o 0o 0o 0O 0

T
56 || T
62 65 66 |T

yz yz

assumindo-se que esse processo é conservativo, ou seja, que a energia em jogo so
depende dos estados iniciais e finais, ndo sendo influenciada pelo historico
intermediario. Assim sendo, o numero de constantes independentes passa a ser 21

(21=3+6x6/2), e esse é o caso do material denominado anisétropo

(comportamento diferente em diferentes dire¢des), ou material do tipo Green, no
qual, por exemplo, tensdo normal provoca distorcdo, e cisalhamento provoca
deformagao axial; sem contar igualmente que o cisalhamento num plano provoca
distorgbes nos outros planos. Vale assinalar também que as constantes de (1.84)
tém, naturalmente, dimensao de unidade de area por forga.

O material de comportamento mais simples é o denominado isétropo (mesmo
comportamento em todas as diregdes), envolvendo apenas duas constantes
independentes, e mais que isso, sao elas invariantes; ou seja, em qualquer dire¢gao
essas constantes ndo se alteram. A matriz de constantes nesse caso é
classicamente assim redigida:

[1/E —v/E —v/E 0 0 0
1E  -v/E 0 0 0
1/E 0 0 0
21+Vv)/E 0 0 (1.85)
sim. 2(1+ v)/E 0
I 2(1+ v)/E]

sendo E o mddulo de elasticidade e v o coeficiente de Poisson.
Para evidenciar a natureza tensorial de quarta ordem da grandeza em
questao e simplificar a exposigéo, considere o caso plano, ou seja:

€, 1E  -v/E 0 o,
e, (=|-VE TE 0 o, (1.84)
Yy 0 0 2(1+V)/E T,

levando-se em consideragdo o expresso em (1.11) e (1.59) em nova redagéo, ou
seja:
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g, =00 20,0, o,
o, = m: m 2mm, g,
" _£1m1 ,m,  Lm, +£,m, Ty
(1.85)
2 2
€, > £ L., &
g, = m? m? mm, g
Vs _2£1m1 20,m, (m, +/{,m, Yo
e, com isso, 0 expresso em (1.84) permite redigir:
2 2
> 05 0.0, £
2 2
m: m; m,m, £
20m, 20,m, [m, +/,m, Vo
- / (1.86)
VE -v/E 0 o 20,0, o,
-v/E 1E 0 m: m 2mm, o,
0 0 21+ Vv)/E|¢m, ¢,m, £m,+(,m, T,
podendo-se verificar entdo, apos trabalho algébrico de certa monta, que:
: ¢m3 - £,mim, cem, —6mo o emm, -0 0ms
¢mim, — 0,m? Gm, - 2em, Lemi - Zmm,
(€1m2 - £2m1) 20, mim, —20mmz  20.05m, = 20,02m,  £5ms — 02m?
I ] I (1.87)
E -v/E 0 ;o 20, E -v/E 0
-v/E 1E 0 m> m: 2mm,|=|-v/E TE 0
0 0 21+ v) rm om, m, 0 0 2(1T+v)
L E- ] +0,m, | L E

mostrando-se que, na mudanca do sistema de referéncia, no caso do material
isétropo, as constantes em aprego néo se alteram, mas os cossenos diretores agora
estdo presentes nas matrizes de (1.86) de forma quadratica, e nao mais linear como
em (1.24) e (1.72), mostrando que a matriz de constantes da Lei de Hooke sdo um

grandeza tensorial de quarta ordem.

O proximo material em complexidade de comportamento € o denominado
material monoétropo, indicado para representar material formado por camadas
planas (tipo folheado), como € o caso de barragem de terra compactada por
camadas. Com o eixo Ox transversal as camadas a matriz de constantes fica:
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‘1/E —v/E -v,JEL O 0 O
VE -v,JEE 0 0 0
”E, 0 0 0 (1.88)
G 0 0
sim. G, 0
_ 16,

na qual E é o modulo de elasticidade das camadas no seu plano, v o coeficiente
de Poisson correspondente, E, o médulo de elasticidade transversal as camadas e

v, o coeficiente de Poisson correspondente,

G= E
2(1+ V)

(1.89)

e a quinta constante G, € o médulo de elasticidade transversal na dire¢géo normal

as camadas. Vale ressaltar que, para esse material, a mudanca do sistema de
referéncia ja resulta matriz de constantes ndo nulas nas 21 posicoes.

Materiais ortétropos € a denominag¢ao dada quando o numero de constantes
elasticas independentes € igual a 9. Nesse caso existe uma simetria de
comportamento segundo os trés planos ortogonais entre si. A matriz de constantes
elasticas tem, entdo, o seguinte aspecto

‘VE, -v,JE, -v,JE, O 0 0]
Ve, -v,E;, 0 0 O
”E, 0 0 O
(1.90)
16, 0 0
sim. G, 0
1/G,

Cabe ser notado que, no caso desses materiais, tensdes cisalhantes
segundo um dos planos de simetria ndo promovem distor¢cdo segundo os outros

planos, ou seja, por exemplo, que a tensdo de cisalhamento T, nao promove

distorgdes y,, e v ,. Todavia, como no caso do material monétropo, a mudanca do

sistema de referéncia resulta matriz de constantes com termos também nao nulos
nas 21 posigdes.

A respeito da relagdo (1.89) cabe um esclarecimento. Em primeiro lugar,
tomando-se como basico o sistema de referéncia Oxyz segundo as diregdes
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principais, o estado de deformacédo fica entdo definido envolvendo apenas duas
constantes. Assim sendo o modulo de elasticidade transversal pode, em principio,
ser uma combinagdo dessas duas constantes. Essa combinagdo expressa em
(1.89) pode ser obtida como segue. A tensdo de cisalhamento e a distor¢cao

correspondente, por exemplo, T € Vi NUM dado plano do sistema de referéncia
O__, tendo em vista (1.24) e (1.72), ficam:

vz’

Ty = oll,+ g,mm, +a0,nn,

1 (1.91)
Vg = §(£X£1£2 +€mm, + szn1n2)

Pois bem, a primeira das (1.91), tendo em vista a lei de HOOKE para material
is6tropo, passa a escrever-se

) %(o‘x — V(O'y + Oz)f1f2 +%(0y B V(OX " Gz)m1m2 (1.92)

Xy
+E(OZ - v(oy + ox)mn2

ou, ainda, arrumando os termos:

o
X y
(6162 —-vmm, — vn1n2) + ?(—v€1£2 +mm, — vn1n2)

Q

E (1.93)
o-Z
?(—vf1£2 —vmm, +nn,)

Acrescentando, agora, termos nulos nas parcelas do segundo membro da
expresséo (1.93), ou seja, —V(¢,/, — £.(,) na primeira parcela, —v(mm, —mm,) na
segunda e —v(nn, —nn,) na terceira, tem-se:

_OX
?((1 + V)L, = (L0, +mm, + n1n2))
o

Yy =2 +?y((1 +v)mm, = V(£,(, + mm, +npn,)) (1.94)

+%((1 +vnn, — V(£ L, + mm, + n1n2))

onde os termos com v em evidéncia sado nulos, pois tratam-se do produto escalar
de versores ortogonais. Assim, tem-se entéo:
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B 2(1+v)0 0 2(1+v)O mm, + 2(1+v)O nn,
Xy E X E y E z

(1.95)

e, com isso, tendo-se em vista a segunda das (1.91) verifica-se, facilmente, a raz&o
da relagdo apontada em (1.89), e também ja explicita em (1.85).

Resta ainda registrar que o coeficiente de Poisson de para que o material na
deformacgao nao venha a gerar energia (material instavel) deve ser maior que 0.5, e
de modo a nao violar a consideragao de isotropia ndo deve ser negativo. Senao,

vejamos. Considere-se o caso do estado de tensdo principal o, = -p, com
confinamento o, = 0, = —p, , supondo-se ¢, =&, = 0 (confinamento), de modo a
nao haver alteracado da secéo transversal no plano 2 — 3. Assim sendo, tem-se:

1
g, =¢ = —E(p1 +V(p, +p)) =0

indicando-se que o coeficiente de Poisson ndo pode ser negativo, pois nesse caso
a tensdo de confinamento seria de tragao! Por outro lado:

81=_B 1-2y_Y __p205-v)(1+vV)
E 1-v E 1-v

Indicando-se que, para coeficiente de Poisson maior que 0.5 o processo da
deformagédo gera energia, pois a deformagéoe, passa entdo a ser alongamento,

algo ndo compativel com material dito estavel.

Vale também registrar que, para materiais anisétropos, tomando-se por
referéncia as dire¢des principais de tensdo, o estado de deformagao fica definido
por apenas 15 constantes; aparentemente indicando que as outras 6 constantes
sdo combinacdo dessas 15 constantes. Sucede que, para uma nova orientagéo do
sistema de referéncia a transformagédo da matriz de constantes (tensor de quarta
ordem) vai envolver aquelas 6 constantes. Com isso, as constantes para material
anisotropo séo entdo em numero de 21 como ja mencionado. No caso do material
isétropo, conforme (1.91) a (1.95) as constantes envolvidas no cisalhamento e
distorcédo se isolam e s&o invariantes, valendo também para as diregcdes principais.
Claramente, como deve ser esperado, nao é facil lidar com tensores de ordem alta.

1.11 - EXEMPLOS DE APLICAGAO

Apresentam-se, no que segue, dois exemplos de aplicagdo, onde se chama
a atencgao para aspectos ligados a utilizagao das expressdes desenvolvidas.

Contudo, é oportuno apresentar antes as chamadas formulas de CARDAN,
que consistem numa maneira exata e expedita de se expressar as raizes de uma
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equacao do terceiro grau. Como nos casos abordados as raizes sao reais, dada a
natureza do problema, grandes simplificagées podem ser conseguidas.
Dada uma equacgéo do terceiro grau do tipo candnico:

x> +ax* +bx+c=0 (1.96)

as raizes podem ser expressas por:

X,=y,-a/3
X,=Yy,-a/3 (1.97)
X;=y;—-a/3

Por outro lado, sabendo-se que as trés raizes sao reais, tém-se:

y, = 23/p cos(8 / 3)
y, = 2/p cos((2m - 6) / 3) (1.98)
y, = 23/p cos((2m + 6) / 3)

onde:

p =R +Q° (1.99)
0 =arc.tg.(Q /R)

sendo:

i - (1.100)
_ | tya _p2
Q_\/27(3 b] R

com a,b e ¢ tomados com sinal conforme (1.96); sendo necessario tomar cuidado

com os sinais desses coeficientes. Cabe apontar, além disso, que o arco 6 pertence
ao primeiro quadrante no caso de R positivo e ao segundo em caso contrario (essa
observacgao diz respeito a posigdo do numero complexo no plano de Gauss).

1.11.1 — Primeiro exemplo de aplicagao

Num dado ponto da superficie de uma estrutura foram medidas, com
extensbmetros elétricos de resisténcia as deformagdes em trés dire¢des, conforme
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ilustrado na Figura 1.13 (roseta equiangula), sendo encontrados ¢, =102,

g, = 107 e g, =-1 0. Pede-se determinar as deformacdes principais e as direcdes

onde ocorrem. Trata-se, naturalmente, de um estado plano de deformacgao.
No sistema de referéncia adotado (vide Figura 1.13), das componentes do
estado de deformagéo s6 se conhece uma, ou seja:

g =€ =-10"

FIGURA 1.13 - Disposi¢coes de medidas das deformagoes

sendo desconhecidas as componentes € e y . Todavia, tendo-se em vista a
expressao (1.47), tem-se:
g, =107 = ¢, cos® T (“10%)sen? X & Y, sen cos X
6 6 Y6 6

g, =107 = ¢ cos’ Bl + (=1073)sen? Sl +Y, sen5—nc055—1T
6 6 y 6 6

ou seja

107 = 0.75¢, — 0.25x107° + 0.433y,,
107 = 0.75¢, — 0.25x107 - 0.433y,,

Resolvendo vem:

g, =1.67x107
y,, =00

De posse dos valores das componentes do estado de deformagdo no sistema de
referéncia adotado ou seja, £, = -107, ¢ =1.67x10" e y, =0, tem-se:
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1.67x107 - 107 1.67x107 + 107
€ = 5 + 5

2
J =1.67x107°

1.67x10° - 107 1.67x10% +107 3
g, = 5 - > =-10

e de (1.49) tem-se:

;(0.0)
9% = 6707 —(-107)
1(O.O)
tg.a, 2 =indeterminada

T 102 - (<1079

ou seja a, =0 em primeira determinagdo, significando que a diregdo principal
correspondente a €, = 1.67x107 é coincidente com a do eixo Ox . Por outro lado,
como a diregao principal correspondente a €, = ~107* é perpendicular, tem-se que
ela coincide, naturalmente, com a do eixo Oy. No caso desse exemplo, pelo fato
de se ter Yy = 0 sabe-se, de inicio, que os eixos Ox e Oy ja séo os principais; por
definicao.

1.11.2 - Segundo exemplo de aplicagao

Num dado ponto de uma estrutura sdo conhecidas as componentes do
estado de tensdo em N/ cm?, ou seja:

o, Ty, T, 3x10° —4x10° 5x10°
o T |= 7x10°  2x10°
sim. o sim. 8x10°

z

Pedem-se, em primeiro lugar, as tensdes principais e as diregdes onde ocorrem; e
em segundo lugar, sabendo-se que se trata de material elastico, linear e isétropo,
com E =2x10'N/ cm® e v = 0.3, pedem-se as deformacdes principais.

Pois bem, de (1.28) tem-se:
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3x10° -0, —4x10° 5x10°
det.| —4x10*  7x10° -0, 2x10° =0
5x103 2x10° 8x10° — o,

ou seja:

o) —1.8x10°a% - 56x10°0, +227x10° = 0

2 -
De acordo com a forma candnica (1.27) tém-se, entao:

a=-18x10°
b = 56x10°
c =227x10°

e, com isso, de (1.100) tém-se:

2(-18)°

R

9
_10° [5.6(—18) 07

= -0.0655x10"
2 3

3
3
Q= 109\/%[(138) - 5.6] —(-0.655)* = 0.0303x10"

Com esses valores, de (1.99) tém-se

p= 109\/(—0.655)2 +(0.3030)* = 72.2x10°
0.303

-0.655

0 =1552° » -24.8°

tg0 = = -0.4626

Finalmente, de (1.98) tém-se:

0
y, = 2x10°3/0.0722 cos[1 553’2 J = 5160N / cm?

0o 0
y, = 2x10°3/0.0722 cos[360 31 232 ) = 3080N / cm?

0 0
y, = 2x10°3/0.0722 cos[%o +3155'2 ) = —8240N / cm?
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e de (1.97) tém-se as trés raizes (-a / 3 = 6000):

g, =11160N / cm?
o, = 9080N / cm’
0, = —2240N / cm?

gue sao naturalmente, as componentes de tensao nao nulas nas direcdes principais.
Por sua vez, a diregdo correspondente a tenséo o, = 11160N / cm® pode ser

encontrada, tomando-se, por exemplo, n: =1 em (1.27). Com os valores em
questao tem-se entéo:

3000 - 11160 —4000 ¢, | [-5000
—-4000 7000 - 11160 | |m; ~ |-2000
encontrando-se, pois:

0, =0.713
m, = -0.205

Todavia, em termos do versor dessa diregao, tem-se

0, = 0.713 = 0573
J0.713% +0.2052 + 1

m, = —0.205 ~ _0.165
J0.713% + 0.2052 + 1

n ! = 0.803

1

07132 + 02057 + 1

De maneira similar, para as tensdes 0, = 9080 e 0, = -2240 encontram-se as
seguintes diregdes, respectivamente:

¢, =-0271
m, = 0.885
n, = 0.378
¢, =-0773
m, = —0.435

n, = 0.462
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Cabe, todavia, comentar que os versores correspondentes as diregdes
principais resultam, em termos numéricos, praticamente ortogonais. Chama-se a
atencao para esse fato no sentido de alertar para a "sensibilidade" numérica veri-
ficada na determinacédo dos autovetores (a precisao dispensada na determinagao
dos autovalores o,,0, e g, sofre redugdo na determinagéo dos auto-vetores).

A segunda questdo levantada tem resposta imediata, porquanto a lei de
Hooke permite escrever-se, com (1.85):

1

g, = ———(11160 — 0.3(9080 — 2240)) = 4.55x10™*
2x107
—— (9080 - 0.3(11160 — 2240)) = 3.20x10™*
2x10’
g, = L(—224o - 0.3(11160 + 9080)) = —4.16x10™*
b2x107

lembrando-se, outrossim, que, no caso do material em apreco, as diregcdes
principais de deformacao sdo as mesmas das de tensoes.

1.12 - Energia de deformacao

A Figura 1.14 a) ilustra a componente de deformacéao €, correspondente a

componente de tensao a,. A Figura a.14 b) exibe o grafico O, XE, representando o

comportamento linear decorrente da Lei de Hooke. Nesse processo o trabalho
realizado vale:

o, dxdydz (1.101)

yc22

dT, = %(cydxdz)sydy = %oysydxdydz = %0

Pois bem, considere-se agora, que depois de aplicada integralmente a
componente de tensao o, aplica-se a componente de tensao T ,, que produz

segundo a Lei de Hooke as deformagdes:

£ =C.T
y o oTH (1.102)
sz = CSSsz

valendo assinalar que a deformag&o na dire¢cdo y indicada ne primeira de (1.102)
ocorre em superposi¢cao a deformacéo provocada pela aplicagdo anterior de a,.



Sy e
b) ¢) Trabalho de cisalhamento

FIGURA 1.14 Energia de deformacgao

A Figura 1.14 c) exibe a configuragao de deslocamento provocada pela agao
da componente de tensdo T . O trabalho desenvolvido nessa fase de

carregamento fica entdo:
dT, = (0,dxdz)(c,sT,,dy) + %(szdxdy)(cssTXZdz) (1.103)

uma vez que ao acontecer na diregdo Oy a deformac&o provocada pela aplicagao
da componente 1, aforga oydxdzjé estava totalmente aplicada, mas a deformacéao
provocada pela componente de deformagéo T , cresce linearmente com ela (dai o

fator 1/2 na sua parcela). O trabalho total envolvido nessa historia de carregamento
fica entéo:
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0,C,,0,dxdydz + 0 T, .C dXdde+1T C..T _dxdydz (1.104)

y “xz 25 ) xz =55 " xz

dT =dT, +dT, =%
Invertendo-se a sequéncia, primeiro aplicando-se totalmente a componente

de cisalhamento T,, e depois a componente de tensdo o, , o trabalho total resulta:

dT = %oyczzoydxdydz +0,T C,,dxdydz + %szc dxdydz (1.105)

Xz 55T><z

verificendo-se que os unicos parametros diferente nos dois casos sao as constantes
C € C, que devem ser iguais assumindo-se que a energia no processo de
deformagao seja conservativa, ou seja, independente da histéria considerada.

Procedendo-se de modo analogo com as demais componentes conclui-se
que:

c =c. (1.106)

que consiste no conhecido teorema de Maxwell, j& mencionado.

O trabalho total quando todas as componentes de tensao sédo aplicadas pode
ser avaliado considerando-se que todas as componentes de tensdo crescem
simultaneamente e na mesma proporgao, da posi¢cao de repouso até a posicao final.
Dada a natureza linear da Lei de Hooke, nesse caso as deformagdes
correspondentes crescem também linearmente, e com isso o trabalho total
envolvido permite redigir:

dT 1
U, = dxdydz = E(oxsx +0€ +0.E +T YV, +T.V,+ Tyzyyz) (1.107)

que consiste na expressao da energia de deformacao especifica (energia por
unidade de volume). Vale assinalar que o expresso em (1.107) é invariante, ou seja,
nao se altera com a mudanga do sistema de referéncia, pois energia é uma
grandeza escalar, e esse fato pode ser facilmente verificado no caso plano, ou seja:

O& +O0E +T, VY, =08 +0E +T Y, (1.108)

tendo-se que de (1.11) e (1.56) resulta:
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0, = 0,7 +2T, m/(, +0,m]

Ty = ol.l,+ 'rxy(m1€2 +myl.) + o,mm,

0, = 0,05+ 2T, m,/, + 0,m;

g = &7 +Y,,mL, +&m; (1.109)

—g /2 2
€ =005 +Y, My, + €M,

Vi = ZLEX&KZ + %(m%z +m,0) + sym1m2]

e, com isso, (1.108) pode ser verificada, apés manipulagdes algébricas de alguma
monta, tendo-se em conta que a ortogonalidade dos autovetores implica em:

005 =1

Lm, +£,m, =0

m? +m: =1 (1.110)
(02 + )M +m3) =1

etc.

A energia de deformacao expressa em (1.107) considerando-se as diregdes
principais de tenséo fica:

U

0 :%(o1s1+0282+03£3) (1.111)
Por outro lado, tendo-se em conta a deformag&o meédia, ou seja:

€, =%(£1+£2+53) (1.112)

e definindo-se novas deformagdes como sendo:

g =¢, +E&
€ =€ +E, (1.113)
g, =€ +§&

o expresso em (1.111) ganha uma nova redagao, ou seja:
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U

0=%WHO[HU%+%wg+%%+%%) (1.114)

sendo que a primeira parcela da energia de deformagdo especifica pode ser
entendida como sendo a parcela da energia referente a expansao volumétrica e a
segunda conhecida como energia de distor¢cao. No caso de material isotrdpico,
apos operagodes algébricas, a segunda parcela de (1.114) se exprime:

T+v

(0, = 0,7 +(0, - 0,)" + (0, - 0,)) (1.115)

que consiste na grandeza envolvida na definigdo do critério de V. Mises para a
resisténcia do aco, por exemplo.
Uma outra relagdo importante decorre do expresso em (1.107), qual seja:

Yo g (1.116)
O, '

mostrando que a variagao (derivada) da energia especifica de deformagao em
relagdo a uma componente de deformacgao resulta na correspondente componente
de tenséao.

Para materiais isétropos mais gerais, a Lei de Hooke pode ser expressa
segundo (1.116) em termos da energia especifica expressa por:

A+ 2G 0 +2m 3

B —2ml), +nl, (1.117)

U. =

2
0 17+ 2Gl, +
onde /,m e n sao os chamados coeficientes de Murnaghan para o caso da relagao
entre tensGes e deformagdes de ordem superior, e |,,l, e |, sdo os invariantes do

estado de deformacgdo que, no caso das diregdes principais de deformacao sao
dados por:

l, =€ +¢&, +g
|, = €&, + €& + &8, (1.118)
l, = €88,

valendo-se assinalar que as constantes do material iso6tropo s&o entdo invariantes
do tensor de quarta ordem da Lei de Hooke.

Uma maneira mais direta de se formular tensores cartesianos € a seguinte.
Iniciando-se com uma fungdo escalar @(x,y, z), denominada tensor de ordem zero,

suas derivadas parciais em relacao as trés variaveis formam entéo o vetor:
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@,
®, (1.119)

®,

contendo-se, pois, trés componentes. As derivadas parciais das componentes do
vetor (1.119) resultam, por conseguinte, em nove componentes, mas devido a
igualdade das derivadas mistas, o numero de componentes cai para seis, que
consiste no tensor de segunda ordem. Procedendo-se com a derivagéo parcial das
componentes do tensor de segunda ordem obtém-se as componentes do tensor de
terceira ordem, e assim por diante.
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2 - ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL
2.1 - INTRODUGAO

No estudo elementar da Resisténcia dos Materiais o comportamento das
estruturas é descrito a partir de hipoteses plausiveis quanto a distribuicdo das
tensdes ou das deformacgdes, como, por exemplo, no caso da flexao de barras, onde
se admite que secbes planas permanecam planas na deformacdo por flexao
(distribuic&o linear das deformagées). E bem verdade que tais hipéteses conduzem
a resultados muito préximos da realidade na maioria dos casos da pratica; contudo,
bastantes numerosos sdo também os casos nos quais aquelas hipoteses conduzem
a resultados muito incorretos, e, além disso, resultados até comprometedores com
relagdo a segurancga.

No modelo matematico da elasticidade as tensdes e as deformacodes
resultam da integracdo de sistemas de equacgdes diferenciais obtidos a partir de
hipéteses de continuidade, acrescidas da consideragao de relagdes lineares entre
tensdes e deformacgao (Lei de Hooke). As hipoteses de continuidade podem ser, a
primeira vista, contestadas tendo-se por base a descontinuidade da matéria, que &
constituida, como se sabe, por particulas elementares; porém as dimensdes dessas
particulas sédo tao reduzidas que ndo comprometem em nada os resultados. Por
outro lado, a linearidade entre as tensdes e deformagdes nem sempre é respeitada
pela maioria dos materiais empregados na pratica. Contudo, mesmo nesses casos,
a elasticidade pode fornecer algumas indicagdes de interesse, ou, pelo menos,
constituir ponto de partida para uma analise mais rigorosa.

Por ultimo cabe assinalar que a consideragcdo de se tratar de estruturas
sujeitas a pequenos deslocamentos (ou seja, a ordem de grandeza dos
deslocamentos € muito menor que a ordem de grandeza das medidas geométricas
caracteristicas das estruturas) permite grandes simplificagbes (teoria linear). Essa
consideracdo provém de constatacbes da pratica, porquanto, mesmo nas
vizinhangas do colapso, as estruturas, de um modo geral, ndo apresentam
deslocamentos significativos em relagdo as suas medidas geométricas ca-
racteristicas (o alongamento de uma barra tracionada na iminéncia do colapso é
muito menor que o comprimento original).
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2.2 - COLOCAGAO DO PROBLEMA ESTRUTURAL

Considere-se, de inicio, a estrutura mostrada na Figura 2.1a), onde se
considera nao haver solicitagdo de qualquer natureza. Sob efeito de uma solicitagcao
genérica, a estrutura em tela altera a sua forma, que, de maneira exagerada, ilustra-
se na Figura 2.1b). Pois bem, nessa situagao dois pontos, P e Q, ocupam, na

posicdo deformada outras posicdes, P' e Q'. Assim sendo, supondo-se haver con-

tinuidade antes e depois da deformacgéo pode-se afirmar que existem duas fungdes
continuas u(x,y) e v(x,y) que descrevem os movimentos dos pontos da estrutura

no caso plano, e u(x,y,z), v(x,y,z) e w(x,y,z) no caso tridimensional. Tais
fungdes, u e v no caso plano e u, v € w no caso tridimensional, sédo as
componentes do denominado estado de deslocamento.

Q
h dy ||
dx
y|—r
4 777
X
a) Estrutura em repouso b) Estrutura sob efeito de solicitagdes

FIGURA 2.1 - Estrutura original e deformada

Outro acontecimento nesse fendbmeno da deformacgao que merece destaque
diz respeito a medida da deformacao. Nesse propdsito, convém analisar de perto o
que sucede com um retangulo elementar de lados dx e dy. Pois bem, na situagéo
deformada, conforme se exagera na Figura 2.1b), o retangulo elementar estd com
uma configuragdo de paralelogramo (dx e dy sdo comprimentos elementares e,
por conseguinte (continuidade) dx + Adx e dy + Ady sdo também elementares; dai

a consideracgao de lados retos e paralelos na situagao deformada), cujos lados séo
diferentes dos do retangulo original, e os angulos deixam de ser retos; isso num
caso genérico. Assim sendo, para se definir a configuragdo deformada torna-se

necessario o conhecimento de trés parametros, ou seja, distor¢céo Y, ©

alongamentos Adx e Ady no caso plano; e seis parametros no caso tridimensional,
como ja visto no capitulo anterior. Por comodidade, adotam-se, como ja visto
também no capitulo anterior, no lugar de Adx e Ady os pardmetros adimensionais
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€ = Adx/dx e g = Ady/dy a exemplo da distor¢cao Y,y - Disso tudo se percebe que
entra em cena o denominado estado de deformagéo, cujas componentes ¢ , € €
Vs sdo os parametros que quantificam, de modo adimensional, a deformacao

ocorrida em cada ponto, ou seja, € € €Y, sao fungdes continuas das variaveis

o
X €y no caso plano, conforme ja oportunamente mencionado no capitulo anterior.

Por ultimo resta saber-se das interagdes, agdes a reagdes, que aparecem na
estrutura quando da solicitacdo. Convém relembrar-se das condi¢cdes de equilibrio,
ja mencionadas no capitulo precedente, onde se evidencia a necessidade de trés

parametros o, o,e T, ,no caso plano, para caracterizar as condigdes, sob as

quais um cubo elementar fica em equilibrio. Com isso verifica-se a existéncia de um
estado denominado de tens&o, cujas componentes s&o aqueles parametros
mencionados.

Pelo exposto verifica-se, faciimente, que o problema estrutural, ou estudo do
comportamento da estrutura, consiste na busca das componentes de trés estados,
quais sejam, estado de deslocamento, deformacgéao e tensdo, obedecidas, ainda, as
condi¢des de contorno. Assim sendo, no caso plano tem-se um total de oito funcdes

incognitas que séo u, v, € , €, Vyr 00,8 T, . No que se segue buscam-se as

X )
oito relagcdes necessarias, de modo a se ter um sistema de equacdes compativeis
com tal numero de incégnitas.

2.3 - RELAGOES BASICAS DA ELASTICIDADE PLANA

Pelo exposto no capitulo anterior tém-se ja, de inicio, seis relagbes entre as
componentes dos estados envolvidos no problema estrutural, ou seja, trés relagdes
entre as componentes do estado de deslocamento e o de deformacao:

ou

€ = —

D)4
ov

syzg (2.1)
Y

Yooy ox

e mais trés relagdes entre as componentes do estado de deformacéo e as do de
tensdo, expressas pela classica lei de Hooke, que, no caso plano de tenséo, ou

sejaio, =T, = T, = 0, sédo dadas por:



g, 1 1T —v 0 g,
€ (= T -v 1 0 o, (2.2
Yy 0 0 21+v) T,

e que, no caso plano de deformagéo: €, =y , = Yy, = 0, sao dadas por:

£, 1-v  —(1+ V)V 0 g,
g, 1= % —(T+v)v 1=V 0 o, (2.3)
v 0 0 201+ ||t

Xy Xy

restando saber, agora, das duas relagbées que ainda faltam para completar as oito
necessarias. A proposito, as condicdes de equilibrio em forgcas ndo foram ainda
utilizadas, pois ao nivel das tensdes constituem expressdes redundantes (tensdes
em faces opostas sao iguais e opostas).

2.3.1 - Equagoes de Equilibrio

Em resposta a especulagao colocada, estudam-se, agora, as condigdes de
equilibrio em forgas (em momento conduz ao resultado preconizado pelo Teorema
de Cauchy); todavia, visto que ao nivel de tensbes tratam-se de condi¢des
redundantes, a atengdo é agora voltada para os infinitésimos de ordem superior;
com isso devem-se considerar também as forgcas volumétricas.

A Figura 2.2 mostra um elemento infinitesimal, de lados dx e dy, sujeito, no

ponto P, ao estado de tens&o, cujas componentes séo o, oeT,. Por outro lado,
na face distante dx do ponto P as componentes ¢ e T, sdo incrementadas de
seus diferenciais segundo a variavel x, e na face distante dy as componentes o,

eT, recebem incrementos diferenciais segundo a variavel y. A for¢a por unidade

de volume apresenta componentes X e Y, respectivamente, segundo 0s eixos
coordenados Ox e Oy . A espessura é simplesmente designada por dz, no sentido
de se ater ao carater elementar, porém, tratando-se de um caso plano, tal dimensao
e comum as faces onde agem as componentes de tensdo em jogo no equilibrio,
podendo, pois, ser substituida até pela unidade.
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T espessura dz
0 X X
Oy

FIGURA 2.2 — Diferenciais de tensao

O equilibrio de forgas segundo o eixo Ox e Oy é expresso, respectivamente,

por (vide Figura 2.2):

ot W

o,dydz — T, dxdz + [Txy + dyJ dxdz +

(ox + aaox dx) dydz + Xdxdydz =0
X

ot

o,dxdz - T _dydz + (Txy + PV

- dx} dydz +
00
{oy + EydyJ dxdz + Ydxdydz = 0

ou, ainda, excluindo-se os fatores comuns:

ot
%+—XV+X:O
OX oy
oo, Ot
—2L+—24+Y=0
oy OX

(2.4)

que consiste nas duas relagdes que faltavam. Cabe assinalar que tais relacbes
exprimem condi¢des no que respeita as derivadas das componentes do estado de
tensdo, que, em principio, sdo tensores de terceira ordem. Todavia tais relacbes
sao vetoriais, e assim, a combinagao dos tensores de terceira ordem devem resultar
em grandeza vetorial. O equilibrio expresso em (2.5) ganha a seguinte redagao num

outro sistema de referéncia:
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0T, —
%+a—f’+X:O
x (2.6)
0o. 0T _
2L +—24+Y=0
oy OX

e isso pode ser verificado com base nas relagdes (1.4) e (1.11) apresentadas no
capitulo anterior, resultando para (2.5) depois de algumas operagdes algébricas:

o ot 0o ot
€1[ O +—W+X}+{E”+a—xy+Y}€2 =0

OX oy X
5 5 5 (2.7)
T o T
m, 90, +—L 4+ X[+ —=L+—+Y|m, =0
OX oy oy OX

indicando-se a equivaléncia entre o equilibrio expresso em (2.5) e em (2.6), visto
gue os cossenos diretores ndo sao nulos simultaneamente.

2.3.2 - Equagdo de Compatibilidade

As componentes do estado de deformagéo, ¢ , € €Y, sao, naturalmente,

parametros independentes; contudo, convém ser observada a natureza das
relagdes (2.1), onde as trés componentes do estado de deformacgéo (parametros
independentes) sao definidas em termos de apenas duas fungdes (componentes do
estado de deslocamento); por conseguinte deve-se esperar alguma relagao ao nivel
de derivadas daquelas componentes que amarra, por assim dizer, tais
componentes, uma vez que se relacionam com as duas componentes do estado de
deslocamento (em resumo, trés parametros independentes derivados de apenas
dois!). Pois bem, especulativamente devem-se esperar também relagcdes dessa
natureza entre as componentes do estado de tenséo.
Com efeito, as relagdes (2.1) permitem que se escreva:

o€, a_z(auJ o’u

o2 oyt lox ) oyPox

2

o, _ P fov)_ & (2.8)
ox*  ox*\oy) ox*oy

OV, _ & (ou v)_ du o
oxdy oxay oy ox) oy*ox  oxPoy

e, por via de consequéncia, tem-se



54

2 2
e, TE Ty (2.9)
oy’ ox*  oxdy

que constitui a denominada equacao de compatibilidade, pois exprime uma
condigao que se origina da suposta continuidade dos deslocamentos (as derivadas
mistas séo idénticas independentemente da ordem de derivagéo).

2.4 - ESTADO PLANO DE TENSAO

Um grande numero de pegas estruturais, nas quais uma das dimensodes €
bem menor que as demais que, por outro lado, apresentam a mesma ordem de
grandeza, possuem a funcéo estrutural de resistir esforgos contidos no plano das
grandes dimensdes. E o caso, por exemplo, das vigas paredes. Nessa situacao, o
tratamento plano justifica-se tendo-se em vista que a dimensdo menor pode ser
considerada como um diferencial em relagdo as demais (dimensao menor dz).
Assim sendo, tudo se passa corno se as componentes dos estados de
deslocamento, tenséo e deformacgéo nao variassem com a coordenada z. Todavia,
cabe adiantar que tratamento plano conduz as discrepancias nas regides proximas
do contorno, porém esse assunto € objeto de comentarios posteriores (Principio de
Saint-Venant).

Na integracdo das oito equagdes nas componentes dos trés estados
envolvidos no problema estrutural é classica a variante onde se procura colocar as
expressdes em deformacdo e deslocamentos em termos das componentes de
tensdo (Método dos esforgos ou da flexibilidade). Para tanto, torna-se conveniente
redigir a equagao de compatibilidade (2.9), tirando-se partido, no caso do estado
plano de tensao, das relagdes (2.2), tendo-se em vista as (2.5), ou seja:

2 2 0°c. 0%
70, 39 79 0% __q_y)[ &, X (2.10)
OX oy oy oX ox oy
ou, ainda, em termos simbdlicos:
2 2
8—2+6—2(0X+0)=—(1—v)%+ﬁ (2.11)
x2 oy y ox oy

Com isso, do conjunto de oito equacdes, destaca-se um conjunto de apenas trés
equagbes nas componentes do estado de tensdo, ou seja, as equagdes (2.5)
juntamente com (2.11). Esse procedimento de buscar a solugdo com essas trés
relacbes é denominado processo dos esforgos, uma vez que as incognitas sao
todas mecanicas, ndo envolvendo incognitas geométricas.
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2.5 - ESTADO PLANO DE DEFORMAGAO

O estado plano de deformacéao caracteriza-se pelo fato de serem nulas trés
das componentes de deformagéo, ouseja: €, =y , =y = 0. Dentre as estruturas,
yz

esse € o0 caso, por exemplo, de algumas estruturas de barragens de gravidade e
das estruturas de revestimento de tuneis em rocha (para a estrutura se alongar
segundo o seu eixo longitudinal carece que os grandes macigos de suporte também
se alonguem; o que na pratica ndo ocorre).

Pois bem, a variante do Método dos Esforgos implica, de modo analogo ao
caso plano de tens&o, na seguinte equagao de compatibilidade; expressa, agora,
em termos das componentes de tensao:

2 2
A ) R

lembrando-se, em tempo, que essa nova redagao deriva da equacgao (2.9), tendo-
se em vista as relagdes (2.3) e (2.5).

2.6 - FUNGOES DE AIRY (FUNCAO DE TENSAO)

Uma notavel contribuicdo a Teoria da Elasticidade foi dada pelo inglés G.B.
AIRY (1862) ao descobrir uma engenhosa manobra algébrica, segundo a qual
aquele conjunto de trés equagdes nas componentes do estado de tensao pode de
ser reduzido a tdo somente uma equagdo a uma incognita, a custa de um
levantamento da ordem de derivagao (na matematica, como no mundo, tudo tem o
seu pre¢co, mesmo com o concurso de procedimentos geniais).

Antes, porém, de se abordar esse assunto, carece esclarecer certos
pormenores referentes a natureza das forgcas de volume. De acordo com os
conceitos da Fisica classica, as forgcas de volume encontram razdo de ser na e-
xisténcia de campos de forga como, por exemplo, o gravitacional, que mais de perto
interessa aos técnicos do ramo civil. Pois bem, tais forgas podem ser expressas por
meio da variagdo do potencial do campo correspondente, ou seja:

X=_";_Q

X
(2.13)

y_o_9Q

oy

onde Q é o potencial, sendo que o sinal negativo provém do fato de que o trabalho
da forga sendo positivo, por exemplo, Xdx positivo, indica uma queda no campo de
forcas. Convém atentar-se para o fato de que, no caso plano, o potencial Q é uma
funcéo das variaveis x e y, a exemplo das componentes dos estados envolvidos

no problema estrutural.
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A fungéo de AIRY, denominada de ¢, é definida a partir da suposicao da
existéncia de uma fungdo que possui as seguintes caracteristicas

2
T _5 0o (2.14)

ou seja, da existéncia de uma fungao, cujas derivadas segundas resultam nas
componentes de tensdo, a menos do potencial para as componentes normais.

Constata-se facilmente que a funcdo ¢, que goza das propriedades
apontadas em (2.14), satisfaz, de imediato e simultaneamente, as equacdes de
equilibrio (2.5), recaindo-se numa identidade verificada para derivadas mistas. Por
outro lado, a equacéo de compatibilidade (2.11), correspondente ao caso plano de
tensdo ganha, em termos de ¢, uma nova redacao, ou seja:

4 4 4 2 2
T, 00 [ T0_ (002, 00 (2.15)
OX oxoy® oy OX oy

e a equacao de compatibilidade (2.12), que corresponde ao caso plano de
deformacao, ganha a redacgéo:

(2.16)

a0 +64cp 1-2vfoQ | &
ox*  oxtoy® oyt T-v

- +
ox* oy’

e, assim sendo, o problema estrutural consiste na procura de uma fungéo ¢ que
obedece a equacgdo (2.15) ou (2.16), conforme o caso, e que no contorno é
compativel com as agdes ai aplicadas.

Nos problemas praticos a integragao da equacéo (2.15), ou (2.16), € em parte
aliviada, porquanto as forgas volumétricas de origem gravitacional variam muito
pouco no espago ocupado pelas estruturas, ou seja:

X_ e,

x o

Y 20 (2.17)
AR L)

oy oy

A propdsito cabe esclarecer que uma mesma massa tem, no alto da cordilheira dos
Andes, por exemplo, praticamente o mesmo peso que tem ao nivel do mar. Assim,
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tanto no caso plano de tens&do, como no de deformacgao, a equacéao a ser integrada
consiste em:

4 4 4
0@, , 00 JT9_, (2.18)
8X4 aXZayZ 8y4

e simplificagcéo adicional ocorre nos casos onde o peso préprio pode ser desprezado
em face das demais solicitagdes, pois, nesses casos, as expressoes (2.12) simplifi-
cam, ou seja:

2
R 0)
Oy = y (219)
2
. 9%
a X0y

valendo acrescentar que mesmo nos problemas onde o peso préprio € significativo,
a integracao pode ser alcangada langando-se mao da propriedade da superposicao
de solugdes, ou seja, nesse caso ¢ € dada pela soma de duas fungdes, na qual a

primeira conduz as tensdes referentes a solicitagdo externa e a segunda as tensdes
referentes as forgas de volume, sendo que essas duas fungdes devem obedecer as
equacoes (2.18) e (2.19) e as correspondentes condi¢gdes de contorno (compativel
no contorno com as solicitagcdes ai existentes).

Para finalizar, convém esclarecer que, na Teoria da Elasticidade, os
problemas tém sido tratados com um procedimento inverso, ou seja, dada uma
solugao da equacgéo (2.18), por exemplo, procura-se o problema estrutural resolvido
com tal solugdo. Parece, a primeira vista, um procedimento muito estranho, pois o
normal € o contrario, ou seja, dado um problema procura-se a solugao; e nao dada
uma solugao procura-se o problema. Todavia, achar o problema resolvido com uma
dada solugao constitui também um problema. O procedimento normal, que consiste
na analise do comportamento de uma estrutura dada, em geral sé e viavel mediante
integracdo numeérica, pois o caminho analitico (solu¢des de forma fechada) nao
parece meio eficiente, a ndo ser em casos muito particulares (em geral a solugao
nao é nenhuma das fungdes conhecidas). A propésito dos métodos de integragao
numeérica, dois deles serao objeto dos préximos capitulos.

2.7 - FUNGOES DE AIRY POLINOMIAIS

Alguns problemas praticos podem ser resolvidos satisfatoriamente por meio de
polinémios (algébricos, por exemplo). E o caso da flexdo de barras sob certas
condi¢cdes de carregamento. No que se segue sao expostos alguns casos, onde
solugdes polinomiais resolvem alguns problemas da pratica.
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2.7.1 - Casos Elementares

Considere-se, em primeiro lugar, a fungéo de AIRY que obedece a relagao
(2.18):

@ =AxX +Axy+Ay (2.20)

que consiste num polindmio, cujos termos sao do segundo grau. Naturalmente, em
face das relagdes (2.19), verifica-se, facilmente, que a inclusdo de termos de grau
menor em nada altera o campo de tenséo. Pois bem, a fungdo expressa em (2.20)
corresponde as seguintes componentes de tensao (vide (2.19)):

2A
2A
-A

X 2

(2.21)

X 3
X 1

Q a Qq

ou seja, um estado de tensao uniforme. Essa resposta parece trivial, porém deve-
se atentar para o fato de que tal solugéo garante a existéncia de estados uniformes
de tensdo mesmo em casos nao a nivel elementar, onde a uniformidade € garantida
pela continuidade das fungbes em jogo.

E interessante constatar que, no caso de se ter A, = A, =0, o problema
resolvido trata do conhecido caso de solicitagdo de uma barra, ou chapa, por forga
normal, ou trag&o uniforme, com A, valendo, naturaimente, P/2S, sendo P a forga
axial e S a area da segao transversal da barra. A Figura 2.3a) e b) ilustra o problema
em questéao.

- —
- —
) X i p
9 G=2A3=?
|y —
- —

a) Configuragdo da solicitacdo

X —_— G
—_—
V4

b) Barra vinculada

FIGURA 2.3 — Barra sob tragao uniforme
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Com relagao ao estado de deformacgéo tem-se nesse caso de forga normal o
seqguinte (Lei de Hooke):

. C2A, P
X E  ES

2A VP
e —_yShe _ VP 2.22
y E ES (2.22)
Y,, =0

e, com relagcédo ao estado de deslocamento:

ou P
— = =—
OX * ES
% =€ = —v% (2.23)
oy  Ox i

Por outro lado, integrando-se as duas primeiras das (2.23) encontram-se:

P
= é +f(y)+C
(2.24)

V= —VIF;—)S/Jer(x)+C2

u

onde f,(y) e f,(x) sdo fungdes apenas nas variaveis y e x, respectivamente, sendo

C, e C, constantes de integragdo. Levando as (2.24) na terceira das (2.23)
encontra-se:

of(y) of(x)
—dy +—dx =0 (2.25)

cabendo-se, agora, analisar em que condigdes a (2.25) pode ser satisfeita,
lembrando-se que esta relacdo deve ser obedecida para todo x e y, como, por

exemplo, para o ponto de coordenadas x =1 e y =2; e também para o ponto de
coordenadas x =2 e y = 1. Ora, tal condicdo s6 pode se verificar com:
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ot (y)

—12-=C
dy }

of(x)
dx

(2.26)
C

3

com ¢, sendo uma constante. Assim sendo, a (2.24) ganha a redag&o:

u:&+C3y+C1

ES (2.27)

u:—\/P—y—C3x+C2

ES

onde C, e C, sdo constantes de integragéo (vide expressao (2.24) ).

No caso da vinculagdo apontada na Figura 2.3b), lembrando-se que o
engaste indicado ndo impede movimentos transversais, tem-se:

ux=0y=0=0->C =0
vix=0,y=0=0->C =0 (2.28)
ux=0y=#0=0->C =0

e, com isso, tem-se, nesse caso:

u = Px/ES

2.29
u = -vPy/ES (2-29)

sendo oportuno assinalar que o problema em tela, dentro das consideracdes
levantadas, esta resolvido, pois as componentes do estado de deslocamentos séo
dadas por (2.29), as do estado de deformagéao por (2.22) e as do de tenséo por

(2.21)com A, =P/2S e A, = A, = 0.
Outro caso interessante € o da flexdo pura, conforme ilustra-se na Figura 2.4,
sendo esse caso resolvido com a fungao de tenséo:

¢ = Ay’ (2.30)

sendo A uma constante. Com efeito, o estado de tenséo correspondente (vide 2.19)
€ dado por:

o, = 6Ay (2.31)

como =1, =0.
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10 © G
M Y7
s SR e ——— |2
ok / [
y % y
L /! X segao
a) Configuracdo da solicitacdo b) Configuracdo de tensdes nas bordas
=1
—————— \\
Lt 1 ,/\ 1t

c) Configuracdo de deslocamentos

FIGURA 2.4 — Barra sob flexao pura

Por outro lado, a constante A esta relacionada com a magnitude do momento
fletor aplicado; porquanto, por consideracdes de equlibrio, tem-se:

js (0,dS)y =M (2.32)

onde S é a area da secgao transversal da viga, ou seja:
=— (2.33)

sendo | o momento de inércia da secgdo transversal da viga. Com isso tem-se,
finalmente:

M

|
o =0 (2.34)
T 0

0 que confirma os resultados ja preconizados pela Resisténcia dos Materiais. No
que respeita as componentes do estado de deformacdo, supondo-se material
obediente a lei de Hooke, tém-se:



_o _M
«"F " EmY
\Ve) vM
__Vvo,__wW 2.35
g, : Ely ( )
Y,, =0

e, finalmente, as componentes do estado de deslocamento podem ser encontradas
mediante um procedimento analogo ao ja utilizado no caso anterior. De inicio tem-
se:

u =Myx+f1(y)+C1
El " (2.36)
Y
Y :—Fy?+f2(x)+c2

onde C, e C, sdo constantes de integragdo. Todavia, a terceira das (2.35), que
consiste na nulidade da distor¢éo, implica em:

f f
Mx  db) | dfy) (2.37)
El dx dy
ou seja, com base nas mesmas consideragoes ja levantadas anteriormente, tem-
se:

Mx N df, (x)

El dx 3

dfi(y) _ C

dy 3

(2.38)

onde C, é uma nova constante de integragao; ou, ainda, por integragao de (2.38):

Mx?

B0 = CX (2:39)

f1(y) = —ng

e, com isso, a (2.36) fica, agora, com a seguinte redagao:
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u=%yx—C3y+C1

2 (2.40)
V= M(vy—+&]+ch+cz

B2 2

onde as constantes de integracéo C,, C, e C, dependem do tipo de vinculagéo da

viga. Por exemplo, no caso de viga em balango, conforme se exibe na figura 2.4c),
tem-se:

ux=0y=0)=0

vix=0,y=0)=0 (2.41)
av(x:O,y:O):0
OX

ou seja, da primeira das (2.42) deduz-se C, = 0, da segunda C, = 0 e da terceira
C, = 0. Assim sendo, nesse caso tem-se:

=My
B

i 2 (2.42)
v X L

s s

0 que vem confirmar, mais uma vez, os resultados da Resisténcia dos Materiais com
relagdo ao movimento da linha de ordenada média dada por y = 0. Cabe ressaltar,

a proposito, que nao deve causar estranheza o fato de ser nulo na linha média o
movimento u, porquanto, conforme reiteradas vezes mencionado, aborda-se o
assunto em teoria de pequenos deslocamentos (0 movimento u dos pontos da linha
media &€ muito menor que o movimento v, e dessa forma é que deve ser entendido
esse valor nulo).

2.7.2 - Viga em Balango

A Figura 2.5 mostra uma viga em balango de largura unitaria, altura 2c e
comprimento ¢, engastada numa extremidade e submetida a uma solicitacdo de
resultante P na extremidade livre. O engastamento da viga e o modo como a
solicitacédo é aplicada sera assunto para um comentario posterior.

Em conformidade com a solicitagdo em pauta, as tensdes no contorno devem
obedecer as seguintes condi¢des (vide Figura 2.5).

a) para y = +c e x qualquer se tem: o, =T, = 0
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b) para x = 0 e y qualquer (extremidade livre) tem-se o =0 e ainda:
L 1,dS =P (2.43)

e tais condigdes podem ser obedecidas combinando convenientemente um
polinbmio com termos do quarto grau com um de termos do segundo grau. No caso
em aprecgo a fungéo de AIRY é dada por:

3P xy’
_ 2y - X 2.44
? =7 [xy 3c2j (2.44)

(é facil constatar-se que o polindmio em questao constitui uma fungéo de AIRY, pois
na variavel x a poténcia € unitaria) e as tensdes correspondentes por:

R 0) 3P

OX = —2 = ——sxy
oy 2¢
R0

2 2
T :_a_('P:_B_P 1-— X
X oxoy 4¢3 C

cabendo ser notado que as expressdes (2.45) coincidem com as preconizadas pela
Resisténcia dos Materiais, uma vez que:

IR 2
12 3
m, =1c-y)[y+(c-y)/2] (2.46)
M = —Px
V=-P
7 \
e o=
z c
LLL l N
Py B
y

FIGURA 2.5 — Viga em balan¢o
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sendo | o momento de inércia da sec¢do transversal, m_o momento estatico da area

correspondente ao nivel onde se calcula o cisalhamento, M e V, respectivamente,
o momento fletor e a for¢a cortante na secdo em consideracgao.

Exibem-se na Figura 2.6 as tensbes que ocorrem no contorno, para essa
solugao apontada.

diagrama de

/%

3P
T3b_Pc l X . T 4 bc ?
{Im EEr
C
diagrama de V4 dsama de
TXY

Tyy
FIGURA 2.6 — Tensdes no contorno da viga em balango

Cabe, neste ponto, esclarecer um aspecto de grande interesse pratico. Na
solugdo apresentada o carregamento externo é dado por uma distribuicdo
parabdlica de cisalhamento na face da extremidade livre, cuja resultante é P; todavia
ha outras maneiras de aplicagdo do carregamento como, por exemplo,
cisalhamento uniforme num certo trecho da face da extremidade livre e de resultante
P. Esse carregamento promove em regides afastadas tensdes praticamente iguais
as do caso anterior. Tal constatagao fundamenta-se no Principio de Saint-Venant,
que garante a propagacao limitada das perturbagdes locais do estado de tenséao.
De um modo geral, sdo duas as maneiras de se enunciar esse Principio.

Primeira_Maneira: As tensdes criadas por forgcas em equilibrio -resultante nula-
aplicadas numa parte pequena de um corpo elastico desaparecem, praticamente,
numa extensao que tem por ordem de grandeza a dimensao da zona de aplicagéo
das forcas. Como ilustracdo imediata dessa colocagao tem-se o caso das tensoes
criadas por uma ferramenta de corte, como mostra a Figura 2.7a). As tensdes
criadas por uma turquesa ao se cortar um arame ficam restritas a regidao do corte
(ndo faz muito sentido uma propagacéo ilimitada, pois, se assim fosse, os danos
causados pelo corte se estenderiam por uma grande extensao). Cumpre, contudo,
chamar a atengéo para a necessidade de se definir bem o que seja parte pequena,
conforme colocado no Principio. As tensdes criadas por momentos opostos
aplicados nas mesas de um perfil I, conforme se ilustra na Figura 2.7b), propagam-
se para dentro da peca, pois o perfil, nesse caso de se¢édo delgada, comporta-se
como se as mesas fossem duas vigas independentes, e cada uma, isoladamente,
sujeita a flexdo (a alma por ser também delgada apresenta pouca rigidez
transversal). Assim sendo a altura hdo perfil ndo seria, nesse caso, uma dimensao
pequena, todavia a espessura d das mesas e a da alma.

Segunda Maneira: Substituindo-se um grupo de forgas por outro estaticamente
equivalente -de mesma resultante- as variagdes criadas no estado de tensao
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desaparecem, praticamente, numa extensao, cuja ordem de grandeza é de ordem
das da zona na qual foram aplicadas as forgas.

Exemplifica-se essa segunda maneira de enunciar o Principio com o caso do
ensaio de pecgas a tracdo. As castanhas da maquina de ensaio introduzem a tragéo
mediante pressdes locais e forgas de atrito, criando localmente, nas regides de
engastes, tensdes muito irregulares, conforme se ilustra na Figura 2.8a).

térques

a) Regido tensionada no corte b) Definicdo de "parte pequena"

FIGURA 2.7 — llustragao do Principio de Saint-Venant (1° enunciado)

=i = |
= ==
-N
Jd 1 ] N M o=d
. d ]
d I N - G: ﬂ
e T o=
——iL_l<— || N
"k o=5
a) TensOes irregulares na b) Tensdo uniforme de ¢) Tensdo uniforme em ambos
extremidade com resultante resultante N=G.S os carregamentos o= N/S
normal N

FIGURA 2.8 - llustragao do Principio de Saint-Venant (2° enunciado)

Na Figura 2.8b) a mesma tracao € vista como uma solicitagdo aplicada segundo
tensdo uniforme; e nesse caso a tensdo é uniforme também no interior da peca,
conforme ja visto anteriormente. Assim sendo, o Principio de Saint-Venant garante
que em ambos 0s casos a tensao no interior da pega, conforme mostra a Figura
2.8c), € uniforme (se isso ndo ocorresse, 0s resultados obtidos em ensaios de tragao
nao teriam nenhuma validade).

Como se nota, o Principio de Saint-Venant ndo permite uma definicdo muito
clara, e também n&o é possivel prova-lo na sua generalidade; contudo sua
veracidade € constatada em inumeros casos especiais de calculo mais requintado.
Tais defeitos conceituais ndo diminuem em nada a utilidade do Principio, pois ele
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permite, por certas idealizagdes, tornar acessiveis ao calculo problemas estruturais
bastante complexos.

2.7.3 - Viga Simplesmente apoiada

A viga mostrada na Figura 2.9 apresenta vao livre de 2/, altura 2c,
espessura unitaria, e a solicitagdo provém de uma carga uniformemente distribuida
aplicada na face superior.

As condi¢des que o estado de tensao deve satisfazer no contorno da viga,
tendo em vista a colocagao do sistema de referéncia indicado na Figura 2.9, séo:

a) para y = +c e x qualquer tem-se: T, =0

)
b) para y = —c e x qualquer tem-se: o, =—q
c) para y = c e x qualquer tem-se: o, = 0

)

d) para x = £/ (extremidades) tem-se:
IsTxy = +q/
Lops=o (2.47)
L oydS=0

e
L
.
L
.
.
.
L
D
.
.
L
.
.
.
L
L

VES

1,0

FIGURA 2.9 — Viga sobre dois apoios

onde S indica a area da seg¢do. Convém ser notado que as integrais indicadas em
(2.47) correspondem, respectivamente, a forca cortante, forca normal e momento
fletor nas extremidades da barra.

As condi¢gdes de contorno apontadas s&o satisfeitas por uma conveniente
combinagédo de termos de polinbmios do segundo, terceiro e quarto graus. A fungao
de AIRY desse caso conduz ao seguinte estado de tensao:
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Q2,2 q(2.: 2
= 22— dreps_=
%=t X)y+2|(3y 5”]
gl .5 2 3
oy——ﬁ(gy —cy+§cj (2.48)
_ 9(2 2
Ty = ZI(C y)x

cabendo-se esclarecer que a primeira parcela da expressdo de o, corresponde a

ja conhecida da Resisténcia dos Materiais. A segunda, conforme se percebe
facilmente, corresponde a um carregamento auto-equilibrado e, mais que isso, nos
casos onde /¢ >> ¢ a magnitude do valor correspondente € muito menor que o da
primeira; o que indica a validade pratica da teoria técnica da flexdo. O mesmo fato

ocorre com o, segunda das expressdes (2.48). Finalizando, a expresséo de T,

coincide com a preconizada pela Resisténcia dos Materiais.

Sao poucos os problemas praticos resolvidos de maneira explicita como até
aqui analisado. Em verdade, a solugao geral de equacgdes diferenciais parciais sao
transcendentes, uma vez que o contorno contempla uma infinidade de pontos e, em
decorréncia, uma infinidade de constantes de integragdo. Em consequéncia,
apenas solugbes aproximadas via integracado numérica séo viaveis; a exemplo do
método das diferencas finitas, método dos elementos finitos, dos elementos de
contorno, entre outros.

2.8 - TORGAO LIVRE

Para simplificar a exposi¢ao, considere-se, por exemplo, uma barra de segao
qualquer, porém constante ao longo do comprimento, sujeita a uma solicitagdo por
torcdo, conforme se ilustra na Figura 2.10. Nessa situagao, tudo indica ser plausivel
supor que, dentre as componentes do estado de tenséo, apenas as componentes

T,€ T, conforme sistema de referéncia apontado na figura, tenham valores nao

nulos, sendo as demais nulas em qualquer ponto da barra. Tal consideracéo faz
sentido, pelo menos a primeira vista, pois 0 exame do equilibrio de uma parte da
barra mostra que a resultante das tensdes atuantes na se¢ao da barra consiste
apenas num momento torcor, igual e de sentido contrario ao do aplicado na
extremidade.

Pois bem, em se tratando de material elastico, linear, homogéneo e isétropo,
aquelas consideragbes implicam em algumas restricbes no estado de
deslocamentos. Em primeiro lugar, pelo fato de serem nulas as tensées normais, ou

seja: 0, =0, =0, =0, tem-se:
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€ = - 0
o ox
€ = x> =0 (2.49)
£ = w_ 0
0z
e com isso percebe-se que o movimento u n&o varia com X, v.com y e w com Z
, OU seja:
u=u(y,z)
v = V(X, z) (2.50)
w = w(x,Y)

mas, por outro lado, as componentes de distor¢ao ficam entéo:

_ ou(y, z) N ov(x,z)

Yy oy OX
_ ouly,z)  ow(x2) (2.51)
Xz oz OX
V)(Z = aV(y,Z) + aW(X, Z) = O
oz oy
y (v)

FIGURA 2.10 — Barra de segao qualquer submetida a torgao
e mais, tendo-se em vista que em todas as se¢cdes o0 momento torgor solicitante é o
mesmo, torna-se também plausivel supor que T, €T, nao variam com X, ou seja,
V€ Ve nao variam com x. Assim sendo, de (2.51) constata-se algo de grande

interesse. Com efeito, da primeira de (2.51) tira-se que av(x,z)/dx € uma funcéao so6
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de z, pois Y,y nao varia com x; do mesmo modo, da segunda de (2.51) tira-se que

oW(X, y)/ax € uma funcéo s6 de y. Com relagdo a terceira de (2.51) duas situacdes
s&o possiveis, ou seja: ou ov(x,z)/dz=C e ow(x,z)/dy = -C, onde C é uma
constante; ou entdo ov(x, z)/dz = f(x) e ow(x,y)/dy = —f(x),onde f(x) & uma fung&o
exclusiva da variavel x. O primeiro caso n&o faz sentido pois, por exemplo,
ov(X, z)/dz €, por forca de consideragdes anteriores, uma fungéo exclusiva de z,
ou seja, v é do tipo:

v = xf(z)

e, assim sendo, ov(x, z)/&z = xdf/dz e, por isso, ndo pode ser constante. Dessa

forma so resta como situagéo possivel o segundo caso, e mesmo assim com df/dz
resultando constante. Esclarecendo melhor:

? =X d:;(z) = Kx

z z

oW df(z) (2.52
— =X = —Kx

oy dz

onde K é uma constante. Em resumo, o estado de deslocamento tem por
componentes fungdes do tipo:

u=F(y,z)
v = Kxz (2.53)
w = —Kxy

finalizando assim a parte cinematica da torcao.

O problema em estudo é colocado de uma forma mais classica, tendo-se em
vista as duas ultimas de (2.53), mediante a consideragdo de rotagbes elasticas
relativas, onde K é a rotagao relativa por unidade de comprimento, denominada
doravante de 6. llustra-se essa colocagao na Figura 2.11. Considere-se, de inicio,
um ponto genérico "A", distante "x" de uma dada se¢cdo em consideragao. Apos
a rotagdo Ox, ou seja, sob efeito de um momento torgor, o ponto "A" passa a
ocupar uma posi¢cdo A". Pois bem, em se tratando de pequenas rotagdes, ou seja,
angulo 6x pequeno (para se ter uma ordem de grandeza, Ox < 511/1 80), é licito
escrever-se:

vV = —I1Bx cosa = —-Oxz (2.24)
w =rbxsena = Oxy
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onde r é a distancia do ponto A ao centro de rotagdo e a o angulo que r faz com
eixo z. Para maior facilidade algébrica, o movimento u € expresso na forma:

u = 0yl(y, z) (2.55)
€ NAo como expresso na primeira das (2.53). Sendo oportuno registrar que a fungéo

U(y, z) expressa o empenamento da segéo.

As componentes nao nulas do estado de deformacdo, com base nas
expressoes (2.54) e (2.55), passam a ser expressas por:

YA

FIGURA 2.11 — Configuragao de deslocamentos na rotagao elastica

ny:@ﬂ_e(a_w_zj

o oax % (2.56)
— a_u + @ =06 a_qJ +y
Vi 0z 0OX 0z

e as correspondentes componentes do estado de tensdo ganham a seguinte
redagao:

T, =Gy, =G6 (8_4) - zj
% (2.57)

TXZ = GVXZ = Ge(a_q) + yj
0z

sendo G o médulo de elasticidade transversal. Assim sendo, resta, agora, buscar
duas relagdes de modo a permitir a determinagédo das duas incognitas em jogo, ou
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seja, 0 e Y(y, z), lembrando-se, todavia, que as relagdes entre as componentes do

estado de deslocamentos e as do de deformacao ja foram utilizadas; o mesmo
acontecendo com as relativas a lei de Hooke. Assim sendo, resta, no fundo, langar
mao de equagdes de equilibrio: uma interna, ou seja, uma condigdo nas variagdes
das tensdes, e outra relativa ao equilibrio entre as tensdes internas e o esforgo
torgor aplicado.

2.8.1 - Equacgéao de Equilibrio Interno

A Figura 2.12 mostra um elemento infinitesimal da barra, onde aparecem as tensdes
atuantes nas faces do paralelepipedo elementar. Cabe ressaltar, conforme
consideragdes anteriores, que as tensdes cisalhantes ndo variam com a variavel
longitudinal x. Assim, s&o indicados apenas os diferenciais correspondentes as
variagbes segundo Ox, Oy e Oz. Pois bem, o equilibrio segundo Ox implica em:

0Tz
Tyt 57 dz

FIGURA 2.12 - Configuragao de tensao num volume elementar

ot
—T _dxdy — —t_dxdz +|T_ + A dxdy +|t +—2|dxdz=0 (2.58)
Xz Xy Xz oz Xy ay

ou seja, cancelando os termos comuns tem-se:

ot 0
Ty e g (2.59)
oy 0z

ou, ainda, tendo-se em vista (2.57), essa expressao ganha a seguinte redagao:
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2 2
‘27‘*2’ ; ‘27‘5 ~0 (2.60)

sendo que no contorno da se¢ao transversal, a equagao diferencial (2.59), ou (2.60),
deve obedecer as condi¢gdes ai impostas ao estado de tensdo, ou seja, a
componente de cisalhamento normal ao contorno deve ser nula, por forga do
teorema de CAUCHY, porquanto na face externa da barra supde-se néo haver
solicitacdo. A Figura 2.13 exibe uma secgéo transversal genérica, onde se indica a
configuragao de tensédo no contorno. Tomando, para o contorno, uma coordenada
curvilinea s, a componente de cisalhamento normal ao contorno é dada por

a) Configuracdo de tensdao no contorno b) Configuracdo geométrica
no contorno

FIGURA 2.13 — Condi¢6es de contorno

T=1,=1,—-T_—=0 (2.61)

que consiste na transformacgéo de coordenadas do sistema Oyz para um sistema
Oyz com o eixo Oy normal ao contorno (vide Figura 2.13a) ), onde o sinal negativo
do segundo termo indica, no caso em questdo, o fato de y decrescer com o

aumento da coordenada s, conforme se ilustra na figura 2.13b). A expresséo (2.61),
tendo em vista (2.57), passa a escrever-se:

N |dz (o \dy _
(ay Zjds (aery]ds 0 (2.62)
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encerrando-se assim a formulagdo cinematica do problema, pois a funcao Y(y, z)
expressa deslocamento.
2.8.2 - Equacgao de Equilibrio Externo

Supondo-se a barra sujeita a uma solicitagdo por momento torgorM,, o

equilibrio de uma parte genérica da barra, tendo em vista a configuragéo de tensdes
apontada na Figura 2.14, implica em:

M, = [ (ty —T,,2)dS (2.63)

FIGURA 2.14 - Configuragao de tensao na segao

ou ainda, tendo-se em vista (2.57):

0 0
M, :Gejs(a—kzpy—%)z+y2+zz}is (2.64)
resultando:
M
=t 2.65
Gl (2.69)

onde:
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l :L(g—fy—%}z+y2+22}ds (2.66)

sendo | comumente denominado momento de inércia a torgao.

Além da equacdo de equilibrio (2.63) duas outras devem também ser
satisfeitas em decorréncia do fato de o esforgo cortante ser nulo, ou seja:

V, = [ 1,dS=0

(2.67)
V, =] 1,dS=0
S

ou, ainda, tendo-se em vista (2.57):

3

L(Z—sz+yjd3 =0

e, para finalizar, cumpre esclarecer que o problema da torcdo esta, agora,
equacionado, visto que a solugao da equacao diferencial (2.60), cuja condigdo no
contorno se expressa em (2.62), levada em (2.64), permite obter a rotagao por
unidade de comprimento em fungdo do momento torcor; além disso, levados tais
resultados em (2.54), (2.55), (2.56) e (2.57) encerrando-se assim a formulagado em
questao.

(2.68)

2.8.3 - Funcgao de Tensao da Torgao

A exemplo da simplificagdo alcangada na elasticidade plana com a fungéao de
AIRY, aqui também é possivel lancar mao de artificios analiticos de modo a
simplificar a solu¢do do problema. De fato, definindo-se uma funcdo @(y, z) tal que:

(2.69)

verificando-se, de imediato, que a equacdo de equilibrio interno (2.59) fica
automaticamente satisfeita, porquanto recai-se numa subtracdo de derivadas
mistas, ou seja:
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0T, _ o*@
% fzay (2.70)
oty _ @
0z oyoz
Por outro lado, tendo-se em vista (2.57) e (2.69), tém-se ainda:
T 20 _ [0
oz  oz° oyoz
5 2 , (2.71)
e - 9% _Gol1+ oy
oy ? 0zdy
ou seja:
2 2
79,79 _ 560 (2.72)
0z oy

que consiste na equacao diferencial envolvendo a funcdo de tensdo da torgao.
Tendo-se em conta agora (2.69), a condigdo de contorno expressa em (2.61) ganha
a seguinte redacéo:

op dz  op dy
s Sl e A 2.73
0z ds ’ oy ds ( )

e verifica-se que a expressao (2.73) exprime, em verdade, a condigao:

do_ (2.74)
ds

ou seja, a condi¢gdo de contorno, agora em termos da fungéo ¢, exprime-se na

forma de ¢ constante no contorno (dg/ds = Oimplica em @= constante no
contorno s). Tendo-se em vista que as grandezas de interesse em jogo dependem
de derivadas da fungéo ¢, é natural arbitrar-se um valor nulo no contorno para tal
funcao; o que permite simplificar a parte numérica do problema.

A condi¢cdes expressas em (2.67) ficam também obedecidas, pois, por
exemplo:

V, = [ 1,dS = L%‘pds (2.75)
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ou seja:

Vo= [
z Z1

onde y.,y,,z,e z, sdo coordenadas genéricas do contorno; porém:

Yo 6<.p
jﬁ & dy}dz (2.76)

20
f; E(de = @ly,) - ¢ly,) =0 (2.77)

pois, no contorno, ¢, conforme ja mencionado, € constante. De modo similar
verifica-se a nulidade da forga cortante na diregcéo y (Vy =0) que consiste na

primeira das (2.67).
Para finalizar, levando, agora, (2.69) em (2.63) tem-se:

_ (o, , op
M, = L(Ey + EZJdS (2.78)

mas, por outro lado:

8([) _ Z Y2 8(p
L@yds = L { L gydy}dz (2.79)
porém, integrando por partes, tem-se:
yZa_(.P _ Y2 _ Y2
I, 5 = Loy ] -] “ody (2.80)
na qual:
[oy]; =0 (2.81)

quando se considera ¢ nulo no contorno. Com isso tem-se que:

J'S%Pyds = —chdS (2.82)

e de modo similar tem-se também:
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L‘Z_‘szds - [ pds (2.83)

e, assim sendo, a expressao (2.78) permite escrever:
M, = -2 jscpds (2.84)

e assim, nessa nova formulagcdo, o problema da tor¢do de barras de secao
constante qualquer consiste na procura de uma solugdo da equacgao diferencial
(2.72), cuja condicao de contorno se expressa pela nulidade da fungéo no contorno
(equacao de LAPLACE). Essa formulagéo € denominada método dos esforgdes,
pois a incognita pesta relacionada diretamente com tensdo, como explicita a

expressao (2.69).
2.8.4 - Primeiro Exemplo de Aplicagao

Considere-se, por exemplo, o caso da tor¢ao de barra de secéo circular, cuja
solucdo ja se conhece da Resisténcia dos Materiais. Trata-se, aqui, apenas de
constatar que aquela solugao € correta sob todos os aspectos.

A equacéo da circunferéncia que define o contorno, como ilustra a Figura
2.15a), é dada por:

y?+2z°-R*=0 (2.85)
sendo R o raio, e assim,, se fung&o de tensdo da tor¢do ¢ for expressa por:
@ =K(y* +z° -R?) (2.86)

seus valores, como se percebe facilmente, anulam-se no contorno do circulo de raio
R, conforme se ilustra na figura 2.15a). Levando (2.86) em (2.72) tem-se:

2K + 2K = 2G6 (2.87)

ou seja, a constante K nesse caso € dada por:

_G6

K 2.88
> (2.88)
E assim, tendo-se em conta (2.86) a expressao (2.84) ganha a redagéo:
2 2 2 4 mR* mR*
MtzGOL(R —y? —z%)dS = GB| mR - = GO 5 (2.89)
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y y
Txy
R TXZ I_ R
T
z z V4
a) Secdo b) Configuracdo de tensdo

FIG. 2.15 — Secao circular de raio R

ou ainda:
= M, =& (2.90)
nGR* Gl
onde:
nR*
| = > (2.91)

que consiste no momento de inércia a torgcao da secao circular.
As tensdes de cisalhamento correspondentes a solugcdo apresentada sao

dadas por:
T, = o _ M, z
X oz mR*

C e (M)
“ oy mR*

podendo-se verificar com certa facilidade, que a tensado resultante apresenta
direcdo perpendicular ao raio e é proporcional a este, conforme hipdtese da
Resisténcia dos Materiais, como ilustrado na Figura 2.15b).

Cabe, para finalizar, examinar o que sucede em termos do empenamento,
ou seja, qual a funcdo Y correspondente. Pois bem, em face de (2.57) e (2.92) tem-

Se:

(2.92)
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__2M z=Ge(a—q}—z]

T
Xy T R4

oy
M o (2.93)
= t = Ge — +
b mR* Y (az yJ
cuja integracao conduz, respectivamente, a:
“ZM . (2.94)
=———2"1yz+f(z)+C
v mR* GO y 2+

onde f(y) e f,(z) sdo fungdes exclusivas das variaveis apontadas, e C, e C, s&o

constantes de integragdo. Pois bem, um exame das expressdes (2.94) leva,
respectivamente a concluir, ainda, que:

=f(y)+C

Y =f(y)+C (2.95)
g =1,(2)+C,

porquanto as somas das duas primeiras parcelas sdo identicamente nulas (note-se,

a proposito, o expresso em (2.90)). Obviamente a Unica solugao viavel em face de
(2.95) é a condicao Y constante na se¢éo, que pode ser:

Wy, z) =0 (2.96)

ou, em outras palavras, no caso da secdo circular, a torcdo nao promove
empenamento. Convém esclarecer que as hipéteses da Resisténcia dos Materiais
levaram a solugdo desse particular problema por causa dessa propriedade.
Todavia, para outras se¢des uma imposi¢do na distribuicdo das tensdes nao
apresenta sucesso, dada a complexidade real de tal distribui¢cdo (de certa forma, a
ocorréncia de empenamento dificulta visualizar uma plausivel distribuicdo de
tensao).

Outros dois casos com solugdo analitica explicita sdo a segao elitica, cuja
funcao de tensao da torg¢ao € dada por:

ZZ y2
(‘P:K(a—z'FF—‘I]

resultando:
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L na’b’
o 4+b?
2
W, = mtab
2

considerando-se b o raio menor; e a segdao em forma de tridngulo equilatero, cuja
funcéo de tensao da torgao € expressa por:

2 2

V4 +y
_ GO
® 2

2

2 -3xy*  2a
2a 27

sendo a a altura do tridngulo, o sistema de referéncia com origem no centro de
gravidade do tridngulo e eixo Oy paralelo a uma dos lados do triangulo. Cumpre

assinalar que a fungao de tensao da torcdo nesse caso é o produto das equacgoes
das retas segundo os lados do tridngulo. Os parametros de tor¢do sdo entio:

BRVEE
¢ 45
3
W, = 2\/§a
45

encerrando-se assim as possiveis solu¢cdes de analiticas de interesse pratico em
forma fechada.

Para secbes de forma diferentes destas abordadas a solugdo envolve o
concurso de integragées numéricas (diferengas finitas, elementos finitos e outros),
mas a chamada analogia de membrana, assunto a seguir, permite encontrar varias
solugdes aproximadas expeditas.

2.8.5 - Analogia de Membrana

O problema da torgéo é, do ponto de vista puramente matematico, em tudo
parecido com o problema do equilibrio de uma membrana sujeita a pressao; e por
essa razao existe uma analogia entre tais problemas.

A Figura 2.16 mostra uma configuracdo genérica de equilibrio de uma
membrana sujeita a uma pressédo interna 'p’, onde h é a ordenada da superficie
apresentada pela membrana. No contorno a membrana encontra-se vinculada, ou
seja, no contorno tem-se h nulo. Pois bem, dentro da consideragdao de pequenos
deslocamentos (h pequeno em face das dimensdes da membrana) o equilibrio da
membrana assim se expressa (vide fig. 2.16b) e c) ):
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contorno pressao p

a) Membrana b) Elemento de membrana c) Vista lateral

FIGURA 2.16 — Configuragao de equilibrio de membran

|
pdzdy = 25dysen? + 25dzsen% (2.97)

onde s é a forga por unidade de comprimento da membrana, suposta constante,

dB e dB' sdo os angulos contidos entre os raios de curvatura segundo os planos
xz e xy. Em se tratando de pequenos deslocamentos tém-se ainda:

0= n
0z
g~
oy
2.98
send® dB 16°h (2.98)
x—=-——dz
2 2 2 6z°
senddl _de 10
2 2 2 oy°
e, cCom isso a expressao (2.97) permite escrever:
2 2
8—2‘ N a_? =P (2.99)
oy: oz S

cabendo-se esclarecer que, nas deducgdes aqui apresentadas, as simplificagcdes
decorrentes da consideracdo de pequenos deslocamentos sdo as seguintes: Em

primeiro lugar, da consideragdo de h pequeno decorre pequenas inclinagdes na
membrana, ou seja:
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9=sen6:tgeza—h
oz

0' =send' = tgb' = on
oy

e, por outro lado, em sendo 0 e 8' angulos pequenos tem-se também:
cosO =cosB =1

e, com isso, a projecao horizontal da area do elemento infinitesimal de membrana
dydz coincide com a area desse elemento. Para finalizar, cabe ainda ressaltar que
o sinal negativo nas duas ultimas das (2.98) provem do fato de h decrescer,
respectivamente, com z e y, ou seja, as segundas derivadas de h s&do negativas;

lembrando-se de terem sido os angulos considerados em primeira determinagéo na
equacgao de equilibrio (2.97). Além disso, resta ainda chamar a atencgao para o fato
de se considerarem verticais os raios de curvatura. A equacao (2.99) é conhecida
como Equacéao de Laplace.

Tendo-se em vista a mesma natureza matematica das equagdes (2.99) e
(2.72), inclusive no que diz respeito as condigdes de contorno (h=0 e ¢ =0 no

contorno), pode-se dizer que, a menos de um fator, as duas fungbes, h e ¢, s&o
idénticas, ou seja:

h = Ko (2.100)

onde K é um fator constante, cuja dimensdo é area dividida por forca (h tem
dimens&o de comprimento e ¢ tem dimens&o de for¢a por unidade de comprimento

pois a derivada de ¢ tem dimenséo de tens&o).

Essa analogia permite, mediante a experimentacdo com membrana de bolha
de sabao, cujas propriedades satisfazem a condigdes estabelecidas: s constante, e
no contorno ndo ocorrem perturbacées de molhamento, obter os parametros de

torcdo |, e W, , que constituem os parametros geomeétricos da secgéo de interesse
no caso. Com efeito, de (2.84) e (2.100) tem-se:

2
M, = -2 @ds = Ejshols (2.101)
ou ainda:

M =22 (2.102)
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onde V é o volume desenvolvido pela membrana deformada. Por outro lado, de um
exame de (2.99) e (2.72) deduz-se:

P
K = 2.103
2G06s ( )

e, com isso, (2.102) ganha uma nova redagao, ou seja:

M, = ﬂGe (2.104)
p/s
ou ainda, tendo-se em vista (2.65):
&:h _ AV (2.105)
GO p/s

ou seja, 0 momento de inércia a tor¢ao € igual a quatro vezes o volume desenvolvido
pela membrana dividido pela razdo da presséo aplicada e a forgca por unidade de
comprimento da membrana, parametros estes passiveis de medicdo em laboratério.

Para encerrar a questao, resta agora estudar a relagao existente entre as
tensdes cisalhantes e os correspondentes parametros do problema da membrana.

llustra-se na Figura 2.17a) configuragédo de tensdo num dado ponto da se¢ao
transversal de uma barra, indicando-se a tensao cisalhante resultante nesse ponto.
Pois bem, a exemplo do expresso em (2.61) tem-se:

Ty = T, COSa+ T, sena (2.106)

ou, ainda, tendo-se em vista (2.69):

- :—8—@cosa+a—(psen0( (2.107)
ad 0z oy

e, por outro lado, como os cossenos diretores sao dados por:

0z
cCoOsSdA = —
0z (2.108)
oy
send = ——
oz

0 expresso em (2.109) permite a redagéo:

ez 9y _ ¢ (2.109)
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FIGURA. 2.17 — Tensao cisalhante resultante

ou seja, a tensao de cisalhamento resultante é dada pela inclinagdo da fungéo ¢,
com o sinal trocado, segundo a dire¢ao normal a da tensdo resultante. Tendo-se em
vista (2.100) a (2.109) permite exprimir-se:

T :la—h:E (2.110)
Yoo Koz K

onde B é ainclinagdo da membrana segundo a diregdo Oz, ou, tendo-se em vista

(2.103) e (2.105):

M
Lzzge_ﬁ =_tB (2.111)
& p/s 2V
resultando-se:

. M

max W
th (2.112)

W = —

Bmax

onde B __ & a maior inclinacao verificada na superficie da membrana inflada.

max

2.8.6 — Segundo exemplo de aplicagao

Considere-se, por exemplo, a funcéo de tensao de torcao:



86

@ =K yz—ﬁ
4

(2.113)

que tem valor nulo para y = J_rt/2. Trata-se, por conseguinte, da solugdo de um

problema de tor¢gdo de uma barra, cuja seg¢do transversal € um retangulo de
comprimento, a rigor, infinito (vide Figura. 2.18a). Todavia, cabe ressaltar que tal
solugao constitui uma boa aproximagao para os casos de retangulos muito delgados
como o mostrado na Figura 2.18b), visto que o volume deslocado pela membrana
correspondente € praticamente o mesmo, tendo ou ndo o retdngulo comprimento
infinito. Em verdade, as perturbagdes existentes nas extremidades do retangulo
comprido pouco alteram o resultado final e, mais que isso, as grandes inclinagdes
da membrana n&o ocorrem nas extremidades e sim ao longo das bordas mais

longas, como o sentimento indica.
Pois bem, levando (2.113) em (2.72) tem-se:

K=G6

e, com iSso 0 expresso em (2.84) permite redigir:

Lz | w2 , t b
M, = —ZL/Z{LN Ge[y - ?] dy}dz = Ge?
Ou seja, nesse caso o momento de inércia a torgao vale:

| t3c
)

b =

e ] .

|

(2.114

(2.115)

(2.116)

jt

a) Retangulo de comprimento infinito b) Retangulo muito delgado

(t<<c)

FIGURA 2.18 — Sec¢ao retangular delgada

e, com relacao a inclinacao, ou tensao de cisalhamento, tem-se:
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Xz

T =8—(P=266y (2.117)
oy

com o maximo cisalhamento ocorrendo, naturalmente, para y = +t/2 e tendo-se

em vista (2.115) resulta:

T —got= M (2.118)

ou seja:

2
W, = t?c (2.119)
a exemplo de (2.112).

A solucdo aqui apresentada serve de base para resolver também os casos
de secéo transversal formada por retangulos alongados, a exemplo do ilustrado na
Figura 2.19. Nesses casos, onde as perturbac¢des criadas nas regides de conexao
dos retangulos nao introduzem alteragdes apreciaveis, os parametros podem ser
assim estimados:

= (2.120)

FIGURA 2.19 — Secéao aberta de parede delgada

onde n € o numero de retangulos na segdo. Cumpre esclarecer que, na regiao de
maior espessura, o cisalhamento € maximo, porquanto nessa regiao a inclinagéo da

membrana € maior, dai a presenga de t__ no denominador da segunda das (2.120).
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3 - METODO DA ENERGIA
3.1 - INTRODUGCAO

O Método da Energia enquadra-se dentro da area de conhecimento da
Matematica Operacional no chamado Calculo Variacional. Todavia, em conformi-
dade com o espirito do presente texto, o tratamento matematico mais requintado €,
aqui, contornado no intuito de n&o perturbar o leitor pouco familiarizado com as
costumeiras abstracgdes tipicas da Matematica. Por outro lado, cabe esclarecer que
se procura substituir, no tratamento matematico, a abstragdo pela intuicdo, na
medida do possivel.

3.2 - CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Convém ressaltar, de inicio, que no estudo da estatica e da instabilidade das
estruturas apenas duas manifestagdes de energia estdo, por assim dizer, em jogo.
A primeira, relacionada com o trabalho das forgcas atuantes, € conhecida como
energia potencial das forgas externas, e a segunda, relacionada com o trabalho das
forgas reativas, € conhecida como energia de deformagéo. Por outro lado, pode-se
afirmar com base no Principio da Conservacao da Energia que, em qualquer
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situagao, a energia retirada de uma das manifestagbes passa a pertencer a outra.
Por exemplo, o trabalho produzido pelas forcas atuantes segundo os
deslocamentos da estrutura acumula-se sob a forma de energia de deformagéo da
estrutura.

Para conceituar melhor a energia potencial das forgas externas, considere-

se, por exemplo, o movimento de uma forca P segundo um caminho elementar &d
, conforme se ilustra na Figura 3.1. O trabalho elementar produzido nesse

acontecimento é dado pelo produto escalar do vetor P pelo vetor &d, ou seja:

8T = P.&d (3.1)

8*\ -
ds. P
4
FIGURA 3.1 — Movimento elementar de uma forga

sendo positivo o trabalho da forga, ou seja, resultando positivo o produto escalar
indicado em (3.1), entende-se que a forga perdeu potencial, o que, de certa forma,
indica que ocorreu uma diminuicdo na capacidade de trabalho da forca. Assim,
chamando de Q o potencial da forga, tem-se:

5Q = -8T (3.2)

e essa colocagao provém do fato de que toda forga tem a sua razdo na existéncia
de um campo, como, por exemplo, o gravitacional, e o trabalho positivo da forga
corresponde, no fundo, a uma queda nesse campo.

Por sua vez, a energia de deformagdo origina-se, conforme ja foi
mencionado, do trabalho das forcas internas. E oportuno lembrar que as forgas
internas n&o trabalham em movimentos de corpo rigido, uma vez que tais forgas
sdo auto equilibradas (sao agdes e reagdes entre vizinhos). Assim, a energia em
consideracdo provém do trabalho realizado pelas forgas internas segundo os
deslocamentos oriundos da deformagéo da estrutura. A energia de deformagéo, em
se tratando de material elastico linear (material obediente a lei de HOOKE), é dada,
como ja exposto no primeiro capitulo, por:

1
U= Ejv (0, +0€ +0.E +T, Y, +T,Y,+T,Y,)dV (3.3)

onde V é o volume da estrutura.
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O Principio da Conservagao da Energia, tendo-se em vista haver apenas as
duas manifestacdes de energia em jogo, permite escrever:

SU+6Q =0 (3.4)

onde a notagdo & significa qualquer variagdo. Em outras palavras, no fendémeno de
deformacao da estrutura pela agéo de forgas a energia total ndo se altera; o que
ganha de energia uma dada manifestagdo decorre da diminuicdo da outra. Nesse
ponto vale ressaltar que, no fendmeno em apreco, outras manifestagoes de energia
também intervém. E o caso, por exemplo, de mudancas no estado interno do
material, manifestagdes térmicas, etc.; todavia tais manifestacbes apresentam
magnitudes despreziveis na maioria dos casos da pratica da engenharia.
Por outro lado, chamando a energia total de 11, ou seja:

n=U+Q (3.5)
o principio da conservacao da energia passa a ser dado por
on=06U+86Q =0 (3.6)

ou seja, o principio da conservagao da energia impde condi¢gado estacionaria para a
energia total. A condigdo de energia total estacionaria, uma lei da natureza, serve
de suporte para a obtengao de solugdes aproximadas e, mediante um tratamento
variacional, alcangar as condi¢oes de equilibrio, e dai as solugcbes exatas. Todavia,
pretende-se, aqui, abordar apenas o procedimento que conduz as solugdes
aproximadas, e, como ja foi mencionado, deixar de lado os aspectos matematicos
mais requintados. No intuito de facilitar o entendimento, a maneira de alcancar
solugbes aproximadas, com base na condigdo estacionaria da energia total, &
apresentada nos diversos exemplos de aplicagao arrolados no que segue.

3.3 - PRIMEIRO EXEMPLO DE APLICAGAO

Para mostrar a maneira de se obter solugdes aproximadas utilizando o
conceito expresso em (3.6), considere-se a viga em balango sujeita a uma forga
concentrada Pna extremidade livre, mostrada na Figura 3.2. Pretende-se, por
exemplo, determinar uma elastica aproximada.

Com base na teoria técnica da flexdo tem-se apenas o envolvimento de o,

e £ na energia de deformagéo, pois sabe-se que a parcela referente a energia de

deformacao da forga cortante (trabalho do cisalhamento) pode ser desprezada
porquanto tal parcela €, em geral, de pequena magnitude em comparagao com a de
flexdo, tendo-se portanto:

Uu=1 o dV (3.7)
2 \%
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Por outro lado, para a sec¢ao transversal na posi¢cado genérica x, e nela um
ponto distante y do eixo neutro, a teoria técnica da flexdo (se¢éo plana permanece

plana na deformacgao por flexao) prescreve:
u(x) = —yv'(x) (3.8)

resultando:

e ainda em decorréncia da lei de Hooke:

o, =Ee =-Eyv'(x) (3.10)

X

e portanto:

U=1foedv=1 :(L oXstS)dx = %L:E(L yZdS)(v”)de =

(3.11)

e assim, a energia de deformagao fica expressa em termos da elastica, cuja solugao
aproximada é procurada. Em (3.11) S é a area da secao transversal da vigae | o
seu momento de inércia; lembrando-se, igualmente, que o sistema de referéncia
Oxy indicado na Figura 3.2 tem origem no centro de gravidade da sec¢do do

engaste, sendo que o eixo Ox alinha-se com o eixo da barra e Oy alinha-se com

um dos eixos principais de inércia da sec¢ao transversal, suposto contido no plano
do carregamento.
A energia potencial da forca externa €, no presente exemplo, dada por:

Q=-Pv(x=1Y) (3.12)
e, assim, com base em (3.11) e (3.12) tem-se:

1 ¢
m=2 jo EI(v")2dx — Pv(x = /) (3.13)
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== T

y >\
g"(x) ] linha

elastica

FIGURA 3.2 - Viga em balan¢o

Pois bem, considere-se como primeira solu¢gao aproximada um polinémio do
segundo grau, ou seja:

v, = A, +Ax +AX (3.14)

com as condi¢des de vinculacao:

=0)=0
VI(X ) (3.15)
vix=0)=0
Implicando-se em A e A, nulos, ficando pois:
v=AX (3.16)

Levando-se, agora, a solugdo aproximada expressa em (3.16) na energia
total expressa em (3.13) tem-se:

1 l 2 2 4A§ 2
. Ejo EI2A, F dh —P(A, %) = EI=22 ¢ - PA¢ (3.17)

no caso com o produto El constante ao longo da barra, ficando-se, pois, a energia
total em fungéo apenas do parametro A,, uma vez fixada a geometria da viga e o
carregamento. Nesse caso, a condigdo de energia total estacionaria implica em:

sn="T"8A, =0
oA,
(3.18)

uma vez que A, é arbitrario, e ndo necessariamente nulo (acréscimo da variavel
independente). Assim, no caso em aprego, tem-se:
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% — 4EIAL PP =0
2 (3.19)
N
4E]

e com isso, a solugdo aproximada passa a ser expressa por:

v =Pl (3.20)
A4
e os esforgos internos correspondentes por:
a) momento fletor:
M= ! = ¢ (3.21)
b) for¢a cortante:
V=-ENV" =0 (3.22)
e o valor da energia total fica:
292
ot (3.23)

~8E|

encerrando-se assim essa solugao aproximada.
Tomando, agora, como solugao aproximada um polindbmio do terceiro grau,
que obedece as condigbes de vinculagao dadas em (3.15), tem-se:

v, = AX +AX (3.24)

resultando-se na energia total:

= % [ EIRA, + 6Ax%dx — P(A,F7 + AP°) =
(3.25)

El
E(4A§£ +12A,A,0% +12A50%) = P(A 0% + A%)

ficando-se, pois, a energia total fungéo, agora, dos parametros A, e A,; e, como a

condigao de energia total estacionaria deve ser atendida para qualquer variagao,
entdo tem-se:
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om = 6m = ﬂ6A2 +ﬂéA3 =0
oA, 0A,
ou seja:
o _Blgars12a2)-pr =0
oA, 2
om

—_—= E(12A2€2 +24A,0°) PP =0
oA, 2

que, em forma matricial ganha a redacéo:

¢ a5

cuja solugao é dada por:

_Pe

2 2F
p

A =——
2 6E|

e, assim sendo, a funcao aproximada fica sendo dada por:

Pl , P
V.= —X ——X
S 6E|

e os esforgos internos correspondentes ficam:

M = —ENV" = —P(/ - x)
V= —EN" =P

que consiste na solugao exata. A energia total se expressa:

PZEZ
~ 6El

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

ficando claro trata-se da energia total minima ( -1/6<-1/8). Tal fato se explica tendo-
se em vista que o problema em questao trata-se do estudo de um equilibrio estavel,
ou, em outras palavras, o equilibrio é atingido em condigdes de energia total minima.

De fato, a segunda derivada de T em relagéo a A, a primeira de (3.27) e em
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ralagdo a A, a segunda, tem-se:

2
% = 410

X (3.33)
(LTI
A2

resultando-se expressdes positivas (condigdo de minimo).

A titulo de ilustragéo exibem-se na Figura 3.3 os resultados alcangados com
as duas solugdes estudadas. O exame dessa figura mostra que, em termos de
deslocamento (elastica), o polinbmio do segundo grau ja se mostra razoavel,
contudo, em termos de esforgos internos, deixa muito a desejar.

4

™ o0/ PL PL
Momento X 3E) / 4E)
— / ==
elastica N\u
/ J
>
————— aproximado
For¢a — P
cortante ® P exato

<y

(— zero

FIGURA 3.3 — Linhas Elasticas e diagramas de esforgos solicitantes

Adotando-se, a titulo de curiosidade, como solugéo aproximada o polinémio
do terceiro grau acrescido de um termo de grau genérico n tem-se:

v, = AX +AX +A X" (3.34)
que conduz a:

T = % jo” EIRA, + 6Ax +n(n— DA Ydx —P(A,0* + A,l> + A (") (3.35)

e a condigao de energia total estacionaria fica, entao, expressa por:
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OTt _1 4 n-2 2\

O_AZ = E-[O 2EI2A, + 6A,x +n(n — NA x"“)2dx —P(¢7) =0

ot _1 [2EI(2A 6A (n—=NA x"2)6xdx —P(#*) =0 3.36
O_AZ_EJ.O , +BA X +n(n—-T)A x xdx — = (3.36)
I _ T 2RI2A. 1 6Ax + n(n— DA x™)n(n — )x"2dx — P(¢") = 0

a—AZ—EJ.O 2+ 3X'i'r\r]— nX nn — )X X — =

Resultando-se, pois, no seguinte sistema de equagdes:

4 6 2n A, o [
6 12 6n-1 |{ As |= Ff 1 (3.37)
2 2 (n-2)
on 6n-1) M=V A 1
L 2n—-3 |

cuja solugao se expressa:

Py
NPT

N (3.38)
> 6l

A =0

em outras palavras, o acréscimo de um termo na solugao exata em nada a modifica.
Aproveitando-se ainda o estudo em apreco, € oportuno salientar que um exame das
expressodes (3.35) e (3.38) permite concluir que a energia total é igual a metade da
energia potencial das forgas, ou seja:

= —g(Azfz + A+ A (3.39)

e essa propriedade torna mais facil a obtengcao, como se pode perceber, do valor
da energia total.

3.4 - SEGUNDO EXEMPLO DE APLICAGAO

Exibe-se na Figura 3.4 uma viga simplesmente apoiada sujeita a uma forga
uniformemente distribuida q. Para tal viga procura-se, no que segue, estudar
algumas elasticas aproximadas.

Em primeiro lugar, a expressdo da energia total, em termos da elastica, é
agora dada por:
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T = %L: El(v")?dx — L: qvdx (3.40
q
TEERYREREN
~ =X i
777>z TS %
v Iinhaéléstica v
/

FIGURA 3.4 — Viga sobre dois apoios sob for¢a uniforme

sendo que, no tocante a parcela da energia de deformacéo, tendo-se em vista a ndo
consideracdo da contribuicdo da energia de deformacgao por forga cortante, ndo
ocorre mudanca. Todavia, a parcela do trabalho das forgas externas é facilmente
compreendida, pois o produto qdxfornece a resultante da forga distribuida ao longo

do trecho elementar dx e assim, o produto dessa resultante pelo deslocamento v
ocorrido nesse ponto fornece o trabalho ai produzido; a soma, ou integracao, de
todos eles fornece o trabalho total das forgas externas.

Tomando, de inicio, como solugao aproximada um desenvolvimento do tipo:

v, =A, +Ax+AX (4.41)

e impondo-se as condi¢gdes de vinculagao:

vix=0=0
@ (4.42)
v,(x=10)=0
que correspondem a deslocamentos nulos nas extremidades, tem-se:
v, = A,(x° - (X) (3.43)
e a condicao de energia total estacionaria conduz, nesse caso, a:
ot 1t b iy2
T jo 2EI(2A,)2dx — jo q(x® — £x)dx (3.44)

ou seja:

3
AEIA L + % ~0 (3.45)
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resultando-se:

2

q/

= _ 3.46
2 24E (
e com isso, a solugao aproximada (4.41) passa a escrever-se
v = 92 ) (3.47)
@ 24kl
e os esforgos internos correspondentes dados por:
9t
M=-Ev' =7 (3.48)
V=-EV"=0

e finalmente, a energia total fica sendo dada, a exemplo do expresso em (3.39), por:

q2€5

3.49
288El ( )

T e 5
M= —EJ.O gA,(x* — x)dx = -

Tornando-se agora como nova solugéo aproximada um desenvolvimento do
terceiro grau satisfazendo as condi¢des de contorno (4.42), ou seja:

v=A,0 = x)+ A (x° = £°X) (3.50)
a condicao de energia total estacionaria passa a ser dada, agora, por:

omn ¢ !
" [ ElRA, + 6Ax)2dx - | q(x* — mx)dx = 0
(3.51)

o ot ff
3, = JoEI@A, + 6AXIExa — [ — ¢ = 0

ou seja:
{4 6HA2}:__‘VZ {1/6} (3.52)
6 12| |A El |1/4

cuja solucgao resulta:
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27 T 4E] (3.53)

A3 = 0
ou seja, essa solugdo aproximada € a mesma ja encontrada anteriormente.

Continuando, considere-se como solugado aproximada um desenvolvimento
do quarto grau:

v, = A0 = x) + A, 0¢ = 2x) + A, (x* = £°x) (3.54)

na qual as condi¢gdes de contorno (4.42) ja estdo atendidas, e assim, a condi¢géo de
energia estacionaria implica em:

4 6 8 A, , | 1/5
6 12 18 | A =—% 1/4 (3.55)
8 18 2838 A4€2 3/10
cuja solugao é dada por:
A, =0
A, =-9C (3.56)
128 '
__9
4 24K
resultando-se pois:
ql? |2 1
v, = SdE] b (°x — x3) + E_Z(X4 — %) (3.57)

que constitui a solucado exata encontrada na teoria técnica da flexdo. Os esforgos
internos ficam entdo dados por:
M = —EN" = q_fz(f - ﬁ)
2
2 0 v (3.58)

V=g =225
2
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e a solicitagdo dada por:
q=ENVY =q (3.59)

e finalmente, a energia total passa a ser dada pelo produto vetorial:

0
3 4 5 2 95
no-lg--1Jaf af 397l)_af|__ gt (3.60)
27°7 7216 4 10 [| T2EI[ 2408

9
24E]

cabendo-se notar que menor que o expresso em (3.49), como era de se esperar.

Para finalizar o presente exemplo de aplicagdo confrontam-se na Figura 3.5
os resultados encontrados com as solugbes estudadas. Basicamente, as
observagdes de carater pratico que se pode tirar de um exame dos resultados
langados nessa figura sdo as mesmas ja levantadas no exemplo anterior. Cabe,
ainda, acrescentar que a pesquisa de polindbmios de grau acima de quatro conduz
a mesma solugéao ja encontrada com o polinédmio do quarto grau, a exemplo do que
ja se constatou no exemplo anterior.

————— aproximado
exato
Eldstica Momento

| o |
L__2 __1_2__ N — — R |

q/’
q 8

)

AN Solicitacdo
q//2

FIGURA 3.5 - Linhas Elasticas, esfor¢os solicitantes e for¢ca externa

3.5 - TERCEIRO EXEMPLO DE APLICACAO

Como terceiro exemplo de aplicagao considere-se uma viga simplesmente
apoiada sujeita a uma forga concentrada P no meio do vao, conforme mostra a
Figura 3.6. Pretende-se, aqui, a exemplo dos casos anteriores, estudar elasticas
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aproximadas. Cabe adiantar que as solugdes ja adotadas no exemplo anterior sdo

aqui aproveitadas, visto que as condi¢des de vinculagdo sdo as mesmas.

L
(/2

FIGURA 3.6 — Viga bi apoiada sob for¢a concentrada

Toma-se como primeira solugado novamente a fungao:

v, = A (X* - IX)
e, com isso, a energia total fica:

KZ

1Y
= - [ EI(2A,) dx —PAL( - )

e condi¢ao de energia total estacionaria implica em:

__Pr
2 16kl
e, finalmente:
P/ >
= — (X=X
@ 16E|( )
M= Pl
8
V=0
g=0
2 2 2 93
2 4 2 12El

claramente uma aproximag&o grosseira.
Com a solugao aproximada:

v=A,0 = x)+ A (X0 = £7X)

tem-se:

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)
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2 3
_1 j EI[A 6x)] dx — [_ Af _ %Tag} (3.66)

e a condi¢cao de energia total estacionaria implica em:

s -t
6 12||A] EI|3/8

ou seja, o resultado encontrado conduz a mesma solugao aproximada anterior.
Tomando agora, o desenvolvimento do quarto grau:

v, = A,(x° = 0x) + A,0¢C = 072%) + A (X% — £7X) (3.68)
tem-se:
Y T A, 3A, TA,
= EJ.O EI[ A,() + Ay(6%) + A, (12x°) | dx {_T - (3.69)

e a condigao de energia total estacionaria conduz a:

46 87[A o174
6 12 18 || A =—E—f 3/8 (3.70)
8 18 288||A,~ 7/16

cuja solugao é dada por:

A, - 1.5P/¢
96E|
15P¢
Al =——— 3.71
3 96E| ( )
AR 7.5P¢
96E|

e assim, a solugao aproximada em questao fica sendo dada por:

_Pe Xpo X\ _qcf Xp X Xy _ X
V3_96E|{1'5((€) K} 15((6) €j+7.5((€) fﬂ (3.72)

e os resultados de interesse ficam:
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_Pt
9%

M [—3 +90% 90(5)2}
’ ’

V= i{90 _ 180(%)}

% - (3.73)
=1.875—
: 0
11 A, 3A, T7A, p2¢?
M=-——|——5- — - ==
2| 4 8 16 97.52El

ainda uma solugéo grosseira.
A Figura 3.7 exibe os resultados encontrados para os esforgos internos (M e
Q) e solicitacdo (q), em confronto com os corretos dados pela teoria técnica de

flexdo, acrescidos de resultados mais precisos encontrados com solugdes de grau
mais elevado. E digno de nota que, apesar da extraordinaria convergéncia
observada nos valores da energia total, 0 mesmo nao se pode dizer com relagéo
aos esforgos solicitantes; em particular da for¢a cortante e solicitagdo. Tal fato se
explica, de certa forma, tendo em vista a descontinuidade existente nesses esfor¢os
em contradicdo com a continuidade das fung¢des aproximadas adotadas. Todavia
convém ressaltar que, no limite, tais descontinuidades serdo alcancadas; dentro,
naturalmente, do conceito de fungdes limite (algo similar ao que ocorre com as
aproximacgdes dadas por séries de FOURIER).

No intuito de contornar as perturbacdes inerentes as descontinuidades é
conveniente tomar como solugcéo aproximada o concurso de duas fungcdes nesse
caso, ou seja, no primeiro trecho, que vaide 0 a ¢ / 2 (primeira metade) adota-se,
por exemplo, uma fungao do tipo:

v, = A, +Ax+AX + AX (3.74)

e no segundo, que vai de ¢ /2 a ¢ (segunda metade), uma funcao, por exemplo,
também do terceiro grau, ou seja:
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Elastica Momento

pr> SN2 p?
48,8 EJ 48 EJ
P/1,07 Cortante
~
™ S~o 1,87P
@ >~ P/2 F————————qr———————-— R4
P/2” S ' .
~_ ® /
\\\\ I\ q—»(D
N dx—0
P/1,07 qdx = P

FIGURA 3.7 — Linhas Elasticas, esforgos solicitantes e solicitagao

v, = Ay + A+ Al + A (3.75)

1

e de modo a aliviar o trabalho algébrico e eliminar a maioria dos parametros
incégnitos, em numero de oito, impde-se, de inicio, as duas fungbes as condigdes
de vinculagao acrescidas de condigdes de continuidade no meio do vao, ou seja:

v,x=0)=v,(x=10)=0

Vi (x=0/2)=v,(x=0/2)=0
Vix=10/2)=vi(x=0/2)=0 (3.76)
Vik=10/2)=Vvi(x=¢/2)=0
Vix=0)=Vvi(x=0)=0

2
I
2
|

sendo que a segunda, terceira e quarta de (3.76) exprimem a continuidade da
elastica, da inclinagdo e do momento fletor no meio do v&o; ja a quinta indica
momento fletor nulo nas extremidades da viga. Em forma matricial, o expresso em
(3.76) ganha a redacao:

10 0 0 0 0 0 0 0
00 0 1 ¢ 2 & ||M 0
8 40 202 -8 —4r 202 - ||A, 3
0 4 40 0 -4 -4 320[{A L=A,{ 372 (3.77)
00 2 0 0 0 0 |[lA 0
00 0 0 0 2 60 [l 0
00 2 0 0 -2 -3 || 3/
3
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cuja solucao levada em (3.74) e (3.75) conduz a:

v, = A, (x> —6/°x / 8) (3.78)
v, =A,20° / 8-180°x / 8+ 3(x* — X°)
ficando, pois, a energia total dada por:
AN ’ ¢ 2 7?6
= E[ J, E6AXPdx + [ EI(A(6¢ - 6x)) dx} - P[As (5 - Wﬂ (3.79)
cuja condicao de energia total estacionaria implica em:
A, =-P /12El (3.80)
resultando, pois, a seguinte solugéo para a elastica:
v, = P QZZX -x3
12EI( 8
1 5 (3.81)
v, _ P 182 28 3pe
12EI( 8 8
e, em correspondéncia, aos seguintes resultados de interesse:
M, = ;x
v, ="
2
M, = i 3.82
2 = E(z - X) ( . )
P
V2 = —E
A
96kl

verificando-se, assim, que a solugdo em aprec¢o é aquela da teoria técnica da flexao.
Esse exemplo, de uma viga simplesmente apoiada solicitada por uma forga
concentrada no meio do vao, evidencia, por meio das varias solugdes estudadas,
um fato interessante, ou seja, a existéncia de descontinuidades deve ser tratada
com solugbes também descontinuas, a exemplo dessa ultima, porquanto as
solugdes continuas, conforme pode ser constatado, apesar da boa convergéncia na
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energia total, o0 mesmo n&o se verifica nos esforgcos internos, que apresentam
descontinuidade (a solugéo exata apresenta continuidade ao nivel da elastica,
primeira e segunda derivadas; nos demais niveis apresenta descontinuidades).

3.6 - QUARTO EXEMPLO DE APLICAGCAO

Estuda-se, no que segue, o problema da flambagem de uma coluna
comprimida por uma forga P conforme ilustra-se na Figura 3.8a). Trata-se, também,
de um problema de procurar elasticas aproximadas.

De inicio, cabe esclarecer que, desprezadas as parcelas da energia de
deformacao referentes a forga cortante e forgca normal, de pequenas magnitudes,
tem-se:

U- %_[:El(v”)z dx (3.83)

e, por outro lado, com relagdo a energia potencial do carregamento, torna-se
necessario introduzir algumas explicagbes adicionais.

14
du
x4 dx /
%
N O A
74;2 " dx
a) Coluna biapoiada b) Elastica caracteristica c) Movimento vertical

FIGURA 3.8 — Caso simples de flambagem

Em primeiro lugar, dado que o problema de flambagem enquadra-se em
teoria de segunda ordem, a consideragdo da configuragdo deformada da coluna
constitui o ponto de partida.

Assim, na figura 3.8b) indica-se 0 movimento Au, do ponto de aplicagdo da
forca, decorrente da deformacéo da coluna por flexdo. E oportuno assinalar que a
deformacgao da coluna por forgca normal em nada influi no estudo em andamento,
visto que nao existe uma dependéncia entre 0 movimento apontado e o provocado



107

pela forgca normal; dentro, naturalmente, da consideragdo de pequenos
deslocamentos (em outras palavras, considera-se que / ja seja o comprimento final
da coluna depois de processada a deformagao por forga normal).

Exibe-se na figura 3.8c) um elemento dxda coluna na posigcéo inicial
(vertical) e o seu correspondente na posicdo deformada. O angulo contido entre
eles &, com base na consideragao de pequenos deslocamentos, a propria derivada
da deformada, pois:

vi=tgb =senb =06 (3.84)

para O pequeno, ou seja, grosso modo 6 < 0.0873rd . Por outro lado, a configuragao
geomeétrica permite escrever:

du = dx(1- cos8) = dx(cos®* 8 + sen’d — (cos*° 0 / 2 —sen’B / 2)) =
" (3.85
(v2) dx

dx(2sen’d / 2) = 2(%)2 =
e, assim sendo, a energia potencial da forga passa a ser expressa por:
Q= —PAU = —Ej[(v')zdx (3.86)
270 '

gue consiste numa expressao de integragao do quadrado na deformada.
Tomando-se, de inicio, como solugao aproximada uma fungao do tipo:

v, = A (X - IX) (3.87)
em obediéncia as condi¢des de vinculagdo, a energia fica expressa por:

n= %[ jO”El(zAz)zdx _p j:(Az(zx - 0) dx} (3.88)

e, assim, a condi¢do de energia total estacionaria implica no problema de autovalor:

3
AEIA¢ —PA, % -0 (3.89

cujo autovalor se expressa (A, = 0):

12l

P 7

(3.90)

Ou seja, a carga critica aproximada correspondente apresenta um erro de
aproximadamente 24%; porém, deve-se ressaltar, contra a seguranga. Em verdade,
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as solugdes aproximadas correspondem, no fundo, a uma introdugao de vinculos,
uma vez que se leva em consideragao apenas alguns graus de liberdade. Assim
sendo, ndo deve causar estranheza o fato de que, no método da energia, as
solugbes aproximadas conduzem a forgas criticas superiores ao valor correto. Outro
fato interessante diz respeito a variacdo da energia total com a variagdo de P. Vale
notar, por exemplo, que o valor de T anula-se quando P atinge o valor de P critico;
dado, no caso por (3.90), porquanto:

3
T = AZ {ZEIE - %}

(2.91)

3
&1 = 2A, {zm - %} -0

e T tem sempre valores positivos para P menor que P critico e valores sempre
negativos para P maior. De fato, no caso de P menor que P critico a energia de
deformacgao deve ser maior que o potencial da forca, pois trata-se de um problema
estavel, ou seja, a estrutura ndo aceita, por assim dizer, uma situagao deformada,
ao contrario do caso instavel que ocorre com P maior que P critico, onde a estrutura
entra em movimento , pois parte da energia potencial da for¢ca se transforma em
energia cinética.
Tomando como solugao aproximada uma funcgao do tipo:

vi=A (X - x)+ A0 - 7X) (3.92)

tem-se:
2

1Y 1 _ et
=2 [ EIRA, + A" — S PJ [ Ayx = 1) + A 3¢ — %) | dx (3.93)

e a condigao de energia total estacionaria implica em:

P/ Po*

— —4El¢  — —6EI?
3 2 {AZ} - {0} (3.104)

4 5
PL — BEI¢? ﬂ —12EI1/3 3
2 10

cujos autovalores se expressam:
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12El
P1 = 7
(3.95)
P 60E|
2 = 2

valendo-se notar que a primeira raiz, ou valor de P critico, ndo sofreu alteracdo em
relacao a solugdo anterior; todavia dessa nova solugéo decorre um segundo valor
de P critico.

A titulo de curiosidade, tomando como solugdo aproximada um
desenvolvimento do quarto grau, que obedece, além das condigbes de vinculagéo,
também condigdes mecéanicas mais imediatas (momento nulo nas extremidades),
do tipo:

v, = A, (x* =205 + £7X) (3.96)
tem-se:
9.88El
P==0 (3.97)

cujo erro é de tdo somente 0,13%.
Na Figura 3.9 confronta-se o modo de flambagem da solugdo em aprego com
o da solugao exata.

T _9,88E)
\\/waprox.(Pc— >—)
S 14
v\
TT*E)

\
\_exato (P, =—")

YA 4 senodide

FIGURA 3.9 — Modos de flambagem (Elastica)
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3.7 - QUINTO EXEMPLO DE APLICAGAO

Considere-se o problema de flambagem da coluna indicada na Figura 3.10,
onde o produto de inércia El no terco inferior da altura é 16 vezes o produto de
inércia do restante.

Em atencéo a descontinuidade de secéo, de maneira similar ao que foi feito
no terceiro exemplo de aplicagdo, toma-se como solugdo no terco inferior uma
funcao do tipo:

v, = Ay + AX+AX +AX (3.98)
e no restante:

v, = Ay + Alx+ Alx® + Al (3.99)

e eliminam-se, de inicio, sete dos parametros incognitos mediante a imposi¢ao de
condi¢des de continuidade, vinculagdo e mecanicas mais imediatas, ou seja:

v.(x=0)=v,(x=1)

v.(x=1/3)=v,(x=1/3)

v'1(x=f/3):v'2(x=€/3) (3.100)
Vix=0)=vi(x=0)=0

16v'1'(x =(/3)= vg(x =//3)

resultando-se:

v, = A, (x* = 5/°x)
v, = A (-8x% +240x° —180%x + 20%)

lp

—

(3.101)

EJ
20/3 —

X 16E)

\

/3
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FIG. 3.10 — Coluna de se¢ao variavel

ficando-se, pois, a energia total dada por:

1 /3 2 0
= 5{1 6.[0 E|(6A3x) dx + L/B EI(—48A,x + 48A3£)dx} +

(3102)
P {1 6 Io‘/s (3A3x2 —5A,/° )2 dx + jj/g (—24A,x> + 48A,/x — 18A, gZ)ZdX}
ou seja:
M = 117.33A§£3EI - 9.35A§£5P (3.103)
cuja variagao nula implica em:
12.5El
P= e (3.104)

cujo erro em relagdo ao valor exato (11.1El / ¢°) é da ordem de 13%. Sera, entao,
necessario prosseguir para uma solugado mais apurada usando-se polindmios de
grau mais elevado.

3.8 - SEXTO EXEMPLO DE APLICAGAO

O presente exemplo de aplicagéo € dedicado ao estudo da flambagem da
coluna mostrada na Figura 3.11, cujo carregamento é dado por uma carga axial p

uniformemente distribuida ao longo da altura.
A energia total &, nesse caso, dada por:

= %[ [[E" P [/ p( [l (v')zdx)dx} (3.105)
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|
|
»
|
|
|
|

X

-

FIGURA 3.11 — Coluna sob forga axial distribuida
que obedece as condi¢des de vinculagdo v(x =0) =0, v'(x = 0) = 0 e & condigéo
mecanica v'(x = ¢) = 0, tem-se:
T = 6EIAS/® — 0.75pA%¢° (3.106)

cuja variagao nula implica em:

p=8— (3.107)
e cujo erro em relagéo ao valor exato (7.83El / ¢°) é da ordem de apenas 2%.

3.9 - SETIMO EXEMPLO DE APLICAGAO

Considere-se a chapa de espessura unitaria, altura 2c e vao ¢, mostrada na
Figura 3.12 cujo carregamento € dado por uma forga g horizontal uniformemente
distribuida ao longo da altura.

Trata-se, por conseguinte, de um problema de elasticidade plana que se
enquadra no estado plano de tensdo. Assim sendo a energia total € dada por:

1
m= EJ.V (OXEX -I-O'yEy + Txyyxy )dV - q_[s ux = -, y)dS (3.108)

onde:
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o, =Kg + Kzsy
o, =Ky, +Kg, (3.109)

Txy = K3vxy

com:

K, = —— (3.110)

sendo Eo modulo de elasticidade e v o coeficiente de Poisson.

YA

X
77 Z

C C

FIGURA 3.12 — Chapa sob forga horizontal uniforme
Assim, a expressao (3.108) escreve-se:

= % [, (g +2Ke e, + K +K;y2)dV —gf u(x = —¢,y)dS
(3.111)

e, lembrando-se que:
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ou
€ = —
X 0X
ov
Ey:E
_ou oV
ny—EJr&

adotando-se como solugao aproximada:

u = Ax’y + By°x
v = Ay’ +Bx%y

(3.112)

(3.113)

que satisfazem as condigbes de vinculagéo, ou seja, u=v =0 para y =0, bem

como au/ay =0 para x =y =0, tem-se:

g, = 2Axy + By’
g, = 3Ay® +Bx?
Yy = AX® + 4Bxy

e com isso, a expressao (3.111) ganha a redagéo:

8

1'[=l K1
2 5

42
L q 2

K, [5 A% + %Bzcﬁsj + 2K, (g ABc/® + %BZCWJ +

1—8A2cf5 + 2 BC®/ + 12 ABC’ /| +K, 2 A%/ + 32
5 9 5 9

Acr? — %Bcf]

e a condicao de energia total estacionaria conduz a:

(16K, 5 36K,
g ¥t 5 ¢ (12|<2 12K1a3]
K 59
5
K 8, s
12K, 12 5) |7 9
5 9 4K, 5 64K,
o + [0
I 5 9

Bwsj

(3.114)

(3.115)

(3116)
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onde a=c/ /.

A titulo de ilustracdo, tomando-se ¢ =c =100cm, E =21000kN /cm® e
v =1/ 3, o sistema de equagdes (3.116) tem a seguinte solugio:

A =3.45q10°®

(3.117)
B =4.89q10°°

e, assim, os resultados de interesse sao dados por:

u =10"%q(3.45x%y + 4.89y°x)

v =107°q(3.45y° + 4.89x°y)

e, =10°q(6.9xy + 4.89y?) (3.118)
g, =107°q(10.35y° + 4.89x%)

Y, = 10°q(3.45%° +19.56yx)

e ainda:

o, =107q(3.85x* + 16.3xy + 19, 7y?)
o, =107q(11.55x* + 5.43xy + 28.3y%) (3.119)
T, = 107°q(2.72x* +15.4y?)

cujo erro € de grande magnitude. Para se ter uma ideia da precisdo dos resultados

em unidades do sistema técnico, onde se adota E =2100tf / cm?, exibe-se na
Figura 3.13 o carregamento encontrado em confronto com o dado, onde se nota
uma grande disparidade, especialmente nas regides onde as tensdes sao nulas.
Vale assinalar que a busca por solugdo melhor ndo consiste, na pratica, na adog¢ao
de polinbmios de ordem elevada, mas de separagéo da regido de integracédo em
subdominios (elementos finitos), e neles adotando-se polindmios de ordem menor
e adequados.

3.10 - OITAVO EXEMPLO DE APLICAGAO

Como ultimo exemplo de aplicagdo do Método da Energia seja considerado
o problema de torgao livre de uma barra de segao retangular de lados 2a e 2b,
conforme ilustra-se na Figura 3.14.

A expressao da energia total €, nesse caso, dada por:

1
n= EJ.V (Txyyxy + szyxz)dv - Mteﬂ (3120)
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carregamento dado
------- carregamento encontrado

ou | [1TTTTTTLHTTT ol oo

0,28q
0,18q ( ] @ W 0,18q (Txy)
0,15q
0,18qg 0,07q 0,40q 0,18q
— 7 —1
\ . /
\® - ®/
\ - i
\ \ i
\ 1 ] /
\\ ‘\» 100 //
1 cm
0,07q \ 0,01q\r y 0,17q ! 0,07q
| n |
| I ‘ X /
U Ll —> L
0,03g 0,04q q 0,04q 0,03q
200cm
(Txy) () (o) (Txy)

FIGURA 3.13 — Confronto do carregamento dado com o encontrado

FIGURA 3.14 — Secgao retangular

onde O é a rotacdo por unidade de comprimento da barra e ¢ o comprimento.

Sabe-se, por outro lado, que o estado de deslocamento é, nesse caso, dado
por:
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u = 6y(y, z)
v = —0xz (3.121)
w = Bxz

bem como:
(3.122)

e, dessa forma, a energia total passa a ser dada por:

M= GGZEI [[a—¢+ yj + (8_41_2] }S—Mteﬂ (3.123)
2 S|\ oz oy

cuja expressao envolve a fungdo empenamento, bem como o giro por unidade de
comprimento, o comprimento da barra e o médulo de elasticidade da torgao.
Tomando-se, por exemplo, como solugao aproximada uma fungao do tipo:

Y = Ayz (2.124)
tem-se:

2
= S0 (A 2] y2ds + (A - 12],2ds | - Mo (3.125)

e, assim, a condi¢cao de energia total estacionaria resulta:

2 2
2(A + 1) 103D +2(A-1)1i2b:0 (2.126
ou seja:
a’ —b?

e assim, o momento de inércia a torgao (vide expressao (2.66) ) correspondente &
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entao dado por:

=1 (_y_a_uy +7 de =[.[(A+ 1y + (A-022 iS

64a’b?
12(a® — b?)

(3.128)

cujo erro para o caso de b = 2a é da ordem de 16%, porquanto se tem |, = 8.53a%,
enquanto a solugéo exata ¢ |, = 7.33a%.

3.11 - COMENTARIOS FINAIS

O Método da Energia da maneira como apresentado ndo se mostra muito
interessante do ponto de vista computacional, pois ndo se vislumbra ai um
procedimento sistematico e absolutamente geral. Cabe lembrar, a propdsito, que
nos casos de descontinuidade, ha a necessidade de se adotar mais de uma funcao
dentro do dominio de integragao, e, com isso, as condi¢gdes de continuidade na
ligacdo dessas fungdes introduzem equagdes de natureza um tanto diferente
daquelas decorrentes da condigdo estacionaria para a energia total. Para contornar
tais inconvenientes, e outros que nao cabe aqui adiantar, foi desenvolvido nas
décadas de 60 e 70 do século passado o conhecido Método dos Elementos Finitos
que, no fundo, em uma de suas versodes trata-se de uma sistematizacao bastante
engenhosa do Método da Energia.

Finalizando, convém assinalar, a bem da verdade, que as solugdes bastante
simples aqui abordadas chamam a atengao para dois aspectos interessantes, quais
sejam: as descontinuidades do problema a ser tratado devem ser obedecidas pela
funcdo aproximada; e o controle da convergéncia deve ser levado a efeito
examinando-se cada grandeza (momento fletor e forga cortante) em particular. No
caso da maioria dos exemplos tratados, as condigdes de equilibrio constituem bons
indicadores. Valendo-se assinalar que, de acordo com o que se pode constatar, a
medida da convergéncia da energia total nada indica a respeito da convergéncia
das outras grandezas.
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4 - METODO DAS DIFERENGAS FINITAS
4.1 - INTRODUGAO

O Método das Diferengas Finitas, dentre os métodos de integracdo numérica
usuais, é sem duvida o de conceituagdo mais simples, e, por essa razdo, um dos
primeiros a ser formulado. Segundo alguns autores, o seu desenvolvimento
sistematico deve-se ao grande pensador LAGRANGE.

Em linhas gerais, o Método das Diferengas Finitas baseia-se na definicao
geométrica de derivada, negligenciando-se a passagem ao limite do argumento.
Dessa forma, podem-se obter operadores de derivadas, que, aplicados a valores da
funcdo incognita, segundo a formulagdo lagrangeana, permitem exprimir, de
maneira aproximada, as derivadas dessa funcio. A titulo de ilustracéo, considere-
se a fungdo genérica f(x) mostrada na Figura 4.1a).

De acordo com a definicdo geométrica de derivada tem-se:

y'(x =x) = = |im 220 (4.1)
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Ay="1(x) Ay=1(x)

f(x)
f(x)

| ”Tyi+1

Vi}

|

|

|
Yi+1 }yi+2

|

|

|
|
|
|
|
|
|
|
i

i Xig1 i X+l Xi+2  x
hi hi | hj

FIGURA 4.1 — Conceito geométrico de derivada primeira e malha para
derivada segunda

<Y

Por outro lado, a consideragéo de h:finito, ou seja, sem a passagem no limite,

no quociente indicado exprime com certo grau de precisao, cuja magnitude é objeto
de mengdes dadas mais adiante, o valor da derivada dessa fungado. Cabe ressaltar

que o grau de precisdo aumenta na raz&o inversa do espagamento h,, como é facil
de perceber da definicdo de derivada. Assim sendo & licito escrever:

yY(x=x)=y. = —yi”h_ Y (4.2)

I
Pois bem, de posse da relagéo (4.2) as derivadas de ordem superior podem
ser expressas, por via de consequéncia, de forma similar, como, por exemplo, o
caso da derivada segunda:

| |
gy — ~ll = Y 7Y
y'(x=x)=zy, o

(4.3)

onde no numerador figura, agora, a diferenca de valores da derivada primeira. E
oportuno assinalar que, certamente, o nome Diferengas Finitas tem sua origem no
fato de que, a menos do fator 1/hi a derivada constitui uma diferenca entre valores
discretos da funcéo; com isso a diferenca tem um valor finito, e ndo um infinitésimo
como seria na conceituacao de derivada.

E facil perceber-se que as derivadas de ordem superior podem ser colocadas
em termos dos valores da fungao. De fato, considere-se a fungao genérica mostrada
na Figura 4.1b), da qual se conhece, por exemplo, trés valores distintos espagados
igualmente por h,. Com base na expresséo (4.2) € licito que se escreva:



| yi+1 B y|
YT h

: (4.4)

yi+ — yi+

y:+1 : hi 1

E, assim sendo, tem-se:
I Vi =Y - Vi =20 Y,

yi (X — Xi) ~ i+ h i ~ 1+ h2|+ i (45)

Convém notar que, para exprimir a derivada segunda em fungao dos valores
da fungéo, introduz-se uma aproximagao adicional, ou seja, as derivadas primeiras
foram substituidas por expressodes ja aproximadas (vide (4.4)).

O procedimento até aqui seguido caracteriza-se pelo fato de se estimar a
derivada num dado ponto a partir do conhecimento do valor da fungé&o nesse ponto
e em seus vizinhos situados no sentido crescente da variavel x; disso decorre a
formulagdo de operadores ditos ascendentes. Todavia € possivel formular outros
operadores a partir da ideia basica de se colocar a derivada em termos de diferenca
em outras configuragbes de vizinhanga, gerando-se assim operadores
descendentes, onde os vizinhos situam-se no sentido decrescente da variavel x, e
0s centrais, onde os vizinhos rodeiam o ponto de consideragéo.

Conforme ja mencionado, os operadores de diferengca exprimem com certo
grau de precisdo as derivadas; e, assim sendo, é de grande interesse pratico
quantificar esse grau de precisao. Para tanto, o desenvolvimento de fungdes em
série de Taylor, assunto de facil exposigéo, é a seguir apresentado

4.2 — SERIE DE TAYLOR E ORDEM DO ERRO

A teoria das séries de Taylor foi sem duvida uma revolugdo na chamada
matematica operacional, afinal ela permitiu pela primeira vez na historia da
matematica explicitar de maneira exata, além das fungdes trigonométricas, muitas
outras fungdes.

Em verdade a série de Taylor é uma expansao polinomial tendo por base o
valor da fungdo e de suas derivadas em um determinado valor da variavel, em
especial para o valor nulo da variavel, da mesma forma como ocorre com qualquer
polinbmio.

Por exemplo, considere-se um polinbmio genérico do tipo:

p(x)=Cy+Cx+C,x* +C3x°> + C,x* +... (4.6)

onde C, s&o as constantes do polindmio. Suas derivadas sucessivas sdo expressas
por:
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%p(x) =p'(x)=C, +2C,x +3C,x* +4C,x> +...

izp(x) =p"(x)=2C, +6C,x+12C,x* +...

dg (4.7)
wp(x) =p"(x)=6C, +24C,x +...

d

Wp(x):p'V(x):24C4 +...

onde o numeral romano como expoente indica o nivel de derivagdo. Assim sendo,
para valor nulo da variavel x tem-se de imediato:
p(x=0)=C, =0!C, =p,
p'(x=0)=C ,=1C, =p,
p'(x=0)=2C, =2!C, =p,
p"(x=0)=6C, =3!C, =p,
p (x=0)

(4.8)

e com isso o polinbmio (4.6) ganha a seguinte escrita:

4

oy X (4.9)

2
| Pog 4

1 3

p(X) =Py +Ph - +Ph——+Ph o

1! 2!

Em outras palavras, conhecendo-se a funcao polinomial e suas derivadas para o

valor nulo da variavel x, por exemplo, o polinbmio acha-se determinado, pois existe

uma relagdo direta desses valores com as constantes do polinbmio, e essa
propriedade vale para qualquer que seja o grau do polinédmio.

A expresséao (4.9) permite, por exemplo, escrever:

_ [ ||E |||E IVE
Y. =Y, Fyih+y, 2'+yi 3 +Y, 4|+...
5 N . (4.10)
y _y_y|h+y||h__ |||h_+y|vh__
i-1 — Ji i |2| i 3] i 4|

0 que permite redigir as seguintes expressdes
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| _ ym _yi ) y_| y_| 2
y(X)——h —yi+2!h+3!h + ..
_ Il
Yoo = Yot Yer o Dipe 4.11)
h 3!
I _yi+1_2yi+yi_1 _ Yl Zlel 2 _
y (x) = 2 —yi+4!h_...

permitindo-se, pois, formular os seguintes operadores de diferengas finitas
explicitando-se a ordem do erro:

y! :%—%hﬂm — o(h)
_ i
y =%—%h2+...—>0(h2) (4.12)
i Yia— Yty 2y 2
yi = 2 Al h® +.. = o(h?)

evidenciando-se que o operador central de primeira derivada:

I _ Yien = Yis 4.13

e o operador central de segunda derivada:

=2V + V.
y:| _ Yiu hy2I Yia (4.14)
apresentam erro de segunda ordem, e, consequentemente, ao serem aplicados em

relacdes diferencias resultam, coerentemente em conjunto, igualmente erros de
segunda ordem.

Os operadores de diferencas finitas (4.13) e (4.14) que expressam derivadas
em termos de valores da fungédo na vizinhanga sdo denominados lagrangeanos
centrais de passo duplo. Todavia existem também operadores de diferencas finitas
mais gerais denominados operadores de diferengas finitas hermitianos, como
mostrado a seguir, apenas a titulo de exemplificagao.

Considere-se para tanto os seguintes desenvolvimentos:

_ I I h2 I h3 \% h4
Y =Y, FYh+y, —+y, —+y, —+..
I+ | | I2| | 3! | 4| (4 15)
h? '  h? '
| | Il 1 \%
Yo=Y, +yh+y ——y' —+y ——.

b2 T3 T
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0s quais permitem obter um operador de diferencas finitas hermitianas de terceira
ordem como segue:

y. +ay,, +byl+cy =0+ %(h% (4.16)
ou seja:
1+a=0
1+ch+bh=0 (4.17)
l+ ch=0
2

resultando a=-1, b=-12h, c=-12h, sendo pois o operador em questio
expresso por:

h
Yo=Y — (Y + y:”)i =0 (4.18)

que consiste no classico operador trapezoidal empregado na integracdo de
equacoes diferencias da dinAmica das estruturas, por exemplo. Cumpre assinalar
que os operadores sdo obtidos anulando-se os termos da combinagao até a ordem
desejada como explicitado em (4.17).

No que se segue sdo apresentados varios exemplos de aplicagao
empregando-se apenas operadores de diferengas finitas centrais lagrangeanos
(4.13) e (4.14), por serem de mais facil manipulagcdo e envolver apenas o entorno
préximo com erro de aproximagao de segunda ordem, exigindo-se a consideragéo
de apenas dois pontos fora do dominio de integragdo como ilustrado nos proprios
exemplos.

4.3 - PRIMEIRO EXEMPLO DE APLICACAO

Como primeiro exemplo de aplicagéao do Método das Diferengas Finitas, via
operadores de passo duplo centrais lagrangeanos considere-se o problema de
determinacgao da elastica de uma viga em balango sujeita a uma forga concentrada
P na extremidade livre, conforme se ilustra na Figura 4.2a).

Da teoria técnica da flexao sabe-se que a relagdo momento-curvatura assim
se expressa:

V' = —% (4.16)

sendo M o momento fletor, E o médulo de elasticidade e | o momento de inércia
da viga em aprego.
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lP
- Jo_g@g 3 A5 L_g@g 3 4 o8
1 R rAraArara A
elastlca 4 | 2 | /)2 | 0/2 | 072 | ‘€/3 f/.’*‘:I |€/3|€/3\
a) Viga em balango b) Primeira malha (h=//2) c) Segunda malha (h=/¢/3)

FIGURA 4.2 — Viga em balan¢o e malhas adotadas
Para a vinculagao indicada tem-se:

= O =
VI(X ) 4.17)
vix=0)=0
Como primeira solugdo toma-se para o espagamento ho valor 6/2, e, por

via de consequéncia, considera-se a malha regular indicada na Figura 4.2b). Assim,
as condigdes dadas em (4.15) implicam em:

v, =0
VoV, (4.18)
{
onde na segunda de (4.18) emprega-se o operador de diferenga central (4.13).
Por outro lado, a condi¢ao (4.16) levada nos pontos 2, 3 e 4 implica em:

v,—2v, -v; P/

(h2f ®

Ve~ 2y “V, _ PL (4.19)
(€/2) 2El
v, —2v, -V,

Desta feita, o sistema de equacgdes formado por (4.18) e (4.19) resolvido, no
que interessa, resulta:



v, =0
v, = P¢*/8El (4.20)
v P

A titulo de curiosidade, v,apresenta um erro de 12% em relagao ao valor
exato P¢*/3El.

Com a malha indicada na Figura 4.2c), onde o espagamento é h = //3 tem-
se:

v, =0
(V3_V1)/(2£/3)=0
(v, —2v, +v,) /(¢ /3) =Pt /El

) (4.21)
(v, =2v, +v,) /(¢ /3) =2P(/E
(v, —2v, +Vv,) /(¢ /37 =P¢/ 3El
(v, —2v. +Vv,) /(¢ /37 =0
cuja solucgao é:
v,=0
v, = P/? /18Kl
’ ; (4.22)
v, =P* /54K
v. = P¢* / 2.84El

Nesse caso o erro contido no deslocamento v, da extremidade livre € de

apenas 5%. Com base no fato de que o erro contido nos operadores é da ordem do
quadrado do espagamento, € possivel, entdo, achar uma melhor estimativa para o
deslocamento da extremidade livre (extrapolagdo de Richardson), dado que este
ponto esta contido nas duas malhas estudadas. De fato, com a primeira malha (
h=¢/2) tem-se:

3 2
v, = o) (4.23)
2.67El 4
e com a segunda malha (h = 6/3 ) tem-se:
3 2
v, =L o) (4.24)
2.84El 9
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Das relagoes (4.23) e (4.24) conclui-se:

01677

o(/?) = (4.25)
El
e, assim sendo, de (4.23) conclui-se:
3 3 3
v, = P/ N (-0.161P¢7) _ P (4.26)
2.67El 4E| 2.99EI

que constitui uma aproximagédo do deslocamento da extremidade livre altamente
mais precisa, ou seja, apresenta erro da ordem de 0,3%.

4.4 - SEGUNDO EXEMPLO DE APLICAGAO

Considere-se, agora, o problema da determinagéo da forga de flambagem da
coluna indicada na Figura 4.3a).

lP
‘ 5 6

—

. D
N b2 51 |3
) /3
l/2 4 7,/
31 v
! l/2 3 *?/3
p) R l/3
XA | 2y —+
L2 L3
R, 1, v 1 v
A, Y
a) Coluna b) Primeira malha (h=//2) c) Segunda malha (h=//3)

FIGURA 4.3 — Flambagem de coluna e malhas adotadas

A equacao diferencial que governa o equilibrio da coluna em questéo é dada
por:

V' + (P/Ev =0 (4.27)

e as condi¢des de vinculagido sao dadas por:

(4.28)
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A solugdo com a malha de espagamento h = 6/2 indicada na Figura 4.3b),
implica no problema de autovalor:

v, =0
v,=0
(v, =2v, +Vv;) /(L / 2% + (P / Ev, =0 (4.29)

(v, =2v,+v,) /(£ /2 +(P/Elv, =0
(v —2v, +Vv.) /(¢ /2F +(P/Elv, =0

cujo autovalor decorre de:

0 1 0 0 0]
0O 0 0 1O
det|1 o 1 0 0[=0 (4.30)
O 1T a 10
100 1T o 1]
onde
2
o Pt 5 (4.31
4E|
resultando:
—o=0 (4.32)
ou seja:
P = 8EI/ ¢ (4.33)

cujo erro em relagéo ao valor exato 1T2EI/£2 € da ordem de 19%.
A solugdo correspondente a malha indicada na Figura 4.3c), cujo
espagamento & de (/3, implica em:
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0100 00O
1T a 1T 0 0 O
e (4.34)
00 1T a 10
000 1T a1
00 0 0 1 0
onde
2
a=PL_ (4.35)
OF|
resultando-se, pois:
o -1=0 (4.36)
cujas raizes sao +1 e, portanto de (4.35):
_ OEl
17 T2
¢ (4.37)
P _ 27El
1 gz

sendo o erro na primeira raiz da ordem de 9%. A segunda raiz, segunda carga de
flambagem, n&o sera aqui objeto de exame por se tratar de uma espécie de efeito
colateral no aumento da precisdo da carga de flambagem. Langando-se mao do
critério de correcdo ja mencionado no exemplo anterior (extrapolacdo de
Richardson), que também se aplica a autovalores, uma vez que o equilibrio

expresso em (4.27) é redigido em diferencas finitas com erro de ordem o(h?)
independente do valor de P, tem-se:

2
P= 8—5' + O(j )
9€E| 2 (4.38)
P = — + O(g )
4 9
cuja solugao implica em:
p_ 9.798ElI (4.39)

EZ
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com erro, agora, de apenas 0,7%.

Vale assinalar que o modo de flambar obtido numericamente é igual ao modo
de flambar exato fornecido pela teoria de Euler nesse caso, pois o equilibrio
numerico de (4.27) se expressa:

V., —@2-a)v,+v, , =0 (4.40)

sendo a = th/EI, e a equacgao de diferenca (4.40), que relaciona a fungdo v em
posicdes diferentes da variavel, tem por solugéo:

v, = AN (4.41)
a qual substituida em (4.40) e eliminando-se os termos comuns resulta:
N-Q2-a)A+1=0 (4.42)

cujas raizes:

2
A,=2_“i (2_“]—1 (4.43)

sdo complexas para 0 < a < 4 que é o dominio naturalmente esperado para malhas
refinadas, ou seja:

1.2

2
N, =% i1 [22 (4.44)
2 2

sendo i a unidade imaginaria, ou ainda em forma polar:
A, = pet® (4.45)

onde

J(z_ajz (z_ajz

p= +1- =1

2 2 (4.46)
Tgb =

e a solugao da equagdes de diferenga (4.40) ganha ent&o a seguinte redagao:
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v, =Ae"™ +Be ™ (4.47)

Impondo-se agora a solugao (4.47) as condi¢gdes de contorno, ou seja:

Vo =0=ATE | (4.48)
v =0=Ae™ +Be™
resulta, tendo-se em conta formula de Euler:
V= A(emei - e’mei) = 2Aisen(m®) = 0 (4.49)
implicando-se m6 = 0, ,..nt e modo de flambagem (4.47) com a redagéo:
V.= A(enei = e’”ei) = 2Aisen(nB) = Csen(nB) (4.50)

ou seja, o modo de flambagem resultante da aplicagdo do método da diferengas
finitas nesse caso é exato (fungdo senoidal); e isso € uma garantia adicional de que
o autovalor (carga critica) obtido pelo método das diferengas finitas apresenta
também segunda ordem de convergéncia, uma vez que as trés ultimas de (4.29)
apresentam erro de segunda ordem.

4.5 - TERCEIRO EXEMPLO DE APLICACAO

Considere-se o problema da flambagem de coluna sujeita a um
carregamento axial uniformemente distribuido ao longo da altura, conforme se
ilustra na Figura 4.4a).

5. 6y
l i 02 5 : //3
| 1 —+ i
[P . /2 of "
t 31—+ J s
X 02 r
L | Y 03
Y T I 23—
a) Coluna e carga b) Deformada 1i 7?/2 1i 7?/3

c) Primeira malha (h=//2)  d)Segunda malha (h=//3)

FIGURA 4.4 — Flambagem por forga axial uniforme e malhas adotadas.

De inicio cabe deduzir a equagao diferencial que governa o fenbmeno de
flambagem em questéo, o que é bastante simples. De fato, na Figura 4.4b) exibe-
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se a configuracdo deformada da coluna juntamente com um trecho isolado, cujo
equilibrio permite escrever:

M = ~{p(v, —v)dn (4.51)

X

onde, no integrando, p que é a carga vertical distribuida e v n&o variam com a
variavel n Assim, de (4.51) deduz-se:

/
M = pv(/ —x) — pI vndn (4.52)

ou, ainda, por derivagao:
M = pv'(¢ —X) + pv(=1) + pv = pV'(¢ — X) (4.53)
Por outro, a relagdo momento curvatura permite também escrever-se:
M = —EN" (4.54)

respeitada, naturalmente, a convengao de sinal da teoria técnica da flexdo. O
equilibrio entre 0 momento externo, dado em (4.53), e 0 momento interno, dado em
(4.54) implica em:

Y %(g XV =0 (4.55)

que constitui a equacgéao procurada. As condi¢gdes de contorno, no caso, séo:

vix=0)=0
Viix=0)=0 (4.56)
Vix=0)=0

sendo que a ultima provém do fato de ser nulo o momento fletor no topo, e as
primeiras sao imposi¢cdes da vinculagao.

Todavia, € mais conveniente tratar o problema mediante a equacao
diferencial:

@'+ %(f - x)p =0 (4.57)

com as condi¢des de contorno
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ex=0)=0
= 0) =0 (4.58)
onde se toma ¢ = v'.

Adotando-se a malha indicada na Figura 4.4c), as equacgdes de diferengas
finitas ficam:

(.P2=O
¢, —20,+¢; p
+=(-0), =0
(027 T
P, —20;+9, p
= -1/2)p, =0 4.59
(27 +5( /2)¢, (4.59)
P;-29,+95 p
+=0 -7 =0
(027 AL
('ps_(pazo
l

Constituindo-se em um problema de autovalor cuja solugao implica em:

0 1 0 0 O]
1T a-2 1 0 O
detjf0 0 (a-4)/2 1 0|=0 (4.60)
0 O 1 -2 1
0 0 —1 0 1]
onde
o = pl® [4E] (4.61)
resultando-se a =2, ou seja:
8El
_ - (4.62)

cujo erro em relagédo ao valor exato 7.837EI/£3 € da ordem de 2%. Por outro lado,

com a malha indicada na Figura 4.4d), tem-se que o determinante, da matriz do
sistema, a ser anulado, sera agora:
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0 1 0 0 0 0]
1 B-2 1 0 00
det|® ! P3-2 1 0 0y (4.63
0 0 1 B/3-2 1 0
0 0 0 1T =21
0 0 0 -1 0 1]
onde B = p¢*/9El, resultando:
= 7.9%/ ¢
=7 9EY! (4.64)
p, = 46.09/ /3

cujo erro da primeira raiz em relagao a solugéo exata € de tdo somente 0,93%, nao
tendo significado fisico a segunda raiz. Todavia, refinando o resultado (extrapolagao
de Richardson), de modo similar aos exemplos anteriores, com base nas relagdes:

p = 8EI/® + o(¢?)/4

(4.65)
p =79/ + o(¢?)/9
tem-se:
oo 7.8;8E| (4.66)

cujo erro ja é da insignificancia de 0,013%.

4.6 - QUARTO EXEMPLO DE APLICAGCAO

Estuda-se, agora, o problema da flexdo de segunda ordem da coluna
mostrada na Figura 4.5a), onde se leva em consideragdo a flexdo adicional
introduzida pela forga normal.
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5 7
P P T VT
LjE LjE L2 6, 7?/4
7 — — 4y
s s \\ 5 7?/4
= — |\ 2 1/4
Q= SNl A 31—+ pf p—
¢ ] e e 02 3] A
> > I_—elastica 21 v
= X > II | 6/2 2 7?/4
Lo N I
v [ [_, p 1 1 A
WA | A
a) Coluna e carregamento b) Deformada c) Primeira malha  d) Segunda malha
(h=24/2) (h=10/4)

FIGURA 4.5 — Flexao em segunda ordem e malhas adotadas

Nesse caso o momento externo é agora dado, conforme se ilustra na Figura
4.5b), por:

M:Pv+gwx—%) (4.67)
e o0 momento interno dado pela relagdo momento curvatura.
M=—— (4.68)

e combinando-se as equacgdes (4.67) e (4.68) tem-se, finalmente a equacao
diferencial que governa o comportamento da coluna, ou seja:

S Pv  q(x* - /x)

A (4.69
El 2E|
om as condi¢des de vinculagcdo sao dadas por:
vix=0)=0 (4.70)
vix=1/)=0

Adotando-se inicialmente a malha indicada na Figura 4.5 c), com
espagamento /2, tem-se:

—2v3

(¢/2)

PVs _ A2 -
+ El._za[uya «f2)) (4.71)
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resultando-se, pois:

4 2\
v, =90 PO (4.72)
32E1|© 7 4El

e, assim sendo, o momento fletor no ponto 3 passa a ser dado por:

M. =g —2Ys | af 2—%_1 (4.73)
o) 4 A '

A titulo de comparacéo, considere-se o caso onde a forca normal é a metade
da carga critica aproximada com essa malha, ou seja:

P= %(%} (4.74)
0 expresso em (4.73) resulta:
M = qsz (4.75)
enquanto o valor correto é:
M =1.01 Sqsz (4.76)

o0 que implica num erro de tdo somente 1,5%. Considerando-se agora uma forga
normal de 3/4 da forga critica a solugdo aproximada conduz a:

2
M = 2(%} (4.77)
enquanto a exata é:
2
M = 2.046 (%J (4.78)

constatando-se, pois, um erro da ordem de 2%.
Tomando-se a malha indicada na Figura 4.5 d), de espagamento f/4, tem-
se o seguinte sistema de equacdes:
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a 1T 0]y, , |3/128
1 1]l =—j—g 4/128 (4.79)
0 1 of|v, 3/128
onde:
2
_PE (4.80)
16El
cuja solugao é dada por:
q*( 4 3a )
vV, = - a” -2
3 4FE1(128 128 /1 )
ql*( 6 4« )
= - a” -2 4.81
Va = gr(128 28 @ 72 87
q*( 4 3a >
V. = ~ a -2
> 4EI(128 128 /1 )

A titulo de comparagao, a exemplo do que foi feito na primeira solugdo, com
uma forga normal igual a metade da forga critica tem-se:

2
M = 1.013% (4.82)

enquanto o valor exato & de 1.015q/¢° / 4 , ou seja, o erro & da ordem de 0,2%. No
outro caso, for¢ca normal igual a 3/4 da forga critica, tem-se:

2
M = 2.041% (4.83)

cujo erro em relagéo ao valor exato(2.046q¢° / 4) é de apenas 0,25%.

E oportuno assinalar que a ordem do erro na estimativa do momento fletor
ndo é aquela verificada na elastica e na forca critica, que no caso é da ordem de h?
, € dai carece de sentido um refinamento do momento com procedimento ja levado
a efeito nos exemplos anteriores. Todavia os resultados encontrados ja sdo mais
que precisos em termos praticos.
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4.7 - QUINTO EXEMPLO DE APLICAGAO

Resolve-se, no que segue, o problema da flexdo de uma barra sobre base
elastica (modelo Winkler), cujo esquema é mostrado na Figura 4.6 a). Cabe
esclarecer que a barra é solidaria a base elastica, sendo a elasticidade da base
caracterizada por uma constante elastica definida por:

k=9 (4.84)
\Y

suposta constante ao longo do comprimento, sendo g o carregamento distribuido.

Na Figura 4.6 b) exibe-se um elemento diferencial da viga sujeito as a¢oes
externas e internas. Assim, as condi¢cdes de equilibrio implicam em:

M _y
dx (4.85)
d—V:— + kv
dx g
onde V é o esforgo cortante na viga.
& q
, v o i1 ) o
’TT?THTTTTTHTTT% 111/111\
f kV V+dV
a) Viga sobre base elastica b) Configuracdo de equilibrio
.}___ 2 3 4____.5 ‘1__ 2 3 4 5 6__‘7
(/2 ! (/2 ! l/2 ! l/2 6/4!6/4!6/4!6/4!6/4!6/4
c) Primeira malha (h=//2) d) Segunda malha (h=//4)

FIGURA 4.6 — Viga sobre base elastica e malhas adotadas

Por outro lado, tendo em vista a relacdo momento curvatura e as relagbes
(4.85) tem-se entao a equacgao diferencial:
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waekyoa (4.86)

cuja integracao deve apresentar solugdo obediente as condi¢cbes de contorno:

vix=0)=0
Viix=0)=0
vix=40)=0
Vix=0)=0

(4.87)

Tomando-se, de inicio, a primeira malha indicada na figura 4.8c) (h = ¢/2) e

adotando-se o operador de diferencas finitas centrais de derivada quarta com erro
de segunda ordem, ou seja:

WV —4v, +6v, —4v, + v,

Vo= 4.88
i £2/4 ( )
tem-se:
v, =0
v, -v, =0
I qt’
vV, —4v, +6v, —4v, + V. + —V, = —— 4.89
T2 T S eEL ? 16E (4.89)
v, =2v, +Vv, =0
v, =0
cuja solugao, no que interessa, é:
4
v, = ] (4.90)
16EI{ 6 + k¢* / 16EI

A titulo de ilustragdo numérica, tome-se, por exemplo, o caso onde
¢ =120cm, g =43400N /cm, E=3.10'"N/cm?, 1 =3.10°cm* e k = 2604N. Com
esses dados tem-se de (4.90):

v, = 0.98cm (4.91)

cujo erro em relagdo ao valor exato 0,5086cm é da ordem de 80% (um senhor erro!).
Todavia, com a segunda malha (h = ¢/4) indicada na figura 4.8d) tem-se:
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v, = 0.34cm
v, = 0.64cm (4.92)
v, =0.5Tcm

sendo que nesse caso v, apresenta um erro ja da ordem de 20% em relagdo ao

valor exato. Por outro lado é possivel se obter uma estimativa mais acurada da
flecha no meio do vao, a exemplo dos casos anteriores, ou seja:

v, = 0.98 + o(¢?)/4

v, = 0.64 + o(r?)/16 (499
obtendo-se
v, = 0.53cm (4.94)
cujo erro ja é da ordem de apenas 4%.
Com relagdo a curvatura, também no meio do vao, tem-se:
S 0.34 — 2x0.64 + 0.51 _ _6.88/°2 (4.95)

’ (¢ /] 4y

com erro de 13,06%. Igualmente, corrigindo em (4.92) os valores de v, e v.com o
mesmo percentual relativo a flecha no meio do vao (100x(0,64-0,53)/0,53), tem-se:

v 0.28 — 2x0.53 + 0.42

3 (/2 =571 (4.96)

cujo erro cai para 5% em relagdo ao valor exato —6.08/7. Tendo em vista a relagéo
momento curvatura, deduz-se ser este também a ordem do erro relativo ao
momento fletor no meio do vao.

4.8 - OPERADORES DE ORDEM h* PARA DERIVADAS PARCIAIS

Os operadores de derivadas ordinarias apresentados no item 4.2 permitem,
de maneira bastante imediata, obter operadores para derivadas parciais. De fato,
considere-se, por exemplo, uma fungéo ®(x,y), cujo valor é conhecido em 5 pontos
pertencentes a malha regular de espagamento h, conforme ilustra-se na Figura 4.7
a).

Usando-se os operadores ja apresentados tem-se no ponto i:



0 _ %=
ox  2h
a_('p (pk — (pm
B 2h
v (4.97)
8Z(P ~ ('P| —2(.PI + ('PJ
ox® h?
g Pn =20 + @
(3y2 = h?

a) Operador da torgdo

=Y

=Y

b) Operador de elasticidade

FIGURA 4.7 — Malhas para operadores de derivadas parciais

Assim sendo, o operador Laplaciano, ou harmoénico, aplicado a fungdo ¢

passa a ser dado por:

:32(P+52(P;‘pl_2q)i+‘PJ+<Pm—2(Pi+(Pk _

vZ
APV oy*

h2

h* h* (4.98)

1
_((-P| +(~Pj +Q, +Q, _4('pi)

De modo analogo, com a malha indicada na Figura 4.7 b), tem-se ainda os
seguintes operadores relativos as derivadas no ponto i:
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55
o _ 009 _\N); \N) @ -@,—, +Q,

Xy  OX oy 2h 4R
4 4 4

v (vig)-28., 00 09, (4.99)
OX ox-oy: oy

1 {ZOcp. —8(cpj + @, +Q +cpm)+2(cpn +Q, + @, +cpq)

h* +(e, + 0, + 0, +9,)

Para maior clareza na representacao dos operadores apresentados utilizam-
se, usualmente, as chamadas moléculas matematicas, ou seja:

0 1 0
v2:i21 4 1 (4.100)
o 1 0
-1 0 1
vzzhiz 0 0 0 (4.101)
1 0 -1
0 0 1 0 O]
02 -8 2 0
VZ(VZ):hiH -8 20 -8 1 (4.102)
0 2 -8 2 0
00 1 0 0

Com base nos mesmos conceitos de aproximagao utilizados na dedugao dos
operadores de derivadas, pode-se também deduzir operadores para integracéo.
Deixando-se de lado as deducdes pertinentes, que sado similares as apresentadas

para avaliacido de derivadas, o operador de integracdo com erro de ordem h? é
dado, em notacdo molecular, por:
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12 2 2 1]
2 4 4 .. 4 2
i 212 4 4 .. 4 2
[[[ qdsdy = h? (4.103)
2 4 4 . 4 2
122 .2 1]

ou seja, a integracédo apontada € equivalente, a menos do termo h2/4, a4 vezes a

soma dos valores no dominio acrescida da soma dos valores nas quinas e mais
ainda 2 vezes a soma dos demais valores do contorno.

4.9 - SEXTO EXEMPLO DE APLICACAO

Como exemplo de aplicagao da utilizacdo de operadores de diferenga para
derivadas parciais considere-se, de inicio, o problema da tor¢ao livre de uma barra
de sec¢do quadrada de lado 'a’, sujeita a um momento torgor M,. Trata-se, em
verdade, de determinar os parametros | e W,, necessarios, como se sabe, para

obtencdo da rotagdo por unidade de comprimento e tensdo de cisalhamento
maxima, respectivamente. As relagdes entre as grandezas em jogo sédo as
seguintes:

| (4.104)

onde G é o mddulo de elasticidade transversal e B é a rotagdo por unidade de
comprimento. Por outro lado, da teoria da torgéo livre tém-se as seguintes relagdes:

2 2
TP TP 550

ox* oy’
.
v gz (4.105)
_%%
sz - dy
M, = —2chdS

sendo a primeira das (4.105) a equacao diferencial da tor¢gédo, cuja condigdo de
contorno consiste na nulidade de ¢ no contorno do dominio de integracao; as
demais relagdes, uma vez conhecida a funcao, permitem determinar os parametros
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procurados.
Considere-se inicialmente a malha indicada na figura 4.8 a). Nesse caso tem-
se apenas uma incognita, que € a funcdo ¢ no centro da se¢éo. Assim, em termos

de diferenca, a equagao da tor¢ao se expressa:

Y AY
: ] /s
: a/2 |32 )y
: ® 1| a/a
1
—————— s 1 e s B
1 I I I a/4
I a/2 L —p ] — ¥
! BERRZ
: a/2 | a/2 z a/4 | a/4 | a/4 | a/4

T T T T

a) Primeira malha (h=a/2) b) Segunda malha (h=a/4)

FIGURA 4.8 — Torcao livre e malhas adotadas
—4¢p, / (a/ 2 =2GO (4.106)
ou seja:
@, = -0.125G0a’ (4.107)

e, com isso, a tensdo de cisalhamento no ponto A fica:

oP 49,
-0 - GBa /2 4.108
YT Td T a2y (4.108)

cujo erro em relagao ao valor exato € da ordem de 50%. Cabe esclarecer que, na
estimativa da derivada indicada na expressao, utilizou-se o operador de diferengas

ascendentes de ordem h?, dado por:

1
Yi = %(_3% + 4y, - yi+2) (4.109)

Da quarta das relagdes (4.105), tendo em vista o operador de integragcéo
expresso em (4.103), tem-se:

M, =-2

t

(4) = -0.06250a* (4.110)

(@a/2y
4
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cujo erro em relagéo ao valor exato (0.141GBa") é bastante elevado (mais de 100%).
Com a malha indicada na figura 4.10b e tendo em vista a simetria existente
tem-se:

(-4, +2¢,) / (a/ 4y =2GO
2, - 4@, +@,) / (a/ 4 = 2GB (4.111)
(4p, —4¢,) / (a/ 4y =2GO

cuja solucao € dada por:

@, = -0.141G6a’
@, = ~0.109G0a’ 4.112)
¢, = -0.0859G6a’

e assim, no ponto A tem-se:

_ 49, - @,) = 0.59G0 4.113
Ty =572 (492~ @) a (4.113)

cujo erro em relagdo ao valor correto 0.678G6Oaja é da ordem de 13%. Da quarta
das relagdes (4.105) juntamente com o operador de integracéo (4.103) resulta:

2
v, o @/
4

(16¢, + 169, + @.) | = 0.115G6a* (4.114)

cujo erro em relagao ao valor exato, ja mencionado, é da ordem de 18%.
Procedendo, agora, um refinamento no valor de ¢,(extrapolagdo de

Richardson)) tem-se:

@, = -0.125G6a* + o(h’) / 4

(4.115)
@, = —0.141G6a* + o(h*) / 16
e com isso, o valor mais exato da fungéo @(x,y) no centro da secao fica:
@, = -0.146Gba’ (1.116)

e, assim, aplicando o mesmo percentual de correcdo nos demais valores da malha
de espagamento a / 4 tem-se:
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@, = -0.113G6a’

(4.117)
Q, = —0.0889G0a*
Como tais valores da fungdo ¢ o valor mais correto dos parametros de
interesse fica:

T, = -0.61G6a (4.118)

cujo erro em relagéo ao valor correto ja cai para 9% e
M, = 0.119G6Ba* (4.119)

com erro agora de 15%. Para finalizar, € oportuno assinalar que, adotando-se uma
malha com espagamento a/6, e os resultados refinados, a ordem do erro cai para
menos de 1%. Todavia, com os resultados apontados em (4.118) e (4.119) tem-se,
tendo em vista (4.104), os seguintes valores para | e W, :

|, =0.119a"

(4.120)
W, = 0.19°

sendo que no valor de W, o erro é da ordem de 7% ao contrario de T, dado em

(4.118) com 9% de erro (W, exato € 0.2082%). Convém notar que a solugdo

encontrada com o método das Diferengas Finitas ja evidencia claramente que a
posicdo de cisalhamento maximo ocorre na posicdo meédia dos lados (nesses
pontos a inclinacdo de ¢ ja se mostra ser maior que nos outros pontos).

4.10 - SETIMO EXEMPLO DE APLICAGAO

Outro interessante emprego dos operadores de diferengca para derivadas
parciais consiste na resolucao de problemas da elasticidade plana formulados com
emprego da funcdo de AIRY. Cabe, igualmente, adiantar que se estudam aqui
apenas 0s casos isostaticos, ou seja, aqueles onde as agdes no contorno sao
conhecidas; os casos hiperestaticos com hiperestaticidades em numero finito
podem ser resolvidos mediante a técnica da superposicdo de efeitos, usual do
calculo hiperestatico.

Antes, porém, de se abordar a formulagdo das equagdes da elasticidade
plana em termos de diferengas, € necessario colocar de um modo adequado as
condi¢des de contorno. Considere-se, por exemplo, um trecho genérico do
contorno, conforme se ilustra na Figura 4.9 a), que esta sujeito a uma solicitagao

com componentes X e Y (forca por unidade de area).
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Na Figura 4.9 b) exibe-se um trecho elementar do contorno e as tensbes
atuantes, cujas condi¢des de equilibrio se expressam (vide Fig. 4.9 b) ):

(0,ds)sena + (T, ds) cos o = Xds
y - (4.121)
(oyds) cos o + (Txyds) sena = Yds

onde s é uma coordenada curvilinea dirigida segundo o contorno. Por
consideracdes de ordem geométrica tem-se (vide Figuras 4.9 a) e b) ):

dy
sendx = —

ds (4.122)
COosa = ﬂ

ds

TV
e Oy X
X dy 4—& dy gdan—"
S dx o
contorno ’ny
A loy

a) Configuragdo de contorno b) Configuragdo de equilibrio

FIGURA 4.9 — Condigao de contorno

onde o sinal negativo na segunda das (4.112) indica que, no caso, x decresce com
o aumento de s. As equacdes (4.121), em face da (4.122), e eliminagao do fator
comum ds, passam a escrever-se:

dy . dx_g
“ds Yds (4.123)
dx dy o
-0, —+T, > =
Y ds Y ds

ou, ainda, tendo em vista a definicdo da funcao de AIRY:
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Fedy e dx _
oy> ds = oxoy ds

(4.124)
Fodx T dy _ g
x> ds = oxoy ds
ou seja:
> ay (4.125)
ddp_ g
ds dx

Por outro lado, a integracdo das equacdes (4.125) segundo a variavel s
permite escrever-se:

g—(p = S>_(ds

y (4.126)
% __ Yds

OX s

Convém, neste ponto, assinalar que, mediante as expressodes (4.126), é
possivel determinar o valor de 6¢/dx e dp/dy ao longo do contorno, uma vez

estabelecido, por exemplo, um valor arbitrario dessas grandezas num dado ponto
do contorno. De fato, ao se completar a integragdo ao longo do contorno o valor
final daquelas derivadas parciais coincide com o valor arbitrario de partida, visto que
a soma das agdes externas segundo Ox e Oy é nula por condigdes de equilibrio do

conjunto.
A exemplo das derivadas parciais de ¢ em relacdo as variaveis x e y, 0

valor da fungé&o ¢ ao longo do contorno também pode ser determinado. De fato, da
definicdo de derivada pode-se escrever:

do _ o9 ox o0 dy (4.127)
ds Ox 0s oy 0Os

cuja integragao por partes conduz a:

oQ o d op d op
=X——+y—— — L +y——+— 4.128
® X6x+y6‘y J.S[deax+ydsay ° ( )

ou ainda, tendo em vista (4.125):
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Q= —xL Yds + yL Xds + L xYds — L yXds (4.129)

E facil perceber que, para se determinar o valor da fungdo qao longo do

contorno conforme expressao (4.129), o procedimento € analogo ao ja mencionado
no caso da determinacgao das derivadas parciais. Cabe lembrar, por outro lado, que
os valores arbitrarios adotados ndo alteram em nada os resultados de interesse,
visto que as tensdes e, por via de consequéncia as deformacdes, dependem de
derivadas de ordem superior da fungdo ¢.

Como exemplo de aplicagdo do Método das Diferengas Finitas na
Elasticidade Plana, considere-se a estrutura mostrada na Figura 4.10, que consiste
numa viga parede, cuja altura € igual ao comprimento.

q

4 4
q_ 5 ' 4q

0,1a 0,8a 0,1a

FIGURA 4.10 — Chapa e solicitagao externa encontrada

O carregamento considerado encontra-se também indicado na Figura 4.10,
bem como o posicionamento do sistema de referéncia Oxy, cuja origem coincide
com a da coordenada s . Para simplificacdo dos calculos toma-se acp/ax, acp/ay e
¢ como sendo nulos na origem da coordenada s.

Considerando-se, de inicio, uma malha regular com espacamento de a / 2,
conforme indica-se na Figura 4.11 a), as condigdes de contorno ficam:
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a(_p _ 0.5a _ 0.5 _
™ 2 = —I Yds = _IO.4a 4qds = -0.4qa
‘Z_‘P _(o®) _ (a_q’] — _04qa

X )y oX ), oX ),
Q) _[%] | (— i (—q)ds) =0.0ga (4.130)
aX s ax 4 1.6a

op o ( 24a j
| == - -q)ds | =04
OX ) OX 5+ '[23 (~ads A
Z_‘p _[ % _(a_cpj = 04qa

X OX Jg OX ),

7

Por outro lado, o valor de d¢p/dy ao longo do contorno ¢ nulo, visto que a

componente X do carregamento ao longo do contorno inexiste. Os resultados até
agora encontrados estao indicados nos “diagramas” mostrados nas Figuras 4.11 a)
e b).

ad 1 3 1
3 5x a8 ®) 3y Ga
0,4 0,0 04 0,0 0,0 0,0
a/2 a/2
0,4 0,4 0,0 0,0
a/2 a/2
0,4 0,0 -0,4 0,0 0,0 0,0
c)%f?xds d)¢‘%
qa qa
0,18 0,1 0,18 -0,02 0,1 -0,02
a/2 a/2
0,18 0,18 -0,02 -0,02
a/2 a/2
0,18 0,0 0,18 -0,02 0,0 -0,02

FIGURA 4.11 — Valores de contorno

O valor da fungdo ¢ no contorno é obtido, em cada ponto, multiplicando cada
valor do "diagrama" de acp/ax por x, adicionando-se os correspondentes valores

do diagrama d¢/dy multiplicados por y, mais os resultados correspondentes aos

dois ultimos integrandos da expresséao (4.129), conforme indicado na expressao
(4.118). Por outro lado, o diagrama correspondente a tais integrandos apresenta,
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nos pontos em consideragdo, os seguintes valores (lembrando em tempo que a
componente X é nula):

Ponto : 2—>I s(4g)ds = 0.18ga’
Pontos:3=4=2=0.18qga
Ponto : 5 — 0.18ga’ +I s(2a — s)(—q)ds = 0.19a" (4.131)

Ponto: 6 — O.1qa + La s(2a — s)(—q)ds = O.18qa2
Pontos: 7 = 8 = 6 = 0.18ga’

Com esses valores monta-se o “diagrama” indicado na Figura 4.11c).
Efetuando-se, entdo, as operagdes ja mencionadas obtém-se o “diagrama” de ¢
ilustrado na Figura 4.11d).

Pois bem, na Figura 4.12a) indica-se a malha em consideracédo e a
numeracgao dos nos, tendo-se, por conseguinte, um total de 13 incognitas. Todavia,
das condi¢des de contorno indicadas na Figura 4.12 tém-se 12 relagdes
independentes, ou seja, nos oito pontos de contorno sdo conhecidos os valores de
¢p; do conhecimento das derivadas parciais de ¢ no contorno tem-se as seguinte

relagcado como, por exemplo, no caso do ponto 3 (vide Figura. 4.12 a) ).

o1 ¢
| I
l 2 12
6 5 4 -0,02 0,1qa
} a2 % .0,029a°
: 2 I )
12 7 g 3 10 -0,02qa ' -0,02qa
o-———-o-———-+-———-0————-o 05———-0-——— (1)___-0-___(1-).04 2
-0, a
i q)9—0,4qa E 9 g
$ 2 $ 2
8 H 2 -0,02qa 100  -0,02qa
| I
1 |
W13 $dg
a) Malha adotada b) Situacdo final

FIGURA 4.12 — Configuragao de pontos e situagao final de valores

(a_‘P] _ 04qa= Q0% (4.132)
o ), 2a/2)

Assim, no que interessa, tém-se os resultados indicados na Figura 4.12b).
Utilizando-se, agora, o operador expresso em (4.102), que representa a equagao
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diferencial em termos de diferengas, tem-se:
20¢p, — 8ga*(0.1—2x0.2 + 0.0) + 2qa*(—4x0.02) + 4¢p, — qa*x2x04 =0  (4.133)
ou seja:
¢, = 0.06ga° (4.134)
cujo erro em relagéo a um valor mais correto, 0.064ga*, obtido com uma malha de

espagamento a / 6, € de apenas 6%. Todavia, com relagao as tensdes nos pontos
1 e 5, por exemplo:

2 _ 2
(), = (6 cp) _ 2¢, —2x0.1ga _ _032q
5

o @s2y (4.135)
(). = g 29, -00ga® '
x/1 T ay2 1 o (a / 2)2 -

Ja se verificam erros bastante elevados em relacdo a uma solugdo mais
correta, respectivamente —0.488q e 1.268q.

A titulo de ilustragao, na Figura 4.13 encontram-se langados os valores de
interesse correspondentes a malha de espagamento a / 3, onde ja se considera a
simetria existente no problema em apreco. Nesse caso, em que aparecem apenas
duas incognitas, as equagdes correspondentes aos pontos 2 e 1 ficam:

14, — 6, = 0.724ga’

(4.136)
—6¢, + 14, = 0.117qga°

cuja solucao € dada por:

@, = 0.0383qa’

(4.137)
@, = 0.0698ga

cujo erro em relacéo a valores mais exatos ja é da ordem de 30%. Mais ainda, as
tensdes nos pontos 1 e 2 ficam:

(0,), = -0.0612q

(4.138)
(0,), =-0.1017q

sendo que, nesse caso, o erro ainda € bastante grande em relagao a valores mais
exatos.
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99 1 99 1 1 (y
2 5x ga b) 3y ga <) qaszXdS
017 0,17 00 00 011 0,11
0,4 . : 04 00 . . 00 0,18 : . 0,18
l | l | l l
| I | I | |
| I | I | |
04f---- A-mmem Lo 04 00f-——- R Lo 00 018f-——- A Lo 0,18
| I | I | |
| I | I | |
| I | I | |
O - === 04 00f-——- R === 00 018f-——- === F=——=1 0,18
l | l | l l
| I | | | |
| I | I | |
1 1 ~ 1 1 0,18 1 1 0,18
04 00 00 04 00 00 00 0.0 00 00
d) oL o) hfinal  o®  e®
qa I I
| |
| |
0,02 o o -0,02 -0,02qa ; {0,092 -0,0292"
| i 0,09qa% H
l | ! !
I [ -0,02qa2 o, 1o, -0,02qa2
-0,02 f--—- A Lo -0,02 Pt 8 RS 1, U L R Wt S 5
| i $,-0,267qa? ! ! ,-0,267qa
: : 00222 ' ' 2
I 1 -0,02qa ! ! -0,02qa
-0,02 f--—- R . -0,02 i e e EEl FEREE SRt ,
! : $,-0,267qa :¢1 :¢1 ¢,-0,267qa
L L
-0,02 ' ' -0,02 -0,02a> 0 100  -002qa
L
6(1)1 0¢1

FIGURA 4.13 — Valores paramalhacom h=a/3

Finalmente, é bastante importante esclarecer que, neste exemplo, com as
duas malhas nao refinadas em consideragcdo, ndo se pode proceder a um
refinamento dos resultados; mais ainda, como a ordem dos erros € muito elevada
em ambos os casos, o refinamento carece, obviamente, de sentido.

4.11 - COMENTARIOS FINAIS

Um exame global dos resultados encontrados nos diversos exemplos de
aplicagdo do Método das Diferencas Finitas apresentados evidencia ser tal método
de grande interesse pratico, principalmente por permitir ter sob controle de forma
explicita a ordem do erro. Todavia tal virtude deixa de existir no trato com malhas
irregulares, as quais sdo indispensaveis na abordagem de dominios de contorno
irregular, que se encontram, a bem da verdade, em grande numero na pratica.

O desempenho do método em questdo no trato com problemas
bidimensionais (os dois ultimos exemplos de aplicagdo e com as malhas
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empregadas) mostrou-se decepcionante, em face do bom desempenho nos casos
unidimensionais. Esse fato ndo deve causar estranheza, porquanto o erro nas
solugdes mais simples €, nesses casos, de grande monta, e isso também pode
ocorrer em casos unidimensionais. Todavia, com o refinamento da malha os erros
caem rapidamente, mesmo com a utilizagcdo de operadores de segunda ordem,
conforme se constata facilmente nos exemplos arrolados.

Finalizando, é oportuno ressaltar que procedimentos computacionais simples
podem ser desenvolvidos com base no Método das Diferencas Finitas; podendo-se,
assim, estudar varios problemas praticos mediante malhas bastante refinadas, com
um minimo de esforgo operacional.
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5 - METODO PLASTICO

5.1 - INTRODUGAO

A desafiante pergunta: "Dada uma estrutura sujeita a uma configuracado de
carregamento, qual o valor que produz o colapso?", constitui, sem duvida, a grande
indagacao na arte de construir. No estagio atual do conhecimento ja se sabe com
seguranga que o método elastico ndo fornece resposta adequada a essa pergunta,
visto que a reserva de capacidade dos materiais além do regime elastico varia muito
de um material para outro, sem contar, naturalmente, que o comportamento nessa
situagao também é diferente de um material para outro. Todavia tem sido constatado
que a grande maioria das estruturas usuais entra em colapso ainda em regime de
pequenos deslocamentos. Pois bem, nessas condi¢des a analise da estrutura na
iminéncia do colapso é tarefa bastante faciltada em virtude das enormes
simplificagbes decorrentes, no trato com as grandezas geométricas e estaticas em
jogo. Decorre desse fato também a utilidade pratica dessa analise, visto que se o
colapso ocorresse em situagdes de grandes deslocamentos aquela analise deixaria
de ter sentido, uma vez que a ruina da estrutura, nesse caso, estaria associada as
condigdes de deslocamentos na iminéncia do intoleravel, mesmo que a estrutura
ainda apresentasse maior capacidade de carregamento. Posto isso, cabe ressaltar
que a resposta aquela pergunta é dada, de maneira satisfatoria, pelo Método Plastico,
que permite a analise da estrutura na iminéncia do colapso e, mais ainda, de modo
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bastante simples.

Na Figura 5.1a) exibe-se o diagrama tensdo-deformacdo do ago doce para
tensdo crescente. Pode-se notar, por exemplo, que no trecho BD, apds o trecho
correspondente ao regime elastico, ocorrem grandes deformagdes sob tenséo
praticamente constante. Pois bem, considerando-se, agora, uma barra sujeita a flexao
pura, na medida em que se vai aumentando o momento solicitante, o diagrama de
tensdo numa secgado genérica passa pelos trés estagios indicados na Figura 5.1b),

onde o,€ €, sao, respectivamente a tensao e a deformacgao correspondente no final
do trecho elastico (proporcionalidade entre tensdo e deformagéo), o, e ¢, os

correspondentes ao inicio do escoamento e s; uma deformacgao genérica no trecho
plastico.

(6}
Ce YC YD
| |
%/ | |
| | |
| | |
| | |
| | |
] |
A € €e €e €

a) Diagrama Tensdo - deformacdo

G<0p ©=0p Ce Ce Ce
/ /
M ?V?
T Viga Gp
[ [
[ L

~ N
Segdo Vista Lateral 192 estagio 29 estagio 39 estdgio

b) Processo de Plastificagdo da secdo

FIGURA 5.1 — Diagrama tensao-deformacao e estagios de plastificagao

De fato, num primeiro estagio as tensées na se¢dao s&o menores que a tenséo
limite de proporcionalidade, ou seja, estdo no trecho AB indicados na Figura 5.1a).
Aumentando-se 0 momento solicitante as tensbes na regido das bordas mais
afastadas superam a tensao limite de proporcionalidade, percorrendo o trecho BC
indicado na Figura 5.1b) e, finalmente, ndo mais se alteram, permanecendo
constantes até que, praticamente, em toda a secdo a tensao seja uniforme de
compresséo e de tragcdo, conforme se mostra na ultima das ilustragbes da Figura
5.1b). Assim, nessa ultima situagcdo o momento solicitante, dito de plastificagao,
corresponde ao momento de colapso, visto que a barra esgotou sua capacidade de
resisténcia. A plastificacao total da secido constitui, em verdade, uma idealizacao

somente viavel se o patamar correspondente a tenséo de escoamento o, (vide Figura
5.1a) ) for realmente bastante, por assim dizer, longo. Para se ter uma ordem de
grandeza, a dimensao do patamar, trecho CD da Figura 5.1a) € da ordem de vinte
vezes a deformacéo limite de proporcionalidade, ou seja, (vide Figura 5.1a) ):
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g, = 20g, (5.1)

Dessa constatagéo decorre que as "fibras" mais afastadas dispdem de grande
capacidade de deformagéo sob tens&o constante (o_) para esperar que as "fibras"

internas entrem também no regime plastico.

Sob um angulo mais, por assim dizer, sintético, o fendmeno descrito pode ser
melhor apresentado com a analise do diagrama momento-curvatura, conforme ilustra-
se na Figura 5.2. No trecho AB, regime elastico, a relagdo momento-curvatura é dada,
de acordo com a teoria técnica da flexao, a menos de sinal por:

M = Elk (5.2)

onde Elé o produto de rigidez a flexdo da viga e k é a curvatura, que, no regime de
pequenos deslocamentos e deformacdes (teoria linear), € aproximadamente igual a

derivada segunda da deformada v'".

MA
Mpl ¢ . —

~
A -~
curvatura k

FIGURA 5.2 — Diagrama momento-curvatura

Para momentos superiores aquele que corresponde ao limite do regime
elastico, trecho BC, a relacdo momento curvatura deixa de ser linear e 0 momento
tende assintoticamente para um valor constante (que depende da forma da secao)
quando a plastificacdo da se¢ao se completa, conforme a ultima ilustragdo da Figura
5.1b). Em verdade tudo se passa como se, a medida em que a plastificagcado vai se
estendendo para dentro da se¢ao, o momento de inércia Idiminuisse, tendendo para
zero; acrescido ainda do fato de que também o mddulo de elasticidade segue caminho
idéntico.

E oportuno, nessa altura, assinalar que barras feitas com uma grande
variedade de materiais apresentam diagramas momento-curvatura muito parecidos
com o mostrado na Figura 5.2, e mesmo o concreto armado pertence a esse grupo,
com algumas ressalvas € bem verdade.

5.2 - MOMENTO DE PLASTIFICAGAO

O momento de plastificagéo Mpé 0 parametro basico do Método Plastico,
porquanto constitui o valor extremo da resisténcia a flexao de uma barra. Assim sendo,
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€ conveniente, antes de tudo, buscar relacdes praticas para estimativa de tal
parametro a partir do conhecimento da geometria da secéo da barra e da tenséo de
plastificagdo, ou escoamento, do material utilizado.

Considere-se, de inicio, o caso de uma segao retangular e material com tensao

de plastificagdo o,, conforme indica-se na Figura 5.3. Das condigbes de equilibrio
tem-se:

compressao

h | I

b b Diagrama de tensdo

tracao

Segao

FIGURA 5.3 — Plastificagao de segao retangular

a.(by)-o,[bh-y)]=0

_ 5.3)
y h-y _ (
oe(by)E - o, [b(h - y)]T =M,
ou seja:
h
y= ;
(5.4)
bh?
M =0 2
p € 4

E usual, na literatura, estender a notagdo da teoria técnica da flexdo para o
regime plastico, ou seja:

M =Wo (5.5)

Wo=>L (5.6)

e, dessa forma, o momento de plastificacdo passa a ser dado pelo produto de um
termo que depende das caracteristicas geométricas da secdo pela tensdo de
plastificacdo, que depende do material.

Para se ter uma ideia da reserva de resisténcia da secdo em apreco basta
comparar, por exemplo, 0 momento dado na segunda das (5.4) com aquele dado no
regime elastico, ou seja:



159

M =0 —— (5.7)

tendo-se, pois:

M, = 1.5M, (5.8)

onde M_ corresponde ao momento que inicia o escoamento na segao (final do trecho

elastico linear)

Em outras palavras, a reserva de resisténcia da segéo retangular é da ordem
de 50% em relagcdo ao momento que inicia a plastificacdo da seg¢do. Constata-se
assim que a seguranga medida em termos da tensdo maxima, usual no método elasti-
Co, carece, pois, de sentido.

Outro caso interessante € o da sec&o duplo T indicada na Figura 5.4, cujo
equilibrio expressa-se:

compressao

d

I | % 2,

a
h { —f=—"

I | N N

d ‘
b tragdo Diagrama de tensdo

Secao

FIGURA 5.4 — Plastificacao de seg¢ao duplo T

oe[bd+ay—d)] [bd+a(h y — d)]z

_ 4y (5.9)
o bd(y - )+c;a(y Zd) +0_bd(h - y——)+c;a(h y2 d) =M,
ou seja:
_h
=3
2 (5.10)
M, = o, {bd(h—d)dra(%j }

Como no caso anterior, considerando-se, por exemplo, h=2b e a=d=h/10 tem-
se:

M, = 0.067(h’c,) (5.11)
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€ no caso elastico:

M, = O.O492(h3oe) (5.12)
ou seja, a reserva de resisténcia da sec¢ao é, agora, de somente 24%. Todavia no caso
de h=b a reserva seria de apenas 18%. Esses resultados numéricos mostram que a
reserva de resisténcia do perfil duplo T pode ser até bem menor, dependendo da
geometria da segdo. Em outras palavras, a distdncia que separa o inicio da
plastificagdo da plastificagao total pode ser, nesses casos, muito curta.

Cabe, agora, alertar que a presenca de forga normal na barra altera o momento
de plastificagdo. Nesse caso, indique-se com MIDN o momento plastificacdo tendo-se
em conta o efeito da forca normal N. Esse fato pode ser facilmente constatado, por
exemplo, no caso da segao retangular anteriormente estudada.

Para uma secéao retangular submetida simultaneamente a momento fletor M e
N, ambos positivos, considere-se, conforme indicado na Figura 5.5, a decomposi¢ao

do diagrama final de tensdes referente ao efeito conjunto MpN + N como uma parte

devida a N, e outra devida ao momento MpN.

Para facilitar a exposigcdo sao definidos os seguintes valores relativos a forga
axial (5.13) e ao momento fletor (5.14), respectivamente, também apresentados na
Figura 5.5:

] | SE i

)
)
=

)
®

|

®
®

@ ®

FIGURA 5.5 — Acao simultanea de momento fletor e forga axial

N =o0_b(2e) = 0 A

N, = obh=0A (5.13)
Ay _2e
A h
e
2
M=o 20
p € 4
b(2e)? >
o = O, e o be (5.14)
M., =M -M
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podendo-se escrever:
M M 2 A Y
on _q_ Lor _q_ be —1—(—N] (5.15)

M M bh’/4

p p

Por outro lado, como (vide (5.13) ):

A

N = _N (5.16)
N A
p
tem-se pois:
N 2
MpN :Mp 1—[N—] (517)
p

sendo que a expressao (5.17), em face da segunda das (5.4), confirma o fato
mencionado e, mais que isso, mostra que o momento de plastificagcdo, como
esperado, sofre uma reducgao tanto para forga normal de compressdo como de tragao.
Sendo oportuno também notar que carece de sentido fisico a existéncia de forca
normal superior ao valor dado na segunda das (5.13), e, assim, da (5.17) também
deixa de ter sentido momento de plastificagdo negativo.

Expressdes similares a (5.17) podem ser encontradas para outros tipos de
secao, porém esse assunto ndo sera, aqui, objeto de maior atencao. Além da forga
normal, a forga cortante também altera o momento de plastificagdo; todavia, em
atencao ao espirito introdutdrio que norteia o presente texto, esse assunto também
sera negligenciado. Vale alertar, a proposito, que tais influéncias no momento de
plastificacdo sdo, na maioria dos casos praticos, muito pequenas.

5.3 - ANALISE PLASTICA DE UM CASO SIMPLES

Considere-se uma viga simplesmente apoiada sujeita a uma forga concentrada no
meio do vao, conforme se ilustra na Figura 5.6a). De imediato cabe ressaltar que o
diagrama de momento fletor, mostrado na figura 5.6b, guarda uma proporcionalidade
com a forga até para valores na iminéncia do colapso, visto que se trata, conforme ja
mencionado, de problema dentro do regime de pequenos deslocamentos. Assim, o
momento maximo € dado, em qualquer circunstancia antes do colapso por:

M= (5.18)

Imaginando-se, agora, que a forga P aumente lentamente até o colapso ser
atingido, o que se pode perceber, de imediato, € que a se¢éo da viga que plastifica
primeiro, pelo menos em termos tedricos, é aquela situada logo abaixo da forga.
Assim, tem-se entao:



M=—=M (5.19)
ou seja:

p_ "o (5.20)

| . ‘ Pl/4

a) Viga e carregamento b) Diagrama de Momento

rétula |P

\C

; : f/z.elf 7 >
{2 {2
{2 | {2

c) Rétula plastica 1 \

d) Estado virtual de deslocamento

FIGURA 5.6 — Viga, carregamento e rotula plastica

Pois bem, da maneira como foi o problema colocado, o que se fez, no fundo,
foi admitir-se a existéncia de uma roétula plastica na se¢ao que primeiro plastifica, ou
seja, nessa secgao sabe-se, de antemao, o valor do momento maximo que se pode

conseguir, que é o momento de plastificagao Mp . Na Figura 5.6¢) mostra-se, entao, a

configuragédo de equilibrio na iminéncia do colapso, onde ja se configura uma rétula
plastica logo abaixo da forgca aplicada.

Por outro lado, o resultado obtido, expresso em (5.20), pode ser alcangado de
uma maneira mais comoda e, ao mesmo tempo, mais geral mediante o Principio dos
Trabalhos Virtuais, que consiste num poderoso instrumento para a analise das
condigdes de equilibrio (sob uma roupagem diferente tal principio ja foi utilizado em
todo o desenvolvimento do Capitulo 3, pois energia estacionaria implica em trabalho
virtual nulo). Na Figura 5.6d) exibe-se um estado de deslocamento virtual, onde as
rotagdes indicadas s&o pequenas, de tal sorte a nao introduzirem alteracido na
geometria original. Assim sendo tem-se:

/
M,(28,) =P8 (5.21)

resultando:



p=—2 (5.22)

como era de se esperar.

Cabe assinalar que o estado de deslocamento virtual considerado nio inclui os
deslocamentos de regime elastico, ou seja, os dois trechos da barra permanecem
indeformaveis.

Uma discussdo bastante interessante diz respeito a localizacdo da rétula
plastica. Por exemplo, a localizagao da rotula plastica no problema estudado pode ser
determinada a partir do conhecimento do diagrama de momento fletor, porquanto se
trata de uma estrutura isostatica e, dessa forma, a formagao da rétula nao altera a
configuracdo de esforgos internos. Todavia, a posicdo da rétula plastica pode ser
determinada com a condi¢&o de forga minima, ou seja, dentro de todas as possiveis
configuragbes de colapso a correta € aquela correspondente a menor forca de
colapso. De fato, considere-se novamente o problema da viga simplesmente apoiada
sujeita a uma forgca no centro do vao, conforme reproduz-se na Figura 5.7a).
Admitindo-se que a rotula plastica acontega numa se¢cdo de ordenada xgenérica,
conforme se ilustra na Figura 5.7b), o Principio dos Trabalhos Virtuais permite

exprimir-se:
lP
AN I\

/ 1) ! 1) WT”

a) Viga e carregamento

b) Primeira configuracao c) Segunda configuracao

FIGURA 5.7 — Possiveis configuragoes de rétulas plasticas

M. (6, +8,) = PA (5.23)

onde, por consideragdes geométricas (vide Figura 5.7b) tem-se:

0, - x0,

¢ ‘é‘ (5.24)
NG

20 —X

e, assim sendo, tendo-se em conta as relagdes (5.24) e (5.23), resulta:

J—ck (5.25)
X

ou seja, a carga P diminui com o aumento da variavel x Considerando-se, agora, a
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rétula plastica situada numa ordenada superior a 6/2, conforme se ilustra na Figura
5.7c), a forga correspondente é dada por:

p_"p (5.26)

ou seja, nesse caso, para //2 < x < ¢ o valor de P cresce no sentido decrescente da

variavel x; e um exame da expressao (5.25) juntamente com a (5.26) deixa evidente
gue o menor valor da carga de colapso corresponde, como de fato deveria ser, a rotula
plastica no meio do vao (é natural, e por isso 6bvio, que a estrutura entra em colapso
com a menor das "cargas de colapso").

Uma estimativa da flecha no meio vao pode ser feita supondo-se que a regiao
parcialmente plastificada seja reduzida e, assim, praticamente toda a barra encontra-
se, na iminéncia do colapso, em regime elastico; como de fato um grande numero de
experimentagdes realizadas comprova ser tal idealizagdo bastante razoavel. Assim
sendo tem-se:

P2 (4M ) 2 M ?
f=L_= d =_F (5.27)
P A8EI ¢ JA8El  12E|

enquanto no regime elastico, encontra-se:

P Pe g2 2
=—£_—= Lf— = ¢ (5.28)
¢ 48El 4 12E| ¢ 12El
resultando-se:
fp = 1.5fe (5.29)

ou seja, se a flecha no regime elastico f se configura no regime de pequenos
deslocamentos, o mesmo ocorre com a flecha fIO na iminéncia do colapso, que sao da

mesma ordem de grandeza. Tal fato indica, ent&o, ser realmente plausivel a suposi¢cao
de que, na iminéncia do colapso, a estrutura encontra-se ainda no regime de
pequenos deslocamentos (ou, pelo menos, no mesmo regime de deslocamentos do
regime elastico).

5.4 - PRIMEIRO EXEMPLO DE APLICAGAO

Considere-se, agora, o problema da determinacdo do valor de colapso da
carregamento uniforme q, sobre uma viga, ainda simplesmente apoiada, conforme se
ilustra na Figura 5.8a). De inicio, sabe-se que a rotula plastica deve ocorrer no meio
do vao por condigdes estaticas; todavia, procura-se, aqui, um caminho mais longo,
porém mais geral, que consiste, em primeiro lugar, em se determinar a posi¢gao da
rétula pela condigdo de carga minima e depois exprimir o valor da carga
correspondente.

Assim, exibe-se na figura 5.8b) o estado de deslocamentos virtuais
correspondentes a rotula plastica numa posicédo genérica de ordenada x. O Principio
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dos Trabalhos Virtuais nessas circunstancias assim se expressa:
J-: gvdx = Mp(e1 +0,) (5.30)

ou ainda, tendo-se em vista condi¢cdes de ordem geomeétrica:

/(x8,) X
q 1 :Mpe1 (1+€—xj (5.31)
q q
A AN
14

X ‘ l-x

a) Viga e carregamento b) Configuragdo de rétula

FIGURA 5.8- Viga sob forga uniforme e configuragao de rétula

ou seja:

_ p
q= X —%) (5.32)

tendo-se em conta, naturalmente, a primeira de (5.24).
A condic&o de extremo valor para g implica em:

49 _ o, ~[(=%) +x(=1] o (5.33)

dx P [x(é - x)]2

ou seja
l
X == 5.34
> (5.34)
como ja era de se prever. Desse modo, finalmente, encontra-se:
8M,
q= 2 (5.35)

que consiste no carregamento distribuido de colapso.
Finalizando-se, convém assinalar que a pesquisa da posi¢ao da rétula plastica
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€, em casos isostaticos, como o em apreco, perfeitamente dispensavel, uma vez que
a posigao do maior momento é bastante imediata, e deve coincidir com a posicao da
rétula, obviamente. Cabe assinalar, também, que a condi¢ao de extremo da expressao
(5.32) dada em (5.34) corresponde a uma condigdo de minimo, conforme pode-se
facilmente verificar pelo sinal positivo da segunda derivada, ou mesmo por alguns
testes numéricos (mais cOmodos).

5.5 - SEGUNDO EXEMPLO DE APLICAGAO

Como segundo exemplo de aplicagdo considere-se o caso de uma viga
hiperestatica, conforme se ilustra na Figura 5.9a), com um grau de hiperestaticidade.
Nesse caso o colapso ocorre com o aparecimento de duas rotulas plasticas, porquanto
com o aparecimento da primeira rétula configura-se uma estrutura isostatica, visto que

o momento fletor na posigao de tal rétula € conhecido e igual a Mp. Exibem-se nas
Figuras 5.9b) e 5.9c) as possiveis configuragdes de rétulas plasticas.

a) Viga e solicitagdo b) Primeira configuragdo c) Segunda configuracdo  d) Terceira configuragdo

FIGURA 5.9 - Viga hiperestatica e configuragoes de rétulas

Na primeira configuragdo, mostrada na Figura 5.9b), tem-se, ja levando em
conta relagdes de ordem geométrica:

20 — X, =X
P(a - X1)91 = Mpe1 (#) (536)
2

ou seja:

2£—x1—x2

= 5.37
P @=x)(l = x;) 537

e, por outro lado, a condigdo de carga minima pode ser analisada a partir do
comportamento das derivadas:

8_P _ (20 =%, = X,)(0 = X,) = (@ —=x,)(£ = X,)
2 [@=x)(t=x,)]
oP (20 —x,—x,)(a-x)-(a-x)({-x,)

_ _ M
OX, [@=x)(f = x,)]

M

p

(5.38)

p
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ou seja, o sinal da derivada em relagao a variavel x, € sempre positivo para valores

de x, e x, no intervalo de zero a ¢, porquanto o numerador da primeira das
expressoes (5.38) dado por:

(L =x,)20 —a-x,) (5.39)

que é positivo nas condigdes mencionadas; o denominador €, obviamente, sempre
positivo. Com isso a condigdo de forga minima em relagdo a variavel x, se da para x,

nulo, uma vez que o sinal positivo dessa derivada indica carga P crescente com x,

crescente. O numerador correspondente a derivada em relagao a variavel x, pode ser
colocado na forma (segunda das expressodes (5.38)):

(@a—-x)(0-x,) (5.40

ou seja, tal derivada é também positiva no intervalo considerado, indicando P
crescente para valores crescentes da variavel x,. Assim, o valor minimo de P ocorre
na situagdo de menor valor de x,, ou seja, x, = a. Em resumo, o minimo valor da

carga de colapso € dado pela configuragao de rétulas indicada na figura 5.9d), sendo
dado por:

_ 2/ —a
Pa(/ —a)

(5.41)

como se verifica em (5.37).
Com a outra configuracdo de rotulas ilustrada na Figura 5.9c), as derivadas de
interesse ficam:

a_P _ 2(0 = x)(L = x,)

X, [(0-a)x, - x,) ]
P _ A-al-x)

OX - 2 p
2 [(1=-a)x, = x))]

M

p

(5.42)

ou seja, a carga P e, no intervalo considerado para x, e x,, crescente com x,

2 J
(derivada positiva) e decrescente com x, (derivada negativa). Assim, a configuragao
de rotulas correspondente ao menor valor da forga € a dada por x, =0 e x, = a que

€ a anteriormente encontrada e ilustrada na Figura 5.9d).

Aproveitando-se ainda o exemplo em questdo, é oportuno levantar algumas
consideragdes com relagdo ao diagrama de momento fletor na iminéncia do colapso.
Na Figura 5.10a) exibe-se o diagrama de momento fletor correspondente ao caso
isostatico bi apoiado, sendo 0 momento maximo dado por:

_ Pa(l -a)
o

M (5.43)
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Na Figura 5.10b) exibe-se o diagrama na iminéncia do colapso, encontrado no
exemplo em tela. Ora, as condigdes de equilibrio na iminéncia do colapso implicam
em:

/—a /—a
M |1+ =Pa—— 544
p( f j f (5.44)

e, com efeito, essa relagéo é satisfeita com a forga de colapso encontrada, ou seja:

(5.45)

Todavia, essa conclusdo ftrivial chama a atencao para outro aspecto muito
interessante, ou seja, no caso de se ter:

Paﬁ—a

<M, (1 ; f;aj (5.46)

; M
Y(E_a)a Mp %\ \;7/\\\

W e

a) Situacdo isostatica b) Situacdao de colapso
(Hiperestatico)

(M)

]

_—
/’/’
c) Primeira situacao d) Segunda situagao e) Terceira situagao
sem colapso sem colapso sem colapso

FIGURA 5.10 — Diagramas de momento estaticamente admissiveis

os possiveis diagramas de momento fletor estaticamente admissiveis encontram-se
indicados nas Figuras 5.10c), d), e) (estaticamente admissivel € um termo usado para
indicar que as condicdes de equilibrio da estatica sdo obedecidas; no caso significa
que o diagrama é compativel com a forga aplicada). Ora, nesses casos tem-se de
(5.46):
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20 —a

P<M
Pa(l—a)

(5.47)

€ com isso percebe-se que, qualquer diagrama de momento estaticamente admissivel
€ seguro, ou seja, que em nenhum ponto o diagrama ultrapassa o valor maximo Mp(

+I\/|p ou —Mp; vide Figuras 5.10c), d), e) ), esta associado a um valor de carga P, no

caso, inferior ao valor da forga de colapso. Assim, dado um diagrama estaticamente
admissivel e seguro, sabe-se que o valor da forga correspondente consiste num limite
inferior da forga de colapso. Essa propriedade juntamente com o fato de que a
qualquer configuragao de rétulas possivel corresponde a uma forga superior a da
configuragdo exata (porquanto a exata corresponde a for¢ca minima) fornece um
critério para encontrar um intervalo, no qual seguramente o valor da forga de colapso
se encontra. Todavia, tal critério ndo sera explorado no presente texto, apesar de
interessante, mas trabalhoso.

5.6 - TERCEIRO EXEMPLO DE APLICAGAO

Como terceiro exemplo de aplicagdo seja considerado o problema da
determinacao da forga de colapso da viga engastada numa extremidade e apoiada na
outra, sujeita a uma carga uniforme q, conforme se ilustra na Figura 5.11a).

q

'
2
/g 777T7/7 92 7 4
‘ —— (VZ)  (VZ )
L I T 1

a) Viga e carregamento

b) Configuracdo de rétulas c¢) Configuragdo correta

FIGURA 5.11- Colapso de viga hiperestatica sob for¢ca uniforme

Pois bem, considerando-se uma configuragdo genérica de roétulas, conforme
exibe-se na Figura 5.11b) encontra-se:

q=2M 2% =% (5.48)
P 0= x) = %)X, = x,)
cujas derivadas em relagéo as variaveis x, e x, sao dadas por:
09 _ oy - X)) [(£= X7+ (£ =X, = x,) + (£ =x)(0 = x,)]
8_x1_ i 0 =x ) =x)x, —x) ]
[(£ =X =%,)(%, = X)) ] (5.49

aq _ M, = x1)[(€ —X) (X, = X,) = (£ = x)(0 - );2) —( - Xz)z]
o, [0 = x)(0 = 3,)(%, = x)]
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sendo que um exame da primeira das (5.49) mostra que a derivada de q na variavel
X, € positiva para qualquer valor de x, e x,no intervalo de zero a /; sendo ainda
naturalmente x, > x,. Assim, em relag&o a variavel x, o menor valor de g € dado para

X, nulo. Com isso, o valor extremo de g, segundo a variavel x, , esta relacionado com
o valor nulo da segunda das (5.49), ou seja:

X, = (0 =%,) = (£ =%, =0 (5.50)
resultando:

X, = (2 +2) (5.51)
sendo que dessa solucao interessa apenas a raiz:

X, = (2 —2) (5.52)

que corresponde a configuragao de rétulas indicada na Figura 5.11c). O valor da carga
de colapso €, entédo, dada por:

M B

RN

Cabendo-se agora apenas verificar, por curiosidade, o diagrama de momento
fletor na iminéncia do colapso. Antes, porém, é util definir a posicdo de momento
maximo no caso de diagrama parabdlico como, por exemplo, 0 caso genérico
mostrado na Figura 5.12a). Uma analise elementar permite exprimir-se:

(5.53

M +M
x, =2 et My (5.54)
2 ql

onde, nesta expressdo da posicdo do momento maximo, M_e M, sdo supostos

momentos de sentido dextrorso (vide Figura 5.12b) ). Por outro lado, o momento fletor
nessa posicao é dado por:

qt?

2
M=Me+£——Me—MdJX Py

0z 5.55
" (5.59)

2

Se I -}
N ~~
N ~~a M \V/ [ -~
~-~ maXx -
%\\\\\ Mp \\\\\ p //’/ /((TMd
- ~— =

parabola

.,_A pardbola
X

a) Diagrama do momento no colapso
b) Posicdo do momento maximo
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FIGURA 5.12 — Diagrama de momento e posi¢gdao de momento maximo

e, assim sendo, no caso em questao (Figura 5.12a) ) tem-se:

M
X, = L4® (5.56)
2 gt
ou, tendo em vista (5.53):
X, = (2 —2)¢ (5.57)

e, levando agora (5.57) em (5.55) tem-se a confirmagéao de que realmente 0 momento
maximo coincide com o valor de Mp , COMo era de se esperar

5.7 - QUARTO EXEMPLO DE APLICAGAO

Considere-se o caso da viga continua sujeita a forgas concentradas, conforme
se mostra na Figura 5.13a). Sabe-se, de inicio, que o diagrama de momento fletor é,
nesse caso, linear por trechos, e, assim, apresenta de maneira genérica a
configuracgéao ilustrada na Figura 5.13b). Pois bem, as duas rétulas, necessarias para
se obter o mecanismo de colapso, podem ocorrer segundo as configuragdes
mostradas nas Figuras 5.13c) e d), porquanto tais configuragbes sédo plausiveis em
face do diagrama genérico mostrado na figura 5.13b.

A primeira configuragéo de rétulas (Figura. 5.13c)) implica em:

1T « 1
P20, (g + gj = I\/Ipe1 {1 +(1+ E)} (5.58)
onde:

a=P,/P (5.59)

ou seja:

15M
P = F (5.60)
/(2 + Q)

cuja magnitude depende da relagéo .
Por outro lado, com a segunda configuragcdo de rétulas (Figura 5.13d) )
encontra-se:

_12M,

"7 0 24) (5.61)

cuja magnitude depende agora do dobro daquela relagao.
Um exame das expressdes (5.60) e (5.61) evidencia que, para a > 0.5, o
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menor valor da carga de colapso é dado pela expresséao (5.61), e a configuracéo de
colapso é a mostrada na Figura 5.13d); caso contrario, a < 0.5, o menor valor é
encontrado com a expressao (5.60), e com a configuragdo de rétulas mostrada na
Figura 5.13c). O caso particular o = 0.5 implica numa indeterminagao da posigao da
rotula do vao, que tanto pode situar-se conforme configuragao da Figura 5.13c) como
da Figura 5.13d). E facil verificar que qualquer posicdo dessa rétula entre as duas
cargas leva ao mesmo resultado, porquanto, nesse caso, o momento fletor € constante
entre as duas cargas; indicando-se, pois, que todas as seg¢bOes situadas nesse
intervalo plastificam ao mesmo tempo

P

P2
7%’ / ﬁ/.ﬂ, ! l/3 ! E/ﬁ

a) Viga hiperestatica e carregamento

QP
/ 3 ‘ (3] 173

b) Forma genérica do diagrama
de momento

c) Primeira configuracdao de rétulas d) Segunda configuracdo de rétulas

FIGURA 5.13 - Viga continua e configuragdes de rétulas

5.8 - QUINTO EXEMPLO DE APLICAGAO

Como quinto exemplo de aplicagdo toma-se o caso de uma viga bi engastada
sujeita a uma carga uniforme na metade do vao, de acordo com o mostrado na Figura
5.14a). A configuragcdo de roétulas plasticas, em numero de trés, apresenta
indeterminacdo apenas no tocante a posicdo da rétula do vao, porquanto a forma
genérica do diagrama de momento fletor indica momentos grandes nas extremidades,
e a posig¢ao de maior valor ao longo do vao deve ocorrer na regido carregada.

Assim sendo, com a configuracao de rétulas apontada na Figura 5.14b), tem-

)X+ 0/2 X ~ 2x
qu—EJ > +E(£—x)}_Mp(2+€_Xj (5.62)

Se:

ou seja:

(5.63)

= 4M
k P(0—X)(0x — 1%/ 4)

cuja condigao de minimo implica em:



X=X=> (5.64)

e, por conseguinte, a carga distribuida de colapso é dada por:

28.44Mp
com precisao de quatro algarismos.
7T
g ______________ .
\ 42 ‘ 4)2
| . « | Ix sl/s | 30/8
[ ) [ )
a) Viga hiperestatica b) Configuracdo de rdtulas c) Configuracdo correta

FIGURA 5.14 — Viga hiperestatica e configuragées de rétulas

Conferindo-se, a titulo de curiosidade, a posi¢do de momento maximo, segundo
a expressao (5.54) (trecho carregado entre rétulas):

2M

X, 13 P =0 (5.66)
2( 9 £28.44MPJ(3gJ
At

confirmando-se, pois, o resultado encontrado em (5.64) pela via estatica. Ou seja, a
rétula encontra-se exatamente na posicado de momento maximo.

5.9 - SEXTO EXEMPLO DE APLICAGAO

Considere-se o pértico tri-articulado mostrado na Figura 5.15a), cujo
carregamento consiste numa carga horizontal P atuando no topo. Um exame da forma
genérica do diagrama de momento fletor indica apenas, nesse caso isostatico, duas
possibilidades para a posigao da rotula plastica, conforme as Figuras 5.15b) e c).



P
—_— o
4 !
0 | 0
a) Portico e carregamento b) Primeira configuracdo c) Segunda configuracdo

FIGURA 5.15 — Pértico tri-articulado e configuragao de rétulas

Pois bem, no primeiro caso o mecanismo de colapso, indicado em tracejado,
permite que se escreva:

PO = Mp(26) (5.67)
ou seja
M
p—_FP (5.68)
1
e, no segundo caso, tem-se também:
PO = I\/Ip(29) (5.69)

resultando pois o0 mesmo valor expresso em (5.68). Cabe, todavia, esclarecer que a
cadeia cinematica (ou mecanismo) indicada em tracejado pode ser facilmente
entendida. Com efeito, imprimindo-se uma rotagdo 6 na coluna da esquerda (vide
Figura 5.15b) ), a extremidade superior translada de A = /0 (regime de pequenos
deslocamentos), e essa translagao € conferida, igualmente, para a articulagéo e para
a extremidade da coluna da direita. Assim, por consideragdes de ordem geométrica
encontram-se as demais grandezas em jogo.

5.10 - SETIMO EXEMPLO DE APLICAGAO

Como exemplo de aplicagdo toma-se, agora, o caso do pértico biarticulado
indicado na Figura 5.16a), onde se indica também o carregamento considerado. Trata-
se de um caso uma vez hiperestatico, e, por via de consequéncia, 0 mecanismo de
colapso deve apresentar a formacao de duas rétulas plasticas.
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c¢) Segunda configuragdo d) Terceira configuragdo

FIGURA. 5.16 — Pértico biarticulado e configuragao de rétulas

Um exame da forma genérica do diagrama de momento fletor aponta trés
possiveis configuragdes de roétulas, conforme ilustram-se nas Figuras 5.16b), c) e d).
Pois bem, com a primeira configuragdo tem-se (vide Figura 5.16b) ):

gze — P16 = M, (46) (5.70)

ou seja:

P=——" (5.71)

que constitui um resultado sem significado, pois o trabalho das forgas externas é,
nesse caso, negativo (de onde sairia a energia necessaria para o trabalho positivo
realizado nas rétulas?). Por outro lado, com a configuragao indicada na Figura 5.16c¢)
tem-se:

gze +P1O = M, (46) (5.72)
ou seja:

p_ o (5.73)
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e, finalmente com a ultima configuragao (vide Figura 5.16d) ) tem-se:

PO _ M, (26) (5.74)

ou seja:

p="0 (5.75)

decorrendo-se de um exame dos resultados expressos em (5.69) e (5.71) ser o
expresso em (5.73) o valor correto da carga de colapso da estrutura em apreco.
Convém alertar-se para o fato de que se considera, no colapso, a proporgao apontada
para o carregamento (P vertical e P/2 horizontal).

Com relagcdo aos mecanismos de colapso estudados, uma observacdo muito
interessante consiste no seguinte. Os dois mecanismos ilustrados nas Figuras 5.16b)
e c) podem ser obtidos pela superposicdo de apenas dois mecanismos. Tais
mecanismos, ilustrados nas Figuras 5.17a) e b), sdo denominados, respectivamente,
mecanismo de andar ilustrado na Figura 5.17a) e mecanismo de viga na Figura 5.17b).
Com efeito, com o primeiro mecanismo tem-se:

P
516 =M,(26) (5.76)

e com o segundo tem-se:

PO = M, (46) (5.77)

em outras palavras, adicionando-se ao mecanismo de andar o mecanismo de viga
tem-se 0 mecanismo mostrado na Figura 5.17c). Igualmente, convém ser notado que,
nessa superposi¢cao, a rétula da extremidade superior da coluna da esquerda,
existente nos dois mecanismos elementares, desaparece. Com efeito, as rotagdes das
barras concorrentes nesse ponto possuem o0 mesmo sentido em ambos os
mecanismos elementares. O contrario ocorre na extremidade superior da coluna da
direita. Assim, o Principio dos Trabalhos Virtuais exprime somando-se membro a
membro as equagdes (5.76) e (5.77), subtraindo-se do segundo membro (trabalho
interno) o correspondente a soma das rotagbes de mesmo sentido, ou seja:

269 + P16 =M (20) + M (46) - M (26) (5.78)
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b) Mecanismo de viga

_.<é:]2~6\ ﬁ@

c) Primeira combinagdo d) Segunda combinagdo

FIGura 5.17 — Mecanismos elementares e combinagoes

resultando-se, pois, no valor expresso em (5.73). Por outro lado, subtraindo-se do
mecanismo de andar o mecanismo de viga encontra-se 0 mecanismo mostrado na
Figura 5.17d). Nesse caso as rotagbes de mesmo sentido acontecem na extremidade
superior da barra da direita. Assim sendo tem-se:

gee ~P(B = M, (20) + M, (46) - M, (26) (5.79)

encontrando-se, pois, o resultado carente de sentido fisico da expressao (5. 71).
5.11 - OITAVO EXEMPLO DE APLICAGAO

Considere-se o portico do exemplo anterior sujeito, agora, ao carregamento
indicado na Figura 5.18a). O mecanismo de colapso, a exemplo do caso anterior,
constitui uma combinagdo do mecanismo de andar com um de viga, sendo que desta
feita a posigao da rétula situada no vao nao esta definida.

Tomando-se, entdo, o mecanismo indicado na Figura 5.18b), tem-se:

pro, + 220X v (20, + 2 g, (5.80)
l 2 P 20 — X

onde a é o fator de relagao entre as cargas em jogo (vide Figura 5.18a) ). A expresséao
(5.80) permite escrever-se:

41
P =M T %) 587
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cuja condi¢ao de carga minima implica em:

oP _ Mp -4/ [0((26 - X)+ (4 - oo:)(—1)] _0 (5.82)
OX [(£ - ax)(20 - x)]
AL A A A
L, OO T e
I"\\'L>:\ /, - 'b—l?
e II e > II e
— 1
Y 1 \1/’, 91+92 {/1\ 1
I 1
20 X | 20-x
a) Pértico e carregamento b) Configuracao de rétulas
FIGURA 5.18 — Pértico biarticulado, carregamento e mecanismo
ou seja:

« = (20— 1)
2Q

e, com isso, a forga de colapso (vide (5.77)) fica:

160M
p= 2
(40 + 4o+ 1)

merecendo os resultados expressos em (5.83) e (5.84) alguns comentarios.

(5.83)

(5.84)

Em primeiro lugar a posigdo da rotula situada no vao implica, em face do

mecanismo em consideracio, na restri¢cao:

_1QRa-1)
20

0<x <2/

e, mais ainda, no caso:
a>0

(5.85)

(5.86)

ou seja, carga distribuida dirigida para baixo. Assim sendo, no caso de x > 0 tem-se
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LC ) (5.87)
2
ou seja:
a>0.5 (5.88)
e no caso de x < 2/ tem —se:
Hea=h o, (5.89)
2
ou seja:
a>-05 (5.90)

e examinando-se as expressdes (5.86), (5.88) e (5.90) verifica-se que a solugéo
expressa em (5.84) é somente vdlida para o > 0.5. Igualmente, com o =0.5 a
expressao (5.84) fica:

P=—* (5.91)

que coincide com o resultado encontrado com mecanismo de andar. Ora, esse fato
permite concluir-se que, para 0 < a < 0.5, o mecanismo de colapso da estrutura é o
de andar, e o valor da carga é, entdo, o expresso em (5.85), considerando—se o caso
limite com « tendendo para infinito tem-se de (5.89):

limx = ——— =g (5.92)

A—>0 a

ou seja, a rétula, nesse caso, tende a ocupar a posicao central. O valor da carga
correspondente passa a ser dado por (vide (5.80) ):

M 2 aM
imp=_—r® A4 __7% (5.93)
a0 of (4o +4a+1) o

ou seja, o valor da carga de colapso tende para o valor encontrado com o mecanismo
de viga. Esse resultado era de se esperar, porquanto o caso de a tendendo para
infinito corresponde, em termos fisicos, ao caso de se solicitar a estrutura somente
por carga uniforme, ou, na razao inversa, carga horizontal tendendo para zero.

5.12 - CARREGAMENTO REPETIDO E ALTERNADO

O modelo de plastificagcdo assumido logo de inicio (vide Figuras 5.1a) e 5.2) )é
o chamado modelo plastico perfeito, cujo comportamento acha-se agora ilustrado com
mais detalhes na Figura 5.19. Para carregamento crescente a curvatura cresce
inicialmente proporcionalmente até atingir o momento de plastificagdo (trecho OA). A
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partir da plastificagdo ndo ha mais aumento do momento (saturag&o), mas a curvatura
pode aumentar indefinidamente (treco AB). Havendo descarregamento segue-se
apenas a recuperacao da deformacgdo proporcional (trecho BC), sobrando-se uma
curvatura residual plastica (trecho CO). O comportamento descrito para momento
positivo é também retratado para momento negativo, com plastificagdo ao contrario.
Todavia, como bem sabido, havendo reversao da plastificacdo a ruptura nominal é
atingida, pois com poucas reversdes (algo como uma centena de vezes, ou até
milhares) o material deixa de resistir vindo a se desintegrar.

A
A B
Mp--
/
/
. /
/rC curvatura k
/
/
/
Mp - — -‘D

FIGURA 5.19 — Modelo plastico perfeito

Para examinar esse tema, considere-se a viga hiperestatica mostrada na
Figura 5.20), engastada numa extremidade e simplesmente apoiada na outra, sob
carregamento concentrado no meio do vdo. O mecanismo de plastificagdo envolve a
formacao de duas rétulas como ilustrado na Figura 5.20b) resultando:

P
] Y
T B My A,
L (/2 (/2
a) Viga hiperestatica b) Rotulas plasticas

FIGURA 5.20 - Viga hiperestatica

(5.94)

sendo que esse resultado é alcangado com o carregamento crescente até atingir esse
valor. Todavia, o comportamento durante esse carregamento € no comego em regime
elastico linear até atingir a formacao da primeira rotula, e a partir d'ai continua em
regime elastico linear, mas com momento plastico no local da primeira rétula formada,
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encerrando-se com a formag&o da segunda e ultima rétula ao atingir o carregamento
expresso na segunda de (5.94).

A Figura 5.21a) exibe a configuragdo de momento fletor no regime elastico
linear, ficando claro que a primeira plastificagao ocorre no engaste resultando:

6P/
5P/ My

ﬁ\‘_ 5 ‘ + \’\‘\\\Q
PL_Mp

a) Regime elastico linear b) Regime plastico

FIGURA 5.21 — Evolugao da plastificagao

(5.95)
oM,
6/

e a Figura 5.21b) exibe a configuragdo de momento fletor para carregamento
crescente acima do valor expresso na segunda de (5.95), até atingir a formacéo da
segunda rétula, agora no meio do vao, ou seja:

v Pt M
p
6l\j 2 (5.96)
p-_—»
(

sendo que, durante esse aumento de carregamento, a rétula do engaste permite a
rotacao plastica:

2 M ¢
q) =-M L + P/ —_P
P P3El  16El  24El

(5.97)

visto que o carregamento final € o dado pela segunda de (5.96), e mais, a viga para
essa fase do carregamento agora torna-se isostatica com carregamento no centro e
momento de plastificagdo no engaste. A primeira parcela de (5.97) € a rotagao

decorrente da aplicagao de Mp negativo no engaste, e a segunda a rotagao decorrente

do carregamento central no apoio onde antes havia engaste.

Pois bem, ao descarregar sucede que o momento fletor ndo sera zerado em
razdo de a rotagdo plastica (5.97) ser residual (ndo é restituida). Assim sendo, o
momento residual deve provocar rotagao igual a rotacao plastica (5.97), ou seja:



0. = M, ¢ _p - Mp£

" 3El P 24E| (5.98)
v M

' 8

A +

~ -
~——— ———

a) Rotagdo plastica b) Momento residual
FIGURA 5.22 - Descarregamento

O recarregameto P na fase elastica linear provoca o momento fletor que deve
se superpor ao residual como ilustrado na Figura 5.23, e entdo a plastificagdo no apoio
resulta:

6Pr M,

-——+

32 8 P
6M

P - = (5.99)

e a plastificacdo no centro resulta:

328 " (5.100)

ou seja, a recarga pode ser realizada com carga expressa na segunda de (5.94) que
€ a carga de colapso para carga crescente, e com isso, o carregamento repetido tem
a mesma magnitude da carga de colapso original. Todavia, em outras configura¢des
estruturais e de carregamento a repeticdo pode levar a uma acomodagéo
(shakedown) plastica para valores de carregamento maior que o definido no regime
elastico linear, ou entdo para colapso incremental para carregamento superior ao da
acomodacao plastica (a rotagao plastica ocorrendo com acréscimos fracionarios com
a série geométrica correspondente resultando um valor finito, ou, caso contrario, com
razao superior a unidade resultando rotagao crescente indefinidamente). De qualquer
modo o estudo de carregamento repetido envolve sempre analise do comportamento
elastico linear em todas as fases do descarregamento e recarregamento; exigindo-se
estudo particular de cada caso de estrutura e de carregamento. De qualquer modo,
os casos de acomodacéao (shakedown) plastica e de colapso incremental ndo sera
aqui objeto de estudo, embora em combinacdo de carregamento permanente (peso
préprio) e acidental (carga de ocupacédo e vento por exemplo) esses fendmenos
podem ocorrer.
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Para estudo do caso de carregamento alternado, como ja mencionado, tem-se
que examinar a reversao da plastificacdo, que leva ao colapso da seg¢ao, ou seja, no
caso da viga em questdo, a primeira plastificagdo ocorre com:

b 32M]

& (5.101)
enquanto que no restante da viga o regime ainda é elastico linear, ocorrendo na
inversao do carregamento recuperagao total (sem momento residual). Todavia havera
reversao de deformacéo plastica na se¢ao do apoio ao inverter o carregamento. Assim
sendo, 0 maximo valor para o carregamento alternado € dado por (5.101) de modo a
nao colapsar a segdo de apoio. Em resumo, para carga repetida a magnitude esta

limitada a 6Mp/£ e para carregamento alternado limitada a 5M_ / 32¢.

Mk/2
Mk W
+
6PL 5P(
32 \| 3

FIGURA 5.23 Recarregamento

Para finalizar, cabe assinalar que, em todos os exemplos de aplicagao
abordados, o momento de plastificacdo foi suposto constante em todas as barras e
em todas as secbes. Todavia esse fato ndo constitui, obviamente, uma restricdo ao
Método Plastico, mas apenas coeréncia com o espirito redobradamente introdutério
com o qual foi abordado o assunto.

O Método Plastico vem sendo bastante estudado e largamente empregado no
projeto estrutural, em especial como parte importante da teoria da confiabilidade
estrutural.
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