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APRESENTAGAO

Este texto reune o material ministrado na disciplina de pés-graduagao
intitulada “Analise de Estruturas de Edificios pela Técnica do Meio Continuo”,
oferecida no Curso de Pds-Graduagdo em Engenharia de Estruturas da Escola
de Engenharia de Sao Carlos da Universidade de S&ao Paulo, sob o cddigo
SETS5872. Os temas aqui trabalhados s&o mais voltados para os profissionais da
area de Engenharia Civil, com especializagado no ramo de estruturas.

A Técnica do Meio Continuo constitui um modelo matematico de analise
aproximada de estruturas de edificios altos envolvendo, no caso de analise
plana, apenas o movimento horizontal, e, no caso tridimensional as duas
translagdes e a rotagado do conjunto, sendo tais movimentos fungdes continuas
da variavel altura; facultando-se assim, dado o pequeno numero de parametros
envolvidos, a abordagem mediante calculo manual. Por essa razéo é de grande
utilidade nas fases iniciais do projeto, bem como um contraponto para os
resultados mais requintados de uma analise via programas comerciais de
computador. Em diversos exemplos de aplicagdo aqui apresentados foram
considerados, na comparagao, os resultados do programa Ansys, em sua versao
Ansys Academic Research Mechanical, Release 19.1.

Cabe assinalar que a deformabilidade dos pilares, que pode afetar os
resultados em algo da ordem de 10% a 20%, € levado em conta de maneira
aproximada mediante procedimento simples, com bons resultados. O mesmo
ocorre no caso da analise de instabilidade e vibracédo livre, mediante o emprego
da Teoria da Perturbacao de ordem zero, desprezando-se o acoplamento nas
matrizes geométrica e de inércia. Além disso € de destacar também a formulag&o
da flexdo global das colunas de pérticos de modo consistente.

O autor agradece o capricho no preparo das figuras por parte de Francisco
Guedes Brito, o apoio computacional levado a efeito por Dorival Piedade Junior,
bem como a bibliotecaria Elena Luzia Palloni Gongalves pelos cuidados no
tramite para a publicagao do texto.
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CAPITULO |
INTRODUGAO
1.1-Edificio Alto?

Em primeiro lugar € oportuno registrar que um edificio &€ considerado alto,
do ponto de vista da engenharia, quando os esforgos decorrentes da agao do
vento passam a ser significativos em comparagao com os esforgos decorrentes
das agdes verticais, peso préprio e cargas de ocupagao; ou seja, grosso modo,
quando os esforgos do vento sdo superiores a 5% dos esforgos provocados
pelas cargas verticais. Essa definicdo comporta ainda acrescentar os efeitos de
variagao de temperatura, deformacéao lenta e retracdo, no caso de estruturas de
concreto armado, bem como os efeitos de segunda ordem (efeito P A ), que sao
aquelas decorrentes da movimentagao horizontal experimentada pela estrutura.
Em outras palavras, ndo é a altura fisica da construcdo que confere a
qualificagdo na categoria de edificio alto, mas a magnitude dos efeitos
decorrentes das agdes horizontais.

1.2-Historico

Para muitos historiadores, o Farol de Alexandria, ilustrado na Figura 1.1,
construido por volta do terceiro século antes de Cristo, em alvenaria e com altura
entre 100 e 180 metros, constitui a mais alta construcdo em alvenaria de todos
os tempos. Outra construgao notavel vem a ser o templo Tadai-Ji, com 94 metros
de altura, construido em madeira no Japao oito séculos depois de Cristo, sendo
a mais alta construgdo de madeira de que se tem noticia. A basilica de Santa
Sofia ilustrada nas Figuras 1.2 a) e 1.2 b) foi construida cinco séculos depois de
Cristo em Constantinopla, antiga Bizancio, cidade fundada pelos gregos, hoje
Istambul, Turquia, com 55 metros de altura e cupula central com 31 metros de
diametro, constituindo-se, incontestavelmente, a maior constru¢do do mundo
antigo, e esta em pé até os dias de hoje. Vale chamar a atengédo para os
gigantescos arcos portantes da cupula, exibidos na Figura 1.2 a), arcos que dao
suporte ao arranque da cupula, cuja evolugédo resultou nos delicados arcos
portantes goticos da bem conhecida Igreja de Notre Dame de Paris, construida
algo como mil anos depois, como se vé na Figura 1.3.

Figura 1.1
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Figura 1.2 a)

Figura 1.2 b)

Figura 1.3
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A arquitetura romanica tem na famosa Torre de Piza com 55 metros de
altura, ilustrada na Figura 1.4, construida por volta do ano de 1170, um exemplo
magnifico de torre dos campanarios, a exemplo da torre fortificada de S.
Geminiano com seus 68 metros de altura. As janelas das torres dos
campanarios, mais largas no topo e mais estreitas na base, ja sinalizavam
preocupacgdes em conferir seguranga nessas estruturas.

voen o Wad

Figura 1.4

O aumento acentuado da concentracdo urbana verificada em fins do
século 19 anunciava a busca por espacos verticais. Numa primeira fase, o
emprego evoluido de construgdes de alvenaria era a solugdo disponivel, mas
logo se esgotaria, a exemplo do edificio Manadnock ilustrado na Figura 1.5,
construido em Chicago em 1891, com 16 pavimentos, com paredes que na base
chegavam a ter 4 metros de espessura, e que, no seu conjunto, ocupava algo
como 25% da area util do terreno! (pelo jeito estavam reinventando a piramide).
Em geral, essas construgdes mesclavam alvenaria com colunas de ferro fundido
e vigas de ferro forjado, cabendo a parede de alvenaria externa autoportante
suportar as agdes do vento; e internamente uma estrutura de vigas e pilares,
sistema denominado esqueleto, suportava as cargas verticais dos pavimentos.

Inaugurando os novos tempos, a primeira estrutura independente, na qual
se separam as fung¢des de sustentacdo e de divisdo, com as paredes externas
também apoiando-se na estrutura de vigas e pilares, foi a solu¢gdo desenvolvida
pelo renomado arquiteto americano George Browne Post, com formacao
profissional na Franga, na constru¢cdo do edificio New York Produce Exchange
em 1981, em Nova York, com frente para o parque Bowling Green, como
ilustrado na Figura 1.6, situado no Distrito Financeiro de Lower Manhattan,
extremo sul da Broadway.
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Figura 1.6

Para se ter uma ideia do vertiginoso crescimento vertical dos edificios
desde entdo, em 1989 os edificios ja chegavam 13 andares, em 1891 vinte
andares e em 1896 a 29 andares. Na virada do século, o famoso edificio
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Woolworth de Nova York, ilustrado na Figura 1.7 chegava aos 60 andares em
1913. O edificio Empire State Building, ilustrado na Figura 1.8, também em Nova
York, atingia 100 andares em 1931. Em 1970 as duas torres do World Trade
Center chegavam a 110 andares, como ilustrado na Figura 1.9, sendo destruidas
em ataque terrorista em 11 de setembro de 2001. Pouco depois a Torre Sears
de Chicago mostrada na Figura 1.10 chegava a 120 andares.

Figura 1.7

Figura 1.8
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Figura 1.10

No local ocupado pelas duas torres do World Trade Center foi eregido o
Freedom Tower com seus 541 metros de altura em 2009, como exibe a Figura
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1.11. Valendo-se ainda registrar o notavel edificio Taipei 101, construido em
Taipei, Taiwan, em 2004, com seus 508 metros de altura, como mostra a Figura
1.12. Finalizando-se essa exposicao com o fantastico edificio Burj Khalifa,
mostrado na Figura 1.13, com o inimaginavel 828 metros de altura, construido
em Dubai em 2010.

Figura 1.11

Figura 1.12
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Figura 1.13

Voltando-se a atengao agora para as grandes escolas que davam suporte
aos construtores de edificios, vale inicialmente registrar a criacdo da Escola
Politécnica de Paris em 1794, contemplando-se a formacao de técnicos
engenheiros, e é essa a formagao dos grandes construtores do século 19. Em
contrapartida, a criacao da Escola de Belas Artes em 1803, com enfoque mais
voltado para o lado artistico, da origem a um outro profissional da construgao, ou
seja, o arquiteto. Todavia, a complexidade crescente das constru¢cdes cada vez
mais altas exigiu o concurso desses dois tipos de profissionais, tanto na
elaboragado dos projetos, como na execugao das construcées dos edificios.
Varias sao as especialidades envolvidas, como especialistas em solos e
fundacoes, hidraulica e saneamento, energia elétrica e iluminacgéao, circulagao
vertical, telefonia e comunicacdo, climatizagdo e outras, bem como em
paisagismo.

Pois bem, no sentido de se atender com sucesso ao conjunto de
problemas caracteristicos dos edificios altos, varios sistemas estruturais, como
mostrado na Figura 1.14, tém sido propostos.

1.3-Sistemas Estruturais

O primeiro sistema que merece destaque, porquanto vem a ser o mais
empregado na maioria dos edificios construidos, tanto em estrutura de concreto
armado, como em estrutura metalica, consiste no sistema aporticado, como
lustrado na Figura 1.14 a). A estrutura, nesse caso formadas por vigas e pilares,
responde as solicitagdes horizontais por meio dos pérticos formados segundo as
linhas de prumadas dos pilares. Trata-se de sistema indicado, em geral, para
edificios de concreto armado com até 20 andares, e metélicos indo até 30
andares. A preocupacao primordial nesses casos € ainda mais voltada para as
acdes verticais, e cuja eficiéncia estrutural decorre de um posicionamento
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adequado dos pilares em planta. No caso de estruturas em concreto armado,
mais comum em NnossSO meio, uma primeira orientacao consiste em se buscar a
posicao dos pilares segundo uma malha de quatro metros por quatro metros. O
comportamento da estrutura aporticada sob acado de cargas verticais € bastante
simples, sendo as cargas distribuidas entre os pilares, por exemplo, segundo as
chamadas areas de influéncia. Um estudo mais requintado da distribuicdo das
cargas verticais entre os pilares exige uma investigagdo cuidadosa do
comportamento conjunto do sistema de piso, formado por lajes e vigas, mediante
simulacao pelo método dos elementos finitos, por exemplo. De qualquer modo,
o comportamento da estrutura sob carga horizontal ndo € mais atendido pela
simplicidade do critério das areas de influéncia, embora no inicio a forca
sugestiva desse critério tenha sido trabalhada, mas logo abandonada em prol de
critérios mais adequados.

Para edificios de concreto armado na faixa de 20 a 30 andares o sistema
estrutural mais adequado passa a ser a associagao de nucleo estrutural com o
sistema aporticado menos rigido, como ilustra-se na Figura 1.14 b), ou mesmo
o sistema aporticado com algumas colunas de grande inércia. A variante
metalica desse sistema obtém-se acrescentando trelicamento vertical bastante
rigido, como ilustrado na Figura 1.14 c), indicada para edificios numa faixa de 30
a 40 andares. As preocupagdes agora voltam-se acentuadamente para os
problemas de estabilidade horizontal do conjunto. Esse sistema tem sido
indicado em regides sismicamente ativas, pois o sistema de pilares dos porticos
que suportam as cargas verticais, € mais flexivel horizontalmente, participando
pouco na resposta as cargas horizontais, que acabam solicitando muito mais o
nuacleo resistente mais rigido, funcionando-se assim como um equivalente
mecanico do eletrodo sacrificio na protecao contra oxidagdao de estruturas
metalicas. Em outras palavras, num terremoto mais intenso o nucleo acaba
absolvendo o choque, sendo posteriormente reparado os seus danos, como 0s
chilenos conhecem bem.

A associacéao tridimensional de pérticos periféricos e nucleos resistentes,
como mostrado na Figura 1.14 d), vem a ser o sistema estrutural indicado para
edificios de concreto na faixa de 30 a 40 andares. A versdo metalica desse
sistema, no qual o nucleo resistente é obtido mediante trelicamento interno
equivalente de grande rigidez, atendendo-se a faixa de 40 a 60 andares. O
trelicamento interno pode ser conjugado com cintas treligadas, geralmente a
meia altura e no topo, decorrentes do trelicamento de quadros periféricos de um
mesmo andar, como exibe-se na Figura 1.14 e).

O sistema tubular, que consiste em se dispor de um grande numero de
pilares periféricos ligados por uma cinta periférica feita por viga de grande rigidez
(referido como “spandrel beams” em lingua inglesa), de tal sorte a conferir ao
conjunto um comportamento similar ao de um gigantesco tubo, ou seja, uma
grande barra de segao celular, como mostra a Figura 1.14 f). O sistema tubular
em concreto armado cobre uma faixa com mais de 50 andares e, no caso
metalico além de 60. Um tubo unico cobre, no caso de concreto armado, a faixa
de 50 a 60 andares; no caso metalico de 60 a 80 andares. O emprego de um
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tubo modular (células multiplas), como ilustrado na Figura 1.14 g), permite os
edificios de concreto armado chegarem a 80 andares. Esse mesmo sistema,
mediante trelicamento dos tubos, como exibe a Figura 1.14 h), torna viavel, no
caso metalico, alcancar até 140 andares. Um exemplo dessa variante esta
mostrado na Figura 1.15. Trata-se do edificio John Hancock Center de Chicago,
EUA.
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A associacdo de estruturas tubulares permite vislumbrar, como
exemplificado pela torre Burj Khalifa, ndo haver ainda um limite de altura para os
edificios.

A sistema tubular ganhou destaque inicialmente na recuperagéo das
pontes na Alemanha no pés-guerra, envolvendo os bem preparados engenheiros
aeronauticos alemaes que, naquela época estavam sem o que fazer, uma vez
que a derrotada Alemanha ficou proibida de fabricar avidbes. Como os
engenheiros aeronauticos estavam acostumados a projetar as estruturas
tubulares dos avides, acabaram por estender esse sistema com sucesso para
as estruturas de pontes. Curiosamente, quando esse sistema comegou a ser
usado em outros paises, uma série de rupturas acabaram ocorrendo com pontes
de grandes vaos. Até que chegou a vez de ocorrer também na Alemanha.
Estudando-se o que estava ocorrendo, verificaram que era uma instabilidade de
chapa por cisalhamento na regido dos apoios. Para nossa tranquilidade, a ponte
Rio-Niterdi foi construida quando esse problema ja estava resolvido. O emprego
do sistema tubular em estrutura de edificios comegou nos anos setenta, tendo
nas duas torres do World Trade Center exemplos notaveis.

~
=

»

- g’-.:

Figura 1.15
1.4- Técnicas Matriciais

A formulagdo matricial desenvolvida por Weaver e Nelson em 1966 foi um marco
notavel nas propostas de algoritmos computacionais para analise de estruturas
de edificios (Weaver Jr, W. e Nelson, M.F. “Three-Dimensional Analysis of Tier
Building”, J. Str. Div, ASCE, ST6, 1966), no qual a estrutura de piso € simulada
por um diafragma rigido em seu plano e completamente flexivel
transversalmente. Porém, nessa época os computadores ainda tinham
capacidade de processamento muito limitada, e assim métodos mais
simplificados foram propostos, como o desenvolvido por Stamato e Smith
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(Stamato, M.C. e Smith B.S. “An Approximate method for the three dimensional
analysis of tall buildings” Proc. Inst, Civil Engineers, London, V.43, July/1969).
Tais métodos sdao também indicados para analise do sistema tubular, cujo
comportamento apresenta o chamado efeito “shear lag”, que consiste no fato de
ser a forca normal nas colunas maior nos cantos, reduzindo-se para a regiao
central, como ilustra a Figura 1.16, tanto para o pértico alma (flange frame),
quanto para o pértico mesa (web frame) em termos percentuais.

E oportuno também deixar registrado o pioneirismo do Prof. Julio
Ricaldoni com seu trabalho intitulado “Nota Sobre El Efecto de Torsion em
Edificios Elevados” publicado pela Faculdad de Ingenieria Y Agrimensura de
Montevideo, Uruguai, em 1958, certamente um dos primeiros trabalhos
publicados na América Latina sobre o comportamento de estruturas de edificios
altos.

Forga Axial
)
(=)

24,72 24,72
0 l l
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Figura 1.16

1.5- Técnica do Meio Continuo

Por outro lado, o modelo de analise estrutural denominado Técnica do
Meio Continuo, uma proposta mais apropriada para calculo manual, e por essa
razao mais indicado para os estagios iniciais do projeto, foi pioneiramente
desenvolvido por Chitty ja na metade do século passado (Chitty, L, “On the
Cantilever composed of a series of parallel beams interconected by cross
members” Philosophical Magazine, V38, 1947), merecendo extensao no livro de
Murashev, Sigalov e Baikov (Murashev, V., Sigalov, E. e Baikov, V. “Design of
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Reinforced Concrete Structures, Mir Publisher, Moscow, 1972) e também na
eficiente proposta de Stamato e Mancini (Stamato, M.C. e Mancini, E. “Three
Dimensional interaction of wall and frames” Journal of the Structural Division,
ASCE, V. 99, 1973), sem contar a contribuicdo notavel do calculista estrutural
Mario Franco em sua tese de doutorado defendida em 1962 na Escola
Politécnica da Universidade de Sao Paulo intitulada “Alguns Problemas Relativos
a Acao do Vento em Edificios de Grande Altura”.

Tendo-se em conta que os métodos matriciais ja se encontram
amplamente desenvolvidos e implementados em pacotes computacionais
disponiveis no mercado, o presente texto vai ter sua atencédo voltada apenas
para a Técnica do Meio Continuo. Todavia, cumpre chamara a tencédo para o
fato de que, para municiar tais pacotes disponiveis no mercado, a tarefa € algo
trabalhosa e susceptivel de iniumeros equivocos.

A caracteristica mais notavel da Técnica do Meio Continuo consiste em
viabilizar procedimentos manuais, por envolver basicamente apenas os trés
movimentos horizontais da estrutura, quais sejam, duas translagdes e uma
rotacdo do conjunto, e, por essa razao, as equagdes resultantes envolvem em
geral duas matrizes de ordem 3x3 no caso da analise estatica, e mais uma dessa
mesma ordem nos casos de andlise de instabilidade e de dindmica. O
desacoplamento das equacdes no caso da analise estatica € obtido mediante
uma escolha adequada do sistema de referéncia, acrescido do emprego da
decomposicédo de Jordam da segunda matriz. Todavia nos casos da analise de
instabilidade e da analise dindmica resultando-se a terceira matriz ndo diagonal,
torna-se necessario o emprego do estudo aproximado proporcionado pela Teoria
da Perturbagdo. A inclusdo da deformacgdo axial das colunas é viabilizada
mediante simplificagdes adicionais, de modo serem explicitadas em termos
daqueles trés movimentos horizontais, bem como tratamento simplificado é
também o caso da consideragao da interagao solo-estrutura (fundacgéo elastica).

O Capitulo Il é dedicado ao estudo do comportamento dos painéis de
contraventamento, iniciando-se com o de descricdo mais simples que consiste
no painel denominado parede, Trata-se de um consolo vertical cujo
comportamento € descrito pela Teoria Técnica da Flexao, assunto amplamente
discutido nos textos basicos de Resisténcia dos Materiais, seguido do estudo do
pinel pértico com colunas indeformaveis axialmente, chamando-se a atencéo
para a consideracgao da flexdo global das colunas, e extensdo para porticos com
colunas deformaveis, bem como ja deixando claro que a consideracdo da
deformacdo axial das colunas aumenta a ordem de derivagdo das equacgodes
resultantes, aumentando-se o montante de operagdes algébricas, tonando-se
nao mais apropriado o calculo manual a consideragdo da deformagao axial de
varias colunas. De qualquer modo o emprego de parametros médios de sorte a
nao levantar a ordem de derivacdo se mostra bastante apropriado.

O estudo do efeito de segunda ordem em painéis, bem como a
contribuicdo da deformacao lenta, sao objetos do Capitulo Ill, iniciando-se com
a exposi¢ao do modelo padrao e sua aplicagao ao painel parede e abordagem
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do coeficiente de instabilidade de Beck, bem como a extens&o para o caso do
painel portico, cuja integragcéo € entado viabilizada por meio de uma matriz de
flexibilidade, descrita em detalhes no apéndice. A consideracao de base flexivel
€ levada a efeito aproximadamente mediante o emprego do Teorema de
Southwell.

O Capitulo IV aborda a questao da vibracéao livre de painéis, iniciando-se
com o caso do painel parede, cuja integragao das equagdes de movimento n&o
oferece dificuldades algébricas de monta. Todavia, no caso do painel portico a
integracdo € novamente viabilizada mediante o emprego daquela matriz de
flexibilidade empregada no estudo dos efeitos de segunda ordem tratados no
capitulo anterior. Em apéndice os detalhes dessa abordagem sao apresentados.

A anadlise associagao tridimensional de painéis, objeto do Capitulo V,
inicia-se com o caso s6 contendo painéis paredes, seguido da associacao
tridimensional de porticos sem deformacéao axial das colunas, paredes e nucleos
estruturais, cujo equilibrio resulta num sistema de equagdes diferenciais de
terceira ordem envolvendo duas matrizes de ordem trés. A primeira matriz,
contemplando a contribuicdo flexional das paredes e nucleos, € desacoplada
mediante a escolha de um sistema de referéncia adequado. Ja a diagonalizagao
da outra matriz, que contempla as contribuicdes dos pérticos e torgao livre dos
nucleos, é levada a efeito mediante a decomposicao de Jordam, sendo fornecida
as formulas de Cardam para as raizes da equacédo algébrica do terceiro grau
resultante. A consideracdo da deformacdo axial das colunas mediante
parametros meédios acaba sendo uma extensdo simples. Em apéndice sao
apresentados parametros de flexo-tor¢do de dois perfis tipicos, bem como uma
demonstracédo expedita da decomposicao de Jordam.

O estudo dos efeitos de segunda ordem (efeito PxA) em estruturas
tridimensionais é iniciado no Capitulo VI com o caso s6 envolvendo painéis
paredes, cuja integracdo exata € alcangada. A associagado tridimensional
envolvendo paredes e poérticos com colunas indeformaveis axialmente é
examinada em seguida, sendo necessario langar mao da Teoria da Perturbacgao
de ordem zero, de sorte a contornar o acoplamento da matriz geométrica
contendo os termos de carregamento axial. Tal procedimento € entado estendido
para o0 caso envolvendo podrticos com colunas deformaveis mediante a
consideragao dos parametros meédios ja mencionados.

A vibragéo livre da associagao tridimensional de painéis é apresentada na
Capitulo VII, iniciando-se com a consideragao apenas de painéis paredes, visto
que mais elementar, e cuja integragao analitica da equagcdo de movimento é
alcangada. O caso mais geral, envolvendo pérticos com deformagao axial das
colunas, é tratado mediante o emprego da Teoria da Perturbagao de ordem zero.

O Capitulo VIII aborda temas complementares, comecando por mostrar
que a associagao de paredes por lintéis, objeto do trabalho pioneiro de 1947 ja
mencionado, mediante uma nomenclatura adequada tem seu comportamento
descrito como uma extensao de portico com deformacéo axial das colunas. O
efeito das variacbes de temperatura em colunas expostas € estudado em
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seguida, mediante uma extensdo da técnica do meio continuo proposta pelo
autor, considerando-se apenas o quadro mais externo do edificio. Exemplo de
aplicacdo deixa claro trata-se de uma proposta com resultados similares aos
alcancados mediante pacote computacional.
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CAPITULO I
ANALISE DE PAINEIS DE CONTRAVENTAMENTO

2.1- Painel Parede

Para suportar cargas laterais, o painel de comportamento estrutural mais
simples vem a ser o denominado painel parede, que consiste hum consolo
vertical, uma coluna engastada na base, como exibe a Figura 2.1, tendo na teoria
técnica da flexao, ensinada na disciplina de Resisténcia dos Materiais, 0 modelo
de representacao.

) |

— |

ﬁ

— %) —>Vp+dVp

ﬁ

E’: H ! dz
qp >

3 Z 9p

—>1 Vp<—

—

E 2

3 p

—> 777777777 s

0 X ¢) Equilibrio Elementar
a) Parede e carregamento b) Deformada
Figura 2.1

A Figura 2.1a) mostra uma parede sob carga distribuida uniforme
horizontal q,, a deformada u,(z) exibida na Figura 2.1b), bem como a

configuragdo de equilibrio elementar na Figura 2.1c), resultando nas relagdes:

dv, (2)
dz ’ 2.1)
dM  (2) _ v
dz v

onde V,(z) é a forga cortante ao longo da altura e M (z) o momento fletor. Por
outro lado, a equacéao constitutiva do painel parede é expressa por:

M ()=, 22)
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onde j, =EI é o produto de inércia, ou ainda, tendo-se em conta a integragao

da primeira e segunda de (2.1) e derivagao de (2.2), uma forma mais apropriada,
ou seja:

d'u,(2) _ V(2 _4,(H-2))
dz’ i i

(2.3)

cuja integragao resulta:

4 4 3
u. (2) =ﬁ[[ij —4(ij +6(£]J (2.4)
24j (\H H H

que consiste na deformada do pértico, uma vez que as condi¢gdes de contorno

sao:
u, (z=0)=0
du,(z=0)
dz -
d’u,(z=H) B
dz* -

0 (2.5)
0

ou seja, a primeira de (2.5) decorre do fato de ser nulo o deslocamento da parede
na base, e a segunda de (2.5) do fato de ser nula a rotagdo da parede na base;
e a terceira de (2.5) da nulidade do momento fletor no topo.

2.2-Painel Portico com Colunas Indeformaveis Axialmente

A Figura 2.2a) ilustra um portico sob carga lateral distribuida uniforme q,

, bem como sua deformada u.(z) na Figura 2.2b), j& considerada de maneira

aproximada mediante uma fungado continua, cuja explicagdo € apresentada no
que se segue.

|
>

; |
—>|

|
—>|

h £(@)

—>|

|
>
v o

— H [
4 —

> Z
>
>
>
>
—>1
—>1
—>1

> 777777777 O X
a) Portico e carregamento eformada
Port t b) Deft d

Figura 2.2
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A figura 2.3 a) exibe a configuragdo deformada do quadro de um poértico
de 2 colunas sob a hipétese de que os pontos de inflexdo se acham na metade
das vigas por simetria e na metade das colunas por se considerar que as
rotacbes de nds consecutivos das colunas sdo muito préximas. Assim, o
equilibrio de momentos no n6 A, como exibe a Figura 2.b), implica em:

resultando:
2k 2k, dui(z)

o= C B C
2k, +k, 2k, +k, dz

I

(2.7)

onde k, =EI /hdenota um parametro de rigidez da coluna e k =EI /{ o
parametro de rigidez da viga, uma vez que:

O

b) Equilibrium of moments

Figura 2.3
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M,; =6k (B-a)

M,, =6k, (B—a)

M, =6k, (o) (2.8)
_§=duf(z)

==

sendo que a ultima de (2.8) consiste na consideragao aproximadora basica da
Técnica do Meio Continuo como originalmente proposta por Chitty (Chitty, L, “On
the Cantilever composed of a series of parallel beams interconected by cross
members” Philosophical Magazine, V38, 1947). Assim sendo, a forga cortante na
coluna se escreve:

M, 6k, 2k, du.(z)

= 2an D% R 2.9
“ h/2 h 2k _+k, dz (29)

ou ainda:

Vi) =V, (2) + Vo () =5, (2.10)
Z

onde V, vem a ser a cortante no portico, com:

o1k, 2k,
" h 2k _+K,

(2.11)

que consiste na chamada rigidez do pértico, que relaciona a inclinagao (rotagao)
do conjunto com a forga cortante, no caso de colunas iguais.

Uma corregdo consistente foi sugerida pelo autor Laier (Laier J.E. An
Improved Continuous Medium Technique for Structural Frame Analysis, The
Structural Design of Tall and Special Buildings, 17, 25-38, 2008) para o expresso
em (2.10), tendo-se em conta a contribuicdo da flexdo geral da coluna, ou seja:

du,(z)

2k, d’a _du,(2) i d’u,(z)

V.(z) = _
(=5 2k +k, dZ2 T dz U 42

— (EI, +EL) (2.12)

onde EI, e EIl, sdo o produto de inércia das colunas 1 e 2 respectivamente, e
J; =KR (2.13)

vem a ser o produto de inércia das duas colunas do portico, com:

K =EI, +EL
2k, (2.14)
2k, +k,

cumprindo-se assinalar que essa contribuicdo foi adotada de forma nao
consistente por Murashev, Sigalov e Baikov (Murashev V.; Sigalov E. and Baikov
V. Design of Reinforced Concrete Structures, Mir: Publisher, Moscow, 1972), ndo
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se considerando a redugao da inércia segundo (2.13), adotando-se unitario o
parametro R .

O expresso em (2.11) e (2.13) pode ser estendido para considerar pérticos
com mais de duas prumadas de pilar, ou seja:

2k,
:2 kc v
h na

2k,
b

2k
.]f ZZEIC ikb
b

S¢

(2.15)

na

onde na é o numero de nés no andas, b € ¢ s&o 0 numero de vigas e 0 numero
de colunas em cada n6 (v=I1,c=2 ou v=c=2), respectivamente, e b € 0

numero de barras (vigas e colunas) que concorrem em cada né (b=3,4). Vale

notar que, para os noés centrais a figura 2.3b) passa a contemplar a viga também
incidindo do lado esquerdo do né.

A integracao de (2.12) é dada por:

2
u,(z) :%{Ale” +Ae” +r’ (Hz—%)—C} (2.16)

.f
s
r=,~—
i
_1-rHe™
' 2coh(rH)
_ 1+rHe™
" 2coh(rH)
~ 1+rHseh(rH)
~ coh(rH)

onde:

(2.17)

visto que as condi¢des de contorno sao similares ao exposto em (2.5), ou seja:

u,(z=0)=0
du,(z=0)
dz -
d’u,(z=H) B
dz* -

0 (2.18)
0

com a primeira de (2.18) decorrente do fato de ser nulo o deslocamento do
portico na base, a segunda de (2.18) do fato de ser nula a rotagao do pértico na
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base, que € uma imposigao da flexdo global das colunas, o mesmo valendo para
a terceira de (2.18), resultante da nulidade do momento fletor no topo.

2.3-Exemplo de Aplicagao

No sentido de se aquilatar a contribuigdo da flexao global das colunas no
comportamento do portico, considere-se um pértico de 10 andares com pé direito
de 3m tendo-se os seguintes parametros:

E = 289.56kN/cm?

5, = 12 25 06 2x19.31
12.7 2x25,06 +19.311
19.31

2x25.06 +19.311

=13.17kN

= 459.49kNcm?

Jp =2X12.7x25.06

cujos resultados do deslocamento para q, =0.35N/cm s&o arrolados na Tabela

1 e correspondentes graficos na Figura 2.4 comparando-se com os resultados
sem considerar a flexdo global das colunas, bem como os alcangados
empregando-se o pacote ANSYS (Ansys Inc., Canonsburg, Pensilvania, USA),
ficando-se evidente que a consideragdo da flexdo global das colunas é
significativa levando a resultados com magnitudes proximas das dos obtidos com
0 pacote Ansys.

2.4-Porticos Considerando-se Colunas Axialmente Deformaveis

A Figura 2.5 a) exibe a deformada genérica do quadro de um portico
tendo-se em conta a deformagdo axial das colunas, e a Figura 2.5 b) a
configuracao de equilibrio de momentos no né da esquerda.

Table 1 Deslocamentos

n Flexdo Global | Negligenciando a Ansys
das Colunas | Flexdo Global das cm
cm. Colunas (cm.)

0 0.0000 0.0000 0.0000
0.1 0.0231 0.0407 0.02257
0.2 0.0575 0.0771 0.05555
0.3 0.0894 0.1093 0.08665
0.4 0.1172 0.1372 0.1137
0.5 0.1408 0.1607 0.1366
0.6 0.1601 0.1800 0.1555
0.7 0.1751 0.1950 0.1700
0.8 0.1858 0.2057 0.1804
0.9 0.1923 0.2122 0.1867
1.0 0.1953 0.2143 0.1894
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b) Equilibrium of moments
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O movimento relativo horizontal do andar é designado por &, e o

movimento relativo dos nés do andar por O,, O é a rotacdo angular dos nés do
andar, o produto yh representa a forga cortante na viga, sendo y a forga axial

distribuida equivalente. Assumindo-se que os pontos de inflexdo se localizam no
meio do vao da viga e na meia altura das colunas tem-se:

M, = 6k, ([3—0()
M,, =6k, (B—OL) (2.19)
M, =6k, (a—6)

onde P=3,/h e 8=38 //. Assim sendo, o equilibrio de momentos, como mostra
a Figura 2.5 b), resulta:
2k, du,(z2) N k

- g 2.2
Tk, dz 2k +k, (2.20)

onde B ja se acha, como ja exposto, representado pela primeira derivada da
deformada do portico.

Tendo-se em conta a terceira de (2.19) a forca cortante na viga se
expressa:

b M 12k 2k du(@
T T ok, 2

) (2.21)

bem como a relagao de compatibilidade axial tem a seguinte redacgao:

2z N
o= 2N 2.22
@=7) s (2:22)
ou ainda:
do(z) _ 2N _2(M;-(M,+M,)) (2.23)
dz  (ES (’ES

onde N é a forga normal nas colunas (tracdo na coluna da esquerda e de
compressao na coluna da direita), S a area da secgéao transversal das colunas,

M; o momento fletor no pértico como um todo, M; e M, os momentos fletores
nas colunas da direita e esquerda, respectivamente.

O equilibrio de forgas no sentido vertical, como ilustra-se na Figura 2.6,
implica em:

N o0 (2.24)

dz
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ou ainda
H
N(z) = j vdz

implicando-se for¢ga normal nula no topo.
Por outro lado, decorre da derivagéo de (2.23):

dM, d(M,+M, —N/)

=V
dz dz 1)
ou ainda, tendo-se em conta (2.24):
aM, + M) | V, +90=0
dz

cuja derivagao permite redigir:

dz(M1+M2)_ g d’u,(z) s,

dz* CTdZ? K,
onde:

K, = EI,

gz
IO = S?

o 12k 2k,
" h 2k +k,

+—L(M; -(M, +M,))=0

24

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

com K representando o produto de inércia do pértico como um todo e S; a
rigidez do pértico a forga cortante. O expresso em (2.28) decorre de se ter em

conta (2.21), (2.23) e (2.24).

N +dN N+ dN
é’h +dM, ﬁdf- dM,
Oj +d0- Qz"”n"

o~

e |— =

|[ £r2 ;:I ;
,V'Z
In

e —
P ar—
Mk?’i‘l‘
N
Figura 2.6
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Por outro lado, tendo-se em conta (2.20), a flexdo global das colunas
permite redigir:

2
M, +M, -k 9% _g Rld—“;+(1—R1)@ (2.30)
z dz dz
onde:

K = EI, +EI,
2.31
R, - 2k, (2.31)

2k, +k,

onde El, e El, sao os produtos de inércia da coluna da esquerda e direita,

respectivamente., valendo-se ressaltar que o modelo proposto por Murashev
negligencia a redug&o da inércia das colunas, adotando-se R, unitario.

Tendo-se em conta, finalmente, o expresso em (2.23) e (2.30), a equagéao
de equilibrio (2.28) ganha a redacgao:

. d*u.(2) d*u.(z) s
£ d;4 o ? dez +K_f0Mf(Z)_qf:0 (232)
onde:
Jr =KR,
K, +K (2.33)
He =

K,

cuja integracao pode ser levada a efeito, visto que o momento no portico como
um todo expresso por M,(z) =q; (H—z)2 /2 e a carga distribuida horizontal {
sao fungdes conhecidas.

As condigdes de contorno geomeétricas e mecanicas sao dadas por:
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u(z=0)=0
du,(z=0)
dz -
(2.22) > 06(z=0)=0
(2.25) > N(z=H)=0

0

(2.23)e(2.25) > d8(z=H) =0 (2.34)
V4
(2.21),(2.22)e(2.24) - @ _0
V4
M, (z=H)=0
Vi(z=H)=0

resultando-se nas condigdes de contorno de (2.32), ou seja:

u,(z=0)=0

du;(z=0) _0
dz

d’u.(z=H) _ 0 (2.35)
dz*

d'u;(z=0) _q,H
'

sendo que a terceira de (2.35) resulta do fato de a normal ser nula no topo e a
quarta do fato de a derivada da forga normal na base ser nula (vide (2.21) e
(2.24)). Assim, com essas condi¢des de contorno, a integragéo de (2.32) resulta:

o1 Az Azt
+ - + ~
6H  24H (2.36)

onde:

A = 1 1- ?°2+(—rH+ﬂjerH
2 coh(rH) r'H rH

A, = 1- ?°2+ rH—ﬁ e
2 coh(rH) r'H rH

2
= ’Sf.uf
Jr

(2.37)
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valendo-se assinalar que, embora as incégnitas sdo duas (U;(z)e 0:(2)) nesse

caso, foi possivel desacoplar as equacgdes e simplificar a solugdo. Além disso
cabe chamar a atengdo para o fato de que a equagado de equilibrio (2.32),

considerando-se p =1, ou seja K, tendendo-se ao infinito, resulta na derivada

da equacéo (2.12), que consiste na equacao de equilibrio do pdrtico com colunas
indeformaveis axialmente. Em outras palavras, o expresso em (2.36) com A, =0

é igual ao expresso em (2.16).

No caso de pérticos com mais de duas colunas, a avaliagado do parametro
K, , tendo-se em conta o fato de que, na coluna interna, a forga cortante da viga

da esquerda é oposta a da viga da direita, torna-se a normal nessa coluna bem
menor que no caso das colunas externas. Esse fato justifica, por aproximacéao,
considerar-se apenas a contribuicao da deformacgao axial das colunas externas
na avaliacdo do parametro em questdo. Uma expressao para essa avaliagao
pode ser:

S,S,I
SIS2
S; +S>
onde E é o mddulo de elasticidade das colunas, S, e S, s&o as areas da seg¢éo
transversal das colunas externas e L o vao total do poértico. Essa expressao
decorre da consideracao de uma se¢ao discreta com a consideracédo apenas das

areas das secoes das colunas externas.

K, —E (2.38)

1+2

A associacgao plana de dois porticos com deformacéao axial envolve quatro
equagdes, ou seja:

d*u(z) d’u(z) s
Jer I Seily R +K;0;Mf1 —q =0

d*u(z) , d*u(z) S¢s

Je2 a7 ~Sprley a2 + Kof2 M, —q;, =0 (2.39)
M, +M;, =M
e 95, =9

onde o indice fi refere-se a parametros do pérticoi, M e q sdo o momento fletor
e a carga distribuida uniforme aplicada no conjunto, respectivamente, e u(z) a
deformada comum aos dois porticos.

A integracéo de (2.39) resulta em express&o semelhante a (2.37) no caso:

S S (2.40)
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uma vez que a primeira de (2.39) somada com a segunda de (2.39) resulta numa
equacao do tipo (2.32). Caso contrario, o equilibrio do conjunto ganha, depois de
uma manipulagao algébrica de certa monta, a seguinte escrita:

d’u(z)
dZS

d®u(z) d*u(z) d’
- > ~bMbg- 5 =0 (2.41)

b, &

b, +b;,

onde:

b, = Ju + s
b, =y s +W,8,
S¢S
__ Si1Se2
b, =—"—"—
Op1 ™ 0p2

by =b, (K, +K,,) (2.42)

Ofy

S S
b, = —tl 4 212

K0f1 (U]

b,
K

Y =1+

U3

com as condi¢cdes de contorno:

u(z=0)=0
du(z=0)

dz
d’u(z =0) B qH

0

dz’ o e
d’u(z =0)
dz’
d*u(z=H) _

dz* -
d*u(z=H) . q
dz* Jer + e

du(z=0) _ (2.43)

e+ ] (S +8)————==0
(U1 +J52) (S +5¢2) 4z

0

cuja integragao resulta:



onde:

sendo:

Técnica do Meio Continuo

A (1 _ coh(xm)) + %(1 - COh(?\,zn)) +

2
2

12) 2
A =— poseh(h,) =, (t, + t,A5 —1)
: oA,coh(),)
Azz_EL
uA,
A =— pseh(h,) =, (t + ‘[27“12 -1
} w),coh(},)
N
HA,
TEYSEYS
v=H [StSe
b,

B =27 =00 (=)
K, =2’ _7“3(1_‘[1)

T]ZE

A =aH
A, =a,H
o, = atva’-b
a?=D2

2b,
b=

bl

b
t, B%

_bs —2a’t,

29

(2.44)

(2.45)

(2.46)
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Como visto, a associagao de porticos com colunas deformaveis aumenta
a complexidade da solugdo, deixando-se de ser algo apropriado para calculo
manual. Um procedimento aproximado visando a ndo complexidade consiste em
se considerar o parametro médio como a constante dos dois painéis, resultando-
se, pois:

K, K 2| K, K .

0fp 0¢y

| _
a My, + i M;, :_{ - + — J(M) :I_z_fM (2.47)
que consiste na superposi¢ao das duas primeiras de (2.39), cuja solugdo passa
a ser expressa novamente segundo (2.36).

No sentido se se justificar o procedimento expresso em (2.47), considere-
Se 0 caso em que q =1KN/cm com:

8¢2 _ S _)l Sty S |1 550 (2.48)
K, K, 2K, K, o '
f1 f1 f1 f1

U3}

cujos resultados da deformada em centimetros estdo langados na Tabela 2 e
nos graficos da Figura 2.7, valendo-se notar que, agora os parametros do

conjunto sao dados por:
T AT
Ji (2.49)

Ao = gf_Hz
KO
Tabela 2
i Solugdo Exata: eq. (2.44) | Aproximagéao: eq. (2.47)
0 0.0 0.0
0.1 24.58 25.24
0.2 59.59 61.28
0.3 92.88 95.42
0.4 123.34 126.49
0.5 150.63 154.42
0.6 174.53 178.29
0.7 194.84 198.63
0.8 211.42 215.07
0.9 224.21 227.56
1.0 233.57 236.50
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1,0 I T T T A
Solugdo exata | | | | r
=== Aproximada : : : /',
R e B Z
| | | 4
A
0,6——————: _____ _{ _____ _:__’ L’_—: ______
I [ vl I
n : | ’/1 |
s e A
| | |
| | |
| I | |
D i e e
| I | |
| I | |
0.0 | | | |
0 50 100 150 200 250
Deslocamento (cm)
Figura 2.7

Um exame dos resultados encontrados deixa claro que as discrepancias
entre a solugdo aproximada e a exata expressa por (2.43) sao insignificantes,
mesmo considerando-se painéis com grande diferenca de rigidez.
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CAPITULO 1l
EFEITOS DE SEGUNDA ORDEM EM PAINEIS DE CONTRAVENTAMENTO

3.1- Efeito de Segunda Ordem Padrao

A figura 3.1 exibe o caso classico para explicitar o efeito de segunda
ordem, que consiste numa barra com desalinhamento senoidal sob carga de
compressado N, cujo equilibrio se expressa:

2
EI%+P(y(x)+VO(X)) =0 (3.1)
X
onde EI é o produto de inércia da barra,
v, (x) =fsen(nx /() (3.2)
o desalinhamento inicial senoidal com f, a flecha e 7 o v&o, e:

y(x) = v(x) =V, (x) (3.3)

sendo y(x) a deformada elastica acrescida a deformada inicial do
desalinhamento v (x), e v(x) a deformada final de segunda ordem.

f0
N N
—_—> T T T T ——————— <
/77777
W
| 02 02
7 7
Figura 3.1
A integracao de (3.1), tendo-se em conta as condi¢des de contorno:
=0)=0
y(x=0) (3.4)
y(x=/0)=0
resulta:
y(x) = N fosen(nx/f) (3.5)
N,-N
ou ainda:
v(Xx) = ;fosen(nx/f) (3.6)

1-N/N

C
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onde:

n°El
c = 62

N (3.7)
vem a ser a carga critica de flambagem da barra em aprego, ficando-se claro
que o fator de majoragédo da deformada inicial:

1

S 3.8
1I-N/N, (3.8)

s

permite avaliar a deformada final de segunda ordem. Vale ressaltar que esse
fator de majoragéo é tomado por base em normas internacionais, visto que, para
outras vinculagdes da barra a carga critica € dada por expressdes envolvendo
outros fatores, mas a majoracdo correspondente & praticamente de mesma
magnitude. Cumpre registrar que esse fator de majoragéo se aplica também a
deformada provocada por carregamento transversal na barra, como as forgas do
vento ou de terremoto, por exemplo.

3.2- Deformacgao Lenta

O classico modelo constitutivo de deformacdo lenta de Dishinger se
expressa:

de(t,¢) _ 1(do(t,9) dé
dt _E( dt ro(t.¢) dtj (3:9)

onde ¢ =¢(t) é a fungdo de fluéncia de Dishinger, ¢(t,$) a deformagéo e o(t,d)
a tensao.
Por outro lado, a teoria técnica da flexdo prescreve:

_dv(x,t,0)

e(x,t,0) = i

y (3.10)

onde y € ordenada do ponto em consideragcédo na sec¢ao transversal da barra, e,
com isso, (3.9) passa a ter nesse caso a redagao:

y dt y dt

g[_ dzv(x,t,d))] 1 [1 do(x,1,9) | o(x,1,0) @J 3.11)
E

dt dx? “E

ou ainda, multiplicando-se membro a membro (3.11) por y* e integrando-se na
secao da barra tendo-se em conta:

M(x,1,¢) = [ o(x,t,¢)ydS (3.12)

tem-se:
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E[MJZ_L(M+M(X,L¢)‘1—¢) (3.13)
datl dx BIL d at

permitindo-se assim eliminar a variavel tempo explicita multiplicando-se ambos
os membros de (3.13) por dt/d¢, ou seja:

d (Vo) MExLO) | Mx.t¢) (3.14)
ol dx’ EI EI |

que consiste numa equacao diferencial envolvendo-se as variaveis espago e
funcao de fluéncia.

Considerando-se agora o problema padrao do item anterior tem-se:

d (V69 Nv(x.t.0) | Nv(x,t.9) (3.15)
dpl  dx? El El |

sendo v(x,t,¢) a evolugdo da deformada de segunda ordem, supondo-se que é
a partir dela que a deformacao lenta vai se processar.

A integracao de (3.15) por separagao de variaveis, ou seja:
v(x,t,0) = u(x,t)w(d) (3.16)
resulta uma nova redagao de (3.15), ou seja:

d’u(x,t) N Nu(x,t)

dx’ El  ___w@ __ 1
Nu(x,1t) ~ (dw(9) m (3.17)
El dé

onde o fator —1/m vem a ser a constante de separacdo, resultando-se nas
equacoes desacopladas:

d*u(x,t) +£( 1

0 il l+—}u(x,t)=0
X m (3.18)

Sl mw)=0

sendo a integragao da segunda de (3.18) expressa por:

w(p) =e™ (3.19)
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visto que, para ¢(t=0)=0, deve-se ter w(¢=0)=1, uma vez que nesse caso a

deformada vem a ser a deformada de segunda ordem (vide (3.6) e (3.16)). Por
outro lado, para ¢(t=0) =0 a deformada u(x,t = 0) coincide com a deformada de

segunda ordem (3.16), e assim sendo, a primeira de (3.18) permite redigir:

2
_’T_2+£(1+Lj=o (3.20)
¢~ El m
ou seja:
me— (3.21)
(N./N)-1 '
resultando-se:
¢
v(x, t,0) = v(x)e NN (3.22)

sendo o fator de majoragao da deformacéao lenta:

y, =N (3.23)

prescrito em normas internacionais. O valor maximo alcangado pela fungao ¢(t)

pode variar de dois a trés, ou seja, a deformagéo lenta pode chegar ao dobro ou
o tripulo da deformacéo inicial. Além disso, vale chamar a atencao para o fato de
que esse fator de majoragdo se aplica apenas nos casos de solicitagdo
permanente, como solicitagdo por peso préprio e cargas de ocupagao. Como as
forcas do vento e de terremoto tém curta duragcdo a deformagao lenta ndo é
mobilizada.

A deformada final tendo-se em conta os efeitos de segunda ordem e de
deformagao lenta se expressa:

N./N)-1
ORI

V(X,0) = 7,7,V (x) = 1_(

TI\IC)VO(X) (324)

sendo v,(x) o desalinhamento inicial.

Com visto, os efeitos de segunda ordem e de deformacgéo lenta dependem
sobremaneira da magnitude da carca critica da barra; por essa razdo a atencgao
agora vai estar voltada para a avaliagdo da carga critica de flambagem dos
painéis.
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3.3- Carga Critica do Painel Parede e Coeficiente de Instabilidade de Beck

A Figura 3.2 exibe o painel parede em situagdo desalinhada e sob efeito
de carga axial distribuida, cujo equilibrio de for¢as horizontais se expressa:

3
B )@ (3.25)
dz dz
ou ainda:
3 3
dutw , pH () dun) _, (3.26)
dn EI dn

onde p é a carga axial uniformemente distribuida, n=z/H, que consiste numa
equacao diferencial com condi¢des de contorno dadas por:

umn=0)=0
dum=0) _
T_
d’u(m=H) _
d—1’]2_

0 (3.27)

0

sendo as duas primeiras de (3.27) decorrentes da vinculagédo da parede na vase,
e a terceira do fato de se ter momento fletor nulo no topo. Valendo-se notar que,
na posi¢ao desalinhada, a forga cortante provocada pela carga axial vem a ser
o produto da carga axial pela inclinacdo da deformada, algo como a derivagao
de (3.1). O expresso em (3.26) consiste numa variante da classica equagao de
Bessel, cujo autovalor, no caso em apreco, é dado por:

3
pHI 7837 (3.28)

correspondendo-se a carga critica de flambagem:

7.837EI
N, =pH =" (3.29)

onde N_ vem a ser a forca normal na base da parede.
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Figura 3.2

O expresso em (3.29) permite definir o parametro critico de Beck como
sendo:

o, = H, /I;; — 7837 = 2.80 (3.30)

e no caso do estado limite de utilizac&o, por exemplo, expresso por:

Nk
(ED),

o, =H

(3.31)

onde o indice k refere-se ao valor caracteristico, indicando-se, por exemplo, que
o valor a, =0.6 significa N, /N_ =0.0459, correspondendo-se a y, =1.048; ou

seja, o efeito de segunda ordem pode ser entdo negligenciado segundo as
normas. Por outro lado, para esse mesmo valor de o, o fator de majoracdo da
deformacao lenta supondo-se valer 3 vezes a deformacéo elastica (¢ =3) tem-
se:

3

Y, = eMNeNI)T —1 15

levando-se a um fator de majoragdo total como expresso em (3.24) com
magnitude de 7.y, =1.21; ou seja, o efeito da deformacgdo lenta aumenta

significativamente o desalinhamento final.
3.4- Primeiro Exemplo de Aplicagao

Considere-se um painel parede analisado por Franca (Franca, R.L.S.
‘Exemplo de Calculo do Esforgco de Segunda Ordem Global em Edificio de
Concreto Armado’ Coloquio Anual sobre Estabilidade Global de Estruturas de
Concreto Armado, IBRACON, Julho/1985), com altura de 37.7 m, inércia efetiva

de 0.933m", ja considerando a redugdo padrdo de 20% (fator=0.8) provocada
pela fissuragdo (no caso de viga 60%, fator=0.4), modulo elasticidade de
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2.77x10’kN /m*, peso total de 4.734x10*kN , carga horizontal distribuida valendo
q=37.96kN/m e maximo valor da funcao de fluéncia 2.5.

Com esses dados, tem-se:

qH4 4 3 2 4 3 2
u(z)=——m"-4n’ +61°) =0.1237(n" —4n’ + 6
()= (M —4n +6n7) (" —4n"+6n7)
N, = 783 ZEI =1.425x10°kN

H

1
’YS: :1.497
1-4.734/14.250

25
_ (1425014731 _ oy

/

sendo os resultados arrolados na Tabela 3.1.

Tabela 3.1
ANDAR DEFORMADA DEFORMADA
12 Ordem (m) 22 ordem (m)

Tec. Con | Franga | Tec. Con | Franca
BASE 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0042 0.0042 0.0062 0.0061
0.0158 0.0260 0.0237 0.0235
0.0338 0.0342 0.0507 0.0507
0.05699 | 0.0577 0.0854 0.0863
0.0843 0.0855 0.1264 0.1290
0.1150 0.1167 0.1725 0.1773
0.1482 0.1505 0.2223 0,2300
0.1833 0.1863 0.2750 0.2861
0.2198 0.2234 0.3297 0.3446
0.2571 0.2614 0.3856 0.4047
0.2949 0.2999 0.4422 0.4657
0.3327 0.3386 0.4991 0.5272
0.3708 0.3775 0.5562 0.5888

lnl2ale|eN|o|o s (wiNn| =

Em primeiro lugar cabe comentar que Franga providenciou seus calculos
mediante programa de computador baseado em analise matricial, e mesmo
assim, para uma amplificacédo de segunda ordem algo elevada (estrutura bem
flexivel), os resultados aproximados propostos sdo bem proximos dos
encontrados por Franca.

Para esse painel, um desaprumo inicial de 1X200 depois de processada
a deformacéo lenta decorrente da carga axial permanente, o desaprumo passa
avaler y,y,/200=1.86/200.
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3.5- Carga Critica do Painel Portico e Coeficiente de Instabilidade de Beck

A Figura 3.3a) ilustra um portico sob carga axial e a Figura 3.3b) uma
deformada tipica. O equilibrio no sentido horizontal do podrtico, supondo-se
colunas deformaveis axialmente, se expressa por:

@) o du@) s, dgg
5

e dz’ K, ' dz

=0 3.32
Jr dz ( )

que consiste na derivada do expresso em (2.32), onde agora:

v, =p(H -2 282
dz (3.33)
du(z)
q, =p
dz

ganhando-se (3.32) uma nova redagéao, ou seja:

2 2 2
u;’(z)—%ugl z)—.ﬂp—g B 1(H—z)u§(z)+u?(z)} ~0 (3.34)
f f

onde:

I<0 + jf
KO

Mg =
- (3.35)
) =H /Sf‘uf
Je
ou em termos adimensionais:
H? 21
w2 -E [7@ i (l—n)u}(n)+ug(n)} =0 (3.36)
f f

cujos autovalores s=pH’/7.837j, acham-se arrolados na Tabela 3.2 para
valores praticos dos parametros A; e 1/p;
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p
I
H
777777777
a) Portico e carregamento b) Deformada
Figura 3.3

A Tabela 3.2 foi originalmente apresentada por Rosman (Rosman R.
‘Dynamics and stability od shear wall Building structures’, Proc. Inst. Civ. Eng.,
Pat 2, V1, 411-423, 1973) para parametro A variando de 0 a 9, e estendida até
L=20 pelo autor numa publicagéo interna da Escola de Engenharia de Séao
Carlos da Universidade de S&o Paulo, intitulada “Efeitos de Segunda Ordem em
Poérticos de Edificios Altos, 52 pp., 1989. Trata-se de resultados obtidos de
maneira aproximada, mediante formulacdo via matriz de flexibilidade
correspondente a equagao (2.32), sendo suficiente a consideragédo de apenas
oito graus de liberdade, pois os resultados para mais que 8 graus de liberdade
praticamente reptem-se os mesmos valores para a gama de parametros
considerados. No Apéndice apresenta-se detalhadamente a formulacdo via
matriz de flexibilidade da integragdo em apreco.

Tabela 3.2

Mg 1/

0.76 0.80 0.84 0.88 0.92 0.96 1.00
0.25 1.02 1.02 1.02 1.02 1.02 1.02 1.03
0.50 1.07 1.08 1.08 1.08 1.09 1.09 1.10
1.0 1.26 1.28 1.30 1.32 1.34 1.36 1.38
1.5 1.53 1.57 1.61 1.66 1.71 1.77 1.83
2.0 1.81 1.89 1.98 2.07 2.18 2.29 2.42
2.5 2.09 2.21 2.35 2.51 2.69 2.89 3.13
3.0 2.34 2.51 2.71 2.94 3.22 5.55 3.94
4.0 2,75 3.02 3.35 3.76 4.28 493 5.78
5.0 3.06 3.42 3.88 4.48 5.28 6.37 7.89
6.0 3.29 3.73 4.31 5.09 6.20 7.84 10.3
7.0 3.46 3.97 4.65 5.60 7.03 9.29 12.9
8.0 3.59 415 492 6.03 7.75 10.7 15.9
9.0 3.69 4.29 5.13 6.37 8.37 12.0 19.1
10.0 3.76 4.39 5.29 6.64 8.88 13.2 22.5
12.0 3.87 4.56 5.54 7.06 9,72 15.4 30.4
14.0 3.94 4.67 5.71 7.36 10.3 17 .1 39.5
16.0 3.99 4.74 5.83 7.56 10.7 18.5 49.9
18.0 4.03 4.79 5.91 7.71 11.1 19.6 61.4
20.0 4.05 4.83 5.97 7.82 11.3 20.5 74,1
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3.6- Segundo Exemplo de Aplicagao

Considere-se o caso de um edificio de 13 andares também analisado por
Franca, com altura total de 37.7m, pé direito de 2.9m, com peso total de
42900KN, com oito pérticos de duas colunas na dire¢cao de estudo, cujas vigas

tém véo de 8.75m, inércia efetiva de 0.00229m*, colunas com secéo de 0.25m
x0.75m, e inércia efetiva de 0.00703m*, e mddulo de elasticidade valendo
2.77x10"N/m?. Com esses dados, tem-se:

j, =2x0.00703x2.77x10" = 3.89x10°kNm”
K, =2.77x107 | 0.8x2x0.25x0.75x(8.75/2)" | =1.593x10°*kNm’

k, =2.77x107x0.00229 / 8.75 = 7249kNm
k, =2.77x10"x0.00703/ 2.9 = 67149kNm
— 2kc

"2k, +k,
jr =R K, =369610kNm”

=0.949

w2 =1+ —1,0023
0
12k, 2k
§; = ——t——__ —28468kN
h 2k, +k,

2
dp = H,|FEL 210,47
Je

q=13.6/2.9=4,69kN/m

369000 _ 49820kN

777

N, =7.837x24.4

= ! =1.12
1-5362.5/49822

Vs

onde se considera a normal atuante N =5362.5kN, que vem a ser 1/8 do peso
do prédio examinado por Franga, cujos resultados tendo-se em conta os efeitos
de segunda ordem estdo langados na Tabela 3.3

Um exame dos resultados exibidos na Tabela 3.3 deixa claro que os
resultados da Técnica do Meio Continuo sdo muito proximos dos resultados
obtidos com a classica analise matricial.

Por outro lado, tendo-se em vista que:

N =p H:S7.837Jf

e =P T (3.37)
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Tabela 3.3
ANDAR DEFORMADA (m)

Tec. Meio Continuo Franca

Base 0.0000 0.0000
1 0.0056 0.0054

2 0.0175 0.0173
3 0.0314 0.0312
4 0.0452 0.0454
5 0.0585 0.0588
6 0.0795 0.0709
7 0.0812 0.0815
8 9.0904 0.0907
9 0.0982 0.0983
10 0.104 0.104
11 0.109 0.0109
12 0.113 0.112
13 0.116 0.115

o coeficiente de instabilidade de Beck assim fica redigido:

o, =H | e 22845 (3.38)
Je

ou seja, para N, /N_=0.05 tem-se:

o, =H [Nk — 062645 (6.39)
Je
ou seja, o coeficiente de Beck varia de 0.6 a 5.38 no caso de poértico com
deformacéo axial desprezivel (n; =1) e &, até da ordem de 20.

3.7- Influéncia de Base Flexivel

O ponto de partida para se levar em consideracido a influéncia da
deformabilidade da fundacdo na carga critica da estrutura, de maneira
aproximada pelo Teorema de Southwell, consiste em se assumir que a carga de
flambagem é proporcional a rigidez.

A Figura 3.4a) ilustra o caso de um painel parede, onde K. é a rigidez
rotacional da base elastica, ou seja, M =K.0,, sendo 0, a rotacdo na base, e a

parede com sua deformada. Trata-se, pois, do caso classico de superposicao
em série de molas, como ilustram as Figuras 3.4b) e c), permitindo-se formular
a seguinte redacgao:
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(3.40)

111
- = 4+
K, K, K,

onde K, € a correspondente rigidez da parede e K, a rigidez equivalente do

conjunto; ou ainda, admitindo-se que a cargas criticas individuais s&o
proporcionais as rigidezes:

e (3.41)

onde P, € a carga critica do conjunto e:

_Ke

© 2H . (3.42)
P, =7.837—

P H

as cargas criticas individuais da fundagdo e da parede, respectivamente,
resultando-se:

P +P,
P = f L (3.43)
c P

CFTCp

Que vem a ser uma expressao expedita de se avaliar a carga critica de
flambagem com a consideragao de fundacgao elastica.

/“g#g“ L

vP ‘LP

a) Barra sobre fundagdo flexivel b) Molas em série  ¢) Mola Equivalente

Figura 3.4
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3.8- Solugao Geral para Desalinhamento Qualquer

A integragao da equacéo diferencial de uma barra bi apoiada comprimida
e com desalinhamento senoidal foi trabalhada no item 3.1 com facilidade por se
tratar de um caso bem particular, pois a fungdo que descreve o desalinhamento
coincide com o primeiro modo de flambagem. Agora o problema vai ser
estendido para outras casos de desalinhamento. Para tanto, o expresso em (3.1)
pode ser colocado como:

d’y P p
El—+— =—— 3.44
dXz EI Y(X) EI VO (X) ( )
cuja equagao homogénea:
Y, P oo (3.45)
& BT '

consiste no problema de autovalor (flambagem). cujos autovalores (carga de
flambagem) e autofungdes (modos de flambagem) s&do expressos,
respectivamente, por:

P, n’m’El
——=nt—>P = >
EI ¢ (3.46)
nmnx
Ya(x)= sen——

com n=0,1,2,...A solugao geral de (3.44) pode ser expressa por:

y(x) =Y ay,(x) (3.47)

que consiste na expressao basica da classica técnica da superposicdo modal,
que decorre do fato de os modos de flambagem serem ortogonais entre si, ou
seja:

0—>i#]

J.; Y, (¥)y;(x)dx = J/ (3.48)

., L
OYi(X)dX—E—“—J

uma vez que substituindo-se (3.47) em (3.44), multiplicando-se membro a
membro por um dos modos de flambar, e integrando-se membro a membro no
intervalo de 0 a /, tem-se:

J-z[iai d2Yi(X)]yj(X)dX +J.;%(gaiyi (X)]yj(x)dx = —%Ijvo(x)yj(x)dx (3.49)

2
0 n=0 dX
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ou seja:
) w0y (0
a = - (3.50)
in P e,
{_(fj +EIJ’[0 y; (x)dx
ou ainda:

2[ vy (0)y, (x)dx

a, > (3.51)
E(Pcl _lj
P
onde P, =n’El//*.
A deformada final fica entdo expressa por:
4
2 2{ v,(x)y, (x)dx
V(%) = vy (x) + ) 2 ; Ya(X) (3.52)
" K(PC _lj

cabendo-se ressaltar que o denominador da segunda parcela de (3.52) cresce
com o quadrado de n multiplicado pelo fator p,/p que é também maior que a
unidade (P, >P). Em outras palavras, os termos de ordem superior em (3.52)

sdo significativamente menores que o primeiro termo. Exemplificando-se, no
caso em que o desalinhamento € afim ao primeiro modo de flambagem como
examinado no item 3.1, tem-se:

X 1 X fosen (n;)
v(x) =f,sen (7j +5 f,sen (7) = (3.53)

e
P

2mx
2mx 1 2mx fosen( 1 j
V(x)=fosen( ’ j+22 fosen( j= (3.54)

P, ¢ P
P 4P,

ou seja, a amplificagdo de segunda ordem cai significativamente para
desalinhamento com afinidade aos modos mais altos de flambagem, fato que é
levado em conta nas normas internacionais, ao so6 considerar o efeito de
segunda ordem do primeiro modo de flambagem.
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APENDICE

Matriz de Flexibilidade

A Figura A1 ilustra a discretizacdo empregada na formulagéo via matriz
de flexibilidade do problema de instabilidade de podrtico considerando-se a
deformagéao axial das colunas como anunciado no item 3.5. A Figura A1a) exibe
a discretizacdo em questao indicando-se o carregamento nos nds, a Figura A1b)
ilustra uma configuragéo local de deslocamentos e carregamento, bem como a
Figura A1c) exibe a notagdo das forgas horizontais atuantes e os respectivos
deslocamentos experimentados. A Figura A1d) mostra o carregamento unitario
aplicado ao né k, para a determinacao dos deslocamentos correspondentes aos
elementos da matriz de flexibilidade para posi¢des j<k.

A forga cortante nos andares j e j+1 valem:

1 U —u._
V. =|n—j+— |ph| —
) ( ! 2jp( h J

_ L) L BT
Via= e .
h .
b -j- h

| oL Lo, \l'(nj 12)p

i

(A1)

(n-j+1/2) ph

for
|
777717777
a) Cargas concentradas b) Configuragio local
—fy,u,
—>fh U
1.0—¢k
fiu z
77777777 ’17 7777
b) Notas de forgas e ¢) Flexibilidade

deslocamentos

Figura A1



Técnica do Meio Continuo 47

e, consequentemente a forga aplicada no né j vale:

o1 . 1
f,=V.-V, :—(n—J+§jpujl +(2n-2j)pu; —(n—J—Ejpuj+1 (A2)
resultando-se na expressao matricial:
{f} =p[D]{u} (A3)

onde {f} & o vetor das forgas nodais, [D] uma matriz simétrica tri-diagonal e {u}
o vetor dos deslocamentos.

A matriz de flexibilidade, como ilustrado na Figura A1d), € obtida mediante
a integragao de (2.32):

. d*u,(2) d*u.(z) s
fd—zfzt_sf ?d—zfz—’_K_fO(Zk_Z):O (Ad)

com as seguintes condi¢gdes de contorno (vide (2.35)):

u(z=0)=0
du(z=0)_0
dz
d*u(z=z,) 0 (AS)
dz*
d3u(z:O)_i
dz’ J
tem a seguinte redacg&o: i
2u° -1 o mm QW=D z,  th(rz,)
ey G ) B B i S A
H pch(rz,) 1l H
Oy =— 2 3 (AS)
B | W=D 1(5) X
2u* | 3\H H*

com i<k, ficando-se a matriz de flexibilidade com a seguinte redacéo:
H3
[Sij:l = _[F] (AB)
Je
sendo que os elementos de [F] s6 dependem dos parametros A e p’.

O equilibrio do conjunto passa, entdo, a ser expresso por:

H3
. o FIDTu} ={u] (A7)
.
resultando-se no problema de autovalores:

(p.fp [F][D]—[I]}{u}={0} )

Je
cujo autovalor € expresso por pH3/j , OU ainda:

(1700} 10w -0 (A9)
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mediante a transformacao:

{my =" —lu] (A10)

valendo-se notar que o menor valor da carga critica (N, =p_H ) esta relacionada
com o maior autovalor:

MZNJEZ (A11)

facultando-se, pois, a redagéao (3.37).
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CAPITULO IV

VIBRAGAO LIVRE NAO AMORTECIDA DE PAINEIS DE
CONTRAVENTAMENTO

4.1- Painel Parede

A Figura 4.1a) exibe o painel parede, sua deformada tipica esta ilustrada
na Figura 4.b) e a configuragdo do equilibrio dindmico elementar mostrado na
Figura 4.1c).

My+dM
p p
: 7N
Up@) dz —>
g
H | Vp -
z ¢) Equilibrio Elementar
TITTITITT 2% X

a) Parede b) Deformada
Figura 4.1

A Teoria Técnica da Flexao prescreve as seguintes relagdes:

dM  (z,t) _ V. (2.1)
dz . (4.1)
. u(z,t
M. (z.t) = ’
W(Z ) .]w dZ2

sendo M, (z,t) o momento fletor na parede, V,_(z,t) o esforgo cortante, u(z,t)
a deformada e j, o produto de inércia. Por outro lado, a segunda Lei de Newton
permite redigir a equagado de movimento da parede:

dV, (z,t) d*u(z, 1)
=m
dz dt’

(4.2)

onde m € a massa por unidade de comprimento da parede. Tendo-se em conta
as relagbes (4.1), a equacao de movimento (4.2) ganha a redagio:
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d*u(x,t) L d’u(x,t) B

0 4.3
dx* j, dt? *-3)

cuja solugao, pela técnica da separagao de variaveis, permite a redagao:
u(x,t) =u(x)T(t) (4.4)
sendo u(x) agora fungao exclusiva da variavel espago x, visando simplificar a

notagéo, e T(t) uma funcdo exclusiva do tempo. Face ao expresso em (4.4), a
equacao (4.3) permite redigir:

d'u(z)  d°T(1)
. dZ4 — dt2 =(,02 (45)
Jwu(2) T

onde a frequéncia angular ® vem a ser a constante de separagéo, resultando-
se na equacao de frequéncia:

d*u(z) B me’

o i u(z)=0 (4.6)
€ na equacao harmonica:
dzTft)m?T(t):o (4.7)
dt
Cuja integracao se expressa:
T(t) = Asen(wt) + B cos(mt) (4.8)

onde A e B sao as constantes de integracao de (4.7) relacionadas com as
condigdes iniciais do movimento, a ser trabalhadas mais tarde.

Voltando-se a atengéo para a equagéao de frequéncia (4.6), verifica-se de
inicio que as condi¢cdes cinematicas de contorno sio prescritas pela vinculagéo
da parede na base, ou seja:

u(z=0)=0
du(z=0) 0 (4.9)
dz
exprimindo-se o fato de deslocamento e rotagao nulos, bem como as condi¢cdes
de contorno mecanicas, ou seja:
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d*u(z=H) _M,(z=0) _

2 : O
dz Jw
(4.10)
d’u(z=H) =V, (z=0) 0
dz’ Jw
uma vez que o momento fletor e o esforgo cortante sao nulos no topo.
A equacao caracteristica de (4.6) se escreve:
2
g - I® _p (4.11)
Jw
cujas raizes sdo: p=+{mw’/j, e B=+i{mw’/j, , resultando-se na solugéo:
u(z) = C;seh(Bz) + C,coh(Bz) + C;sen(Bz) + C, cos(Bz) (4.12)

onde C, sdo as constantes de integracdo. Assim, tendo-se em conta as
condi¢des de contorno (4.8) e (4.9) tem-se:

0 1 0 1 C,
1 0 1 0 C,
seh(BH) coh(BH) sen(BH) —cos(BH)||C,
coh(BH) seh(BH) —cos(BH) sen(BH) ||C,

S O O O

(4.12)

que consiste num problema de autovalor, cuja equagdo caracteristica se
expressa:

coh(BH)cos(BH)+1=0 (4.13)
cujas raizes sao:

B,H=1.875

B,H = 4.694

B,H =7.855 (4.14)

BH = 2t N

resultando-se nas frequéncias angulares naturais:

mlzﬂ,/jw/m

H2

22.03 ———
(Dz = ? _]W /m

(4.15)

o, ;(2‘2_%) éﬂ/jw/m—ﬂ>3
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correspondendo-se aos modos naturais de vibragao:

coh(B,H) +cos(B,H)
seh(B,H) +sen(,;H)

ul, (n) = coh(B;n) - cos(Bn) + (sen(B;n) —seh(B;n)) (4.16)

que s&o ortogonais entre si, ou seja:

[[ m, (yud, (mydn =0 (4.17)
permitindo-se, pois, 0 emprego da técnica da superposicdo modal na solugéo
geral do movimento.

4.2- Primeiro Exemplo de Aplicagao

Considere-se o painel parede de um edificio de 13 andares com pé direito
de 2.9m ja examinado no item 3.4, com a seguintes caracteristicas:

H=37.7m
j, =2.58x10""Nm’
m=12.557x10"kg/m

cujas trés primeiras frequéncias naturais sdo arroladas na tabela a seguir:

1° modo 2° modo 3° modo
a,vide (4.15) 3.516 22.03 61.70
o, (rad./s) 1.121 7.026 19.68
f (Hz) 0.179 1.118 3.132

valendo-se assinalar que se trata de uma estrutura bastante flexivel, como ja
mencionado no item 3.4.

4.3- Portico sem Deformagao Axial dos Pilares

A Figura 4.2 ilustra um portico, sua deformada tipica e a configuragéo de
equilibrio de um elemento diferencial do pértico ja suposto em sua consideragéo
continua.

Tendo-se em conta o expresso em (2.12) e em (4.2), a equagao de
movimento livre ndo amortecido do pértico ganha a seguinte redacgao:

dV;(z,1) s d’u,(z,t) . d*u,(z,1) m d’u,(z,1)

4.18
dz S e (4.18)

ou ainda:

. d*u,(z,1) s d’u,(z,1) m d*u,(z,t) 0

4.19
Toaz R dt? (4.19)

cuja equacao de frequéncia, tendo-se em vista (4.4) e (4.5), resulta:
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. d*u,(2) d*u,(z)
i dzf4 -, d;z -mo’u,(z) =0 (4.20)

sujeita as seguintes condigdes de contorno:

u,(z=0)=0
du,(z=0)
dz
d*u,(z=H) (4.21)
— =0
dz
. d’u,(z=H) g du,(z=H) _
I dz’ ! dz

0

0

onde as duas primeiras de (4.21) decorrem das condi¢gdes de vinculagdo do
portico na base, e as duas ultimas, decorrem, respectivamente, do fato de ser
nulo o momento fletor e o esforgo cortante no topo (vide (2.12)).

A equagdo caracteristica de (4.20) resulta:
jB* —sB* —mo* =0 (4.22)

cujas raizes (autovalores) sdo dadas por:

|
: M;+d My
| uf (Z) > Vf+ de
H | dz >u
7 Vf(— f
A
ZA Mg
c¢) Equilibrio Elementar
707777777777 >X X
a) Portico b) Deformada
Figura 4.2

2 2
B, =4\ /H=1% (S—fj TR
2j; Je 2j;

2 2
By, =ik, /H = +i (S—tj Lo S
2] Je 2

com i sendo a unidade complexa, valendo-se as seguintes relagdes:

(4.23)
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A=A =0
7\42}\12 _ mH4(,02 (4'24)
. ¥
onde:
A =H |2 (4.25)

Js

sendo que a segunda de (4.24) permite, pois, expressar a frequéncia angular
natural na forma:

@ =ML mJIiI - (4.26)
€ 0 periodo:
4
T —a, |0H (4.27)

sendo A, e A, via (4.23) autovalores de (4.22), e o fator a, juntamente com os
autovalores A; e A, sdo arrolados na Tabela 4.1 para os trés primeiros modos
de vibrar correspondentes ao parametro A variando-se de 0 a 10. Assim sendo,
a integracao de (4.20) se explicita:

u,(z) =C;seh(A,z) + C,coh(r,z) + C;sen(r,z) + C, cos(,z) (4.28)
resultando-se no problema de autovalores:

0 1 0 1 c,

A, 0 A, 0 C,
Aiseh(Ah,) Afcoh(h,) —Alsen(h,) —Aicos(h,)||C,
Acoh(X,) Asseh(r,) —A,cos(r,) A,seh(r,) ||C,

(4.29)

S O O O

cujos autovalores A; e A, sdo arrolados na Tabela 4.1 para os trés primeiros

modos de vibrar correspondentes ao parametro A variando-se de 0 a 10, bem
como o fator a, da frequéncia angular natural do portico (vide (4.26) e (4.27)).

Por outro lado, os modos de vibragao (4.28), tomando-se em (4.29)
C, =-1, resulta:

2 2
u,(z) = A coh(h,) +A; cos(hy) [h sen (%) —senh (%H +

Aiseh(A,)+ Ak, sen(h,) | A,

coh (Ej —CoS (Mj
H H

(4.30)
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que consiste numa forma modal ndo normalizada, ou seja:

55

IOHug(z)dz =1 (4.31)
mas, mesmo assim, mais apropriada.
Tabela 4.1
A Raizes e a, Modos
T 2 3

» 1.875 4.694 7.855

0 . 1.875 4.864 7.855
a, 1.787 0.2852 0.1018

» 1.950 4727 7.873

0.5 A 1.855 4.700 7.857
a, 1.709 0.2828 0.1016

A 2.154 4.823 7.926

1.0 i 1.908 4718 7.863
a, 1529 0.2761 0.1008

» 2.445 4.977 8.014

15 . 1.930 4.746 7.872
a, 1.331 0.2660 0.09959

» 2.789 5.182 8.135

2.0 A 1,944 4.781 7.886
a, 1159 0.2536 0.09794

A 3.168 5.429 8.288

2.5 A 1.946 4.819 7.902
a, 1.019 0.2401 0.09594

A 3.571 5.711 8.470

3.0 . 1938 4.859 7.921
a, 0.9079 0.2264 0.09366

» 4.431 6.350 8.912

4.0 A 1.906 4.932 7.964
a, 0.7442 0.2006 0.8853

A 5.337 7.062 9.442

5.0 A 1.867 4.987 8.009
a 0.6307 0.1784 0.08308

[Shs




Técnica do Meio Continuo

56

, 6.273 7.626 10.04
6.0 . 1.830 5.024 8.054
a 0.5472 0.1598 0.7768
A 7.228 8.628 10.70
7.0 r 1.799 5.044 8.093
a, 0.4831 0.1444 0.07255
, 10.15 11.20 12.91
10 A 1735 5,044 8.170
a 0.3568 0.1112 0.05056
, 15.09 15.81 17.09
15 i 1,680 4.987 8.191
a 0.2477 0.07971 0.04488
A 20.07 20.60 21.60
20 i 1.652 4.934 8.161
2, 0.1895 0.06182 0.03564

4.4- Segundo Exemplo de Aplicagao

Considere-se o painel portico ja examinado no item 3.6, com a seguintes

caracteristicas:

H=37.7m
jp =3.692x10° Nm®
s; = 28468kN

A¢ =H\/S;=10,46
J

m=1.42x10*kg/m

cujos trés primeiros periodos naturais e respectivas frequéncias sao arrolados
na tabela a seguir:

1° modo 2° modo 3° modo

a,vide (4.26) 0.347 0.108 0.050
T(s) 3.060 0.9527 0.4413

f (Hz) 0.328 1.050 2.266

valendo-se registrar que os valores de a, foram obtidos por interpolagéo, e que
0 portico em questado ndo se mostra muito rigido.
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4.5- Portico com Deformacgao dos Pilares

A equagao de equilibrio dinamico do pértico, assim como expresso em
(4.2), tem a seguinte redacgao:
d*u(z,t)
dt’

dV;(z,t)

- (4.32)

—q;(z,t)=m

devendo-se ter em conta n&o haver carga distribuida externa aplicada. Assim,
derivando-se duas vezes (2.32), o expresso em (4.32) permite a escrita:

dz?

. du,(z,1) d*u,(z,t) s d’u,(z,t) d* ( d*u(zt)
f?—sfugdfT‘FK—f —mT +m-—-: T =0 (433)

0
resultando-se, a exemplo de (4.4) e (4.5). na equacéo de frequéncia:

6 4 2 2114 21714 2
d uf(n)_}\lf d uf(n)+7bf He . 1[1’1’10) H juf(u)_(mm H ]d uf(n) =0 (434)

dn6 dn4 Mg Jg Js dﬂz

onde n=z/H, com a seguintes condigbes de contorno:

un=0)=0

du(n=0) _,
dn

d*u(n=1)

n
4 _ 2 _ 21714

d u(n4— 1) »y d u(nz— 1) _{mw H Ju(ﬂ “1)=0
dn dn Je

dum=1) _, dum=1) +(m032H4 j dun=1 _,
dn’ bodn’ e dn

sendo que as duas primeiras decorrem da vinculagdo do podrtico na base, a
terceira em decorréncia do fato de ser nula a normal no topo, bem como o
momento fletor, a quarta e a quinta pelo fato de serem nulos o momento fletor e
a forgca cortante no topo (vide (2.32)).

O fato de a integrag&o analitica de (4.34) envolver tarefa de grande monta
e também n&o apropriada, levou Murashev, Sigalov e Baikov (Design of
Reinforced Concrete Structures, Mir Publishers, Moscow, 1971), bem como
Rosman (R. Rosman, Dynamics and stability of shear wall Building structures,
Proc. Inst. Civ Eng., Part. 2, V1, 1973), a optar por formular uma variante de
integracdo com base na correspondente matriz de flexibilidade, verificando-se
ser suficiente precisa considerando-se apenas de 8 a 10 graus de liberdade. O
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Apéndice mostra em detalhes a formulagdo em aprecgo. Os graficos da Figura
4.3 exibem o resultado para os periodos naturais, com base nos autovalores:

_ mo’H*
J

A

1

(4.36)

ou seja, com o periodo natural expresso na forma:

T, = ain\/.E (4.37)
Je

para os trés primeiros modos de vibracdo em funcdo dos paréametros
adimensionais A, e u; .

Aqueles autores divulgaram uma Tabela arrolando-se os modos de
vibragdo para os trés primeiros modos de vibragao, contemplando-se trés

valores tipicos dos parametros adimensionais A, e u;, e tendo-se em conta uma
malha com 10 pontos correspondente a matriz de flexibilidade adotada. Todavia,
tudo indica haver erro de digitagéo nos valores da tabela e, por essa razao aqui

nao apresentada. De qualquer maneira, os modos de vibragcdo expressos em
(4.30) constituem uma boa aproximagao.

1.80
4

1.40
1=1
I
1.00 \\:\
: N~ | =13
N — ﬁ2=1.2
T——
0.60 ™N ~_ — 12=11
—
O 20 \\\_- H2=1.0
1 3 5 7 9 11 13 A=15
030 —
0l )
1 =
P,
N = 35 =13
o1 \\ \\:""v—__ H2=1.2
: ~ M u2=1.1
M~ 1’=10
0.06
1 3 5 7 9 11 13 A=15
0.10
a3 :
1 —
0.08
\§S=\ 2_1 3
I e e iy
0.06 ~ =12
N~ el
12=1.0

0.04

Figura 4.3
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4.6-Terceiro Exemplo de Aplicagao

Considere-se o painel pértico ja examinado no item 4.4 tendo-se em conta
agora a deformagao axial das colunas, com a seguintes caracteristicas:
H=37.7m

j; =369161kNm”
s; = 28468kN

As :H\/£=10,46
Je

ur=1.1
m=14.22t/m

cujas trés primeiros periodos naturais e respectivas frequéncias sao arrolados
na tabela a seguir:

1° modo 2° modo 3° modo

a, vide (4.26) 0.610 0.148 0.0610
T(s) 5.38 1.305 0.538
f (Hz) 0.186 0.766 1.859

valendo-se registrar que os valores de a, foram obtidos por interpolagéo nos

graficos da Figura 4.3, e que, nesse caso, a influéncia da deformagédo das
colunas se mostra significativa.

4.7- Amortecimento Estrutural e Vibragao Forgada

O amortecimento estrutural € tema bastante complicado, afinal os
mecanismos de eliminagao de energia n&o sdo ainda bem conhecidos. Todavia,
como as forgas contrarias a velocidade s&o de pequena magnitude nos casos
praticos, varios modelos matematicos para descrever o amortecimento estrutural
tém sido propostos; sendo bem conhecido o modelo Kelvin-Voight
(amortecimento proporcional a rigidez) assim expresso:

G(Z,t)=E(8(Z,t)+C%j (4.38)

onde c é a constante de amortecimento e E o moddulo de elasticidade do
material, resultando-se na relagdo momento-curvatura:

2 2
M(z,t) = E18EY 4 g du@h (4.39)
dz dt dz

sendo EI o produto de inércia, a qual permite, por exemplo, uma nova redagao
para a equagao de movimento (4.2), ou seja:
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. d'u(z,t) . d[d'u(zt) d*u(z,t)
? + | == - = ’t 440
M dt( & m— p(z,1) (4.40)
cuja solugao pode ser expressa pela superposicao modal:
u(z,t) =Y q,()u;(2) (4.41)
i=1

sendo u.(z) o modo de vibracao livre (4.16). Substituindo-se (4.41) em (4.40), a

ortogonalidade dos modos (4.17) permite desacoplar o problema, resultando-se
na equagao modal genérica:

IOH p(z,t)u,(z)dz
mIOH u’(z)dz

d2qi(t) +en? dq;(t)

dr2 dt + (Dizqi(t) =

(4.42)

que consiste na equacgao de movimento de um grau de liberdade.

Um caso particularmente interessante ocorre para carregamento nao
variavel ao longo da altura, ficando o segundo membro de (4.42):

PO, (4.43)
m
onde:
H( d
am:&“ﬂ (4.44)
IO u’(z)dz

vem a ser o conhecido moédulo de forma, o qual varia para o primeiro modo de
0.78 (parede-A=0) a 1.3 ( A—>x), para o segundo e terceiros modos
praticamente ndo varia valendo, respectivamente, 0.42 e 0.25.

APENDICE
Matriz de Massa Discreta

A Figura A1 ilustra a discretizacdo empregada na formulagéo via matriz
de flexibilidade da vibragdo livre em aprego, a exemplo da discretizagéo ja
discutida no Capitulo Ill, indicando-se as massas concentradas nos nos.

O equilibrio dindmico, tendo-se em conta que a forga de inércia, segundo
o principio de D’Alembert, tem sentido inverso da aceleracio, e o0 expresso em
(A6) do Capitulo Ill, tem a seguinte escrita:
H3
j—[F](—H[M] {ii(z,0)}) ={u(z. 0} (A1)
f
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onde a matriz de massa [M] é diagonal como indica a Figura A1, e a matriz [F]
€ amesma ja apresentada no apéndice do Capitulo Ill, resultando-se na equagéao
de frequéncias:
H4
—F)([M]me’ {u(@)]) = {u(@) (A2)
f

correspondendo-se ao problema de autovalor:

H ..
. —
mo— iy

H ..
m? un_l [ ]

H ..
® m? un_7

. —
ITll’l

777777777

Figura A1

(P11 =) =

em razao da transformacao:

() = 1 (1)) (Ad)

Jr

justificando-se, pois, o expresso em (4.36).
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CAPIiTULO V
ASSOCIAGAO TRIDIMENSIONAL DE PAINEIS

5.1- Associacgao Tridimensional de Paredes

A Figura 5.1 ilustra em planta uma configuragdo genérica de associagao
tridimensional de painéis paredes, indicando-se um sistema global de referéncia
dextrorso (mao direita) OXYZ, com eixos horizontais OX e OY localizados na
base do conjunto e o eixo OZvertical. A posi¢ao de cada parede é caracterizada
por um sistema local de referéncia oxzlocalizado na base da parede, com eixo
vertical oz segundo a posi¢céo dos centros de gravidade das sec¢des transversais
da parede, e eixo horizontal ox segundo o plano da parede, cujo versor tem
componentes a, segundo o eixo OX e b, segundo o eixo OY, bem como a
componente c, que vem a ser a distadncia do plano da parede ao eixo OZ,
considerada positiva para momento positivo (sentido horario) do versor em
relacdo ao eixo OZ, e negativa em caso contrario. O carregamento € suposto

distribuido uniformemente na altura e atuando horizontalmente segundo um
plano vertical cujo versor, a exemplo do dos painéis, tem componentes a, , b, €

Cq.

Figura 5.1

A Técnica do Meio Continuo assume que as paredes sao planas e com
rigidez transversal desprezivel, sendo as lajes dos andares (sistema de pisos)
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simuladas por diafragmas horizontais de rigidez nula transversalmente e rigidos
no seu plano, e continuamente distribuidos ao longo da vertical.

5.2- Relagoes Basicas

Respeitando a indeformabilidade dos diafragmas em seus planos, a
relagao entre os movimentos do conjunto e o do painel parede assim se redige:

u,(Z)=a,U(Z)+b V(Z)+c W(Z) (5.1)

que consiste na superposigao da projecao na direcdo da parede (eixo ox) do
movimento U(Z) do conjunto segundo o eixo OX, projegao naquela diregao do
movimento V(Z)segundo o eixo OY, e mais a contribuicdo da rotagdo W(Z),
supostos movimentos em regime linear (pequenas deslocamentos e rotagao). A

Teoria Técnica da Flexao permite entdo expressar, tendo-se em conta (5.1), o
esforgo cortante na parede mediante a seguinte escrita:

V(D) =-j,

3 3 3 3
du,, 52) i fa d U(}Z) b, d V(SZ) ve. d (%)
dz dz dz dz

J (5.2)
uma vez que o eixo vertical da parede oz € paralelo ao eixo vertical OZ do

conjunto, sendo j, o produto de inércia da parede. O esforgo cortante no
conjunto é entdo dado por:

V(D=3 V, (2,
VD=3V, @p, 53)
M, (2)= 3V, (2K,

onde N é o numero de paredes do conjunto tridimensional. Tendo-se em conta
(5.2), o expresso em (5.3) permite formular a equacéo de equilibrio do conjunto
mediante a redacdo matricial:

F*U(z)
TR df\%:z) q(H-2)a,
“Ta T T || T =1t -2b, (5.4)
Joo Joe Je W (2) q(H-2z)c,
dz’

onde:

N
Jké = ijkwgw (55)
w=l1
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sendo k e ¢ qualqueruma das componentes a_,b_ e c_, empregando-se agora
a variavel z, visto que o eixo OZ -e o mesmo que Oz.

Conforme exposto por Stamato em sua classica publicacdo “Associacao
Continua de painéis de contraventamento”, Publ. N. 157, Esc. Eng, S. Carlos,
USP, 1972, a matriz presente em (5.4) pode ser diagonalizada mediante uma
escolha adequada do sistema de referéncia global. A origem desse novo sistema
€ dada por (Figura 5.2a):

\y AY*
Xo

~

F

Figura 5.2

_ Janbc _JabJac

’ Janbb - JabJab

(5.6)
_ _JbbJac + Jabec
’ Janbb _JabJab
e a diregao por (Figura 5.2b):
2y =arc.t, 2o (5.7)

aa Jbb
sendo o angulo y medido positivamente no sentido anti-horario (sentido
dextrorso). A origem expressa em (5.6) torna nulos os elementos J e J, e a

diregéo expressa em (5.7) torna nulo o elemento J, .

A Figura 5.2a) exibe uma mudanca do sistema de referéncia original OXY

para o sistema OX'Y" cuja nova coordenada ¢, passa a ser expressa por:
c, =c, —X,b, +Ya, (5.8)
e, nesse novo sistema de referéncia, as seguintes relagdes podem ser redigidas:
Jie = 2 dwnCy =T =Xy + YoJ,, =0

. , (5.9)
ch = ijbwcw = ch _XOJbb + YOJab = 0
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cuja solugao se expressa em (5.6). Para completar o desacoplamento resta a
busca de um novo sistema de referéncia com essa mesma origem, mas com
diregao diferente, como ilustra-se na Figura 5.2b), valendo-se as seguintes
relacdes:

=a, cosy+b seny

a
" (5.10)
b, =—a seny+b _cosy
ou ainda:
a b, =ab, (cos2 V- sen2\|1) + (be —al, )sen\u cosy =
2 _ g2 (5.11)
a b, cos2y+——>sen2y
resultando-se:
Js=>iab, =1, cos2\|/+%(Jbb —J,.)sen2y =0 (5.12)

confirmando-se o expresso em (5.7).

Assim, nesse novo sistema de referéncia, denominado eixos centrais do
conjunto de paredes, as equagdes de equilibrio (5.4) se desacoplam e ganham
a seguinte redacéo:

T2

R —q(H-2)a,
d*V(z —

W ng )=—q(H—Z)bq (5.13)
d*W(z _

w ng ):_q(H_Z)Cq

onde a barra superior indica grandezas segundo o novo sistema de referéncia,
e cuja integragao se expressa entdo como ja exposto em (2.4).

5.3- Primeiro Exemplo de aplicagao

Considere-se o edificio de 20 andares com pé direito de 3m, formado por
paredes e tendo em planta a configuragéo ilustrada na Figura 5.3, onde ja se
indica a posigdo do sistema original de referéncia e a posi¢dao do sistema
referéncia central do conjunto de paredes, bem como a posigdo do plano do
carregamento q, =10kN/m, e também as dimensdes das paredes e respectivas

numeracoes, resultando-se no sistema de referéncia original:
J,, =2x4.5x10° = 9x10°kNm’
Ty =2(20.8x10° +4.5x10° ) = 50.6x10°kNm’
J.. =20.8x10°x5% +2x4.5x10°x5” — 745x10°kNm*
J,=0
J,. =—4.5x10°x5 = -22.5x10°kNm’
Joo =4.5x10°x5-20.8x10°x5 = —81.5x10°kNm’
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adotando-se mddulo de elasticidade E=10°kN/m?*, ou seja, 0s eixos centrais
tem origem dada por:

_9x101° (—81.5x106)

X, = . = _1.61m
9x10°x50.6x10
~50.6x10° (—22.5x106)
Y, = R ——=2.5m
9x10°x50.6x10

e a diregao dada por:

y=0°
2y =actg.(0°)=0—
v g.(0%) {\v=90°

ou seja, a diregao é a mesma do sistema original. Assim, no sistema central do
conjunto de paredes tem-se entao:

J. =], =9x10°kNm’
Jos =Ty =50.6x10°kNm”
J_=10° (20.8(3.392 +1.61°)+4.5(2x2.57 +1.612)+6.612) = 557.5x10°kNm*

0,2m
\ @
7 % Lo — R
0,2m /
a7 | 3,0m
Y. v |
S om — J_>X vle S.0m
2,5m Y
0,2m @
\
\ \ S /
> L 555> H—
/ 1,61 X 7 i
| 3,0m
§ ~
/ N7 S
5,0m ® A 7 5,0m
3,0m| (D) 3,0m| Q) /
%
0,2m < ) e0,2m N 0,2m
\ / /
P 5,0m P 5,0m R
[ [ |
Figura 5.3

resultando-se nas equacdes:
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-
50.6x10° 3 ;/z(Z) =—10(60-2)

3

d*W(2)
0°———=

557.5x1 =-10(60—z)x1.61

cuja integragao resulta, respectivamente:
4 4 3
R
24x50.6x10” | \ 60 60 60
4 4 3
W(z) = 10x60 x1.616 (ij _4(1j +6(ij
24x557.5x10° | \ 60 60 60
podendo-se agora serem obtidos os deslocamentos de cada parede por (5.1), o

esforgo cortante atuante por (5.2) e, e de modo similar o momento fletor via
relacdo momento curvatura.

5.4- Associacao Tridimensional de Pérticos sem Deformacao Axial das
Colunas, Paredes e Nucleos Estruturais

A Figura 5.4 exibe em planta uma associagao tridimensional de porticos,
paredes e nucleos estruturais (colunas com secgédo de paredes delgadas). As
coordenadas da posigdo dos porticos sdo similares as das paredes ja
apresentadas no item anterior. Acrescentam-se agora 0s nucleos estruturais,
cujas contribui¢des ndo implicam na alteragdo das equagdes envolvidas, como
mostrado adiante.

A exemplo da associagao tridimensional de paredes, o deslocamento de

um painel portico genérico é expresso por (vide (5.1))
u,(Z2)=a,U(Z)+b;V(Z)+c,;W(Z2) (5.14)
e a equacéo constitutiva, como exposto em (2.12), tem a seguinte escrita:
du(Z) . d’u.(2)
iz Tz

e o equilibrio do conjunto, a exemplo do expresso em (5.4), tem a seguinte
escrita:

V.(2) =s, (5.15)

d’U(z) dU(z)
Ju T ac d3d\%(32) Sia S Si dsfz) Q(H_Z)aq
I Too Je RVE +|S5  Sp Sk d—Z = Q(H_Z)bq (5.16)
e e | gwen | 1Se 8w Sl qwin| a0,
dz’ dz
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N\ Load
\
a
\
b
X ®
a A\
\
W1 \\
A
Figura 5.4

Onde, por comodidade, a variavel segundo a vertical é agora representada
apenas por letra minuscula, e:

||
Mz

e

M T
DN AR
w=1 =1

sk, ! ++ZJt

f=1 t=1

£=1

(5.17)

Mz

Sk(,

sendo N o numero de pérticos, M o numero de paredes, T o numero de nucleos
estruturais, j, = EJo o produto de inércia da flexo-tor¢do e j, = GJ, o produto de

inércia da torgao livre de Saint Venant. O expresso em (5.17) leva em conta o
fato narrado na Figura 5.5, a qual ilustra que o nucleo estrutural pode ser
representado por duas paredes perpendiculares a serem consideradas no
conjunto de paredes, com as inércias respectivas do nucleo estrutural,
posicionadas com seus centros de gravidade segundo o centro de tor¢éo do
nucleo estrutural, mais uma mola de torgdo comtemplando a rigidez a tor¢ao da
flexo-torgcéo, acrescida da rigidez a torcao livre de Saint-Venant. Em apéndice
sdo apresentadas a rigidez a flexo-tor¢cao e da torcao livre de Saint Venant para
dois nucleos estruturais mais comuns, bem como indicadas referéncias onde séo
encontradas tabelas contendo tais parametros para um grande numero de
formatos de nucleos.

A integracao expedita de (5.16) pode ser formulada mediante os seguintes
procedimentos. Em primeiro lugar procede-se a diagonalizagédo da matriz do
conjunto de paredes, a exemplo do apresentado no item anterior, ganhando
(5.16) a seguinte redagao:
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) N .1 1
yA ] A2 jJth :_F
Z I
Z ! § I I
Ct X W4ca. —> N . |
I
L - — —
% N -1
d Jlj d
a) Parede de se¢do aberta b) Sistema equivalente
Figura 5.5
d*U(z) dU(z)
3
I, 0 o] ¥ S. s s.]| Y | [(qm-2y,
o 1. o YYDl s s s [[NVAL_iH_2p 5.18
_ 0 gb J dz ’ SEE S% SEE dz : q(H_Z)_q o
cc d3W(Z) ac be cc dW(Z) q( Z)Cq
dz’ dz

onde a barra superior indica as variaveis agora segundo o novo sistema de
referéncia, que desacopla o conjunto de paredes. Procedendo-se agora a
transformacéo de variaveis:

U] (W= 0o o |(Uw
Voyp=| 0 iz 0 V(@ (5.19)

uma nova redagao para o expresso em (5.13) pode ser formulada, ou seja:

d3U* (Z) S_eTa SE; SR dU* (Z) aq

Do o 17 Jo Pals Tale a7 _L
d*V'(z) S+ S S dV'(z) b
-lo0 1 0 . + ab Zbb. bt =q(H-2) d

o0 1| % Vals  Jw Pale || & -
W 3(2) S_ Se. S_ dW (z) g,

4z _\/JﬁJﬁ \/J%Jﬁ T | iz Je

(5.20)

notando-se que se pré-multiplica o equilibrio resultante nessa nova variavel pela
matriz de (5.19)

Para desacoplar o expresso em (5.20), cabe agora proceder a
decomposicao de Jordam da matriz ainda acoplando o sistema, como exposta
no apéndice. Para tanto, a equacao caracteristica do problema de autovalor
daquela matriz assim se escreve:

o’+ac +bo+c =0 (5.21)
onde
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« _ S S_
a =— Sﬁ_{_ﬁ_}_&
I T I

aa bb cC
. S.S= S_S_ S:S. S& S Sk
b = aa bb+SaaScc bb~cc Sac _ be ab (522)
JEJE JﬁJﬁ JEJ& JEJR J%JR JEJE
2 2 2
¢ = SES% + SEESE + SaESE _ SES%SE ) SEBSEESR
Jaldade Jadgde Jadmle Jadgle Jadede

cujas raizes sao reais em razao da simetria da matriz em questao, e expressas
pelas féormulas de Cardam:

6, =23pcos(a/3)-a" /3
o, =23p cos((Zn—a)/3)—a* /3 (5.23)
o, =2fpcos((2n+a)/3)-a"/3

onde:
02 3
a
(5.24)
3
o = arc.cos| —
p
sendo:
«\3
R;:l PE[__*_fﬁi)_
21 3 27
(5.25)

2
@)
(i

Por outro lado, os correspondentes autovetores sdo expressos por:
/ yi/ yiz +Siz +1
m{ =45, /\y7 +87 +1 (5.26)
nJ; 1/ Vi 487 +1
onde
_(Su-o)(Si-0)-(s)
S, — S (S —o;)

i

(5.27)

*

B Su (Gi -S.. ) +5,She
SSee =S, (SZb _Gi)

ac

i

nas quais:
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SZC Sbc Jbchc

*

Sbb bb /Jbb

. (5.28)
S = SCC /JCC
ac = Sac V JanCC
registrando-se que os autovetores n&o sdo nesse caso versores.
Finalmente, a ultima transformacao de variaveis se expressa:
U'(2) 0] (0] (¢ U(2)
Vi(z)p=|<m} {m; {m} |J V(z) (5.29)

W (z) n| |n| |n W(z)],

1 2 3
sendo as colunas da matriz de transformacao os autovetores dados em (5.26),
e assim, em razao da ortogonalidade dos autovetores em razdo a simetria da
matriz acoplando o sistema de equagbes em (5.20), tendo-se em conta o
expresso em (5.29), o expresso em (5.20) ganha a seguinte escrita:

1 0 0]([u@)" [s, 0 0](U@) {t- m n}||a,/JI,
~10 1 0{V@} +/0 o6, 0 V(@) =qWH-2)|{¢ m n}, [1b, /T,
00 1||W(@], [0 0 o] (W@, (- m n} ||/l
(5.30)

resultando-se em equagdes desacopladas do tipo:
~0; (2)+0,0;(2) = V,(2) (5.31)

V.(z) = q(H—z)(ziaq/\/g+mqu/\/EmiEq/\/g) (5.32)

cuja integragao, a exemplo de (2.21), resulta:

") %(%/@ emp, /Ty +1%, \T)
1- \/_He Jorz 1+\/—HeJ—H e 1+\/071Hseh(\/07iH) GiZZ (5.33)

o.Hz

2coh(\/_H) 2coh(\/_H) B coh(\/o_iH) 2 o

e a solucao de (5.18) ganha ent&o a seguinte redagéo:
Uo) VWi 0 0 f(e) (2] (2] 1o
Vo p=| 0 1/ iz 0 mt{mp <m} [{9,(2) (5.34)
W(z) 0 0 1fJT L) (nd, (n], fles@)

que consiste na expressao resultante das transformacdes de variaveis adotadas.
Devendo-se notar que a equacgao de equilibrio (5.30) expressa, nas novas
variaveis da transformagao expressa em (5.29), mediante pré-multiplicada pala
transposta da matriz de (5.29).

onde:
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5.5- Associacao Tridimensional de Pérticos com Deformagao Axial das
Colunas

Nesse caso, incluir paredes e nucleos estruturais na associagdo niao é
conveniente, pois o grau de liberdade correspondente a deformagéao axial da
coluna acaba criando um acoplamento, tornando-se as relagbes matematicas de
dificil manipulagao, sem contar que dada a grande rigidez das paredes e nucleo
faz com que a deformacgao axial das colunas, de pequena monta, nao influi
significativamente no comportamento do conjunto.

Tendo-se em conta a deformagao das colunas do poértico, o equilibrio de
cada poértico isolado se escreve:

. d5uf (2) o112 d3uf (2)
f

f 4 f
dz

S d
+—=—(-V.(2))——q,(2) =0 5.35
472 Ko( o ( )) quf( ) ( )
que vem a ser a derivada do exposto em (2.32), j4 tendo-se em conta o
parametro médio s, /K, , a exemplo do exposto em (2.46). Além disso, tendo em

conta o exposto em (5.14) e a consideragao (2.47), o equilibrio do conjunto
ganha a seguinte redacao:

d°U(z) d’U(z)
5 3
Jao T T dsd\%(z) Saa S * de\%(Z)
i ab -;bb i be dz’ * zab zbb zbc dz’ -
©oTe e EW()| T T T W () (5.36)
dz’ dz’
5q
—fq(H—Z) Bq

o
ol
o

uma vez que:

D Vi(2)a; = Vy(2) > D q,(2)a; =qa,

—
—

V(Db = Vi (2) > Y s (2)b; = ab, (5.37)

f=1

Mz TMZ

V(e = T,(2) > 3 4, (2)e, =,

1 f=1

-
Il

sendo T, a torgdo aplicada, e tendo-se em conta que a derivada da carga

distribuida é nula. E oportuno assinalar que a rigidez de cada poértico ao
cisalhamento acha-se agora majorada pelo parametro u: .
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Procedendo-se o desacoplamento de (5.36) de modo similar ao
desenvolvido no item anterior tem-se:

1 0 0]1({U@@)" [o, 0 07][U=)"
-0 1 03V@,; +|0 o, 0]3V(2),; =
0 0 1][W(2), 0 0 o, (W(®),

_ {rom oo ]l /Al
2LgH-2)|{¢ m n}, |15, /T
KO

{oom o J[ /A0

cuja integragcdo deve atender, além das condigdes de contorno ilustradas em
(2.35) também a condicéo:
ul(z=H)-Tul(z=H)=1 (5.39)
Je Jr
uma vez que (5.35) é a derivada de (2.32) e o momento fletor € nulo no topo. De
qualquer modo, a solugéo (2.36) continua valida como integragao de (5.35).

As equacgdes desacopladas (5.38) sao do tipo:

—0, (2)+06,0;" (2) = V,(2) (5.40)
onde:
_ 2,/ \la
Vi(z):I_z—fq(H—z){ﬁ m n} 15 /T, (5.41)

° /e

cuja integracéao € similar ao exposto em (2.36). Em verdade, o emprego de (5.30)
evitou a consideracao de um equilibrio de momento estranho no tocante a torgao,
embora a consisténcia matematica n&do teria sido violada. Assim sendo a
integracéo de (5.40) se expressa:

¢.(2) :G%(fiﬁq I +mb, /T 40T /1)

2 3 4
A1ie\/az + Azie_\/az +%(_Gi +1 (%4_ 1 jj - Mo + 1,07 (5.42)

H? 6H = 24H°

(_Ali +A, )\/G_iz — A, — Ay
e os deslocamentos como expressos em (5.34).

5.6- Segundo Exemplo de Aplicagao

A Figura 5.6 exibe a configuragdo em planta da estrutura aporticada de 12
andares, tipica de um edificio de duas habitagdes por andar, com pé direito de
3m e altura total de 36m. O mdodulo de elasticidade para vigas e colunas vale

2500kN /cm?.

A Figura 5.7 exibe uma visao tridimensional da estrutura em apreco.
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Figura 5.6

Ao todo, sédo 13 colunas diferentes, como sinalizadas na Figura 5.6, cujas
secoOes transversais acham-se indicadas na Tabela 5.1. No total sdo 24 colunas.
Os porticos planos, com vigas de segao 12cmx50cm, acham-se numerados com
numeracado dentro de pequenos retangulos. Ao todo sdo 10 pérticos planos
diferentes. O carregamento € constituido de uma carga uniformemente
distribuida de q, =0.2332kN/cm aplicada no centro da face maior do edificio

segundo o eixo OY, eixo de referéncia indicado no canto esquerdo baixo da
Figura 5.6.
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Figura 5.7



Técnica do Meio Continuo 75

Tabela 5.1 — Secdes Transversais dos Pilares

Secao Transversal

Pilar (cm x cm)
P1 25x 40
P2 40 x 75
P3 25x 35
P4 15x25
P5 50 x 85
P6 55x 110
P7 35x 60
P8 30 x 60
P9 40 x 65
P10 25 x40
P11 25x 45
P12 15x25
P13 35x 65

Cumpre esclarecer inicialmente que sera examinado o caso no qual se
considera a flexdo global das colunas, bem como a deformagao axial, que
consiste no caso mais geral contemplando também, como caso particular, o caso
no qual se negligencia a deformacdo axial das colunas. Com os dados
apresentados, o expresso na primeira e segunda da (2.15) aplicado para o
portico 1 resulta:
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_ 40x25°
< 12x300
3
P2—>kd==40X75
12x300
25x35°
12x300
3
12x50 _2s1s
12x497
12x50°

V, >k, = —282.2
12x443

P >k =173.6

=4687.5

=297.7

p; >k, =

V, >k, =

251.5 46875 251.5+282.2

173.6 + . +
_(12x2500 2x173.6+251.5 2x4687.5+251.5+282.2
f 300 2822

" 2x297.7+282.2

42112.8kN

2X173,6 +1406250.0 2X4687.5 N
2x173.6+251.5 2x4687.5+251.5+282.2

2X297.7
2x297.7+282.2

52083.3
i =2500X300
89322.9

=0.355x10'"°kNcm?
94>

K01:2500{1000 ]zleOledszbnf

10
T :1—F1l3§2§1975=:1.0035
1.1045x10

Procedendo-se de modo analogo para os demais porticos, os resultados
acham-se arrolados nas Tabelas 5.2 e 5.3, indicando-se entre paréntesis, na
Tabela 5.2 os dados do portico simétrico.

A equacao de equilibrio do conjunto ganha entdo, como exposto em
(5.16), a seguinte redacao matricial:

v

2.26 0 -693.1984 ] (u 1.116 0 —424.654
—10" 0 4.939 587741 |[{v‘: +10° 0 0.3427  407.8
—693.1984 5877.41 9.93x10° ||w —424.654 407.8 9.322x10°
3 0
= 0.23324(3600-2)4 1
I<0
1190

onde o nivel de derivagao ¢é indicado por numeral romano.
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Tabela 5.2
Portico a, bf C; S jw
cm kN chm2
1 0 1 0 (2380) 42112 0.355x101"°
2 0 1 720(1660) 80380 1.740 x1010
3 0 1 1015(1365) 28689 0.293 x10"0
4 0 1 1190 40033 0.163 x10"0
5 1 0 -185 25454 0.0244 x10"°
6 1 0 0 402121 1.040 x1010
7 1 0 497 487249 0.952 x10"0
8 1 0 940 190240 0.224 x10"°
9 1 0 667 9055 0.0192 x10"0
10 1 0 1235 1695 0.000973 x101°
Tabela 5.3
Portico n? s;ip’ K, s /Ky
kN kNem? cm™
1 1.0035 42260 1.105x10'2 | 381x10°10
2 1.0000 80380 1.851x10'® | 0.43x10°10
3 1.0000 28689 1.03 x10"® | 0.28x10°10
4 1.0000 40033 2.41 x10" | 0.17x1010
5 1.0011 25482 0.41x10'2 = 615x1010
6 1.0002 402201 7.07 x10"2 | 568x10°1°
7 1.0006 487541 21.2x10%2 | 229x10-10
8 1.0005 190335 7.07 x10'2 | 329x10°10
9 1.0017 9070 1.53x10M 591x10-10
10 1.0006 1696 0.57x10" = 295x10-10

77

O desacoplamento da primeira matriz obtém-se mudando-se a origem do
sistema de referéncia como exposto em (5.6) para:

~ 2.26x10'°x5877.41x10"

0=

2.26x10"°x4.939x10"
—4.939x101°x(—693.1984x101°)

=1190cm

0 2.26x10"°x4.939x10"

=306,725cm

e, nesse novo sistema de referéncia, o equilibrio do conjunto, a exemplo de

(5.18), fica entao redigido por:
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v I

226 0 0 u 1.116 0 ~82.248 (u
~10°| 0  4.939 0 vLo+10°] 0 0.3427 0 v
0 0 2023x10°||w ~82248 0 29,758x10* || W
~ 0
=X 0.23324(3600-7)1 1
K, .

ou ainda, como em (5.20):

NS i}

0](u)" 4938 0 -3.8466](u
0<v' L +10° 0 6.9386 0 v
1w —3.8466 0 14.7098 | |w"

*

|
S O =
S = O

0
= I_2—1’0.23324(3600—@ 1//4.939x10"°
0
0

ja o desacoplamento da matriz ainda acoplada obtém-se mediante a
decomposigédo de Jordam com a seguinte equagao caracteristica:

o’ —71.02840% +1156.26676 —4937.323=0

cujas raizes e autovetores correspondentes séo:

~0.9940
6, =49.801x10° —>< 0
0.1090 |,
0
6, =6.9386x107° —1 1
0 2
0.1090
o, =14.288x10° -1 0
0.9940 ,

resultando-se, como exposto em (5.30), na equagao de equilibrio:

1 0 0](Uu@z)™ [o, 0 07(U@)
-0 1 OV} +/0 o, 0{V(z)
0 0 1][W(2)], 0 0 o,](W(2),
0
:I_z—f0.23324(3600—z){0 1 0}, 41/+/4.939x10"
0

0
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e, finalmente, na equagao desacoplada:

~Vi'(2)+0,V)(z) = —0.23324(3600-7) :

K, \/4.939x10"°
cuja integragao, tendo-se em vista (5.33) e (5.34), resulta:

Aleng + Aze_\/gz +

3 4
V(z) = 0'233224 1 _ 22 _2+£(0_2 1 zj Y 10,2 :
(c,)” 4.930x10 2 212 3600 6x3600 24x3600
_(_Al +A2) 0,2—-A - A,
onde
Al = 1 1_}\‘_2_’_ _K+K_ ef}\
2coh()) A Py
Az = 1 1_7\'_(2]+ 7\‘_& ek
2coh(}) A A

) =3600,/c, =9.483

dy = 36007 =L

0

cujos resultados acham-se langados nos graficos da Figura 5.7.

Vale assinalar que, para esse edificio, a simetria do conjunto desacopla
de inicio o movimento em questdo. Todavia, tal fato ndo foi levado em conta
visando-se mostrar toda a marcha de calculo.

As Figuras de 5.7 a 5.9 exibem os resultados obtidos pelo programa Ansys
em cor verde, os resultados levando-se em conta a flexao global das colunas em
cor vermelha, bem como o resultado negligenciando-se a flexdo global das
colunas, ou seja, o resultado do chamado modelo de pértico puro. Completando-
se, a comparacao do esfor¢o cortante € apresentada nos graficos das Figuras
5.8e5.9.

O deslocamento em centimetro no topo do edificio em aprego tem a
seguinte redagao:

V(z=3600)=3.5851+1.1525), =3.5851+1.4036x107 =

0
resultando-se flecha no topo de 3.953cm para s, /K, = 262x10™'° cm™, que vem a

ser o valor médio para o edificio como um todo e 3.778cm para o valor meédio
levando-se em conta apenas os porticos envolvidos no movimento em questao,
mostrando-se que a contribuigdo do movimento axial varia algo como de 4% a
10% nesse caso. Além disso é de assinalar que o resultado obtido com o modelo
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Murashev resulta em flecha de 3.566cm, ndo divergindo apreciavelmente do
resultado obtido.

Figura 5.7 — Deslocamento do Portico 1 do edificio
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W/
0,6 . // //,/
< 2. /
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Figura 5.8
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Figura 5.9
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APENDICE
A.1- Parametros da Fexo-torgao

A figura A1 exibe dois perfis de secdo delgada bastante comum,
geralmente empregados em nucleos de elevador. No caso do perfil duplo T o
centro de torgao localiza-se no centro de simetria da se¢ao e os momentos de
inércia de torgéo livre (Saint’'Venant) e de flexo tor¢do sao dados por:

1, :§(2bt3 +hd*)

A1
_h’b’t (A1)
¢ 24
e no caso do perfil U o centro de torcéo € dado por:
c= 3h (A2)
6+b/h
€ 0s momentos de inércia expressos por:
. 1 3 3
I, —g(bt +2hd*)
(A3)

_ b’h’d(3hd +2bt))
® 12(6hd+bt)
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0 ) d
h 1 4 t
—>|<—

[ 1 m b
c
A +
a) Perfil Duplo "T" b) Perfil "U"
Figura A1

A.2- Decomposicao de Jordam
A decomposicao de Jordam de uma matriz € expressa por:

a,, a; a, A l, c, 0 .. O e, l,

a, a, | _ 0 |4, l, 0 o, .. O 0,0 0L, l,

a, a, .. a, Colo ), L), L0 0 o |l U4, U, U,
(Ad)

onde os elementos da diagonal sdo os autovalores da matriz em questéao e as
colunas da primeira matriz do segundo membro sao os autovetores
correspondentes, lembrando-se que no caso de matriz simétrica os autovalores
sao reais e os autovetores ortogonais entre si; e, como isso, a matriz inversa
indicada em (A4) vem a ser a transposta a matriz original.

A formulacgao classica do problema de autovalor consiste na equacao:
[[A]-2[1]]{v} =10} (A5)
ou seja:
det[[A]-2,[1]]=0 (AB)
resultando-se num polinbmio de grau n em XA. Para cada uma das raizes do
polinbmio mencionado vale a relagao:

[Al{vE ={vln (A7)
sendo que uma das componentes do autovetor pode ser arbitrada em razao de
(A5), ou ainda, agrupando-se:

A0 0
AL O =T v D (#9)
0O 0 .. A

n
cuja poés-multiplicagéo pela inversa da matriz dor autovetores resulta em (A4).
Cumpre finalmente registrar, que, no caso de haver desacoplamento na matriz,
o autovetor também se desacopla.
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CAPITULO VI
ASSOCIAGAO TRIDIMENSIONAL DE PAINEIS: EFEITO P A

6.1- Associacao Tridimensional de Paredes

A Figura 6.1 esquematiza em planta uma associagao tridimensional de
paredes, bem como indica a posigdo do alinhamento vertical do carregamento
axial, dado pelas coordenadas a, e b . Assim, o movimento da posicédo do

carregamento ao longo da altura decorrente do movimento do conjunto se
expressa:

u,(z) =U(z) - W(z)b,
v, (2)=V(2)+ W(2z)a,
onde u (z) e v, (z) sao os deslocamentos da linha do carregamento axial

(6.1)

segundo as diregbes OX e OY.

Figura 6.1

Em razdo da inclinagdo da linha vertical do carregamento, os esforgos
cortantes desenvolvidos ficam expressos por:

Vy(2) = p(H-2)u)(z) = p(H-2)(U' (2) - b, W' (2))
Vy (2) = p(H-2)v}(2) = p(H —z)(VI(z) + apWI(Z)) (6.2)
M, (z) =-b,Vy(z) +a,Vy

sendo que a terceira de (6.2) expressa o momento de torgdo desenvolvido. O
equilibrio passa entado a ser escrito como:
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Jaa Jab Jac U(Z) " 1
o T T V(@) =pH-2)| O
Jac ch Jcc W(Z) _bP

resultando-se no seguinte problema de autovalor:

aa Jab Jac U(Z) . 1 O
b Jw e [V V@) tp(H-Z) 0 1
w Joe J [IW(2) —bp a,

84
0 -b |(U@)
1 a, V(z) (6.3)
a, bf,+af, W(z)
-b, |[U@)]" [0
a, V(z); =40 (6.4)
bi+ai W(z) 0

ou ainda, segundo o sistema de referéncia dos eixos principais do conjunto de

paredes (vide (5.6) e (5.7)), tem-se:

I 0 0][T@)" 10 -b |[T@] (o
0 Jz 0 [<V(); +pH-2) 0 1 a, V(z); =40 (6.5)
0 0 J || W@ -b, a, b +a, ||[W(@»)| [0
Oou mais ainda:
- 0 _bp
" I Jﬁ JﬁJﬁ * I
1 0 0][U(2) o U'(2) 0
* a *
01 0RV(2); +p(H-2) 0 — —L_NKV(@2); =0 (6.6)
: 0 N :
0 0 1[|W(2 W'(2) 0
N = 12, =2
—bp a, bp+atp
Vale Tle s
mediante a transformacé&o de variaveis:
Ux) |Va 0 0 |[U@
Vo=l 0 iz 0 [{V® (6.7)
Vol | o 0 i [V

e pré multiplicando-se o equilibrio resultante nessa nova variavel pela matriz

presente em (6.7).

Para completar o desacoplamento, a decomposicao de Jordam da matriz
acoplando em (6.6) apresenta a seguinte equagao caracteristica:

o’ +ac’+bo+c =0

onde:

(6.8)
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2 2 = : hH 2
b 1 1 b +a, b +a, a, bp
Jadg Jals Vel e «/Jbchc I ) (6.9)

2 — 2
. a 1 b, 1 b, +a,
C =| =" | — | —=—=| ———L2—F =
V JbbJCC Jﬁ \Y Jancc JFb Janbchc
cujas raizes s&o reais em razao da simetria da matriz em questdo, mas uma das

raizes é nula como se verifica da ultima de (6.9), e expressas pelas formulas de
Cardam:

=23/pcos(a/3)+a’ /3
:23pcos((2n—a)/3)+a*/3 (6.10)
=23 pcos((2n+a)/3)+a*/3

onde:
2 3
a
(6.11)
%)
o =arc.cos| —
p
sendo:
X\3
r=L b_a_(_) (6.12)
21 3 27

Por outro lado, os correspondentes autovetores sao expressos por:
2 2
/ Yi/ yi +96; +1

=18,/ 82 +1 (6.13)
nJ; 1/ yi+87 +1
onde:
aPJbb
YI 1 Jaacl \/Jaa cc
(6.14)
bJ

P bb

8i
(1 Jbbcl), /Jbchc
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valendo-se ressaltar que a raiz nula corresponderia a carga critica de torgdo sem
sentido no caso em anadlise, uma vez que algo como a consideragao de
bimomento n&o cabe nesse caso, pelo menos em teoria linear.

Finalmente, a ultima transformacao de variaveis se expressa:

U'(2) ) (e (¢ U,(z)
Vi@ i={m{ {m} {m V,(2) (6.15)
W (z) n| |n n W, (z)

1 2 3
sendo as colunas da matriz de transformacao os autovetores dados em (6.13),
e assim, em razao da ortogonalidade dos autovetores decorrente da simetria da
matriz acoplando o sistema de equagdes em (6.6), e tendo-se em conta o
expresso em (6.15), o expresso em (6.6) ganha a seguinte escrita:

10 0](U,@))" s, 0 071(U,») [0
01 03V, ¢ +p(H-2)] 0 o, 0 |{V,(2) 0 (6.16)
0 0 1]||W,(2) 0 0 o, W,(2 0
a exemplo do expresso em (5.25). As equagoes desacopladas (6.16) séo do tipo:
o" +p(H-2z)0,0! = (6.17)
resultando-se na carga critica:
N, =p.H= 18}3127 (6.18)

sendo ¢, a maior das raizes. A exemplo do expresso em (3.24), o coeficiente de

majoragdo para as deformadas nas respectivas dire¢des generalizadas sdo
expressas por:

U,@) [70,02
V,(2) ¢ =17,V,(2) (6.19)

w,(2)], V3Wz (2)

onde:
o
e(NCi/N)—l
TETNN,
0@ [ () ()T V% 0 00w (6.20)
V,(z) t=|{m} <m} {m 0 J= 0 V(2)
W, (z) nf |nj,(n], 0 0o I_||W®)

onde vy,, como exposto em (3.24), vem a ser o amplificador da deformada para

o caso de efeito de segunda ordem, acrescido da amplificacdo da deformacéo
lenta; o desalinhamento inicial (desaprumo ou deformada provocada por
carregamento) indica-se pelo indice in, e a deformada nas dire¢des
generalizadas sao indicadas com simbolo til superior, que consiste na inversao
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do expresso em (5.34). Finalmente, a deformada final, como em (5.34), passa
entdo a ser expressa por:

U») |[VIs o0 0 () (2] (£ (U, @
Vop =| 0 Iz 0 mt{m! {m} [ V,(2) (6.21)
W(z) F 0 0 1/\/@ nj \nj, (n), | IW:(2)],

onde o indice F indica a deformada final.

Cabe assinalar que, embora a rotagdo W,(z) vem a ser nula, uma vez que
a ultima de (6.16) implica:
2
W (2) =0 W,(z) = A, +Boz+c0%
mas, com as condigdes de contorno: W,(z=0)=0, W,(z=0)=0 e W,'(z=0)=0

, € igualmente vem a ser nula a rotagdo amplificada. Todavia, a rotagdo no
sistema de referéncia original ndo se anula devido ao acoplamento como
expresso em (6.21).

6.2- Primeiro Exemplo de Aplicagao

Como primeiro exemplo de aplicagao, considere-se o edificio de paredes
estudado no item (5.4), com carga vertical distribuida na posigao: a =2,44m e
b, =-3.33m (vide Figura 5.3), que vem a ser aposigdo do centro de gravidade da
planta. A equacgao de equilibrio no sistema original entdo se expressa:

90 0 0 [0@)"
10°/ 0 506 O V(z); +
0 0 557.5(|W(2)

1 0 -3331(0@) [0
p(60-2)| 0 1 244 {V(2)} =10
—3.33 244 17.04 || W(2) 0
ou ainda:
1 0 0](U,(2))" s, 0 0](U,@)" [0
01 0V,(2) +p(H-2)|0 o, 0 |<V,(2); =40
00 1[|W,(2 0 0 o, W2 0

onde, considerando-se nulo o terceiro autovalor (o, =0), os outros autovalores
sdo as raizes da equagao:

6’ —0.161443461x10°6 +0.003775528x10™"* =0

ou seja:
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=0.028372234x10° > N_, = 7.837 ———— = 76728kN
0.028372234x10°x60
7.837
=0.133071226x10° — N_, =16359kN

O 133071226x10°x60°

€ a matriz de autovetores correspondente resulta

0.2784| [-0.9048 0.3229
0.8262; 10.05414 > <-0.5606
0.4896] | 0.4223 0.7626

2 3

assinalando-se néo fazer sentido a consideragdo de carga critica torcional,
embora o acoplamento (6.21), como ja mencionado, implica haver acoplamento
com tor¢ao no sistema de referéncia original. Vale também, chamar a atengéo
para o fato de se tratar de uma estrutura com muita assimetria de rigidez, de tal
sorte que a carga critica N, =16359kN ser quase igual a carga de projeto, algo

como N = (10kN/m?)x(S = 75m*)x20 = 15000kN .

6.3- Associacao Tridimensional de Pérticos com Colunas Indeformaveis
Axialmente

A equacéo de equilibrio da associagao tridimensional de porticos com
colunas indeformaveis axialmente tem a seguinte redagéo:

Jaa Jab Jac U(Z) " Saa Sab Sac U(Z) I
o I Joe I V@) ¢ Sy Sy S |y V(@) =
Jo Joe T [IW(2) Sac S, S.. |[|W(2)
° ' (6.22)
1 0 -b U(z)

p

p(H-2)] 0 1 a V(z)

p

-b,  a + a W(z)

P P

ou ainda:
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89
_ . 1
10 0][U (2
-0 1 OV'(2)} +
0 0 1[|W(z)
S_ S Sy
Jﬁ JﬁJi Jaa cc *
\/ bb \/ U (Z)
S_ S S :
+ a —_— ‘ A\ (Z) +
S__ S. S..
\/Jaa cc \/Jbb cc Jﬁ |
- 0 5
Jﬁ JEJCC * I
= U@ [0
a *
-p(H-2)| 0 — =1V (@ =10 (6.23)
R e
-b, b2 +a;
\/ aav cc \/Jbb cc Jﬁ |

mediante a transformagdo que

desacoplamento mediante a
termo de (6.23),
a ser expresso por:

resultou em (6.6). Procedendo-se o
decomposigcdo de Jordam da matriz do segundo

como ja feito em casos anteriores, o equilibrio em quest&o passa

1 0 0](U,=)"
-0 1 0}3Vy(2); +
0 0 1[|W,(2)
6, 0 0 2(z)
+ 0 o, 03V,(2) (6.24)
10 0 o] W,(2)
Ay Ay Ap|Uy(2) l 0
-p(H-2)| A Ay Ay |y Va(2)p =40
A Ay Ay [(Wa(2) 0

onde o, sdo obtidos como em

(5.18) e
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2,2, 12
A, :ﬁ—Z b,/\n, +m_12+ a,mmn, +nl(ap+bp)
Jﬁ \/Jﬁ‘]ﬁ JE \/J@Jﬁ Jﬁ
20,2 1.2
A22 :ﬁ_z bpﬁznz +m_§+2 a,m,n, nz(ap +bp)
Ja ) N - Je
A 4o b 63 5 m3 5 3, n;(a’+b’)
—_— +
33
s Vel \/J.,b @ fe (6.25)
A = 0.0, _bp(é n, +/ n2)+m1mz a, (m,n, +m n2)+n1n2(a§+b§)
" Jﬁ \Y Jancc JE \ Jbchc Jﬁ
A bt b, (L0, +0ny) L mym, a (myn, +myn;) +n1n3(a§ +b?)
N Jﬁ \Y Jancc J@ \ Jbchc Ja
0,0, b,({;n,+0,n) mym, a,(myn,+m,n;) nyn,(a’+b’)
Ay = - + +
Jﬁ \/Jaa cc J% \/Jbb <c Jﬁ

valendo-se notar que os termos da diagonal envolvem produtos dos mesmos
vetores, maximizando os resultados, e os termos fora da diagonal envolvem
produtos de vetores ortogonais, minimizando-se as magnitudes resultantes.

O acoplamento verificado (6.24) nado tem como ser eliminado, e esse fato
ja é de longa data conhecido. Uma solugéo aproximada mediante o0 emprego da
Teoria da Perturbagao foi sugerida por Rutenberg e outros (A. Rutenberg, W.
K.Tso e A. C. Heidebrecht, Dynamic Properties of Asymmetric Wall-Frame
Structures, Earth. Eng. Struct Dyn, V5, 41-51, 1977), mostrando que, mesmo no
caso de um expressivo acoplamento provocado pelos elementos fora da
diagonal, a solugcdo negligenciando-se esses termos ja fornece uma boa
resposta, ou seja, valendo-se o equilibrio:

1 0 0](U,@)"
-0 1 0 Vy(2)} +
00 1](W,(2)],
(5, 0 071(Uy(2)
+ 0 o, 0|3Vy2); + (6.26)
0 0 o] |W(@®),
A, 0 01(U,@) (o
pH-2)l 0 A, 0 |1V,(2){ =10
0 0 AylW,@] |0

resultando-se em equacgdes desacopladas do tipo:

;' (2)+0,9;(2) +p(H-2)A;9;(2) =0

(6.27)
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cujos autovalores s=pA,H’/7.837 acham-se arrolados na Tabela 3.1 do
Capitulo Ill para valores praticos dos parametros A, :H\/cTi (vide expressoes

(3.34) e (3.35) ), com p, =1, que corresponde ao caso de portico com colunas
indeformaveis axialmente; fato ja discutido no item 2.4 do Capitulo Il. A
majoracao da deformada ¢.(z) pelos efeitos de segunda ordem e deformacao

lenta, no sistema de referéncia central das paredes, €, pois, expressa como em
(3.24).

6.4- Associacao Tridimensional de Pérticos com Colunas Deformaveis
Axialmente

A equacéo de equilibrio da associagao tridimensional de porticos com
colunas indeformaveis axialmente tem a seguinte redagéo:

o1, I (u@)" [S, S, S.][U@))
1 Jw T T V(@) +[S, Sbb Sbc V(z) ¢ +
Jac ch Jcc W(Z) Sac bc S W(Z)
) (6.28)
10 b, . Uz))" (U@ 0
0 1 2ap 2 K—fop(H—Z) V(z)t +psV(z); |=40
-b, a, b +a; W(z) W(z) 0
ou ainda
1 0 0]{U2)"
10 1 0{dV,(»! +
0 0 1]|W,(2)],
s, 0 07(U,=2)|"
+0 o, 0|{V,(2); + (6.29)
10 0 o] | W,(2) \
A, 0 01 _ U,(2)) [Uu,@)"| [0
0 Ay 0 [ ZpH-2)1 Vo) +pi V(@) |=10
0 0 Ayl "’ W2, (W.®@], | (0

que consiste em desacoplamento similar ao do item anterior, com A, expresso
em (6.26), resultando-se em equacgdes desacopladas do tipo:

—¢; (2)+0,0;" (2)+A;p = 2 (H-2)¢ (Z)+<pH(Z)} (6.30)

0

cujos autovalores s=pA,H’/7.837 acham-se arrolados na Tabela 3.1 do
Capitulo Ill para valores dos parametros:
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A =Hyo,

~ GiKO (6.31)
3 GiKO -8

onde o parametro n. decorre do fato de se buscar uma similaridade com o
expresso em (3.34), ou seja:

—¢; (2)+0,9;" (2) +Aﬁp{61 GSIi( H-2)¢;(2)+0; (Z)} =0 (6.32)
im0
e, assim sendo, tem-se:
J— 2_
5wl (6.33)
oK, K
resultando-se:
7.837( s
N =p H= - 6.34
¢ =P i [ A Ln (6.34)

que consiste na carga critica correspondente as equacgdes desacopladas (6.29).
A majoracao da deformada inicial pelos efeitos de segunda ordem e deformacao
lenta, no sistema de referéncia central das paredes, €, pois, expressa como em
(6.21).

6.5- Segundo Exemplo de Aplicagao

Considere-se novamente o edificio cuja planta exibe-se na Figura 5.6,
que, no sistema de referéncia original (eixos centrais do conjunto de paredes),
tem centro de gravidade na posi¢éo a, =0, devido a simetria, e b, =149.73cm,

lembrando-se que, como no primeiro exemplo, o carregamento axial
uniformemente distribuido ao longo da altura é suposto alinhado segundo o
centro de gravidade da sec¢&o da planta. Os outros dados do edificio em aprego
sao:
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B =R, =py=1.0
a, =02
6, =49.801x10° - %, =254 —>s>>74 —>1a, =0.07
a, =0.03
a, =04
6, =6.9386x10° - L, =9.48 >5=20.8 >4 a, =013
a, =0.062
a, =0.28
o, =14.288x10° > A, =13.6 >s=38 —><a, =0.09
a, =0.05
A, =0.4446x107"
A,, =0.2025x107"
A, =0.00152x107"

A, =00
A, =-0.0262x107"
A,,=0.0

Com os dados do edificio em questao, verifica-se pois:
N - 7.837( 20.8

3600 0.2025x107"°
uma vez que, embora A, =0.4446x10""" > A, =0.2025x10™", o majorador s
supera em mais de 3 vezes o valor 20.8 correspondente ao A,,; sem contar que
A, é algo como mil vezes menor que A,,. A titulo de registro A, =0, A,, =0 e

j =6.211x10°kN

A,;—0.0262x107", confirmando-se que os termos fora da diagonal sdo mesmo

menores que os da diagonal. A simulagéo pelo Ansys em pregando nas vigas e
pilares o elemento Beam 188, e nas lajes o elemento 181, num total de 43380
elementos, resultou em 8.01x10°kN
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CAPITULO VII
ASSOCIAGAO TRIDIMENSIONAL DE PAINEIS: VIBRAGAO LIVRE

7.1- Associacao Tridimensional de Paredes

A Figura 7.1 esquematiza em planta uma associagao tridimensional de
paredes, bem como indica a posigdo do centro de massa, dado pelas
coordenadas a_ e b_ . Assim, o movimento experimentado no centro de massa,

suposto n&o variar sua posigao ao longo da altura, decorrente do movimento do
conjunto se expressa:
u, (z)=U(z)-W(z)b,,
v.(2)=V(z)+ W(z)a,, (7.1)
w,_(z2)=W(z)
onde u_(z) e v_(z) sao os deslocamentos do centro de massa segundo as
diregbes OX e OY, e arotagcdo w, (z)é idéntica a do conjunto W(z).

Figura 7.1

Adotando-se o sistema de referéncia segundo os eixos centrais do
conjunto de paredes, e tendo-se em conta que a resultante das forgas de inércia
atua segundo o centro de massa, o equilibrio dinamico ganha a seguinte
redacgao:

I0 01(0@)" mii_(z) 0
-0 Jz 0 RV(), - mv_(z) =.0 (7.2)
0 0 J_|[|W(2) —mu, (z)b, +mv,_(z)a, +J w_| |0

cC
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onde m € a massa do edificio por unidade de altura, bem como J,, o momento

de inercia também por unidade de altura. Supondo-se massa uniformemente
distribuida no andar tem-se:

I =j%(xfn +yfn)dS:§(Iym +1,.) (7.3)
N

sendo S a area do andar, x_ e y, coordenadas segundo o sistema de

m
referéncia com origem no centro de massa, bem como I, e I, os momentos
de inércia da secdo correspondente ao andar

Tendo-se em conta o expresso em (7.1), o equilibrio dindmico (7.2) passa
a ser expresso por:

0 071[0@)" 10 b U@ | (o
-0 Jz 0 [<V(); -m 0 1 a_ V(z) 1=10} (7.4)
0 0 J.||W( -b, @, a.+bl+l /m||Ww 0

(z)m

cuja equacao de frequéncias correspondente, como ja discutido no Capitulo IV
(vide (4.6)), se escreve:

I.0 01(0@)" 10 b, Uz) [0
-0 Jz 0 V() +me’| 0 1 a V(z) t=10}+ (7.5)
0 0 J_|[|W(2 ~b, @, a +bl+J /m||W(z)| |0
mais ainda:
2 0 —b,
* v Jaa JEJW *
1 0 0]|U'(2) | - U'(z)| (o
* a *
-0 1 0OJV(2)} +me’| 0 — ﬁ Vi(z) =140
00 1||W(2) bb Bb~ee W(z)| |0
™ — w2, =2
-b, a, b +a +J, /m
N Jeo
(7.6)
em razao da transformacgéo:
U2) |Ya O 0 (U2
Vo b= 0 iz 0 [{V® (7.7)

W(z) 0 o i | W@

mediante pré-e-pds multiplicagdo matricial.
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O desacoplamento de (7.6) € alcancado mediante a decomposigdo de
Jordam, como ja discutido no Capitulo VI, resultando na seguinte equacgéao
caracteristica:

o’+a'c’+bo+c =0 (7.8)
onde:

n2 | =2
. _(1 1 bp+ap+Jm/mJ

—t—
J.J J

aa bb cc

— — 2 — 2
po L1 +b§+5§+Jm/m+b§+§§+Jm/m_ a [ b,
J_J | - J-J_

aa * bb aav cc bb* ccC
1 1 a+J,/m b +J,/m
— -+t +
ol Tl Joe

aa® cc bb* cc

2 — —
. a 1 b, | bl+a’+] /m ] /m
C =| —— | —+| == | —— —_m
Wide ) Ta (Wale ) I Jadwdee Jadwdee
resultando numa nova verséo para a equagao de equilibrio dindmico, ou seja:
VI

1 0 0](U,(2) o, 0 0](Uy,2)) [0
-0 1 0iV,()} +mo’| 0 o, 0 [{V,(z) =40 (7.10)
0 0 1||W,(2) 0 0 o,||W,(2) 0
por for¢ca da nova transformacao de variaveis (vide (6.15):
U'(2) ) (e (¢ U,(z)
Vi(z)t=|{m{ {m; <m V,(z) (7.11)
W (z) nj |n n W, (z)

1 2 3
onde os vetores que formam as colunas da matriz em questdo sido os
autovetores da matriz ainda acoplando o sistema em (7.6). As equacgbes
desacopladas (7.10) sédo do tipo:

—-¢" +o,mw’p, =0 (7.12)
resultando-se nas frequéncias naturais:

0y = 3:116\/@
03 = 6;30\/@
; ;(2i2_1n]2$\/m_>j>3

a exemplo do expresso em (4.14).

(7.13)
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7.2- Primeiro Exemplo de Aplicagao

Considere-se novamente o edificio discutido no item 5.4, supondo-se
agora uma massa distribuida de uma tonelada (massa) por metro quadrado de
piso, Ou seja:

(1t/m*)x75m’

m= =25t/ m =25000kg/ m
3m

2 3 3
3, =m0 o OXS L 0xsx1,676% + 252 4 5x5%3.33 | |=381.9tm
3m 12 12

=3.819x10°kgm
e a equacgao de equilibrio (7.6) ganha nesse caso a redagao:

10 ol[u@)" 1111 0 —47011(U' (2] (0
-0 1 OdV(2)} +89x10™w*| 0 1976 1.453 {V'(2) =40
0 0 1||W(2) —4.701 1.453 5797 |[|[W'(z)| |0

bem como as raizes decorrentes de (7.8):
o, =13.53x107"'"N"'m™'

6, =3.953x10"'N"'m""
6, =1.106x10°N"'m™
resultando-se nas frequéncias naturais correspondentes arroladas na Tabela 7.1

Tabela 7.1
Frequéncia Hz 1°modo 2°modo 3°modo
f, =0, /2n 0.0843 0.5291 1.479
f,=0,/2n 0.1560 0.9804 2.732
f,=0,/2n 0.2950 1.8450 5.181

7.3- Associacao Tridimensional de Pérticos com Colunas Deformaveis
Axialmente

A equacao de equilibrio dinAmico da associacéao tridimensional de porticos
com colunas indeformaveis axialmente tem a seguinte redagdo no sistema de
referéncia central do conjunto de paredes:

I. 0 0]1(0@)" [S; S. S.1[0@)"
-0 Jp 0 V(@ +|S; Sy Si |f V(@) +
0 0 J_||W( See Si. Se || W(2)

- 1 (7.14)
1 0 B U(z) U(z) 0
ml 0 1 KS— V)b =iV ! =10
—bp a, b + a + J /m W(Z) W(Z) 0
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resultando-se na equagao de frequéncias:

1 0 0]{Uy(2))"
-0 1 0 V,(2)} +
00 1||W,(2)
6, 0 0](Uy2))"
+0 o, 0[3V,(2); + (7.15)
10 0 o (W@

1

Ay A, Ay S U,(2) U,(2) 0

—mo’ | A, A, Ay || 29 Va(2) -1 Va(2) =40
Ap Ay Ay ’ W,(z) W,(2) 0

onde o, sdo obtidos como em (5.18) e:

N gz bfl | mf 5 A, nl(a§+b§+Jm/m)
\l aa cc \/JbbJﬁ Jﬁ
2,2 2
A, —£—2 b,/,n, +m_§+2a m,n, +n2(ap+bp+Jm/m)
Jaa J e I Vgl J.
AL 62 b€3 3 m3+2apm3n3 +n§(a§+b§+Jm/m)
\/ aa CC \/J%Jﬁ Jﬁ (7 16)
A = 0.0, _bp(f n, +/ nz) Lmym, a (m,n, +mn,) +n1n2(a§ +b§ +J_/m) :
. Jﬁ \/Jancc J@ \/J chc Jﬁ
A = 0.0, _bp(€ n, +/n,) Lmym, a (m,n; +mn;) +n1n3(a§ +b§ +J,./m)
° Jﬁ \/Jancc JFb \/J chc Jﬁ
2 2
A, = 0,0, _bp(€ n, +/,n,) N m,m, . ap(m3n2 +m,n;) +n3n2(ap +bp +J_/m)

Jaa Wl I Weds Jee

como ja exposto em (6.26), sendo /. m, e n, as componentes dos autovetores

expressos em (5.21). Consideragdes similares as levadas a efeito no final do
item 6.3 do Capitulo anterior, a equacéo (7.15) passa a ter a redagéo:
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1 0 0](U,(2)"
-0 1 Oy Vy(2)} +

00 1]|[W,(2)],

o, 0 0](U,@)"
+0 o, 0[V,(2)b + (7.17)
0 0 o (W@,

Ay 0 0 _ | Uy(2) U,(2) ! 0
“me?| 0 A, 0 I_z—f V,(2) b =1 V,(2) ¢+ |=10
0 0 Ay ’ W,(2) W,(2) 0

cujas equacgdes desacopladas sao do tipo:

—«pYI(z)+csi<p§V<z>—mm2Aﬁ[g—fcpi(@—cp?(z)}:o (7.18)
0
cujos autovalores correspondem aos periodos naturais expressos por:
_ 2
T, =aH mA., (7.19)
com os parametros a, arrolados na Tabela 3.1 do Capitulo Ill para valores dos
parametros:

(7.20)

a exemplo do exposto em (6.31).

7.4- Segundo Exemplo de Aplicagao

Considere-se novamente o edificio cuja planta exibe-se na Figura 5.6,
que, no sistema de referéncia original (eixos centrais do conjunto de paredes),
tem centro de massa na posi¢do a_ =0, devido a simetria, e b_ =1.5m . Assim,

o equilibrio dinamico naquele sistema de referéncia fica:

226 0 0 a)" 1.116 0 —82.248 (u)"
“10°| 0 4939 0 TLo410°] 0 03427 0 v
0 0 2023x10° | |w 82248 0 29,758x10* | |w
1T
10 -15 Uz | |U@ 0
—25x10°] 0 1 0 |2.62x10%! V() l-IV(@)t |=0
-1.5 0 17.526 W(Z) W(Z) 0

resultando na (7.15) com os seguintes dados:
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B =R, =py=1.0
a, =02
6, =49.801x107> > A, =254 —>s>>74—>1a, =0.07
a, =0.03
a, =04
a,=013
a, =0.062
a, =0.28
o, =14.288x107 -, =13.6 >s=38 —>{a, =0.09
a, =0.05

6, =6.9386x102 —> %, =9.48 5 =20.8 —>

A, =0.444x10"
A,, =0.2025x107°
A, =0.0264x10”

A,=0
A, =-0.0235x10"°
A,=0

Com esses dados, e tendo-se em conta que a massa por unidade de
altura vale m=25/300, os resultados dos periodos naturais estdo arrolados na
Tabela 7.2:

Tabela 7.2
o, A A, 1° Modo | 2° Modo | 3° Modo
N N'm seg. seg. seg.
49.8x1072 254 0.444x107° 1.63 0.571 0.244
6.94x1072 9.48 0.2025x107° 2.21 0.716 0.342
14.3x107 13.6 2.64x107° 0.557 0.179 0.0994

Valendo-se registrar que, na estrutura real, esses periodos sao
associados a movimentos acoplados como indicado em (6.21).

A titulo de comparacao, a tabela 7.3 exibe os seis primeiros periodos
naturais em segundos obtidos pela técnica do meio continuo e pela simulagéo
feita com o Ansys empregando-se o elemento de vigas e pilares Beam 188 e
para as lajes o elemento 181, perfazendo-se algo como 3x10° graus de liberdade.
Como pode ser verificado, os resultados acham-se dentro de uma gama de
valores proximos.

Tabela 7.3
1° modo | 2° modo | 3° modo | 4° modo | 5° modo | 6° modo
Tec. Cont. 2.21 1.63 0.716 0.571 0.557 0.342
Ansys 2.04 2.02 1.93 0.645 0.624 0,616
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CAPITULO VIII
TEMAS COMPLEMENTARES

8.1- Associacao de Paredes por Lintéis

A Figura 8.1 ilustra o caso de duas paredes ligas por lintéis onde indicam-
se as principais caracteristicas geométricas, bem como a configuragao genérica
da deformada do conjunto, valendo as seguint4s relagdes:

f=f,+f, +1, (8.1)

onde f, vem a ser a distancia entre as se¢des transversais tendo-se em conta a
deformag&o axial das colunas, f, e f, sdo as deformagdes nas colunas por efeito
da forga normal. A movimentagao do conjunto implica em:

£ =2 4@
dz

U N A B B Y
fz +f3 :E—(S—-FS—JJ.O NdZ

p 1 2

(8.2)

du(z)
dz
deformacéo axial das paredes, onde E € o modulo de elasticidade das paredes,

onde vem a ser a inclinagdo do conjunto, bem como a consideragéo da

e S, e S, as areas da secao transversal das paredes, e N a forga normal atuante

nas paredes. Por outro lado, o momento fletor no lintel, em decorréncia da Teoria
Técnica da Flexao, vale:

— 6E/I(

M =
" (2a)? ?

(8.3)

onde E, e I, sdo, respectivamente, o moédulo de elasticidade e o momento de
inércia dos lintéis, e, portanto:

B 2a’
> 3E,|,

v, (8.4)

visto que a cortante no lintel vale V, =M, /a.

Tendo-se em conta (8.4), (8.1) e a primeira de (8.2), a seguinte relagéo
pode ser obtida:

3
el 2 L[ 1 [ Ndz (8.5)
dz 3EJI, ' E,S, 8, )%

e, por derivagao:
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2Cd3u(z)_ 2a’ d?\q+ A, dN (8.6)
dz'  3EJ], d&z¥ E, S, S,)dz '
ou ainda:
2Cd3u(z)_ 22 &V, 1 1.1y, (8.7)
dz’  3E]I, dz’ E,(S, S,)h '

onde h é o pé-direito do andar, visto que o equilibrio axial ilustrado na Figura 8.2
implica em:
iN__V, (8.8)
dz h
assumindo-se, pois, a distribuicdo continua dos esforgos (hipotese basica da
Técnica do Meio Continuo), ou seja, assumindo-se que a forga cortante do lintel
seja substituida por uma forga axial distribuida equivalente.

Figura 8.1

O equilibrio de momentos nas paredes implica em:

aM, :—V1+&(a+b1)
d‘f\i 1\1/ (8.9)
d22 ==V, +f(a+b1)

onde M, e M, sdo os momentos fletores nas paredes, resultando-se no
equilibrio do conjunto:

3
E (1, +1,) 4@ :—V+2%

p

(8.10)
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ja tendo-se em conta a relagdo momento-curvatura, onde V=V, +V, vem a ser
a forca cortante no conjunto.

N+dN

—yéVl +dV;
|

q Ang
I —pdz-— 4z

L a+b,

Figura 8.2

O expresso em (8.10) permite uma nova redacao para (8.7), ou seja:

V=0 (8.11)

 du(@) _(6&1(/ L 3K K ]d3u(z) L8V 3K,

dz’ a’h a3hEpS dz’ dz> a’hE.S
onde
K=E (E,+E
p( 1 2)5 (8.12)
K,=E],
ou ainda:
5 2 3 2 2
Kd u(sz)_6K;/c 1+£ du(sz)+d\2/_6K2€c V=0 (8.13)
dz a’h o) dz dz® ha’kK,
onde:
K, =2E Sc’ (8.14)
e, finalmente:
d’u(z) ,du(z) d°V s,
K -s + -—LVvV=0 8.15
dz’ is dz’ dz> K, ( )
onde:
6K ¢’
S¢ = e
a (8.16)
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que consiste na derivagdo de (2.32); lembrando-se que, nesse caso, a
consideracgédo de flexdo global da coluna n&o tem corregdo (R, =1); em outras

palavras, a solugéo de (8.13), considerando-se carga uniformemente distribuida
horizontal q, € a mesma ja expressa em (2.36) mediante uma nova expressao

para o parametro s; .

8.2- Efeito das Variagoes de Temperatura

As variagbes de temperatura provocam alongamentos diferentes nos
elementos expostos e ndo expostos da estrutura de edificio e, por conseguinte,
distor¢gdes nos quadros divisérios, bem como esforgcos adicionais nos diversos
elementos da estrutura. Como bem chama a atengédo Weidlinger (P. Weidlinger,
Temperature Stresses in tall Reinforced Concrete Buildings, Civil Engineering,
ASCE, 1963) tais distorgdes podem provocar fissuras nos quadros divisorios,
podendo os esforgos adquirirem magnitudes ndo despreziveis. Além disso,
sabidamente as variacbes de temperatura provocam efeitos consideraveis
apenas nos elementos mais externos da estrutura como ilustrado na Figura
8.3a).

_ id(Z) M
fd(2) T"

Coluna @\ Coluna @\
(interna) - L
A | ___Coluna (1) ____Coluna (D
N (exposta)
—— i e I
L
4|' b) Forgas verticais concentradas
a) Trecho externo de um no nivel dos andares

portico de edificio

Figura 8.3

A Figura 8.3b) exibe a indicagao das forgas introduzidas pelas vigas nas
colunas, as quais, assumindo-se regime linear, se expressam por:

V(z) =kd(z) (8.17)

sendo V(z) a forca em questdo, k a constante de proporcionalidade e d(z) o
deslocamento relativo entre as colunas, ou ainda, como apresentado pelo autor
em seu artigo “Efeito das Variagbes de Temperatura em Estruturas de Edificios
Altos” (Revista Brasileira de Tecnologia, V 9, Ns 1 e 2, Mar¢o/Junho/1978):
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V(z) k

v(z) = h

—d(2) (8.18)

onde v(z) é a forga distribuida correspondente, assumindo-se, como proprio da

técnica do meio continuo, que tal forga venha a ser continuamente distribuidas,
como ilustrado na Figura 8.4a).

|
| f

l\V/T Aﬁl'i\“dN
l\AT $ dz i\v
| ﬁTN

‘l Coluna @\T b) Elemento diferencial
i} l/ Coluna @ T da Coluna @
i A,

| L

|

a) Forgas verticais distribuidas

Figura 8.4

O equilibrio axial da coluna ganha, como indicado na Figura 8.4b), a
seguinte redagao:
dN(z)  k
dz

d( )=0 (8.19)
e, por outro lado, o deslocamento relativo se expressa:

d(z) = zoAT — j N(Z) j;%z)dz (8.20)

onde o é o coeficiente de dilatagdo térmica do material, AT a diferenca de
temperatura considerada E o modulo de elasticidade do material e S, e S, a

area da secao transversal das colunas 1 e 2, respectivamente. Assim, por
derivacgao, o equilibrio expresso em (8.17) ganha uma nova redagéao, ou seja:

dZNgz) k( AT S+SZN( )J ©.21)
dz h ES;S,

consistindo-se numa equacao diferencial com as condi¢des de contorno:

dN@z=0) _,,
dz (8.22)
N(z=H)=0
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sendo a primeira de (8.22) decorrente do expresso em (8.20), visto que na base
o deslocamento relativo é nulo, e a segunda do fato de ser nula a for¢a normal
no topo.

A integracao de (8.19) se expressa:
N(z)=N, +A(e"” +¢™) (8.21)

onde:

(8.22)

restando-se agora avaliar a constante de proporcionalidade nos termos de
(8.17).

Para tanto, considere-se a configuragdo de deformagdo de um quadro
exibida na Figura A3a) para um deslocamento vertical relativo entre as colunas.
Assumindo-se que os pontos de inflexdo das colunas e vigas situam-se no meio
do vao, e com a notagéo para os momentos fletores indicados na Figura A3b),
tem-se:

M N6 ¢ N6 d

\/\) M“(l/'\ e

Mg

b) Momentos atuantes
nosnosced

a) Deformada de um andar

Figura 8.5
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Mca = 6Ekclel
M., = 6Ek,,0, (8.23)

M., =Fk, (6%—461 —292)

onde:
k,=J,/h
k,=J,/h (8.24)
k,=J, /L

onde J, e J_, sdo respectivamente os momentos de inércia da segdo transversal
das colunas 1e 2, J, o momento de inércia da viga, e 0, e 6, a rotagdo dos nos

da coluna 1 e 2, respectivamente. Os momentos atuantes no né da coluna 2 sao
similares ao expresso em (8.23). O equilibrio de momentos nos nés c e d
fornecem:

(12Ek,, +4Ek, )6, +2Ek 0, = OEk, d(z)
6ELk (8.25)
(12Ek,, +4Ek, )6, +2Ek 0, = 3 *d(z)
resultando-se:
k,(3k_, +3k, +k
k= 12EK. [ it — ) (8.26)
L, 12k k., +k? +4k, (k, +k,,)
tendo-se em vista que:
V= M IMdC (8.27)

tendo-se em vista (8.15).
8.3- Exemplo de Aplicagao

Considere-se o caso de um poértico de edificio de 10 andares no qual as
colunas tém secdo de 0.12mx0.30m, e vigas com segédo de 0.12mx040m, o
coeficiente de dilatagdo térmica do concreto a=10"°C"' e modulo de
elasticidade E =2800kN/cm’. Assumindo-se variagdo de temperatura
AT =20°C, algo indicado para climas tropicais, tem-se:

C =82.6x10"kN /cm?

oAT =2x107* (8.28)
545 5 94x10 kN
ES,S,

resultando-se:
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N, =251.9kN
B=2.56x10"cm™
A =-96.2kN (8.29)

N(2)=251,9-96.2(eX"" 4 e )

v(z) = d(LZ) —0.75%x107 (62.56x104‘ 4o 2S6n107 )

cujo diagrama de normal acha-se representado na Figura 8.6 em comparagao
com resultados encontrados pelo método discreto da IBM (stress).

10°
Processo discreto
/ (stress)
L. . SO !
Técnica do meio [
continuo !
5° U
- A
L 1
:'"I
|
I"I
|
0° :
3,0 6,0

For¢a normal nas colunas em toneladas

Figura 8.6
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