


JUAN LOPEZ LINARES

Areas: teoria, construcoes e problemas

DOI: 10.11606 /9786587023403

Pirassununga - SP
FACULDADE DE ZOOTECNIA E ENGENHARIA DE ALIMENTOS (FZEA)
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO (USP)
2024



UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Reitor: Prof. Dr. Carlos Gilberto Carlotti Junior
Vice-Reitora: Profa. Dra. Maria Arminda do Nascimento Arruda

FACULDADE DE ZOOTECNIA E ENGENHARIA DE ALIMENTOS
Avenida Duque de Caxias Norte, 225 - Pirassununga, SP
CEP 13.635-900

http://www.fzea.usp.br

Diretor: Prof. Dr. Carlos Eduardo Ambrésio

Vice-Diretor: Prof. Dr. Carlos Augusto Fernandes de Oliveira

Dados Internacionais de Catalogagéo na Publicagao

Servigo de Biblioteca e Informacéo da Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos da
Universidade de S&o Paulo

Lépez Linares, Juan

L864a Areas : teoria, construcdes e problemas / Juan Lépez
Linares. —-- Pirassununga : Faculdade de Zootecnia e
Engenharia de Alimentos da Universidade de S&o Paulo,
2024.

93 p.

ISBN 978-65-87023-40-3 (e-book)
DOI: 10.11606/9786587023403

1. Geometria. 2. Olimpiadas. 3. GeoGebra.
4. Ensino fundamental. 5. Ensino médio. 6. Formacdo de
professores. I. Titulo.

Ficha catalografica elaborada por Girlei Aparecido de Lima, CRB-8/7113

Esta obra é de acesso aberto. E permitida a reprodugao parcial ou total desta obra, desde que citada a fonte
e a autoria e respeitando a Licenga Creative Commons indicada.




Dedico este livro a minha familia.



AGRADECIMENTOS
Agradego aos Professores e Estudantes do curso de Geometria Olimpica com GeoGebra
que motivaram a escrita deste livro eletronico.

Agradeco a minha familia pelo incentivo e compreensao.



AUTOR
Prof. Associado JUAN LOPEZ LINARES: https://orcid.org/0000-0002-8059-0631.

Quando adolescente participava como estudante de um grupo de treinamento para olim-
piadas de Fisica. Embora tivesse sucessos nas competicoes desta disciplina, nas olimpiadas de
Matematica nao tinha resultados espetaculares. Sempre sentiu falta de um grupo de treina-
mento em Matematica. Essa experiéncia extracurricular determinou seu futuro profissional e
motivou sua linha de trabalho hoje.

Professor Associado do Departamento de Ciéncias Bésicas (ZAB) da Faculdade de Zoo-
tecnia e Engenharia de Alimentos (FZEA) da Universidade de Sao Paulo (USP). Ministra as
disciplinas de Calculo IT e TV para estudantes de engenharias e os cursos de “Treinamento Olim-
pico em Matemética para estudantes do Ensino Fundamental e Médio” e “Geometria Olimpica
com GeoGebra” para professores e estudantes de alto rendimento.

Na érea de Ensino de Matematica Olimpica, publicou 20 artigos, 18 livros eletronicos
(e-book), um capitulo de livro, uma dissertagdo de mestrado e uma tese de livre docéncia.
Textos completos e gratuitos podem ser encontrados aqui. Também disponibilizou mais de 750
video aulas. Adicionalmente, no site do GeoGebra estao disponiveis mais de 1000 construcoes
geomeétricas interativas.

Graduacao e Mestrado em Fisica na Universidade da Havana, Cuba, em 1994 e 1996,
respetivamente. Curso de Diploma da Matéria Condensada no Centro Internacional de Fisica
Teoérica Abdus Salam, em Trieste, na Italia em 1997-1998. Estagio no Instituto de Espectros-
copia Molecular (CNR), Bolonha, Italia em 1998-1999. Doutor em Fisica pela Universidade
Federal de Sao Carlos (UFSCar) em 1999-2001. Pos-doutorado de 4 anos (2002-2005) na Uni-
versidade Estadual de Campinas (Unicamp). Mestre Profissional em Matematica em Rede
Nacional (ProFMat) pela UFSCar em 2019 e Livre Docente na area de Ensino de Matemaética
Olimpica na FZEA USP em 2022.


https://orcid.org/0000-0002-8059-0631
https://www.researchgate.net/profile/Juan-Lopez-127/research
https://www.geogebra.org/u/jlopezlbr

Titulo

Areas: teoria, construcoes e problemas

Prefacio
O calculo de areas é fundamental em diversas areas da matematica, ciéncia,
engenharia, arquitetura, geografia e muitas outras disciplinas. Além da
Introducgao a discussao é organizada em trés capitulos: Fundamentos para
calculos de areas; Construcoes, exercicios e desafios; Problemas de olimpiadas
internacionais. O texto conta com 54 figuras que facilitam o acompanhamento
das resolucoes. Todas tém como complemento links para os graficos interativos
no site do GeoGebra e, varios, a resolucao em video do YouTube. O diferencial
na utilizacao do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do software,
tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construcoes
geométricas podem ser feitas de forma dindmica, onde exploram-se diversas
configuracoes de um mesmo problema. O GeoGebra serve tanto como
calculadora grafica e numérica, utilizada para a verificacao, como ferramenta
para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstragao rigorosa. O GeoGebra
também convida o leitor a interagir, a por as mao na massa. Fste material
didatico foi utilizado durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica
com GeoGebra” para professores de Matemaética do Ensino Fundamental e
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Qual a importancia do calculo de areas?

O célculo de areas é fundamental em diversas dreas da matematica, ciéncia, engenharia,
arquitetura, geografia e muitas outras disciplinas. Aqui estdo algumas razoes pelas quais o
calculo de areas é importante.

Em arquitetura e engenharia civil, o calculo de 4reas é essencial para o projeto de edificios,
estradas e outras estruturas. Ajuda a determinar o espaco necessario e a eficiéncia do layout.
Na agricultura, o célculo de areas ¢ usado para planejar plantacoes, determinar a quantidade
de fertilizantes e pesticidas necessérios e otimizar a producao.

No mapeamento e na cartografia, calcular areas é vital para determinar tamanhos de
terras, distancias e para representar areas geograficas de maneira precisa. Em disciplinas como
a ecologia, a biologia e a geologia, o cdlculo de areas é utilizado para estudar habitats, mapear
ecossistemas e determinar a distribuicao de espécies.

Em financas imobiliarias, por exemplo, o cédlculo de areas é crucial para avaliar propri-
edades e determinar o valor do espago fisico. No campo dos estudos ambientais, o célculo de
areas ¢ usado para avaliar o impacto de atividades humanas no meio ambiente e para planejar
a conservacao de areas naturais.

Em computagao grafica e design, o calculo de areas é utilizado para criar imagens digitais,
modelagem 3D e em varias aplicacoes relacionadas. Em logistica e planejamento urbano, calcu-
lar areas é crucial para otimizar o uso do espaco em cidades, estradas e sistemas de transporte.

Em diversas areas da pesquisa cientifica, o célculo de areas é utilizado para andlise es-
tatistica, modelagem e interpretacao de dados experimentais. Em resumo, o calculo de areas
desempenha um papel crucial em vérias disciplinas, contribuindo para o planejamento eficiente,

a compreensao do ambiente fisico e o avanco do conhecimento.
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1.2 Organizacao e trabalhos anteriores

O livro faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de estudante e professo-
res com problemas de Olimpiadas de Matematicas. Em particular, este material didatico foi
utilizado durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra” para pro-
fessores de Matemaética do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O mesmo aconteceu
na modalidade de Ensino a Distancia (EaD) pela plataforma Moodle de cursos de Extensao da
USP.

Além da Introducao a discussdo é organizada em trés capitulos: Fundamentos para cal-
culos de areas; Construcoes, exercicios e desafios; Problemas de olimpiadas internacionais. O
texto conta com 54 figuras que facilitam o acompanhamento das resolucdes. Como comple-
mento, links para os graficos interativos sao disponibilizados em paginas do GeoGebra. Varios
problemas contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do YouTube.

O diferencial na utilizacdo do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do soft-
ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construgoes geométricas
podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuragoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a ve-
rificagao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.

Com uma boa organizacao e programacao adequada discutir problemas na tela do Ge-
oGebra permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. En contra partida, na
versao impressa tradicional o aprendente precisa ficar alternando entre paginas para acompa-
nhar uma resolugao. O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto
é, pode movimentar pontos da construcao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos
mais obstinados é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes.

Adicionalmente, a versao online do GeoGebra funciona como uma rede social de aprendi-
zado e colaboracao. Os profissionais e alunos podem disponibilizar e buscar construcoes, baixar
e modificar ou alterar e salvar no préoprio site. Em resumo, é um local que fornece materiais e
meios alternativos para a troca de conhecimento relacionado ao ensino de Matematica.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento, curso de
Geometria, Nivel 2, do Prof. Bruno Holanda |3]|, do Prof. Rodrigo Pinheiro [43] e do Prof.
Cicero Thiago [17]. Também serviram como referéncia os livros de Geometria [11], Geometria
Analitica [1] e Matemaética Discreta [10] adotados pelo Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional (PROFMAT). Onze livros eletronicos gratuitos com as notas de aulas do curso
Geometria Olimpica com GeoGebra estao disponiveis em [26], [27], [28], [37], [35], [21], [22],
[5], [14], [24] e [25]. Também foram publicados quatro livros eletronicos dedicados a resolugao
de problemas de olimpiadas internacionais de Matematica para o Ensino Médio: [34], [17], [18]
e [19]. Outros trabalhos da area de Matematica sao [23], [8], [9], [10], [39], [30], [31], [4], [32],
[15], [16], [12], [29], [44], [33], [45], |36], [38], |20], |46], [6], [24], [11] e [13].
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Capitulo 2

Fundamentos para calculos de areas

2.1 Foérmula tradicional para a area de triangulo

Utiliza-se a notagao [A; A, - -+ A,] para denotar a area de um poligono de n lados.

Proposicao 1. Seja o AABC de lados BC = a, CA=0be AB = c e alturas hg, hy € h.. Entdao

vale: . . .
[AABC] = 5(1 : ha = éb . hb = §C : hc- (211)

Figura 2.1: Férmula tradicional para o célculo de area de triangulo. Versao interativa aqui.

A E F

Fonte: O autor.

Demonstra¢ao. Seja o ponto D pé da altura do vértice A. Serdo considerados dois casos: i) O
ponto D esta no interior do segmento BC' (esquerda da Figura 2.1) e ii) O ponto D esta no
exterior do segmento BC' (direita da Figura 2.1).
i) O ponto D esta no interior do segmento BC' (esquerda da Figura 2.1). Neste caso vale
que:
IAABC] = %[BDAE] - %[DCFA],


https://www.geogebra.org/m/xutceqty
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(AABC] = %BD g — %(a _BD)-h,,

1
[AABC] = 3% ha.
ii) O ponto D esta no exterior do segmento BC' (direita da Figura 2.1). Suponha-se, sem

perda de generalidade, que D esteja a esquerda do ponto B. Neste caso vale que:

IAABC] = [ADCF] — %[ADBE} _ %[ADOF],
IAABC) = (DB + a)h, — %DB g — %(a 4+ DB) - h,,
1
[AABO] = Sa-h,.

Analogamente demonstra-se a formula utilizando outro par de lado e altura correspon-
dente. 0

A equacao (2.1.1) também implica uma correlagao entre lados e alturas de um AABC,

pois pode ser escrita como:
a-hy="5b-hy=c-h,. (2.1.2)

Corolario 2. Sejam r e s retas paralelas e A e B pontos distintos sobre a reta v e C e D

pontos distintos sobre a reta s. Entao,

[AABC] = [AABD].
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Figura 2.2: Triangulos de igual area entre retas paralelas. Versao interativa aqui.

A B

Fonte: O autor.

Demonstracao. Como os dois tridngulos tém a mesma medida da base e altura, pela Proposi-

¢ao 1, as areas sao iguais:
AB-h

2

2.2 Area com dois lados e o angulo que eles determinam

Proposicao 3. Seja 0o AABC de lados BC =a, CA=be AB=ce/A=a, /B=0c¢
ZC =~. Entao vale:

[AABC| = %c ~a- sen(f) = %a -b-sen(y) = %b -c- sen(a). (2.2.1)
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Figura 2.3: Area de um triangulo com dois lados e o angulo que eles determinam. Versdo
interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstragao. Seja o ponto D pé da altura do vértice A. Serdo considerados dois casos: i) O
ponto D estd no interior do segmento BC' (esquerda da Figura 2.3) e ii) O ponto D esta no
exterior do segmento BC' (direita da Figura 2.3).

i) O ponto D esta no interior do segmento BC' (esquerda da Figura 2.3). No AADB vale

que:
h, = ¢ - sen(p).

Pela Proposicao 1 tem-se:
1
[AABC] = 3% ha.

Segue que:
1
[AABC| = g4 ¢ sen(f).

ii) O ponto D esta no exterior do segmento BC' (direita da Figura 2.3). Suponha-se, sem

perda de generalidade, que D esteja a esquerda do ponto B. No AADB vale que:
he = ¢ - sen(180° — ) = ¢ - sen(f).

Pela Proposicao 1 tem-se:
1
[AABO] == §CL . ha

Segue que:

(AABC] = %a ¢ sen(f).

LOPEZ LINARES, J. Areas: teoria, construcdes e problemas Portal de Livros Abertos
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Analogamente demonstra-se a formula utilizando os outros pares de lados e angulos cor-

respondentes. L

A equagao (2.2.1) também pode ser vista como um invariante, quando escrita como:

c-a-sen(f)=a-b-sen(y) =b-c- sen(«). (2.2.2)

2.3 Fo6rmula de Heron

Heron de Alexandria foi um importante gedmetra e pesquisador em mecanica que inventou
muitas maquinas, incluindo uma turbina a vapor. Seu trabalho matematico mais conhecido
é a formula para a area de um tridngulo em termos dos comprimentos de seus lados. Nasceu

aproximadamente no ano 10 d.C. e morreu no ano 75 d.C. [12].

Proposicao 4. Seja 0 AABC de lados BC' = a, CA =0b e AB = ¢ e p o semiperimetro.

Entao vale que:

[AABC) = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢).

Figura 2.4: Area de um triangulo utilizando a formula de Heron. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.
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Demonstracao. Sejam o ponto D e o segmento BD = m as projecoes ortogonais do ponto A
e do lado AB sobre BC, respectivamente (Figura 2.4). Aplicando o Teorema de Pitagoras nos
AADB e AADC encontra-se:

h? = —m?, (2.3.1)

h* = b* — (a —m)>. (2.3.2)
Igualando as equagoes (2.3.1) e (2.3.2) pode ser colocado m em evidéncia:

A —m?*=0b— (a —m)?,

cQ—M:bQ—a2+2am—ﬁf{
a2+ ¢ — b2
2a '
A equacao (2.3.3) & substituida em (2.3.1) e a expressao simplificada:

22 a2+ — b\’
N 2a ’

(2.3.3)

m =

4a’h? = 4a*c* — (a2 +c2 - b2)2 )

Utilizando as propriedades da diferenca de quadrados e do bindémio quadrado perfeito
encontra-se:
4a°h* = (2ac+ a® + & — b%) (2ac — a®> — & + b?)

102h? = ((a + ¢ — 1) (1 — (a— o)),
4a*h* = (a+c+b)(a+c—b)(b—a+c)(b+a—c). (2.3.4)
Cada um dos paréntesis no lado direito de (2.3.4) pode ser escrito em fungao do semipe-
rimetro p :
4a’h* =2p-2(p—b)-2(p—a)-2(p—c),

a’h?
4

[AABC] = /p(p — a)(p — b)(p — ¢).

=pp—"b)(p—a)(p—o),
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2.4 Area de um triangulo utilizando o incirculo

Proposigao 5. Seja o AABC de lados BC = a, CA=0be AB = c er o raio da circunferéncia

inscrita neste (Figura 2.5). Entdo vale que:

[AABC|=p-r.

Figura 2.5: Area de um triangulo utilizando o incirculo. Demonstracdo 1. Versdo interativa
aqui.

Fonte: O autor.

Seguem duas demonstragoes da Proposicao 5.

Demonstracao 1. Nota-se na Figura 2.5 que a area do AABC' pode ser calculada como a soma

das areas de outros trés triangulos que utilizam, como um dos seus vértices, o incentro I:

[AABC] = [ABCI] + [ACAI] + [AABI],

a-r b-r c-r
NABC| =
[ Ol=—+—5+5
[AABC] = (#) r
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[AABC|=p-r.
O]

Demonstracao 2. Na Figura 2.6 sejam D, E e F' as projecoes ortogonais do incentro I nos
lados AB, BC' e CA, respectivamente. Como AI, BI e CI sao bissetrizes, pelo critério de
congruéncia ALA, obtém-se:

ANADI = NAF1,

ABDI = ABEI,
ACEI = ACFI.

Isto permite definir AD = AF = z, BD = BE = ye CE = CF = z. Nota-se que
a=y+z,b=z+zr,c=x+yep=x+y+ 2. A éarea do AABC pode ser calculada como a

soma das areas de outros trés retangulos de altura r e comprimentos x, y e z :
[AABC|=x-r+y-r+z-r=(x+y+2)r,

[AABC|=p-r.

LOPEZ LINARES, J. Areas: teoria, construcdes e problemas Portal de Livros Abertos
da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2024. 93 p. ISBN
978-65-87023-40-3 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023403.



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS PARA CALCULOS DE AREAS 22

Figura 2.6: Area de um triangulo utilizando o incirculo. Demonstracdo 2. Versdo interativa
aqui.

[ ]

Fonte: O autor.

2.5 Raio do incirculo partindo das féormulas de area

Proposigao 6. Seja o AABC de lados BC = a, CA=0be AB = c er o raio da circunferéncia

inscrita neste. Entao vale que:

1\/(b+c—a)(c—|—a—b)(a+b—c)

7’25 a+b+c

Demonstragao. Pela Proposi¢ao (5) e Proposigao (4) vale que:

[AABC|=p-r,

[AABC] = \/p(p — a)(p — b)(p — c).

Igualando as duas equacoes anteriores encontra-se:

p-r=+/plp—a)p—"b)p—c),
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Y

p

_\/(za—a)(p—b)(p—c)

_ 1 J(b+c—a)lc+a=Db)latb—Cc)
"o \/ a+b+c

2

2.6 Raio do incirculo no tridngulo retangulo

Proposicao 7. Seja o ANABC, retingulo em A, de lados BC = a, CA=be AB=cer o

raio da circunferéncia inscrita neste (Figura 2.7). Entao vale que:

_b+c—a
— 5 )

r

Figura 2.7: Raio do incirculo no triangulo retangulo. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sejam D, E e F os pontos de tangéncia do incirculo, de centro I, com os lados

BC, CA e AB, respetivamente (Figura 2.7). Pode ser escrito que:
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BD=BF=c—r,
DC=CE=0b—r.

Como a = BD + DC entao segue:

a=c—r+b—r=b+c—2r

_b+c—a
— 5 )

r

2.7 Area de um tridngulo utilizando o ex-incirculo

A Figura 2.8 mostra um AABC e a circunferéncia k., ex-inscrita relativa ao vértice C. I,
¢ chamado ex-incentro. O raio 7. de k., com centro em I., é tangente aos lados do AABC e

chamado ex-inraio. Analogamente sao definidos I,, k, e 7, e Iy, ky e 1y.

Figura 2.8: Circunferéncia k., ex-inscrita do AABC, relativa ao vértice C. Versao interativa
aqui.

5 5

Fonte: O autor.

Proposicao 8. Seja o AABC de lados BC = a, CA=beAB = c er. o raio da circunferéncia
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ez-inscrita relativa ao vértice C' (Figura 2.9). Entdo vale:

[AABC] = rq(p —¢).

Figura 2.9: Area de um triangulo utilizando o ex-incirculo. Versao interativa aqui.

J p—a B a

Fonte: O autor.

Demonstragao. Primeiro, nota-se que [AI.AL] = [AI.AE] e [AI.BE] = [AI.BJ]. Segue que:
[ALI.JB] = 2|AAI.B] =r.-c.
Segundo, a area do AABC' pode ser escrita como:

[AABC] = [AICJ] 4 [AICL] — [ALI.J B,

[AABC) = 2“2']’ —re-c,

[AABC| =r.(p—c).
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2.8 Area de um tridngulo utilizando o circuncirculo

Proposicao 9. Seja 0o AABC de lados BC =a, CA=0be AB = c e R o raio da circunferéncia

circunscrita k (Figura 2.10). Entdo vale que:

abe
[AABC] = R

Figura 2.10: Area de um triangulo utilizando o circuncirculo. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Seja /B = 3. Sabe-se pela Proposicao 3 que:
1
[AABC| = gac sen(f). (2.8.1)

Estende-se a semirreta AO e marca-se o ponto D na interse¢ao desta com k. Por enxergar

o mesmo arco de circunferéncia vale que:

/ABC = /ADC = 8.
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Como o segmento AD ¢é diametro de k o AADC' é retangulo no vértice C. Segue que:

b
= —. 2.8.2
sen(f3) 5R (2.8.2)
Substituindo (2.8.2) em (2.8.1) encontra-se:
abc
ANABC] = —.
| ¢ 4R

2.9 Relacao entre as areas de triangulos semelhantes

Proposicao 10. Se dois tridngulos sao semelhantes com racao de semelhanca k, entao a racao

das dreas é k2.

Figura 2.11: Relacao entre as areas de triangulos semelhantes. Versao interativa aqui.

F D' E
A [ D' ®
—
B A C

Fonte: O autor.

Demonstracao. Por hipotese AABC ~ ADEF (Figura 2.11). Sejam os pontos A’ e D’ as
projecoes ortogonais dos pontos A e D sobre os lados BC' e EF, respectivamente. Suponha-se,

sem perda de generalidade, que:
BC  AA
EF DD/
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Segue que:
[AABC)  BEAY po AA

[ADEF] ~ EEDD' ™~ EF DD’

= k.

O resultado anterior vale para figuras (ndo somente triangulos) semelhantes em geral.

2.10 Areas para calcular razao de segmentos

Proposicao 11. Seja ABC um tridngulo, P um ponto no interior deste e D, E e F' 0s pontos
de intersecao das semirretas AP, BP e CP com os lados BC, CA e AB, respectivamente.
Define-se Ky = [PBC|, Kp = [PCA] e K¢ = [PAB]. Entao
1.
BD Ks CE Ky AF Kgpg
DC Ky EA Ko FB  Ki

AP_KB+KC BP_KA+KC CP_KA—I—KB
PD K, 'PE Ky ' PF K&

Figura 2.12: Areas para calcular razio de segmentos. Versdo interativa aqui.

A

Fonte: O autor.
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Demonstracao. Sejam A’ e P’ as projegoes ortogonais dos pontos A e P sobre a reta BC
(Figura 2.12).

1. Como os triangulos ABD e AC'D tém a mesma altura AA’ pode ser escrito:

BD _ [ABD)] (2101)
DC ~ [ACD] o

Analogamente, como os tridngulos PBD e PC'D tém a mesma altura PP’ tem-se:

BD  [PBD] (2.10.2)
DC — [PCD] o
Combinando as razoes em (2.10.1) e (2.10.2) encontra-se:
BD [ABD]—-[PBD] K¢
DC  [ACD]—[PCD] Kpg’
Similarmente demonstram-se as outras duas fracoes.
2. Pelo critério de semelhanca AA vale que AADA" ~ APDP’. Segue que:
AP+1_AP—|—PD_AD_AA’ (2.10.3)
pD~  PD  PD PP o

Por defini¢ao vale que [ABC| = K4 + K + K¢. Como os triangulos ABC' e PBC tém

a mesma base pode ser escrito:

AA ABC Ki+ K K, K K,
_ABCl Ko+ Kp+Ke | Kot Ko (2.10.4)
PP [PBC] Ky Ky
Substituindo (2.10.4) em (2.10.3) e simplificando encontra-se:
AP  Kp+ K¢
PD Ky
Da mesma maneira demonstram-se as outras duas fragoes.
O]

2.11 Areas determinadas pelo Baricentro

Utiliza-se a notagdo S(P) para referir-se a area do poligono P. A Figura 2.13 permite

acompanhar os detalhes da Proposicao 12.
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Proposicao 12. O Baricentro G do ANABC' determina com os vértices e pontos médios Mg,

Mpc e Mgy dos lados AB, BC e C A, respectivamente, seis tridngulos de iqual drea. Isto é,

S(AGMap) = S(BGMag) = S(BGMpe) = S(CGMpe)
S(ABC) (2.11.1)

= S(CGMca) = S(AGMea) = ==

Os tridngulos AGB, BGC e CGA tém a mesma drea. Ou seja,

S(AGB) = S(BGC) = S(CGA) = @.

Os tridngulos ACM g, BCMag, BAMpc, CAMpo, CBMacsy e ABMgoy tém a mesma
drea. Isto é,
S(ACMap) = S(BCMag) = S(BAMpc) = S(CAMpc)
S(ABC) (2.11.2)

= S(CBMca) = S(ABMca) = —

Figura 2.13: Igualdade de &reas envolvendo o Baricentro. Guia para a demonstragao da Pro-
posicao 12. Versao interativa aqui.

O

G M

AB

Fonte: O autor.

Demonstracao. Sejam G¢o, G4 e Gp os pés das alturas do ponto GG sobre os lados AB, BC

e C'A, respectivamente. Como GG é altura comum aos triangulos AGMap e BGMap e
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AMAB = MABB tem-se:
S(AGMap) = S(BGMag).

Adicionalmente, os tridngulos ACM, g e BCM,p tém a mesma altura e base de igual
medida. Logo,
S(ACMap) = S(BCMap).

Os dois resultados anteriores permitem afirmar que:

S(ACG) = S(BCG).

O resto das igualdades é provada do mesmo modo. O]

2.12 Area de quadrilatero convexo arbitrario

Proposicao 13. Seja ABCD um quadrildtero convexo arbitrdrio e o o dngulo entre as diago-
nais AC' e BD (Figura 2.1}). Fntao,

AC - BD - sen(«)
5 :

[ABCD] =
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Figura 2.14: Area de quadrilatero convexo arbitrario. Versdo interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

Demonstragao. Seja o ponto E a interse¢ao entre as diagonais AC' e BD (Figura 2.14). A area

do quadrilatero pode ser calculada como a soma das areas de quatro triangulos:

[ABCD)] = [AEB] + [BEC] + [CED] + [DEA],

AFE - EBsen(a) BE-ECsen(180°—«a) CFE-FEDsen(a) DE-EAsen(180° — «)

[ABCD] = 5 + . + 5 + .

Como sen(a) = sen(180° — «) a equacgao anterior simplifica-se:

sen(a) |

2

[ABCD) = (AE-EB+ BE-EC + CE-ED + DE - EA)

Lembrando-se que AF = FA, BE = EB, CE = EC e DE = EC segue:

sen(q)

[ABCD] = (AE(EB + DE) + EC(BE + ED))—~,

[ABCD] = (AE + EC)(BE + ED) Ser;(a) 7

AC - BD - sen(«)
5 .

[ABCD] =

O
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Em particular, para Pipas e Losangos (Figura 2.15) vale a = 90° e:

FG-BD

[BGDF] = —5——,

Bepp) = ¢ BD.

Figura 2.15: Area de Pipas e Losangos. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.13 Igualdade de areas num trapézio

Proposicao 14. Seja ABCD um trapézio com BC || DA e o ponto E = AC N BD (Fi-

gura 2.16). Entao vale a igualdade das dreas:

[AAEB] = [ACED].
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Figura 2.16: Igualdade de areas num trapézio. Versao interativa aqui.

A

<

Fonte: O autor.

Demonstracao. Tem-se BC' || DA. Por serem angulos alternos entre paralelas vale:

/EAD = /ECB,
/ADE = /CBE.

Pelo critério de semelhanca AA encontra-se:

AEAD ~ AECB.

Portanto, os lados respectivos sao proporcionais e:
EFA ED
EC  EB’
FA-EB=FEC-ED.

Por opostos pelo vértice ZAEB = ZCED = «. Juntando os dois resultados anteriores
segue:
FA-FEB EC-ED
———sen(a) = ———sen(a),
2 2
[AAEB] = [ACED].
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Capitulo 3

Construcoes, exercicios e desafios

3.1 Desafio: calculo de 7 pelo método da exaustao.

O numero 7 sempre inspirou uma certa estranheza. Resulta dificil para o professor explicar
com detalhes como se calcula e para o estudante entender como aparece.

O desafio é fazer uma construcao analoga a Figura 3.1 e a Figura 3.2. Isto é, partindo de
uma circunferéncia k de raio um (unitario ou trigonométrica) construir sequéncias de poligonos
regulares inscritos (dentro) e circunscritos (fora). Encontrar as sequéncias das areas e dos

perimetros dos poligonos. Mostrar com um grafico que estas convergem para o nimero .

Figura 3.1: Calculo de 7. Sequéncias de poligonos regulares inscritos e circunscritos. Versao
interativa aqui.

Pontos sobre k 4
Poligono regular interno

Raios internos

Pontos externos a k
Poligono regular externo
Raios externos )

Fonte: O autor.
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Figura 3.2: Calculo de w. Grafico das areas e os semiperimetros das sequéncias de poligonos
regulares inscritos e circunscritos. Versao interativa aqui.

" m . (360° 180°
5 A;(m) = 551n< - ), A.(m) —mtan( - >7
Ai(3) =1.299 < 7 < 5.1962 = A,(3).
45
180° 180°
P(m) = 2msin< 80 >, P.(m) = 2mtan( 50 ),
41 © m m

. P,(3) = 5.1962 < 27 < 10.3923 = P.(3).

3.5

% pe(m) A, (m)
™ a’
3 J

O o .
o e Ai(m) Areas Semiperimetro
o
25
° m=3
pi(m) ®
2 °
(O]
15
x
-10 0 20 30 40 50 60 70 8 90 100

Fonte: O autor.

Parte do contetdo desta secao estd disponivel em video-aula do autor de 2021 e 2022.

3.2 Solucao do desafio do calculo de 7.

A Figura 3.3 mostra uma circunferéncia k de centro O e raio r. A &rea de um setor
circular OAB com ZAOB =0 é: .
SOAB = §9T2.

O comprimento do arco AB é:
I = Or.

No caso particular em que § = 27 (uma volta completa) recuperam-se as formulas conhe-
cidas:

2
Sk = 7re,

l, = P, = 27r.
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Figura 3.3: Areas e comprimentos numa circunferéncia. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam os pontos C, D € k tais que ZCOD = (. A area do ACDO calcula-se como:

1
Sacpo = 57”2 sen(f3). (3.2.1)

Para o calculo do comprimento da corda C'D utiliza-se inicialmente a Lei dos Cossenos
no ACDO:

Z%D =2 42— 22 cos(f),
125 = 2r*(1 — cos(B)). (3.2.2)

Pela identidade trigonométrica do cosseno do angulo duplo e fundamental vale:

cos(f3) = cos (g) — sen’ (g) :

cos(f3) = 1 — 2sen? (g) ,

1 — cos() = 2sen® (g) : (3.2.3)

Substituindo (3.2.3) em (3.2.2) e simplificando encontra-se:

lcp = 27 sen (g) . (3.2.4)
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Para os poligonos regulares m-ésimos, inscrito e circunscrito, o angulo central (definido

pelos raios a dois vértices consecutivos) pode ser escrito como:

360°
f=-—— (3.2.5)

No caso do poligono regular inscrito (interno) o raio ¢ r; = 1. Substituindo (3.2.5) em

(3.2.1) e (3.2.4) e multiplicando por m encontram-se a area e o perimetro:

Axmyzfgxm(3§f>. (3.2.6)
fxnw::mnwn(lif). (3.2.7)

A Figura 3.4 mostra o pentadgono regular inscrito e circunscrito a uma circunferéncia
unitaria k. Neste casom =5e §=72°= LA10A,.

Figura 3.4: Pent4gono regular inscrito e circunscrito a uma circunferéncia unitéria k. Versao
interativa aqui.

Fonte: O autor.

Como o poligono circunscrito é tangente a k vale OA; | ByBs e /B,OA; = g De
OAs; = r; = 1 segue que
s

B4A5 = A5B5 = tg (5) .
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A area do pentagono B;Bs;B3B,Bs é:
5 o
A.(B)=2- 5’ 1- tg(36°).
Conjetura-se que a area do poligono circunscrito (externo) m-ésimo ¢é:
180°
A (m) = mt . 3.2.8
() = mg (2 ) (3:25)
Como
B4B5 - th <§) )
conjetura-se que o perimetro do poligono circunscrito m-ésimo sera:
180°
P.(m) =2mtg ( ) . (3.2.9)
m

Portanto, a area e o perfmetro de uma circunferéncia de raio um podem ser delimitadas

inferiormente e superiormente pelo uso das equagoes (3.2.6), (3.2.7), (3.2.8) e (3.2.9):

m

A;(m) = %sen <360 ) <m < mtg (180 ) = Ac(m),
m

180° 180°
P;(m) = 2msen 80 < 2w < 2mtg 80 = P.(m).
m

m

Nas desigualdades anteriores foi definida a area da circunferéncia unitéria como 7 e o

perimetro como 27. Este procedimento, conhecido como método da exaustao, pode ser usado

para estimar 7. Quanto maior o valor de m mais precisa a estimativa.

Existem outras sequéncias que também permitem calcular o valor de 7. Uma delas é pela

utilizacao da série de Maclaurin da fungao arco-tangente:
> (_1)nx2n+1
t = — |,z e (—1,1].
arctan(x) Z { 1 z € ( ]

n=0

Como arctan(l) = § estima-se:

[

1.,
on+1 + + ’

4 3

ot
-3

:mlﬂ] 11 1

A Figura 3.5 mostra um grafico de Sj como funcao de k.
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Figura 3.5: Estimativa de 7 utilizando a série de Maclaurin da fungao arco-tangente. Grafico
de Sy como funcao de k. Versao interativa aqui.
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Fonte: O autor.

3.3 Areas, semelhanca e triangulos equilateros

Exercicio 1. Sejam ABC um triingulo equildtero, N o ponto do lado AC tal que AC = TAN,
M o ponto do lado AB tal que MN € paralelo a BC' e P o ponto do lado BC' tal que MP é

paralelo a AC. Determinar a razdo das dreas:

[MNP]
[ABC]

3.3.1 Solucao do Exercicio 1

A Figura 3.6 mostra uma construgao geométrica.
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Figura 3.6: Areas, semelhanca e triangulos equilateros. Exercicio 1. Versdo interativa aqui.

C

(©)
o

Fonte: O autor.

O quadrilatero CPM N é um paralelogramo, pois M P || AC e M N || BC. Logo,
1
[MNP] = J[CPMN).

Como 0 AABC é equilatero e M N || BC, entao AN = AM = MN. Segue que AAMN ~
NABC e:

AN 1
AC T
Pela Proposicao 10 tem-se:
[AMN]  (1)°
[ABC] (?) '

Analogamente, como 0 AABC' é equilatero e M P || AC, entao M B = BP = PM. Segue

que AMBP ~ ANABC' e:
MB 6
AB T

Pela Proposigao 10 tem-se:
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Mas 2[M N P| = [ABC| — [AM N| — [M BP]. Logo,

=34

3.4 Areas, paralelogramo e base média

Problema 1. E dado um quadrildtero convero ABCD. Sejam E, F, G e H os pontos médios
dos lados AB, BC, CD e DA, respectivamente. Determine a posicao de um ponto P de forma
que os quadriliteros PHAE, PEBF, PFCG ¢ PGDH tenham a mesma drea.

A Figura 3.7 mostra uma proposta de jogo online. E possivel movimentar o ponto P para
tentar encontrar a solucao.

Figura 3.7: Jogo para o Problema 1. Versao interativa aqui.

8.13

m
o

Fonte: O autor.

3.4.1 Solucao do Problema 1
Procura-se um ponto P no interior do quadrilatero convexo ABC D tal que:

[ABCD]|

[PHAFE] = [PEBF]) = [PFCG] = [PGDH] = 1

Como HE e F'G sao bases médias dos triangulos DAB e BC D, respetivamente, entao
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HE || FG | DB e
DB
Adicionalmente, pela semelhancas dos triangulos AEH com ABD e FCG com BCD

tem-se:

[ABD]
[AEH] = =,

_ [BCD]
[FOG) = ==

Somando-se as duas equagoes anteriores encontra-se o valor de area procurado:

[ABCD]

[AEH] + [FOG) = =

Ou seja, o ponto P (Figura 3.8) deve ser tal que:
[PFG)| = [AEH],

[EPH] = [FCG].

Figura 3.8: Primeira construcao geométrica para o Problema 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam os pontos I, K e L as intersecoes do segmento C'A com FG, BD e EH, respetiva-
mente. Pela semelhancas dos tridangulos FFCG com BCD e AEH com ABD vale que CI = [ K
e KL = LA (Figura 3.9).
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Figura 3.9: Segunda construcao geométrica para o Problema 1. Versao interativa aqui.

4.05

Fonte: O autor.

Considera-se o ponto M € AC tal que LM = IC (Figura 3.10). Logo, IM = LA. Por M

traga-se a reta r || BD. Sendo bases e alturas iguais qualquer ponto P; € r satisfaz que:
[P FG| =[AEH],

[EP H] = [FCG).
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Figura 3.10: Terceira construcao geométrica para o Problema 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Analogamente, sejam os pontos O, R e () as intersecoes do segmento BD com HG, AC' e
EF, respetivamente. Pela semelhancas dos triangulos H DG com ADC' e EBF com ABC vale
que DO =0OR e RQ =QB.

Considera-se o ponto S € BD tal que OS = QB (Figura 3.11). Logo, DO = SQ. Por S

traga-se a reta ¢ || AC. Sendo bases e alturas iguais qualquer ponto P, € t satisfaz que:
[P,GH|] = [BFE],

[EP,F] = [HDG].
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Figura 3.11: Quarta construgao geométrica para o Problema 1. Versao interativa aqui.

D

Fonte: O autor.

Consequentemente, a solu¢ao do problema é o ponto P = r Nt (Figura 3.12).

Figura 3.12: Quinta construgao geométrica para o Problema 1. Versao interativa aqui.

7.61

Fonte: O autor.
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3.5 Construcao do arco capaz

Exercicio 2. Construir o Arco Capaz dado um segmento AB e um ZCDE = «. Isto €,

encontrar os pontos do plano que sdo visto sob o mesmo dngulo o desde AB.

Sera construido a parte do Arco Capaz que fica acima da reta AB (Figura 3.13). A parte

que fica abaixo é encontrada de maneira anéloga.

1. Transportar para o vértice A e o semiplano inferior determinado pela reta AB o angulo

a. Um dos lados do mesmo é denotado pela semirreta i.

2. Construir a mediatriz m dos pontos A e B. Denotar por M o ponto médio entre A e B.

Marcar L = m N .

3. Passando por A construir uma perpendicular & semirreta AL. Marcar a o ponto O, inter-
secao desta com m. Como /LAO = ZAML = ZOMA = 90°, segue que:

LLAM = ZAOM = a.

4. Construir o arco ¢, maior de AB, com centro em O e raio OA. Como O esta na mediatriz
de AB tem-se que OA = OB, o AAOB ¢é isosceles e ZAOM = Z/BOM = «. De LA ser
tangente a ¢ em A o angulo LAB ¢é chamado de segmento e ZLAB = %LAOB. 0O ZAOB
define-se como central. Em palavras, o angulo de segmento mede a metade do central

correspondente.

5. Qualquer ponto X ou Y no arco ¢, maior da corda AB (Arco Capaz), é visto com 0 mesmo
angulo. Vale que ZAXB = ZAY B = « e estes sao chamados de angulos inscritos. Em

palavras, os angulos inscritos medem a metade do central correspondente (Figura 3.13).
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Figura 3.13: Construc¢ao do Arco Capaz no semiplano superior do segmento AB. Versao inte-
rativa aqui.

Fonte: O autor.
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Capitulo 4

Problemas de olimpiadas internacionais

4.1 Areas. Desigualdades. Lei dos Cossenos. P2 IMO
1961.

Problema 2. Sejam a, b e ¢ 0os comprimentos dos lados de um tridngulo ABC' cuja drea € S.

Provar que:
2 12, .2
a? + b+ > 45V3. (4.1.1)

Em que caso a igualdade € vdlida?

A IMO 1961 foi realizada na cidade de Budapeste, Capital da Hungria. Esse é o Problema

3 do primeiro dia da competicao e foi proposto pela delegagao da Polonia [2].

4.1.1 Resolucao do Problema 2.

A Figura 4.1 mostra uma construcao geométrica.
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Figura 4.1: Construc¢ao geométrica para o Problema 2. Quando A = A’ 0 AABC' é equilatero.
Versao interativa aqui.

B a

Fonte: O autor.

Sejam BC =a >0, CA=0>0e AB = ¢ > 0 os comprimentos dos lados do AABC' e

/CAB = a. A area pode ser calculada como:

5= bc%“(o‘) (4.1.2)

Substituindo (4.1.2) em (4.1.1) encontra-se:

V4R > 4b0362n(04> V3,
a4+ 0% + & > 2v/3besen(a). (4.1.3)
Pela Lei dos Cossenos pode ser escrito:
a® = b* + ¢ — 2bccos(a). (4.1.4)

Substituindo (4.1.4) em (4.1.3) encontra-se:

b2 + % — 2bccos(a) + b + @ > 2v/3besen(a),
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b2 + ¢ > be[cos(a) + V3 sen(a)]. (4.1.5)

Adicionalmente, nota-se que:

cos(a) + V3 sen(a) = 2 %cos(oz) + ? sen(a) | ,
cos(a) + V3sen(a) = 2[cos(60°) cos(ar) + sen(60°) sen(a)] ,
cos(a) + V3sen(a) = 2cos(60° — a). (4.1.6)

Substituindo (4.1.6) em (4.1.5) encontra-se:
b? + ¢ > 2bccos(60° — ),

b? + ¢* — 2bccos(60° — a) > 0. (4.1.7)

Para completar um quadrado perfeito soma-se 0 = —2bc + 2bc:
b* — 2bc + ¢ + 2bc — 2bc cos(60° — a) > 0,

(b —¢)? + 2bc[1 — cos(60° — )] > 0 (4.1.8)

Verifica-se que:
(b - C)2 > 07

cos(60° — o) < 1

Isto é, os dois somandos na esquerda de (4.1.8) sao, de fato, ndo negativos para quaisquer
valores de b > 0, ¢ > 0 e a. A igualdade acontece quando b = ¢ e a = 60°. Ou seja, no caso
do AABC ser equilatero. Todas as transicoes anteriores foram do tipo se, e somente se. Isto

completa a demonstracao.

4.2 Diferentes formas de calcular areas. Incirculos. P3
IMO 1964.

Problema 3. Uma circunferéncia estd inscrita num triangulo ABC de lados a, b e c. Trés
tangentes ao incirculo sao desenhadas, cada uma delas paralela a um lado do NABC. FEssas
tangentes formam trés triangulos menores (internos ao ANABC'). Em cada um desses tridngulos

estd inscrito um circulo. Determinar a soma das dreas de todos os quatro circulos internos.

A IMO 1964 foi realizada na cidade de Moscou, capital da Rissia. Esse é o Problema 3
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do primeiro dia da competicao e foi proposto pela delegacao da antiga Iugoslavia [2].

4.2.1 Resolugao do Problema 3.

A Figura 4.2 mostra uma construgao geométrica inicial.

Figura 4.2: Construgao geométrica inicial para o Problema 3. Versao interativa aqui.

® C

Fonte: O autor.

Sejam BC = a, CA =be AB = c os comprimentos dos lados do AABC' e o semiperimetro
p= a+b+c

2
correspondentes a A, B e C. Sejam ainda os pontos B’ e C’ a intersecao da reta tangente ao
incirculo maior (e paralela a BC') com os lados AB e AC, respetivamente. Adicionalmente,
defina-se h, como a altura relativa ao vértice A no AABC (Figura 4.3). A soma das areas dos

quatro incirculos S;, pode ser calculada como:

. Seja r o raio do circulo interno do AABC, r,, 1y € 7. 0s raios dos incirculos menores

Sim=m(r*+r2+r,+77). (4.2.1)

Seja s a area do AABC. Pela formula de Heron escreve-se:

s=/plp—a)(lp—"b)(p—rc).
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Utilizando o incirculo de raio r encontra-se uma segunda expressao para a area do AABC"

S=p-T.

Das duas ultimas equacgoes chega-se em:

p-r=+pp—a)p—"b)p—o),

2_p—a)p-b)p-—c) (42.2)
p
Por outro lado, vale que ZAB'C' = ZABC e LZAC'B' = ZACB (correspondentes entre

paralelas). Pelo critério de semelhanca AA tem-se:

ANAB'C' ~ ANABC.

Consequentemente, a razao de semelhanca pode ser escrita como:

o _ho—2r 21 (4.2.3)

Segue que:
he = —. (4.2.4)

Substituindo (4.2.4) em (4.2.3) encontra-se:

T r-a

e 1=

r S

Utilizando, mais uma vez, que s = p - r segue:

ro = (1 - %) r. (4.2.5)

Analogamente, demonstra-se que:

Ty = (1 - g) r, (4.2.6)
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ro = (1 - ;) r. (4.2.7)

Substituindo (4.2.5), (4.2.6) e (4.2.7), em (4.2.1) encontra-se:

1+(1—g)2+(1—£>2+<1—§)1. (4.2.8)

A seguir ¢ substituido (4.2.2) em (4.2.8) para chegar em:

() 00+ 0]

Resta trocar a definicao de semiperimetro e simplificar:

Sin = 1>

S, —x ((p—a)(p—b)(p—C))

p

B (—a+b+c)la—b+c)(a+b—c)(a*+b* + c?)
s = (atbop )

Figura 4.3: Construcao geométrica para o Problema 3. Versao interativa aqui.

g

Fonte: O autor.

4.2.2 Sequéncia de circunferéncias no tridngulo equilatero.

A construcao a seguir ¢ inspirada no problema anterior.
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Exercicio 3. Considera-se um tridngulo equildtero de lado 1 (Figura 4.4). Sao desenhadas
circunferéncias tangentes com os lados e entre si. a) Calcular o raio ro do incirculo (circun-
feréncia vermelha, maior raio). b) Considerando os circulos com centro sobre a mediatriz da
base (na horizontal), determinar o raio r, da circunferéncia enésima. c¢) Calcular a soma de

todas as dreas de todos os circulos:

(e.)

2 2

Sin = Try + 37 g .
n=1

Figura 4.4: Sequéncia de circunferéncias no triangulo equilatero. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Seja 0 AABC' equilatero de lado 1 e M o ponto médio do lado BC' (Figura 4.5). Sejam
ainda os pontos B’ e C” a interse¢do da reta tangente ao incirculo maior (e paralela a BC') com

os lados AB e AC, respetivamente. Pela ida do Teorema de Pitagoras aplicado no AAMC a

altura AM = h é:
2
b /12_(1) _ V3
2 2

A area s do ANABC é:
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No triangulo equilatero o incentro (encontro das bissetrizes dos angulos e centro da cir-
cunferéncia maior) coincide com o baricentro G e ortocentro. Portanto, o raio do incirculo pode
L V3
rg=—-h=—.
°7 3 6
Por outro lado, vale que ZAB'C' = ZABC = 60° e LZAC'B' = ZACB = 60° (correspon-

dentes entre paralelas). Pelo critério de semelhanca AA tem-se:

ser calculado como:

ANAB'C' ~ NABC.

Consequentemente, a razao de semelhanca pode ser escrita como:

7”1_h-27“0_1 27’0

To

=
>

Substituindo os valores encontrados anteriormente para ry e h segue-se:

To \/Tg

Pela aplicacao repetida do procedimento anterior conjetura-se que:

1
7’1=T0§>

1 1\?
7“2—7”13—7“03,
e (LY 2 V3 (LY
n—%\s) T 6 \3)

Consequentemente, a soma das areas de todos os circulos é:
A\ L (Va1
Sw=m (V2] 3> (22 (5) ) -
Su= T TS (LY
T2 44=\9)

No tltimo somando aparece uma série geométrica convergente, que pode ser calculada

g 7 m( s \_m 7 (\_7 =«
12 4\1-3%) 12 4\8) 12 32

LOPEZ LINARES, J. Areas: teoria, construcdes e problemas Portal de Livros Abertos
da USP, Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2024. 93 p. ISBN
978-65-87023-40-3 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023403.

exatamente:




CAPITULO 4. PROBLEMAS DE OLIMPIADAS INTERNACIONAIS 57

g - 117 V3

— <
96 4

Como esperado, a soma das areas de todas as circunferéncias é menor que a area do

triangulo equiléatero.

Figura 4.5: Resolugao do exercicio sobre triangulo equilatero e circunferéncias tangentes. Versao
interativa aqui.

0.5 M 0.5

Fonte: O autor.

Para a construcdo no GeoGebra da sequéncia de circunferéncias em roxo (Figura 4.4) foi

utilizado o codigo a seguir:

1\’ 1’ i
Sequéncia | Circulo (0.57 \/?g -+ Soma, (? (5) + g (5) s Js 1,2’)) ,? (?) i, 1,n

Ou seja, foi criada uma lista L1 de circunferéncias. Para obter os outros dois conjuntos
de circunferéncias em amarelo L2 e azul L3 basta aplicar, pela simetria, rotacoes de 120° e 240°

relativas ao ponto G:

L2 = Girar (L1, 120 - (1%) ,G) ,

L3 = Girar (Ll, 240 - (%) ,G) .
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4.3 Areas, bases médias, triangulo medial. P6 IMO 1966.

Problema 4. Considera-se um ANABC' arbitrdrio. Sejam os pontos M € AB, K € BC e
L € CA. Provar que a drea de pelo menos um dos trés triangulos AMAL, AKBM e ALCK

¢ menor ou igual a um quarto da drea do NABC.

A IMO 1966 foi realizada na cidade de Soéfia, capital da Bulgaria. Esse é o Problema 6,

segundo dia da competigao, e foi proposto pela delegagao da Polonia [2].

4.3.1 Resolucao do Problema 4.

A Figura 4.6 mostra uma construgao geométrica inicial.

Figura 4.6: Construgao geométrica inicial para o Problema 4. Versao interativa aqui.

A

K ~

Fonte: O autor.

o

Sejam A’, B' e C" os pontos médios dos segmentos BC, C'A e AB, respetivamente (Fi-
gura 4.7). Como A'B’, B'C" e C'A’ sdo bases médias os quadrilateros A’/CB'C’, B'AC'A’ e

C'BA’B’ sao paralelogramos. Pelo critério de congruéncia LLL tem-se:

NAB'C' = ABC'A'= NCA'B' = NA'B'C".
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Logo, vale a igualdade das &reas:
1
[AAB'C'| = [ABC'A') = [ACA'B'| = [AA'B'C'] = Z[AABC].

Sem perda de generalidade, considera-se M € AC’. Das quatro possibilidades para os
pontos K e L a Unica nao trivial é quando K € BA' e L € CB’. Neste caso consideram-se
primeiro os AKLM e AA'LM com o lado comum LM. Nota-se que a reta LM n&o é paralela
com a reta BC, pois LM intercepta B'C" || BC. Consequentemente, entre os pontos K e A’ o

mais proximo da reta LM é o ponto A’. Segue que:
[AKLM] > [ANA'LM].

Segundo, estudam-se os AA'LM e AA'B'M com o lado comum A’M. Nota-se que a reta
A'M nao é paralela com a reta C' A, pois A’M intercepta C'A’ || CA. Consequentemente, entre

os pontos L e B’ o mais proximo da reta A’M é o ponto B’. Portanto:
IAKLM] > [AA'LM] > [AA'B'M].

Terceiro, foca-se nos AA'B'M ¢ ANA'B'C’" com o lado comum A’B’. Nota-se que as retas
A'B'" || AB. Logo,

IAKLM] > [AA'LM] > [AA'B'M] = [AABC'] = %[AABC}.

De [AKLM] > 2[AABC] e

IAKLM] + [AMAL)] + [AK BM] + [ALCK] = [AABC],

pelo Principio da Casa dos Pombos, encontra-se que a area de pelo menos um dos trés triangulos
AMAL, AKBM e ALCK é menor ou igual a um quarto da area do AABC.
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Figura 4.7: Construcao geométrica para o Problema 4. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

4.4 Area maxima, trigonometria, simetria. P13 LL IMO
1967.

Problema 5. FEnire todos os quadrildteros, cujos intertores estao dentro dum semicirculo de

rato r, qual € o de drea mdzrima. Determinar esta.

A IMO 1967 foi realizada na cidade de Cetinje, Republica de Montenegro (antiga Tugoslé-
via). Esse é o Problema 13 da LL e foi proposto pela delegacao da Alemanha (na época RDA)

2].

4.4.1 Resolugao do Problema 5.

A Figura 4.8 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 4.8: Construgao geométrica inicial para o Problema 5. Versao interativa aqui.

D K

Fonte: O autor.

O segmento AB representa um didmetro de uma semicircunferéncia k de raio r com centro
no ponto O. Para construir um quadrilatero de area méxima, é racional assumir que A e B sao
pontos deste. Restaria localizar os outros dois vértices, C' € ke D € k, do quadrilatero ABCD.

A primeira resolucao sera pensada de forma qualitativa. Pode ser feita uma reflexdo do
semicirculo para transforma-lo num circulo (Figura 4.9). O quadrilatero inscrito na semicircun-
feréncia transforma-se num hexagono. Sabe-se que entre todos os poligonos do mesmo niimero

de lados inscritos numa circunferéncia o de drea méxima é o regular. Logo,
/ZBOC = ZC0OD = ZDOA = 60°
e metade da area do hexagono regular é:

MBoth:Z¢§?
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Figura 4.9: Construcao geométrica para a primeira resolucao do Problema 5. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

A seguir serdo discutidas outras duas resolucoes. Na segunda, assume-se que a area
méaxima encontra-se quando a posicao dos pontos C' € k e D € k é simétrica em relacao a
um eixo perpendicular ao didmetro AB e passando por O. Isto leva a maximizacdao de uma
funcao duma variavel. Na terceira resolucao elimina-se a hipotese anterior e deve-se maximizar
uma fun¢do de duas varidveis (fora do escopo dos contetidos do ensino médio atualmente, mas
interessante para estudantes de Célculo).

Segunda resolucao (Figura 4.10). Sejam Z/BOC = ZDOA = «. Segue que:

ZCOD = 180° — 2a.
A area do trapézio ABCD pode ser calculada como a soma das areas de trés tridngulos:
[ABCD] = [ABOC] + [ACOD] + [ADOA],

[ABCD)] = %ﬁ [sen(a) + sen(180° — 2a) + sen(a)] .

Simplificando,
1
[ABCD]| = §r2 [2sen(a) 4+ sen(180° — 2a)],
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[ABCD] = %7‘2 [2sen(a) — sen(—2a)],

[ABCD)] = %1”2 [2sen(a) + sen(2a)] .

Ou seja, para encontrar o maximo da area do trapézio ABCD basta procurar o valor do

angulo o que maximiza a fungao:
f(a) = 2sen(a) + sen(2a).
A primeira derivada calcula-se como:
f'(a) = 2cos(a) 4 2 cos(2a).
Pela igualdade f'(«) = 0 segue:
cos(a) + cos(2a) = 0,

cos(a) + cos?(a) — sen®(a) = 0,
cos(a) 4+ 2cos?(a) — 1 = 0.
Com a troca de variavel z = cos(a) encontra-se a equagao quadratica:

202+ —1=0.

As duas solucoes sao r = % e v = —1. A primeira leva na area méaxima para a = 60° e a

segunda na area minima para a = 180°.
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Figura 4.10: Construcao geométrica para a segunda resolu¢ao do Problema 5. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

Terceira resolucao (Figura 4.11). Sejam /BOC = «a e ZCOD = 3. Segue que:
/DOA =180° — a — 8.

A area do quadrilatero ABC' D pode ser calculada como a soma das areas de trés trian-

gulos:
[ABCD| = [ABOC] + [ACOD] + [ADOA],

[ABCD] = %7“2 [sen(ar) + sen(f) + sen(180° — a — f)].

Simplificando,

[ABCD] = %7’2 [sen(a) + sen(f) — sen(—a — f)],

[ABCD)] = %ﬂ [sen(a) + sen(B) + sen(a + )]

Ou seja, para encontrar o maximo da area do quadrilatero ABC'D basta procurar o valor

dos angulos « e 8 que maximiza a funcao:

g(a, B) = sen(a) + sen(f) + sen(a + ).
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Calculam-se as derivadas parciais:
galar, B) = cos(a) + cos(a + B).

gs(a, B) = cos(B) + cos(a + f3).

Os pontos criticos encontram-se quando as duas derivadas anteriores anulam-se simulta-

neamente:
cos(a) + cos(a + B) =0, (4.4.1)

cos(B) + cos(a+ ) = 0. (4.4.2)

Para resolver o sistema de equacoes anterior sao dois passos. Primeiro, da diferenca
encontra-se:

cos(a) = cos(f).

Como 0 < o < 180° e 0 < B < 180° a tinica solugao é:
a=p. (4.4.3)
Segundo, substituindo (4.4.3) em (4.4.1) segue:
cos(a) + cos(2a) = 0,

cos(a) + cos?(a) — sen®(a) = 0,
cos(a) 4+ 2cos*(a) — 1 = 0.
Com a troca de varidvel x = cos(a) encontra-se a equacgao quadratica:

202+ —1=0.

As duas solucoes sao r = % e v = —1. A primeira leva na irea maxima para o = = 60°

e a segunda na area minima para o = = 180°.
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Figura 4.11: Construcao geométrica para a terceira resolucao do Problema 5. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

4.5 Quadrilateros ciclicos, tridngulo circunscrito e desigual-
dades. P4 IMO 1967.

Problema 6. Sdao dados dois triangulos acutingulos: NAyBoCoy e NA'B'C". Descrever como
construir um NABC, semelhante ao NA'B'C" e circunscrito ao NAyBoCy, de tal forma que
A, B e C correspondam a A', B' ¢ C' e AB passe por Cy, BC por Ay e CA por By. Entre os

NABC possiveis, descrever e provar qual € o de drea maior.

A TMO 1967 foi realizada na cidade de Cetinje, Montenegro (Antiga Tugoslavia). Problema

29 da lista longa e escolhido como P4 da competicao, proposto pela delegagao da Italia [2].

4.5.1 Resolucao do Problema 6

Construir o Arco Capaz l, do ZA" = a no lado de ByCj oposto com Aq (Exercicio 2).
Seja S, o centro da circunferéncia k,, do qual o arco [, faz parte. Isto é, [, C k, (Figura 4.12).
Analogamente, construir os arcos capazes [, e [, dos ZB' = e ZC" = ~ no lado de CyA,
oposto com By e no lado de AqBy oposto com (. Sejam Sy, e S, os centros das circunferéncias

ky e k., dos quais os arcos [, e . fazem parte. Ou seja, I, C ky e [, C k..
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Posicionar A € [,, construir as semirretas ACy e ABjy e marcar os pontos B = ACy N,
e C' = AByNl.. Pelo critério de semelhanca angulo-angulo AABC ~ AA'B'C" e Cy € AB,
Ag € BC e By € CA. Seja o ponto S = k, Nk, # Cy. Tem-se:

ZB()ACO = Q, ACOBAO = 6, AA()CBO =7-.
Dos quadrilateros BoACyS e CoBAyS serem inscritiveis encontra-se:
/£ BySCy = 180° — a,

/CpS Ay = 180° — 3.

Logo, ZAySBy = a+ . Como a + [+ v = 180° segue que o quadrilatero AqC'ByS é

ciclico e S € k.. A Figura 4.12 mostra uma construcao geométrica inicial.

Figura 4.12: Uma construcao geométrica inicial para o Problema 6. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Construir os pontos simétricos de S com respeito a S,, Sy e S. e chama-los de A, By e

(1, respectivamente. Como SB; e SC| sao diametros de ky e k. segue:
ZSA()Bl - 4514001 - 900

e Ag € Bi(C4. Analogamente, By € C1A; e Cy € A;B;. Ou seja, o AA;BC] satisfaz as
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condicoes do problema. Provar-se-a4 que entre os triangulos AABC o triangulo AA;B1Cy é o
de maior area.

Mostra-se primeiro que BC' < B,C}. Sejam S; e S’ as projecoes de S, e S. sobre BC. Os
triangulos SpBAg, S.C Ao, SpB1Ag e S.C1Ag sdo isosceles. Logo, BC = 255! e B1Cy = 25,S..
No trapézio retangulo S,S;S.S, tem-se S; 5. < 5,5, e consequentemente BC' < B;C. De forma
semelhante mostra-se que CA < C1A; e AB < A B;. Isso demonstra que o AA;B1C; é o de

maior area. A Figura 4.13 ilustra uma construg¢ao geométrica com o problema resolvido.

Figura 4.13: Construcao geométrica da resolucao do Problema 6. Versao interativa aqui.

o UP»

D (AN

Fonte: O autor.

4.6 Baricentro. Areas. Desigualdade. P9 SL IMO 1968.

Problema 7. Seja ABC um tridngulo arbitrdario e M wm ponto no interior deste. Sejam dg, dy,
e d. as distdncias de M aos lados BC, CA, e AB; e a, b, ¢ a medida dos lados, respectivamente.
Seja S a drea do NABC. Provar que:

452
abd,dy + bedyd, + cad.d, < 3 (4.6.1)

Provar que a igualdade acontece quando M € o Baricentro.

A IMO 1968 foi realizada na cidade de Moscou, Rissia. Esse é o Problema 9 da SL e foi

proposto pela delega¢do da Roménia [2].
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4.6.1 Resolucao do Problema 7.

A Figura 4.14 mostra uma construcao geométrica.

Figura 4.14: Construcao geométrica para o Problema 7. Versao interativa aqui.

a

Fonte: O autor.

Inicia-se notando que a desigualdade (4.6.1) é equivalente a:

ad, bdy bdy cd.  cd. ada<52

2 2 "2 92 " 9 9 = 3°

Sejam S, = S(BCOM) = %+, S = S(CAM) = ¢ S, = S(ABM) = %=. Segue que:

2 2
SQ
Sa'Sb+Sb'Sc+Sc'Sa§ ?
Como S =95, + Sy, + S., a desigualdade anterior equivale a:
3(Sa-Sy+ Sy Se+Se-Sy) < (Sa+ S+ Se)2

Desenvolvendo o quadrado e simplificando encontra-se:

SaSp+Sp- S+ S, Sy < 82457+ 52
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Multiplica-se toda a desigualdade por 2 e colocam-se os termos do lado esquerdo no direito:
0<2(S2+8;+857)—2(Sa-Sp+Sp-Se+SeSa).
A linha anterior pode ser reescrita como:
0 < (Sa—S)*+ (Sp— Se)? + (Se — Sa)?.

Como o quadrado de um niimero é sempre maior o igual a zero a tltima desigualdade é
verdadeira. Todas as transformagoes utilizadas foram de equivaléncia, logo fica provado (4.6.1).

A igualdade acontece quando S, = S, = S.. Pela Proposi¢ao 12, o anterior significa que M = G.

4.7 Desigualdade Triangular. Desigualdade das Meédias.
Areas. P1 IMO 1976.

Problema 8. Num quadrangulo convexo com drea 32cm?, a soma dos comprimentos de dois
lados nao adjacentes e uma diagonal € igual a 16 cm. a) Qual é o comprimento da outra dia-
gonal? b) Quais sio os comprimentos dos lados do quadringulo se o perimetro é um minimo?

c¢) Serd possivel escolher os lados para que o perimetro seja um mdzimo?
A IMO 1976 foi realizada na cidade de Lienz, Austria. Problema 3 da SL, proposto pela

delegagao da antiga Checoslovaquia e escolhido como P1 da competicao [2].

4.7.1 Resolucao do Problema 8.

A Figura 4.15 mostra uma construgao geométrica inicial do Problema 8.
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Figura 4.15: Construcao geométrica inicial para o Problema 8. Versao interativa aqui.

32

Fonte: O autor.

Um quadrangulo é uma figura plana que consiste em quatro pontos, cada um unido a
outros dois por segmentos (que se intersectam ou nao). Quando o quadrangulo é convexo,
equivale a um quadrilatero convexo.

Todas as unidades de comprimento sao dadas em cm e as de drea em cm?. As mesmas

serao omitidas no que segue. Seja S =32 e
=16=AB+ CD + AC. (4.7.1)

a) A area do quadrangulo ABCD pode ser calculada pela soma das areas dos AABC' e
ANACD, onde AC é o lado comum. Adicionalmente, para medidas fixas de dois lados, o angulo,
determinado por estes, que maximiza a area de um triangulo é 90°. Ou seja, acontece 0 maximo

quando os dois triangulos sao retangulos:
1
S < §AC(AB +CD).
Utilizando (4.7.1) reescreve-se a desigualdade anterior como:
1
S < §AC’(d — AC). (4.7.2)

Por outro lado, considerando AC' como variavel e utilizando a Desigualdade das Médias
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Geométrica e Aritmeética no conjunto de nimeros positivos {AC,d — AC'} tem-se:

AC + (d — AC)

AC(d— AC) < . ,

AC(d— AC) < d; (4.7.3)
A igualdade acontece quando AC' = d — AC ou AC = £. Considerando (4.7.2) e (4.7.3)
encontra-se: P2
S < R
Utilizando os ntmeros dados para d e S conclui-se que somente é possivel a igualdade. Isto é,
AC=AB+CD =8, AB 1L ACe(CD 1 AC. Seja CD =xe AB=8 —x.
Constroi-se a reta AB e traga-se por D uma reta [ paralela com AC (Figura 4.16). Marca-
se o ponto £ = AB N (. O tridAngulo BED, retangulo em FE, é isosceles de base BD. Logo, o
comprimento é:

BD = 8V2.

b) Para encontrar o valor minimo do perimetro do quadrilatero ABC'D basta minimizar
a soma BC' + AD, pois AB + CD = 8. Para isso, posiciona-se um ponto F' de tal forma que o
quadrilatero AC'F'D seja um paralelogramo. Isto é, DF' =8 e AD = C'F. Constroéi-se também
o segmento BF. Aplicando a Desigualdade Triangular no ABCF tem-se:

BC+ CF =BC+ AD > BF.

Isto é, o valor minimo de BC' 4+ AD é BF e, nesse caso, C' € BF. Utilizando o Teorema
de Pitagoras no ABEF encontra-se BF = 8y/5. Por outro lado, quando C' € BF, pelo critério
de semelhanca AA, tem-se:

AFDC ~ AFEB.

Da proporcionalidade dos lados segue que:

cr—ap—BE poEE_,

Logo, AD = BC =4\5e AB=CD = 4.
¢) Assuma-se, sem perda de generalidade, que C'D < AB. Neste caso, o ponto C' esta no
interior do ABDF e vale que:

BC+ AD = BC+ CF < BD + DF.

Isto é, o valor méaximo da soma BC + AD é atingido quando os pontos C' e D coincidem
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e o quadrangulo ABC'D ¢é degenerado. A Figura 4.16 mostra os detalhes das construcoes

geomeétricas dos itens a), b) e c).

Figura 4.16: Construcao geométrica para o Problema 8. Versao interativa aqui. Pode ser
movimentado o ponto B para encontrar o perimetro minimo.

Fonte: O autor.

4.8 Area maxima, quadrado. P47 LL IMO 1977.

Problema 9. Um quadrado ABCD ¢é dado. Uma reta que passa por A intercepta C'D em Q).
Desenhar uma linha paralela a AQ que cruza o limite do quadrado nos pontos M e N tal que

a drea do quadrildtero AMNQ seja mdzima.

A IMO 1977 foi realizada na cidade de Belgrado, capital da Sérvia (antiga Iugoslavia).
Esse é o Problema 47 da LL e foi proposto pela delegacdo da antiga Unido Soviética [2].

4.8.1 Resolucao do Problema 9.

A Figura 4.17 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.
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Figura 4.17: Construcao geométrica inicial para o Problema 9. Versao interativa aqui.

D i o o ® C
l b
b N
h a
DY
A M T B

Fonte: O autor.

Por simples inspecao M € AB e N € BC. Tem-se dois casos. Se CQ < QCTD, entao

area do quadrilatero AM N (@) serd maxima quando BM = % Se QC' > QCTD, entao o maximo

acontece quando N coincide com C.

4.9 Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Incentro. Areas.
P1 IMO 1981.

Problema 10. Encontrar o ponto P no interior de um ANABC para o qual a soma:

BC CA AB

5+ 55+ PE (4.9.1)

¢ minima, em que PD, PE e PF sao as perpendiculares de P a BC, CA e AB, respectivamente.

A IMO 1981 foi realizada na cidade de Washington, EUA. Problema 15 da SL, proposto

pela delegacao do Reino Unido e escolhido como P1 da competigdo [2].
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4.9.1 Resolucao do Problema 10.

Nota-se que para qualquer ponto P no interior do AABC' a soma:
BC-PD+CA-PE+ AB-PF (4.9.2)

é duas vezes a area do mesmo. Isto é, o resultado é constante (nao depende de P). Da

Desigualdade de Cauchy-Schwarz escreve-se:
(CL% —|— a% + ag) (b% —f‘ bg + bg) Z (a1b1 —f- agbg —|— a3b3)2.

Identificando em (4.9.2) que a? = BC' - PD, a3 = CA- PE, a3 = AB- PF e em (4.9.1)

BC

2 2 _ CA 2 _ AB .
que bl—ﬁ,bg—ﬁebg—ﬁtem—se.

BC n CA n AB
PD PE PF

(BC~PD+CA-PE+AB~PF)< )2(BC+CA+AB)2.

A igualdade, que representa o valor minimo de (4.9.1), acontece quando as sequéncias

a,) e (b,) sao proporcionais. Isto é, quando existe um ntimero \ tal que:
bn) sa ionais. Isto ¢ do exist amero A tal
(a17 a2, ag) - ()\bl, )\bQ, )\bg)

Logo, A = PD = PE = PF. Portanto, o ponto P que minimiza (4.9.1) é o Incentro do

AABC. A Figura 4.18 mostra uma constru¢ao geométrica.
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Figura 4.18: Construcao geométrica para o Problema 10. Versao interativa aqui. Movimen-
tando o ponto P pode-se verificar o minimo.

A

ul :
D

Fonte: O autor.

4.10 Areas, quadrilateros inscritiveis. P2 IMO 1987.

Problema 11. O prolongamento da bissetriz AL, com L € BC, no tridingulo de dngulos agudos
ABC, cruza o circulo circunscrito d no ponto N. Do ponto L aos lados AB e AC sao tracadas
as perpendiculares LK e LM, respetivamente. Provar que a drea do tridngulo ABC' € igual &
drea do quadrildtero AKN M.

A IMO 1987 foi realizada na cidade de Havana, capital de Cuba. Esse é o Problema 21 da

SL e escolhido como P2 da competicao. Foi proposto pela delegacao da antiga Unido Soviética

[2].

4.10.1 Resolucao do Problema 11.

A Figura 4.19 mostra uma construcao geométrica inicial.
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Figura 4.19: Construcao geométrica inicial para o Problema 11. Versao interativa aqui.

A

N

Fonte: O autor.

Pela bissetriz AN vale que:
/BAN = /NAC = a.
O quadrilatero AK LM é inscritivel pela circunferéncia f pois:
LKA+ ZAML = 90° 4+ 90° = 180°.

Seja P # L o segundo ponto de intersecgao do segmento BC' e f. Denotar os pontos
E = KNNBC e F = MN N BC (Figura 4.20). Parte da area do triangulo ABC' e do
quadrilatero AKNM é comum. Portanto, bastara provar a igualdade das areas nao comuns.
Ou seja,
[ABEK] + [ACFM] = [ANEF],

[ABEK] + [ACFM] = [ANEP] + [ANPF).

Isto é, quer-se mostrar que:
[ABEK] = [ANEP],

[ACFM] = [ANPF).
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Como os quadrilateros ABNC' e LM AP sao inscritos em d e f, respetivamente, entao:
/BCN = ZBAN = «,

LLAM = ZLPM = a.

Logo, ZCPM = ZPCN. Da reciproca de “angulos alternos entre paralelas” segue que
PM || NC. Por outro lado, o quadrilatero ABNC e inscrito em d, entao ZNBC = ZNAC = a.

Adicionalmente, pelo quadrilatero inscritivel AM PK tem-se:
ZMPK = 180° — 2a.

Logo, ZKPB = ZNBP = «. Da reciproca de “angulos alternos entre paralelas” vale
KP || BN. Como os quadrilateros K BNP ¢ PMCN sao trapézios, pela Proposicao 14 vale

que:
[ABEK] = [ANEP],

[ACFM] = [ANPF).

Figura 4.20: Construcao geométrica para o Problema 11. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.
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4.11 Incirculos no tridngulo retangulo e areas. P5 IMO
1988.

Problema 12. No tridngulo retdngulo ABC, seja AD a altura desenhada para a hipotenusa.
A reta que une os incentros dos tridngulos ABD e ACD intercepta os lados AB e AC nos
pontos K e L, respetivamente. Se E e Ei denotam as dreas dos tridngulos ABC e AKL,

respectivamente, mostrar que EE > 2.
1

A TMO 1988 foi realizada na cidade de Camberra, capital da Australia. Esse é o Problema
13 da SL e escolhido como P5 da competicao. Foi proposto pela delegagao da Grécia |2].

4.11.1 Resolucao do Problema 12.

A Figura 4.21 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.

Figura 4.21: Construcao geométrica inicial para o Problema 12. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam AB = ¢, AC = b, ZCBA = 238, BC = a e AD = h. Sejam ainda 71 e 1o
e Op e Oy os raios e centros dos incirculos do AABD e AADC, respectivamente. Segue
que ZDAC = ZCBA = 25. O objetivo inicial serd provar que AL = AK = AD = h.

Posteriormente, retorna-se ao calculo das areas. Pelo critério de semelhanca AA obtém-se:

ADBA ~ ADAC ~ AABC.
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Da semelhanca entre os ADBA e ADAC vale a proporcionalidade:

T1 C_D01
T2 N b_ D02

Como DO; e DO, sao bissetrizes de angulos retos encontra-se:
£03D0Oy = LO3DA + LADO; = 45° 4+ 45° = 90°.
Pelo critério de semelhanca LAL obtém-se:
ADBA ~ ADO,0Os.

Segue que ZD0,0y = ZDBA = 25 (Figura 4.22). Isto é, pode ser feita uma roto-
homotetia, com centro em D, para transformar o ADBA no ADO,O,. Seja o ponto P a
intersecao da circunferéncia circunscrita ao ADO,05 com o segmento h. Como DO; POy é um

quadrilatero inscritivel vale:

/DPO, = /D0,0, = 28,
£/0,PO, = 180° — Z0,DO; = 90°,
/050, P = /OsDP = 45°,
/P00, = /PDO; = 45°.

Com isto, 0 AO,O1 P é retangulo e isésceles de base O10,. Adicionalmente,
/ZDPOy = ZDAC,

LOPD = /ZBAD.

Pela reciproca de alternos entre paralelas encontra-se que PO, || AL e PO; | AK.

Portanto,
ALK = /LKA = 45°.

Ou seja, 0o AALK é retangulo e isosceles de base LK. Consequentemente, AL = AK. Por
outro lado, tem-se: ZO3DA = LZALOy = 45°, AO, (lado comum) e ZDAOy = LO,AL = 3

(bissetriz AOs). Pelo critério de congruéncia LAAo segue:

ADAOy; = ALAO,.
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Portanto, AL = AK = AD = h. Neste ponto volta-se ao calculo de areas:

a
=2 =-.
By 2 h
Multiplicando e dividindo por a, utilizando a ida do Teorema de Pitdgoras no AABC e

a relacao métrica ah = bc segue:
E o P4+
E, ah  bc

Sendo b > 0 e ¢ > 0 a ultima fracao pode ser escrita como desigualdade:

b2 + 2
>0
be 7
2, 2 2
b*+c :(b—l—c) 2bc>0
be be -
2+t (b+c)?
— —2>0
be be -
b? + 2
> 2
be —
Portanto,
2, 2
Ezb +c > 9
E1 be B

A igualdade acontece quando b = c.
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Figura 4.22: Construcao geométrica para o Problema 12. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.12 Paralelogramos, areas e retangulos. P4 NE 1GO 2015.

Problema 13. No retingulo ABCD os pontos M, N, P e QQ estao no lados AB, BC, CD e
DA, respectivamente, de modo que as dreas dos tridngulos AQM, BMN, CNP e DP(Q sao

wquais. Provar que o quadrildtero M N P(Q) € um paralelogramo.

Problema 4 (Nivel Elemental) da 2 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2015, proposto por Mahdi Etesami Fard.

4.12.1 Resolucao do Problema 13
Sejam AB =CD =a, AD = BC =b, AM =z, AQ =z, PC =y e NC = t. Queremos

provar que devemos ter x = y. Suponhamos, por absurdo, e sem perda de generalidade, que

x > y. Logo devemos ter que
a—x<a-—y. (4.12.1)

Da igualdade das areas do triangulos AQM e C'N P segue que

r=yt=>z2<t=b—-t<b—z (4.12.2)
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Pelas desigualdades (4.12.1) e (4.12.2) tem-se:

(a—x)(b—1t) < (a—y)b—2).

Mas a desigualdade anterior significa que a area do triangulo BM N ¢ menor que a area
do DPQ. Contradicao. conclui-se que x = y. Analogamente se demonstra que z = t.

Por LAL tem-se que AAMQ = ACPN e ABMN = ADP(Q. Consequentemente M@ =
NP e MN = PQ. Como tem-se dois pares de lados congruentes o quadrilatero M N P(Q) ¢ um
paralelogramo. A Figura 4.23 mostra a construgao geométrica correspondente a resolugao do

problema.

Figura 4.23: Construcao geométrica da resolucao do problema. Versao interativa aqui.

a—y y
D P c
[ | L]
b—z
Qs t
VA
N
b—t
ul . [
A . M - B

Fonte: O autor.

Na construcao geométrica foi usado que somente um dos quatro pontos M, N, P e (@) é

independente. Do calculo da area dos triangulos AMQ e DP(Q tem-se:

2= (a—y)(b—2) = (a—a)(b—2),

z:b<1—§>.

Isto é, a area de cada tridngulo pode ser escrita como:

)= (1-5).
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Pode ser provado que o maximo da area acima acontece quando z = 3.

4.12.2 Generalizacao

A tese do problema continua valendo se o quadrilatero ABC'D é um paralelogramo, nao
necessariamente retangulo. Isto é, sendo iguais as areas dos triangulos AQM, BM N, CNP
e DP(Q o quadrilatero M N P(@) é um paralelogramo. A Figura 4.24 mostra uma construcao

geométrica neste caso.

Figura 4.24: Construcao geométrica partindo de um paralelogramo. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Na ultima construcao geométrica foi usado que somente um dos quatro pontos M, N, P

e () é independente. Do calculo da area dos triangulos AM@Q e DP(Q tem-se:

zzsen(a) = (a —x)(b— 2)sen(180° — a) = (a — x)(b — 2) sen(«),

z:b(l—z).

a

Isto é, a area de cada triangulo pode ser escrita como:

Arp(z) = b; (1= Yy sen(a).

a

Pode ser provado que o méximo da area acima acontece quando r = 3.
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4.13 Area de triangulos, hexagono, trapézio. P2 NE IGO
2018

Problema 14. O hexdgono convexo A; Ay A3 A A5Ag estd contido no interior do hexdgono con-
vero B1BsBsByBsBg de modo que A1Aj || B1Ba, AsAs || BaBs,..., AgA1 || BeBi. Provar que
as dreas dos hexdgonos simples A1 ByA3ByAsBgs € B1AyB3AyBsAg sdo iguais. (Um hexdgono

simples é um hexdgono que ndo intersecta ele mesmo.)

Problema 2 (Nivel Elemental) da 5 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2018.

4.13.1 Resolucao do Problema 14

A Figura 4.25 ilustra uma construcdo geométrica possivel para auxiliar na interpretacao

do problema.

Figura 4.25: Construcao geométrica para auxiliar na interpretacao. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Nota-se primeiro que o hexdgono convexo A;A;A3A4A5Ag estd completamente no inte-
rior dos dois hexagonos simples A;ByA3ByAsBg € B1AsB3AyBsAg. Segundo, para facilitar
a visualizagdo tracam-se os segmentos A;B;, AsBa,..., A¢Bs. Terceiro, como A1 Ay || BiBs,
AyAs || ByBs,..., AgA1 || BeBi, entao os quadrilateros Ay By ByAs, AsBaBsAs, ..., A¢BgB1 A,
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sao trapézios. Quarto, por terem a mesma altura e base os pares de tridangulos a seguir tem a
mesma area:

A(NA B Ay) = A(ANA By Ay),

A(AAQBgA‘g,) = A(AAQB2A3)7

A(AA6B1A1> = A(AA6B6A1)

Finalmente, nota-se que:

A(OA1B2A334A5B6) = A(OA1A2A3A4A5A6> + A(AA132A2> -+ A(AA2B2A3) + -+
+ A(AAgBsAy),

A(OA1B2A3B4A5B6) = A(OA1A2A3A4A5A6) + A(AAlBlA2> -+ A(AAQBgAg) + -+
+ A(AAGBlAl) = A(OB1A2B3A4B5A6).
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