MECANICA DOS SOLIDOS
VOLUME I

Humberto Breves Coda

EESC/USP
2017



MECANICA DOS SOLIDOS
VOLUME II

HUMBERTO BREVES CODA

Sao Carlos
EESC/USP
2017

DOI: 10.11606/9788580230499



Universidade de Sao Paulo
Reitor: Prof. Dr. Vahan Agopyan
Vice-Reitor: Prof. Dr. Antonio Carlos Hernandes

Escola de Engenharia de Sao Carlos
Diretor: Prof. Dr. Paulo Sergio Varoto
Vice-diretor: Prof. Dr. Sergio Persival Baroncini Proenca

Ficha catalografica elaborada pela Secao de Atendimento ao Usuario do
Servico de Biblioteca “Prof. Dr. Sérgio Rodrigues Fontes”

Coda, Humberto Breves

C669m Mecédnica dos sdélidos : volume II / Humberto Breve
V.2 Coda. -- S&do Carlos: EESC-USP, 2017.
227 p. : il.

ISBN 978-85-8023-049-9
DOI 10.11606/9788580230499

1. Estdtica. 2. Resisténcia dos materiais.
3. Estruturas. 4. Mecédnica. 5. Sélidos. 6. Engenharia.

I. Titulo.

Elaborado por Eduardo Graziosi Silva - CRB-8/8907

Esta obra é de acesso aberto. E permitida a reproducéo parcial ou total desta obra,
desde que citada a fonte e autoria e respeitando a Licen¢a Creative Commons indicada.

@06




Prefacio:

A mecanica dos Sélidos € entendida neste livro como a combinacédo de duas
disciplinas muito importantes na formagao da maioria dos engenheiros, a saber, a
Estatica das Estruturas e a Resisténcia dos Materiais. Em geral, textos associados a
Estatica das Estruturas abordam diversas técnicas de solucado estrutural, fazendo
muito pouca mencao a analise de tensodes internas, enquanto textos de Resisténcia
dos Materiais se limitam ao estudo dos niveis de tensdo em estruturas muito
simples, que dispensam o uso de técnicas mais elaboradas de solugéo da estatica.

Assim, o presente texto conjuga os conhecimentos dessas disciplinas de
forma natural e breve, fazendo a ligagao entre algumas das principais técnicas de
solugdo da estatica e o calculo dos niveis de tensdao em estruturas. O enfoque
principal do livro é fornecer subsidios ao entendimento dos processos de
determinacao dos niveis de tensao e deformacdo em estruturas, bem como das
suas consequéncias na integridade e utilidade das mesmas. Nesse sentido, os
principios basicos, necessarios para o entendimento futuro, das normas técnicas e
dos procedimentos de calculo sdo esclarecidos.

Este livro foi preparado entre os anos 2011 e 2017 como suporte ao curso de
Mecanica dos Sélidos, ministrado pelo professor Humberto Breves Coda, na Escola
de Engenharia de Sao Carlos da Universidade de Sdo Paulo. Sua redagao segue a
ordem de apresentagdo dos conhecimentos no transcorrer do curso. Procura-se
fazer a ligagao entre todos os assuntos abordados, combinando-os em aplicagdes e
exemplos bastante gerais e fornecendo listas de exercicios para a fixagdo dos
conceitos.

Os assuntos sdo abordados de forma pratica, procurando proporcionar ao
aluno um aprendizado agradavel e interessante. Assim, alguns conteudos s&o
propostos em nivel introdutério e depois revisitados com grau de complexidade mais
elevado. Além disso, procura-se fazer conexdo entre temas ao longo de todo o
texto. Com essa estratégia, o livro serve tanto para o auto-aprendizado, como para
ser utilizado como guia de cursos presenciais. Nessa ultima situagdo, o livro sera
mais bem aproveitado quando for lido antes da aula ministrada. Desta forma, as
duvidas levantadas e os exemplos a serem resolvidos em sala de aula poderao ser

fortemente enriquecidos.



E importante que outros textos também sejam consultados e exercicios
propostos por outros autores também sejam resolvidos. Para tanto, uma bibliografia
€ recomendada no final de cada volume, indicando alguns textos que podem
complementar possiveis lacunas do material preparado.

Dedico esse modesto livro aos meus pais, pelo incentivo ao estudo e
dedicacdo em minha formacdo, a minha esposa e filhos, pela paciéncia e apoio.
Espero que os alunos de Mecénica dos Sdlidos despertem seu interesse por este
ramo da mecanica e, a partir deste manuscrito, desejem se aprofundar nos

conhecimentos tratados.

Humberto Breves Coda, margo de 2017.
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8.9 — Flexao geral

A flex@o geral pode ser entendida como a extensdo da flexdo composta de forma a se
considerar secOes ndo simétricas, veja figura 8.45. Nessa figura, apesar de se indicar uma
secdo de entrada, a representagdo da forca normal de tracdo se sobrepds a representacdo do
eixo x (entrando). Deve-se adiantar, entretanto, que o céalculo pratico da distribuicdo de
tensdes de cisalhamento devido a forca cortante em secdes ndo simétricas serd limitado as

seg¢Oes com parede fina e sua descri¢ao sera feita no item 8.11.

*MY
|

cg

Y

Figura 8.45 — Secdo transversal ndo simétrica — flexao geral

Tal como descrito para os casos mais simples de flexdo, a hipotese de Euler-Bernoulli
(sec¢des planas e ortogonais a linha de referéncia permanecem planas e ortogonais a linha de
referéncia apos a deformacao) serd admitida na flexao geral. Assim, o campo de deformagao
¢, resultante da aplicagdo de momentos fletores M. e M apresenta comportamento linear
ao longo da se¢do transversal, porém, o fato de ndo existir um eixo de simetria implica que
ndo se sabe (a priori) como este campo depende dos valores dos momentos aplicados. O que
foi dito pode ser representado (na auséncia de forca normal) simplesmente pela seguinte

formula:
g =ay+bz (8.93)
onde, partindo-se dos conhecimentos previamente estabelecidos, a origem dos eixos (y,z) é

o centro de gravidade da se¢do transversal.

8.9.1 — Material homogéneo:
Considerando-se que o material constituinte da barra geral ¢ homogéneo segundo as

diregdes (y,z) da secdo transversal, aplicando-se a Lei de Hooke uniaxial sobre a equagdo

(8.93) e considerando a forca normal aplicada no centro de gravidade, resulta:
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o, :ay+bz+% (8.94)

onde A ¢ a area da se¢do transversal. Deve-se lembrar das equacdes (8.12) e (8.18) que o
calculo da posicao do centro de gravidade ¢ feito a partir de um ponto de referéncia (origem

de um sistema de coordenadas auxiliar (y,z )) e é dado por:
J.ydA ZAiycgi J.EdA Z AiEcgi
i=1

_ =l = i
n
>4
i=1

J_/cg =4 - n Zeg = -
dA dA
J“ L £
Como resultado da distribuicdo de tensdo normal, dada pela equacdo (8.94), deve-se

(8.95)

ter a for¢a normal e os momentos fletores M. e M calculados por integragdo como:

N= L o, dA (8.96)
M, = L o, ydA (8.97)
M, = L o, zdA (8.98)

Substituindo-se (8.94) em (8.96) resulta:

N:L(ay+bz+%]dA=ajAydA+bjAsz+%jA dA=N (8.99)

onde, por definicdo, os termos L ydA e deA sdo nulos, visto que a origem adotada ¢ o

centro de gravidade da secdo transversal. Substituindo-se (8.94) em (8.97) e (8.98) resultam:

N N
M. :IA(ay+bz+ijdA:ajAyz dA+b] zydA+ZLydA=aIZ +b1, (8.100)

_ N _ 2 N _
M, —L(ay+bz+g]zd/1—aLysz-i-bL z dA+szdA—aIyZ +bl, (8.101)

onde as mesmas propriedades empregadas em (8.99) foram usadas para eliminar N/ 4.

Além disso, uma nova caracteristica geométrica foi definida, ou seja, o produto de inércia,
I.=1,=[ zvdd (8.102)

As constantes “a” e “b” sdo determinadas resolvendo-se o sistema organizado das equagdes
(8.100) e (8.101), como:

{a]z +bl =M,

(8.103)
al . +bl, =M

y
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Resultando:

M., —-M]I M1 -M.I
a= ”’A * b= “A e d=1]1 -1, (8.104)

Desta forma, usando as constantes determinadas em (8.104) na equacdo (8.94), escreve-se o,

em func¢ao dos esforgos solicitantes como::

MI —M I MI —-MI N
o, = Z]y[ ]; yzy+ ;; 122 yZZ+E (8105)
y z yz y z yz

esta equagdo substitui a equacao (8.88) quando a segdo transversal considerada € nao

simétrica, porém seu material ¢ homogéneo. E importante notar que para se¢des simétricas o

produto de inércia /, se anula e a equagéo (8.105) se simplifica para (8.88).

Tal como para a flexdo obliqua de se¢do simétrica, caso a forca normal nao esteja

“aplicada” no centro de gravidade da secdo transversal, a equagdo (8.105) pode ser usada
utilizando-se M, =M'+N.y, ¢ M =M)+N.z,, onde M) ¢ M sdo os momentos

fletores calculados sem a influéncia da excentricidade da forca normal. Estas expressdes sao
entendidas estaticamente como a transferéncia mecanica da for¢a normal para o cg com a
aplicagdo explicita dos momentos fletores que sua excentricidade gera.

Cabe mencionar que o produto de inércia também pode ser calculado de forma
simplificada como descrito para momentos de inércia no item 8.2.1.2 na equagdo (8.21), ou
seja:

n n
L= 0+ 4z (8.106)

i=1 i=1

O calculo simplificado do produto de inércia, equagdo (8.106), necessita do
conhecimento prévio do produto de inércia de partes da se¢do transversal. A maioria das
secdes transversais ¢ constituida por partes simétricas cujo produto de inércia com relagdo
aos eixos locais (nas partes simétricas) ¢ nulo. Mas, por exemplo, se uma parte da se¢ao
transversal € um triangulo, € necessario se conhecer seu produto de inércia em relagdo a eixos
que passam pelo seu centro de gravidade. Tal como para o cdlculo do momento de inércia,

faz-se uso de valores conhecidos de produtos de inércia de partes da secdo, como alguns

disponiveis na tabela 8.1

Exemplo 8.12:
Neste exemplo calcula-se o produto de inércia de um tridngulo de base » e altura A

descrito na figura 8.46.
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A

Figura 8.46 — Calculo do produto de inércia para area triangular

Para a figura 8.46a calcular-se o produto de inércia em relagdo aos eixos auxiliares (z,y ), ou

seja:

__ h_[[ (b3 /h)_ [ 25 7 bR
I_= zZdA= [ de}d“=— —— + =
yz .[Ay .[0 Y .[0 i 2 |: 2 34 4]’12 . 24

Aplicando-se o teorema dos eixos paralelos se escreve

Iy‘z = Iyz +A)7gCECg ou Iyz = Iy‘z —Aygjcg
donde
b*h* bhbh _ b*h*

04 233 72

(8.107)

Os sinais para outros posicionamentos do tridngulo podem ser vistos na figura 8.47, onde a

referéncia de calculo é o cg de cada tridngulo e o valor do produto de inércia & b°h* /72.

Além disso, um tridngulo ndo retdngulo sempre pode ser construido por dois triangulos

retangulos.
— + + —
Z Z
+ | - -+
}—,V }—,-V
Saida Entrada

Figura 8.47 — Sinais do produto de inércia de area triangular para secao de entrada e de saida.
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8.9.2 — Materiais compostos

Quando a secdo transversal ¢ constituida por mais de um material, por exemplo, com a
presenga de fibras, as formulas da flexdo geral podem ser aplicadas pelos mesmos motivos
expostos no item 8.2.2 para se¢des simétricas, desde que se assumam como validas as
hipdteses de Euler-Bernouli. Assim, os conceitos de area, momento de inércia e produto de
inércia equivalentes serdao utilizados. Ou seja, definindo-se um material preponderante na

se¢do transversal (material de referéncia) define-se ¢, como sendo a razdo entre o modulo de

elasticidade longitudinal do material i e o mddulo de elasticidade de referéncia, ou seja,

a,=E, /E esefaz:

4,=> a4 (8.108)
i=1
Za".[)_/dA zaiAi-)_}cgi - IEdA a AEcgi

Vo =y =" 7, === (8.109)

Aez] Aeq Aeq qu

I =2 a0 42 eyl 1=l +2 a4z, (8.110)
i=1 T i=1 B

I;Zq = zai[y,*z;‘ +ZaiAi ycgichi (8.111)
i=1 i=1

e, finalmente

. M I —M I M I —M I N
o =a, . z y; y+— =2 (8.112)

X [ eq re e eq re eq \2
LT — (19 7 11— (1 A

eq
Caso a for¢a normal ndo esteja “aplicada” no centro de gravidade da se¢do transversal,
a equagdo (8.112) pode ser usada com M, =M} +N.y, e M, =M+ N.z,,onde M ¢ M

sd0 os momentos fletores calculados sem a influéncia da excentricidade da for¢a normal.

8.9.3 — Momentos principais de inércia (teorema da rotacio de eixos)

Foi comentado anteriormente que o produto de inércia ¢ nulo quando a se¢do possui
pelo menos um eixo de simetria. Entretanto, existe um par de eixos ortogonais entre si, com
origem no centro de gravidade, para os quais o produto de inércia ¢ nulo. Estes eixos sdo
chamados eixos principais de inércia e sdo determinados através da rotacdo do sistema de

eixos para os quais se determinam as caracteristicas geométricas.
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4 41
Zy | ep Zg
0 0
Y1 Y
Yo Yo
Entrada Saida

Figura 8.48 — Rotacdo de eixos

Seja a figura 8.48 onde se indica uma secao transversal qualquer com o centro de

gravidade ja determinado e dois sistemas de eixos (z,,y,) € (z,,y,). O sistema de eixos

(z,,y,) € obtido por rotagcdo (@) do sistema (z,,y,), conforme indica a figura 8.48. As

coordenadas (z,,y,) de um ponto P sdo dadas a partir das coordenadas (z,,y,) e (@)

como:
z, =z,c08(0)—y,sen(0)
Vv, =z,5en(0)+y,cos(8)

(8.113)

Deseja-se calcular os momentos e produto de inércia em relagdo a (z,,y, ) a partir de valores

conhecidos em (z,, y, ), para tanto se faz:

I, = L Vi dA = L(zosen(ﬁ)+ Yo cos(@))2 dA
Desenvolvendo a equacdo (8.114) resulta:
I, =sen’(8) L z2 dA+2sen(0)cos(0) L z,,dA + cos* (0 )L y2dA

ou
2 2
I, =1 sen”(0)+1, 2sen(0)cos(0)+1, cos”(60)
Da mesma forma:
I, 2120sen2(9)—1y020 2sen(0)cos(0)+1, cos’(0)

I,.=(1, -1, )sen(@)cos(9)+IWO(cosZ(H)—SenZ(H))

(8.114)

(8.115)

(8.116)

(8.117)

(8.118)

Somando-se (8.116) e (8.117) encontra-se o chamado primeiro invariante de momentos de

inércia, ou seja:

I +1, =1 +I, v 0

(8.119)
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Desta forma, tendo calculado Izl, o valor de [ N ja ¢é conhecido. Além disso, pode-se dizer,
diretamente de (8.116) ¢ (8.117) que [, (0)=1 (0-7n/2).

As expressoes (8.116), (8.117) e (8.118) podem ser escritas de forma tensorial (ordem

2) ou matricial, como:

I I, | cos(0) sen(6) I I, 1|[cos(@) —sen(@) 8.120
I | —sen(0) cos(0)]|1,. I sen(8) cos(6) (8.120)

Nz N Yo
ou seja, o tensor no sistema de eixos (z,,y, ) € encontrado como o giro do tensor escrito em
(z,,v,) pelo angulo 6.

Conforme comentado anteriormente, nos eixos principais os produtos de inércia sdo
nulos. Entéo deve existir um angulo especial 6, tal que:

Izp 0 ~ cos(0,) sen(0,)| 1., 1. |[cos(8,) —sen(8,) c 191
0 7, B —sen(0,) cos(0,) I, sen(8,) cos(8,) (8.121)

1)’020
Multiplicando-se (8.121) pela tltima matriz (rotagdo), resulta:

cos(0,) —sen(6,)| 1., 0 L, L || cos(0,) —sen(0,) 812
sen(6,) cos(8,) || 0 I, |1 I, || sen(8,) cos(8,) (8.122)

YoZo Yo

ou, tomando-se a primeira coluna de operagdes,

IZ . COS(QP) — IZP 0 COS(QP) - Izo IYoZo COS(QP ) (8 123)
| sen(0,) 0 Izp sen(6,) . I, sen(6,)

Caso se utilize a segunda coluna de operacdes, resulta,

;. —sen(0,) _ I, 0 |[-sen( g,) _ I, 1. ||-sen(8,) (8.124)
| cos(8,) 0 I, cos(0,) . I, cos(0,)

As equacdes (8.123) e (8.124) sdo equivalentes e correspondem a equagdo de auto-

valor / auto-vetor cujo resultado fornece os angulos 6, e 6, procurados e os valores dos

momentos principais de inércia correspondentes. Reescrevendo-se (8.123) na forma padrao,

tem-se
(IZ _IZ ) I Z 9 0
0 P YoZo COS( p) _ (8125)
Iyuzo (]yo _Izp ) Sen(ep) 0
Sua equacao caracteristica (determinante nulo da matriz de operagao linear) fica:
2 2 —
Izp —(IZO +1, )Izp +(Iz(,]y0 _IJ’oZo)_O (8.126)
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Resolvendo-se a equagdo caracteristica se encontram os valores dos momentos principais de

inércia, como:

2
I +1 I -1
] =( 2z . yo)i\/[ 2 : yOJ +[y2020 =Imi_R (8127)

E usual se definir o primeiro e segundo momentos principais de inércia como:

2

I_+1 I_-1

11=( 2 y°)+ e I (8.128)
p 2 2 YoZo

(1, +1,) I -1, 2 2
I1,= 5 SR 5 e +1, (8.129)
Com a existéncia da solugdo de (8.125), operando-se a primeira linha resulta:

1 l_lz

tan(9,, )=~ ‘ (8.130)

ZoXo
Operando-se a segunda linha, encontra-se:

1,-1

tan(0,,) = 5 (8.131)

Z0)o

Multiplicando-se (8.130) por (8.131), utilizando-se (8.128) e (8.129), conclui-se que

[ tan(0,,) || tan(6,,)|=-1 (8.132)

ou seja ‘9p1 —sz‘ =r/2.

Desta forma, conhecido 7, de (8.128) calculam-se todos os outros valores de interesse, ou

sejal,, 0, ¢0,.

8.9.4 — Parametrizacio em (26 ) - Circulo de Mohr

Uma forma muito usual de se representar as equagoes (8.116) e (8.118) ¢ a partir da

parametrizacdo em (26). Para tanto, aplicam-se as seguintes relagdes trigonométricas

cos’(0)= 1+cos(20) sen’(0)= 1-cos(20) sen(20)=2sen(6)cos(6)> cos(20)=cos’*(0)-sen’(0) sobre as
2 2

referidas equacgdes, resultando:
I I +1,
z; 2

1. -1
+— 5 *-cos(20)+1_, sen(20) (8.133)
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I, -1
z—%sen(20)+lzm cos(20) (8.134)

an

Encontra-se 6, tal que o produto de inércia seja nulo igualando-se (8.134) a zero para ¢, ou

seja:
] —
I, cos(20,)=—" 5 “-sen(26, ) (8.135)
ou
tan(20,) = 2w (8.136)
Iz@ —]yo

Esta expressdo € semelhante a (8.130) e (8.131), porém resulta em dois valores para €, pois

ndo envolve nenhum valor principal. Certifica-se que o angulo calculado em (8.136) ¢
realmente o de méximo e minimo momento de inércia (momentos principais) calculando-se a
derivada de (8.133) em relagdo a 4, ou seja:

dl

d—; =—(1., -1, )sen(20)+21,, cos(20)=2I, (8.137)
Desta forma, a derivada do momento de inércia em relagdo a € ¢ proporcional ao produto de
inércia e, portanto, os valores criticos de momento de inércia realmente correspondem ao
angulo onde o produto de inércia € nulo.

Para encerrar, passa-se o primeiro termo da direita da equacgdo (8.133) para o lado

esquerdo, eleva-se a equagdo resultante ao quadrado e soma-se com o quadrado da equagdo

(8.134), ou seja:

L+1 Y I -1 (1 ’
(121 - ] +(1, ) :(Z"Z”cos(za)+1zmsen(2a)) +(— o sen(20)+ 1, cos(ZH)j (8.138)

Desenvolvendo-se os termos trigonométricos, verifica-se sua eliminacao, resultando:

2 2
I +1 I -1
20 (! 2 _ 20 0 2
[121 - j ‘D, = (Ty} i, (8.139)

Observando-se a equacao (8.139) pode-se escrever:

2
(,-1,) +L, =R (8.140)
Que representa uma circunferéncia de centro em (/,,0) e raio R, conforme a figura 8.49,

denominada de circulo de Mohr.
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Figura 8.49 — Circulo de Mohr para momentos de inércia.

Desta figura pode-se calcular os momentos principais de inércia, como em (8.127)

2
I +1 I -1
Z _( -2 yn)+\/( = yoJ +I =1, +R (8.141)

E o méaximo produto de inércia (sem interesse pratico)

_R (8.142)

Zcde
O éangulo que define os eixos de maximo produto de inércia pode ser determinado

diferenciando-se (8.134) em relacdo a @ e igualando-se o resultado a zero, ou seja

(1 _I.Vo)

tan(26.)=— 2° (8.143)
Z0Xo

Multiplicando-se a equagao (8.143) pela equacao (8.136) encontra-se

[ tan(26, ) |[tan(26, )] = -1 (8.144)

Assim, |6, —6,|=7/4, ou seja as diregdes de momentos principais de inércia distam
de 7 /4 da dire¢do de produto de inércia maximo. Maiores detalhes do Circulo de Mohr

serdo dados no capitulo dedicado a analise de tensdes em um ponto.

8.9.5 — Comentarios sobre o uso das direcoes e momentos principais de inércia.
Em geral, na literatura, ao invés de se utilizar a formula (8.112) ou (8.105) para o
calculo das tensdes normais ¢ da linha neutra na flexdo geral, se determinam as direg¢des

principais de inércia e seus respectivos momentos principais. Na sequencia se adotam as
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dire¢des principais como sistema de referéncia onde o produto de inércia deixa de existir e
voltam a valer as expressoes (8.91) e (8.92) da flexdo composta.

Entretanto, este caminho de calculo envolve um numero muito maior de operagdes,
incluindo o giro dos esforgos solicitantes e das coordenadas dos pontos da secdo, que
aumenta a chance de erros. Desta forma, neste curso, optamos pelo uso direto da expressao
(8.112).

Porém, o conhecimento dos momentos principais de inércia ¢ importante para o
melhor posicionamento dos elementos estruturais, permitindo maior resisténcia e rigidez. No
calculo de instabilidade estrutural, a direcdo de menor momento de inércia deve ser

considerada. Isto serd objeto de estudo do capitulo 11 deste material.

8.9.6 — Rotacido de eixos e composicio das caracteristicas geométricas de secoes
transversais.

As expressoes (8.116) e (8.118) ou suas versoes (8.133) e (8.134) ndo servem apenas
para se deduzir as formulas para a determinagdo de dire¢des e momentos principais de
inércia. Estas indicam também que, a partir de valores de momentos e produto de inércia de
calculo trivial, € possivel se calcular momentos de inércia segundo eixos quaisquer (centrados
no cg). Assim, os momentos de inércia e produto de inércia de uma secdo que contém trechos
simples inclinados podem agora ser calculados utilizando-se a composicdo dos teoremas da

rotacdo e da translagdo de eixos (eixos paralelos).

Exemplo 8.13:

Calcular as caracteristicas geométricas para a se¢ao indicada na figura 8.50.

lo 2 le 2 lo 2
1]
\\\ 1,5 8/3cm
Z ﬁE
N 8/3cm
. % o 8/3cm

-

Figura 8.50 — Secao transversal
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Solucao
Primeiramente deve-se lembrar que, quando hd um orificio como o da figura 8.50,

considera-se o triangulo cheio e “descontam-se” (considerando negativas) as propriedades do

orificio. Na figura 8.51 mostra-se a figura representativa do orificio a ser tratado.

Figura 8.51 — Orificio

Apenas para organizar, chama-se o orificio de area 1 e o tridngulo cheio de area 2. As
caracteristicas geométricas do orificio sdo conhecidas em relagdo ao seu centro de gravidade

e aos eixos locais (y,,z, ), como:

art T 8

A =nmr’/2=3534cm’, I ==——=1,988cm*, I, =r4(———)=0.556cm4
¢ 8 ‘ 8 9

Da geometria sabemos que sen(@)=0,6 e cos(6)=0,8. Usando diretamente (8.116),
(8.117) e (8.118) temos:

I, =(1,988.0,8" +0,566.0,67 )em" =1,4725 cm’*
I, =(1,988.0,6* +0,566.0,8 jem* =1,0715 cm’
I, =(0,556-1,988).(0,6).(0,8 Jem* =—0,6874cm"

Observa-se que o produto de inércia pode assumir valor negativo, além disso, pela simetria

original da figura 7, =0.

Para a area 2 (triangulo), em relagdo ao seu proprio cg, tem-se:

A,=(6).(8)/2em’ =24cm’ I, =6.8 /36cm" =85,333cm”,

6° -8’
1, =86"/36cm* =48cm* I, =~

1 =-32cm*
242 72
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Com os valores parciais conhecidos, deve-se calcular o cg da secdo transversal completa e, na
sequéncia, determinar as coordenadas das areas parciais em relacdo ao cg total. Para tanto
temos, da geometria:

z =-0,5093cm , 3, =-0,3820cm, z, =0,0cm, ¥, =0,0cm

Assim:

5 =—A1)71+A2)72 :—3,53-(—0,3822)+24~Ocm20'066cm
T4, 20,5

s _TARFAZ  3S3(-05096)+240 o oce.
S A+ A, 20,5

yl :yl _ycg :_0,44801’”, y2 :)_/2 _-)_}cg :_0,066cm

z,=2,-2,=-05974cm, z, =z, -z, =—0,088cm

Usando as expressoes (8.110) e (8.111) para o, =—1 e a, =1, calculam-se
I=-1 +1, - Ay + A4,y; =83,256cm”* =0,008326dm*
I,=-1 +1, - Az} + A,z) = 45,853cm* =0,004585dm"

I, =—I _+1 _—Ayz +A4y,z, =-32,12cm* =-0,003212dm*

vz na Ty,
Encerrando o procedimento.

Deve-se lembrar que as expressdes gerais, considerando secdes homogéneas ou nao,
para se calcular as caracteristicas geométricas de se¢des ndo simétricas sdo (8.108) até
(8.111) acrescidas do teorema da rotagdo de partes inclinadas dado pelas (8.116), (8.117) e
(8.118).

Exemplo 8.14

Para o exemplo 8.13, calcular a maxima tensdo de compressdo e a maxima tensao de tragao

dados M, =100kN.dm, M, =74.5kN.dm ¢ N =12,80kN (passando pelo cg).

Solugdo
Conforme as expressoes (8.94) e (8.104), reproduzidas no que segue
MI,-MJI, M -MI

N
zeay+bz+g,a: y , b ¥ “eA=11 -1,

Calculam-se, usando os valores do exercicio 8.13 em decimetros:

A=2,7859-10" dm®
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,_ (100-0,4585-74,5-0,3212)-10 kN - dm’

—— =25048,15kN / dm’
2,7859-10dm

(74,5-0,8326-100-0,3212).10 kN dm®

==/ =33793,29kN / dm’
2,7859.10 dm

b

N___ 128N =62,439kN / dm’

A4 20.5.102dm’

ou
o, =25048,15 kN3 v+33793,29 kN3 z+62,439 kNZ
dm dm dm

Para auxiliar a decisao dos pontos de méxima e minima tensao normal, apresenta-se a

linha neutra na figura 8.52.

L.N.
\\
A
0,066cm
y \\\
\\
V< N
y N
0,088cm| Jﬁ B

Figura 8.52 — linha neutra e pontos criticos

Da figura 8.50 sabemos que y,=—(8/30)dm, z,=-02dm, y,=(16/30)dm,
z,=-0,2dm,y.=—(8/30)dm, z,. =0,4dm .

Sabendo-se que y, =y, -y, ¢ z, =z —z, tem-se:

v, =(—(8/30)-0,0066)dm =—-0,2733dm

z,=(-0,2-0,0088 )dm = —0,2088dm

vy =0,52673dm

z, =—0,2088dm
Ve =—0,2733dm
z. =0,3912dm

Substituindo-se estes valores na equacao da tensdo normal, resultam:
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kN kN

af ==-13839,26—, Uf =6200,01—, Uf =6436,71 kN
dm dm ’

2
m

ou
o/ ==—1383,926MPa , ¢ =620,001MPa ¢ o =643,671MPa

Como se pode observar, as tensdes em B e C sdo proximas, mas a maxima tracao
ocorre em C. Caso a linha neutra seja paralela a uma face da se¢do transversal toda aquela

linha sera critica. Nos casos mais usuais, o nimero de pontos criticos ¢ finito.

8.10 — Conjunto de listas de exercicios
O aluno esta apto a resolver a décima segunda lista de exercicios, disponivel no anexo

desse volume.

8.11 — Fluxo de tensées de cisalhamento e centro de cisalhamento para secoes abertas de
parede fina

Tal como estudado na flexao simples de se¢des simétricas € de interesse conhecer na
flexdo geral o fluxo de tensdes de cisalhamento presente quando as forgas cortantes ndo sdo
nulas. E sabido, pelos exemplos realizados nos itens relativos & flexdo simples, que as tensdes
de cisalhamento oriundas das forgas cortantes possuem valores mais significativos quando a
largura (ou espessura) das sec¢des transversais € pequena. Assim, limitaremos nossos estudos
as secoes de parede fina.

Do fluxo de cisalhamento resulta o calculo de mais uma caracteristica geométrica da
secdo transversal, qual seja, o centro de cisalhamento. Pode-se lembrar, por exemplo, que o
centro de gravidade representa o ponto no plano da secdo transversal por onde uma forca
normal aplicada ndo gera momento fletor na barra analisada. J4 o centro de cisalhamento ¢ o
ponto no plano da segdo transversal por onde forcas transversais aplicadas ndo geram
momento tor¢or na barra analisada. Para se calcular a posicao do centro de cisalhamento, ¢
necessario se calcular o fluxo de tensdes de cisalhamento advindas das forgas cortantes

presentes na flexao geral de barras de se¢dao de parede fina, coforme descrito na sequéncia.
8.11.1 - Generalidades

No item 8.4, flexao simples, o calculo do fluxo de tensdo de cisalhamento em sec¢des

simétricas foi apresentado. As formulas resultantes, (8.61) e (8.63) sdo transcritas abaixo.
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0, e 9mi(y) )
Lb(y )IydA T Ib(y)

sendo o eixo ) de simetria.

r,(y)= m(y)= j YA ml(y)= Z A'y; (8.61) ¢ (8.63)

Do ponto de vista tedrico vale lembrar que b(y) ¢ a largura de um corte horizontal,

ortogonal ao eixo y, que divide a barra em duas partes donde o célculo de 7, (y) resulta,

pelo teorema de Cauchy, em 7, (y). Caso o eixo z seja de simetria, tem-se, de forma
similar:

7 QL”ﬁ(Z)

r.(z b(z)j T hie) m(z)= jsz ,mi(z)= Za, "z (8.145)

Uma particularidade deste célculo ¢ a consideragdo do plano de corte como ortogonal
ayouaz.

Conforme exemplos realizados no capitulo relativo a flexdo simples, percebe-se que
os valores das tensdes de cisalhamento na flexdao sé sdo significativos quando a largura (ou
espessura) da secdo transversal comeca a ser muito menor que sua altura. Além disso, as
técnicas descritas s valem para secdes simétricas. Aproveitando esses comentdrios iremos

limitar (neste item) o estudo para segdes abertas de parede fina, conforme ilustra a figura

8.53.

Figura 8.53 — Se¢des abertas de parede fina, simétricas ou nao.

8.11.2 — Fluxo de cisalhamento em sec¢oes abertas de parede fina

Conforme comentado no subitem anterior, a particularidade do célculo de tensdes
cisalhantes na flexdo simples ¢ a orientagdo do corte de célculo. Define-se a linha do
esqueleto (ou simplesmente esqueleto) de uma se¢do transversal de parede fina como sendo a

linha média entre as faces da secdo transversal, veja figura 8.54.
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S5 Sy S3

F+—T——>—1 T
\ \
\ Ss
ng, T s,
\
L_it® Lte
F—Szf fgl—w ¢ 5 t(s) S

Figura 8.54 — Se¢des abertas de parede fina — esqueleto — coordenada curvilinea local

Conforme indica a figura 8.54, existe um conjunto de coordenadas curvilineas s, para
cada trecho i (continuamente diferenciavel) da se¢do transversal. Na figura 8.55, separam-se
trechos da sec¢do transversal, ndo mais ortogonais @ y ou z, mas sim a §,, e indica-se, para

uma dessas separagdes genéricas, o equilibrio longitudinal a ser realizado, tal como descrito

no item 8.4.2 (figura 8.27).

al

Figura 8.55 — Separagao genérica e equilibrio longitudinal de parte especifica.

Para secdes simétricas este equilibrio ¢ escrito pela reproducao das equagdes (8.54) —
(8.60). Parte-se da formula das tensdes longitudinais (aplicada na se¢do de entrada) com y
dependendo de s, como:

M
I

o (¥ (s)=—=y(s) (8.146)

z

Na se¢do transversal de saida, considerada na posi¢do x +dx tem-se a seguinte distribuigdo

de tensdo normal para a area A :

M. . am
Z S + V4

7Y

z z

o (y'(s)+do,(y(s)= y'(s) (8.147)
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O equilibrio na direcdo longitudinal do prisma definido pela area parcial 4~ e pelo plano

t(s).dx ¢ dado por:
J-a (v (s))dA" +rQ} (s )dx = I(O'X(y*(s))+dax(y*(s)))dA* (8.148)

A

onde #('s) ¢é a espessura da se¢do transversal na linha de interesse. Rearranjando (8.148) e
usando o Teorema de Cauchy ( TS% = TXQS'V ) escreve-se:

% t(s )dx = j do_dA’ (8.149)
.

onde o sobrescrito O, indica o esfor¢o solicitante que da origem a tensdo de cisalhamento

calculada.
Do calculo diferencial tem-se:

do =] M.,
I dx

(8.150)

Observando-se que dx e /. ndo variam em A" e substituindo-se (8.150) em (8.149)

encontra-se:

rs%’t(s)zi (8.151)

z 4"

Lembrando-se da relacdo diferencial entre momento e for¢a cortante, equagdao (3.35),

encontra-se:

0, _Omi(s) Q& ..
()= s )jy() 1) “(S); a Ay (8.152)
m!(s)= [ y(s)dd" = ia,-zfyf (8.153)

onde ja se aplicou o calculo simplificado do momento estatico parcial dependente do corte

escolhido.

Para forga cortante (O, seguindo passos semelhantes, resulta diretamente:

0. (5)= Omi(s) Q. %, oo
% (s)= 7 ()] Z'(s)dd’ = ) Iyt(s),zla"A"" (8.154)

m(s)= j Z(s)dd’ =Y a4z (8.155)
1 i=l
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Como as duas parcelas estdo calculadas no mesmo corte e possuem a mesma dire¢do, ou seja,
paralela ao esqueleto, na presencga das duas forcas cortantes tem-se:
o(s)=12 +7% (8.156)

As expressoes (8.152) e (8.154) valem para se¢des simétricas. Para se¢des nao
simétricas estas expressoes sO sdo validas se os eixos adotados forem coincidentes com os
eixos principais de inércia.

No caso geral de se¢des ndo simétricas, a expressao (8.146) deve ser substituida pela

expressao (8.105), ou seja,

MI-MI1, MI-MI
0 = I e (8.105)

Repetindo todos os calculos chega-se a expressao geral valida para o calculo do fluxo de
cisalhamento oriundo de forcas cortantes em se¢des ndo simétricas, ou seja,

r(s)= (Iym;(s)—lyzm;(s))t(fﬁ+(cm;(s)—Iyzm;'(s))t(fﬁ (8.157)

A coordenada curvilinea indica o sentido da sequéncia de cortes a ser executada para
o calculo dos momentos estaticos, influenciando em seu sinal. Para secao de entrada, ao se
aplicar as formulas (8.152), (8.154) ou (8.157) as tensdes de cisalhamento resultardo no
sentido de s para resultado com sinal positivo e, contrarias a s para sinal negativo. Para
secdo de saida, ao se aplicar as formulas (8.152), (8.154) ou (8.157) as tensdes de
cisalhamento resultardo em sentido contrario a s para resultado com sinal positivo e, no
sentido de s para sinal negativo.

E interessante, quando possivel, iniciar as coordenadas curvilineas em extremidades
livres com coordenadas y ou z positivas. Estas se unem em ramos principais, depois se
separam para ramificacdes com coordenadas y ou z negativas, onde terminam. Esta escolha
¢ sugerida (quando possivel), pois em uma se¢do de entrada com forca cortante positiva, o
fluxo de tensdo de cisalhamento ird coincidir com o sentido positivo de s e o momento
estatico serd sempre positivo. Caso ndo existam extremidades livres com coordenadas y ou
z positivas, os diagramas de momento estdtico serdo negativos e seus sinais devem ser
considerados nas formulas. Novamente a regra de sinal anterior serd valida.

Os proximos dois exemplos sdo de importancia fundamental, pois organizam os
calculos necessarios para se encontrar a distribui¢do de tensdes de cisalhamento devidas aos

esforcos cortantes em se¢des de parede fina.
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Exemplo 8.15 — secao I

Neste exemplo uma se¢ao tipo I, veja figura 8.56, esta sujeita a duas forgas cortantes

Q, =40kN e Q. =30kN . Pedem-se determinar duas distribui¢des de tensdo de cisalhamento

com fluxo paralelo ao esqueleto, cada qual decorrente de uma forga cortante. Depois, solicita-

se sua composicdo e determinagdo da maxima tensdo de cisalhamento.

1,0;ﬁ <—<—<— —>—>—> S —
I
f 55
I gl Q
10 ) 9 —> % |l T(s)
! 5,5
4 f YY
10y [E=— =1 SN |
! 5cm 5cm ! ! 5,35 5,35 !
0,7
TQY

Figura 8.56 — Secdo I (entrada)

A secdo transversal indicada ¢ claramente bissimétrica (centro de gravidade

conhecido) e valem as formulas (8.152) e (8.154). Os momentos de inércia ficam:

3 3
[ =070 S 10T s 10,7x1)-5,5° = 707,467em?
12 12
3 3
1 =2} 11(;7 1007 504 4600m*

Como foi solicitado se apresentar as distribui¢des de tensdo, € necessario se tragar o
diagrama de momento estitico dependente da coordenada curvilinea s. Neste exemplo

mostra-se o calculo completo (analitico) e o tragado pratico.

Para o calculo de m(s) as coordenadas curvilineas e os cortes genéricos sio

adotados conforme a figura 8.57. Para o calculo de m(s) as coordenadas curvilineas

adotadas e os respectivos cortes genéricos estdo definidos na figura 8.58 e, de forma mais
compacta, na figura 8.60. Os resultados sdo independentes das coordenadas curvilineas

adotadas. Para se¢Oes simétricas, visando facilitar os calculos, pode-se adotar coordenadas

curvilineas diferentes para se calcular m.(s) e m(s), no caso de secdes ndo simétricas esse
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procedimento se torna irrelevante, pois ndo se imagina, a priori, o sentido das tensdes de
cisalhamento.

A justificativa para a escolha feita neste exercicio se encontra no fluxo de tensdo de
cisalhamento a ser calculado (para forgas cortantes positivas), que para o caso de O, pode
ser imaginado na figura 8.56a e para o caso de (. pode ser imaginado na figura 8.56¢. No

primeiro caso o ramo principal € responsavel pela resultante da forga cortante Q) que no

encontro com as ramificacdes secunddarias respeitam o equilibrio longitudinal (segundo o eixo

x) e, portanto, o teorema de Cauchy. Realizado este equilibrio, resulta o que ¢ chamado

continuidade local do fluxo de cisalhamento, ou seja, Z 7(s)-t(s)= z 7(s)-t(s).

chegada saida
No caso especifico deste exemplo, para (., no trecho coincidente com o eixo y
(alma da secdo - s; da figura 8.58) exatamente na simetria do problema resulta fluxo de

cisalhamento nulo e, portanto, o sentido de s nao ¢ importante.

S
I .
|
g .
|
| ©)
|
—> < ==l =
72 . @ @
———— -—— T — 2
|
5) 1
® ® i
|
|
|
N

Figura 8.57 — Coordenadas curvilineas e cortes genéricos para tracado de diagramas de

momento estatico m (s).
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_ _———. =L

®

Figura 8.58 - Coordenadas curvilineas e cortes genéricos para tracado de diagramas de

momento estatico m_ (s)

Solugdo para m!(s)
Para o calculo analitico de m('s), observando a expressao (8.153), ¢ necessario

conhecer y ('s) para cada trecho de coordenada curvilinea. Além disso, adota-se para se¢do

de parede fina d4" =1t(s )ds .
Assim, para o trecho 1 ou para o trecho 2 da figura 8.57, sabe-se que y(s)=5,5cm

constante, além disso suas origens estdo em extremidades livres, ou seja, 0 momento estatico

inicia-se nulo. Portanto, para os trechos 1 e 2 tem-se:

mj’(sl):J.: y(s,)-t(s,)ds = L;l 5,5cm-1cmds =5,5¢m’s,

m!(s,)= j(;] (s, )-t(s,)ds :J‘: 5,5cm-lcmds =5,5cm’s,

donde se conclui, no céalculo simplificado, que quando a coordenada y ¢ constante em um

trecho de espessura também constante, o diagrama de momento estatico sera linear, bastando
se conhecer dois valores de momento estatico para o seu tracado. Os melhores valores sdo o

valor inicial (no caso 0) e o valor final do trecho, no caso:

m(5,35cm)=m!"" = 4, .-y, =(5.35cm-lcm)-5,5cm = 29,425cm’

Para o trecho 3 a coordenada y('s) apresenta comportamento linear,
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V(s,)=as;+b

Considerando-se a origem de s, na jungdo entre os trechos 1, 2 e 3 determinam-se as
constantes a € b e escreve-se:

V(s,)=—5,+5,5cm

Deve-se observar que a integral para o cédlculo do momento estatico vem sendo realizada
desde as duas extremidades livres da se¢do transversal, assim, considerar a origem de s, na
jungdo dos trechos, implica na necessidade de se somar a integral que serd calculada aquelas
ja concluidas, ou seja:

m(s;)= J‘: (s, )-t(s;)ds +me""i“' = j; (5,5cm—s,)-0,7cmds + (29,425, +29,425, )em’

m’ (s, )=3,85cm’ -5, —0,35cm-s; +58,85cm’
Esta expressdo ¢ nitidamente uma parabola com concavidade voltada para baixo. Como foi
visto no item 8.4 o momento estatico deve ser maximo no centro de gravidade da se¢do

transversal, ou seja:

y
dm, _ 3,85cm* —0,7cm-s,=0 = s,=55cm
ds,

o que confirma a afirmacao.

Como este trecho do diagrama ¢ parabolico, os valores importantes para o tragado
simplificado do diagrama sdo os dois extremos deste intervalo e o valor central, no caso o
maximo. Além disso, sabe-se a concavidade da parabola, pois s, € contrario a y. Nao faz
sentido se encontrar os valores chave a partir das expressdes analiticas, assim calculam-se
diretamente das areas e correspondentes centros de gravidade.

No inicio do trecho 3 (s5; =0) o momento estatico ¢ a soma dos momentos estaticos
“abaixo” deste ponto, ou seja:
m}(0)= m;f;’}‘)‘l + m{;';“)’ =58,85¢cm’

No centro de gravidade acrescenta-se a area do trecho 3 abaixo do cg, ou seja,

m(5,5cm)=m(cg)= mﬁ’f‘jl + mﬁ’;"j + mj’f;;x” =58,85¢cm’ +(5,50m-0,7cm)-%cm
m’(5,5cm)=m!(cg)=58,85cm’ +10,5875cm’ = 69,4375cm’
Observa-se no diagrama da figura 8.59, exatamente a soma indicada acima. No final do

trecho 3 deve-se considerar a metade acima do cg, ou seja:
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m’ (1em ) =m/"% +m/7% + m° + m" = 69,4375cm’ +(5,5¢m ~0,7cm)~( =58,85¢cm’

=5,5¢m
s(1) 5(2) s(3) s(3)

Para finalizar, os trechos 4 ¢ 5 podem ser calculados com seus cortes positivos ou
negativos, conforme indica a figura 8.57. Isto se justifica, pois nas extremidades livres tem-se

momento estdtico nulo. Tanto para o trecho 4 quanto para o trecho 5 escreve-se
Y(s)=-5,5cm , assim, para o calculo analitico pode-se fazer (para s,):

pelas extremidades,

m(s,)=(=)]

5,35cm
S4

—5,5cm-1em-ds =5,5cm* - (5,35cm—s, ) = 29,425¢m’ —5,5¢cm’s,
ou pelo centro
m’ (s, )=58,85cm’ —29,425¢cm’” + J:A —5,5cm-lem-ds =29,425cm’ —5,5¢m’s,,

quando s, =5,35¢cm tem-se momento estatico nulo.

No célculo simplificado, basta sabermos os valores inicial e final do diagrama, o final

¢ 0 que corresponde a extremidade livre, ja o inicial vale:

s

(inicial ) __ ¥R — 3
m? =(-)4y, =-(535cm-lcm)-(=5,5cm ) =29,425cm

onde o sinal negativo se da devido o corte ser contrario ao sentido da coordenada curvilinea

adotada. O diagrama resultante esta representado na figura 8.59.

10,5875 58,85

29,425

Figura 8.59 — diagrama de m.('s)

Solugdo para m_(s)

A solucdo analitica é obviamente encontrada seguindo os passos realizados na solucao
anterior e os cortes genéricos dados na figura 8.58. Para se resolver pelo tragado simplificado

seguem-se os cortes chave da figura 8.60.
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1535 5,35/2
—_— 1l -
5,35/2 A 535 | B C

Figura 8.60 — Cortes chave para calculo de m('s) - derivados da figura 8.58.

O corte B da figura 8.60 fornece o0 momento estatico na jungdo entre o trecho cheio e
tracejado (s, e s; da figura 8.58), que pela dupla simetria do problema vale para todas as

jungdes equivalentes. Seu valor é:

5’35cm=14.31125cm3

m.(B)=(5735cm-1cm)-

Como o comportamento de 7. ('s) no trecho s, da figura 8.58 ¢ quadratico, calcula-se

o momento estatico pelo corte A (centro do trecho) da figura 8.60, como:

mi(A)=A -z =(5’§’5 cm-lcm]*(s’;s + S’jsjcm =10.7334375cm’

Deve-se observar que o trecho §, ndo cruza o centro de gravidade e, portanto, ndo ha

ponto critico. Novamente pela dupla simetria do problema este valor vale para todos os cortes
correspondentes.
Finalmente o céalculo para um corte C (qualquer na alma da se¢do) resulta em

m.(C)=(535m-1cm)- 2,35

5,35
cm—(S,SSchcm)-Tcm = 0cm’
onde os valores positivo e negativo correspondem as areas a esquerda e a direita da alma com
coordenadas z('s) positiva e negativa, respectivamente. A alma possui coordenada z nula e,

portanto, ndo contribui no calculo de m; .

O grafico correspondente esta na figura 8.61. A concavidade negativa do grafico ja

era conhecida pelo fato de s ser contrario a z . Porém, tal constatagdo sai diretamente do

tracado simplificado do grafico onde o valor de m_(4) estd acima da linha tracejada entre 0

em. (B).

253



/ 3,5778125

ot |

14,31125

10,7334375

Figura 8.61 - diagrama de m (s )

Na figura 8.61 ainda se indica que a parabola entre o inicio do trecho e o ponto B

pode ser dada pela soma de um tridngulo e uma pardbola centrada em A de altura

h=3,5778125cm’ dada por:
h=m(A4) _m(B)
2
Tal fato ajudard nos calculos das integrais envolvidas no calculo do centro de cisalhamento

de secdes mais complexas.

Tensdo de cisalhamento
Para se desenhar o diagrama de tensdo de cisalhamento aplicam-se (se¢do simétrica)
as expressoes (8.152) e (8.154) sobre os diagramas das figuras 8.59 e 8.61, respectivamente.

Esta aplicagdo ¢ feita ou na forma analitica, ou diretamente nos valores chave no diagrama.

0,

Depois se faz a composi¢io de 72 e 72 . Para uma segdo de entrada o fluxo de

cisalhamento segue o sentido de s para resultado positivo das formulas aplicadas. Deve-se
tomar cuidado com a variagdo brusca da espessura, neste caso estas ocorrem nas juncoes
entre a alma e as mesas. As duas expressdes de interesse sao:

0 _ 40kN -m (s ) e 70 30kN -m_(s)
o 707,467cm’t(s) 0 204,46ecmt(s )

Que, quando aplicadas resultam nos diagramas da figura 8.62.
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2,0998

0,83185 Fé><1,5749

I
I

5,5868 N 0 _ 15,5868
t

4,7316 '
t

1,6637 . 2,406387%54 0436151
Q, ,
Tsxy TSX Tsx

Figura 8.62 — Diagramas de tensdo de cisalhamento, parciais e total (kN /cm®)

Neste caso a tensdo de cisalhamento maxima vale 5,5868kN /cm® e ocorre na alma e no cg

da secdo transversal.

Exemplo 8.16 — Sec¢do nao simétrica

QZ

Trace os diagramas de tensdes de cisalhamento 72 e 7% para a segdo transversal

indicada na figura 8.63. Dados: Q, = -20kN e Q. =40kN .

,6042
, 10cm #,
|
e | d k J i
T |
| 3,5625
cg!
s B P
t=0,1cm ‘H 9cm z ¢
y 5,4375
S ‘1' a b f g h
5cm y

Figura 8.63 — Secdo transversal a ser estudada.
A secdo a ser analisada ¢ mostrada na figura 8.63 onde se desenhou apenas seu

esqueleto e se indicou sua espessura constante (¢ =0,1cm ). A origem inicial utilizada para se

determinar a posi¢do do centro de gravidade coincide com o ponto d (ou i) da figura.
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A secdo transversal ¢ dividida em trechos indicados pelas letras mintsculas, sendo de

“a” até “e” para a variavel y e de “f” até “k” para a variavel z .

Cdlculos iniciais (todas as varidveis em cm):

Variavel y:
Vae =05 Y3y =455 Y =9 A:ZAi:2:4Cm2
A4,=10-01=1; 4,=09; 4,=0,5 Vo =D AY. D A =3,563cm

yde:-)_}de_ycg :_3’563
I, =0;1 =0;1=019/12

Voa = Voa ~ Veg =0,937 :

_ 2 4
yab :.)_/ab _.)_}Cg :5;437 IZ _ZIZ’ +ZAlyl _34’340’”
Variavel z:
Eikzs;zhi:O;Z/hzzys A=ZAI.=2,4CI’I’12
A =15 4,=0,9; 4,05 7= Y A7/5 4, = 2,604
Zix :Eik_Ecgzz’396

3 ~

Zh[ :Eh[ _Ecg :_2;604 Iyik = 0’1103/12’ ]Zﬂz :0,15 /12’ ]zhi = 0
z,=%,-%, =-0,104 I,=>"1,+> 4z} =21,22cm*

Apesar de letras diferentes as areas estabelecidas sdo as mesmas e o célculo do produto de

inércia resulta diretamente:

1,=>1.+> Ayz =-11,02cm*

Diagramas de momento estdtico
5 y
Solugdo para m;

Para o tracado do diagrama ¢ necessario se dividir a area “bd” em dois trechos “bc" e

“cd”. Assim, temos as coordenadas:
Vie = Ve~ Veg =(4,5+4,5/2)-3,563=3,187cm
Vea =Vea —Veg = 4,5/2-3,563=-1,313cm

Com as areas

A, =A4,=4,,/2=0,45cm’
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Os momentos estaticos de importancia sao:

m;(a)=0

m'(b)=A4,-y, =2,7185cm’

m’(c)=m’(b)+ A4, -y, =415265cm’

m'(d)=m’(c)+A4, vy, =3,5618cm’

m(e)=0

Um valor adicional 1til ¢ 0 médximo momento estatico, dado por:
m’(0)=m’(b)+(0,1-54375)-5,4375/2=4,1968cm’

Com estes valores o diagrama de momento estatico resultante esta indicado na figura 8.64.

Solugdo para m;

Para o tragado do diagrama precisa-se dividir a area “fh” em dois trechos “fg" e “gh”.
Da mesma forma o trecho “ik” deve ser dividido em “ij” e “jk”. Assim, tém-se as

coordenadas:

Zp=Z,-Z,=(2,5+2,5/2)-2,604=1146cm

2y =2, —Z, =(5+5/2)~2,604=4,896cm

z —Z,=2,5/2-2,604 =-1,354cm

gh

z, =Z;—Z, =5/2-2,604=-0,104cm

y
Com as areas

Aﬁg = Agh = Aﬁ, /2=0,25¢cm*
A. = Ajk =A4,/2= 0,25cm*

Y

Os momentos estaticos de importancia sao:
m(f)=0

mi(g)=A,-z,= 0,2865cm’
mi(h)=m(g)+ A4, z,= -0,052¢cm’
m(i)=m(h)+ 4, -z, =-2,396cm’
mi(j)=mi(i)+4; z;= -2,422¢cm’

m’(k)=0
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Um valor adicional util é o maximo momento estatico do trecho “ik”, tendo em vista
b

que o trecho “th” possui valores muito pequenos.
m>(0)=m’(i)+(0,1:2,604)-(—)-2,604/2=-2,735cm’

Na figura 8.64 o diagrama de momento estatico ¢ mostrado.

26342 3 561 2,422 2,735

" 2,396

/ 5 [/

+ e /

1\ 4,198 5
0,2865
4,15265
N N
0,052
27185

Figura 8.64 — Diagramas de momento estatico, m. e m; .

Observam-se na figura 8.64 que, ao se adotar a mesma coordenada curvilinea para o

calculo dos dois momentos estaticos, resultam valores negativos para m_

Aplicando-se a expressao (8.157) calcula-se cada parcela da tensdo de cisalhamento

Ccomo:

A=34,34-21,22-11,02° = 607,2544

0, Qy z _20 z
T(s)=—"—(I.m)(s)—1 m’(s))=———-(21,22-m(s)+11,02-m°(s
w (8) t(s)A( Y S (s) ” 4 )) 0,1-607,2544 ( o (s) 4 ))
0, _ Qz z ¥ _ 40 z y
T(s)= Imi(s)—1 m'(s)|]=—(34,34-m7(s)+11,02-m’ (s

= (5) t(S)A( m(s) ” 4 )) 0,1-607,2544( o(s) o ))

Ts%(s)=—(6,989-msy(s)+3,630~msz(s))

t(5)=(22,620-m:(s)+7,258-m(s))

r(a)=0

7 (g)=—(6,989-2,7185/2+3,630-0,2865) = ~10,54kN / cm’

2 (b)=—18,81kN / cm®

7o (c)=—(6,989-4,15265+3,630-(~0,052-2,396)/2) = ~24,58kN / cm’
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t2(d ) =-16,20kN / cm®
72 (j)=-(6,989-3,5618/2+3,630--2,422) =-3,65kN / cm’®

rs%’(e):O

e (f)=0
t%(g)=(22,620-0,2865+7,258-2,7185/2)=16,35kN / cm’
t%(h)=18,56kN / cm’
t%(c)= (22, 620-(—0,052-2,396)/2+ 7,258-4,15265) =2,453kN / cm’
t%(i)=-28,35kN / cm’
t%(j)=(22,620--2,422+7,258-3,563/2) = —41,86kN / cm’
7 (k)=0

Na figura 8.65 apresentam-se os esbogos dos diagramas das parcelas de tensdo de
cisalhamento, a soma das duas resulta na distribuicdo total. Observa-se que o calculo
analitico possui mais detalhes que podem ser facilmente recuperado determinando-se

constantes de férmulas de pardbolas para cada trecho. Para efeito do célculo do centro de

cisalhamento, a ser apresentado no préximo item, o tragado aproximado ¢ suficiente.

4275
-41,86
28,35
16,20
3,65 // ©
A® —
©)
© 28,35 JL 2,45
24,58
v
® T+
O\ S
g1 T
10,54 ' 16,35 18,56
% (kN / cm®) 7% (kN / cm?®)

Figura 8.65 — tensoes de cisalhamento parciais.
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Conhecendo-se trés valores para trechos parabolicos, determina férmula analitica no
trecho de interesse para se encontrar valores criticos (maximo ou minimo). Por exemplo, no

trecho “ik” ou “de” tem-se para a tensdo total (soma dos diagramas da figura 8.65) que:
t. =as’+bs+c

com s tendo origem no ponto d (ou i), escreve-se:
7.(0)=-16,2—28,35=—44,55kN / cm’

t.(5)=-3,65-41,86=-4551kN /cm’

7..(10)=0kN / cm’

donde:

r,. =0,0384s* —0,384s 44,55

I 0,07685-0,384=0 = 5 =5
ds
¢ portanto:

" = —45,51kN / cm’

Ou seja, a maxima tensdo de cisalhamento ¢ negativa, ocorre no sentido contrario a
coordenada curvilinea adotada e vale 45,51kN/cm” no centro do trecho “de” da segdo

transversal analisada.

8.11.3 — O centro de cisalhamento
Este item sera dividido em dois subitens de forma a simplificar o entendimento e

fornecer técnicas adequadas de célculo.

8.11.3.1 — Conceituacio geral

O Calculo da distribui¢do de tensdo de cisalhamento definida nos itens anteriores tem
como pressuposto a existéncia apenas de esforcos cortantes. Assim, naturalmente, a
integracao da distribuicdo destas tensoes cisalhantes deve resultar nas forcas cortantes e em
momento torgor nulo.

Apresenta-se, como ilustragdo, o exemplo da figura 8.66, onde se indicam as forgas
cortantes que devem ser resultado da integragdao das tensdes de cisalhamento. Observe que

nesta figura ndo se indica momento torgor, pois as tensoes de cisalhamento serdo calculadas
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com as formulas relativas apenas a forca cortante. Além disso, ndo se preocupou com a
localizagdo destas forgas, o que sera questionado na sequéncia dos desenvolvimentos.

Na figura 8.67 mostram-se os diagramas de momento estatico. Aplicando-se (8.152) e
(8.154) encontram-se os diagramas de tensdo de cisalhamento dados na figura 8.68,

juntamente com os sentidos, seguindo a regra de sinal.

1%/ (2b+h)
7%,

|
<

QYT h/2
Qz

> iT‘S ~

y h/2

—s
b

|

7

Figura 8.66 — Sec¢do transversal analisada (entrada)

(2b™-b*h)t
8 (2b+h)
b* ht
bht
9 2 (2b+h)
+/
|
BN
| 8
I
|
t
|
|
| +
R\ \
2 2 (2b+h)
(2b>-b*h)t
y 8 (2b+h z
m; (2b+h) m,

Figura 8.67 — Diagramas de momento estatico.
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|
| +
-\
bh &
2 1,

Figura 8.68 — diagramas de tensao de cisalhamento.

A integral das tensdes de cisalhamento sobre a area da se¢do ¢ (no caso de espessura
constante por trechos) a 4rea do diagrama de tensdes de cisalhamento multiplicada pela

espessura da secdo. Assim, para a figura 8.68a, a forca horizontal ¢ nula, ou seja, a
distribuigdo de tensdes de cisalhamento oriundas de O, ndo gera J.. O mesmo ¢ vélido para
a figura 8.68b, ou seja, as tensdes de cisalhamento oriundas de Q. ndo geram Q,.

Além disso, para a figura 8.68a, a integral do trecho vertical resulta:

2 2 3
QVJmfdA:% @ht+gh_ht =%. 2.bt- ﬁ +£ :QV
i 1\ 2 38 i 2) T2

z z

Confirmando que a distribuicdo de tensdo de cisalhamento resulta na forca cortante. O

mesmo vale para a figura 8.68b. Deve-se observar que no calculo do momento de inércia a
espessura elevada ao cubo (¢°) foi desprezada (procedimento admitido em sec¢des de parede
fina). Como consequéncia, pode-se calcular /. como sendo a integral de m. sobre a area da
se¢do transversal e /, como a integral de m; .

A pergunta agora ¢, em que condigdes estas distribui¢des de tensdes de cisalhamento

ndo geram momento torgor?
Inicialmente, para ilustrar, imagina-se Q. =0 e desenha-se um trecho de barra com

comprimento zero, indicando as se¢des de entrada e saida, conforme a figura 8.69.
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o
1 polo Qy
Zp f S (loy e
4»4»’ ==
T F
y y
Representacdao 3D Vista pela se¢do de entrada

Figura 8.69 — Conceituagdo de centro de cisalhamento

0,

v
SX

Na figura 8.69a indicou-se a distribui¢do de tensdo de cisalhamento 7’ da figura

8.68a na sec¢do de entrada, na se¢@o de saida indicou-se apenas a forga cortante O, (seguindo

convengdo de sinais estabelecida). A figura 8.69b ¢ apenas a representacdo de uma vista, pela
secdo de entrada, do trecho 3D, ou seja, a for¢a cortante indicada para baixo ¢ da se¢do de
saida. Como mostrado anteriormente, este trecho de barra estd em equilibrio de forgas, pois a
integral da distribuicdo de tensdes cisalhantes resulta na forca cortante. Entretanto, para que
este trecho de barra esteja em equilibrio de momentos (tendo como hipotese a auséncia de
momento tor¢or) € necessario se impor o equilibrio de momentos em torno de um eixo

qualquer paralelo ao eixo x . Na figura 8.69a escolheu-se o eixo x,, onde a letra p significa

polo. Tal equilibrio ¢ encontrado como:
Q,(-zy)-F-h=0
Este equilibrio so6 € possivel se:

ch__F'h__(l bh bt)%i—— b2h2 _ 3b2
1O, 41/t (6b+h)

2 2

p Qy
Ou seja, se a forga cortante estiver passando pelo ponto “CC” da figura 8.69a ou

8.69b, definido como centro de cisalhamento. Em um problema genérico, for¢as transversais
a barra geral que passam pelo centro de cisalhamento da se¢do transversal ndo geram torgao.

Deve-se esclarecer que se indicou —z; para ndo se poluir a figura 8.69a. Se a forca O,

estivesse indicada do lado positivo do eixo z, o momento gerado por esta seria contrario ao

cc

; encontrado.

eixo x, resultando na mesma expressdo e sinal para o valor de z

Finalmente, define-se: “Centro de cisalhamento é o lugar geométrico (ponto) no

plano da se¢do transversal para o qual for¢as concorrentes ndo geram momento torgor”.
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O eixo z da secdo transversal estudada ¢ de simetria, isto implica em uma
distribuigio de tensdes de cisalhamento 72 e resultantes de forga como ilustradas na figura

8.70.

Q Fh

CC ——

Figura 8.70 — Centro de cisalhamento contido no eixo de simetria

Observando-se a figura 8.70, nota-se que 2F, =0, e Q, =0, desta forma, para a

for¢a cortante (J. passando pelo eixo de simetria, encontra-se equilibrio de momentos em

torno de qualquer eixo paralelo a x. Portanto, resulta uma propriedade importante: “O

Centro de Cisalhamento esta contido no eixo de simetria da se¢do transversal”.

Além disso, conclui-se que a posi¢do z do CC ¢ determinada considerando-se Q. =0
e a posicdo y do CC ¢ determinada considerando-se O, =0 e realizando-se o equilibrio de

momentos em torno de um eixo paralelo ao eixo x (polo) para um trecho de comprimento

nulo da barra geral.

8.11.3.2 — Caso geral
O calculo da posi¢do do centro de cisalhamento para se¢des abertas de parede fina
pode ser realizado de forma geral a partir da figura 8.71a onde se indica um trecho genérico

do esqueleto de uma secdo transversal de entrada.
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Figura 8.71 — Trecho genérico de se¢do transversal e definicdo do vetor normal

A figura 8.71 indica a existéncia de dois sistemas de coordenadas paralelosa y e z,
um deles (E,)_/) centrado no centro de cisalhamento e o outro (z Y p) centrado no polo.

Segundo a figura 8.71, para um infinitésimo de comprimento ds escreve-se o
correspondente infinitésimo de for¢a df como:
df =7-t-ds (8.158)
onde dA4 =t-ds ¢ o infinitésimo de area.

Este infinitésimo de forca pode ser decomposto em suas componentes y € z € 0

infinitésimo de momento tor¢or em torno do centro de cisalhamento fica escrito como:

dM =df cos(0)y —df sen(0)z (8.159)
Observando-se a figura 8.71a sabe-se que:

y=y, -y (8.160)
Z=z,-z) (8.161)

onde (z,,y,) € aposicdo do centro de cisalhamento (CC) em relagdo ao polo. Substituindo-

se (8.160) e (8.161) em (8.159) e desenvolvendo resulta:
dM [ =df(y,cos(0)—z,sen(0))—df cos(0)y, +df sen(0)z; (8.162)
Integrando-se (8.162) deve-se encontrar, por definicdo, M =0, ou seja,

substituindo-se (8.158) e integrando-se ao longo do esqueleto, resulta

[(3,c05(0)=z,sen(0))--t-ds—yi [ cos(0 )df +z [ sen()df =0 (8.163)
mas:
[cos(0)df = 0. (8.164)

N
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[sen(0)df =0,

Além disso, observando-se a figura 8.71b, percebe-se que
y,co8(0)—z, sen(0)=n
onde n ¢ a distancia normal do ponto de integragdo ao polo.

Substituindo-se estas Ultimas grandezas em (8.163 resulta:

jn-r-t-ds—Qz~y;"+Q},-z;” =0

N

Aproveitando-se a concluséo do final do item anterior determina-se z; fazendo-se

0. =0e y; fazendo-se O, =0 em (8.167).

Determinagio do zy (Q.=0)

Da expressdo (8.167) resulta:

Z;CZ_—III’I'T't'dS

y.s

Utilizando-se a expressao (8.157) para calcular 7 -¢, tem-se:

yz's

T-t:%(lymsy(s)—l,mz(s))

que, substituida em (8.168) resulta:

1
= J.msz(s)-nds

cc
z =
p

L\m’(s) nds+
A (s nds =,

que pode ser escrita como

cc
A =
P

1
Y [y R B
A!w (s)ds+ A _!w (s)ds

com W(s)=m;(s)-n(s)ew(s)=m(s)n(s).

Determinagio do y,; (Q,=0)

Da expressao (8.167) resulta:

y;C:LJ.n-rt-ds

zZ s

Utilizando-se a expressdo (8.157) para calcular 7 -7, tem-se:

(8.165)

(8.166)

(8.167)

(8.168)

(8.169)

(8.170)

(8.171)

(8.172)
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% (Lmi(s)=1,m!(s)) (8.173)

T-1=
que, substituida em (8.172) resulta:

1
szm;”(s)-nds (8.174)

cc Iz z
Y, :ZJ.ms(s)-nds— A

que pode ser escrita como
cc [z 4 Iyz Y
Y, —Z_!w (s)ds—jjs.w (s)ds (8.175)

com W (s)=m.(s)n(s)ew(s)=m(s)n(s).

Para se¢Oes simétricas (/,, =0) as formulas (8.171) e (8.175) se simplificam para:

z :_Tt!wy(s)ds (8.176)
cc 1 zZ
e =1—jw (s)ds (8.177)

Deve-se observar que as formulas resultantes (8.171), (8.175), (8.176) e (8.177)

dependem apenas da geometria da se¢do. Além disso, deve-se comentar que m_('s) e m.(s)

sdo calculados em relagdo ao centro de gravidade, enquanto 7(s) é calculado em relagdo ao
polo escolhido. A escolha do polo pode ser feita de forma conveniente, eliminando-se trechos
complicados de momento estatico em ramos retos. Para tanto basta que o ramo (reto) esteja
alinhado com o polo (n(s)=0) significando que a resultante daquela forca ndo gera
momento em relagdo ao polo escolhido. E interessante comentar que, para uma se¢do
composta por trechos retos concorrentes em um unico ponto, ao se escolher o ponto
concorrente como polo todas as normais resultam nulas e, portanto, este ponto sera o centro
de cisalhamento.

A convengdo de sinais de n('s) depende da orientagdo da coordenada curvilinea 5 e
do eixo X, assim:

x>0 = n>0 . _
onde o simbolo A representa produto vetorial.

<l <l

Seja v =5 An entdo .
Xx<0 = n<

Exemplo 8.17: Centro de cisalhamento de se¢do simétrica com trecho inclinado

Calcular o centro de cisalhamento e tragar o diagrama de tensdo de cisalhamento para

a se¢do transversal indicada na figura 1. Dados 7, =0,4cm, t, =0,2cm e O, =13kN .
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6cm

b 15¢m

15¢cm

8cm
Figura 1 - Secdo transversal de entrada: Medidas na linha do esqueleto.
A partir da figura 1 calculam-se os valores chave do diagrama de momento estatico

indicados na figura 2.

Figura 2 - Diagrama de momento estatico m_ - valores chave
A sec¢do ¢ simétrica em relagdo ao eixo z e, portanto, sdo necessarias as coordenadas y de

partes da se¢do transversal para o calculo do momento estatico. O comprimento do trecho

inclinado é ¢/ =10cm e a distancia de sua base ao eixo z vale 9cm. Assim, a coordenada do
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CG da metade externa da area inclinada vale d, =(9+3+1,5)cm =13,5cm permitindo o
calculo do momento estatico

a=Ay =(5x0,4)cm*x13,5cm = 27cm’ (a)

O momento estatico b pode ser calculado como o produto de toda a area inclinada por sua

coordenada, ou seja:
b=A"y" =(10x0,4)cm’x(9+3)cm = 48cm’ (b)
O valor indicado pela letra d ¢ importante para simplificar o calculo da integracdo do

diagrama de momento estatico multiplicado pela normal (veja equagdo (8.174)) e pode ser

calculada de maneira indireta, como:

d=a —% =27 -24)em’ =3cm’ (c)

O acréscimo de momento estatico ¢ pode ser calculado pelo produto da area da metade

inferior do trecho vertical com sua coordenada, ou seja,
c= (9x0,2)cm2x%cm =8,lem’ (d)

E 6bvio que o momento estdtico maximo esta no cruzamento do eixo z (linha do cg) com o

trecho vertical da secdo transversal e vale m’™ =c+b=56,lcm’.

0
n
N0
~
\\ n/e
~
~
~
]

v

Figura 3 - Diagrama de normal e estratégia geométrica
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Escolhendo-se um polo qualquer (veja figura 1) mostra-se na figura 3 o diagrama de
normal, juntamente com a coordenada curvilinea s e o versor normal #n que define o sinal da
normal como negativo, pois (s A7)-x <0. Sendo cos(€) =0,8 tem-se
n=-0,8x9cm =-7,2cm (e)

De posse desses valores calcula-se
—I m, - n(s)ds = Zbi : 10cm+§d . IOcm}ﬁ, 2cm+{b~ 18cm +§c : 18cm}x0 =3744cn’ (f)

Para o calculo do centro de cisalhamento falta conhecer o valor do momento de inércia. Este
pode ser calculado de forma classica ou sabendo-se que a integral da componente vertical do

fluxo de cisalhamento 77 resulta na forga cortante, ou seja:

I = 2){%b~106m +§d~100m}x0,64{b~18cm +§c-180m} =1273,2cm* (2)
Assim,

cc _1 y
z,) :I_L m! nds =2,941cm (h)

O diagrama de méaxima tensdo de cisalhamento ¢ facilmente construido multiplicando-

se o diagrama de momento estatico por Q, /(I -¢) com atengdo para o fato da espessura ndo

ser a mesma para trechos diferentes, veja a figura 4.

Figura 4 - Diagrama de tensdo de cisalhamento
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Os valores chave sdo, portanto,

e=1,06kN / cm* =10,6 MPa (i)
f =1,885kN / cm® =18,85MPa G)
g =3,770kN / cm® =37,70MPa (k)
h=0,637kN / cm® = 6,37 MPa 1)

Finalmente, a méaxima tensdo de cisalhamento ocorre no cg e vale 7, =g +h =44,08MPa .

O fluxo de tensdo de cisalhamento acompanha o sentido da forca de cisalhamento presente,
no caso para cima. Isso confirma a convengdo de sinais na secdo de entrada, ou seja,
resultado positivo para tensdo de cisalhamento implica em fluxo no mesmo sentido de s.
Apenas para lembrar, em uma se¢do de saida, o resultado positivo indica que o fluxo de
tensdo de cisalhamento ¢ contrario ao sentido de s. Em casos simples, como o desse
exemplo, a analise pode ser feita diretamente, mas quando a se¢ao € ndo simétrica e existem
duas forgas cortantes atuando, nem sempre a dire¢do final do fluxo ¢ dbvia.

Existe uma regra simples para se escolher a concavidade do diagrama de momento
estatico parabolico em trechos retos. Caso a coordenada curvilinea acompanhe o sentido de
v a pardbola apresenta valor central menor que os das extremidades do intervalo, caso
contrario, o trecho central apresenta valor maior que os das extremidades (caso deste
exemplo). Atencdo deve ser dada ao sinal do diagrama de momento estatico para definir o

que € maior ou menor.

Exemplo 8.18 — Determinar a posi¢ao do centro de cisalhamento do exemplo 8.16

Esse exemplo tem o intuito de solucionar problemas de secdo ndo simétrica, casos
pouco explorados na literatura. Os trechos quadraticos dos diagramas da figura 8.64 sdo
adequados para a integracdo requerida pelas equagdes (8.171) e (8.175) calculando-se o
“desvio” parabdlico (a partir da reta tracejada) do ponto central de cada curva. Comparando

as figuras 8.64 e 8.72 temos:

1,0112=4,15265—(3,563+2,7185)/2
0,3125=0,2865—(0-0,052)/2
~1,224=-2,422—(~2,396+0)/2
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3,562

/

v

e d
a b a b
+ \ N
0,3125 0,052

\

2,7185

Figura 8.72 — Adequacao dos diagramas de momento estatico para integragao

Os diagramas dos trechos parabdlicos sdo agora entendidos como a soma de termo
linear e termo parabolico puro. O termo parabdlico puro deve apresentar valor nulo nas
extremidades e valor méximo no centro do intervalo, figura geométrica com integracao
conhecida.

Na figura 8.73 indica-se o polo escolhido e o diagrama de distancia normal, com sinal

indicado.
0 Polo
< v
Zp
0
vp
S
n\l, + |9

Figura 8.73 — Indicagdo do polo e do diagrama de normal

Na figura 8.74 multiplica-se o diagrama de normal pelos diagramas de momentos estaticos,
resultando os diagramas de w" e w”.
E interessante notar que a posi¢do escolhida para o polo influencia nos valores de

normal, assim, uma posicao que resulte em normal nula para a maior parte possivel da se¢ao

reduz o nimero de operagdes para o calculo.
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+2,8125 -0,468

24,4665
wY w?

Figura 8.74 — diagramas de w” e w*

As integrais dos diagramas da figura 8.74 ficam:

[wds= %24,4665 52 61,17cm’

z 1 2 5
'[w ds :E(—O,468-5)+§2,8125-5 =~ 8,205¢cm
Lembrando-se, do exemplo 8.16, que

A=607,2544cm®, I, =34,4cm*, I,=21,22cm* e I, =—-11,02cm* resulta:

I,

1 34,4 11,02
22 i (s )ds —— [ W (s )ds = —— ot — 8,205~ — 2= 6115=1,575cm
Yr A! ()&= I ()5 = 07,2544 607,2544
_1’ [ _ —
2= T [ (s )ds +25 [ W (s )dls = ——am 61,17+ — 028 205 = ~2,286em
» =40 A 607,254 607,2544

A figura 8.75 ilustra a posi¢do do CC em relagdo ao polo e ao cg.

2,286

e

olo

1,575

~

1,9875

CccC

N
o

€8

5,2902

Figura 8.75 — Posi¢ao do Centro de Cisalhamento.
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Exemplo 8.19 - Secio com ramifica¢io - descontinuidade no momento estatico

Seja a se¢do transversal indicada na figura 1. Calcular seu centro de cisalhamento.

!
0,3cm t ) 0,2cm

y

Sem |
[

I 10cm

I
i
I
v
|
[

Figura 1 - Secao transversal com ramificagdes e variacao de espessura
Na figura 1, além das informacdes usuais, medidas na linha do esqueleto e espessuras,
informa-se também a posicdo do polo a ser adotado no calculo da posicdo do centro de
cisalhamento. Inicia-se o processo tragando-se o diagrama de momento estatico, conforme
mostrado na figura 2a.
Para o tracado do diagrama de momento estatico atentou-se ao sentido das
coordenadas curvilineas s indicadas na figura 2b. Os sentidos destas coordenadas foram

escolhidos como entrando nas extremidades com y >0 e saindo nas extremidades com »<0.

3
+ 27cm 9 . Tﬁ
5 ii
6 : i’_
b+ -
s
+ 1
5
6| + ~~ i
z —
~ n
S
N 27cem’ 9 ity

Figura 2 - Diagramas de momento estdtico e normal
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Os diagramas de momento estatico sdo calculados considerando como area A4 as
parcelas de areas anteriores ao corte em s. Assim, trecho pequeno, acima do cg, possui
diagrama de momento estatico positivo. Entretanto, se fosse adotado nesse trecho s no

sentido contrario ao indicado ter-se-ia momento estatico negativo, porém, normal positiva,
resultando em um mesmo valor para w, =n.m; .
E importante se observar que, no diagrama de momento estatico, ocorrem 2 saltos

com valor de 6¢cm’. Estes saltos sdo correspondentes ao valor do momento estatico das
ramificagdes nos pontos a e ». No ponto a este acréscimo ocorre na passagem do corte
horizontal anterior a ramificagdo para o corte horizontal posterior a ramificagdo que deve
agregar a integral da ramificacdo realizada para aquele trecho. Anélise semelhante ¢ feita no
ponto b que, se o sentido de § fosse o contrario seria trivial. Uma forma simples de se
verificar o valor ¢ se calcular o diagrama de momento estatico no trecho superior de cima
para baixo, invertendo seu sinal.

O desenho apresentado para o momento estatico mostra uma forma simples de se

proceder a integracdo do trecho vertical, resultando o momento de inércia, como:

IZ:27-18+§18-(l,8-4,5)+6-6:619,2cm4 (a)
J4, a integral
wids=| m’nds = 9M—3ﬂ -2 =2340cm’ (b)
s 7 s 7 2 2

Assim a posi¢ao do centro de cisalhamento ¢ calculada como:

cc _1
z, = ZL w!ds =-3,779cm (c)

ou seja, o centro de cisalhamento esta posicionado a 3,779cm a direita do polo.

Exemplo 8.20 - Secao tipo C com trechos curvos (circulares).

Este exemplo ¢ apresentado para mostrar ser possivel o calculo do CC em problemas
mais complexos, exigindo mais matematica. Sao apresentadas duas formas de se solucionar o
problema. Na primeira, usa-se a formula geral para secao simétrica, equacao (8.176), e na
segunda se aplica o conceito basico, veja figura 8.69.

Seja a secao indicada na figura 1a com espessura constante . Dados os comprimentos

a, b e R qualquer, determinar o centro de cisalhamento.
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P Polo _ N
\\ bcosé’/g b
\\ R/é\ b b
AN AN
A 1
\ R 0 R _ECOSH
i’ Y .
| R l a |
' | I
o S

Figura 1 - (a) Geometria da secdo transversal, (b) Calculo vetorial.

Primeira solucao - formula geral

A informagdo em detalhe na figura 1a ¢ a distancia 'normal' do polo a um ponto sobre o
trecho curvo. Esta distancia ¢ entendida como a distancia do polo até a reta tangente que passa
pelo ponto em questdo, e ¢ dada por:
{=bcosO+R (a)

Na figura 1b mostra-se que essa distancia pode ser também calculada como o produto
interno da coordenada do ponto P pelo versor normal 7 sobre o ponto, resultando na

t

projecdo do vetor P na dire¢ao de 7 . Sendo 7 = {cos 0,sin H}t e P= {(b + Rcos ), Rsin 9}

De posse da geometria pode-se tragar os diagramas de momento estatico e de normal
para a se¢do em questdo, como mostrado na figura 2.

Os valores facilmente conhecidos sao:

f=b+R (b)
g=R (c)
c=at(b+R) (d)
ez% (©)
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Figura 2: (a) Momento estatico, (b) Normal.

Como a formula da distancia normal entre o polo e o trecho circular ja foi dada na

equagao (a), resta calcular a expressdo analitica do momento estatico entre os valores ¢ e d .
m = J.Ov y(s)tds=c+ J:l y(s)tds, €3}
onde a coordenada s, comega na jungdo entre o trecho horizontal inferior e o trecho curvo,
Assim, transformado-se ds, = Rd6 tem-se para o trecho entre os valores ¢ e d :

m’(0)=c+ I: (b+RcosO)tRd6  ou m (6) = c + Rt(b0 + Rsenb) (2)

O valor d , indicado na figura 2a ¢ encontrado colocando-se # = 7 /2 na equagao g, ou

seja:
b
d= at(b+R)+Rt(7+R) €3)

Indica-se a integral de w’ (s) necessaria para se aplicar a formula (8.176), como:

jw;’ (s)ds = j n-m’(s)ds = —{2 { fc%a} + gd(2b) +§ ge2b+2 jo”/z 0O)m’ (Q)Rde} (2)

onde as integrais das geometrias conhecidas (triangulo, retingulo, pardbola) j& foram

realizadas. Na sequéncia realiza-se a integral faltante:
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4b€g /2 .
—I w! (s)ds =3 acf +2bgd + 3 +2 _[O (c+ Rt(bO+ Rsin@)(bcos @+ R)RdO (h)
ou

—j W (s)ds ={a(b+1'e)2 +4b2Ra+(4+7r)R2ba+(3+§jbR3 +

st o 2

Dando continuidade a aplicacdo da formula direta, calcula-se 0 momento de inércia, como:

(@)

L= y(syds 0)
Desprezando-se £, tem-se:

t8b°
I, =2at(b+R)’ Ho 2j (b+ Rcos0)*tRdO (¥)
ou
I.=t|2a(b+R)’ +3b +TRb” + 5 +4bR )
Assim,

cc

Zp=

2 3
{az (b+R)’ +4b°Ra+(4+ 7)R*ba +[3 +7Z]bR3 +7aR’ +(27-2)b’R* + 2b3R + 2R4}
(m)

{2a(b+R) 3 b’ +7Rb* + § +4sz}

caso R=0 recupera-se o valor dado pela expressdo para a secdo C de cantos retos

2 =3a’ / (6a+2b).

Segunda solucdo - conceituacdo geral

Resolve-se o problema diretamente pela andlise do equilibrio de um trecho de barra

conforme item 8.11.31, conceituacdo geral.

Na figura 3 se faz a analise do equilibrio de momentos em relagdo a um polo genérico.

Observa-se que o polo (ou outro ponto qualquer) representa um eixo paralelo ao eixo

longitudinal da barra (x) e, portanto, a for¢a cortante O, que aparece na figura ¢ da secdo

adjacente (saida) a secdo em estudo que € uma secdo de entrada.
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Figura 3 - Estudo do equilibrio do conjunto em relagdo ao polo.

As forgas indicadas na figura 3 sdo provenientes da integracao das tensdes desenvolvidas em

cada trecho. No caso do trecho curvo, escolhe-se o centro da circunferéncia como ponto de

referéncia e calculam-se as forgas horizontal F; =J‘: (rt)cos@RdO e vertical
F, = J.(: (rt)sen@RdO e o momento da tensdo de cisalhamento no ponto de referéncia

/2
M, = jo 7tR R d@. Desta forma, o que se indica na figura 3 sdo os equivalentes mecanicos

da distribui¢do de tensao nos trechos curvos. O equilibrio de momentos em torno do polo fica:
0,z =2(b+R)F, + RF, ++2DF; +2M , (a)
Observa-se que F, ndao gera momento em relagdio ao polo escolhido. Na sequencia,

aproveitando-se grandezas indicadas na primeira solugdo, calculam-se os valores necessarios:

O m 0 ¥ o1,
K —Ll ttds, _I_ZLITtdSI _I_Z'Ll m; ds, —I—Zaa t(b+R) (b)
O¢m 0O 0, (20 b
F= LGdszzl_zy L, :]_Zy Lzm;”dsz = S5 20+ 2| ab+ R+ R+ R) | ©

F, =] rtcosods, = % [ m} cosoRdn = % [+ Re(pO+ Rsent)]cosORA0 (d)
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F, =%{CR+R2t jo””[(becosemcos esene)]de} =%{CR+R2t[b(§—l)+%R)} (e)

z

/2 Q, 2 Q. 12
M, :J.O TtR R d‘ngL msy((9)R2dé?:]—yj0 [C+Rt(b(9+Rsenl9)]R2d(9 6]
2 2
MCZ% L S ey (2)
I.| 2 8

Substituindo-se os valores conhecidos da primeira soluc¢do e preparando-se para serem usados
na equagao (a) tem-se:

0,

2FI(R+b):Zta2(R+b)2 (h)
RF, :%t{¥+2ab2R+2abR2 +7b°R’ +2bR3} (i)
2bF, %t{szRa +2R’ba+2b°R? (%—1j+bR3} G)
oM, :%t{ﬂasz + maR® + ”ZZR3 +2R4} (k)

Somando-se os valores e substituindo-se em (a) resulta:

2 3
{az (b+R)’ +4b°Ra+(4+1)R°ba +(3 +7Z]bR3 +7aR’ +(27-2)b’R? +2b3R +2R4}

cc

Zp=

)

3
R +4sz}
2

{2a(b+R)2 +§b3 +7Rb +

idéntico ao obtido pela solucdo anterior.

8.12 — Conjunto de Listas de exercicios

O aluno deve resolver as listas de exercicios 13 e 14, constantes do anexo do volume

8.13 — Fluxo de tensdes de cisalhamento e centro de cisalhamento para secoes fechadas
de parede fina

No item 8.11 discutiu-se o fluxo de tensdes de cisalhamento em se¢Oes abertas de
parede fina e, consequentemente, o céalculo do centro de cisalhamento para este tipo de
secoes. Neste item vamos estender estes conceitos para as segdes fechadas, celulares e

ramificadas.
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8.13.1 — Condicao de empenamento total nulo para se¢oes fechadas
A hipoétese basica para o calculo do fluxo de cisalhamento devido a forga cortante ¢
que o momento torgor seja nulo ao longo de um trecho de barra. Isto significa que o gradiente

do giro relativo entre duas se¢des também deve ser nulo, resultando em d¢/dx=0.

Retornando a equacgao (7.47) para se¢des fechadas, em sua forma diferencial tem-se:

dg(s)-d(s)=y(s)-dx = Tg)-dx (8.178)
ou,
¢ §d(s)ds:ﬁy(s)ds'dxzﬁ%d&dx (8.179)

onde d¢ é a média de d¢(s ) na sec¢do, conforme descrito no item 7.4.

Assim, rearranjando (8.179) e considerando G constante na se¢do transversal, tem-se,

na auséncia de momento torgor, que:

dg 1 § §

—_— = d = 0 d = 0 8 1 80
PRy y(s)ds ou 7(s)ds ( )

A primeira das equacdes (8.180) indica também que, para secdes fechadas, o

empenamento total de uma se¢o transversal isolada deve ser nulo.

8.13.2 — Fluxo de tensoes de cisalhamento

Seja a sec¢do transversal fechada, indicada na figura 8.76a. Em uma posicao qualquer

indicada pela letra “A” imagina-se a presen¢a de um fluxo de tensao de cisalhamento 77, .

Ta

(a) Problema completo (b) Componente aberta (c) Restituicao

Figura 8.76 — Separacao do problema
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A técnica parte da “abertura” desta se¢do transversal no ponto “A” dividindo-se o
problema em duas componentes, uma componente onde a se¢do ¢ aberta com fluxo nulo no
ponto “A” e a outra onde o fluxo no ponto “A” € restituido. A soma destas duas componentes
deve retornar ao problema original completo.

A primeira componente ¢ claramente uma se¢do aberta e a segunda uma sec¢do
fechada sujeita a “tor¢do” onde sabe-se que 7-f=7,-f constante. Assim o fluxo da se¢do
original pode ser calculado.

Inicialmente considera-se o caso em que Q. =0. Utilizando-se a equagdo (8.169)

€SCreve-Se:
To, 1=Tg, 1T, L, =%(Iym.f(s)—lysz(s))ﬂa 2, (8.181)

onde a primeira parte ¢ conhecida e calculada para se¢do aberta. Aplicando-se (8.180) tem-se:

I (s)—1 m .
ffTQy-dS=%56( M (S)t ”m‘“(s))dsﬂﬁ%ds:o (8.182)

onde o simbolo de integral em circuito fechado foi utilizado na parcela aberta indicando que

toda a secdo serd integrada. Lembrando-se que 7, -7, ¢ constante, rearranjando-se a equagao

(8.182) encontra-se o valor de 7,-f, que substituido em (8.181) resolve o fluxo de

cisalhamento na se¢do transversal.

. gg(fymz(s)—lysz(s)) p
7,1, =—— 1 (8.183)
4 §;ds

Quando a se¢do € simétrica (/,, =0) a solugdo de (8.181) fica:

0 §mA;t(S) s
=y y [ —
Ty, = m(s) ] (8.184)

z §;ds

Repetindo-se 0 mesmo procedimento para O, =0, resulta,

% (Lmi(s)=1,m!(s))+7,t, (8.185)

To 1=Ty 14T, 1, =

com
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z ¢
T, 1, =— (8.186)
a A 1
—ds
Sgt
Quando a se¢do € simétrica (/,, =0) tem-se:
0 §m (5) 4
TQZ-rzl—‘z mj(s)—i— (8.187)
y §;ds

Obviamente que, quando as duas for¢as cortantes ndo sdo nulas, o fluxo de tensdo de

cisalhamento ¢ a soma dos dois fluxos calculados anteriormente, com os dois valores de

7,-t, considerados. Porém, pode-se calcular o fluxo separadamente e depois somar o

resultado.

8.13.3 — Calculo do centro de cisalhamento
Conhecidas as distribuigdes de tensdo de cisalhamento, o calculo do centro de

cisalhamento ¢ feito exatamente como na se¢do 8.8.3.2.
Ou seja, para O, =0 determina-se z{’. A partir das equagdes (8.168) e (8.181) tem-
se:

7,1,

2 =_—Q1In~r-t~ds:—{%I(Iymi’(s)—lyzmj(s))~n~ds+ Sgn(s)-ds} (8.188)

y.s s v

Para mostrar que a posi¢do do Centro de Cisalhamento ndo depende de Q,, substitui-se
7, -t, da expressdo (8.184) em (8.188), resultando:

ﬁumww—uwmnﬁ
ch:% —ijwy(s)ds+1yz_[wz(s)ds+§n(s)-ds- L (8.189)

» 1
§ —ds
t
O ultimo termo Cﬁn( s )-ds respeita a mesma convengdo de sinais definida para o calculo do

centro de cisalhamento de se¢des abertas. Além disso, pode-se comentar que sempre o valor
em modulo desta integral sera 24, conforme item referente & tor¢do de secdes fechadas de

parede fina, pois 7(s ) na equacdo (8.189) possui 0 mesmo significado que d('s ) na equagio

(7.49).
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Para se¢des simétricas (em relagdo a z ) a expressao (8.189) se simplifica para

m(s)
1 ———=ds
z=— —Iwy(s)ds+§n(s)-ds-i— (8.190)
[z s 4; - dS
t
As equagoes (8.189) e (8.190) podem ser entendidas como a soma de dois valores,

cc __ _cc(aberta) cor
z, =z, +z, (8.191)

onde z”" ¢ uma corregéo aplicada sobre a posi¢do do centro de cisalhamento da se¢éo aberta.

Repetindo todo o procedimento para O, =0 tem-se:

Pule § s ) ds (8.192)

b :QLJH.T.t.dS:%I(Isz(s)—l,my(s))-n(s)-ds+

j2 vz s
z s s 4

$ (Lmi(s)=1.mi(s))

yj;’:l szwZ(s)ds—Iyzjwy(s)ds—ggn(s)-ds- i (8.193)
4 K s f*ds
t
ou
| $m () 4o
v =4[ wi(s)ds —bn(s)-ds i— (simétrica) (8.194)
Iy s §*ds
t
ou de forma compacta:
y;L — y;c(aherta) +y;0r (8195)

Exemplo 8.18 — Calcular o centro de cisalhamento para a secio indicada
Na figura 8.77 indica-se o esqueleto de uma secdo fechada de parede fina com

espessura constante ¢ =0,lcm . Escolheu-se o ponto A para “abrir” a se¢do € o ponto P como

polo.
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4cm

v Yp

Figura 8.77 — Secao transversal

Como a sec¢do transversal é simétrica em relagdo ao eixo z, a formula a ser aplicada ¢

a (8.190) e necessitamos apenas de I, m! e n(s). Sendo uma se¢do de parede fina,

zo

3
desprezam-se os termos em ¢ .
Calcula-se, usando numeragao das partes da secdo indicada na figura 8.77, 0 momento

de inércia da se¢do, como:
2
I'=1I'= Iyosenz(é?) =2—jcm4(0,6)2 = %cm4

A4 =4,=0,1-5cm* =0,5cm’ ;

J’4|:y1 =1,5¢m

9 0,1-6° 9
Ayl =Ay; =—cm*; I =———cm* )
11 4V 3 z 12 5
E, portanto:

1 =ﬁcm4

z

Seguindo procedimentos dos itens anteriores indicam-se os diagramas de normal, momento

estatico m e w’ na figura 8.78.
) 2 5 5
IWJ(s)dS=2.{_5.1,8+2+§.5.0,45}cm — _6cm

$las—— L 51645)em=160
t 0,1cm

’

y
§m~“(s)ds= ! 2-[0,75-5+2—2-O,1875-5j+0,75-6+z-0,45-6 cm* =88cm’
t 0,1cm 3 3
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$n(s)-ds=2-{-2,4-5)cm* =—24cm® =24
Assim, tem-se

88cm’

160

cc 1
z =
P (24/5)cm*

{—(—6cm5)+ (—24cm2)} = %cm —%cm =——cm

A posi¢ao do centro de cisalhamento da secdo aberta seria de 1,25¢m a esquerda da
alma da se¢do, enquanto para a se¢do fechada o centro de cisalhamento esta a 1,5¢m para a
direita da alma da secdo transversal. Ja o centro de gravidade se localiza a 1,25¢m para a

direita da alma, ndo coincidindo com o centro de cisalhamento. Estas medidas podem ser

vistas na figura 8.78c.

1,80
1,25,1,25 ,0,25

/
/7
/

Figura 8.78 — Diagramas envolvidos e posi¢do do centro de cisalhamento

Exemplo 8.19 - Centro de cisalhamento de uma se¢io de parede fina quadrada:
Mostrar que o centro de cisalhamento da secao quadrada vazada coincide com o centro de

gravidade.

al?2

al2

Figura 1 - (a) Secdo de interesse, (b) Abertura auxiliar
Para se realizar os calculos considerou-se uma se¢ao de entrada. Assim, o fluxo de

tensdo de cisalhamento para a se¢do aberta auxiliar fica como indicado na figura 2(a) onde os

valores representam o momento estatico m; . Além disso, a coordenada curvilinea s segue o
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sentido indicado (o mesmo da tensdo), assim o produto vetorial entre a coordenada e as

normais (5§ A#)-X <0 resulta em valor negativo em todos os trechos. Na figura 2(b) indica-
se o fluxo de tensdo de cisalhamento corretor 7, que deve ser somado ao da se¢do aberta

auxiliar 7 o+ Para compor o fluxo real.
8

a’t/2

’t/8 i
“ n al2

Polo ¢

54 /8 : = a
a’t/8 : ¥ al?

a’t/2

Figura 2: (a) Secdo aberta auxiliar e (b) Tensao corretiva

Usando a equacao (8.183) que indica que o empenamento total de uma se¢ao fechada

de material homogéneo ¢ nulo, calcula-se o valor de 7 ¢, .

y
o ﬁms(S)dS
z,-t, = ——y—i (a)
1. 3§7ds
t
y
$mls) g3 4 (b)
t 2
2t
I =—0a C
=3 (©)
1 4a
—ds == d
$-ds=— (d)
9
T, =Tt =~ 9 Sl Tt =— o (e)
(magjz 4a ““ 16a
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Para se usar diretamente a formula (8.190)

Z;":[i —Iwy(s)ds+§n(s)-ds-i— ®

fﬁ;ds

Toma-se a segunda parte de (e) ja calculada, ou seja,:

i m; t( $) e .
A ; e = loa (8)
4
além disso,
$n(s)-ds=-24=-2d" (h)
onde o sinal negativo vem de (s A71)-X <0.
Assim, a parcela,
v

—lﬁnﬁ»dy%!f£2f§=—3ﬁ ()
I 1 8

§;dS

Falta calcular o centro de cisalhamento da se¢do aberta onde se considerou o polo indicado,

ou seja:

1 5 )
—— | wW(s)ds=+—a

L{ (s) - ()

cujo sinal se inverteu gragas ao sinal de 7 . Finalmente, somando-se (j) com (i) resulta:

2 =2 2a="1, )
8 8 2

Portanto, como era esperado, o CC coincide com o CG da se¢do investigada. Esse resultado ¢
6bvio, pois o centro de gravidade de uma seg¢do bissimétrica deve estar contida no

cruzamento dos eixos de simetria.

8.13.4 — Fluxo de cisalhamento em secoes celulares

Uma particularidade deste problema ¢ que, tal como no problema de tor¢ao, ndo ha
uma férmula tnica para o calculo, apenas um procedimento a ser seguido, veja capitulo 7.
Este procedimento sera descrito para uma secdo de duas células e sua extensdo para o caso

geral serd comentada.
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Para secdes celulares a condicdo de empenamento nula deve ser respeitada para cada

célula que compde a secdo e, portanto, vale a equagdo (8.180). Tendo como base a solugao
apresentada para secdo fechada, ao “abrir” a secdo, o fluxo “corretor” 7, trabalha como

tensao de cisalhamento ao momento torgor. O corte necessario, no caso de se¢ao celular, deve
“abrir” a se¢do transversal, conforme mostra a figura 8.79.

ta

Figura 8.79 — Secao celular, “abertura” e continuidade de fluxo.

A continuidade de fluxo na tor¢do, oriunda do teorema de Cauchy e do equilibrio na dire¢ao
longitudinal da barra, indica que no ponto de abertura da se¢do, onde existem 3 espessuras
diferentes, tem-se:

T+ Tt =Tyt (8.196)

e, portanto, para facilitar, 7;f; sera diretamente substituido por 7jf,+7,f, nos

desenvolvimentos. Cada trecho da se¢do ¢ definido na figura 8.79a pela correspondente

[P S4)

espessura. No trecho “a” o fluxo total ¢ 7,1, =7,1, +7 +7,t,, no trecho “b”

(Y94

Toly =Ty,ty + 7,8, € 1o trecho “c” 7,1, =7, +7,t, sendo 7,, a tensdo de cisalhamento da

Qa
secdo “aberta” resultante da forga cortante (omitindo-se o indice y ou z conforme a forca
cortante considerada). Lembra-se que 7 sdo valores constantes no ponto de corte.

Aplicando-se (8.180), respectivamente, nas células A, B e A+B, escreve-se:

frgads+{jtlds}(rltl +72t2)+Utla’s}lt1 =0 (8.197)
a’a b b

A+B

é z'Qads+Utlds}(rltl +th2)+{“‘tlds} 7,t,=0 (8.198)
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1 1
frgadﬁhzds}zzz —Bgds}lq =0 (8.199)

Lembrando-se que em cada trecho 7,7, ¢ constante e, portanto, pode ser colocado para fora de
cada integral. A equacdo (8.199) ¢ combinacdo linear das outras duas. Resolvendo-se o
sistema composto por (8.197) e (8.198) determinam-se 7, e 7,t, e, portanto, 7,,.

A determinacdo do centro de cisalhamento ¢ feita pela hipotese de momento torgor

nulo, equagdes (8.168) e (8.172).

Para O, =0:
| .[n'rQay~tads+J.n-TQay~tbds+.|.n-z'Qay~tcds+
c T .~ a b "
i __y!n'rg”.l'ds_?y +nds- (e, + 2,0, )+ [nds- (2, )+ [nds-(z,t,) (8:200
a b .
Para O =0
| | Jn-TQaZ-tads+In-TQaZ-tbds+Jn-TQaZ-z‘cds+
ce a b c
Ve =E!n~TQz'l'dS=E +Inds-(rltl+th2)+jnds-(rlt1)+jnds-(thz) (8200
a b c

Lembrado-se que = ZZCe, as expressoes (8.200) e (8.201) podem ser simplificadas.

Inds

Cel

Exemplo 8.19 — Calcular o centro de cisalhamento para a se¢io indicada
Seja a secdo transversal indicada na figura 8.80a com polo ja definido. A espessura de

todos os trechos ¢ constante ¢ =3cm . Esta secdo possui um eixo de simetria (z ) e, portanto,

resta calcular a coordenada z;"’. Para o calculo do momento de inércia do trecho circular

utiliza-se a coordenada polar da figura 8.80b, assim:

3
TR _ 589 05.10°cm®

17 = [y’da=[y(s)-1(s)-ds = [ R-cos’(0)-1-R* -dO =
A K

Desta forma, o momento de inércia total fica:

2-3-100°
12

I = [589,05x103 + 4—2-(200'3)~502]cm4 =4089,05-10°cm*
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Figura 8.80 — Defini¢do do problema

Na figura 8.81 indicam-se os trechos analisados, esboco do fluxo corretor de tensdo de
cisalhamento, a secdo transversal “aberta”, o digrama de distdncia normal e o diagrama de
momento estatico. O trecho tracejado do diagrama de momento estatico indica que este nao

serd utilizado pela posi¢ao do polo.

@ 30000

3750

©

(=) | 30000

Figura 8.81 — Variaveis de interesse
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Para calcular o momento estatico do trecho circular utilizou-se 0 mesmo sistema de

coordenadas da figura 8.80b, resultando:

m’(s)= j V(s )dA = j V(s )t(s)ds = jO”R -cos(0)-t-R-d6 =7500sen( 0 )em’

Os demais trechos sdo usuais e, portanto, utilizam-se diretamente os valores expressos
no diagrama. Analisando-se o esboco do fluxo (figura 8.81), as condi¢des de empenamento
nulo sdo:

T -t T L +7T,
ﬁr;dﬁjds ! 1+J.a’s—(1 L2 2)=
4 " t 7 t

a

()

c

7. -1 T, L+7T, 1
§r“ dS+Ids 2 2+_[afs—( L1 2 2):0
A+B % t, t

a a
onde os termos constantes ja foram colocados para fora das integrais. Efetuando-se os

calculos chega-se ao seguinte sistema de equagoes:

600-7,-4,+500-7,-1, =2,201Q,
500-7,-4,+657,08-7,-1,=2,079Q,
Donde 7,-1,=2,82x10°Q, e 7,-,+7,-1,=3,838x107Q, . Na figura 8.82 sdo mostrados os

diagramas de T 0 -n(s)-t(s) e do fluxo de tensdo de “tor¢do” (7, -t,.n).

0,367

P 1,467 0,768
/ /

| 0,183

| ®

! Q)

| @ ®

|

\0,367 0,192

Figura 8.82 — Diagramas dos infinitésimos de momento para 15, e, t.n.

As integrais de interesse sao:

[z, -t-n-ds=-9,1708-0,

b

[z, <t-n-ds=232,3280,

¢ (z,-1,)-nds =—175,670,

A+B
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O calculo do centro de cisalhamento fica:

e _ 1 -1
. :—AffBr-t-n-ds:—[223,157Qy—175,67Qy]cm:—47,487cm
y y
Na figura 8.83 indica-se o centro de cisalhamento da secdo “aberta” e o centro de

cisalhamento procurado.

T T e —m m — ——— =

e ———————

50cm L 47,49 36,214 116,30cm LZS,lé
K 7

g

Figura 8.83 — Posic¢ao do centro de cisalhamento

A solugdo de secdes celulares gerais, com n células, ¢ feita de forma semelhante a de
duas células. O nimero de “cortes” para a “abertura” da se¢do ¢ n—1, resultando neste
mesmo numero de “fluxos” corretores. Da mesma forma o numero de equagdes linearmente
independentes para se determinar os “fluxos” corretores também ¢ n—1. Assim, a Unica
diferenca esta no tamanho do sistema a se resolver.

No caso de secdes fechadas ou celulares com ramificagdes (abertas) a componente

Z'Qa,

correspondente ao problema aberto, inclui as ramificacdes, porém os “fluxos” de
correcao nas ramificagdes sdo nulos. Assim, por exemplo, as primeiras integrais de (8.197),
(8.198) e (8.199) incluem as ramificagdes, enquanto as demais integrais sdo feitas apenas nos
circuitos fechados das células.

O tema discutido nesse item ¢ adicional e, portanto, ndo foi fornecida lista de

exercicios.
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9 — Tensao, Deformacao e Lei de Hooke

9.1 - Introducao

Conforme descrito no capitulo 1, na mecanica dos solidos as componentes de tensao
quantificam, de forma continua, a interacdo entre as particulas que constituem um so6lido
sujeito as agdes externas (principalmente forgas e momentos). A resisténcia ao afastamento
ou a aproximagao de planos paralelos (ou superficies paralelas) do continuo ¢ quantificada
pela grandeza tensdo normal, enquanto a resisténcia ao deslizamento relativo entre planos
paralelos (ou superficies paralelas) ¢ chamada de tensdo de cisalhamento.

Nos capitulos precedentes, estratégias mais ou menos simples foram deduzidas e
aplicadas para o calculo dessas componentes de tensdao para os mais diversos problemas, sem
a preocupacao de se informar que, em um mesmo ponto, estas componentes atuam
simultaneamente. Além disso, a resisténcia do material ¢ melhor verificada para uma
composi¢ao das componentes de tensdo e ndo para componentes isoladas. O estado de tensao
em um ponto considera todas as componentes de tensao que atuam em um ponto, conforme
sera detalhado no item seguinte.

Quando um sélido esta sujeito a um estado de tensdo ocorrem deformacgdes. A relacio
entre as tensoes e deformacdes ¢ chamada de Lei Constitutiva do material. A Lei Constitutiva
elastica linear uniaxial ja foi abordada no capitulo 6, ou seja, para uma tensao normal isolada
existe uma deformacao correspondente na mesma direcdo da tensao. Também foi abordada
de forma uniaxial a relacdo entre distor¢do e tensdo de cisalhamento. Neste capitulo,
pretende-se definir (para corpos isotropicos) a Lei Constitutiva eldstica linear que relaciona o
estado de tensdo em um ponto ao correspondente estado de deformagao. Esta lei constitutiva

¢ usualmente chamada de Lei de Hooke Generalizada.

Definicdo geral de estado de tensdo em um ponto:

Imagine um corpo qualquer sujeito a um conjunto equilibrado de forcas externas
aplicadas conforme a figura 9.1a. Fazendo um corte imagindrio surge uma distribuicao de
forgas por unidade de superficie (7 ) esbocada qualitativamente na figura 9.1b. Esta forca por
unidade de superficie ndo ¢ normal nem tangencial a superficie de corte e, portanto, ¢
chamada simplesmente de tensdo (ou vetor tensdo). Extraindo-se um infinitésimo de area da

superficie do corte, figura 9.1c, pode-se deduzir que a intensidade e a direcdo da forca
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representada dependem do corte realizado. Além disso, pode-se indicar um infinitésimo de

forca pela expressao:

dF =7 dA 9.1)

E

Figura 9.1 — (a) Corpo em equilibrio, (b) corte genérico, (c) infinitésimo de area

Para melhor organizar as ideias e os procedimentos de calculo, imagina-se que, ao
invés de se fazer um unico corte no corpo, realizam-se seis cortes, paralelos dois a dois, com
distancias infinitesimais entre si e ortogonais aos eixos coordenados. Desta forma separa-se
do corpo um infinitésimo de volume (volume elementar) em equilibrio, conforme a figura
9.2a, onde existem planos de entrada (-) e de saida (+) que recebem os nomes dos eixos
coordenados a eles ortogonais. Sobre as faces do volume elementar indicam-se os respectivos
vetores de tensdo colocando o indice que indica o plano em que este atua. Pelo equilibrio de

forcas do infinitésimo sabe-se que as tensdes em um plano de entrada possuem o mesmo

valor das tensdes em um plano de saida, porém sentido contrario.

Ay
|

ty
Figura 9.2 — (a) Vetores tensdes sobre planos ortogonais, (b) Componentes de tensao e

convengdo de sinais.
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Sem considerar os sentidos dos vetores desenhados na figura 9.2a, pois estes foram
simplesmente arbitrados, decompdem-se os vetores de tensdo que atuam sobre cada face do
volume elementar em componentes cartesianas, conforme a figura 9.2b, resultando nas
chamadas componentes de tensdo.

As componentes possuem dois indices, o primeiro referente ao plano onde atuam e o
segundo indicando sua dire¢do. A convencao de sinal fica definida como: Para os planos de
saida (+) o sentido das componentes de tensdo positivas coincide com o sentido dos eixos
coordenados, tal como desenhado. Para os planos de entrada (-) as componentes positivas sao
contrarias aos sentidos dos eixos coordenados. Aqui se deve lembrar que, como o equilibrio
de forgas ¢ satisfeito, as componentes de tensdo em faces opostas possuem o mesmo valor (e
sinal) e sdo representadas em sentidos opostos.

As componentes de tensdo sao usualmente denominadas pela letra grega sigma (o)
ao invés de se utilizar a letra (¢) que foi empregada para denominar o vetor de tensdo.

E muito importante mencionar que as componentes ortogonais aos planos sdo
chamadas simplesmente de tensdes normais e sua convenc¢do de sinal coincide com a
estabelecida nos capitulos precedentes, ou seja, sdo positivas quando indicam tragdo e
negativas na compressdo. Além disso, as componentes que seguem direcdo tangencial ao
plano de atuagdo sao chamadas simplesmente de tensdes de cisalhamento e sua convencao de
sinal coincide com a convengdo de forga cortante estabelecida para barras gerais. E usual
utilizar-se a letra grega tal (7 ) para denominar a componente de cisalhamento, porém nao ¢
obrigatdrio.

Do exposto, ao invés de se organizar o ente tensdo na forma vetorial, escolhe-se a

organizacao na forma tensorial, ou seja:

Gxx ny ze O-x 7'-xy sz Ul 1 Gl 2 Gl 3
c=|o, o0, O.|=|7, O, 7,.|=|0, 0, 0yl|=0; (9.2)
X zy 2z sz sz Jz 0-3 1 0-32 J33

Na expressdo (9.2) as duas ultimas notacdes sdo adequadas ao tratamento
computacional e sdo chamadas de indicial ou de Einstein.

Estando o volume elementar da figura 9.2 em equilibrio, pode-se calcular o equilibrio
de momentos, por exemplo, em torno do eixo z. Para tanto, visualiza-se a face xy (ou o plano
z) do volume elementar, conforme a figura 9.3, e deixam-se presentes apenas os infinitésimos
de forca que causam momento em torno do eixo z. Observe que os infinitésimos de forga sao

resultado do produto entre a componente de tensdo e sua area de atuagao.
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Oy dx.dz
>
= Oyy dy.dz
O ydy.dz\l 7® -— —;
dx
Oy dx.dz

yXx

Figura 9.3 — Analise do equilibrio de momentos em torno do eixo z

Realizando o equilibrio tem-se:

(0,dydz).dx= (0 dxdz).dy = 0, =0, 9.3)

Xy
Donde, repetindo-se o procedimento para as ouras faces, resultam expressdes usualmente
chamadas de Teorema de Cauchy, ou seja:

0, =0, c.=0_, 0,=0, (9.4)

Assim, o tensor de tensdes € simétrico e, portanto, tem-se apenas 6 componentes de tensao

independentes.
xx O-xy ze O-x 2-xy sz Gl 1 O-l 2 Gl 3

c=|o, o, o.|=|7, O, T.|=|0, 0, O0y|=0,=0, 9.5)
Xz vz zz sz yz O-z O-l 3 0-2 3 03 3

Imagine que ao invés de se extrair o volume elementar da figura 9.2 retire-se do
continuo um volume tetraédrico conforme indicado na figura 9.4. Os planos que delimitam o

tetraedro representado sdo trés planos coordenados de entrada (-) e um plano inclinado cujo

vetor normal (de saida) é 7. O vetor de tensdes representado neste plano é 7, onde a letra n

indica o plano. Deve-se observar que a area do plano » foi denominada dA, enquanto as areas

correspondentes aos planos coordenados sdo as suas projecdes, ou seja:

Projecao no plano x ou (yz) n, -dA ou n, -dA
Projec¢ao no plano y ou (xz) n,-dA4 ou n,-dA4
Projecdo no plano z ou (xy) n_-dA ou n, -dA

Onde os indices correspondem as componentes do vetor normal unitario.
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Figura 9.4 — Tetraedro elementar

Conhecendo-se os valores das areas pode-se calcular o equilibrio do tetraedro em cada
dire¢cdo coordenada, por exemplo, na dire¢do z (ou 3),
XF =0 = t;»dA=0;-n -dA+0y-n,-dA+o,; -n,-dA ou
L3=031 10y N, + 051 (9.6)
Analogamente, nas outras dire¢des, tem-se:
l,=01, M +0, N, +0;5 1 9.7)
L=0,"Mm+0, ny+0; 1 (9.8)
Levando-se em consideracdo a simetria do tensor de tensodes, esta expressdao pode ser

escrita de forma matricial (ou tensorial), como:

f O, O O ||h
Lyy=|0p Opn Oy |\M 9.9)
2 O3 Op O3 |1,

Esta expressao ¢ conhecida como formula de Cauchy. Se o plano inclinado ¢ uma superficie
externa do corpo o vetor de tensdo passa a ser entendido como for¢a de superficie e a

expressao (9.9) relaciona o estado de tensdo do ponto com o vetor de forgas de superficie.

Na figura 9.4 foram indicados versores (arbitrarios) ¢/ e m sobre o plano inclinado

seguindo a regra ¢ xm=n . Para se calcular as componentes de tensdo na dire¢cdo de cada um

desses versores basta realizar os produtos internos o, =¢-(, o, =f{-m € o, =t -ii, ou

nmi

seja:
o, =n -t +n,-t,+n; -t (9.10)
o, =l t,+0,-t,+ 10, 1, (9.11)
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O,, =m t,+m,-t,+m,-t, (9.12)

nm

Aplicando-se as equagdes (9.10) até (9.12) sobre (9.9) resulta:

O nn, N30, O, Oy}
oy =t l, li||o, 0y Ou4m (9.13)
O m.m, My O3 Oy O/

Observando-se que os versores / e /7, também podem representar planos ortogonais ao plano
definido por 7, repetindo-se os procedimentos anteriores ¢ lembrando que o tensor de

tensoes ¢ simétrico chega-se a formula:

wm Ot Oum mon, m|o, o, o,|mn { m
w 0w O |=1 0 by Loy 0y, On|in L, m, (9.14)
wm O m mm mo m, m || 05 Oy, Oy ||ny L my

Esta expressao indica que um estado de tensdo Unico pode ter valores numéricos de
suas componentes diferentes conforme a orientagdo do sistema de eixos escolhido. Da mesma
forma, a partir do estado de tensdo escrito em um sistema de referéncia ortogonal pode-se
encontrar seu correspondente em outro sistema ortogonal rotacionado. Fisicamente pode-se
entender que, para um mesmo estado de tensdo, os numeros que o representa podem ser
diferentes conforme a orientagao do plano de corte escolhido para a analise ou da orientacao
do volume elementar retirado do continuo. Em nota¢do compacta se escreve:
6=R"-0-R ou c=R-G-R' (9.15)

Onde a barra superior indica a tensdo escrita no sistema de referéncia rotacionado

(ﬁ,nﬁ,ﬁ ) ou a tensdo observada em um volume elementar cujos versores que geram suas

faces sdo (?,nﬁ,ﬁ ) Observa-se, portanto, que o tensor de tensdes opera de forma semelhante

a matrizes e, portanto, possui auto-valores e auto-vetores que representam, respectivamente,
as tensdes principais (maximas) e as dire¢des principais. Mais detalhes a respeito da

representacdo tridimensional podem ser consultados na bibliografia.

9.2 — Estado plano de tensées (EPT):

O EPT ¢ um caso bidimensional de solicitagdo muito importante e ocorre em pegas
que possuem uma dimensdo muito menor do que as outras, ou seja, possuem duas superficies
paralelas entre si e livres de tensdes. No caso das superficies serem planas este corpo ¢
denominado chapa, veja a figura 9.5a. Apesar do carater tridimensional das membranas, estas

também podem ser tratadas aplicando-se o estado plano de tensdes, pois as forcas ortogonais
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as superficies sdo muito menores do que as tensdes desenvolvidas no material, veja figura
9.5b. Vasos de pressdo, como caldeiras, bujoes de gas, submarinos, foguetes e aeronaves

podem ser tratados de forma simplificada aplicando-se o EPT.

p

(a) Chapa (b) Vaso de pressao cilindrico
Figura 9.5 — Chapa e vaso de pressao - EPT

Considerando-se a coordenada z ortogonal as superficies livres, o estado plano de

tensdes se caracteriza por:
c.=0,0,=0.=0,=0,=0 (9.16)

E o tensor de tensodes se simplifica para:

o o o. T o, O
_ XX wo| x xy | _ 11 12 | _ _
o= e o |7l o —{ }—Jﬁ—(fﬁ (9.17)
o P w9y Op Op

Neste caso, a visualizagdo do volume elementar se simplifica para uma vista sobre o
plano z onde aparece o retangulo de largura dx, altura dy e espessura dz, veja figura 9.6a.
Na figura 9.6b mostram-se as componentes de tensdo que surgem em um plano inclinado

definido pelo versor n que forma angulo € com o eixo horizontal (x).

y
Tuy
cSX Txy cYX
dy| <€— —>
Txy
‘l’ ) X
o
y
dx
(a) Cartesiana (b) Plano inclinado

Figura 9.6 — Representagdao do EPT em um ponto
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A correspondéncia entre os cossenos diretores que constituem a matriz de giro da

expressao (9.14) e o angulo @ ¢ dada por:
n =cos@, n,=sen@, (|, =-senf e {,=cos6 (9.18)
Substituindo-se essa correspondéncia na expressao (9.14) resulta
|:O',m O'M,:| _ { cos@  sen 9} {O'x T, } {cos 0 —sen 6’} 9.19)
o, O, —sen@ cosO||t, O, | senl cos0
Desenvolvendo-se a equacdo (9.19), ou efetuando-se diretamente o equilibrio de
forgas nas dire¢des 7 e / da cunha apresentada na figura 9.16b, escrevem-se:

o, =0, cos’ O+ o, sen” 6+ 27 sen®cos O (9.20)
7,=0,=(0,—0, )senfcosO+7,, (cos> @—sen’ ) (9.21)

Além disso, para uma cunha cujo plano inclinado seja definido por 7 tem-se:

o, =0, sen’ O+ o, cos” 0 — 27, senfcos 6 (9.22)
Deve-se comentar que o célculo de o, pode ser feito aplicando na féormula de o, um angulo

a=60+r/2 jaqueoplano ¢ forma angulo de 77 /2 com o plano 7.

Somando-se as expressdes (9.20) e (9.22) descobre-se que o traco do tensor de tensdes
¢ independente do giro (primeiro invariante de tensdo), ou seja:
o.to,=0,+0, v 0 (9.23)

Antes de continuar a andlise de tensdes, ¢ interessante se aplicar as propriedades

trigonométricas relativas a cos(26 ) e sen(26 ) sobre as equacdes (9.20) e (9.21), resultando:

_o,+0, 0,—O

o, = 5 +— 5 *=cos(20)+t, sen(20) (9.24)
c,—0,
T,=- 5 sen(20)+1t,, cos(20) (9.25)

9.2.1 — Tensaes e direcoes principais (calculo cldssico)

E de interesse pratico conhecer as maximas e minimas tensdes de um determinado
estado de tensdo, ou tensdo em um ponto. A forma classica de se proceder para o EPT ¢
calcular os pontos criticos das expressdes (9.24) e (9.25), ou seja, derivando-as em relagdo ao
angulo & e igualando-as a zero, assim:

do
— g = (0.~ 0, Jsen(20,)+ 2z, cos(26,) =0 (9.26)
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—2 =—(c,~0,)cos(26,) -2z, sen(26,)=0 (9.27)

Onde os indices p e c representam dire¢des principais e de cisalhamento critico,
respectivamente. Um fato muito importante que resulta da comparagdo entre as equacdes
(9.26) e (9.25) ¢ que os planos de tensao principal ndo apresentam componentes de tensdo de
cisalhamento.

Resolvendo as equagdes (9.26) e (9.27) encontram-se:

2 o —
tan(20,)=——2— ¢ 1an(20,) =—(0£ %)

o) (9.28)

Txy

Como a fungdo arco tangente sempre possui duas raizes distantes de 7, resulta que:
10,,~0,,|=7/2¢0,-0,|=7/2 (9.29)
Realizando o produto das equagdes (9.28) se encontra:

tan(20, )-tan(26, ) = -1 0,-0|=7/4 (9.29)

Ou seja, as dire¢des principais (ou os planos principais) formam angulo de 7 /2 entre si e
angulo de 7 /4 com as diregdes de tensdo critica de cisalhamento.
Para se determinar os valores das tensdes principais organiza-se a equac¢ao (9.24) na dire¢ao
principal, como:

o,+0, 0,—0

o, S = x2 ~cos(20, )+t sen(20,) (9.30)

E se eleva ao quadrado, resultando:

o-x+0y ’ O-x_o-y ’ 2 2 2
o,— = 5 cos™(20,)+1, sen" (20, )+

2
ooy
+2-z'xy-[ 5 yJ-cos(2¢9p)-Sen(29p) (9.31)
Organiza-se agora a equagao (9.28) como:
o.—0
sen (2(91,)-[ — j—rxy -cos(26,)=0 (9.32)

Ou, elevando-se ao quadrado:

o,—0O

5 y}rxy -cos(29p)=sen2(26?p)~(

o,—C

2
4 2 2
5 }j +7,,-cos”(26,) (9.33)

2-sen(29p)-(

Substituindo-se o lado direito de (9.33) no ultimo termo de (9.31) e tirando a raiz

resulta:
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o.t+o, o,—0, ’ 5
o = + ) (9.34)

Esta formula apresenta dois valores de tensdo principal, porém ndo permite associar cada
tensdo ao correspondente angulo (ou diregdo principal).

Manipulando-se a equagdo (9.25), a luz da equagao (9.28), encontra-se para 6, :

+ O-x_o-y ’ 2
=% || ——| +7, (9.35)

E importante mencionar que substituindo-se 26, na equagao de tensdo normal, ou seja

(9.24) encontra-se que nos planos de tensdo de cisalhamento critico a tensao normal vale

o(6.)=(o,+0,)/2.
Em uma analise pratica calculam-se pela equagdo (9.28) os angulos principais 6, ¢ 6,, € os
angulos criticos 6, e 6,. Substituindo esses angulos nas expressdes (9.24) e (9.25) ou nas

(9.20) e (9.21) encontram-se os valores o, 0,,, 7, € 7,. As expressoes (9.34) e (9.35)

p2°
podem ser usadas para verificagdo. Ainda de (9.34) somando-se os dois valores de o,

encontra-se:
c,+0,=0.+0, (9.36)

Que indica que as tensdes principais ¢ a tensdo de cisalhamento critica sdo invariantes, ou
seja, nao dependem da orientagdo no espago adotada para a analise do s6lido. No préoximo
item mostra-se que do calculo tensorial resultam féormulas para as diregdes principais que as
associam diretamente as tensdes principais, simplificando as andlises praticas. Além disso,
deve-se comentar que os sentidos das tensdes criticas de cisalhamento ndo sdo importantes e
o calculo de sua intensidade pela equagdo (9.35) ¢ suficiente.

No item relativo ao circulo de Mohr mostra-se que mesmo para o EPT a méxima

tensdo de cisalhamento pode nao ser a tensdo de cisalhamento critica 2D calculada por (9.35).

9.2.2 — Tensoes e direcoes principais (cdalculo tensorial)

Como ndo ocorrem tensdes de cisalhamento nos planos principais, conclui-se que as
tensdes principais sdo os auto-valores do tensor de tensdo. Aproveita-se a equacao (9.19) para
se definir e calcular os auto-valores e auto-vetores do tensor de tensdo, ou seja, para um

posicionamento particular (6, ) do volume elementar da figura 9.6, deve-se ter:
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o, O cos®, senf, | o, 7, | cosO, —senb, 937)
0 o, | —sen 6, cosO, |7, o, | senl, cosb, '
ou, pré-multiplicando-se pela segunda matriz, tem-se:
o, 7, | cos@, —senb _|cos 6, —senb, |lo, 0 9.38)
7, O, | sen0, cos0, sen@, cos0, 0 o, '
Ao se executar os produtos matriciais dos dois lados e se igualar os termos 11 e 21, ou

os termos 12 e 22 e, lembrando-se do calculo tensorial, ou da algebra linear, tanto faz

resolver o problema para um ou outro auto-valor. Escolhendo-se, por exemplo, o, =0,

escreve-se:
o, T, | cos 6’p . cos@ ; 939)
r, O,| senb, 7| sen 0, '
ou
o, — Gp Txy cos 917 _ 0 (9 40)
z, c,—0, || seno, 0 '

que € um problema de auto-valor / auto-vetor padrao.
Este problema ¢ resolvido fazendo-se:
0,0, Ty 2 2
det . - o =0 ou o,-o,(o,+0, )+(c.0,-7,)=0 (9.41)
xy y P

Donde se encontram como raizes os valores dados por (9.34). Atribuindo-se o maior valor

para o, e o menor para o,, calculam-se, a partir da primeira linha de (9.40), 6, ¢ 6,

como:

(O-pl -0,)

tan(6,,) === e tan(6,,)= (92=0)

xy TXJ’

(9.42)

Para simplificar a escolha, tomam-se valores para os angulos principais como

-7 /2<6,<x/2. Além disso, continua-se usando a intensidade dada pela expressdo (9.35)

para as tensdes de cisalhamento criticas.

9.2.3 — Circulo de Mohr
O Circulo de Mohr é uma representagcdo grafica das expressdes (9.24) e (9.25) para
tensdes em um ponto. Para visualiza-la inicia-se organizando a equacdo (9.24) como em

(9.30) s6 que agora para um angulo qualquer. Elevam-se (9.30) e (9.25) ao quadrado como:
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o.+0,) (o,-o ’
o, ———2>1| = Tycos(2(9)+2'xysen(29) (9.43)

2
2

2 O,—0,
(7,,-0) = (—T} sen(20)+7,, cos(26’)J (9.44)
e soma-se, resultando:

o _+0 : o —0O :

e 2 x

(Gn _Tyj +(Tn,¢ _0) :( > _yJ +Tiy (9.45)

que ¢ a equagdo de uma circunferéncia de centro [( o.t+a,)/ 2;0] tendo o, como abscissa,

2
o.—0,

7, como ordenada e R= ( 5 j +Tfy como raio, veja figura 9.7. A eliminacdo da

variavel 26 implica que a circunferéncia é parametrizada em 26.

Tnt
Terit
( Gy /’ny )
Sp2 | 20p2 P Spt G,
20,1
(GX 7 'Txy)

Figura 9.7 — Circulo de Mohr

Colocando #=0" em (9.24) e (9.25) resultam o,(0°)=0, ¢ 7,(0°)=7_, ¢

xy 2
colocando & =90° resultam &,(90°)=0, € 7,,(90° )=—7, . Como, na sequencia, o desenho

do circulo de Mohr sera usado para se indicar planos e ndo pontos, os pares ordenados

espelhados (o,,—7,,) e ( o,,7,,) sdo escolhidos para iniciar o tragado do circulo de Mobhr.

Conhecidos esses dois pontos (pertencentes a circunferéncia) a linha que os une ¢ um

didmetro da circunferéncia e seu cruzamento com o €ixo o, determina o centro da mesma,
ou seja, [(ax to, ) / 2;0} . De posse de um compasso traga-se a circunferéncia e os pontos de

cruzamento desta com o eixo o, definem o, ¢ 0,,, veja figura 9.7. Além disso, o raio da
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circunferéncia indica o maior valor possivel (¢

crit

- valor critico) que a tensdo de cisalhamento
7, pode atingir na representagdo 2D. Os angulos 260 sdo medidos no sentido anti-horario a
partir da linha (raio) que liga o centro ao ponto (o,,—7,, ).

E usual querer se definir os planos de analise no proprio circulo de Mohr. Isto era
feito no passado no intuito de se obter todas as solucdes de forma grafica, pela falta de
dispositivos digitais de calculo. Para ser fiel a historia, na figura 9.8 indica-se o ponto P

(polo) dado pela coordenada (o,,7,, ). Como se pode observar a linha que liga os pontos
(0.,—7,) € P representa o plano x com sua normal 7, =x paralela ao eixo o,. O lado

hachurado indica a parte interna do ponto (s6lido) analisado e sua normal aponta para a
regido externa do ponto. O plano y ¢ representado pela linha que liga o polo ao ponto

(0,7, ). Observe que os planos x e y sdo ortogonais entre si.

A propriedade chave do polo, que permite a representacao grafica direta dos planos e
seus angulos, € que este “enxerga” o mesmo arco “visto” pelo centro da circunferéncia com a

metade de sua medida e, portanto, 26 para o centro passa a ser € para o polo. A figura 9.8

mostra a determinag@o das tensdes principais € planos principais para um caso onde o, <0,
o,>0er, >0.

A linha que liga o polo ao ponto (apl,O) (figura 9.8a) representa o plano principal P1.
O angulo 6, ¢ medido entre o plano x € o plano principal P1 ou entre os versores 7, =X €
n, com sinal positivo no sentido anti-horario. Tudo se passa como se o plano x girasse sobre
o polo, mantendo-se o hachurado do mesmo lado do plano original.

A linha que liga o polo ao ponto (GPZ,O) (figura 9.8b) representa o plano principal
P2. O angulo 6,, ¢ medido entre o plano x € o plano principal P2 ou entre os versores 7, = x
e n, com sinal positivo no sentido anti-horario. No caso exemplificado 6,, <0. Observe a

manutengdo do hachurado respeitando o lado original do plano X, cujo versor coincide com o

eixo o,
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np2 ~
/170 P

—> I—>

n ! n
sz X L 9p1>0 Gpl Oy, sz X Hi Gpl O,
6p2<0

(GX ’ ‘Txy )< (GX ’ ‘Txy )<

Figura 9.8 — Direcoes principais — Circulo de Mohr

Na figura 9.9 mostra-se um plano ordinario marcado a partir do plano x. Em todas as

figuras escolheu-se 0,<0, 0,>0 e 7,,>0. Novamente o angulo entre os planos (ja

desenhado na figura a partir do polo) pode ser medido diretamente entre os planos ou entre os

vetores 71, = X e seu valor € positivo no sentido anti-horario. Em todas as figuras procurou-se

manter a medida 26 para indicar a parametrizagao do circulo.

Tnt

(GX 7 'Txy)

Figura 9.9 — Plano qualquer a partir do plano x.

9.2.4 - Maxima tensdo de cisalhamento — Circulo de Mohr representagdo 3D
Voltando a expressdao (9.35) e ao circulo de Mohr, observa-se que em uma
representacdo 2D do EPT o valor critico da tensdo de cisalhamento ¢ a medida do raio, ou a

metade do didmetro, que pode ser calculada como:

T, = ‘apl —O'pz‘/Z (9.46)

crit
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Fazendo um paralelo entre as expressdes (9.14), (9.37) e (9.41) as trés tensdes

principais (o,,, 0,, € 0,;) de um estado tridimensional de tensdo em um ponto s&o os auto-

valores do tensor de tensdes que podem ser encontrados pela solugdo da seguinte equacao

caracteristica, ou por qualquer método numérico disponivel.

O-rm - O-p Gn[ O-nm
det| o, c,—0, o, |=0 (9.47)
O-nm Jéfm Jmm - O-p

Voltando-se ao inicio das descrigdes da analise 2D de tensdes, figura 9.6, quando se
escolheu a visualizacdo do volume sobre o plano z para se escrever as relagdes envolvendo

., 0, e 6. (6 em torno do eixo z), omitiu-se que, mesmo que o estado de tensdes nao

TW
fosse plano, as outras tensdes ndo influenciariam nos equilibrios estudados, valendo todas as

expressoes deduzidas para €.. Da mesma forma pode-se desenhar (no mesmo plano da
representacdo feita anteriormente para o EPT) Circulos de Mohr para giros segundo outras
direcdes. Estes circulos sdo facilmente desenhados e apresentam significado importante
(completos) quando tracados a partir das trés tensdes principais, lembrando que para o caso

do EPT (0,;=0).

T T

(a) EPT (b) Estado tridimensional geral
Figura 9.10 — Representacdes 3D do Circulo de Mohr

Sera mostrado (ap6s o exemplo 9.1) que qualquer estado de tensdo em um ponto esta
contido na 4rea hachurada da figura 9.10 e, portanto, a mdxima tensdo de cisalhamento de um

estado de tensdo em um ponto € o maximo entre os trés valores especificados na equagao:

T

max{‘ap1 —0'1,2‘/2;‘0-!73 —O'pz‘/z;

0, =0,/2] (9.48)

max| -
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Lembra-se que para o EPT o,; =0. Da equag@o (9.29) sabe-se que o plano de maior

tensdo de cisalhamento forma angulo de 7 /4 com o par de planos principais € que seus

valores sdo dados na expressao (9.48) a qual resulta o valor mdximo, veja a figura 9.11.

%fﬁ

Figura 9.11 — Plano de méaxima tensdo de cisalhamento — 3 casos.

Exemplo 9.1
Em um ponto de uma chapa (EPT) foram determinadas as componentes de tensao
indicadas na figura 9.1.1. Calcular as tensdes e dire¢des principais, bem como a maxima

tensao de cisalhamento. Esbocar os resultados.

TSMpa

e
4Mpa
< —_—>

—= 3Mpa

X
Figura 1 — Componentes cartesianas de tensao
Solugdo: Observando a convengdo de sinais estabelecida para tensdes, conclui-se da figura 1

que o, =4MPa, o, =5MPa ¢ t,, =—3MPa . Utilizando-se a equagdo (9.34) tem-se:

2

o, = 4;5 +\/(5;4j +(=3)" =7,54138 MPa (a)
2

G, = 4;5 _\/(5;4j +(-3)" =1,458612 MPa (b)
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Os angulos que definem os planos principais ou as direcdes das tensdes principais sao

calculados usando-se as equagdes (9.42),

7.54138—4)

= -49,73° ()

p

0,= arctan(

1.458612 -4

0,,= arctan[ j =40,27° (d)

obviamente que para o EPT a terceira dire¢do principal ¢ zcom o ,; =0, =0. Do Circulo de

Mohr sabe-se que:

2
5-4
z, :Rz‘apl—apz‘/2:\/(7j +(-3)" =3,04 MPa (©)
Entretanto, usando a expressao (9.48) determina-se a maxima tensdo de cisalhamento como:
|Tmax = max{‘ap1 —apz‘ /2; O—Jp2‘/2,' o, —0‘/2} =3,7TMPa 6y}

definida, neste caso, pelas tensdes principais o, € 0 ;.

O esbogo das diregdes e tensdes principais esta indicado na figura 2a. A tensdao de
cisalhamento critica no problema plano, dada pela equagdo (d), ¢ mostrada unindo-se os
pontos médios das faces dos planos principais, criando-se os planos de cisalhamento critico
que formam 45° com os planos principais. Utiliza-se o sentido das tensdes principais para
obter o sentido da tensdo de cisalhamento critica (cunhas imaginadas deslizando sobre plano

critico). Além disso, no plano de cisalhamento critico, indica-se a tensdo normal média

(ax to, ) /2 que atua sobre o mesmo.

1,46

NN 00

4,5

<—1 Terit=3,04 L—>

1,46 / T Y\ 0p1<0

7,54

(a) Tensdes principais e cisalhamento critico (b) Cisalhamento Méaximo

Figura 2 — Tensdes principais, cisalhamento critico e maximo cisalhamento.
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Na figura 2b ilustra-se o plano de méxima tensdo de cisalhamento que forma angulo
de 45° com os planos principais p, € p, =z responsaveis pelo valor calculado na expressao

(f). Ou seja, apesar do problema ser denominado Estado Plano de Tensdo (EPT) deve-se
lembrar que todo problema ¢ tridimensional e que, nesse caso, o maximo cisalhamento nao

resulta apenas de uma analise plana.

Demonstragdo — espago das possiveis componentes de tensao

Para completar a descrigdo do problema, mostra-se que todas as possiveis
componentes do estado tridimensional de tensdo em um ponto estdo contidas na area
hachurada da figura 9.10. Primeiramente consideram-se as dire¢des principais como eixos de
referéncia, assim a componente normal de tensdo em um plano 7 qualquer pode ser escrita a

partir da equagdo (9.13) como:

o, O 0 |[n
_ _ _ 2 2 2
c,=0, = [n1 n, n3] 0 0, 0 |in, = O, +0,1, +0 01, (9.49)
0 0 A

Usando-se as expressoes (9.6), (9.7) e (9.8), lembrando que as direcdes de referéncia
s30 as principais, escreve-se o vetor de tensdes 7 e o quadrado de seu médulo como:
0,1
{=10,n, e £ =[f[ =o2n? +o2nl + o0 (9.50)
0,31
Observa-se que a tensdo de cisalhamento (7)) resultante no plano 7 € maior que as

suas componentes 7,, € 7,, , veja figura (9.4b) onde as diregdes ¢ e m foram tomadas de

forma arbitraria. A relacdo entre elas ¢ dada da por:
=1+, (9.51)
Além disso, pode-se escrever o quadrado do méodulo do vetor de tensdes 7 a partir de
o, (ouo,)er’ como:
=0’ +7° (9.52)
que, substituida em (9.50), resulta:
ol+7’ = O';lnl2 + 0'1272715 + 0';371; (9.53)
Para completar o sistema de equagdes de interesse, uma ultima propriedade bem conhecida

dos cossenos diretores é:
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n'+n +n; =1 (9.54)

Como os valores o, o

.2 € 0,3 sdo conhecidos, pode-se resolver as equagdes

(9.54), (9.53) e (9.49) em n, n; e n; como:

2
+ _ —
n12 _ T (O-n O-pz)(an O-pB) (955)

(O-pl _sz)(dpl - O-p3)

2
2 _ 4 +(o-n _O-p3)(o-n _Upl)

n, =
(O-pZ - O-p3 )(o-pZ - O-pl )

(9.56)

2
2 4 +(O-n _O-pl)(o-n _O-pZ)

s =
(O-p3 - O-pl )(O-p3 - O-pz)

(9.57)

Usando a mesma estratégia da figura 9.10 adota-se (por conveniéncia)

0, 20,,20,que resulta em denominador positivo na equagéo (9.55). Sabendo-se que o

cosseno diretor 1/ >0 escreve-se para a equagio (9.55):
*+(0,-0,,)(0,-0,,)20 (9.58)

ou, equivalentemente:

2 2
o’ +(Jn 2% ;G’”] > (—G”z ;G’ﬁ] (9.59)

que representa a regido fora de um dos circulos menores da figura 9.10.

Para n; >0 resulta:

2 2
o’ +(0,, _Zn 2% ;G’ﬁJ < [—G”l ;GﬂJ (9.60)

que € a regido interna do maior circulo.

Para n; >0 resulta:

2 2
rz+[0,,——0’71;0’72j 2(—0’”;%] (9.61)

que ¢ a regido externa do outro circulo menor.
Desta forma mostra-se que todas as possiveis componentes de tensdo estdo na area

hachurada e que a méxima tensao de cisalhamento ¢, de fato, a dada pela equagao (9.48)
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9.3 — Conjunto de Listas de Exercicios
O aluno esta apto a resolver a décima quinta lista de exercicios disponivel no Anexo

do Volume 2.

9.4 — Lei de Hooke generalizada para materiais isotropicos e deformag¢iao em um ponto
Materiais isotropicos sdo aqueles para os quais as propriedades mecanicas nao variam
com a dire¢ao no espago. Varios materiais aplicados na engenharia podem ser considerados
macroscopicamente isotropicos, como por exemplo: ligas metalicas, borrachas, concretos
com tamanho de agregados pequenos em relacdo a dimensdo do objeto, plasticos etc.
Materiais ortotrdpicos e anisotropicos, cujas propriedades mecanicas variam com a direcdo,
serdo abordados em disciplina especifica. A Lei de Hooke generalizada ¢ a lei constitutiva

elastica linear para materiais isotropicos.

9.4.1 — Lei de Hooke generalizada

Para materiais isotropicos pode-se tomar o volume elementar da figura 9.2b,
independentemente de sua orientacdo, e observar as deformagdes ocorridas ao se aplicar,
isoladamente, cada componente de tensdo. Deve-se lembrar nessas observacdes que o corpo €
infinitesimal e que as deformagdes ocorridas s3o pequenas. No capitulo 6 a defini¢ao uniaxial
(ou unidimensional) de deformacdes ja foi abordada. Naquela oportunidade definiu-se a
componente de deformacao longitudinal (afastamento entre planos paralelos do continuo) e
distor¢do ou deformacdo por cisalhamento (deslizamento relativo entre planos paralelos do
continuo). Assim, caso o leitor ndo esteja familiarizado com esses conceitos sugere-se a

releitura do capitulo 6.

Figura 9.12 — Idealizacdo de ensaio de trag@o na direcdo x
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Em um ensaio de tracdo (material isotropico) aplicando-se apenas a componente de

tensdo o, (em um elemento de volume livre de agdes nos outros planos) resultam
deformagdes ¢, &, e &, tal como ilustra a figura 9.12. Como o ensaio € uniaxial a relagéo
entre o, e ¢ _ja ¢ conhecida (capitulo 6), ou seja:

e =0 /E (9.62)

onde E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal do material e & = Adx/dx ¢ a deformagao

longitudinal na direcao x.

Neste caso ocorre reducdo nas larguras dy e dz do elemento infinitesimal, definidas
como as deformagdes longitudinais &, =Ady/dy e &, =Adz/dz. Estas redugdes, pelo fato
do material ser isotropico, sdo iguais ¢ guardam uma relac¢ao (que depende do material) com a

deformacdo ¢_, ou seja:

£, =—Ve, e g =—VE, (9.63)

onde v=‘5y /gx‘ =

g/ £x| ¢ o coeficiente de Poisson. Substituindo-se (9.62) em (9.63)

encontra-se a relagdo entre as deformacgdes longitudinais e a tensdo o, aplicada

isoladamente.

e =0 /E &, =-vo, /E &, =-vo /E (9.64)

Procedendo-se de forma andloga para o, ¢ o, (aplicados isoladamente) encontram-se:

e,=0,/E e =—vo,/E e.=—vo,/E (9.65)

e =0,/E e =—vo /E e, =-vo./E (9.66)
Lembrando-se que os deslocamentos e deformagdes sdo pequenos, analise linear, vale

a superposi¢do de efeitos (ja aplicada nos capitulos precedentes), ou seja, quando as trés

componentes de tensdo normal estdo aplicadas simultaneamente, resultam as trés

componentes longitudinais de deformagdo dadas por:

&, | 1 v —v||o,
£, (= Z -v 1 -v|jo, (9.67)
c v —v 1 ||lo

: :

Deve-se observar, na figura 9.12, que ndo surge distor¢do nos planos do elemento
infinitesimal ao se aplicar as componentes de tensdo normal. Este tipo de influéncia cruzada
apareceria em materiais anisotropicos, que possuem propriedades mecanicas diferentes para

diferentes diregdes.
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Seja agora aplicada apenas a componente de tensdo 7, (ou o, ), conforme a figura
9.13 ou 6.5. Como se observa, surge apenas a distorgéo y,, . Assim, do capitulo 6, escreve-se
a relagdo unidimensional.
Vy=(7/2-0)=7,/G ou £,=7,/2=1,/2G (9.68)
onde G ¢ o moédulo de elasticidade transversal e &, ¢ a semi-distor¢do ou distorgdo

matematica. A distorcdo matematica ¢ muito importante nos tratamentos da Teoria da
Elasticidade e da Mecanica dos Sélidos, pois define o ente deformagdo como um tensor, ou
seja, tal como a tensdo estd sujeito as operagdes tensoriais. Para um material isotropico a
aplicagdo da tensdo de cisalhamento isolada gera apenas a distor¢do correspondente,

conforme figura 9.13.

| K

Figura 9.13 — Tenséo de cisalhamento 7, e deformagéo (distor¢éo (7z /2— 9))

/]

correspondente.

Repetindo-se o procedimento para 7, € 7. escrevem-se:
e.=1_/2G (9.69)
£.=1./2G (9.70)

Reunindo-se as equagdes (9.67), (9.68), (9.69) e (9.70) escreve-se a Lei de Hooke

generalizada para materiais isotropicos como:

£, [1/E —v/E —v/E 0 0 0 o,
g, -v/E 1/E —v/E 0 0 0 o,
g, -v/E —-v/E 1/E 0 0 0 o
= (9.71)
&y 0 0 0 1/2G 0 0 T,
g, 0 0 0 0 1/2G 0 T,
.l | 0 0 0 0 0 1/2G |7,
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A forma como os tensores de tensdo ¢ deformagdo estdo escritos ¢ chamada de
pseudo-vetor e ndo se aplicam as regras de giro de vetor sobre os mesmos. Porém, a
expressao (9.71) € bastante usual na literatura. Um resultado importante da algebra linear ¢
que uma aplicacdo linear entre espagos de mesma dimensdo relaciona tensores de mesma
ordem, assim a deformag¢do ¢ um tensor de ordem dois, pois a Lei constitutiva, como
apresentada em (9.71) é uma aplicacdo linear. O tensor de deformacgdes, simétrico gracas a
simetria do tensor de tensdes e do tensor constitutivo eldstico (representado como uma matriz

na expressao 9.71), € escrito como:

gx_x xy Xz gx Xy Xz 6‘1 1 81 2 6‘1 3
e=\&, €, &.|=|€, & &E.|=n &y &x|=¢ (9.72)
Xz yz zz gxz yz gz 81 3 62 3 83 3

As componentes longitudinais do tensor de deformagdes (diagonal) podem ser
interpretadas como medidas extraidas por extensometros infinitesimais (veja exemplo 9.3)
posicionados segundo a direcdo dos eixos coordenados conforme indicado na figura 9.14a.
As distor¢des sdo calculadas de forma indireta utilizando extensdmetros em diregdes
inclinadas (constituindo arranjos chamados rosetas) e as formulas de giro do tensor de
tensoes, veja figura 9.14b. Este procedimento sera abordado nas aplicacdes bidimensionais

desenvolvidas adiante.

(a) Segundo eixos coordenados (b) Inclinados

Figura 9.14 — Tlustracdo simplificada de extensometros

Em disciplinas avancadas, que abordam os Principios Energéticos da Elasticidade, a
deformacado ¢ obtida pela derivada do potencial escalar de energia especifica de deformagao

segundo as componentes de tensdo (ou vice-versa). Assim, quando a tensdo adotada ¢
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simétrica a deformacdo também serd (e vice-versa). Neste caso mais geral, a lei constitutiva
ndo precisa ter comportamento linear.

Como a deformacao ¢ um tensor, valem todas as formulas deduzidas para tensdo, que
serdo descritas com mais detalhes no proximo item. O fato de existirem dispositivos para
medir deformacdo, como extensometros (veja exemplo 9.3) e técnicas de correlagdo de
imagens (scaners ou tomografos), mas nio existirem dispositivos que megam diretamente

tensdes, ¢ de interesse se conhecer a relacao inversa da expressao (9.71), que é:

(1-v)E vE vE 0
o (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) .
o vE (1-v)E vE 0 0 o0lle
g (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) i
o £
= vE vE (1-v)E 1 (9.73)
T 0 0 0 |le
v (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) v
P 0 0 0 260 0 |5
T £
= 0 0 0 0 2G 0 =
i 0 0 0 0 0 2G|

Desta forma, conhecidas (medidas por meio de algum dispositivo) as deformagdes,
encontram-se as tensdes em um determinado ponto do sélido analisado. Em aplicagdes de
engenharia, dispositivos de controle industrial sdo desenvolvidos para aferir niveis de tensao

de equipamentos em tempo real.

9.4.2 — Lei de Hooke no Estado Plano de Tensoes (EPT)

Para o estado plano de tensdes sabe-se (item 9.2) que o, =7_=7,_ =0, assim as

expressoes (9.71) e (9.73) se simplificam para:

&, I\VE —-v/E 0 o,
& (=|-v/E 1/E 0 o, (9.74)
£, 0 0 1/2G 7,

com &, =—v(o,+0,)/E ¢ &.=¢,_=0 conhecidos. A inversa da equagdo (9.74) fica:

o, E/1-v?) VvE/(1-v*) 0 ||e,
o, t=|VE/1-v?) E/(1-v*) 0 |ig, (9.75)
z, 0 0 2G £,

Neste ponto tudo indica que existem trés constantes elasticas diferentes para um

material isotropico, a saber, 0 modulo de elasticidade E, o modulo de elasticidade transversal

317



G e o coeficiente de Poisson V. Porém, no que segue, demonstra-se que sdo apenas duas

constantes independentes. Toma-se para tanto um estado de cisalhamento puro, veja figura

9.15.

Figura 9.15 — Estado de cisalhamento puro

Para este estado pode-se usar as expressoes do EPT. Aplicando a equagdo (9.24) calculam-se:
c,(45°)=1 e c,(135°)=-7 (9.76)
Aplicando-se equagdo similar a (9.24) para deformagdes, veja equacao (9.91), qual seja:

& te, £,-¢

&g, = 5 + 5 *cos(20)+¢,,sen(20)
calcula-se:
£,(45°)=¢,=1/2G (9.77)

onde a Lei de Hooke ja foi aplicada. Recalculando-se &,(45°) pela Lei de Hooke (9.74)
aplicada nas componentes de tensdo normal dadas em (9.76) resulta:

O'n(45”)_van(135"):(1+v)2_

£ (45 )= 9.78
(45°) =2 = ©.78)
Igualando-se (9.77) e (9.78) encontra-se:
E
G= (9.79)
2(1+v)

Ou seja, um material isotropico elastico linear possui apenas duas constantes eldsticas
independentes. E comum se determinar E por ensaio de tragdo ¢ G por ensaio de tor¢io de
barra de se¢do circular, encontrando-se v de forma indireta, a partir da equacao (9.79).

Muitas vezes se encontra a Lei de Hooke para o EPT escrita em forma diferente

daquela dada por (9.75), obtida utilizando-se (9.79), qual seja:

o, 2G |1 v||é&,
=— e r, =2G¢, (9.80)
o, | l-viv 1]le )

318



9.4.3 — Deformacgdo em um ponto, breve introducdo ao caso tridimensional
Conforme ja comentado, as componentes de deformagcdo em um ponto de um so6lido
tridimensional podem ser definidas esquematicamente pelas figuras 9.12 € 9.13, ou seja:

& =NAdx/dx &, =Ady/dy &, =Adz/dz (9.81)
£,=(7/2-0,)/2 ¢.=(7/2-6.)/2 &.=(x/2-0,)/2 (9.82)

As componentes de deformacdo sdo expressas na forma tensorial como indicado na
expressao (9.72), com visualizagdo de extensdmetros coordenados e inclinados conforme a
figura 9.14. Sendo a deformagdo um ente tensorial, a partir das componentes cartesianas de
deformacao podem-se determinar as componentes de deformagdo em qualquer orientagao do

espaco aplicando-se formula semelhante a (9.14), escrita para deformagdes como:

Em Ew Eum mon, n|l&, & &f|m { m
Ew Eu Ep |=|1 0 Ly L&y &y Enl|lm L, my (9.83)
Em  Em Eum moom, m || &y &y &y |ny L my

As deformacdes longitudinais (¢,

m 2

g, e &, ) sao entendidas como a deformagao nas

direcdes 7, ¢ e m respectivamente. J4 as distor¢des matematicas ¢,,, &,, € £, ocorrem

nm
entre os planos definidos pelos pares de vetores (7, (), (7i,m) e (¢ ,m), respectivamente.
Tal como comentado para o tensor de tensoes, o tensor de deformagdes possui auto-valores e
auto-vetores que representam, respectivamente, as maximas deformagdes longitudinais em
um ponto ¢ suas dire¢des. A analise tridimensional completa das deformagdes é assunto da
disciplina mecanica dos so6lidos 3 e, no que segue, abordam-se os casos bidimensionais

importantes.

9.4.4 — Deformacao no estado plano de tensoes (EPT):
Retornando ao que foi exposto no desenvolvimento da equacdo (9.74), para o estado

plano de tensdes (EPT) sabe-se que o, =7, =7, =0 e que se aplicando a Lei de Hooke
generalizada as distor¢des resultam nulas, ou seja ¢_=¢,=0. Além disso, a deformagéo

longitudinal na direcao z ¢ dada por

1%
e.=¢,="v(o,+0, )/ E =—:(8x +£},) (9.84)
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Lembrando-se que no EPT (o, +0,) € invariante, percebe-se que &, € invariante e
que & =¢&,, porque as distor¢des associadas ao plano z sdo nulas. Assim, as (nicas
componentes de deformagdo que variam ao se aplicar giro em torno do eixo z (6,) sdo &, &,

e &, e o tensor de deformagéo pode ser simplificado para:

g /2 e &£ &g, &
8=|: ¥ yxy :|=|: XX X):|:|: 1 12:|=gl‘]‘=gjl‘ (985)
Yy /2 £, Ey &, &, &y :

semelhante a equagdo (9.17) para tensoes.
Chamando 6, simplesmente de &, a expressao do giro tensorial (9.83), em sua versao

bidimensional, pode ser simplificada para:

Ey Ew cos) senl | & €, | lcosO —senl
= (9.86)
g, &, —sen® cob || €, ¢, | sen@ cosO
ou
g, =¢ cos’ O+ g, sen” 0+ 2¢ sen0cos 6 (9.87)
£y =6, =(8,—¢ )senOcosO+zs (cos’ @—sen’0) (9.88)
g, =¢ sen” O+ £, cos’ 0 — 2¢, sen@cos 6 (9.89)

Outra forma de se encontrar essas expressoes ¢ escrever as tensdes das equagdes
(9.20) até (9.22) em fun¢do das deformagdes dadas pela equagdo (9.75). Afigura 9.16 ilustra

as componentes de deformagao envolvidas nestas expressdes.

Y — pequeno

Al

|
\

[

\

\

[

\
_
7

[, L Al

Figura 9.16 — Ilustracdo das componentes de deformagao
Somando-se as expressdes (9.87) e (9.89) descobre-se que o trago do tensor de
deformacdes ¢ independente do giro (primeiro invariante de deformagao), ou seja:

E e, =¢,+¢, v 0 (9.90)
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Usando as propriedades trigonométricas relativas a cos(26) e sen(20) sobre as equacdes

(9.87) e (9.88), resulta:

& te, £,-¢

g, = 5 — 5 >cos(20)+¢,,sen(20) (9.91)
£, —&,
£, == 5 sen(20)+¢,, cos(20) (9.92)

As expressoes (9.85) até (9.92) indicam que todas as expressoes para deformagdes sao
semelhantes as de tensdes, incluindo as interpretagdes no Circulo de Mohr, veja figura 9.17.

Assim, resumidamente as expressoes de interesse ficam:

Deformacgaées principais

2 2
E +¢€ E —& PO o E —&
=" +\/[ E j ety _\/( E j te 099

com direc¢des principais dadas por

tan(6,, )= M e tan(0,,) = M (9.94)

gXJ’ Xy

8n£ Enl

Figura 9.17 — Circulo de Mohr para deformagdes (&,, =0 ou ¢,, # 0 dado por (9.84))

Distorgdo critica no plano xy e maxima distor¢ao:

- g"_gy2+2 9.95
Y =t 995)

Com a seguinte propriedade para determinacdo da orientagdo no espaco (figura 9.18):

=n/4 (9.96)

0, -0,

Lembrando-se que:
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0,,-0,,|=7/2 ¢

ecl - 6(’2

Y. (9.97)

Além disso, a deformacao longitudinal para a configuragao de distor¢ao critica ¢ dada por:

e(0.)=(¢.+¢,)/2 (9.98)

AY

X

N
7

Figura 9.18 — Representacao de dire¢des principais e distor¢ao critica

Seguindo as discussOes feitas para tensdo, a luz do circulo de Mohr, a distor¢do

maxima sera dada por:

/2=|£m|=

|}/max

max{|e, —&,|/ 2i]e,— 8,5/ 2|6, 2,0/ 2] (9.99)

Exemplo 9.2

Sabendo-se que para material isotropico a lei de Hooke ndo varia com a direcdo da
analise, calcular as deformagdes principais e suas diregdes para o estado plano de tensdo
indicado na figura la seguindo dois caminhos. O primeiro através das tensoes e diregdes
principais e o segundo através das componentes cartesianas de tensdo. Calcular também a

maxima distor¢do. Dados: £ =100GPa ¢ v=0,25.
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5Mpa

27,66
— 20Mpa 12,6N T é /epl

10Mpa 7,5MPa
y \ € e P Terit=Tmax=
-« —>
J 20,16 MPa
~ 27,66/ | T\ 0,,,=-48,56°
l 12,66
X/
a) Componentes cartesianas b) Dire¢des principais
p princip

Figura 1 — Tensao no ponto
Antes de iniciar a solucdo do problema, observa-se a figura la e, a partir da

convengdo de sinais, tem-se o, =10MPa, o, =5MPa ¢ 7,, =20MPa .

Primeira solucao:

Utilizando-se a equagao (9.34) tem-se:

2

o, =175+ Gj +(20)° =27,6556 MPa (a)
2

0,=175- @J +(20)° =-12,6556 MPa (b)

Os angulos que definem os planos principais ou as dire¢cdes das tensdes principais sao

calculados usando-se as equagoes (9.42),

6,, = arctan (Mj =41,44° (©)
6,, = arctan (wj =—48,56° (d)
20

Como as tensdes principais possuem sinal trocado, sabe-se que

T

max| -

r,|=lo, ~0,]/2=max{jo, -0 ,.| /20~ 0,,| /20, 0]/ 2} = 20,1556 MPa (e)

Os resultados em tensdo sdao mostrados na figura 1b. Usando-se (9.74), escrita para

dire¢do principal (material isotropico), tem-se:

323



- 2 ’ _Vl | 00-2[72 27,6556 308,25 ®
S o ’ EICEA h  T

100x10° N | —0,25 1 —-12,6556 m —-195,75
ouseja, &, =308,25u e ¢, =-195,754.

Para o calculo da distor¢ao maxima calcula-se o médulo de elasticidade transversal

pela equacdo (9.79), resultando G =40GPa . Finalmente a distor¢ao méaxima fica:

Vs _ [Pl _ 20,1556x10°N / m?

2 2G 80x10° N / m*

max

=252u ou |7/max =504u (2)

Segunda solucdo:

Usando (9.74) escrita para as dire¢des cartesianas tem-se:

:, 1 ][, o[ 1 —025[10 87,5
1 - O 1x10° = P (h)
e[ El-v 1 [lo,[ 1000°[-025 1 ||5 25

€

7., 20x10° .
e =—2= =250 i
Y 2G  80x10° H @

A partir de (9.93) e (9.94) encontram-se:

£, =308,25u ¢ £,,=-195,75u )
6, = arctan (MJ =41,44° (k)
b 50
—-195,7-87,5
0 , =arctan| ————= | =-48,56° |
» [ 205 ] ®

Usando (9.84) sabe-se que:
£, =¢6,=—v(0,+0,)/E=-0,25(10+5)x10" = -37,5u (m)

zZ

Aplicando-se (9.99) sabe-se que a maxima distor¢do sera | Var ! 2| = ‘gpl - 5,,2‘ /2 entre €,

€,,, apenas para se utilizar a expresséo (9.95) se faz:

2 p—
‘g’i‘”‘:\/{#j 20 =M=252ﬂ o [,,]=504u ()

Que sdo exatamente os mesmos resultados obtidos pela primeira solugdo. Um esbogo

das deformagdes principais pode ser feito a partir da figura 1b.
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Exemplo 9.3 - Extensometros e Roseta

Conforme descrito anteriormente, aproveita-se esse exemplo para se definir
extensometros e aplica-los na determinacao do estado de deformacdes em um ponto a partir
de arranjos (rosetas). A figura a desse exemplo mostra um extensometro constituido por uma
resisténcia elétrica embebida em uma matriz epoxi. Essa matriz ¢ colada na superficie de
pecas estruturais onde se pretende medir a deformagdo. Ao se alterar o comprimento do
extensdmetro, sua resisténcia muda e um sinal elétrico ¢ enviado a um transdutor que informa
seu novo comprimento e, pela definicdo de deformacdo média longitudinal, calcula-se a
deformagdo longitudinal na dire¢do do extensometro. Obviamente que a precisdo do

extensometro ¢ maior quanto menor for o seu comprimento em relagdo ao corpo de analisado.

Epoxi

Resisténcia

Figura a - Esquema ilustrativo de um extensdmetro

Uma roseta (ou arranjo) ¢ constituida (para caso 2D) de trés extensOmetros, que

permitem a determinagdo das trés componentes de deformagéo ¢,, ¢, e &, a partir da tripla

aplica¢do da equacao (9.87) ou (9.91). Como exemplo, determina-se a férmula da roseta de

45° da figura b.

Figura b - Roseta de 45°

Pela figura € obvio que ¢ =¢,, ¢, =¢,, faltando determinar &, . Isso ¢ feito de forma

indireta, ou seja, usando-se a equacio (9.91), e sabendo-se que ¢,(45°) = ¢, , assim:
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+&, = &, =2¢,—(&,+¢&.) (a)

Se nenhum extensdmetro coincidir com eixos coordenados, a aplicagdo de (9.91)
resulta em um sistema linear de trés equacgdes e trés incognitas. Para problemas 3D sdo
necessarios seis extensometros ndo colineares, o que implica na necessidade dos
extensometros estarem embebidos no meio analisado, tarefa impossivel em materiais que nao
podem ser facilmente moldados. Assim, deve-se conhecer, além das medidas em trés
extensometros, o valor das forgas de superficie (ver material de mecanica dos s6lidos 3 onde

esse assunto ¢ abordado).

9.4.5 — Deformagdo e tensdo em um ponto no estado plano de deformagoes EPD.

O estado plano de deformagdes (EPD) ¢ caracterizado quando se assume que as
componentes de deformagdo & =&_=¢_=0. Um problema muito importante de
engenharia que se resolve fazendo esta consideracdo ¢ a analise de tensdo e deformacdo em

barragens. Isto € possivel, gragas a sua grande extensao (na direcdo z) e pela consideracao de

rigidez infinita do macigo rochoso que serve de suporte, veja figura 9.18.

y

agua EPD

Figura 9.18 — Barragem e estado plano de deformacao
Retirando-se uma lamina fina da barragem, figura 9.18, observa-se que as condi¢des

de EPD sao respeitadas. Nesta situagdo, aplica-se a Lei de Hooke generalizada inversa (9.73)

tridimensional considerando ¢, = ¢ =&, =0 resultando:
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(1-v)E vE 0_
o (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) .
o, b= vE (A-v)E 0 [de, (9.100)
(1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) ’
i 0 0 2G | F»
Com
vE
= (¢.+¢,) ou c,=0,,=v(c,+0,) (9.101)

Gz o 3 =
P (1+v)(1-2v)
onde o, ¢ a terceira tensdo principal pelo fato de 7_ =7 _=0. A segunda forma da

expressao (9.101) foi extraida diretamente da terceira linha da equacao (9.71).
Lembrando-se a expressao (9.79) pode-se escrever (9.100) como,

C(1-v) v
(1-2v) (1-2v)

O-)C 8X

o t=26| Y (A=) 4l 9.102)
(1-2v) (1-2v)

P 0 0o 1|

que considerando o coeficiente de Poisson aparente v =v/(1-v) ou v=v /v +1) a

equacao (9.102) pode ser reescrita como:

O-x 2 1 v gx
_26 e r, =2Ge, (9.103)
o, 1-viv 1]le

com formato semelhante a (9.80) relativa ao EPT. Invertendo-se (9.103) encontra-se:

|l 1+v| IVE —Vv/E||O,
=—| _ e e, =1.,/2G (9.104)
g I+v|-v/E 1/E ||o, 7 7

y

Comparando-se (9.104) com (9.74) conclui-se que quando o material estd confinado
na direcdo z ele se comporta de forma mais rigida.
Observando-se que para o EPD as componentes de deformagdo e as componentes de

tensdo dependentes do giro €, =6 sdo as mesmas do EPT, todas as expressdes relativas a

analise de tensdes e deformagdes sdao validas, ou seja, o célculo de tensdes e diregdes
principais, o calculo de deformacdes e dire¢des principais, o cdlculo da maxima tensdo de

cisalhamento e da maxima distor¢do. Vale também a representacdo do circulo de Mohr,
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lembrando-se apenas que para 0 EPD ¢, ,=¢. =0 ¢ 0,=0,,#0 dada por (9.101) onde se
pode substituir (¢, +¢,) por (€, +&,,), pois esta soma ¢ invariante.

Comenta-se, finalmente, que para materiais isotropicos as dire¢des principais das
tensdes sdo as mesmas das deformagdes, porém quando o material ndo ¢ isotropico todas as
equagoes relativas a andlise de tensdes e deformacdes sdo validas, mas as dire¢des principais

das tensdes nao sao as mesmas que as dire¢des principais das deformacdes.

9.5 — Critérios de resisténcia ou de falha

Conforme comentado no inicio deste capitulo a ruina dos materiais, em geral, ndo
ocorre por acdo de uma componente isolada de tensdo, mas pela combinacdo entre elas.
Quando se analisa um estado de tensdo em um ponto as tensdes principais sdo invariantes, ou
seja, ndo importa qual sistema de referéncia escolhido para realizar a andlise mecanica, as trés
tensdes principais terdo sempre o mesmo valor. Assim, pode-se dizer que o estado de tensao
se resume ao conhecimento das trés tensdes principais € que a ruina dos materiais esta
condicionada a uma combinacao destes trés valores.

Para dar continuidade a descri¢do dos principais critérios de resisténcia, divide-se o

tensor de tensdes em uma parcela hidrostatica e outra desviadora, como:

o, T, T. o.—0, T, T, c, 0 0
w O, T = T, c,—0, ., (/0 o, O (9.105)
zX zy GZ TZX sz O_Z - O_m 0 O O-m
ou
oc=S8+o0, (9.106)

onde o tensor o, ¢ o tensor hidrostatico com o, =(o,+0,+0,)/3= (apl to,,+ 0'p3)/3 e

o tensor S ¢ chamado tensor desviador. A parcela desviadora do tensor de tensdes esta

associada as componentes de tensdo de cisalhamento. Como o, ¢ invariante pode-se escrever

a expressao (9.105) nas diregdes principais, como.

o, O 0 0, -0, 0 0 c, 0 0
0 o, O0]|= 0 0,,—0, 0 +0 o, O (9.107)
0 0 o, 0 0 0,,—0, 0 0 o,

De posse do conhecimento desta decomposicdo cabe comentar que, quanto a ruina, os
materiais sdo classificados em dois tipos, os frageis e os ducteis. A ruina dos materiais

dacteis ¢ pouco sensivel (ou mesmo insensivel) a componente hidrostatica de tensdo,
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enquanto a ruina dos materiais frageis ¢ sensivel tanto a componente desviadora quanto a
hidrostatica.

Outra informacdo de interesse € que os materiais ducteis apresentam grandes
deformacdes (plastificacdo) antes de atingirem a situagcdo de ruina, enquanto os materiais
frageis rompem com niveis muito pequenos de deformagdo. De forma simplista, ¢ usual dizer
que os materiais ducteis avisam quando ocorrera a ruina, enquanto os materiais frageis
rompem sem aviso. Deve-se observar ainda que materiais considerados ducteis, na
temperatura ambiente, podem romper de forma fragil (sem aviso) em baixas temperaturas,

como, por exemplo, €m acronaves € espagonaves.

9.5.1 — Critério de Rankine
O critério de resisténcia de Rankine (1820-1872), ou critério da maxima tensdo
normal, ¢ um critério muito simples e aplicado no passado a materiais frageis. Limitam as

tensoes principais a valores limite de tragdo (&, ) ou compressdo (7, ), ou seja:

6,.<0, <0, (9.108)
c,<0,<0, (9.109)
0,<0,<0, (9.110)

Para materiais frageis ¢ usual ter-se |5,| < |5€| . A representacdo do critério no espago

o

das tensdes principais pode ser vista na figura 9.19. Um estado de tensdes (0,0 ,,,

°F 0'p3) no

interior do espago definido pela superficie do critério ¢ seguro, enquanto um exterior nao ¢

seguro.
o
AN ndo seg
: o,
! » °
GpZ i 1
y S /. T A W T,
O, '
seg
c_FC
(a) 2D (b) 3D

Figura 9.19 — Representacao do critério de Rankine no espaco das tensdes principais

329



No espago tridimensional das tensdes principais observa-se que o eixo onde

0, =0, =0, (bissetriz dos eixos coordenados) representa a parcela hidrostatica de um

estado tensdo. Assim, o critério de Rankine ¢ sensivel a parcela hidrostatica, pois caso esta
cres¢a (ou diminua) o material pode romper. Na representacdo tridimensional das tensdes
principais, a componente desviadora ¢ entendida como um vetor ortogonal ao eixo
hidrostatico e indica o quanto o estado de tensdo se desvia de um estado hidrostatico. No
espaco das tensdes principais a diagonal do tensor de tensdes pode ser entendida como vetor,

veja a equacao (9.107), e a ortogonalidade entre a tensao desviadora e a tensao hidrostatica se

r . . _ 2 2 _
torna 6bvia, pois (apl -0, ) o, + (apz - O'm)Gm + (0p3 -0, ) o, =30, 30, =0.
Na pratica, verifica-se o critério de Rankine aplicando-se as expressoes (9.108) a

(9.110), quando satisfeitas o material ¢ seguro, caso contrario ha ruina.

9.5.2 — Critério de Tresca ou da maxima tensao de cisalhamento

O critério de resisténcia de Tresca (1814-1885), ou critério da maxima tensdo de
cisalhamento, ¢ aplicado a materiais ducteis. Em ensaios de tracdo (ou compressao) simples
observa-se que os materiais dlcteis rompem em angulo de 45° em relacdo a forga (tensdo)
aplicada, por cisalhamento. Além disso, observa-se que a ruina ¢ independente da

componente hidrostatica de tensdo. Assim a expressdo deste critério ¢ dada por:

T

max

zmax{‘apl —O'pz‘/2,' O, —O'pz‘/2,' o, —0'!,3‘/2} <t=0/2 (9.111)

onde & ¢ aresisténcia a tracdo ou compressao uniaxial aferida em ensaio correlato.

Na figura 9.20 sdo apresentadas trés representacdes. A primeira ¢ feita no espaco de
Mohr (o,,7,,) € indica que, se o maior circulo de Mohr do estado tridimensional de tensdes
de um ponto ndo cruzar as linhas hachuradas (limite de resisténcia ao cisalhamento), o ponto
¢ seguro, caso contrario ocorre ruina. A segunda representacdo estd no espago das tensdes

principais e um estado de tenséo (o ,,,0,,,0,;) € seguro se estiver no interior do cilindro que

p2°
a superficie de ruina define. A terceira representacdo ¢ um caso particular da segunda para o

EPT, ou seja, o cruzamento da superficie cilindrica com o plano o,,=0. Na pratica,

verifica-se o critério aplicando-se a expressao (9.111), quando satisfeita o material ¢ seguro,

caso contrario ha ruina.
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G,=0 S
(02-01)<0 >
G,-07)<
AN
S ol
=
(01-0,)<6
2D

Figura 9.20 — Representacdes do critério de Tresca

Observa-se na representacao tridimensional que a variagdo da componente

hidrostatica (segundo o eixo hidrostatico onde o, =0 ,, =0 ;) néo gera ruina e que a ruina

depende apenas da componente desviadora.

9.5.3 — Critério de von-Mises ou da maxima energia de distor¢ao

Este critério é atribuido a von-Mises (1883-1953) e ¢ aplicado aos materiais ducteis.
Também ¢ chamado de Critério da Maxima energia de Distor¢ao ou ainda da Méaxima Tensao
Octaédrica. Pode ser considerado uma regulariza¢do do critério de Tresca e sua formula ¢

dada por:

\/(0' l—ap2)2+(0' . —0'p3)2+(0' 2—0'p3)2 <25=20/27 =37

P P 4 oct

(9.112)

As representacdes bidimensional (EPT) e tridimensional do critério podem ser vistas na
figura 9.21. Nesta figura também ¢ mostrado o significado da tensdo octaédrica, que ¢ a
resultante das tensdes de cisalhamento no plano de tensdes hidrostaticas (definido pelo vetor
trissetor das diregdes principais).

(o) S5 3
von-Mises

02
Figura 9.21 — Representacoes do Critério de von-Mises
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Como se observa, o critério de von-Mises coincide com o de Tresca para estados
uniaxiais de tensdo e € menos conservador para outras situagcdes. Na pratica, verifica-se o
critério aplicando-se a expressao (9.112), quando satisfeita o material ¢ seguro, caso contrario
ha ruina. A relacdo deste critério com a maxima energia de distor¢do ¢ deixada para capitulo

referente a teoremas de energia da disciplina Mecanica dos Solidos II1.

9.5.4 — Critério de Mohr-Coulomb

Este critério ¢ aplicado a materiais frageis e é atribuido & Otto-Mohr (1835-1918). E
associado ao nome de Coulomb por existir uma explicagdo fenomenologica associada ao
atrito no que diz respeito a dependéncia da ruina de materiais frageis as tensdes hidrostaticas.
Quanto maior a compressao hidrostatica maior a resisténcia ao cisalhamento (deslizamento
relativo entre superficies paralelas — atrito) do material e quanto maior a tragdo hidrostatica,
menor esta resisténcia.

Para o estado plano de tensdo uma representacdo muito simples do critério ¢ dada na

figura 9.22.

P/o;=0 S)

Figura 9.22 — Representacao 2D do Critério de Mohr-Coulomb para EPT

Neste caso o0,;=0 e a figura 9.22 representa uma adaptacdo da figura 9.20c,

atentando para o fato da tensdo de ruptura a tracdo ser menor que o modulo da tensdo de
ruptura a compressao. Os trechos onde as tensdes principais possuem sinal trocado sdo unidos
por linhas retas. Esta figura pode ser confirmada de forma aproximada realizando-se ensaios
em laboratorio e representa uma correcao significativa no critério de Rankine.

Para o EPT, as expressdes do critério sdo extraidas da figura 9.22 e, caso satisfeitas,

implicam em estado seguro, caso contrario, indicam ruina. As expressoes ficam:
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o, <o,
Seo,>0e0,>0 = _ (9.113a)
0,,<0,
p2 t
0.<0,
Seo,<0e0,<0 =4 _ (9.113b)
c,<0,,
. .
Seo,>0e¢0,<0 = ?Gpl—sz <|o, (9.113¢)
t
Se 0,<0¢0,>0 = apz—%apl <3, (9.113d)

c

Por serem estas expressoes limitadas ao EPT pode-se criar uma envoltdria no espacgo
de Mohr para se estender o estudo ao estado tridimensional de tensdo usando as trés
circunferéncias da figura 9.10. Isto ¢ feito tracando-se duas circunferéncias criticas para os

estados uniaxiais, uma com apenas o, € outra com apenas o, conforme a figura 9.23.

C_St/ZL Gt /(2 senQ)
i (0]

L

(a) Tragado da superficie  (b) Determinagao do par (o,7)

Figura 9.23 — Critério de Mohr-Coulomb

A reta tangente aos circulos de Mohr resultantes dos ensaios uniaxiais (tragdo e
compressao) do material isotropico corresponde a superficie limite, ou seja, qualquer circulo
de Mohr, que representa a um estado de tensdo, que intercepte a linha limite indica ruina.

Esta afirmagéo, respeitando a ordem o, >0, >0 ,,, € representada pela seguinte formula:

p2°

T+o-tan(a)<c (9.114)

Com o par (o,7 ) mostrado na figura 9.23b dado por:
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‘UP B

O .+0 O .—0 o
_Yp1 Y, ‘ pl pz‘ —12 pz‘cos(a) (9.115)

o= + sen(a), T=
5 5 (a)

As constantes aplicadas sdo:

c.|-0, 2)/|o.|o,
==, cos(a)= (9.116)
o.|+

G, 6.|+3,

onde ¢ chamado angulo de atrito interno e ¢ coesdao do material.

GL‘

o.|-o, 1
tan(a)=————, c=—

t

c.|0,, sen(a)=

c c

Para se evitar a necessidade de se ordenar as tensdes principais, escreve-se a

expressao geral tridimensional do critério como:

i ‘O'pl;O-pz"‘o-m;O-p3‘,‘o-p3;0-p2‘ +Sen(a)'(o-p1+o-p2+0p3)<% (9117)
com

_ 255

S tie 9.118)

A figura 9.24 representa a superficie de ruina no espago tridimensional das tensdes

principais. O cruzamento desta superficie com o plano o,; =0 resulta na figura 9.22. A

representacdo de Nadai ¢ uma vista da superficie 3D segundo o eixo hidrostatico saindo.

3D Nadai
Figura 9.24 — Critério de Mhor-Coulomb

Na pratica, verifica-se o critério aplicando-se a expressao (9.117), quando satisfeita o

material ¢ seguro, caso contrario ha ruina.

9.5.5 — Critério de Drucker-Prager

Este critério, também aplicado na verificacdo a ruina de materiais frageis, ¢ atribuido

a Drucker (1918-2001) e Prager (1903-1980). Da mesma forma que o critério de von-Mises
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pode ser considerado uma suavizagdo do critério de Tresca, o critério de Drucker-Prager pode
ser considerado uma suavizagao da superficie de Mohr-Coulomb. Na figura 9.25 podem-se
observar as representacoes tridimensional e bidimensional (EPT) para o critério. A férmula

geral ¢ dada por:

\/(O'pl —0) )2 +(O'p1 —0,3 )2 +(0'p3 -0, )2 +x/§sen(05)~(0'pl +o,, +0p3) <\2& (9.119)

que no caso do EPT fica:

2 2 —
\/(ap,) +(0'p2) ~0,0,, +sen(0{)(0‘pl +0p2)< c (9.120)

0-2 O-pZ

EZ‘
o, o,
Et
O-pl
0,
5(3

EPT 3D Nadai

Figura 9.25 — Critério de Drucker-Prager
Todas as constantes do critério de Drucker-Prager sdo as mesmas do critério de Mohr-

Coulomb. No caso da representacdo para o EPT deve-se atentar para o fato de que

O — O

= e o, =—— (9.121)
1+sen(a) l-sen(a)

~ I

indicando a coincidéncia dos dois critérios para ensaios uniaxiais.
Na pratica, verifica-se o critério aplicando-se a expressao (9.119), quando satisfeita o

material € seguro, caso contrario ha ruina.

Exemplo 9.6:

Calcular a medida de deformagdo longitudinal aferida no extensdmetro colado no
ponto “A” (face externa) da estrutura. O extensometro forma angulo de 20° com o eixo x
paralelo ao eixo x da estrutura, conforme indica a figura. Dados: E =200GPa, v=0,2 ¢
espessura ¢t =0,3cm constante. Observagdes: Levar em consideragdo todos os esforcos

solicitantes existentes na se¢do transversal que contém o ponto “A”. Considerar secdo aberta
de parede fina e que o empenamento ¢ livre (tor¢do livre). A Linha do esqueleto (linha

média) da se¢do transversal ¢ mostrada na figura onde o eixo z ¢ de simetria.
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Inicia-se a solucdo do problema calculando-se as caracteristicas geométricas

necessarias. Momentos de inércia I, e [, centro de gravidade segundo eixo z que resulta na
excentricidade da carga de 3kN gerando momento M , centro de cisalhamento segundo o

eixo z que resulta na excentricidade da carga 5kN gerando M, e o momento de inércia a

torgao 7, .
1m | 10cm | 10cm |
5kN(y) ‘ !
v 3kN(x) 8cm
A——» ¥ A I
Ve z
/525 20 i 8cm
A/ .i e x@ - z>
E ~” Chadparigida i
' X 16cm
vi|
| 1m v
[ - | 2m - | Yy
Esquema estrutural Sec¢do transversal

Figura 9.26 — Defini¢do do problema

Inicia-se a solugdo do problema calculando-se as caracteristicas geométricas

necessarias. Momentos de inércia /, e [, centro de gravidade segundo eixo z que resulta na
excentricidade da carga de 3kN gerando momento M, centro de cisalhamento segundo o

eixo z que resulta na excentricidade da carga 5kN gerando M, e o momento de inércia a
torgdo /,.

Centro de gravidade

Segundo a direcdo y a posicao do cg esta definida pela simetria da se¢do transversal. Ja para

dire¢do z posiciona-se a origem o e o eixo auxiliar z conforme a figura 9.27a e procede-se

o calculo da posi¢ao do cg conforme as expressoes do capitulo 8, ou seja:

A, = A, = 4J41-0,3cm® = 6541 / 5cm® = 7,6838cm” (a)
A4,=32-0, 3em?* =9,6cm’ (b)
A=24,9676cm’ ()

2~(7,6838-10)+9,6~20
z, = cm=13,85cm (d)
& 24,9676
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| 10cm 10cm

8cm

z L
16cm
_E,
3
y
v
(a) Referéncia auxiliar — calculo do cg (b) Rotagao de momento de inércia
9.27 — Figuras auxiliares
Momentos de inércia
Usando o esquema da figura 9.27b tem-se:
25,6125-0,3 25,6125°-0,3
I =" " cm"=0,0576cm* ~0, [ =""—"—""cm"=420,0545cm* (e)
‘ 12 Yo 12
2 4 2 4
I =1, -sen”(0)=163,92cm I =1 -cos™(0)=256,1826cm ®
.323
I,=2-1 +O’3 3 cm*+2-7,6838-8cm* I, =2130,55cm" (2)
O: 33 -32 2 2 4 4
1,=2-1, + +2-7,6838-3,85"+32-0,3-6,15" |cm I, =1103,32cm (h)

Também serd 1til calcular o momento de inércia a tor¢ao, dado por:

I, =%j rds = %o,? [32+2-25,6125]cm* =0,749cm* (i)

Centro de cisalhamento

Seguindo as férmulas do capitulo 8, define-se o polo na mesma posicdo da referéncia o da
figura 9.27a e a coordenada curvilinea conforme a figura 9.28a. A partir dessas defini¢des
encontram-se os diagramas de momento estatico (de interesse) e de normal conforme indicam

as figuras 9.28b e 9.28c.
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20

61,47

384 |
=7

(a) Polo e coord. curvilinea (b) Diagrama de normal (c) Momento estatico
Figura 9.28 — Diagramas auxiliares

Com os valores das figuras 9.28 calcula-se o centro de cisalhamento como:

_ -1 y -1 .

ZCC—ZJ. m; -I’ZdS—ZJ. Wde (J)

z, 2_—14(—20cm)- 61,47cm’ -32cm+g38, dem’ -32em | = 26,16¢cm (k)
2130,55¢cm 3

Calculo das tensoes

Na figura 9.29 desenha-se uma vista de saida da secdo carregada. A partir destes valores

calculam-se 0 momento externo M em torno do centro de cisalhamento causado pela forca
: ext . . .
vertical (y ), o momento externo (M ") causado pela forga horizontal (x ) multiplicada pelo

brago (z) em torno do centro de gravidade e o momento externo (M) causado pela forga

horizontal ( x ) multiplicada plelo brago (y) em torno do centro de gravidade, veja figura 9.33,

como:
SKN(Y)
@ 3KN(x)
cg ce,
} 13,85cm } 6,15 | 6,16 } 93,84cm i
Figura 9.29 — Vista de saida da se¢do carregada
M =—5kN-0,9384m =—4,692kN - m (ndo ¢ esforgo solicitante) 1)
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M;’” =3kN-1,0615m =3,185kN -m (ndo ¢ esforgo solicitante) (m)

M =3kN-0,16m =0,48kN - m (ndo ¢ esforgo solicitante) (n)
Com estes valores substitui-se a figura 9.26 pelo esquema estatico da figura 9.30.
Desta forma, ao se calcular o esforco solicitante cortante este estara passando pelo centro de
cisalhamento, a for¢a normal estara passando pelo centro de gravidade e as formulas
definidas nos capitulos precedentes valem para se calcular as componentes de tensdo
cartesianas nas secdes transversais, em particular na secdo transversal que contém A,

conforme indicado na figura 9.31.

v
7
7 5kN  0,48kN.m
e l
4/"
3 /':kN 4,692kN.m X
S
3,185kN.m
y
M im 2m |
I
Figura 9.30 — Esquema estatico nas referéncias apropriadas
M}f
SkN  0,48kN.m
t Lo
M, N & T/v : 3kN  4,692kN.m
e 4—/ I\ — e—
0. i 3,185kN.m
| 2m |

Figura 9.31 — Corte para calculo dos esforcos solicitantes na secao A.

A partir das equagdes de equilibrio aplicadas sobre a figura 9.31 encontram-se

M, =-10,48kN-m, M, =3185kN-m, M, =-4,692kN-m ,N=3kN, Q.=0kN e

0O, =5kN..

Cdlculo da tensdo normal o
Para se calcular a componente de tensdo normal o no ponto A deve-se calcular a

posicao deste ponto na secdo transversal. O ponto correspondente na linha do esqueleto serd

chamado de 4, e suas coordenadas em relagdo ao cg sdo:
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Vy="80cmez, =z, -z, =-3,85cm (o)

Aproveitando-se a figura 9.27b que define o angulo & determina-se:

Z,=2, —ésen9:—3,944cm €V, =V, —%cos@z—&lZcm (p)
donde

4 —1048kN -cm 318,5kN -cm 3kN
ol =———(-812em)+ ———F(-3,9%4cm )+ —

g 2130,55¢cm* ( / 1103,32¢cm* ( / 24,9675¢m* @
ol =2,9612kN / cm’ (r)

Calculo da tensao de cisalhamento T:;

A parcela da tens@o de cisalhamento devida & O, no ponto A € dada por:

-m’(A
o 2L M) 0ok et (s)
& I -t

z

onde o valor de m](4) foi extraido da figura 9.28b. Sua orientacdo em uma se¢do de saida
(cortante positiva para baixo) ¢ apresentada na figura 9.32a. Observe, 0 >0 ¢ m] >0 na

secdo de saida, implica em 7, contrario ao sentido de s .
Y

A parcela da tensdo de cisalhamento devida ao momento torgor (no caso negativo
entrando na se¢do) no ponto A, parte externa, ¢ dada por:

. M, 469,2.0,3

) =—*t
I, 0,749

kN / cm® =187,924kN / cm’ (1)

e sua orientacdo em uma secao de saida ¢ apresentada na figura 9.32b.

(a) Parcela da forca cortante (b) Parcela do momento torgor
Figura 9.32 — Parcelas da tensao de cisalhamento
Observando a figura 9.32 encontra-se a tensdo de cisalhamento total no ponto A

como:
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t =(187,924+0,1202 )kN / cm” =188,04kN / cm’ (u)

Calculadas as componentes de tensdo estas sdo indicadas na coordenada local, definida na

figura 9.27, conforme mostra a figura 9.33.

2,9162kN / em’
[

188, 04kN / e’

Figura 9.33 — Estado de tensdo no ponto A

Calculo da deformagdo

Pela figura 9.33 observa-se que o estado de tensdo ¢ plano com o, =2,9162kN / cm®,
o,=0 ¢ 7, =18804kN / cm’ . Aplicando-se a lei de Hooke sobre este estado de tensdo com
G =83,33GPa encontram-se: &, =14581u, &,-29,16u e ¢, =11282,454.

Finalmente, para se determinar a medida no extensdmetro, tal como requerido no
enunciado, basta aplicar a formula do circulo de Mohr para deformagdes, i.e.,

E *¢€ E —&

£,(20°)=— 5 L= 5 - cos(40°)+5xysen(40°) v)
donde
£,(20°)=7355,22u (x)

Um comentario importante ¢ verificar como uma sec¢ao de parede fina aberta ¢ pouco

rigida a torcao.

9.6 — Conjunto de listas de exercicio
Recomenda-se a resolugdo da décima sexta lista de exercicios, disponivel no Anexo

do volume 2.

9.7 — Aplicacdes gerais

As técnicas e conceitos apresentados nos capitulos precedentes possibilitam o calculo
de componentes de tensdo em barras solicitadas por esfor¢os solicitantes diversos como:
forca normal, forcas cortantes, momentos fletores ¢ momento torcor. Ao se conhecer as

componentes de tensdo, pode-se organiza-las de acordo com a conveng¢dao de sinais
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estabelecida na figura 9.2b ou 9.6a e aplicar as formulas desenvolvidas para se determinar
tensdes e deformacgdes principais e utilizar os critérios de resisténcia para verificar a
integridade do material nos pontos criticos das estruturas.

Também, com a utilizacdo de extensdmetros posicionados em determinados pontos da
estrutura (ou outra técnica de medida de deformacdo), ajustando-se a posi¢do desses
dispositivos de acordo com a conveng¢do de sinal, pode-se aplicar a Lei de Hooke e,
novamente, determinar as tensdes principais € se aplicar os critérios de resisténcia para a
verificagdo da integridade dos materiais envolvidos. Neste capitulo, antes de se abordar
alguns exemplos gerais, apresenta-se o item vasos de pressdo que completa o conjunto das
estruturas simples mais aplicadas na engenharia e possiveis de serem resolvidas com os

conceitos basicos até aqui apresentados.

9.7.1 — Vasos de pressao de parede fina

Vasos de pressdo sdo estruturas utilizadas para armazenar ou transportar fluidos
submetidos a pressdes diferentes da pressao ambiente. S3o utilizados em compressores,
transporte de gases, caldeiras etc. Aeronaves, espagonaves e submarinos também podem ser
considerados de forma simplista como vasos de pressdo. Uma primeira estimativa do
funcionamento de silos e caixas d'agua também pode ser feito via vasos de pressdo. O calculo
mais elaborado de vasos de pressdo de parede fina é feito pelas teorias de casca enquanto
vasos de pressao de parede espessa, cilindricos e esféricos, podem ser resolvidos pela teoria
da elasticidade. Atualmente o uso de métodos numéricos como o Método dos Elementos
Finitos estd muito difundido para a solug@o de estruturas mais complicadas.

Neste curso serdo abordados os vasos de pressao de parede fina onde a relagdo entre o

menor raio médio e a espessura da chapa (R, /t) ¢ maior do que 10. Neste caso ¢ possivel

considerar a tensdo normal constante ao longo da espessura da parede do vaso. Considera-se
a estrutura com forma geométrica definida e utilizam-se as equacdes de equilibrio para
calcular as componentes de tensdo. Para geometrias esféricas e cilindricas apenas o equilibrio
global e a consideracdo de tensdes médias sao suficientes para a determinagao das tensoes.
Vasos de pressao de parede fina projetados como superficies de revolugao podem ser
resolvidos utilizando-se uma equagdo de equilibrio global e uma equacdo de equilibrio local.
Vasos de pressdo com geometria mais complexa devem ser resolvidos pelas equagdes

diferenciais da teoria da elasticidade e fogem ao objetivo deste curso.
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9.7.1.a — Vaso de pressao esférico

O vaso de pressao esférico de espessura ¢, ilustrado na figura 9.34a, esta submetido a

uma pressdo interna p, compressiva. Qualquer corte diametral, como o mostrado na figura

9.34b, resulta na seguinte equacao de equilibrio:
p,.-A=p,..;z.R2=jA o-dA, =c-27-R-t (9.122)

Onde A4, ¢ a area de material, 4 ¢ a proje¢do da area sobre a qual a pressdo interna

atua e R ¢ o raio médio do vaso de pressdo. Na expressdo (9.122) foi considerada (com boa

aproximacao) tensdo média, resultando:

o=l R (9.123)
2-t
p;i-4
lo
PR

fe3 - o}

— @R —_—
ol J,O'
(a) Vaso esférico (b) Corte diametral (c) Estado de tensao genérico

Figura 9.34 — Vaso de pressao esférico e equilibrio global

Na figura 9.34c apresenta-se a coordenada local adaptada a convencdo de sinal

definida neste capitulo e conclui-se que o, =0, =0 ¢ 7,=0. O fato do raio do vaso de
pressdo ser muito maior que sua espessura implica em o, =0, ou seja, trata-se do estado
plano de tensdes. Além disso, como 7,, =0 para qualquer orienta¢do do infinitésimo da

figura 9.34c, todos os planos da andlise 2D sao principais e a tensdo de cisalhamento méaxima

¢ dada por:

rmax:max{|0'—0'|/2,0'—O|/2,|O'—0|/2}:% (9.124)

em plano que forma 45° entre com a superficie da esfera e ser raio. Caso a pressao externa
seja maior que a interna, considera-se p, negativa, resultando em tensdo compressiva nas

paredes do vaso de pressao.
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Quando vasos de pressdo estdo com as paredes comprimidas pode ocorrer perda de
estabilidade, veja capitulo 11, antes de se atingir a resisténcia do material. Estrutura muito

conhecidas que trabalham nessa situagdo sdo os cascos de submarinos.

9.7.1.b — Vaso de pressao cilindrico
Aberto

Um tubo cilindrico de parede fina conduzindo um fluido, ilustrado na figura 9.35a,
estd sujeito a uma pressao interna chamada pressdo dinamica dos gases. Um corte diametral

qualquer, figura 9.35b, resulta na seguinte equacdo de equilibrio:

. -(2Lt)=p,-A=p,-2RL (9.125)
donde
o, =28 (9.126)

(a) Cilindro aberto — comprimento L (b) Equilibrio

Figura 9.35 — Vaso de pressao cilindrico aberto

Deve-se observar que o equilibrio na dire¢do longitudinal esta satisfeito e, portanto, a
tensdo nesta dire¢do (o) ¢ nula. Novamente ndo aparece tensdo de cisalhamento nos
planos escolhidos (longitudinal e circunferencial) que, portanto, sdo os principais. O fato do
raio do vaso de pressdo ser muito maior que sua espessura implica em o, =0, =0, ou seja,
trata-se do estado plano de tensdes. Assim, a maxima tensao de cisalhamento ¢é:

o, /2 (9.127)

max|_

i
em um plano que forma angulo de 45° entre as diregdes logitudinal e circunferencial do
cilindro as dire¢des circunferencial e radial. Caso a pressdo externa seja maior que a interna,

p; serd negativa, resultando em tensdo compressiva nas paredes do vaso de pressdo.

Novamente comenta-se que, quando vasos de pressdo estdo com as paredes comprimidas
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pode ocorrer perda de estabilidade, veja capitulo 11, antes de se atingir a resisténcia do

material.

Fechado

Um vaso de pressao cilindrico fechado submetido a uma pressdo interna p, ¢ ilustrado

na figura 9.36a. As tampas laterais s3o muito espessas e podem ser consideradas rigidas. A
distribuicdo de tensdo circunferencial deveria se estender sobre as tampas rigidas. Pela
rigidez elevada das tampas a tensdo nesta regido deve ser superior a da superficie cilindrica,
mas, por sua elevada resisténcia, ndo ha necessidade de ser calculada. Desta forma pode-se
desprezar sua contribuicdo no céalculo do equilibrio para o corte diametral, resultando em
nivel de tensdo a favor da seguranca, veja o corte diametral mostrado na figura 9.36b. Um

corte transversal, figura 9.36¢, possibilita o calculo da tensao longitudinal.

(

1

(a) Vaso cilindrico (b) Corte diametral (c) Corte transversal

9.36 — Vaso de pressao cilindrico fechado

Da figura 9.36b conclui-se que a tensdo circunferencial ¢ a mesma do cilindro aberto,

R
Oy =p’7 (9.128)

para o corte transversal encontra-se a tensdo longitudinal como:

PR

27Rto,, =R’ p, = O =7 (9.129)

4
Aplicando-se a expressao (9.111) conclui-se que a méaxima tensao de cisalhamento vale
Tpue|= 0. /2 € ocorre em um plano formando 45° entre as diregdes circunferencial e
radial.

9.7.1.c — Vasos de pressao de parede fina em forma de superficie de revolucao
Nos subitens anteriores discutiram-se os casos particulares de vasos de pressdao

cilindricos e esféricos. Serd apresentado agora o equacionamento do equilibrio local de
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membranas que possibilita a solu¢do de casos com geometria mais geral, em particular vasos
de pressdo em forma de superficie de revolugao.
Toma-se uma porg¢ao infinitesimal de uma superficie de um vaso de pressao de parede

fina, conforme a figura 9.37.

Figura 9.37 — Equilibrio de por¢do infinitesimal de vaso de pressdo de parede fina

Da geometria analitica se conhece a existéncia de dois raios de curvatura ortogonais a
superficie de interesse cujas diregdes geradas sao ortogonais entre si. Fazendo-se o equilibrio
de forgas na diregdo ortogonal a superficie encontra-se:

P=2Fsen(db,)+2F,sen(d0,) (9.130)
como d@ =sen(d@ ), aexpressdo (9.130) € reescrita como:
p(2rd6, )(2r,d0, ) =20,(2tr,d0b, )Jd6, +20,(2tr,d6, )dO, (9.131)

que conduz a:

p_0 .0 (9.132)
t n

Esta ¢ apenas uma das equagdes locais que se dispde para a determinacdo de duas

incognitas, a saber, o, € 0,. A outra equacao deve relacionar deslocamentos, deformagdes e

tensoes e estd além dos objetivos deste curso. Porém, para superficies de revolugdo € possivel
se obter uma das tensdes por equilibrio global na dire¢do paralela ao eixo gerador conforme
ilustram os dois exemplos a seguir.

Deve-se ainda comentar que o sinal do raio de curvatura deve ser levado em conta na
equacao (9.132), olhando pelo lado de dentro do vaso, se a superficie for concava o raio de

curvatura € positivo, se for convexa o raio ¢ negativo.
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Exemplo 9.4 — Vaso de pressao em forma de paraboloide
Seja o vaso de pressdao da figura 9.38a submetido a uma pressdo interna p e cuja

geometria ¢ dada pela expressao:
y:a(x2+zz) (a)
Determinar a expressdo geral das componentes de tensdo circunferencial o, e longitudinal

o, indicadas para y # 0 . Determinar também o valor de o, =0, para o limite y =0.

r=X

placa
grossa y

Figura 9.38 — Vaso de pressdo parabolico

De acordo com a figura 9.38b, como o corpo ¢ axissimétrico pode-se considerar, sem perda

de generalidade, que z =0 e substituir a expressao (a) por:
y=ax’ (b)
Assim, o raio de curvatura 7, gera um anel em torno do eixo y. Esse raio ¢ ortogonal a

superficie e, portanto, a determinacio de um versor v paralelo dF da figura 9.38 ¢ suficiente

para sua determinagao.

r X

]/‘h = =
sent sent

(©)

Para se determinar o valor de sen @ basta parametrizar o grafico da parabola em fungdo de x,

como:
B= (x, axz) (d

donde o vetor tangente fica dado por:
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- 1,2 1,2
d—B:V:(1,2ax) ou d—B:TJ: (.2a1) = (1, 2ax) ()
X ds \/1+4c‘12x2 \/l+4ay

com ds sendo o comprimento de um trecho infinitesimal da curva. Assim, tem-se:
sen =2ax/\[1+4ay e cos@=1/\1+4ay ()

Utilizando-se a primeira de (f) em (c) resulta:

3 1+4ay

7, —T (g)

O segundo raio de curvatura ¢ ortogonal a 7, e ¢ dado por:

. 2 3/2
dy) (1+(dy/dx) ) (1+4ay)3/2
= Y| 2 - (h)
“ \ ds’? d’y/dx’ 2a

De posse de sen@ pode-se resolver a tensdo longitudinal o, por equilibrio global, figura

9.38b, como:
F-sen0=2rx-r-o,-t-senf=p-n-r’=p-A 6)
pr .
o, =
" 2tsend 0

ou, adotando-se » = x, e substituindo-se a primeira de (f), resulta:

p
o, =—,/l+4a k
" dat 4 (k)

Usando-se a expressao (9.132), que neste caso fica
p/t=o,/r,+o0,/r, (0)
calcula-se

p 1+8ay

O‘ == k
© dat J1+4ay ®

Finalmente para y =0 tem-se o, =0, = p/4at.

Exemplo 9.5 — Vaso de pressao em forma de tordide

Pede-se calcular as tensdes circunferencial o, e longitudinal o, nos pontos 4, B ¢
C do tordide mostrado na figura 9.39.

O eixo gerador do tordide € a circunferéncia horizontal de raio R . Para se calcular as
tensdes circunferenciais basta aplicar o equilibrio global de quadrantes do tor6ide, conforme

indicado para o quadrante AC.
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A7 T

\ A

y )

P R

Figura 9.39 — Tordide destacando pontos de andlise e quadrantes para equilibrio

O equilibrio horizontal para o quadrante AC resulta

p-A=p-2:m-Rr=2-7-Rt-c(C) ou ac(C)=% (a)
O equilibrio vertical para o quadrante AC resulta
27 R
p-(2R—r)-r
“A=p- rdrd@=p-m-r-(2R—-r)=2n-(R-r)-0,(A)t ouo,(A)=—— (b
P pgRj; p-zr(2R-r)=2x-(R-r)-0,(4):t ouc,(4) 2k ®

O equilibrio vertical para o quadrante BC resulta

27 R+r . 2R '
P-A=p-.(|; irdrdezp.ﬂ.r.(sz)zzﬂ.(RH).GC(B),t ou UC(B):pz((R:r;?tr

(©)
A relag@o (9.132) neste caso fica p/t=0,/r,+0,/r. Em todos os casos ., =7. No ponto
A4 tem-se ,=—R-r),em B 1,=(R+r) eem C r, - . Colocando estes valores aliados

aos valores das tensdes circunferenciais dadas pela equagdes (a), (b) e (c) encontra-se:

o,(4)=0,(B) =p2—f (d)

O fato de 7, ser infinito no ponto C confirma o valor de o,(C) mas impossibilita o
calculo de o,(C) pela equagdo (9.132). Entretanto, a igualdade das tensdes longitudinais em

A4 e B pela equacdo (d) indica que o,(C) pode ser calculada pelo valor médio do equilibrio

de meio tordide (paralelo a geratrizr), ou seja:

2(par’)=2-(c, 27rt) ou a,(C)=% ()

Lembrando-se que 0<7 <R observa-se que as tensdes principais (o, e o,) terdo
sempre o mesmo sinal em qualquer ponto analisado € como o,, =0 a maxima tensdo de

cisalhamento sera dada pela metade da maxima tensao normal. Pode-se tracar o grafico das

tensOes normais em fungdo da razao entre raios »/ R, figura 9.40.
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o/ (pR/2t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r'R

Figura 9.40 — Tensdo normal pela razdo entre raios

Como se pode observar as maximas tensdes normal e de cisalhamento sempre
ocorrem no ponto A4, esta ultima sobre plano que forma angulo de 45° entre as dire¢cdes

circunferencial e geradora do tordide.
9.8 - Conjunto de Listas de exercicio

Recomenda-se ao aluno que resolva a décima sétima lista de exercicios, disponivel no

anexo do volume 2.
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10 — Linha elastica

10.1 - Introducéo

No capitulo 6 foi abordado o célculo de deslocamentos em estruturas compostas por
barras simples (trelica) consideradas flexiveis e barras gerais (vigas e porticos) consideradas
rigidas. A consideragdo das barras gerais como rigidas foi uma simplificacdo necessaria
naquela altura para se introduzir os conceitos entdo desejados. No capitulo 8 abordou-se o
calculo de tensdes na flexdo, onde hipdteses cinematicas foram impostas revelando que a
distribui¢do de deformagdes e de tensdes em barras gerais estd diretamente ligada ao
deslocamento transversal (no caso especifico — curvatura) desenvolvido pela barra sujeita a
carregamentos transversais. Naquele capitulo ndo se estava preocupado com o calculo dos
deslocamentos, mas apenas com o célculo das tensdes e, portanto, as equagdes que conduzem
ao calculo dos deslocamentos serdo abordadas neste capitulo. Para facilitar o entendimento

uma pequena parte do capitulo 8 sera repetida aqui.

10.2 — Linha elastica na flexdo pura - secio transversal simétrica
Inicia-se o estudo da linha eléstica pelo caso da flexdo pura reta onde, conforme
definido no capitulo 8, apenas o esforco momento fletor esta presente no elemento estrutural
estudado e o mesmo, em sua representagao por flecha dupla, aponta na dire¢ao ortogonal ao
eixo de simetria da se¢do transversal. E usual, portanto, se orientar o eixo de simetria segundo
-

a dire¢do “y” de uma representacdo tridimensional, veja capitulo 4, e observar que o esfor¢o

momento fletor se orienta na dire¢do “z” conforme a figura 10.1

(a) desenho completo (b) representacdo esquematica

Figura 10.1 — Orientagao usual do problema de flexdo pura —reta

Observa-se que o problema em questdo pode ser simplificado para um caso

bidimensional. Uma representagdo alternativa muito utilizada pode ser vista na figura 10.2.
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Figura 10.2 — Representagao alternativa da flexao pura.

Na figura 10.3 apresenta-se um caso estatico onde o deslocamento transversal devido
a flexao pura ocorre e de onde se destacam duas segdes justapostas distantes entre si de um
infinitésimo dx. Em ensaios laboratoriais observa-se que, para materiais isOtropos €
homogéneos, as secdes transversais inicialmente planas e ortogonais a linha de referéncia
permanecem planas e ortogonais a linha de referéncia (deslocada) apo6s a solicitacdo por
momento fletor puro. Esta cinemadtica na dedug@o da linha elastica ¢ chamada Hipodtese de

Euler-Bernoulli.

Figura 10.3 — deslocamento transversal devido a flexao pura.

A linha de referéncia deslocada indicada na figura 10.3, conforme descrito no capitulo
8, se refere ao centro de gravidade da secdo transversal e ¢ denominada linha elastica da
barra. A linha elastica da figura 10.3 ¢ circular com raio de curvatura constante o e sua
representacdo analitica € v(x), ou seja, o deslocamento transversal da barra devido ao
momento aplicado. Retirando-se o infinitésimo indicado na figura 10.3 e ampliando-se na
figura 10.4, foram desenvolvidas, no capitulo 8, as expressdes de interesse para o calculo de

tensoes e deformacgodes na flexao.
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Figura 10.4 — detalhe do infinitésimo deformado

Com a origem do eixo y no centro de gravidade, do capitulo 8 sabe-se que:

g =y (10.1)

y

Aplicando-se a Lei de Hooke (caso uniaxial) sobre a equagdo (10.1) e integrando-se
0s momentos infinitesimais encontra-se:

1 M 1 M
— £ ou para secoes compostas ~— = £ (10.2)

P, EL p, E I

onde £ ¢ o modulo de elasticidade e /., o momento de inércia a flexdo. Para secdes
compostas vale a mesma formula com E'? (médulo de elasticidade de referéncia, onde «

=1) e I} ¢ o momento de inércia equivalente, veja item 10.8.5.
Para se transformar a equacao (10.2) na chamada equagdo da linha elastica, langa-se
mao da expressdo da curvatura de uma linha plana, resultado do calculo diferencial e integral,

que para a orientacdo de eixos escolhida ¢ dada por:

d*v(x)
L __ dx’ (10.3)

py(x) {1 +(dv(x)j2 ]3/2
dx

onde o deslocamento transversal v(x) estd relacionado com a curvatura em um ponto.

Substituindo-se a equagdo (10.3) em (10.2) resulta a equagdo diferencial nao linear da linha

elastica, dada por:
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d’v(x)

d’ S S P (10.4)

(1 +(dv(x)j2 ]3/2 p,  EL
dx

Como as aplicacdes pretendidas estdo relacionadas a pequenos deslocamentos e

rotagdes, considera-se

2
@«1 = (ﬂ] =0 (10.5)
dx dx

que substituida em (10.4) resulta na equacdo diferencial da linha eldstica para pequenos

deslocamentos na flexao pura, como:

2
dv__1__M(x) N P EDgie 06
dx o, EIl. dx EI

Para facilitar a descri¢cdo do proéximo item, na segunda parte de (10.6) se aplicou uma integral

indefinida acrescida de uma constante a ser determinada por condi¢des de contorno.

10.3 — Linha elastica na flexdo simples

A diferenca entre a flexdo simples e a flexdo pura € a presenca de forca cortante e,
portanto, de tensdo de cisalhamento e de distor¢do. Seguindo o procedimento classico, o
calculo das tensdes de cisalhamento na flexdo pura ¢ baseado no equilibrio longitudinal de
partes da barra. Admitindo-se a hipotese de Euler-Bernoulli para o calculo das tensoes

normais presentes em segoes justapostas, veja item 8.3.2 resultam:

om(y)
== 10.7
7(¥) 1b(y) (10.7)

1 Om(y)
G(y) 1.b(y)

onde G ¢ o modulo de elasticidade transversal.

Vo(¥)= (10.8)

A presenga da distribuicdo de distor¢ao representada pela equagdo (10.8) indica que a
secdo ndo € mais plana, veja figura 10.5b. Porém, ¢é possivel se calcular uma distor¢do média
que habilite o calculo da contribui¢do da distor¢do no deslocamento transversal da barra

geral, conforme figura 10.5a.

354



/ L Y mea

S ) }/mea' = va / dx S )

dv
/ 1l :F e 4
b
(a) Influéncia no deslocamento (b) Forma da se¢ao devida apenas a distor¢ao

Figura 10.5 — Distor¢@o na sec¢ao e sua influéncia média no deslocamento transversal

Esta distor¢ao média ¢é calculada como

Vg = I y(y)dA (10.9)

Para material homogéneo resulta

0
=k 10.10
J/med GA ( )

onde £ ¢ um coeficiente de correcdo que depende da geometria da se¢do. Para material ndo

homogeéneo resulta:

0
k= 10.11
}/med GA ( )

onde G ¢ um valor representativo do modulo de elasticidade transversal médio na secao.
A partir da figura 10.5a encontra-se o valor numérico para o acréscimo de

deslocamento transversal exclusivamente devido a distor¢do da se¢do transversal, ou seja:

va
—= =7 (10.12)

dx

Valendo-se da superposigéo de efeitos o deslocamento total ¢ dado por v, =v, +v

onde v ¢ a parcela de flexdo pura que pode ser obtida pela integracdo da segunda equagao em

(10.6). Da mesma forma somando-se (10.12) e (10.6) resulta:

j_—d +C, = k j M.(x) 4. +C, (10.13)

Lembrando-se que dQ/ dx =—q encontra-se a formula da curvatura total como:

=—K——— ou
dx’ GA EI. dx

d’ M d M
Yoo 4 l:kg—j M%) g (10.14)
Que ¢ a equagdo da linha eléstica para a flexdo simples sujeita a hipdtese cinematica
de Timoshenko-Reissner, ou seja, na flexdo simples a secdo plana permanece plana, mas ndo
ortogonal a linha neutra. O segundo formato de (10.14) ¢ mais adequado em aplicagcdes mais

completa, pois facilita a aplicagdo da convencao de sinal das forgas cortantes.
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Deve-se observar que o nivel de tensdo de cisalhamento devido & forga cortante e,
portanto, de distor¢cdo desenvolvido em barras gerais ¢ em geral muito pequeno implicando
que, na grande maioria dos casos, o primeiro termo do lado direito da equacao (10.14) pode
ser desprezado. No que segue esta afirmacdo serd comprovada a partir de um exemplo
simples e, na maioria dos casos, a equacdo da linha elastica para a flexdo simples sera
admitida como sendo dada pela expressao (10.6). Esclarece-se que quanto mais alta e estreita

a secao transversal maior sera o efeito da forca cortante no calculo da linha elastica.

10.4 — Condigoes de contorno

A solugdo das equagdes diferenciais (10.14) e (10.6) é o deslocamento transversal
(pequeno) da linha do cg de barras gerais fletidas. Se a expressdo do momento fletor for inica
e de classe C” ao longo de toda extensdo da barra analisada, as expressdes da forca cortante e
da carga transversal também serdo Unicas e continuas. Desta forma, para problemas
isostaticos onde se conhecem as reagdes de apoio pelas equacdes de equilibrio, as incognitas

serdo apenas as constantes de integracdo C, e C, referentes a integragdo da equacdo (10.14).

Estas constantes sdo determinadas a partir das condi¢cdes de contorno em deslocamentos
transversais e/ou rotacdes (das segdes transversais). O fato dos deslocamentos e rotagdes
serem pequenos permite se escrever:
dv,(x)

dx

Onde @ ¢ o giro da segdo transversal que, quando se despreza o efeito de forga

O(x)=tan(6(x))= (10.15)

cortante se confunde com a inclinagdo da barra. Assim, um engaste (fixo ou moével) promove

a seguinte condi¢do de contorno em um ponto X, :

v ¥ med que desprezando cortante ¢ dada por ) ea =0 (10.16)
dx |, dx |,
A outra condi¢do de contorno em deslocamento ¢ dada por um apoio fixo ou modvel,
qual seja:
v(x,)=0 (10.17)

Em algumas aplicagdes conhece-se um deslocamento ou giro nao nulo no engaste ou
no apoio, nestes casos ao invés de condi¢des de contorno homogéneas tem-se:

) 0+7,., ouquando 7, =0 v,
dx dx

Xo Xo

=0 (10.18)
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v(x,)=V (10.19)

onde a barra superior indica valor conhecido.

Exemplo 10.1:

Considerando e ndo considerando o efeito de forga cortante, dar a expressao da linha
elastica para a barra engastada da figura. Dados £ =200GPa, v=0 e k=2/3. Comparar o
deslocamento méaximo (flecha) com e sem o efeito de forca cortante e concluir qual a

porcentagem de deslocamento ¢ devida ao efeito cortante.

SkN /' m
YY ¥ v Y VvV v ¥ ¥ VY ¥ Y vv v ¥

............ ’
X
| 2m

15¢em

LELEE

+—+

Sem

Figura 1 — Esquema estatico e secao transversal
As caracteristicas geométricas necessarias sao:
A=75cm>, I =1406,25cm* ()
As formulas do momento fletor e da forca cortante sdo:

2
X
M :_‘17 (b)

Q=—qgx (c)
Usando-se (b) em (10.14) tem-se:

dzv,_ i q +qx2

A ST d
dx? GA 2EI @
Como o coeficiente de Poisson v =0 tem-se G = £/ 2. Integrando-se (d) resulta:
3
LU LA ©
dx EA 6EI
Como no engaste dv, /dx =1y, ,, =—kql/ GA tem-se:
q"’
C =-—
' 6EI &)
Integrando (e) tem-se:
2 4
v(x)=—kE 1+ T cxic, ()

EA  24E]

Usando a condigdo de contorno v(/)=0 tem-se:
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2 4
c,—kd 4" (h)
EA 8EI

Substituindo-se (f) e (h) em (g) resulta a expressdo da linha elastica.

vt(x):%(fz—xz)+ﬁ(x4—4x€3+3€4) (i)

Colocando os valores em cm escreve-se:

2,22-10°° (=) 7,407-107"

3

(x* —4x0® +30%) ()
cm cm

v(x)=vQ+vﬂ =

O deslocamento maximo ocorre em x =0 e vale:

8
wx) =221 0100 an +
cm cm

7,407-10™"

3

48-10°cm’* =8,88-10" cm+0,35556¢cm = 0,3564cm (k)

Assim, o efeito da for¢a cortante no deslocamento ¢ de apenas 0,25% podendo ser

desprezado.

10.5 — Condigoes de continuidade (ou condi¢oes subsidiarias)

As expressoes (10.14) ou (10.6) sdo validas em trechos onde as formulas do momento
fletor, forca cortante e carga distribuida sdo tnicas. Quando ocorre uma mudanca em uma
dessas expressdes ¢ necessario resolver o problema por partes dando origem as chamadas
condi¢des de continuidade ou subsidiarias.

Quando o efeito de forca cortante ¢ desprezado, estas condigdes indicam que o

deslocamento e a inclinacdo (ou giro da secdo) calculados de um lado da mudanga da formula
devem ser iguais ao deslocamento (ou giro) do outro lado. Para um ponto x, qualquer,

desprezando-se o efeito de forca cortante no calculo dos deslocamentos, se escreve:

v _dv

v(x,)=v(x,) e o T (10.20a)

- +
x(l x(l

Quando o efeito de forca cortante ¢ considerado, para o deslocamento total, resulta:

dv . d .
: - }/med ('xa ) = _7med (‘xa ) (1020b)

Vt
dx | - dx |,

vi(x, ) =v(x,) e

Ou seja, continua valendo (10.20a), lembrando que vy, ., (x,)=kO(x,)/(GA) e

Vea(Xs ) =kQ(x,)/ (GA).

Exemplo 10.2:

358



Dar a expressdao do deslocamento transversal para a estrutura indicada. Desprezar o

efeito da forga cortante e utilizar a mesma se¢do transversal do exemplo anterior. Dados
E=200GPa e v=0.

____________ > SkN / m
A YV VYV VY Vv Ac
;%r},-;;;- B

% 1,5m

Figura 10.6 — Esquema estatico

Inicia-se a solucdo calculando-se as reagdes de apoio, para tanto aplica-se o DCL da
figura 10.7, encontrando-se:

H,=0

: V,=1875kN e V. =5,625kN (a)

E d

. 2,25m | 0,75m .
T T T

Figura 10.7 — Diagrama de corpo livre para célculo de reagdes

Conhecidas as reagdes de apoio, utilizam-se os cortes S, e S, para calcular as formulas dos

momentos fletores para os dois trechos da estrutura.

5kN /' m
4 S +++}K¢$$+$+

v, Ve

Figura 10.8 — Diagrama de corpo livre para calculo de esfor¢os internos (cortes de interesse)

Trecho 1 — corte S, (em cm )

M =1,875kN - x (b)
dzvl -8 )

=-6,667-10"cm™ -x C
dx? ©
D 333300 em? xt + C, ()
dx
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v(x)=-1111-10"cm>x’ + Cx+C, (e)

A condigdo de contorno v,(0)=0 ¢ aplicada encontrando-se C, =0.

Trecho 2 — corte S, (em cm)

M =5,625kN (£~ x)~2,5-102kN / cm (¢ —x)’ (

v 107em™ (- x)+8,889-10"cm™ (¢~ x)’

dx2 - ) ’ ) (g)

% =1-107em™ (£—x)" =2,293-10"em™ (¢ —x) +C, (h)
X

v,(x)=-3,333-10"cm™ (/—x)’ +7,407-10" em™ (£ —x)' + Cx + C, @)

onde ¢ =300cm . Aplicando-se a condi¢do de contorno v,(/)=0 encontra-se:

300cm-C,+C, =0 ()

Condigoes de continuidade:

v,(150cm ) =v,(150cm ) (k)
v,(150cm ) =—0,075cm +150cmC; + C, (0)
Vv,(150cm ) =—0,0375cm +150cmC, (m)

Donde

0,0375cm +150cmC, =150cmC; +C, (n)
D 150em) =L (150em ) (0)
dx dx

dv, 4

—(150cm )=-7,5-10" +C, (p)
dx

dv, 3

—=(150cm)=1,25-10" + C, (q)
dx

Donde

C,-C,=2,226-10" ()

Resolvendo o sistema formado pelas equacdes (n), (r) e (j) encontram-se:

C,=9,88:10", C;=-1,238-10" ¢ C, =0,3714cm (s)

Assim,

360



vl(x):—l,lll-IO’gcm’z)f+8,75-104‘x (1)
v,(x)=-3,333-10%cm ™ (£~ x) +7,407-10" em™ (£ —x)' =1,25-10°x+0,3375em  (u)

Apenas por curiosidade, o deslocamento no meio do vao ¢ v, =v, =0,11071cm .

10.6 — Rotulas e barras compostas
Quando uma rotula conecta duas barras gerais apenas a continuidade em
deslocamento ¢ garantida, a continuidade em giro deixa de ser imposta, pois ndo ha

transferéncia de momento fletor, veja a ilustracdo apresentada na figura 10.9.

N

%‘\1/ \

Figura 10.9 — Perda de continuidade de giro — conexao por rotula

Quando o so6lido ¢ constituido por uma composi¢ao de barras gerais ligadas de forma

monolitica entre si, a continuidade de giro ¢ garantida, veja figura 10.10.

o F

Figura 10.10 — Barras ligadas monoliticamente

Existem dispositivos de ligagdo flexiveis que podem ser simulados por uma mola de
flexdo, neste caso havera uma diferenca entre os giros das barras, equivalente a

AO=M/k , onde k

‘mola mola

¢ a rigidez da mola.

Exemplo 10.3:

Calcular o deslocamento no ponto A da estrutura indicada na figura 10.11. Dados

E=100GPa ¢ k

mola

=8-10*kN - m . Desprezar efeito de forga cortante.

361



4kN
<_

2m
35 [30,58
¥
g .
| 35cm |
I 30,58cm I
4m

Figura 10.11 — Esquema estatico e se¢ao transversal

Antes de iniciar os calculos gerais, calcula-se a caracteristica geométrica de interesse, a saber,

o momento de inércia a flexao:

1. =52209,73cm" =5,220973-10"* m* (a)

e, portanto, EI =52209,73kN -m”.
Inicia-se a solu¢do do problema desenhando-se o DCL para célculo das reagdes de apoio,
conforme a figura 10.12. Observa-se neste DCL que a mola foi substituida por uma ligacao
monolitica para se indicar que, mesmo com a presenga da mola, o corpo pode ser considerado
rigido para célculo das reagdes (pequenos deslocamentos) em problemas isostaticos.

4kN

2m

| 4m |

Figura 10.12 — Diagrama de corpo livre (DCL) — reagdes
A partir desse diagrama encontram-se:
Vy,=2kN, V.=-2kN e H.=4kN (b)
Com as reagoes de apoio calculadas escolhem-se cortes apropriados para o calculo dos
momentos fletores nos trechos onde sua expressdo € Unica, veja figura 10.13. Neste caso a
mola de flex@o foi restituida no desenho para lembrar que esta transmite o momento fletor

neste ponto.
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4kN
<

2-Xx
S 1
AYX
____: _____ 'zc_’ /(Sl ’gc"J:L“’y HC
v
ARG ty
| X |

Figura 10.13 — Cortes genéricos para determinagao dos diagramas de momento fletor

Os momentos fletores nos trechos sdo expressos por:
M(x)=2kN-x ()
M(x)=4kN-(2m-Xx) (d)

O momento fletor na mola vale M, ~=8kN-m que proporciona uma diferenga de

mola

A 4 . ~ . .
angulos de A@=10"rad entre os trechos. Seguindo a convengdo de sinais, observa-se que
esta diferenca de angulos implica em um valor negativo a ser somado na inclinag¢do do trecho
horizontal para se encontrar a inclinacdo do trecho vertical, ou seja:

dv(x)| _ dv(x)|

= ~AO ()

7=0 dx |x=4
A equacio (e) ¢ a condigdo de continuidade.
Conhecendo-se as formulas dos momentos fletores se escrevem as equagdes das

linhas elasticas dos trechos como:

d*v 3 —2kN - x )
dx*  52209,75kN - m?
d*v 4kN -(2m—Xx

() (PR ®
dx 52209,73kN -m

Mantendo-se as unidades kN e m , que serdo omitidas nas proximas passagens, para o trecho

1 tem-se:

ﬂ:—1,915-10’5x2+q (h)
dx

v(x)=-6,385-10°x" + Cx+C, (1)

Com condigdes de contorno:

v(0)=0 e v(4)=0 )]
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donde C,=0 e C,=1,022-10"". Substituindo-se estes valores nas expressdes (i) e (h)

encontram-se a linha elastica e sua derivada no trecho 1 da estrutura. Para o calculo do trecho
vertical (trecho 2) deve-se conhecer o giro no final da barra horizontal para ser usado na
condi¢do de continuidade, ou seja:

Dl 504210 (k)

dx|._,

Para o trecho 2 tem-se

£=7,6614-10‘5(0,5)_cz—2)?)+C3 ()
dx
v =7,6614-10(0,1667x’ -x* )+ C,x + C, (m)

Com as condig¢des de contorno e continuidade:

v(0)=0 e v =-2,042-10"* +(-107")=-3,042-10*  (n)

dx x=0
Assim, C,=0 e C, =-3,042-10" donde:
v =7,6614-10"(0,1667x> —x* )—3,042-10"*x (o)
O deslocamento do ponto A ¢ calculado por v(Xx =2m) e vale:
v(A)=-0,813mm (p)

no sentido da carga externa.

10.7 — Conjunto de listas de exercicios:
Resolver a décima oitava lista de exercicios. Caso necessario usar a tabela da 10.1

como apoio.

10.8 — Estruturas hiperestaticas:

Conforme mostrado no capitulo 1, um problema ¢ dito externamente isostatico quando
apenas as equacdes de equilibrio de forcas e momentos sdo necessarias para a solu¢do das
reacdes de apoio. Um problema ¢ externamente hiperestatico quando possui mais reagdes
incognitas do que equacdes de equilibrio e, para sua solucgdo, ¢ necessario o uso das equagdes
de compatibilidade de deslocamentos.

j& no capitulo 6 ficou esclarecido que, para cada restricdo de deslocamento ou giro
(vinculo) da estrutura resulta uma reacdo de apoio. Na solucdo de problemas hiperestaticos,

para cada vinculo excedente uma nova incognita aparece (reagdo), porém uma nova equacao
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também ¢ gerada pelo conhecimento do deslocamento ou giro imposto naquele vinculo. Esta
equacdo adicional ¢ chamada equagdo de compatibilidade de deslocamentos e, portanto,
continua-se com 0 mesmo numero de incognitas e equacoes.

Neste curso, duas estratégias de solucdo para problemas hiperestaticos de barras gerais
pela equacdo da linha eléstica sdo apresentadas, a saber, o célculo direto pela imposi¢ao da
compatibilidade nos apoios e o método das forcas, baseado na superposi¢do de efeitos. O
primeiro apresenta solu¢des mais curtas para problemas simples, mas o segundo permite a
automacao do célculo, sendo mais adequado para problemas maiores. No capitulo 12 capitulo
uma breve introducdo aos métodos de energia ¢ apresentada, donde resultam os métodos

numéricos mais atuais de solugdo de estruturas.

10.8.1 — Método da solucio direta:

No método da solucdo direta escrevem-se as formulas do momento fletor e da forca
cortante em fun¢do dos hiperestaticos escolhidos. Por hiperestaticos entendem-se as reagdes
adicionais relativas aos vinculos excedentes quando o problema ¢ comparado a um isostatico

de mesma geometria. Esta estratégia ¢ melhor descrita por meio de exemplos.

Exemplo 10.4

Calcular as reacdes de apoio para o problema hiperestatico da figura 10.14, dado o
modulo de rigidez a flexao da barra EI . Desprezar o efeito da forca cortante.

O problema ¢ uma vez hiperestatico e o diagrama de corpo livre (DCL) para célculo

das reacgdes ¢ dado na figura 10.15.

Y v v v v v ¥V ¥

.
VAT (/2 (/2 T”

Figura 10.15 — DCL — Reagoes
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Deve-se escolher a reacdo de apoio que sera considerada excedente, ou seja, o

hiperestatico. O hiperestatico pode ser V,, V, ou M , pois H, =0 ja esta resolvido. Deixa-
se como exercicio para o leitor resolver o problema escolhendo-se como hiperestatico ¥, ou

V,. Escolhendo-se M ,, resolve-se V, e V, em funcdo de M , pelas equagdes de equilibrio,

ou seja:

0’ M, ql
VB-E—QE—MA:O — VB=7A-|-7 (a)
V,+Vy =gl = =L -2 (b)

Escreve-se o diagrama de momento fletor para o problema, mantendo-se o hiperestatico M ,

incognito e usando-se o corte genérico S da figura 10.16, como:

M(x):MA+(%€—%jx—% ()
M, H1+++r+q+++¢ }
s 5

Xt S
V.rT V“

Figura 10.16 — Posicionamento do corte genérico

Da equacio (c) se escreve a equacao da linha elastica como:

2 2
d_sz(%_q_ﬁJH&_ ) @
a? EIll ¢ 2 2
2 3
v _LI(M,_al)x @ 4 lic (o)
d EIlL ¢ 2)2 6
V(x)_L (%_‘J_fjx_3+ﬁ_ﬂ +CxtC )
EIll ¢ 2)6 24 2 e

Como se observa existem 3 incognitas a serem determinadas, a saber M ,, C, e C,, ja
que V, e V, foram escritas em funcdo de M , pelas equagdes de equilibrio (a) e (b).
Determinam-se as constantes C,, C, e o hiperestatico M , aplicando-se as condigdes de

contorno em deslocamentos na equagao (f) e em rotacdo pela equagdo (e). Cabe comentar que
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M , ¢ a incognita adicionada pelo vinculo de engaste no ponto 4 indicado na figura 10.14,

entretanto, tal vinculo introduz a condi¢do de contorno adicional, giro nulo no engaste, ou,

dv/dx| _ =0 (g)
além de

v(0)=0 (h)
v(l)=0 (1)

que permite a solu¢ao do problema.
Aplicando as condic¢des de contorno (g), (h) e (i) sobre (f) e (¢) encontram-se:
gt’
CIZO, C2:0 € MA:_? (])
Substituindo-se (j) em (a) e (b) resulta:

_2qt

v, 2

e V,=— (k)

finalizando os célculos.
Neste ponto ¢ interessante comentar que se o problema fosse uma barra biengastada

ter-se-iam 2 hiperestaticos, por exemplo, os dois momentos de engastamento. Assim, na

equagdo da linha elastica apareceriam 4 incognitas, a saber, M ,, M,, C, ¢ C, com 4
condi¢des de contorno, a saber, dv/dx|x=0 =0, dv/dx|x=[ =0, v0)=0 e v(()=0

resolvendo o problema.

Exemplo 10.5
Resolver o exemplo anterior considerando o efeito de forga cortante. Admitir Poisson
v =0. Mantendo-se a numeracdo das equacdes para facilitar a organizacdo, inicia-se a

solucdo substituindo-se a expressao (d) por:

2 2
dv, _ LI\(M, al) &y | p D 0
dx> EI\ ¢ 2 2 GA
vinda de (10.14). Integrando em X tem-se:
2 3
dv 1M, _at)x & |k L yic (m)
de EIN\ ¢ 2)2 6 GA
3 4 2
v[(x):L M, _ab)x  ax Mz — k-1 x> +Cx+C, (n)
EI|f\ ¢ 2)6 24 2 2GA
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Novamente existem 3 incognitas a serem determinadas, a saber M ,, C, e C,, tendo

em vista que V, e V, ja foram resolvidas em funcdo de M , pelas equacdes de equilibrio.

Usando as condigdes de contorno (h) e (i) com a nova condi¢do de contorno (g')

Q_k(qwz—MA/z)
GA GA

av
dx

med |x=( = k (g')

x=0

onde usou-se a equagdo (b). Lembrando-se o fato de G =E /(2(1+Vv )) encontram-se

C =2k(qt/2-M,/0)/EA C,=0,¢

2 3
P Ly Py S (0)
24 4 3

Resolvendo o problema.

Para se avaliar a influéncia da forca cortante nos resultados sdo assumidos os valores

numéricos do exemplo 10.1, ¢=200cm, A= 75cm*, I=1406,5cm*, k=2/3 e
q=5-10"kN /cm . Neste caso:
M ,=-249,532kNcm (p)

Caso ndo se considere o efeito da forga cortante tem-se M , =-250kNcm uma diferenga da

ordem de 0,18%. Ou seja, a influéncia da forga cortante também pode, em geral, ser

desprezada no calculo das reagdes de apoio e deslocamentos em estruturas hiperestaticas.

10.8.2 — Método das forgas:

O método das forcas ja foi descrito no capitulo 6 e consiste em se aplicar o principio
da superposicao de efeitos (problemas lineares) para a solugdo de problemas hiperestaticos.
Sua aplicacdo no contexto da linha elastica pode ser bastante simplificada com o uso de
tabelas de linha elastica. Como concluido em exemplos anteriores, ¢ usual se apresentar
tabelas de linha elastica que desprezam os efeitos de forga cortante, como a tabela 10.1.

Neste método liberam-se os vinculos hiperestaticos do problema criando-se um
problema isostatico de mesma geometria € com o mesmo carregamento (chamado problema
(0)). Para o problema (0) calculam-se os deslocamentos nas posigdes e direcdes dos vinculos
liberados. Na sequéncia, para cada vinculo liberado cria-se um problema adicional onde se
aplica a restituigdo da reagdo associada ao vinculo (hiperestatico) na mesma estrutura do
problema (0) sem o carregamento original, pois este ja foi aplicado. Para cada problema
adicional (em numero igual ao grau de hiperestaticidade) calculam-se os deslocamentos

correspondentes nas posi¢des e dire¢des dos vinculos retirados.
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Tabela 10.1 - Linha eléstica para problemas basicos
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A condi¢do de compatibilidade geométrica ¢ entdo aplicada, ou seja, a soma de todos
os deslocamentos calculados na posicao e dire¢do de cada vinculo (artificialmente retirado)
deve ser igual ao valor do deslocamento total naquele vinculo que, caso ndo haja
deslocamento imposto (recalque), vale zero. No que segue apresentam-se dois exemplos para

mostrar o procedimento de calculo.

Exemplo 10.6
Usando os casos isostaticos da tabela 10.1, verificar o tltimo caso hiperestatico desta

mesma tabela, cujo desenho ¢ reproduzido na figura 10.17a.

Problema (0) — Isostatico com carregamento original
Observando-se o esquema estatico conclui-se que a estrutura ¢ uma vez hiperestatica.
Escolhe-se um hiperestatico para ser liberado, por exemplo, o apoio moével do lado esquerdo.

Na figura 10.17b mostra-se o problema (0) e o deslocamento que surge na dire¢do do vinculo

liberado, chamado de 0.

q
YYVYYVYYYVYR Hllllll

i R {L o
i g .-"'

(a) Problema real (b) Problema (0)

mimn

Figura 10.17 - Problema a ser resolvido e isostatico auxiliar

Utilizando-se o primeiro caso da tabela (linha 1 — coluna 1) o problema (0) esta
resolvido, ou seja:

_ gt

Ry (a)

Deve-se observar, no entanto, que caso ndo se disponha de tabelas de linha elastica os
deslocamentos dos problemas envolvidos podem ser calculados analiticamente conforme

descrito no item 10.6.

Problema (1) — Restitui¢do do hiperestdtico.
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Ao se retirar o vinculo (apoio moével) do problema hiperestatico, eliminou-se no
problema (0) a reagdo que este vinculo gerava e liberou-se o deslocamento vertical no ponto.
A restituicdo do hiperestatico ¢ feita conforme mostra a figura 10.18. Ou seja, coloca-se a

reacdo do problema hiperestatico sem o carregamento original, pois este ja foi aplicado.

) :

Figura 10.18 — Problema (1) — restitui¢do do hiperestatico

Usando o caso 2 da tabela (linha 1 — coluna 2) calcula-se
RP

o, =—— b

YT (b)
Compatibilidade geométrica
A composi¢ao do problema real pela superposi¢ao dos problemas (0) e (1) € estabelecida pela
compatibilidade geométrica dos deslocamentos no ponto onde o vinculo hiperestatico foi
retirado. Ou seja, para o problema real o deslocamento neste ponto € nulo, assim a equagado

de compatibilidade geométrica é:

5,+6,=0 (c)
Usando-se (a) e (b) em (c) tem-se:

4 R 3
% + _g =0 = R= _% (d)
8EI 3EI 8

Observa-se que se prefere (apesar de ndo ser obrigatorio) arbitrar para a reacao
hiperestatica o mesmo sentido do deslocamento encontrado no problema (0), para facilitar a
escrita da condig¢do de compatibilidade geométrica.

Para finalizar as verifica¢des faz-se o diagrama de corpo livre para calculo de reacdes

e determinam-se as outras duas reagoes.

(3 I
X

v,

B

Figura 10.19 — DCL — Reagdes
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g0, ql* ql’
MB+?'€_7:O = MBZ? (e)
VB+%—C]£=0 = Vf% (®

A reagdo em momento da expressdo (e) ¢ suficiente para mostrar que se reproduziu o
resultado do ultimo caso hiperestatico da tabela. Indo um pouco mais além, pode-se usar a
superposi¢do de efeitos para encontrar a linha elastica do ultimo caso hiperestatico a partir

dos problemas (0) e (1). Da superposi¢ao de efeitos vem:

V(x)=vy(x)+v(x) (g)

_alt | x (xY _3q¢ £ |, x (xY
VO(X)_24E1{3 4z+(zj] n(x)==g 6EI|:2 3%{%)} ®)
donde

AR ERNEANNED: -
v(x)_48EIL 3(5) +2(£H O

completando o procedimento. Obviamente que o céalculo do maximo deslocamento
transversal, também chamado de flecha, ¢ um simples problema de calculo diferencial, ou
seja, determinar o ponto de maximo e o valor de maximo da fun¢ao (i) no intervalo O <x < /.
Sua solugdo, neste caso, resulta na solucdo de uma equagao polinomial de ordem 3 que pode
ser realizada numericamente, por exemplo, pelo método da Bissec¢do de Newton ou pelo
método de Newton-Raphson. Nunca se pode esquecer de testar os extremos dos intervalos de

analise.

Exemplo 10.7
Usando o método das forgas, resolva o problema duas vezes hiperestatico indicado na
figura 10.20. Considerar EI =cte em toda a estrutura e a rigidez a for¢a normal muito maior
que a flexao.
2R
Pl (/3
| i
0/2 1 /2

Figura 10.20 — Esquema estatico
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Sendo o problema duas vezes hiperestatico, deve-se liberar duas vinculagdes em
excesso, criando-se os problemas (0), (1) e (2). Os deslocamentos calculados nas posi¢des e

dire¢des dos vinculos seguem a seguinte nomenclatura 6, onde i € problema e j o

deslocamento calculado.

Problema (0)

No problema (0) se escolhe liberar o giro no engaste “1” e o deslocamento horizontal

no apoio “2”, conforme a figura 10.21a.

502 512
——+ Ehicly
\\ -‘ 6)2

\ M4( \‘
\ .
=~ < 0y GC- -~/ 77577_“5511 OL---~
7%77- .) ___________ - j 77777 Il e —ZL 7777Aﬂ‘
(a) Problema (0) (b) Problema (1)
(g 1
NB I 3,
\‘ “\ .
| [ [eXy , \\
AT 7o o 9;xZ7H”5
(c) Problema (2) (d) Componente 1 de (2) (e) Comp 2 de (2)

Figura 10.21 — Problemas (0), (1) e (2)

Desta forma, para o problema 0, calculam-se da linha 3 coluna 2 da tabela 10.1:

6=

Observa-se que ndo ha esforco solicitante no trecho vertical e, portanto, este permanece reto e

@
dx

i

= a
., 16EI @)

indeformado, calculam-se:

PP
48E]

Pr?
5 =16]= 16E]

(b)

l
€ 502 :§|9|:

Problema (1)
No problema (1) restitui-se a reagao hiperestatica do pontol (momento no engaste),

conforme figura 10.21b. Da linha 4 e coluna 2 da tabela 10.1 encontram-se
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dv M 0
op=—| = A (©)
dx|, 3EI
2 2 P
|92|: & = ML z—32+§[£j :MAE = O =£|92|:MA£ (d)
dx|, 6EI | ¢ 2N A 6LI 3 18E1

Problema (2)

Nos problemas (0) e (1) ndo havia for¢a normal nas barras, no problema (2) existe
forca normal na barra horizontal cuja deformagdao sera desprezada nesta analise, como
sugerido no enunciado. No proximo exemplo se incluird este efeito na andlise deste problema
para se avaliar sua influéncia. O problema (2) ¢ descrito pela figura 10.21c. Nas figuras
10.21d e 10.21e s@o mostradas suas componentes para facilitar o entendimento.

A componente 1 representa a flexibilidade da barra horizontal que, pelo momento

transmitido da barra vertical, resulta no calculo do giro total para o problema 2 no ponto 1

(521) e na primeira componente do deslocamento horizontal do ponto 2 (8,,), dados por:

M? H/?
T T . (e)
6EI 18EI
M(  HJ? Ll H, 0’
= = :} 5 = — 9 = B
2 3EI  9EI 2 3| | 27EI ®

A componente 2 do problema (2) inclui a flexibilidade da barra vertical, considerada
rigidamente engastada em sua base, tendo em vista que o giro da base foi considerado na
componente 1. Assim,

H, (¢ HL
52 = B | = = B
*? 3El (3) 81EI ©®

Os deslocamentos do problema (2) sdo dados pelo valor (e) e pela soma de (f) e (g),
ou seja:

4H 0

81EI ®)

1 2 _
522 +522 - 522 -

Compatibilidade geométrica:
A compatibilidade geométrica deste exemplo (2 graus de hiperestaticidade) se da
observando que o giro no ponto 1 e o deslocamento horizontal do ponto 2 sdo nulos no

problema real. Assim, da superposi¢do de efeitos e da compatibilidade resulta:
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{501"'511"'521:0 {511"'521:_501 .
ou (i)
Oy +6,, +0, =0 6y, + 0y, =—0,
Substituindo-se os valores e organizando, resulta:
o A -Pr?
3EI  18EI |)M.,| _]16EI G
A 40 || H, -Pr
18EI  81EI 48E1

A matriz que multiplica o vetor dos hiperestaticos ¢ chamada matriz de flexibilidade e
mostra-se no capitulo 12 que esta ¢ sempre simétrica. Resolvendo-se o sistema resulta:
15¢ =27
H,= P

104

A= Toa (k)

que soluciona o problema.

Os valores negativos indicam que os sentidos das reagdes sao contrarios aos
arbitrados. Observa-se que se prefere (apesar de ndo ser obrigatdrio) arbitrar para a reagao
hiperestatica o0 mesmo sentido do deslocamento encontrado no problema (0), para facilitar a

escrita da condi¢ao de compatibilidade geométrica.

Exemplo 10.8

Considerar flexibilidade a for¢a normal ( £4 = cte) na solugdo do problema anterior e
comparar as solugdes. Usar os valores numéricos para uma se¢do retangular de base Scm e
altura 15cm com ¢ =200cm .
Solucdo:

Observa-se que apenas no problema 2 teriamos for¢a normal negativa na barra

horizontal, o que implica uma redu¢do em seu comprimento de Al=H,l/EA. Esse

. .. . 3
encurtamento incluiria um terceiro deslocamento o,, = Al para a esquerda no ponto 2 do

problema (2), assim, o deslocamento deste ponto seria, ao invés da equacao (h), dado por:

4H,0° H,l
5212 +5222 +5232 =0, = 812'1 +E_f4 (a)
nao se alterando a equacao (i). Porém, a equagao (j) fica:
1 A -pPr?
3E1  18EI  |[M.|_]16EI )
A 40’ N a H, -Pr
18EI 81EI EA 48FEl

Aplicando os valores numéricos tem-se / =1406,25cm*, A=75cm’ encontram-se:
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Desprezando-se a normal:
M ,=-28,8462P-cm H, =-0,2596P (©)
Considerando a normal:

M, =-28,9459P-cm H, =-0,2566P (d)

Que implica em uma pequena diferenca nos resultados, justificando-se a simplificagdo em se

desconsiderar a flexibilidade a normal para o célculo de reagdes em estruturas hiperestaticas..

10.8.3 — Recalques:

O recalque ¢ um deslocamento conhecido em determinado vinculo da estrutura. Em
engenharia civil ¢ muito comum se considerar a movimentagdo do solo como recalque
aplicado na estrutura de sustentagdo do objeto construido. Nas engenharias mecénica e
aeronautica, quando por algum motivo (temperatura, por exemplo) um macigo predominante
da estrutura se movimenta, a parte menor da estrutura, se analisada separadamente, pode estar
submetida a um recalque. Recalques ndo introduzem esfor¢os solicitantes em estruturas
isostaticas, pois pequenos movimentos ndo alteram significativamente a configuracdo do
DCL.

Quando se trata de estruturas hiperestaticas, o conhecimento prévio de um recalque
altera a equagao de compatibilidade que, ao invés de ficar igual a zero (deslocamento nulo no
vinculo), resulta igual ao recalque (guardando convengdo de sinal adotada para a andlise do

problema).

Exemplo 10.9
Resolver o problema 10.6 se no apoio esquerdo existir um recalque O, para baixo,

conforme figura 10.22.

5 N
r :’: S—

|

q
YYYY VY VY t

Figura 10.22 — Recalque

A Unica alteracdo no processo de solugdo deste caso, quando comparado ao exemplo

10.6, ¢ a equagdo (c), ou seja, a equacdo de compatibilidade geométrica fica:
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5,+8,=0, (a)
E o hiperestatico que resolve o problema fica:

q_ﬂ+R_£3—5 R—_ﬂ+3E]
8EI 3EI ' 8 s

5, (b)

r

10.8.4 — Efeito de temperatura:

A mudanca de temperatura aqui considerada, possui distribui¢do linear ao longo da
secdo transversal das barras gerais e constante ao longo da dire¢do longitudinal das barras.
Nesta condicdo, a distribui¢do de temperatura ndo gera tensdes em estruturas isostaticas e,
portanto, ndo gera esforcos solicitantes, entretanto gera deformacdes e deslocamentos que
devem ser calculados. Deve-se deixar claro que, caso a distribuicdo de temperatura ndo siga a
regra estabelecida, a teoria desenvolvida neste curso passa a ser uma aproximagdo boa
quando a distribuicdo se aproximar da ideal. No caso de estruturas hiperestaticas é necessario
se considerar os efeitos de temperatura no calculo das reacdes de apoio e esforcos internos.

Para o célculo de deslocamentos em estruturas isostdticas e para a solu¢do de
estruturas hiperestaticas, ¢ necessario se definir a curvatura devida ao efeito de temperatura,

conforme figura 10.23.

Pr

h E Linha do cg

Figura 10.23 — Raio de curvatura — problema de temperatura

Na figura 10.23 os alongamentos livres das fibras superior s e inferior i sdo
definidos a partir das respectivas variacdes de temperatura com relacdo a temperatura

ambiente no instante de montagem da estrutura, ou seja:
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Adx, = oAT, - dx e Adx, = aAT, - dx (10.21)

Onde «a ¢ o coeficiente de dilatacdo térmica do material (se¢do considerada homogénea). Por

semelhanca de triangulos chega-se a:
a (AT — AT,

1 = M (10.22)

Pr h

Somando-se esta componente de curvatura (pequenos deslocamentos) nas

componentes devido ao momento fletor e a for¢a cortante tem-se:

d’ M a(AT —-AT,
1t 1.1 ou i _ 4 M _a(AT-AT) (10.23a)
P Py P Pr dx GA EI h
que na forma integral, mais adequada para solu¢do de problemas gerais, veja equagao (10.13)
fica:
d M a (AT - AT,
b Q2 | Mcxﬁq (10.23b)
dx GA EI h

Esta expressao revela que os problemas térmicos podem ser resolvidos tanto pelo
método das forgas quanto pela integracao direta.
A temperatura relacionada ao alongamento da barra na linha do cg, que podera

resultar em esfor¢o normal ¢ dada por:
AT, =((h=3,,)AT,+3,AT,) / h (10.24)
O referido alongamento ¢ calculado como descrito no item 6.5.4. Assim, AT, s6 serd a

temperatura média se y,, =h/2 ouse AT, =AT].

Na integracdo direta utiliza-se a equagdo (10.23) enquanto no método das forgas
aplica-se a temperatura no problema (0). Nos exemplos que seguem casos simples isostaticos

e hiperestaticos sdo resolvidos pelos dois métodos.

Exemplo 10.10
Desprezando os efeitos de forca cortante, resolver por integracdo direta a linha

elastica da estrutura indicada. Determinar o maximo deslocamento vertical e o deslocamento

na extremidade carregada. Observar as variagdes de temperatura AT, =-10°C e AT, =5°C.

Dados: E =200GPa, I =1125cm*, a =10"°C™" e h=15cm . Considerar se¢io retangular.
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3kN
AT, l

| 200cm
\

Figura 10.24 — Esquema estatico

Sendo a estrutura isostética, o seu diagrama de momento fletor ¢ de solugao trivial e

vale:

M (x) =-3kN (200cm —x) (a)
Assim, a equacdo (10.23) que pode ser aplicada diretamente aqui pela auséncia de forgas
concentradas no calculo da forga cortante, escrita em AN ¢ cm , fica:

2
dv,

2

=1.333-107(200—-x)-10" b
dx ( ) ®)

sendo o valor 107 a curvatura devida a variagdo de temperatura. Observa-se que a aplicagio

de (10.23b) seria mais adequada por ser mais geral. As integragdoes resultam:

2
D 1333107 | £~ 200x |-107x+C, ()
dx 2
3
v.(x)=-1.333-107 (%—IOOij—O.S-IOsz +Cx+C, (d)

. d .
Das condi¢des de contorno Ll—oe v,(0)=0 encontram-se C;, =C, =0. Assim, a

0

linha elastica fica simplesmente,
3
v(x)=-1.333-10"" (%—IOOsz—O.S-IOsz (e)

O deslocamento na extremidade carregada é:
v,(200) =0,356¢cm—0,2cm =0,156cm €3]
O ponto de deslocamento maximo ¢ determinado investigando-se o ponto critico

(dv,/dx=0) e as extremidades, ou seja:

%=—6.667~10‘8x2—1.667-1()‘5x=0 (2)
X

Resolvendo (g) determinam-se os pontos criticos como x =0 ou x =250cm , no primeiro nao

ocorre deslocamento transversal e o segundo esta fora do intervalo de andlise, assim o
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deslocamento maximo ocorre na extremidade carregada e vale v, =0,156cm para baixo.

Observar que a estrutura se movimenta livremente na dire¢do horizontal e, portanto, nao

desenvolve for¢a normal.

Exemplo 10.11:

Resolver por integracdo direta a estrutura hiperestitica sujeita a variacdo de

temperatura AT, =10°C e AT =-10°C. Dados: E =200GPa, v=0,19 I=5760cm",

A=120cm*, a=10"°C", q=5kN/m, (=3m, k=2/3 e h=24cm. Considerar a

influéncia da forga cortante e se¢do transversal retangular.

q qx
i¢¢¢¢¢¢¢k L JlQ
St I : 3 vt M
i : ' /2 /2
[ [ | X | X

(a) Esquema estatico (b) DCL — Esforgos

Figura 10.25 — Esquema estatico e DCL para célculo dos esforgos solicitantes

Com o valor do coeficiente de Poisson, calcula-se o modulo de elasticidade
transversal, G =8,4x10°kN /cm”. Escolhendo-se como incognita hiperestatica a reagdo

vertical V' do lado esquerdo da estrutura escrevem-se o momento fletor e a forga cortante:
2

M(x):V-x—% 0=V —gx @)
Nesse caso deve-se aplicar a equagdo (10.23b) devido a forga cortante depender diretamente
de uma forca concentrada, no caso V .fica:

&, 2 V—=(0,05kN/cm)x | (0.05kN/cm-x*)/6—(V-x)/2 10°°C"(-20°C)
_t_= +

dx 3| 8400kN / cnr” -120cmt” 20000kN / cnt’ - 5760cmi’ 24cm

x+G (b)

que, sabendo-se que as unidades sdo kN e c¢m se simplifica para:

% =7,2338:-10" - x* —4,3403-107 -V - x* +6,6138-107F +8.3003-10°x + C, (c)
X

onde as parcelas da forca cortante e da temperatura foram somadas.

Integrando-se (c), resulta:

v(x)=1,8085-10"-x*~1,4468-107 -V - x* +6,6138-10"V - x+4,1502-10° - x* + Cx+C, (d)
Sao 3 condigdes de contorno: v,(0)=0, dv, /dx({)=y, ,(L)=k(V—ql)/(GA) e v,(l)=0
Donde
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0,52-0,03886} +300C, =0 e 4,453-107 -3,9063-107'V +C, =0 (e)
resultando

C,=0, C,=-3,8409-10" e V =10,4162kN (9
Caso ndo houvesse variagdo de temperatura e se desprezasse o efeito da forca cortante, a
reacdo seria de V' =5,625kN. As demais reacdes sdo obtidas diretamente do diagrama de

corpo livre. A linha elastica ¢ dada pela equagao (e) substituindo-se os valores dados em (f).

Exemplo 10.12

Uma estrutura de contengdo de forma quadrada (poderia ser um fuste de acronave ou
um duto de gas necessariamente quadrado) esta sujeita a duas agdes: diferenga de pressao e
diferenca de temperatura em relagdo ao instante da montagem. A diferenga de pressdo ¢ de

0,05atm = SkPa e a largura de influéncia para se calcular a carga aplicada na estrutura ¢ de
1m. A rigidez da estrutura é EI =20kN-m’*e EA=oo. O material empregado na estrutura é
uma liga de aluminio e, portanto, o coeficiente de dilatagdo térmica ¢ o = (2-10’5 ) °’c. A
altura da secdo transversal ¢ 4 =20cm e as diferencas de temperatura sdo: Sem incéndio:
AT =0°C e AT, =-40°C. Com incéndio: AT =200°C e AT.=-40°C. Na figura 10.26,

mostram-se a estrutura completa e o esquema estatico de 1/4 da estrutura para o calculo
estrutural, tendo em vista que a estrutura ¢ bissimétrica.
Pede-se resolver um hiperestatico do problema para possibilitar a determinacdo do

diagrama de esforcos solicitantes. Desconsiderar os efeitos de forca cortante e de forca

normal.
q q
EEEEEREEN __gfff?ff%‘,
M N 200cm N
400cm| o N A%, - AL
. At [ ar -
—| | »| €
4 :— _: I 200cm |
EEEEEREER
I 400cm |
(a) Problema completo (b) 1/4 - para solucao

Figura 10.26 — Problema completo e esquema estatico
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Solugao:

Antes de se iniciar a solucao do problema, cabe comentar que uma variagdo uniforme
de temperatura ndo causa esforgos nesta estrutura, pois ela ¢ livre para aumentar ou diminuir
de tamanho, desta forma a temperatura ndo influencia nas for¢as normais. O fato da estrutura
ser bissimétrica possibilita sua simplificagdo para o esquema estatico da figura 10.26b. Neste
esquema estatico foram retirados os movimentos de corpo livre presentes na estrutura original
(flutuante) sem prejuizo do célculo estatico.

Utilizando-se o principio da superposi¢do de efeitos escolheu-se (para efeito didatico)
resolver o problema de carregamento mecanico separadamente do problema de carregamento
térmico através de problemas (0) separados. Entretanto, o mesmo problema (1) ¢ utilizado

para as duas partes da solugao.

Problema (0) — agdo mecdnica

Escolhe-e o giro do engaste movel inferior como grau de liberdade a ser liberado no
problema (0) e, portanto, 0 momento reativo neste ponto sera o hiperestatico a ser restituido
no problema (1). O problema (0) mecanico estd mostrado na figura 10.27 juntamente com o
diagrama de corpo livre para calculo das reagdes. O objetivo do problema (0) ¢ calcular o

giro total no apoio movel, chamado de 6.

q 10kN
__gfuuuu H(M T
—i= «
200cm N _ 0N
/77%77 lV
| 200cm I

Figura 10.27 — Problema (0) e DCL para calculo de reacdes

A carga distribuida ¢ dada pela diferenga de pressdo multiplicada pela largura de

influéncia, ou seja ¢ = 5kN /m . Do DCL encontram-se V' =10kN, H =10kN e M =0.
Da figura 10.28 (a) calcula-se, por integragio direta o giro €, =1/3 para ser incluido

como giro de corpo rigido na parcela de giro do trecho vertical, figura 10.28b.
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(a) Trecho horizontal (b) Trecho vertical

Figura 10.28 — Esquemas auxiliares para calculo do giro parcial liberado

O giro 6, é extraido da tabela 1 € vale:

1
91 — q i a
* 620 3 @
Assim, O giro total no apoio mével no problema (0) vale:
0 1 2
(90:90-1—90:5 (b)

Problema (1) —restitui¢do do hiperestatico.

O objetivo do problema (1) é calcular a componente de giro 6, em fungdo do

hiperestatico M aplicado no apoio movel, conforme indica a figura 10.29. .

T L

200¢m

N M
T \,M
777777
L 200cm . l v

Figura 10.29 — Esquma estatico e DCL.

A partir do DCL da figura 10.29 encontram-se H =0, V=0 e B =M . Para o trecho
horizontal encontra-se o giro 6’ =M /10 em sua extremidade por integracio direta,

conforme indicado na figura 10.30.
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(a) Trecho horizontal (b) Trecho vertical

Figura 10.30 — Esquemas auxiliares para célculo do giro 6

O valor 6 ¢ extraido da tabela (ou integragio direta) 10.1 e vale:

M2 M

O ="=-_-"" c
20 10 ©
Assim,

6,=0+0 =" (@

Compatibilidade geométrica para o problema mecanico:

0=6,+6,=0 = M =-3,33kN-m ()

Problema (0) — A¢do termica:
Para se determinar o giro no apoio devido a agdo térmica no esquema estatico do
problema (0) deve-se utilizar a equagdo da linha elastica a seguir:

2y (AT —AT
d f:a( AL g0 ar )
dx h

onde AT sera substituido pelo seu valor numérico (oportunamente) para cada caso. Escolhe-
se unidade m para se efetuar os calculos.
Integrando-se uma vez (f) encontra-se

ﬂ:l.o-lo—“AT-x (g)
dx

Sem constante de integragdo, pois o giro € nulo em x=0. Mesmo que se considerasse o

efeito de forca cortante, nesse caso, os esfor¢os internos para essa variacdo de temperatura no

problema isostatico sdo nulos e, portanto ¥,,,(0)=0. Calculando a expressdo (g) em x=2m,
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tem-se @, =2.0-10°AT. A operagio para o trecho vertical é a mesma, resultando
gy =2.0-10"*AT . Assim,

0,=0)+6,=4.0-10"AT (h)
Para a situagdo sem fogo (AT =-40°C), tem-sed, =2/125, para a situagio com fogo (

AT =-240°C) tem-se 6, =12/125 com a orientagdo dada pela figura 10.31.

1 AT . AT .
%I el = Luges Lty
=1 TN ;
Al AT Q.- =
200cm AT - L AN H-,;‘_ 00
3\ AT
T AT
T A
777 \ \
) 200cm | \
' A :;\
B
(a) Esquema estatico (b) horizontal auxiliar (c¢) Vertical auxiliar
Figura 10.31 — Estraqtégia de solu¢ao — problema (0) — acao térmica
Compatibilidade geométrica para o problema térmico sem fogo:
oM, 2 _, N M =—0,08kN -m (i)
5 125 '
Compatibilidade geométrica para o problema térmico com fogo:
g M_ 12, - M7 =—0,48kN -m ()
5 125
Unindo-se os problemas térmicos e mecanico-tem-se:
Em situagdo de servigo sem fogo:
M =(-3,33-0.08)kN -m =-3,41kN -m (k)
Em situagdo de incéndio, com fogo:
M =(-3,33-0.48 )kN -m =—-3,81kN -m M

10.8.5 — Linha elastica para materiais compostos:

Lembrando-se do item 10.2 ¢ importante esclarecer como sera realizado o céalculo da
linha elastica para barras gerais compostas por materiais diferentes. Considerando-se se¢ao
simétrica, das expressoes (8.35), (8.32) e (8.31) tem-se:

ai(x)za. Mz(x) — Ei Mz(x)

T TR,

(10.25)
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olx) M) _ 1

£, (x) = =y (1026)
Ei Ereflzq py

Usando-se as equagdes (10.1) e (10.6) escreve-se:
M

v'(x) = _M.x) (10.28)
Ere_/'lzeq

Que ¢ a expressao da linha elastica para material composto desprezando-se o efeito de forca
cortante e temperatura. Caso a andlise seja tridimensional, pode-se calcular (para se¢ao
simétrica) o deslocamento na direcdo z de forma equivalente usando-se:
M,(x)
E_I7

ref "y

(10.29)

W"(X) - _

compondo-se o deslocamento final por superposicao de efeitos.

10.8.6 — Linha elastica para secdes niao simétricas:
No caso da barra geral possuir se¢do transversal ndo simétrica, o problema sera
sempre tridimensional. Lembrando-se das equacdes (8.94), (8.104) e (8.93) e dos

procedimentos do tem anterior, se escreve:

(M.1,-M,1,) (M, 1. -M_1) )
o =ay+bz, a= y oyl p= =L, A=I1-I.  (10.30)
A A
_ MI -M]I _ (M1 -MI
g =ay+bz, az( Gt ”Z), bz( A =M., (10.31)
(EA) (EA)

mas,

gx:iy+iz (10.32)

py pZ

entdo, comparando-se (10.32) com (10.31) encontra-se:

(ley -M,I, ) (My[z -M I, )

v'(x)=- e w'(x)=- 10.33
(x) (EA) (x) (£2) (10.33)
Além disso, se a se¢do for composta as expressdes se tornam:
MI*-M I MI-MI?
V'(x)= ( =2 > ) e w'(x)= ( 4 yz) (10.34)

(EA)

» (E .A@q)

ref
Da mesma forma que para se¢des simétricas, o deslocamento total pode ser calculado como a

soma vetorial dos deslocamentos.
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10.9 — Conjunto de Listas de Exercicios

Resolver a décima nona Lista de Exercicios.

11 — Estabilidade de barras prismaticas

De maneira geral, a busca por estruturas cada vez mais leves e econdmicas leva a
utilizagdo de barras e chapas cada vez mais esbeltas que tornam o estudo da estabilidade
estrutural um tema muito importante e sempre atual.

A estabilidade estrutural ¢ assunto bastante complexo e vasto na literatura, incluindo
estruturas de barras gerais, cascas, placas etc. Este capitulo ¢ dividido em trés itens para se
introduzir este assunto tao vasto. Os dois primeiros itens sdo restritos a estabilidade global de
barras prismaticas. Sendo que o terceiro, de carater informativo, faz mencao a problemas de
estabilidade importantes que ndo devem ser negligenciados pelo engenheiro projetista e que

devem ser investigados através de normas técnicas ou textos avancgados.

11.1 — Flambagem elastica

Conforme comentado algumas vezes ao longo deste texto, elementos estruturais
esbeltos sujeitos a compressdo podem perder a estabilidade. Um exemplo muito usual dado
em sala de aula é a compressdo de uma régua, ou de uma fita de serra. A régua, originalmente
reta, € sujeita a uma forga de compressdo centrada gradualmente crescente. Ao se atingir um
determinado nivel de carga observa-se um “salto” lateral. No caso da régua, esse salto ocorre

em niveis de tensdo muito abaixo da tensdo de ruptura do material, veja figura 11.1.

Figura 11.1 — Ilustracdo da perda de estabilidade — régua

Imaginando-se que esta barra comprimida ¢ uma coluna (ou pilar no caso de
estruturas civis), quando a carga chegar a este valor critico o elemento estrutural deixa de
desempenhar sua funcdo, ou seja, grandes deslocamentos se manifestam, a rigidez do
conjunto ¢ reduzida e, finalmente, niveis inadmissiveis de tensdo sdo atingidos por flexo-

compressao.
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No que se chama de perda de estabilidade por flambagem, imagina-se que a carga
compressiva na barra prismatica e a sua geometria podem ser consideradas ideais, ou seja,
carga perfeitamente centrada e barra perfeitamente reta.

Na flambagem elastica a pergunta que se faz ¢: Para uma barra perfeitamente reta
sujeita & compressdo centrada existe um nivel de carga para o qual uma perturbagdo
transversal levaria a deslocamentos excessivos sem retorno a configurag@o original?

Para responder essa questdo estuda-se o equilibrio de uma coluna em uma posi¢ao
perturbada infinitesimalmente, conforme mostra a figura 11.2. O deslocamento transversal

infinitesimal v(x) é chamado perturbacdo da configuragao reta.

L x P M(x)
— — __ >
------------ e — .
AN 5] AN SS— L))
v Y
(a) Esquema estatico (b) DCL - Esforgos

Figura 11.2 — Perturbagdo em barra comprimida

O esforco solicitante M ('x) é dado por:
M(x)=P-v(x)

Assumindo-se que ndo haja deslocamentos na direcio z (problema plano) e
considerando-se a rigidez a flexdo E, [ para materiais compostos ou E/ para material
homogéneto, a equacgdo da linha elastica (perturbacdo infinitesimal = deslocamento pequeno)
fica dada por:
d*v P
& E I

v(x)=0 (11.1)

que ¢ uma equagdo diferencial homogénea (= 0) ordinaria com coeficientes constantes, cuja
solucao é:
v(x)=A-sen(k-x)+B-cos(k-x) (11.2)

Substituindo-se a solucdo (11.2) na equacdo (11.1) determina-se

k= |2 (11.3)
\E, I

Aplicando-se as condic¢des de contorno v(0)=0 e v(/)=0, determinam-se B=0 ¢

A-sen(k-£)=0 (11.4)

388



Da equagdo (11.4) conclui-se que uma das solugdes possiveis € 4 =0, ou seja, nunca
ha deslocamento transversal que se afasta do zero e, portanto, sempre a posi¢ao de equilibrio
¢ indeslocada. A evidéncia do experimento da figura 10.1 indica que a solucdo nula (trivial)
ndo ¢ fisicamente adequada.

Outra solu¢ao possivel €, para n# 0 e inteiro,
k, l=n-m (11.5)

ou, usando (11.3),

2

7Z- (<
P nzf—zEmfI e (11.6)

cr(n):

onde o indice c¢r significa critico. Substituindo-se (11.5) em (11.2) encontra-se:
V4
v(x):A-sen(nzxj (11.7)

sendo A arbitrario.
Analisando-se as expressodes (11.6) e (11.7) observa-se que para cada valor de n
surge um valor de carga critica (auto-valor) associado a uma forma de deslocamento

transversal (modo de instabilidade ou auto-vetor no espago das fungdes), veja figura 11.3.

A
_____________________________ .
A
— 2
P
_____
STTT7

Figura 11.3 — Modos de instabilidade

Apesar do modo de instabilidade ser fixo, sua intensidade ¢ arbitraria, ou seja, a
estrutura busca uma posicao qualquer de equilibrio que ndo a linha reta inicial. Esta busca ¢é
proporcional ao modo correspondente ao nivel aplicado de carga critica. Para n crescente a
carga critica também ¢ crescente e, assim, entende-se que ao se atingir a primeira carga
critica (a menor) a estrutura perde a estabilidade e, portanto, esta carga ¢ a “carga critica” de

flambagem, ou seja, para a geometria da figura 11.2 tem-se:
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2
p="_F

2= Bl (11.8)

A figura 11.4 apresenta um grafico que relaciona a flecha transversal (deslocamento
maximo no meio do vao) ao carregamento compressivo usando duas solugdes, a encontrada a
partir da equacdo (11.1) e outra que leva em consideracdo grandes deslocamentos, ou seja,

aplicando a formula da curvatura dada pela equagdo (10.3). Observando-se a figura 11.4,

admite-se a existéncia de uma regido de equilibrio instavel (P>PF, e v,, =0) para uma

estrutura suposta idealmente reta (estrutura ideal). Na situa¢do de equilibrio instavel,
qualquer perturbagdo leva a um deslocamento transversal teoricamente infinito, pois nao
haveria encontro com o trecho horizontal referente a solu¢ao (11.7). Entretanto, para a
solucdo que leva em conta grandes deslocamentos, existem trechos de equilibrio estavel
afastados da posi¢do indeslocada, para onde a estrutura “saltaria” se estivesse em um trecho
de equilibrio instavel.

Assim, pode-se dizer que se a barra estiver sujeita a uma carga compressiva menor
que a carga critica ela ndo sofrerd perda de estabilidade, caso contrario a barra ndo € segura,

mesmo que a tensao normal calculada para uma estrutura indeslocavel seja muito baixa.

Ap

Estavel — Grandes deslocamentos Instavel

Indiferente— solugdo aproximada (11.7)

Estdvel

w(£/2)
>

Figura 11.4 — Curvas de equilibrio

Antes de prosseguir no desenvolvimento dos conceitos, observa-se que o calculo de

cargas criticas de barras prismaticas para outras condigdes de contorno pode ser realizado.
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Como resultado define-se 0 comprimento de flambagem £ ; para ser usado na formula (11.8)

no lugar do comprimento ¢, como:
72_2
Py=r Eyl” (11.9)
n
A tabela 11.1 informa, para algumas condi¢des de contorno, o respectivo comprimento de

flambagem. Observar que tanto a for¢a aplicada quanto as condigdes de apoio estdo

posicionadas no cg da se¢do transversal da barra ideal.

/74;7 777777777 1777777

/77777777
0=t ty=2t 0y=0/2 0, =012

Tabela 11.1 — Valores de comprimento de flambagem

Como ja comentado, quando P < P_ a barra ¢ estavel, porém para se verificar se a

barra ¢ segura, as tensdes limite em todos os materiais constituintes devem ser testadas, ou
seja as tensoes nao podem ultrapassar os limites de resisténcia a tragdo e compressao., i.e.,
o.<o,=a,(P/A,)<5,.

Para secdes homogéneas esse teste pode ser ainda melhorado. Criando-se a variavel

tensdo de referéncia de flambagem, dada por:

P‘V
0, =" (11.10)

que, substituindo-se a expressao (11.9) resulta:

a1
op=_—E (11.11)
A

Definindo-se uma caracteristica geométrica chamada raio de giragao por:
N (11.12)
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a equacao (11.11) € reescrita como:

2
w2 E = P =T E4 (11.13)
e '

2 cr Z/Z

2
o,=7n'FE

onde A=/ 7 / 7, ¢ chamado indice de esbeltez.

A segunda expressdao de (11.13) ¢ chamada hipérbole de Euler e revela a tensdo

elastica de referéncia de flambagem para barras com esbeltez A. Se a tensdo normal
o= |P| /A calculada para uma coluna reta idealmente comprimida for maior ou igual & o,

calculada para a mesma barra, entdo a coluna perde a estabilidade. Porém, pode ocorrer que,
sendo a coluna robusta (baixo indice de esbeltez), a tensdo calculada seja menor que a de
referéncia de flambagem, mas maior que a de resisténcia do material, assim a coluna
romperia por resisténcia do material, veja figura 11.5.

Observando-se a figura 11.5, conclui-se que o cruzamento entre a Hipérbole de Euler
e a linha horizontal da tensdo limite elastica & define o indice de esbeltez limite. Barras com
esbeltez maior que a esbeltez limite sofrem perda de estabilidade e barras com esbeltez menor

que a esbeltez limite rompem por resisténcia do material.

775 A

‘E Hipérbole de Euler

ﬂ?z’m ;b

Figura 11.5 — Hipérbole de Euler e Tensao limite

A esbeltez limite ¢ uma propriedade do material, obtida como:

= A

E
lim_ﬂ. —

(11.14)

t9

|
|,

ty

Il

Ql
NIE)

A partir da esbeltez limite um critério de andlise fica definido, ou seja, para
determinada coluna calcula-se 4 e:

Se A2 4, abarra ¢ esbelta e deve-se ter o < o, para ser segura.

Se A< 4,, abarra é robusta e deve-se ter o <& para ser segura.
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Deve-se lembrar que esse teste ¢ aplicado apenas para segdes homogéneas, para
secOes compostas deve-se verificar se a carga aplicada é menor que a carga critica e se as
tensoes sao menores do que a resisténcia dos respectivos materiais, conforme texto anterior a
equacao (11.10).

Coeficientes de majoracdo de carga podem ser usados para se realizar calculos a favor
da seguranga. Coeficientes de minoracdo da resisténcia fazem sentido no teste para barras
robustas. No calculo de flambagem eléstica (barras esbeltas) ndo se utiliza a minoragao da
resisténcia. Procedimento mais completo e mais seguro no que diz respeito ao

dimensionamento e verificagdo de barras comprimidas sera apresentado no proéximo item.

11.2 — Flexo-compressdo de barras prismaticas.

Conforme comentado no item anterior, a situagdo ideal, ou seja, barra perfeitamente
reta com carga perfeitamente centrada, ndo existe. Essa inexisténcia se baseia no principio da
incerteza, onde mesmo que se deseje atingir esse grau de perfeicdo erros estariam presentes
no processo € nao se atingiria o resultado desejado. Assim, seja a flexo-compressao ou

compressao excéntrica apresentada na figura 11.6.

pIIr" P
P ’7 I T
Y Te % P +5x)
(a) Esquema estatico (b) DCL — esforgo

Figura 11.6 — Flexo-compressao — excentricidade constante

A excentricidade inicial e é constante € o deslocamento transversal, ao invés de ser
apenas uma perturbacdo infinitesimal matematicamente imposta, existe quando a carga P ¢

aplicada. Usando-se o DCL da figura 11.6b encontra-se o momento fletor como:
M(x):P-(e+v(x)) (11.15)

A partir da formula do momento fletor e considerando-se pequenos deslocamentos, a equacao

diferencial da linha elastica fica:

d’ P
< W(x)+ e=0 (11.16)
d E, 1% E, 19
A solu¢ao da equagdo (11.16) é conhecida, i.e.:
v(x )= Asen(kx )+ Bcos(kx)—e (11.17)

que substituida em (11.16) resulta
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P
E ref] “

k=

(11.18)

Aplicando-se as condigdes de contorno v(0)=0 e v(/)=0 encontram-se B =e¢ e:

P
sen(k-1)

Substituindo-se B e (11.19) em (11.17) resulta:

(1-cos(k-1)) ou Aze-tan(%) (11.19)

v(x):e{tan(%jsen(l{-x)+cos(k-x)—l} (11.20)

com k dado por (11.18).

Analisando-se a solugdo (11.20) percebe-se que lim v(x)=o, pois k—>x/l e
PP,

k-0/2—>m/2. Observa-se que mesmo antes da carga critica ser atingida os niveis de
deslocamento da barra e os niveis de tensdo se tornam inadmissiveis.

O valor do deslocamento maximo (neste caso no meio do vao) ¢ dado por:

V.. =€l sec r_L -1 (11.21)
E, 1 2

que também vai para infinito quando P — P, . Calcula-se também o momento maximo no

meio do vdo como M, = P-( +e) ou seja:

Vmax

f P b4
M =(P-e)| sec — | |=M,-Am 11.22
max ( ){ ( Eref ng 2 J:l 0 p ( )

onde M, =P-e ¢ o momento fletor calculado na configuragao inicial (calculo linear) e Amp

¢ o amplificador (advindo do célculo nao linear).
Para generalizar o calculo define-se a grandeza £ que pode ser calculada como:

0
potn | LA P (11.23)
2 \E 1% 2\E A"

que, substituida em (11.21) e (11.22) resultam nas formulas reduzidas:
V..=e(Amp-1) M, =M, -Amp e Amp =sec( ) (11.24)
Deve-se observar que estas expressdes valem para P<P, que conduz a f<z/2,

caso contrario a barra ja ndo € segura.

A partirde M, e P calculam-se a maxima tensdo normal de tracdo ou compressao

ax

na seg¢ao transversal,
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. M P
0_1 =qa. max + — 1125
. ,[—] y Aj ( )

Para uma se¢do homogénea e material ductil a tens@o normal de compressao sera a
critica e o grafico da figura 11.5 pode ser generalizado fazendo-se 0'=|o_'| que o torna um
abaco dependente do valor da excentricidade relativa e =e/(, adimensional, veja figura

11.7.

Figura 11.7 — Abaco para verificagio da flexo-compressio

O abaco da figura 11.7, muitas vezes presente em normas técnicas, indica que pontos
abaixo da linha (que depende da excentricidade) estdo seguros, acima desta linha indicam
ruina. Neste curso estes dbacos sdo substituidos diretamente pela equacdo (11.25) que cobre

barras com se¢do transversal composta. A verificagdo da resisténcia do material e feita

comparando-se a tensdo maxima de compressdo com |5c| e de tragdo com O,, ou seja, a

situagdo segura ocorre quando:

D (M o 1PN oy
o =a, [—I ye A]> G (11.26)
o, =q, (MTmym —@} o, (11.27)

sendo P compressiva e menor que a carga critica. Lembra-se que quando o material ¢ dictil
pode-se testar apenas a tensdo de compressao.
Para completar o entendimento mostra-se na figura 11.8 a extensdo da figura 11.4

incluindo a excentricidade.
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(——elastoplastica

~
il S

Lado do defeito

Figura 11.8 — Trajetdrias de equilibrio — flexo-compressao

Como se pode observar, a solu¢do (elastica) apresentada neste item, chamada de

formula secante, possui como assintota horizontal a linha da carga critica encontrada no item

anterior. Entretanto a solu¢ao geometricamente exata (elastica) cuja equacao diferencial €

d*v(x)
dx’

+ P V|
2\3/2 E 'qu
(lJr(dv(x )) ] y
dx

(x)+

E, I

conduz a uma trajetdria de equilibrio estavel (para este caso) com perda de rigidez proxima a

carga critica. Porém, a solugdo elastopléstica apresenta uma carga maxima admissivel abaixo

da carga critica e impde uma reducdo acentuada da rigidez ap6s o inicio da plastificagdo (ou

r

degeneracao) do material. Este ponto da curva elastoplastica ¢ verificado pelas equagdes

(11.26) e (11.27) e indica que a ruina ocorre antes de se atingir a carga critica elastica.

Para se aplicar as equacdes (11.24), (11.26) e (11.27) em outras condi¢des de

contorno, calcula-se £ usando (11.22) com o comprimento de flambagem dado na tabela

11.1 e aplicam-se os amplificadores dados na tabela 11.2.
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Caso de Carregamento Momento fletor Flecha maxima
maximo
€12 "
1 > p .
1 P Fi1g(p) £| 1g(f) 'l
a | & g 2 4 B 4P\ B
q
vrlvvlv!lrlrvlyyl r (_f"r 2[ 1 i ﬂi 1 _1.1_t-|
b) | & ; T 8 p*| cos(f) 8P| plcos(fB) ) J
-_"vvrvlvvlvvl'vrlv::"i fif:{-sc"(ﬁ) - Beos()) ﬂ (1-cos(8)) 1
q | 1 " ; 4 geos(B) 4P| Beos(h)
Nos engastes '
M, M,
d) :j‘b :«—P M, My 1 ._1."
- ¢ T cos(f) P lcos(p) )
. ) P
@) [ 4* ' p-e (1 )
| | t : - T ! ( \cos(p) )
— " i o o
g | = ] - 1-4p8°/x° 1-4p° I7*
i
Defeito senoidal

Tabela 11.2 — Amplificacdo dos efeitos para outras condi¢cdes de contorno.

Deve-se comentar que para problemas tridimensionais uma analise detalhada das
possibilidades (usando as dire¢des principais) deve ser feita. A flexo-compressdo ¢ um
problema ndo linear geométrico, veja a equagdo (11.28), ndo valendo, em geral, a
superposi¢do de efeitos. Porém, quando se assume a simplificagdo da equagdo (11.16) e se
encontram os valores da tabela 11.2 admite-se solug¢do nao linear para a for¢a compressiva

considerando pequenos deslocamentos (linear) transversais. Assim, pode-se aplicar a

superposicao dos valores de M, e de v, encontrados na tabela 11.2 para combinagdo de

ax
cargas transversais sujeitas a uma unica carga de compressao, pois estas solugdes sdo lineares

nestes valores e a favor da seguranca quando comparadas as solugdes exatas.

Exemplo 11.1
Para a barra indicada na figura, pede-se:
a) Se a compressao fosse centrada (sem carga transversal) a barra romperia por perda de

estabilidade ou por resisténcia do material? Qual a maior carga compressiva ( £, ) pode ser

aplicada neste caso?

b) Verificar se a barra ¢ segura para g =1,4kN /m com carga compressiva de 80% da carga
admissivel calculada no item anterior (P =0,8P,, ).
Dados: Secdo circular vazada: R, =10cm, R, =12cm, E=150GPa e & =200MPa
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Y Y Y Y Y VYN Yy

| 650cm ‘

Figura 11.9 — Esquema estatico
Solugao

a) Calcula-se o 4,,, e compara-se com a esbeltez da barra para saber qual a forma de romper:

Ay = n\g =86,04 (a)
(o2

Para se calcular a esbeltez da barra é necessario calcular o momento de inércia e a area da

secdo transversal. Por ser uma secao bissimétrica estes valores sao tnicos.
I =8432,04cm* A=138,23cm’ = r="17.8lcm (b)

Pelas condigdes de contorno sabe-se que £ =/, e, portanto,

650

A= =8322 = A<, (©)

’

Portanto, no caso ideal, a ruptura se da por resisténcia do material. A carga admissivel é:

P, =6-A4=2764,6kN (d)
b) Inicia-se calculando a carga normal efetivamente aplicada:
P=08P, =0,8-2764,6kN =2211,28kN (e)

Com esse valor e com o comprimento de flambagem calcula-se £ como:

6,5
2

p=

3
\/ 2211,68-10 =1,359rad ®

150-10° -8432,04-107°

Com o valor de f calcula-se o amplificador:

2 1
Amp = ~1|=4,07
P 1,359 (cos(1,359) ] (€3]

donde

v o LAKN /m-6,5"m’

max

-4,07 =30,09kN - m (h)

Calcula-se agora a méaxima tensao de compressao (material com uma tensao limite apenas)

_ 3009&N -cm )_ 2211,68kN

o= (- ~=—20,28kN / cm® = -202,8MPa (i)
8432,04cm 138,23¢m

Como o <—0 a estrutura ndo ¢ segura.
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Exemplo 11.2
Para a barra comprimida indicada na figura:
a) Se a compressdo fosse centrada (sem defeitos) a barra romperia por perda de estabilidade

ou por resisténcia do material? Qual a carga admissivel (P, ) neste caso?

b) Qual o defeito senoidal v, (——

—) admissivel em cada direcdo (y e z ) se a carga
compressiva for 80% da carga admissivel (P =0,8P,, ) calculada no item anterior?
Dados : E=200GPa e ¢ =350MPa .
|
G -

| 10cm 2| 10cm |

450cm
5cm

5cm

=

1

Figura 11.10 — Esquema estatico e se¢do transversal

Solugdo
a) Neste caso tem-se duas dire¢des de analise

Lembra-se que na dire¢do y importa /, e na dire¢do z importa / . Assim, calcula-se

inicialmente:
Aim =7NE/ G =175, (2)
I, =3364cm*, 1,=3556cm" e A=108cm’ (b)

Aplicando-se esses valores encontram-se:

I
7, :1/—y:5,783cm, A :£=78,43>/1,. (c)
A y r im
y
I !
r, =\/%:5,58lcm, A =—=280,63>4,, (d)
7

A ruptura para o caso ideal se daria por perda de estabilidade. A carga admissivel serd a

relacionada com o menor momento de inércia.
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2
o :Pcf = ﬁz 5 -200-109l2-3364-10’8m4 =3279,15kN (e)
4,5m m

b) Apesar da carga a ser aplicada advir de /. (deslocamento na dire¢do y) a maxima tensao

de compressao deve ser verificada nas duas possiveis dire¢des de defeito, pois a distdncia do

ponto mais solicitado ao cg da se¢do transversal difere em cada direcao.

P=0.8P, =262332kN ®

Para defeito na dire¢io z, v, > 1 :

4,5 2623,32-10°
= ’ = 1,367
F= \/200-109 355610 ®)
1
Amp = =4,12 h
mp 4 (h)
1- 2
T
M, =(2623,32kN v!)-4,12=10808,08-v! -kN (i)
0
S 10808,08-v_ -11  2623,32 .35 Q)
3556 108
em kN e cm .
Resolvendo (j) encontra-se:
V! <3,02mm (k)
Para defeito na dire¢io y, v, —> I :
4,5 2623,32-10°
=—= ) =1,405 1
p 2 \/2OO~109-3364-10‘8 O
Amp =— —=5,001 (m)
1—
72_2
M, =(2623,32kNv))-5,001=13119,22-v) -kN (n)
13119,22V° .7
. v, -7 262332 .35 (0)
3364 108
em kN e cm .
Resolvendo (o) encontra-se:
vg <3,9mm (p)
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De onde se conclui que o defeito critico € na dire¢do z (apesar de /> 1) e deve-se adotar

(por seguranga — evitando problemas de controle de qualidade) defeito menor do que

3,02mm em qualquer diregao.

11.3 — Comentarios adicionais sobre possiveis problemas de perda de estabilidade.

Ap6s o estudo dos itens anteriores percebe-se que a perda de estabilidade de barras
elasticas retas (com excentricidade) pode ser entendida como uma reducdo rapida da rigidez
da barra quando a carga se aproxima da carga critica de flambagem e as tensdes atingem o
inicio da plastificagdo ou dano. Entretanto, uma estrutura inicialmente curva, pode, em sua
trajetoria de equilibrio, encontrar uma posi¢ao de “alinhamento” onde uma situacdo parecida
com o problema ideal ocorre, isto ¢, a perda de estabilidade acontece de forma abrupta e
muitas vezes elastica, veja a figura 11.11. Atencdo a este tipo de problema deve ser dada em
estruturas constituidas por barras ou cascas abatidas. Muitas vezes este comportamento €

desejavel em aplicagdes mecénicas, dando origem as estruturas biestaveis.

(a) Geometria (b) Configuracdo deslocada

Figura 11.11 — Trelica de Mises.

Estruturas como cascas finas sujeitas a compressdo podem sofrer perda de
estabilidade ou perda de rigidez (geométrica), o mesmo pode ocorrer com barras de parede
fina quando uma de suas mesas ¢ comprimida, conforme indica a figura 11.12.

Mesmo a “alma” de uma barra de parede fina pode sofrer perda de estabilidade
quando a forca cortante for muito elevada, pois na diregdio que forma 45° com o
cisalhamento aparece compressdo, levando a formacdo de uma “bolha” de instabilidade. O

mesmo pode acontecer com um tubo de parede fina sujeito a tor¢do, conforme ilustra a figura

11.13.
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Figura 11.12 — Perda de estabilidade

— e —

X
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(a) Alma de barra de parede fina — ou placa (b) Tubo de parede fina sujeito a tor¢ao

Figura 11.13 — Perda de estabilidade por cisalhamento

Assim, o engenheiro deve sempre estar atento a essas possibilidades. Existem muitas
solucdes na literatura, mas um bom conselho € verificar as prescrigoes de normas para evitar

tais problemas.

11.4 - Conjunto de listas de exercicios

Resolver a vigésima Lista de Exercicios.
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12 - Equilibrio e energia

O principio da estacionariedade da energia afirma que um sistema estd em equilibrio
quando sua energia ¢ estaciondria, i.e., ndo varia. Quando esse sistema ¢ representado por um
corpo elastico, sujeito a forcas externas, sem troca térmica e com massa nula (andlise
estatica), a energia total ¢ chamada energia mecanica e se resume na soma do potencial (de
trabalho) P das forgas externas com a energia de deformag¢ao acumulada no corpo U, .
In=u,+P (12.1)
onde IT ¢ um escalar. A variagdo da energia ¢ escrita de forma genérica como:
Al=06U,+56P=0 (12.2)
A partir de (12.2) ¢ possivel se calcular deslocamentos em estruturas isostaticas e resolver
problemas hiperestaticos. Além disso, da expressao (12.2) deriva-se o método dos elementos

finitos, a ferramenta computacional mais utilizada na atualidade para a solugdo de problemas

mecanicos.

12.1 - Energia de deformacio para materiais elasticos - conceituacio uniaxial

Para se escrever de forma organizada as equagdes (12.1) e (12.2), ¢ necessario
conceituar a energia de deformacdo armazenada em um corpo eldstico. Como neste curso os
corpos considerados sdo os elementos estruturais basicos (barras simples e geral seguindo
hipétese de Euler-Bernouli) define-se a energia de deformagdo por unidade de volume
advinda da tensdo e deformacdo uniaxial. Para tanto, imagina-se um trecho infinitesimal de

uma barra simples eldstica submetida a uma forca uniaxial crescente tal como mostra a Figura

12.1.
: (0
( (( 0
dx M
dx
B d d
(a) Barra descarregada (c) Trecho decarregado
- s c, o7
—— ( 1 D— : :
. 00
(b) Barra com carga arbitraria N
dy

(d) Trecho Carregado

Figura 12.1 — Barra submetida a forca uniaxial
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A deformacao linear longitudinal associada a Figura 12.1 ¢ definida como:

oo dy —dx
dx

(12.3)

sendo dy o comprimento atual de um infinitésimo de barra, quando solicitada, e dx o

comprimento inicial desse infinitésimo na situagdo descarregada da barra.
Para se definir a energia especifica de deformagdo, considera-se a inexisténcia da
energia cinética e o valor de ¢ (independente do tempo) crescente de zero até seu valor atual

para cada nivel de tensdo o(¢), gerando o grafico da Figura 12.2. A energia de deformagao
por unidade de volume (energia especifica de deformagdo) u, pode ser definida como o

trabalho realizado pela tensdo ao imprimir deformacao no continuo:
lQZEd@Mg (12.4)

onde de ¢ um infinitésimo de deformagdo. Observa-se que a dependéncia de o em relagdo a
& ja foi constatada de maneira fenomenoldgica em capitulos anteriores, porém, na equacao
(12.4) ndo se pré-define o tipo de dependéncia da tensdo em relagdo a deformacdo. Na figura
12.2 a energia especifica de deformacao ¢ quantificada pela area sob o grafico que relaciona
tensao ¢ deformacao.

Para se perceber que u, representa energia por unidade de volume, basta uma simples

analise dimensional, ou seja:

F_ELW (12.5)

u —
L v

s

(0

du

e

@

Figura 12.2 — Grafico Tensdo x Deformagao uniaxial
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A energia de deformacdo total acumulada no corpo ¢ calculada como a integral da

energia especifica de deformagdo sobre seu volume inicial ¥, ou seja,
U, = jVO u,dV, (12.6)

Voltando-se a equacao (12.4) constata-se que,

du, ou ainda do(¢)= du, de (12.7)
£

o(e)=

ou seja, se € possivel conhecer uma expressao para a energia especifica de deformacao (em
funcdo da deformacdo) de um determinado material, a lei constitutiva pode ser escrita pela
expressao (12.7).

Duas definicdes importantes para cursos superiores estdo presentes em (12.7), a

primeira é que se existe explicitamente u, (&) o material ¢ dito hiperelastico. A segunda ¢ que

tensdo ¢ “conjugada energética” da deformagdo, pois ¢ encontrada como a derivada da energia
especifica de deformagdo em relacao a deformacao.
Para um problema uniaxial, seja a fung@o energia especifica de deformagao:

u, (&) =§gz (12.8)

Usando a equacdo (12.7), a tensdo conjugada energética de ¢ é:

o(e)=FEe ou 8=E (12.9)

Essa expressao ¢ a conhecida Lei de Hooke uniaxial que ja foi adotada neste curso em
diversas aplicagdes e serd retomada aqui por sua simplicidade e generalidade nas aplicacdes
onde pequenas deformagdes estdo presentes. Observa-se que um potencial quadratico com
segunda derivada positiva ¢ muitas vezes chamado convexo. No jargdo da elasticidade
matematica os potenciais admitidos como geradores de leis constitutivas consistentes devem
ser convexos, caso contrario o modelo constitutivo apresenta modulo de elasticidade (segunda
derivada da energia especifica) negativo, o que indica uma inconsisténcia fisica do modelo.

Para os interesses desse curso, unindo-se as equacdes (12.8) e (12.6) escreve-se a
energia de deformagdo para um elemento de barra qualquer, em regime elastico linear (Lei de

Hooke), como:
|
U, :IVOEES dv, (12.10)

ou, usando-se a segunda forma da equagdo (12.9), pode-se escrever:
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1o 1
= %Efdn:j%zagdm) (12.11)

A Lei de Hooke pode ser generalizada para conter todas as componentes de tensdo e suas

deformagdes, por exemplo, u, =7y /2 =Gy’ /2=1"/(2G) para distor¢io pura.

12.2 - Energia potencial das forcas aplicadas

No item anterior falou-se sobre a energia de deformagdo que ¢ a primeira parcela da
equacdo (12.1). Neste item aborda-se a segunda parcela da equagdo (12.1), ou seja, a energia
potencial das forgas externas.

Uma forga perde seu potencial de trabalho a medida que caminha no seu sentido
positivo (em que aponta), portanto, o trabalho realizado pela forca equivale ao potencial que
esta perde. Se a posic¢do inicial da for¢a no sistema mecanico for considerada como aquela

para a qual seu potencial de trabalho ¢ nulo (referéncia), o potencial da forca serd dado por:
P:—W:—Ijﬁ(ﬁ)-dﬁ (12.12)

onde u ¢ o deslocamento desenvolvido pelo ponto de aplicacdo da carga.

Uma for¢a ¢ dita conservativa quando independe da posi¢do em que estd sendo
aplicada, isto ¢, independe da trajetoria de deslocamento do seu ponto de aplicagdo (u). A
maioria das forgas estudadas nesta disciplina ¢ conservativa. Entdo, o potencial de uma forga

externa aplicada a uma estrutura se simplifica para:

P=-F-ii (12.13)

Se varias forcas sdo aplicadas na estrutura em pontos distintos & o potencial fica dado

por:
P=-Y F“.i" (12.14)
E usual se trabalhar com componentes de forca, assim, a expressdo (12.14) fica escrita
como
P=-Y Fu/ (12.15)

onde o indice i indica direcdo. Em problemas bidimensionais i pode assumir 1 ou 2 (x ouy)
e em problemas tridimensionais 1, 2 ou 3 (x, y ou z).
Estende-se a equagdo (12.15) para considerar a presenga de momentos (ou torques)

aplicados externamente, ou seja:

P==) Fuf-Y M6’ (12.16)
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onde £ ¢ arotagdo desenvolvida entorno do eixo coordenado i em um ponto & € M ¢

momento externo aplicado.
Nas aplicagdes deste curso, for¢as concentradas podem ocorrer em treligas e estruturas
formadas por barras gerais, j4 momentos externos s6 podem ser aplicados em estruturas de

barras gerais. Outro tipo de carregamento muito aplicado em estruturas compostas por barras

gerais sdo as cargas transversais (ou mesmo longitudinais) distribuidas ¢,(x), onde i indica a
dire¢do da carga. Para um elemento de barra geral reto de comprimento ¢ completa-se a
equacgao (12.16) para:

P=-Y Ful =Y M0 = [ g,(x)u,(x)dx (12.17)

onde u,(x) é o deslocamento (transversal, ou longitudinal) na mesma direcio de ¢,(x).E
interessante observar que dg, = g,(x)dx pode ser entendido como um infinitésimo da carga
distribuida que, na equagao (12.17) atua no deslocamento correspondente u,(x).

Apesar de ser um excesso de zelo, € util lembrar (do célculo diferencial e integral) que

uma forca concentrada pode ser representada pela distribuicdo Delta de Dirac. Por exemplo,
uma carga transversal concentrada aplicada no ponto x, de uma viga (2D) pode ser escrita
como:

¢,(x) = F,.0(x~x,) (12.18)

onde 0 = se x=x, e zero caso contrario. Portanto, para a carga aplicada no dominio

0<x, </ tem-se:
[ Fo(x—x,)dx = Fy (12.19)

Apesar da carga concentrada poder ser representada de forma distribuida ¢ usual

separd-la do carregamento distribuido. Desta forma, impor-se-4 que o termo de carga
distribuida informado na equagao (12.17) contera apenas valores finitos de g,(x), ou seja, ndo

incluira cargas concentradas.

12.3 - Organizacio dos conceitos e calculo de deslocamentos em estruturas isostaticas
Utilizar exemplos simples com grau de complexidade crescente ¢ a melhor forma de se
explicar a organizagdo ¢ utilizagdo das expressoes (12.1) e (12.2) para problemas gerais da

estatica. Neste item apresentam-se trés exemplos onde se calculam os deslocamentos em
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pontos escolhidos de estruturas isostaticas culminando na definicdo do Teorema de Font-

Violant e em sua equivaléncia ao Principio dos Trabalhos Virtuais.

Exemplo 12.1: Aplicacio do Principio da Estacionariedade
Neste primeiro exemplo, calcula-se o deslocamento vertical do ponto carregado da

barra engastada indicada.

a V

e
P ;
X Vi ==

»
T L I

Figura 12.1 - Viga em balango com carga concentrada na extremidade

A energia potencial total do sistema estudado ¢:
0
M= jo L u,.dAdx - P.5 (12.20)

onde dAdx=dV,. A primeira parcela de (12.20) ¢ a energia de deformacdo acumulada no

corpo. Observando-se a primeira forma de (12.11) pode-se escrever (12.20) como:

_H——dAd _PS=— Ij.ﬁyzd/ldx PS5 (12.21)

Nesta equagdo a tensdao normal ¢ calculada pela bem conhecida formula da flexao

baseada na cinematica de Euler-Bernouli, o =My /I . Assim, desprezou-se a energia de

deformacdo vinda da tensdo de cisalhamento (efeito de forca cortante). Lembrando-se que
. 2
= Ly dA (12.22)
a equagao (12.21) ¢ reescrita como:
—— j M e

(12.23)
Como a incognita do problema ¢ o deslocamento ¢, calcula-se a variagdo do
funcional IT em relacao a P, como:

an_g—nép 0 (12.24)

Sendo OP arbitrario tem-se:
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at_, ou ‘MM L s—0 (12.25)
oP o EI oP

Dos conhecimentos de isostatica sabe-se que:

M =—P({ - x) %—Ajfz—l(z—x) (12.26)

que, substituidos em (12.25) resulta:

P’
3EI

5= J‘j%[—(ﬁ—x)]dx - (12.27)

veja a tabela 10.1. Assim, foi possivel calcular o deslocamento transversal sob uma carga
concentrada.

Uma constatagdo interessante, € que serd usada no exemplo seguinte, extraida da
equacdo (12.26) ¢ que, para problemas lineares, a derivada do diagrama de momento fletor
(ou qualquer outro esforgo solicitante) em relagdo a carga concentrada que o gerou pode ser
entendida como um diagrama resultante de uma carga unitaria adimensional que substitui a

carga original, chamada carga virtual.

Exemplo 12.2: - Teorema de Fount-Violant

Calcular o deslocamento da extremidade livre da barra engastada indicada:

q(x)

ANRRRRRRNSANY
[
(o9

-
-
-~_-~
-
-
-
-
-

y

J

Figura 12.2 - Viga em balango com carga distribuida.

Por analogia ao exemplo anterior, desprezando efeito de forca cortante, a energia total

deste problema fica:

1 M? ¢
IT :5 . de_.[o qv(x)dx (12.28)

A dificuldade adicional deste caso ¢ que ndo ha carga concentrada no ponto onde se
quer calcular ¢ . Introduz-se entdo a carga necessaria lembrando-se que, na realidade, seu

valor ¢ nulo. O novo problema a ser analisado fica descrito pela figura 12.3.
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Figura 12.3 - Viga em balanco com carga distribuida e for¢a nula.

Para o problema da figura 12.3, chamando-se de M "o diagrama de momento fletor
gerado pela carga P, por superposi¢do de efeitos a energia potencial da equagao (12.28)
passa a ser dada por:

2
1 o(M+M") ,
=2 jo - jo gv(x)dx - P.5 (12.29)

Procedendo-se como no caso anterior, ou seja, derivando-se (12.29) em relagdo a P tem-se:

6_H—j[(M+MP)aM”
oP Yo EI oP

dx-5=0 (12.30)

Lembrando-se que P =0 tem-se M” =0, mas, da constatacdo feita apos a equagdo (12.26)
OM? /0P =M # 0, ou seja, a equagio (12.30) permite o calculo do deslocamento procurado e
fica escrita como:

5= ¢t MM
0o FEI

dx (12.31)

onde M ¢ o diagrama de momento fletor da estrutura original e M ¢ o diagrama de
momento fletor de uma carga unitaria (carga virtual) considerada aplicada no ponto, na

dire¢do e sentido do deslocamento que se pretende calcular. Neste exemplo:

— — 2 _
Y Gt o e =M -y (12.32)
2 oP
Assim,
(1| —q(l-x) gt
5= 22 ) dx = 12.33
OEI{ T Ry (12.33)

veja tabela 10.1. A forma mais genérica da expressao (12.31), equacgdo (12.34), deduzida

como aqui apresentada, ¢ chamada de Teorema de Fount-Violant (TFV).
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nb 4 Y :M M 4 ) 4 0
5= [ EM e [ D e [k %dﬁj’k%dﬁ
el G 0 EI, 0 aa T TG (1230
n ’k,Mde’ﬂdx
0" TGL T 0 Ea

onde a soma em i refere-se ao numero de barras existentes na analise. Os termos que
envolvem forca cortante € momento tor¢or utilizam a energia de deformacao associada a

distorgdo e tensdo de cisalhamento (sua conjugada), ou seja, u’ =7-y/2=7"/G/2. Pelo

principio da superposicdo de efeitos ¢ possivel se separar cada termo da energia tal como
descrito em (12.34).

Existe outra forma de se deduzir a equacdo (12.34) que utiliza maior explanacao
fenomenoldgica e que resulta no chamado Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Outro
nome dado a aplicacdo da expressdo (12.34) ¢ Método da Carga Unitaria (MCU). Este autor
entende que a forma de apresentar o PTV pode trazer davidas conceituais aos alunos,
preferindo-se a dedugdo via TFV. Entretanto, suas expressoes sao idénticas e possuem a
mesma estratégia de aplicacdo. Deve-se comentar, entretanto, que em certas situacdes nao
abordadas nesse curso, a constru¢ao do PTV pode ser mais facil que a constru¢do do TFV.

Aproveitam-se alguns nomes definidos pelo PTV que facilitam a organizacdo da
solugdo de problemas. Ou seja, a carga unitaria que gera os diagramas de M , N e O sera

chamada de carga virtual e o problema associado de problema virtual. Veja a organizagao do
proximo exemplo.
Para auxiliar nas solugdes das integrais dos produtos de fungdes presentes na

expressao geral (12.34) utilizam-se os valores das tabelas de integrais 1 e 2.
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TABELAL: 1= [ f(s)g(s)ds

a(s) [ i i v v
£(s) o[ [ o= e = IITITTI]Je R
1 2
1 al [ [ []]]]]a faa f=aa f-ap {’Ea(a+[3) fgav
= 1 1
2 a[ [ £-aa £ —aa £—ap fga(2a+ B fgay
- 1 1
3 b 2=ba £-ba £bp £=b(a+2p) e<by
. 1 1 1 1 1
4 MI]]e ¢5(a+ba ¢=(2a+ba £=(a+2b)B eca2a+B) +b(a+2p)] | £3(@a+b)y
A 1 1 5
5 s = = - - —
W\ : £=ca £4ca £—cp {’4c(ﬂ+ B) [12 cy
el
4 2- 1 1 -
6 T £-ca £ 6Ecrx £ ;ECB £gc[(2—§)a+(1+i)ﬁ] {"1+z :
"—I‘Hz ( 1 8
7 . . z - Z - —_
\HHJ/ f=ca f=ca £=cB {’Sc(u+B) ilscy
quadr L
T@* 7 1 3
8 — - — — —
W {—ca f—ca {’4013[3 {’40c(8a+7B) {’u}cy
473
T 7 1 3
9 2 L z - =
ey £-ca {,’40crx £—-cP £’40c(7tx+83) {’wcy
1 1 8
10 0 t-at o= p? £ (a* +ap + %) ey
o 3 15
8(s)
TABELA 2: k = k(§, 1) tal que _[; f(s)g(s)ds = kaat
nf
g(s) =
il
f(s) 7?=1/2 JIf'=1/3 7?=1/4 ’7=1/5 n=2/5 '?=1/5
e =1/, 0,3333 0,3194 0,3056 0,2958 0,3278 0,2889
£ = 1/3 0,3194 0,3333 0,3287 0,3222 0,3306 0,3167
e =2/ 0,3194 0,2917 0,2755 0,2653 0,3037 0,2583
£ = 1/4 0,3056 0,3287 0,3333 0,3313 0,3208 0,3278
o £ = 3/4 0,3056 0,2755 0,2593 0,2493 0,2880 0,2426
W £ = 1/5 0,2958 0,3222 0,3313 0,3333 0,3125 0,3322
T £ = 2/5 0,3278 0,3306 0,3208 0,3125 0,3333 0,3061
£ = 3/5 0,3278 0,3037 0,2880 0,2778 0,3148 0,2707
&= 4/5 0,2958 0,2653 0,2493 0,2396 0,2778 0,2331
£ = 1/6 0,2889 0,3167 0,3278 0,3322 0,3061 0,3333
£ = 5/6 0,2889 0,2583 0,2426 0,2321 0,2707 0,2267
£ = 1/3 0,4259 0,4167 0,4028 0,3917 0,4228 0,3833
e ” £ = 1/4 0,4583 0,4531 0,4444 0,4354 0,4566 0,4278
w e=1| 04733 0,4700 0,4644 0,4583 0,4722 0,4522
- 2 e= 2/5 0,3933 0,3806 0,3653 0,3542 0,3889 0,3461
‘ e =1/ 0,4815 0,4792 0,4753 0,4711 0,4807 0,4667

Exemplo 12.3: Treli¢a isostatica

Uma constatacdo interessante ¢ que ao longo de todo o curso ndo se calculou

deslocamento em trelicas isostaticas, a menos de casos extremamente simples. Isso ocorre
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porque, sem se utilizar energia, o processo de solucao seria muito desgastante e, usualmente,
grafico. Como sera visto nesse exemplo, utilizando-se o principio da energia estdcionaria na
forma do TFV, a solugdo desse tipo de problema ¢ trivial.

Seja portanto, calcular os deslocamentos horizontal e vertical do ponto 4 da trelica

indicada. Considerar £4 =5000kN constante para todas as barras da estrutura.
% 9 8 7 6 5

10AN

1 2 3 4

} 1m } 1m } 1m } 1m }

Figura 12.4 - Trelica isostatica

Tendo em vista que as forcas normais nas barras de trelica sdo constantes e que ndo ha

outros esforcos solicitantes, a expressao (12.34) fica dada simplesmente por:

o NN BN
S _Z [, i dx—; Ea L (12.35)

onde j ¢ a dire¢@o do deslocamento calculado e L, o comprimento do elemento .

Os problemas virtuais para a solu¢do de cada deslocamento sdo mostrados nas figuras 12.5 e
12.6.

AW

ll

Figura 12.5 - Problema virtual 1 para célculo do deslocamento vertical no ponto 4

BN

Figura 12.6 - Problema virtual 2 para calculo do deslocamento horizontal no ponto 4
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Para o calculo dos deslocamentos € necessario se determinar os diagramas de forga
normal para as trés situagdes. Isto foi feito por equilibrio de nds e o resultado ¢ dado na figura

12.7.

g 40 30 20 10
-1042 -1042, -10v2, -10V2
o . 1 N N em k) (a) Forca normal para o problema
original
230 -20 -10
§|>“ 3 2 1 0
of 2 - v 9 (b) Problema virtual 1 - vertical

1 1 (N adimensional)

|
(]

|
—_
o

ANW\Y
N/
[=]
(=}
(=
(=

ol o o o 0 0 0 0 (c) Problema virtual 2 - horizontal

(N" adimensonal)

v

Figura 12.7 - Diagramas de esforcos solicitantes.

Aplicando-se a equacao (12.35) resultam:

" NN 1 ((=30)(=2)-1+(=20)-(~1)-1+40-3-1+30-2-1

v:z ! le: kN.m
~ EA 5000N ( +20-1-143x(—103/2 - —/2 -+/2) +3x(10-1-1)

=7,897cm

n N N 1
o, = L] = =-30)-(1)-1+(-20)-(1)-1-20-1)kAN -m =—1,2cm
} ZEA , 5OOOkN(( )-(1)-1+(=20)- (1) )

que sao os deslocamentos procurados. O sinal negativo indica deslocamento em sentido

contrario a forca virtual adotada.

12.4 - O método das forcas utilizando-se o TFV ou PTV

Neste item apresentam-se dois exemplos onde, a partir do célculo de deslocamentos
em estruturas isostaticas, se organiza a solu¢cdo de problema hiperestatico pelo método das
forcas. Nesse método utilizam-se carregamentos virtuais para calcular os deslocamentos do
problema (0) e dos demais problemas auxiliares de calculo de hiperestaticos. Finaliza-se

introduzindo a forma geral do método das forgas, também conhecido como método da

flexibilidade.
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Exemplo 12.4 - Solu¢io de um problema hiperestatico - Método das Forcas

Apresentar o diagrama de forca normal para a trelica externamente hiperestatica
indicada na figura 12.8. Dados: Carga externa P =7kN e rigidez EA =10000kN para todas
as barras.

O método das forcas foi aplicado nos capitulos anteriores em casos simples onde as
deslocabilidades dos elementos estruturais eram Obvias. Neste exemplo, uma estrutura
simples, mas ndo tao trivial, ¢ resolvida pelo método das forcas, fazendo uso do principio da

energia estaciondria escrito na forma do TFV ou do PTV.

} 2m } Im } 1,2m }

Figura 12.8 - Estrutura hiperestatica

Problema (0)

Liberando-se a restricdo horizontal do apoio do n6 3 o problema (0) fica definido pela figura

12.9. Deve-se calcular o deslocamento correspondente ao grau de liberdade liberado 0.

Ir

TR

0y

Figura 12.9 - Problema (0) e deslocamento incognito

O célculo do deslocamento &, ¢ feito utilizando-se o carregamento virtual da figura 12.10.

\ 1 N

TR

Figura 12.10 - Carregamento virtual
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Na figura 12.11 apresentam-se os diagramas N (vindo da figura 12.9) ¢ N (vindo da figura

12.10) necessarios para o calculo de J,.

N, (kN) = N (adimensional) T
(a) Problema (0) (b) Virtual
Figura 12.11 - Diagramas de normal
Assim,
_ZN‘”Nf L= 1 (4kN -2m+4kN -2,2m) =1,68mm
P 10000AN
Problema (1)

Para constituir o problema (0) se liberou o deslocamento horizontal do apoio do no 3,
eliminando-se o hiperestatico (reacdo de apoio horizontal) H,. Restitui-se o hiperestatico
como mostra a figura 12.12, resultando no problema (1). O carregamento virtual para se

calcular 6, ¢ o mesmo da figura 12.10.

1xH,
-3

TR

Figura 12.12 - Problema (1)

Além disso, observando-se a figura 12.12 nota-se que o carregamento do problema (1)

e, consequentemente, seu diagrama de forca normal, pode ser escrito multiplicando-se o
carregamento virtual e o respectivo diagrama por /1, reduzindo a quantidade de calculos a
ser feita. Assim:

5,=3 M "Z()Lﬂ3

i=l1 i=l1

1

=—(12 2m+1*-2,2m) H, = (0,42mm | kN) H,
10000kN
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Onde f,,=0,42mm/kN ¢ o 'deslocamento' do problema virtual e ¢ definido como a

flexibilidade da estrutura medida no no 3.

Compatibilidade geométrica

A compatibilidade em deslocamentos indica que
0,+0,=0 ou 1,68mm+(0,42mm/ kN)H, =0
de onde H, =—4kN .

O diagrama de for¢a normal da estrutura ¢ calculado diretamente por superposi¢do do

diagrama da figura 12.11a com o diagrama da figura 12.11b multiplicado por H,, veja

ilustracdo na figura 12.13.

—6,402kN

HxN  (kN) ™
Problema (0) Problema (1) Problema real

Figura 12.13 - Esquema de superposi¢ao de efeitos - Esfor¢os solicitantes

Exemplo 12.5

Usando-se as tabelas de integral de produtos de funcdo, resolver as reagdes de apoio
do problema duas vezes hiperestatico indicado na figura 12.14.

Aproveita-se esse exemplo para se definir a matriz de flexibilidade utilizada para se

resolver problemas hiperestaticos gerais.

ANARARARMINNY
AN

4

Figura 12.14 - Barra engastada/apoiada

Para simplificar a descricao, na figura 12.15 colocam-se todas as informagdes de interesse.

i qr

8

YYVYYVYVYVYVYVYVYVYVYVYVYYVYYY

2 /'9/ VAN (b) - Momento fletor problema

(a) - Problema 0 0
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% b5 o (M 1) 1///

Problema (d) Momento virtual 1 M
1

5 7\\\\%/@ \\\Jl

12 ° (M2 )
(e) Problema virtual 2

Problema (f) Momento virtual 2 M,
2

Figura 12.15 - Grandezas necessarias

Na figura 12.15a mostra-se o problema 0, que consiste na liberacdo de dois
hiperestaticos ( problema 2x hiperestatico). Escolheu-se liberar os giros e, portanto, surgem os
hiperestaticos M, e M, que constituem, respectivamente, os problemas 1 e 2. O problema 1
¢ montado pela multiplicacdo do problema virtual 1 pelo hiperestatico 1 (M,). O problema
virtual 2 ¢ montado pela multiplicagdo do problema virtual 2 pelo hiperestatico 2 (M, ). Os

giros apresentados na figura 12.15 possuem 2 indices, o segundo corresponde ao problema

que esté sendo resolvido e o primeiro ao deslocamento ou giro que esta sendo calculado.

Passo 1: Calculam-se os deslocamentos (giros) 6, ¢ 6, do problema 0 pela tabela de

integrais como:

MM 3 MM 3
_j/ LEVL S (SR _j/ _ 4" (1236)

coL =
TE 3 24E1 24E]
Passo 2: Calculam-se os 'giros' 6,, (giro 1 do problema 1) e 8,, (giro 2 do problema 1)

usando os problemas virtuais 1 e 2, lembrando-se que os giros do problema 1 sdo dados por

M6, e M0, .

‘MM, Lpg=to jéMMde_—zlb ~ ' (1237
“EL 3 3E El 6 6EI

Passo 3: Calculam-se os 'giros' 6, (giro 1 do problema 2) e 6,, (giro 2 do problema 2)

usando os problemas virtuais 1 e 2, lembrando-se que os giros do problema 2 sdo dados por

M,0, e M,0,.

_ [ MM, dx:—l flbazi e 0,= ‘MM, dx=0 _ 12.38
22 12 12
o EI El 3 3EI 0 EI 6E1
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Passo4: Escrevem-se as equagdes de compatibilidade geométrica, ou seja, nos engastes
removidos o giro total ¢ nulo:

6, +0,M, +6,M,=0 e 6, +6, M, +6,,M,=0 (12.39)

Finalmente, organiza-se o sistema de equacdes na forma:

{e” az} {M}{e} a0
921 922 sim M, 020

onde a matriz que multiplica os hiperstaticos ¢ chamada de matriz de flexibilidade da
estrutura.

Resolvendo o sistema encontra-se M, =M, =—q¢*>/(12EI). Com os valores dos

hiperestaticos podem-se calcular os esforgos solicitantes da estrutura por superposi¢do de
efeitos, como no exemplo anterior. Outra possibilidade ¢ resolver novamente o problema
utilizando-se as reacdes ja calculadas.

A propriedade de simetria da matriz de flexibilidade ¢ sempre valida e ¢ conhecida
como Teorema de Maxwell-Betti. Em outras palavras, o efeito de um estado de carregamento

virtual j em um ponto i (por exemplo, o giro &, - problema 2 avaliado no ponto 1) ¢ igual
ao efeito de um estado de carregamento virtual ; em um ponto j (o giro 6,, - problema 1

avaliado no ponto 2), assim &, =6, 0 que € interessante para verificagdo em um célculo

Ji?
manual.

Com base nos dois exemplos expostos, pode-se escrever o método das for¢as como:

5 +A-R=0 (12.42)

onde a matriz de flexibilidade A ¢ constituida pelos 'deslocamentos’ e/ou 'giros’ virtuais, R ¢
o vetor dos hiperestaticos (for¢as e/ou momentos) e 50 ¢ o vetor dos deslocamentos e/ou giros

avaliados no problema 0.
Por exemplo, em um problema de flexdo 2D qualquer, considerando efeitos de forca

cortante e for¢a normal, além do momento fletor, tem-se:

j
E dx+j k=t (12.43)

onde ¢ ¢ a extensdao do problema.
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Figura 12.16 - Exemplo 5x hiperestatico.

Na figura 12.16, por exemplo, existem 5 hiperestaticos, assim, a matriz de
flexibilidade sera 5x5. Liberando-se os dois giros dos engastes, as duas translagdes do apoio
fixo e mais uma translagdo de um dos engastes tem-se dois momentos e trés forgas (reagoes)
como hiperestaticos. Assim, a matriz A possuira termos em 'giros’ virtuais e 'deslocamentos’
virtuais.

Nao ¢ objetivo deste curso se alongar em aplicagdes complexas, apenas se passar a
conceituagao geral. Assim, no proximo item se apresenta o método aproximado de Rayleigh-

Ritz

12.5 — Conjunto de Listas de exercicio

Resolver as Listas de Exercicios 21 e 22 disponiveis no Anexo.

12.6 - Método de Rayleigh-Ritz

Na passagem da equagdo (12.20) para a equagdo (12.21) com sua consequente
generalizacdo para a equagdo (12.35), escolheu-se substituir no calculo da energia de
deformacao a primeira versao da equacao (12.11) e a férmula do céalculo das tensdes normais
da flexdo. Neste item, particularizando para o exemplo 12.6, se escolhe a forma da equagdo
(12.10) para o célculo da energia de deformagao e as formulas (10.1) e (10.6a), que associadas
relacionam deformacao longitudinal e curvatura na flexdo em pequenos deslocamentos e sem
efeito de forca cortante, para se escrever a energia de deformacdo em funcdo dos
deslocamentos transversais. Este procedimento resultara no método aproximado de solucdo de

Rayleigh-Ritz e no proximo item no método dos elementos finitos.
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Exemplo 12.6:
Neste exemplo, calcula-se o deslocamento vertical do ponto carregado da barra engastada

indicada pelo método de Rayleigh-Ritz.

a V

e
X / ==

I » |
I Ll

Figura 12.17 - Viga em balango com carga concentrada na extremidade

A energia total do sistema estudado ja foi escrita no exemplo 12.1 e ¢ repetida aqui,

comao:
0
M= jo L u,.dAdx - P.5 (12.20)

onde dAdx=dV,. A primeira parcela de (12.20) ¢ a energia de deformagdo acumulada no

corpo. Altera-se o processo de solugdo escolhendo-se a equagdo (12.10) para representar a

energia de deformacgao, ou seja:
m=| LEEg dAdx - P.§ (12.44)

Lembrando-se da relacao entre a deformagao longitudinal e a curvatura (em pequenos

deslocamentos) & =—v"(x)-y e que 6 =v(¢) a equagdo (12.44) pode ser escrita como:

M= % [ E1(v" ()’ dx— Pv(t) (12.45)

Ao contrario do que foi feito no exemplo 12.1, onde se realizou a derivada da energia
total em relagdo a forca, pretende-se derivar a energia de deformag¢dao em relagdo ao

deslocamento. Porém, como o deslocamento v(x) ¢ uma funcdo continua, realizar a variagao

da energia total em relacdo a esta funcdo € operacionalmente impossivel. Em certos
formalismos matematicos define-se esta variagdo como a derivada de Gateaux, complicando o
entendimento e resultando no mesmo procedimento operacional descrito aqui.

A estratégia proposta, denominada método de Rayleigh-Ritz, substitui o deslocamento
(transversal neste exemplo) por uma aproxima¢do polinomial completa de modo que a
derivada necessaria sera aplicada de forma bastante simples. Este exemplo sera resolvido por

trés propostas diferentes da aproximagao.

(a) Polinémio de ordem 3:
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Substitui-se o deslocamento v(x) por

v(x)~ax’ +bx’ +cx+d (12.46a)
Assim calcula-se

v(l)=al’ +bl* +cl+d e V'(x) = 6ax +2b (12.46b)

Substituindo-se (12.46a e b) na equacio (12.45) encontra-se a energia total aproximada I1

como|:
= %jﬂ EI(6ax+2b) dx—P.(al* +b* +cl+d) (12.47a)

Podem-se aplicar as condigdes de contorno em deslocamento (muitas vezes chamadas
de essenciais) antes ou depois de se proceder com a variacdo do potencial aproximado. A
aplicacdo prévia das condi¢des de contorno reduz o sistema de equagdes finais. Assim, para
x=0 tem-se v(x)=0 e, portanto, d =0. Para x=0 tem-se V'(x)=0 e, portanto, ¢=0.

Ap0s se aplicar as condigdes de contorno a equagdo (12.47a) passa a ser

ﬁ=lj”E1(6ax+2b)2 dx—P.(at +b0) (12.47b)

7 Jo
A variagdo Ol é calculada em relagdo aos parametros (a e b ) como:

éﬁ=a—n5a+%—125b:0 (12.48)

oa

como da e Ob sdo variagdes arbitrarias, resultam duas equagoes,

M _y [ E1(6ax+2b)-6x dx~P.' =0 (12.48)
Oa 0
M_p [ E1(6ax+2b)-2 dx—P.s? (12.49)
ob 0
Resolvendo-se as integrais encontra-se o seguinte sistema de equacdes:
120° 647 PP
EIl ot (12.50)
607 40 |\b Pl
Solucionando o sistema tem-se:
a=--L_ e p=LL (12.51)
6EI 2EI

Assim, tem-se

v(x) = P +P—£x2 (12.52)
6El 2EI

Como a pergunta do exemplo € o deslocamento na extremidade carregada, encontra-se:
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P
5=v(€)=ﬁ (12.53)
Utilizou-se o simbolo de igual na equacao (12.53), pois a reposta coincide com o valor
calculado para o exemplo 1, revelando (o que ja era conhecido) que o comportamento do
deslocamento transversal da viga engastada resolvida ¢ cubico. Assim, como a ordem da
aproximacdo coincide com a ordem da solugcdo exata, as solugdes aproximada e exata

coincidem. Se o carregamento transversal fosse distribuido a solugdo seria exata para

polindmio de ordem 4.

(b) Polinomio de ordem 2:
Ao invés de se utilizar o polindmio cubico, resolve-se o exemplo 6 usando polindmio

de ordem quadratica para se verificar o carater aproximado da solu¢do. Assim,

v(x)bx* +ex+d  com  v({)=bl*+cl+d e Vi(x)=2b  (12.54)

e, portanto,
— 1 e
H=5j0 EI(2b) dx—P.(b0* +cl+d) (12.55)

aplicando-se as condi¢des de contorno conclui-se que ¢ =d =0 , portanto,

— 1 4 2 2
H:EL EI(2b) dx—P.(b*) (12.56)
Derivando-se em relagdo ao Uinico parametro b e integrando-se encontra-se:
4bEI( = P1? ou p=LL (12.57)
AEI
resultando
Pl PP
~—— e o=v(l)= 12.58
0= O 4 (12:39)

Revelando o carater aproximado da solucdo e que a estrutura aproximada ¢ mais rigida

do que a estrutura real.

(c) Dois subdominios com polinémio de ordem 2

Apesar do problema que se estd resolvendo possuir deslocamento transversal com
aproximacao polinomial cubica, este comportamento poderia ndo ser conhecido e uma
proposta para se melhorar a aproximagdo quadratica ¢ dividir o dominio do problema em

subdominios. Isto ¢ feito, nesse exemplo, utilizando-se dois subdominios para mostrar que a
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solugdo caminha para uma solugcdo cada vez melhor de um problema desconhecido

aumentando-se o numero de subdominios (convergéncia).

Primeiro subdominio 0 < x</(/2
Adotando-se aproximagio quadritica tem-se v(x)=bx"+cx+d . Aplicando-se as
condi¢des de contorno no engaste resulta v(x) =bx’ e v"(x)=2b. Onde o sinal de igual &

utilizado despreocupadamente, lembrando-se sempre que se trata de uma resposta
aproximada.

Segundo subdominio (/2 < x</
No segundo subdominio adota-se w(x)=ex’ + fx+g. Lembrando-se dos estudos de

linha elastica aplicam-se as condi¢cdes de continuidade, ou seja, v(//2)=w({/2) e
V'I(£/2)=w'(l/2) das quais se escrevem f e g em fung¢do de b ¢ e, como f=(b—e)£ e
g=—(b—e)(’ /4. Assim, substituindo-se f ¢ g em w tem-se w({) =(3b—e)(* /4 e:
w(x)=ex’+(b—e)lx—(b—e)l*/4 e w'(x)=2e (12.59)

Juntando-se os dois subdominios na equacao (12.45) tem-se

— 1 per2 2 | Y 2 2
M= Ejo EI(2b) dx+5L/2EI(2e) dx—P.(3b—e) /4 (12.60)
Derivando-se em relacdo a b e e e integrando-se tem-se:
2
2EIb€—3P€ =0 = bzﬁ (12.61)
8EI
2
2E1er+ 2 2 - il (12.62)
4 8EI

Portanto, neste caso encontra-se uma nova aproximac¢do para o deslocamento na
extremidade livre calculada como.

P/’
3,2EI

5 =w(l)= (12.63)

bem mais proxima da solugdo exata. Além disso, conhece-se o deslocamento ao longo da

barra com uma aproximacao quadratica em dois subdominios, bastando calcular f ¢ g.

Nos textos especializados, melhorar o grau de aproximagao do problema ¢ chamado de

refinamento p (polinomial). Quando se aumenta o nimero de subdominios mantendo-se o

grau dos polindmios diz-se que estd se praticando o refinamento / .
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12.7 - Método dos elementos finitos

Como se pode perceber, pelo carater introdutério deste curso, limita-se em muito as
possibilidades de solu¢do de problemas gerais pelas técnicas apresentadas, pois se pretende
oferecer ao aluno uma visdo geral do que ird enfrentar em cursos mais avangados. Acredita-se
que essa exposicao facilitard o entendimento futuro dos problemas e métodos abordados.

O M¢étodo dos Elementos Finitos ¢ uma ferramenta largamente difundida para solucao
de so6lidos elasticos, incluindo estruturas em barra que sao os objetos deste curso. Este método
nada mais ¢ do que a substituicao das constantes dos polindmios do Método de Rayleigh-Rits
por parametros com significado fisico. Para o problema de flexdo, seguindo a cinematica de

Euler-Bernouli ¢ pequenos deslocamentos e rotagdes, sabe-se que O(x)=vV'(x), ou seja, a

derivada do deslocamento ao longo da barra ¢ o seu giro.

Observando a figura 12.18, chama-se:
v(0)=v, () =v,, V(O0)=6 e V(0) =6, (12.64)

onde o indice 1 ou 2 corresponde ao que se chama de n6 1 ou 2 do elemento finito.
1 2

,Ya \v(x) ) 02

y

Figura 12.18 - Pardmetros nodais

Admitindo-se v,, 6, v, e 6, como quatro parametros de aproximacao, conclui-se que

este elemento finito possui aproximagao cubica, assim, no formato do método de Rayleigh-

Ritz tem-se:
v(x)=ax’ +bx’ +cx+d (12.65)
Com o interesse de substituir os parametros a, b, ¢ e d por v,, 6,, v, e 6, utilizam-

se as condi¢des (12.64) na equacdo (12.65), resultando o seguinte sistema de equagoes:

0 0 0 1||a 12

0 0 1 0\p|_J6 (12.66)
oo 1| v '
30 201 0|ld] |6,
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que invertido resulta em, c¢=6, d=v, a=[2(v,-v,)+(6+6,)(]/, e
b=[30(v,—v)-*(6,+26,)]/ 0.

Substituindo-se essas constantes em (12.65) escreve-se:

V) ={[2(n 1) +(8+6,) 1]/} +
12.67
H{[300m )~ (6,428) )/ £} + G+, (12.67)

Isolando-se na equagdo (12.67) os parametros nodais v,, 6,, v, e 6, escreve-se:

3x7 2x° 2x° X 3x* 2x° ¥ X
V(X) (1—74' g jvl+£X—7+€—2j91+(£—2—€—3j\/’2+[—7+£—2J92 (1268)

ou, de forma compacta

v(x) =@ (x)v, +¢,(x)0, + 4, (x)v, + 9, (x)6, (12.69)
sendo @, ¢,, §, ¢ @ as chamadas fungdes de forma de cada parametro (respectivamente v,,
6, v, e 6,), dadas por:

3 2 2 3 2 2 3 3 2 2 3 2 3
B2 g a2 (32 e

A
Nota-se que a representacao (12.69) ¢ equivalente a representacdo (12.65), porém, as
constantes v,, 6, v, e 6, possuem significado fisico.

Para se resolver um problema de flexdo pela variagdo nula da equacgdo (12.45) ¢

necessario se conhecer v'(x) que sera dada por:

V'(x) =4 (x)v, + 9 (x) 6, + 4 (x)v, + @) (x) 6, (12.70)
com:

y 12x 12x 6 ) 6x 4 6x 2

1(x): e fz > ( )__ é_Q’ ¢1(x):£_2 ( )———Z (1271)

A equagdo (12.70) pode ser escrita na forma de um produto escalar entre dois vetores, ou seja:

vl ¢1”

14 14 4 4 4 9 14 ¢”

V) ={d' o & @} vl ou  V()={vw 6 v, 6,1} (12.72)
2 2
(92 (pé'

Fazendo o produto da segunda forma pela primeira de (12.72) tem-se:
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nen n_.n "nin n.n

D D 12 Dy (|

nimn n_.n "n n_.n 9
(V”(X))z = {vl 91 V2 02} ¢1’ lﬂ ¢1(¢1” golrl( ?! ¢i/¢f/ 1 (1273)
271 ¢2 ¢l 272 2¢2 v2
M A
Que ¢ uma forma quadratica. Em notagdo compacta tem-se:
(V') =v[k] ¥ (12.74)
onde a matriz [k] ¢ simétrica.

A equagdo (12.45), por enquanto sem forca distribuida, fica reescrita para esse

problema como:

1= % j:EJ(v”(x))2 dx—Fv,—M,0, - F,v, — M.,0, (12.75)

sendo F, M, F, e M, as for¢cas e momentos concentrados aplicados nos nés 1 e 2.

Observando o método de Rayleigh-Ritz, cada linha do sistema de equacdes resultante
da variacao da equagao (12.75) ¢ dado pela derivada da equagdo em relagdo ao parametro de

interesse. Assim, de forma compacta tem-se:

oIl ou
v | |ow
an| |eu| [E] [0
06, 00, M, 0
= - = (12.76)
an(~|au[T| A ("o
ov, ov, M, 0
oIl ou
a6, a0,

Como se sabe do célculo, a derivada da integral ¢ a integral da derivada de seu nucleo.

Assim, por exemplo, derivando-se a expressao (12.73) em relagdo a v, tem-se:

"nin n.n nin "n_n

171 171 172 1772 vl
6(v”(x)2)_{1 0 0 0 o elol eid eler |6,
oy, b ol B BP) || v,

o Pl P PPy

(12.77)

nimn n_n nimn " _n]
D Dy t%) A%
n_n n_n

o8 e ed P,

2

1

0

+ {Vl 91 V) 92} "n "_n "an "n 0
0

271 2¢1 272 2¢2
"_n "_n

o Plol o] 0,0, |
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ou

G dol 4h o | (v

a vﬂ X 2 9
(Ve ):2_ | (12.78)

oV, v,

0,

Procedendo-se da mesma forma para todos os outros parametros, a equacao (12.76), a

luz de (12.75) e (12.78), fica:

1” 1” 1”¢1” 1” 2” llfwél Vl F’l 0

o o s | o
0 a8 ho 0 o, V) F, 0
o8 o0 o Plpr | 16,) (M,) (0

Como se conhece cada valor do nucleo da integral, esta pode ser realizada e ¢ valida
para qualquer elemento finito de aproximagdo cubica de barra geral reta. Esta ai a grande

vantagem do MEF. Procedendo-se a integragdo resulta:

12 6 -12 6 71(v] [F
60 4 —6t 200 ||a| |m
el Lo (12.80)
Fl-12 —er 12 -er|]v, [ F
60 200 60 42 |lo,| |M,

Em forma compacta se escreve:

K-i=F (12.81)
onde u ¢ chamado vetor de deslocamento nodal, K ¢ chamada matriz de rigidez do elemento

e F ¢é o vetor de forcas nodais aplicadas.

A equacdo (12.80) foi obtida antes de se aplicar as condi¢des de contorno em
deslocamentos e, portanto, a matriz de rigidez ¢ duas vezes singular (uma translacdo e uma
rotagdo livres j4 que a translacdo na direcdo do elemento ndo foi considerada). Depois da
breve descricdo da consideragdo de forgas distribuidas, resolve-se o exemplo 1 utilizando-se

apenas um elemento finito discutindo-se alguns aspectos operacionais de solugao.

Consideracdo da forca distribuida

Para se derivar a equacgdo (12.80) partiu-se da equacdo (12.75), vinda de (12.45),
escrita sem considerar for¢a distribuida. Partindo-se da equagdo (12.28) na forma de (12.45)
reescreve-se (12.75), considerando-se forga distribuida, como:

1 ! " l
M= Ejo El(v (x))2 dx—Fyv,—M,6, - F,v,—M,0, —_[O q(x).v(x)dx (12.82)
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Considerando-se a forga distribuida constante e usando-se a equagdo (12.69) escreve-

S¢:

M= [ E1(v"(x)) dx = Foy, = M0, = Fyv, — M0, +
_2 0 VX X lvl 11 2v2 272

/ : [ / (12.83)
_|:qJ-0 ¢1dx Vi + C]L ¢1dx . 91 + CIIO ¢2dx' v, + q_[() dex. 92j|

Os termos entre colchetes podem ser chamados de for¢as nodais equivalentes vindas

da carga distribuida, dadas por:

F =qj:¢1dx=q£/2 (12.84)
— 14

M, =qj0 pdx=ql* /12 (12.85)
F=q[ gdx=qt/2 (12.86)
M, =q[ godx=-q* /12 (12.87)

Assim, a equacdo (12.82) fica escrita como:

H:lJ./EI(V”(x))de—FV -M,0 —F,v,-M,0,+
2 0 171 171 272 272

(12.88)
_Flvl _Mlel _szz —Z\7[26’2
Finalmente, por analogia, a equagdo (12.80) fica escrita como:
12 6/ -12 6/ |[v F, F
60 40 —60 20°||6 M| M
E—f =y ey ! (12.89)
=12 —60 12 —60]|v, F, F,
60 200 —60 40|60, (M, |M,

Exemplo 12.7:
Calcular o deslocamento e o giro da extremidade carregada da barra da figura 12.19
bem como as reacgdes de apoio pelo Método dos Elementos Finitos utilizando-se um elemento

finito de aproximacao cubica.

- \NANNWW

Figura 12.19 - Barra engastada.
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Obviamente que o processo de solucao final ¢ bem mais expedito do que os passos
explicativos mostrados aqui. Entretanto, todas as passagens possuem razdo didatica e, no
proximo exemplo, procurar-se-a ser mais breve.

Primeiramente toma-se a equacdo (12.80) e substitui-se a condicdo de contorno em

deslocamento (essenciais) v, =0 e 6, =0 e em forcas (naturais) F, =P e M,=M .

12 6/ —12 60 ][0 F,
EI| 60 40° —60 20°1|0 M,

— = (12.90)
=12 -6 12 —60||v, P
60 200 —60 4r* |0, M
Claro que se pode escrever a equagdo (12.90) como:
0 0 -12 6/ |0 F,
0 0 —6¢ 20°(|0 M
2 _ M (12.91)

7o o0 12 6w, | P
0 0 —60 47 ||6, M
As duas primeiras equacdes, representadas pelas duas primeiras linhas da equacao

(12.91) indicam que, conhecidos v, e 8, calculam-se F, e M, . Assim essa opera¢ao pode ser

deixada para depois e se escrever (12.91) como:

1 0 0 O |[O0] (O

o1 0 0|0 0
E_31 _ (12.92)
flo o 12 —6fllv| |P

0

0 —-60  40% |6, M
Onde as duas primeiras linhas informam a igualdade 0 =0. O sistema indicado em
(12.92) pode ser resolvido por uma rotina de solucdo de sistemas diretamente, assim a
aplicacdo das condi¢des de contorno em deslocamentos, desde que nulas (homogéneas) pode
ser realizada zerando-se linhas e colunas correspondentes aos graus de liberdade restritos da
matriz de rigidez e colocando-se 1 na diagonal. Além disso, zeram-se as reagdes de apoio
correspondentes que serdo calculadas posteriormente. Na resolu¢cdo manual o sistema (12.92)

pode ser escrito como:

. == (12.93)
—6¢ 4 |\6,| EI'|lM

que invertido fica
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2 P
{vz}: ¢ {M 6£H } (12.94)
0, 12EI| 60 12||M

fornecendo:

Pl M Pl M/
Vv, = + 0, = +— (12.95)
3EI  2EI 2El EI
Se M =0 confirma-se o resultado do exemplo 1.

As reagdes de apoio sdo dadas pelas duas primeiras linhas da equagdo (12.90) ou (12.91), ou

seja:
0
K 12 6/ -12 6/ || 0 P
i =E_31 i i __ (12.96)
M| 0|60 407 —60 207 ||v, Pl+M
92

Deve-se observar que o sinal negativo indica que as reagdes estao em sentido contrario
aos indicados na figura 12.18 que define a convengdo de sinais. Uma forma direta de se
calcular os esforcos solicitantes, apdés o conhecimento das reagdes (for¢as nodais), ¢ pelo
equilibrio, como feito nos outros capitulos. Porém, isso retira a generalidade do MEF, que
pode ser usado em andlise de soélidos, fluidos etc. Assim, os esforcos solicitantes sdo

calculados diretamente pela relagdio momento curvatura, ou seja, M(x)=—-V"(x)-El e

O(x)=—V"(x)-EI .
Da equacao (12.72) tem-se:

Vl

MxX)=—{¢' o' ¢ ¢} i -EI (12.97)
92

€
Vl

Ox)=—{¢" o & ¢} i -EI (12.98)
92

Exemplo 12.8:
Resolver pelo método dos elementos finitos, usando apenas dois elementos de aproximacao

clbica, as reagdes de apoio do problema representado na figura 12.20.
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Dados: E,I, =10000kN -m*, E,I, =80000kN -m>, Recalque no nd 2 v, =—-3mm (para cima).

3kN /m
b
57 YVY A A 3

[

3
N
3

Figura 12.20 - viga continua de dois tramos com recalque central para cima

A primeira informacao adicional de um problema com mais de um elemento finito é
que os graus de liberdade devem ser numerados em uma sequéncia ldgica, com a escolha de

dois nomes para os graus de liberdade, v, e 6 o indice i corresponde diretamente ao nd do

problema (1,2 ou 3).
Fazendo-se uma analogia do problema com ao item (c) do exemplo 12.6, a equacao

(12.83) fica:

_ 1 " 2 1 " 2 ! Wa! 1 Va!
= EL EI(v"(x)) dx+5L2 EI(v'(x)) dx—F'v, — M6, El'v, — M6, + (12.996)
_Ezvz _Mlzez _Fzz"3 —1\712293 —Fv, —M\0, - Fyv, - M, 0, - Fyv; — M0,
onde as forgas equivalentes de cargas distribuidas foram aplicadas e as forgas

(F,M,,F,,M,,F,,M,)sao consideradas pensando nas reagdes presentes no diagrama de

corpo livre.

Os indices dos deslocamentos da equacdo (12.99) ja estdo no formato chamado global,
ou seja, ja correspondem a numeracao global dos nds da estrutura. Porém, por questdes
didaticas, os indices das for¢as nodais equivalentes (vindas das forcas distribuidas) estdo no
que se chama numerag¢ao local dos elementos. O indice superior indica o elemento e o inferior
o no6 local do elemento, no caso do elemento desenvolvido sempre 1 e 2. Isso mostra que as
forgas nodais equivalentes devem ser somadas nas posi¢des correspondentes, bastando
colocar em evidéncia os deslocamentos coincidentes, como:
1= lJ. E[(v"(x))2 dx+lj‘/ EI(v”(x))2 dx—E'v,— M6, —(F‘ZI +1‘_?;2)v2 +

294 27 (12.100)
_(M; +M12)92 _]322‘;3 _M2203 —Fv,—M\0, - F,v, =M, 0, — Fyv, - M0,
esta regra também vale para as linhas e colunas das matrizes de rigidez calculadas para cada
elemento finito. Calculam-se a matriz de rigidez e o vetor de forcas nodais equivalentes para

cada elemento usando-se as expressoes (12.83) até (12.87) e (12.89), como:
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Elemento 1:

El, 10000kNm®

: ——=80kN / m
l (5m)

960 2400 -960 2400 7,5
2400 8000 —2400 4000 — ]625
112960 —2400 960  —2400 s

2400 4000 —2400 8000 —6.25

Elemento 2:

2
Eg[l :8000"]\2”1 =125kN / m
/ (4m)

1500 3000 —1500 3000 6

3000 8000 —3000 4000 _ |4
= e =
> | =1500 -3000 1500 —3000 e

3000 4000 -3000 8000 —4

Procede-se a montagem do vetor de forcas e da matriz de rigidez, conforme regra

estabelecida na equagdo (12.100), escrevendo-se equacdo semelhante a (12.89), como:

(9,6 24 9,6 24 0o 0w 7,5 F,
24 8 24 40 0o 014 6,25 M,
l0o.| 796 24 (15+9.6) (-24+30) 15 30 |]w|_| (7.5+6) | |F, (12.101)
24 40 (-24+30) (80+80) -30 40 [|6,( |(-6,25+4)[ |0
0 0 15 30 15 =30 |v, 6 F,
L0 0 30 40 =30 80 |6 -4 0

onde a reagdes (F;,M,,F,,F,) sdo mantidas diferentes de zero pois podem ser calculadas
posteriormente a solugdo de 6, e &, incognitos.

Esta equacdo foi montada antes de se aplicar as condigdes de contorno em
deslocamento que reduzird a ordem do problema, tal como aconteceu no exemplo 12.7.
Aplicando-se primeiramente as condi¢des homogéneas (v, =6, =v, =0) reduz-se a ordem do
sistema para:

246 6 30|(v,] [135) [F
100-| 6 160 4046,t=1-225'+{0
30 40 80]|6, —4 0

onde se manteve o recalque (deslocamento conhecido na vertical do no 2).
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A primeira linha desta equacdo indica que, resolvidos &, e 6, calcular-se-a a reagdo

F,. Assim, também se elimina a primeira linha, na versdo expandida da equacdo (12.101),

resultando:
0 0 0 |[v, 0 0
100-| 6 160 40116, =1-2,25:+40
30 40 8016, -4 0

Multiplicando-se a matriz pelo deslocamento, tem-se para a primeira linha (0=0), A
segunda e a terceira linhas podem ser dadas pelo produto de uma matriz (2x2) pelas

incognitas, acrescido de um vetor independente correspondente a primeira coluna

multiplicada pelo recalque, como:

160 407(6,] [600v,] [-2,25 160 407(6,] [-2,25] [600v,
100 + ~ ou 100 = -
40 8016, |800v,| |-4 40 80|l6,[ |-4 800v,

que, numericamente, substituindo-se v, = -3 107, fica:

160 407(6,) [-0,45
100 =
40 so0|le,[ |-16
que invertido resulta em @, =2,10710*rad e 6, =-7,30410"rad .

Conhecidos todos os deslocamentos nodais, calculam-se as forcas reativas da equacao

(12.101), ja& substituindo os valores nulos como:

Linha 1: F, =(-9,6v, +246,)-100-7,5 ou  F=-5126kN
Linha 2: M, =(-24v, +406,)-100-6,25 ou  M,=0,107kN-m
Linha 3: F, =(24,6v, + 66, +306,)-100—-13,5 ou  F,=-18815N
Linha 5: F, = (-15v, —306, —306,)-100—6 ou  F,=-3,059kN

Pode-se observar que as equacdes de equilibrio estdo satisfeitas. Entretanto, o fato de
se usar a curvatura para se calcular os esforgos solicitantes indica, pela presenga da carga
distribuida, que os esforcos solicitantes ndo estardo representados de forma exata,
necessitando de maior numero de elementos finitos (refinamento h) ou a utilizacdo de
elemento finito com aproximagdo polinomial de ordem 4 ou superior (refinamento p) para
melhorar a solu¢do do problema. Lembre-se que, neste caso simples, se pode calcular os

esfor¢os solicitantes pela técnica das secdes e encontrar a resposta exata.
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Finalmente, caso se desejasse resolver o problema utilizando-se computador, ao invés
de se reduzir o sistema como feito acima, € pratica comum seguir a técnica mostrada na

equacdo (12.92) que, para esse, problema resulta em:

100 0 0 0 |[w 0 0
010 0 0 0 [[6 0 0
001 0 0 0 [|n|_ 0 0 (12.102)
0 0 0 16000 0 4000||6,[ |(-6,25+4) |600v,
000 0 1 0 [[v 0 0
10 0 0 4000 O 8000 |6, —4 800v,

com as reagdes calculadas posteriormente como nas equagdes ja mostradas.

A equacdo (12.102) pode ser descrita de forma simplificada como: zeram-se as linhas
e colunas dos graus de liberdades conhecidos (nulos ou nao) e coloca-se 1 na diagonal. Nas
linhas das equagdes correspondentes aos graus de liberdade incdgnitos criam-se termos (em
um vetor independente adicional negativo) contendo o grau de liberdade conhecido
multiplicado pelos termos da coluna correspondente (da linha de interesse) da matriz de
rigidez original.

As descri¢des apresentadas sobre os métodos energéticos ja ultrapassam os objetivos
deste curso de mecanica dos so6lidos. Os alunos interessados devem buscar bons livros em

elementos finitos para aprofundar seus conhecimentos.
12.8 — Conjunto de Listas de exercicio

Resolver novamente a décima nona lista de exercicios pelo método dos elementos

finitos. Caso o estudante tenha interesse, resolver também pelo método de Rayleigh-Ritz.
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Mecanica dos Solidos Il - Décima segunda Lista de Exercicios

1) Calcular as méaximas tensdes normais (o)

2)

3)

de tragdo e compressao para os dois
materiais. Foi considerada se¢do de
entradas com E, =200GPa e

E, =50GPa . Apesar de ndo haver tensdo

de cisalhamento no plano da se¢ao
transversal, qual o maximo cisalhamento
que ocorre no material 1? Para calcular
essa tensdo de cisalhamento, recordar
tensdes em planos inclinados na barra
simples ou deixar para responder apds o
estudo do capitulo 9.

Para a secdo transversal indicada com
espessura constante ¢ =0,7cm . Tragar a

linha neutra e calcular as méximas
tensdes de tracdo e compressdo nos dois
materiais. Considerar se¢ao transversal de
parede fina com E =200GPa e
E, =20GPa e usar a linha do esqueleto
para o calculo das tensdes. Dados:
M. =10kN.m, My:—SkN.m,
N, =—100kN .

C,

Dados M_=17.5kN.m, M, =-2kN.m,
N =25kN , E. .. =21GPa,
E . =2100GPa € Py =0,5cm.

Sabendo-se que a forca normal
(excéntrica) estd aplicada no ponto "A" da
secdo transversal, calcular a tensdo
normal o, no cg das fibras e a maxima

tensao normal na matriz.

4) Tragar a linha neutra para secdo transversal

nio simétrica e calcular a maxima tensao
normal o de tragdo. Dados: M =8kNm

, M, =-TkNm ¢ N, =300kN (passando

pelo cg). Considerar secdo transversal de
ENTRADA.

| 15ecm | 15cm
7 w w w
N =200kN
2
20cm E,
E 7
20cm
/I// ___________ R —
E |7
¥ 15¢m
: \E,
10cm
= A
P ) T
3* N1 T
et foem
'y
2. \i, ‘l :iz
—H——1_
2 5 5 VY
10
7766'}’}’!
10
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Mecanica dos Solidos II - Décima terceira Lista de Exercicios

Para as se¢des transversais indicadas, calcular a posi¢ao do centro de cisalhamento

a)
t=0,1
t=0,2
t=0,1
osimo
15¢cm
15¢cm
o 15em 10
[ [ [
Q)
10cm
r=0,1 T
10cm
I 15cm I15cm I o
e) Desafio
15¢cm t=cte
| | |
! 10cm 'Sem !

b)
S5cm
10cm
d)
15em
—+ [t =cte
15¢m
o 30cm |
[
f) Desafio
__________________ t=cte
15¢cm
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Mecanica dos Sélidos II - Décima quarta Lista de Exercicios

1) Calcular as tensdes de cisalhamento e normal, que atuam no plano da secdo transversal, nos

pontos A e B indicados na figura.

q=6kN/m
ql
V V.V V VvV V VP vV vV vV vV v Y ' B
B
=
y A @z 10cm
10cm
o] 0,5cm
1.5m 2m i
1, 10

2) Para a se¢do transversal no ponto B calcular a maxima tensdo normal e de cisalhamento no
plano da se¢do. Considerar duas situacdes distintas: a) Linha representativa do esquema estatico
no cg da secdo transversal. b) Linha representativa no cc da se¢do transversal. Daodos:
AB=1m, BC=2m, CD=1,5m, t=1cm ¢ a=10cm (comprimento de cada trecho da

se¢do transversal hexagonal).

=

<

3) Usando a primeira se¢do transversal da lista 13 e o esquema estrutural da questdo 1 da lista

11, repetir o exercicio 2. Usar os pontos que definem as se¢des indicadas na questdo da lista 11.

4) Usando a quarta secdo transversal da lista 13 e o esquema estrutural da questdo 2 da lista 11,

repetir o exercicio 2. Usar os pontos que definem as se¢des indicadas na questdo da lista 11.

5) repetir o exercicio 2 para a se¢ao transversal hexagonal fechada.
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Mecanica dos Sdélidos II - Décima quinta Lista de Exercicios

Esta lista de exercicios foi preparada com o intuito de familiarizar o aluno com
as formulas de andlise de tens3o em um ponto. Algumas respostas sdo fornecidas. Em
particular, sdo exercicios adaptados de um livro ndo mais editado chamado Mecéanica
dos Materiais de Higdon et. al. Todos os problemas estdo no Estado Plano de tensoes,

pois leis constitutivas serdo abordadas em listas posteriores.

1) Em um ponto sob tensio (EPT), as tensdes normais sdo o, =120MPa,
o,=-40MPa ¢ t7,,=-60MPa. Determine ¢ mostre em um esbogo as tensdes

principais € a méxima tensao de cisalhamento no ponto.

Resp: ¢, =140MPa , 5,, =—60MPa, =100MPa ¢ 6, =-18,43".

T

max

2) Em um ponto de uma peca de maquina (EPT), aferiu-se 160MPa atuando sobre um
plano horizontal ¢ —80MPa atuando sobre um plano vertical. Além disso foi possivel
determinar que, sobre o plano horizontal, uma tensdo tangencial (cisalhamento) de
50MPa contraria ao eixo padrdo tangencial deste plano. Determine e mostre em um

esbogo as tensdes principais € a maxima tensao de cisalhamento.

Resp: 0, =170MPa, 0, =-90MPa, o, =0,

=130MPa, 6,, =—11,31°

Tmax

3) Dados (EPT) o, =300MPa, o, =180MPa ¢ 7,, =50MPa , determinar e esbogas as

tensdes principais € 0 maximo cisalhamento.

Resp: o, =318,1MPa, o,,=161,9MPa, 6, =19,9° e|r

=159,05MPa (no plano

max

que forma 45° com os planos z e da tensdo principal 1).

4) Em um ponto (EPT) o, =130MPa ¢ 7z, ¢ negativa, porém néo se conhece seu valor.

- Tcrit

A maxima tensdo principal vale o, =150MPa e |r =100MPa . Determine o,

max

e7,. Resp: 0, =-30MPa, 7, =—-60MPa .

5) As tensdes mostradas na figura atuam em um ponto de um elemento estruturas

(EPT). Uma tensao principal de tracdo ¢ conhecida e vale o =12MPa . Determine: a) A

A5



tensdo de cisalhamento maxima no ponto. b) A tensdo 7z, . ¢) A orientagdo do plano

sobre o qual atua a tensdao de cisalhamento méxima.

A Ty

— l | T — 8MP

8MPa «— — a
gl [
) B [t
p [
puy| I | R

Resp: a) |rmaX =8MPa , b) |7,,|=6,93MPa c) Depende da escolha do sinal de 7, por

exemplo, 7, =6,93MPa imaginando-se que o desenho informa o sinal, tem-se

0,=75",onde r, =-8MPa.
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Mecanica dos Solidos II - Décima sexta Lista de Exercicios

1) Lembrando que para o

z

componentes de tensdo dadas € seguro.

o, =10MPa
a) o, =—20MPa
7, =5MPa
o, =30MPa
b) o, =—20MPa
7, =15MPa
o, =30MPa
c) o, =40MPa
7, =35MPa

0,=0,=0 e para o EPD

0,=0,= V(O'X +O'y) = V(O'pl +0'p2) , verificar para os dois casos se um ponto sujeito as

Critério de Tresca com

T =16MPa

Critério de Von-Mises com

o =50MPa

Critério de Drucke-Prager com
o =125MPa

a=1rad

2) Usando extensometros mediram-se as deformagdes indicadas. Se vale o EPT, verificar se os

estados de tensdo em um ponto sido seguros. Dados £ =10GPa ¢ v =0,3.

&, =30u Critério de Tresca com
a) £, =40u 7 =300kPa

Vo =104

g, =600u Critério de Von-Misesa com
b) &, =-300u 0 =6,5MPa

Ve =104

e, =60u Critério de Mohr-Coulomb com
c) &, =-300u o =12MPa

Yy =70u a=0,9 rad

3) Trés extensdmetros chamados "a", "b" e "¢" foram posicionados na superficie de uma chapa
formando os seguintes angulos com o eixo "x" (horizontal): €, = 35°, 0, = 60° e 0, = 100°.
Suas medidas forma: &, =500u, & =1000x e & =-400u. Sabendo-se que a chapa

trabalha no Estado plano de tensdes e que é constituida de ago (E =200GPa ¢ v =0,32),

calcular as tensdes principais ¢ a maxima distor¢do. Esbogar os resultados.
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Mecanica dos Solidos II - Décima sétima Lista de Exercicios

1) Para o vaso de pressdo cilindrico tampado, calcular no ponto indicado (na linha do esqueleto)

as tensoOes principais ¢ 0 maximo cisalhamento. Verificar se o ponto € seguro para o critério de

Von-Mises. Dados: N =1885kN, M, =282,75kN.m, p=1,1 kN / cm® ¢ & =T70kN / cm”.

Este ponto ¢ representativo para a estrutura? Porque? Considerar: R =30cm e t =0,5cm .

2) Calcular as deformacgdes principais z
e maxima distor¢do para as barras
DE e DC da estrutura. Observar que

as duas possuem a mesma sec¢ao %
transversal (circular vazada) de parede |

"§<

A
fina com R, =10cm e t=0,2cm.
E=(5;5-1)m

Ambas sdo  pressurizadas com -
D F=(-LL-2)kN

p, =1MPa e feitas de ago com as
seguintes  propriedades  elasticas: BC, =2m / E
E =200GPa ¢ G=T70MPa.

C_DZ :2m 1-::

Y AB. =1m

3) Todas as barras da trelica 3D indicada sdo compostas por tubos cilindricos de parede fina

com R =5cm e t=0,2cm . Qual deve ser a pressdo a pressdo interna nos tubos para evitar

tensdes de compressdo nas barras?.

P =(0:0;0)m

P, =(1;0;0)m

P, =(3;0,0)m

P, =(0;2;0)m

P, =(1;2:0)m

P,=(2:2:0)m

P =(1/21:3)m

P,=(3/2:1;3)m

Fy = (LL1)kN
% F, =(0;0;-5) kN

F, =(0,0;-4)kN
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Mecanica dos Solidos II - Décima oitava Lista de Exercicios

1) Para as estruturas isostaticas das figuras calcular o deslocamento vertical dos pontos 4 ¢ B
(quando existir). Escolher um trecho da estrutura para escrever a equagdo da linha elastica.
Resolver usando tabela de linha elastica ou a equagdo da linha elastica. Desprezar efeitos de

forca cortante e for¢a normal.

a) 5kN I m
4
EI = 6000kNm® & EI = 7000kNm’
} 3m } Im }
b) 6kN
5kN I m
4
= AN
e I
9) 50kN / m
2 Er=1500ive® | L L LT Er=20000vm? E
EI = 2000kNm® 4
‘ 1m . 05m | 05m | Im |
\ \ \ [ \
d) 5kN / m
4 gr=200kve’ | | L LT
B EI=1000kNm* &= EI =1000kNm*
| 1m | 1m | 2m ‘
I I [
©) llkN
1N
<— i
y
EI = 5000kNm’ 2m
VAN AN
| Im | 2m |
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Mecanica dos Sélidos II - Décima nona Lista de Exercicios
1) Para as estruturas hiperestaticas das figuras, calcular a rea¢do do apoio central (hiperestatico
escolhido). Depois, tragar o diagrama de momento fletor. Usar tabelas de linha elastica ou
equagdo diferencial da linha elastica. Desprezar o efeito de forga cortante. Resolver também

escolhendo outro hiperestatico.

Y [ |km

EL = 6000kNm2“A“\ 4 N\

TR

} 2m } 2m }

b) Observar que a folga existente

Vs

vale f=0,25cm e 0 % E1=1000kNm’ AN 1L
carregamento  distribuido  vale =

q=5kN/m

2m 2m |

c) Observar recalque existente na i oooooooooooommen .

estrutura (posicionamento do apoio

central que impde  posigdo

. > 2m |
especificada). EI =1000kNm |
d) Resolver o problema proposto. L
Dica - como problema 0, liberar EA = 30kN
mola de flexdo Im

SKN | m
k =40kN -m o EI =1600kNm*
\ 6m \
| i
e)
EA=12kN EA=13kN
Im
& EI=1600kNm’
SkN
[
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