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Prefacio:

A mecanica dos Sélidos € entendida neste livro como a combinacédo de duas
disciplinas muito importantes na formagao da maioria dos engenheiros, a saber, a
Estatica das Estruturas e a Resisténcia dos Materiais. Em geral, textos associados a
Estatica das Estruturas abordam diversas técnicas de solucado estrutural, fazendo
muito pouca mencao a analise de tensodes internas, enquanto textos de Resisténcia
dos Materiais se limitam ao estudo dos niveis de tensdo em estruturas muito
simples, que dispensam o uso de técnicas mais elaboradas de solugéo da estatica.

Assim, o presente texto conjuga os conhecimentos dessas disciplinas de
forma natural e breve, fazendo a ligagao entre algumas das principais técnicas de
solugdo da estatica e o calculo dos niveis de tensdao em estruturas. O enfoque
principal do livro é fornecer subsidios ao entendimento dos processos de
determinacao dos niveis de tensao e deformacdo em estruturas, bem como das
suas consequéncias na integridade e utilidade das mesmas. Nesse sentido, os
principios basicos, necessarios para o entendimento futuro, das normas técnicas e
dos procedimentos de calculo sdo esclarecidos.

Este livro foi preparado entre os anos 2011 e 2017 como suporte ao curso de
Mecanica dos Sélidos, ministrado pelo professor Humberto Breves Coda, na Escola
de Engenharia de Sao Carlos da Universidade de Sdo Paulo. Sua redagao segue a
ordem de apresentagdo dos conhecimentos no transcorrer do curso. Procura-se
fazer a ligagao entre todos os assuntos abordados, combinando-os em aplicagdes e
exemplos bastante gerais e fornecendo listas de exercicios para a fixagdo dos
conceitos.

Os assuntos sdo abordados de forma pratica, procurando proporcionar ao
aluno um aprendizado agradavel e interessante. Assim, alguns conteudos s&o
propostos em nivel introdutério e depois revisitados com grau de complexidade mais
elevado. Além disso, procura-se fazer conexdo entre temas ao longo de todo o
texto. Com essa estratégia, o livro serve tanto para o auto-aprendizado, como para
ser utilizado como guia de cursos presenciais. Nessa ultima situagdo, o livro sera
mais bem aproveitado quando for lido antes da aula ministrada. Desta forma, as
duvidas levantadas e os exemplos a serem resolvidos em sala de aula poderao ser

fortemente enriquecidos.



E importante que outros textos também sejam consultados e exercicios
propostos por outros autores também sejam resolvidos. Para tanto, uma bibliografia
€ recomendada no final de cada volume, indicando alguns textos que podem
complementar possiveis lacunas do material preparado.

Dedico esse modesto livro aos meus pais, pelo incentivo ao estudo e
dedicacdo em minha formacdo, a minha esposa e filhos, pela paciéncia e apoio.
Espero que os alunos de Mecénica dos Sdlidos despertem seu interesse por este
ramo da mecanica e, a partir deste manuscrito, desejem se aprofundar nos

conhecimentos tratados.

Humberto Breves Coda, margo de 2017.
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MECANICA DOS SOLIDOS

1 — Introducao

O ser humano se relaciona de forma mecanica com muitos dos objetos de seu dia
a dia. Isto se deve a sua natureza mecanica, ou seja, o ser humano ¢ um soélido
deformavel. Assim, os objetos projetados para garantir a preservagdo, o conforto, a
seguranga € o bem estar dos individuos precisam ser analisados com relacdo as suas
propriedades mecanicas.

A concepcao dos objetos utilizaveis deve seguir um conjunto de etapas
usualmente denominado projeto. A primeira € menos técnica destas etapas ¢ a criacao,
onde os conceitos basicos de funcionalidade, espago e conforto estdo necessariamente
envolvidos. Entretanto, a viabilidade do objeto criado passa pela verificacdo das suas
propriedades mecanicas, que envolve a escolha do material a ser aplicado e do correto
dimensionamento de suas partes, a fim de que o objeto projetado apresente
deformabilidade e resisténcia adequadas ao seu uso.

Na maioria das vezes a sustentacdo mecanica dos objetos se da através de
dispositivos especificamente projetados para este fim, chamados de estruturas. Por
exemplo, nossos musculos e esqueleto constituem a estrutura de sustentacdo de nosso
corpo. As coberturas de galpdes industriais sdo sustentadas por estruturas (trelicas)
facilmente identificaveis. Ja as estruturas de alvenaria se confundem com o fechamento
das edifica¢des, muitas vezes ndo evidenciando sua fungdo estrutural.

A mecanica dos solidos ¢ a disciplina que fornece os fundamentos basicos
necessarios para se entender as etapas de dimensionamento e verificagdo das estruturas
a serem abordadas nos cursos de engenharia. Tais fundamentos englobam
conhecimentos de estatica e resisténcia dos materiais, de forma que a partir de acgdes
mecanicas (ou térmicas) externas a estrutura se calculem os niveis de tensdo interna
(esforcos internos) diretamente associados a capacidade resistente do material
constituinte e os niveis de deformagao, diretamente relacionados a deslocabilidade da
estrutura. Portanto, o dominio dos conceitos da Mecéanica dos Soélidos é de extrema

importancia para as atividades de engenharia.



1.1 - Definic¢oes:
- Solido: E um corpo, mais ou menos deformavel, que resiste as acdes mecanicas e
térmicas, sem mudanga de estado fisico.

Ex: Corpo humano, tijolo, tarugo de aco, barra de aluminio etc.

- Estrutura: E um sélido organizado para dar sustentacdo mecanica ao objeto
projetado.

Ex: Estruturas civis, estruturas mecanicas, estruturas aeronauticas etc.

- Elemento Estrutural: Sao solidos menores € mais simples que constituem a estrutura
quando racionalmente conectados entre si.

Ex: Pilar, vigas, lajes, placas, cascas, eixos, barras de trelica etc.

Os elementos estruturais apresentam geometria simples e, portanto, aceitam
hipdteses de célculo que possibilitam sua simples solugdo, além disso, sua simplicidade
garante a repetitividade necesséria para sua producdo de forma econdmica e racional.
Desta forma, as estruturas sdo constituidas de tais elementos € o entendimento de seu
comportamento mecanico isolado ou ndo ¢ nosso objetivo. Para se compor uma
estrutura, a partir de elementos estruturais simples, que contemple a geometria do objeto
projetado, ¢ necessaria a sua organizacao geométrica, ou seja, a disposicao espacial dos
elementos de forma a garantir resisténcia e deslocabilidade adequadas ao uso que se

pretende.

1.2 - Objetivos da mecanica dos solidos:

Identificar a quantidade limite de acdo mecanica sobre os objetos projetados que
nao cause a perda de sua utilidade ou dar subsidios ao projeto da estrutura de forma que
esta seja util a acdo externa pré-estabelecida. Para tanto ¢ necessario que, a partir das
agOes mecanicas atuantes na estrutura, se determinem os niveis de tensao no material
constituinte e os niveis de deslocamento global, para atestar se a estrutura ¢ segura e se

ela ¢ utilizdvel conforme a necessidade do objeto projetado.



Do ponto de vista estrutural, a perda de utilidade de um sélido deformével ocorre por:

N
- Ruptura (ruina)

- Perda de estabilidade do equilibrio . Falha
- Deslocamentos excessivos

- Vibragoes excessivas )

2 - Elemento Estrutural de Barra Simples ou Barra de Trelica

Nosso estudo da mecanica dos solidos ¢ iniciado com o elemento estrutural de
barra simples ou de trelica. Conforme indica a figura 2.1, a barra de trelica s transmite
esfor¢o (for¢a) na direcdo de seu eixo. Em sua idealizacdo, qualquer agdo transversal
aplicada conduzira a sua ruina. Sua representacdo esquematica ¢, portanto, uma linha
reta entre duas rotulas ¢ livre de a¢des transversais.

As rotulas (ou nos de trelica) sdo dispositivos de conexao que sé transmitem
forca, ou seja, sdo incapazes de transmitir momentos (0 mesmo que binarios ou

torques). Vdrias barras de treliga podem estar conectadas a um unico no.

< o o —>
F F

Figura 2.1: Barra de Trelica

Antes de se resolver estaticamente uma estrutura constituida por barras de
trelica, ¢ interessante se definir o esfor¢o solicitante normal (for¢a normal) e os tipos de
tensdo (média) que se desenvolvem no material constituinte da treliga, conforme um

corte imaginario de analise a ser definido.

2.1 - Definicao de tensao normal, esforco normal e tensio cisalhante média.
Tensdo normal:

Imagine uma barra de trelica com se¢do transversal retangular (poderia ter outra
forma qualquer) sujeita as forg¢as auto equilibradas indicadas na figura 2.2. O material
constituinte desta barra esta claramente se opondo ao afastamento relativo de suas
particulas, proporcionando a situacdo de equilibrio indicada. Tal efeito de resisténcia

fica evidenciado na figura 2.3.



Figura 2.2: Barra prismatica com se¢do transversal retangular

Efetuando-se um corte imagindrio na barra da figura 2.2 (corte transversal),
obtém-se uma distribui¢ao continua (hipdtese basica da mecanica dos solidos, inerente a

mecanica do continuo) das agdes internas inter-particulas, chamadas de tensdo normal

(0') , vide figura 2.3. Esta distribuigdo, a priori, ¢ desconhecida.

F
\ -
=
= ~
/] =
\\: —
~ ~
o I
0. F

Figura 2.3: Corte transversal

A tens@o normal ¢ definida como a oposi¢do (ou resisténcia) do material a um
movimento de afastamento (tracdo) ou aproximacgao (compressao) relativo entre planos.
Destacando-se na se¢do do corte transversal um elemento infinitesimal de area

dA pode-se indicar um infinitésimo de forca atuando sobre este, conforme a figura 2.4.

% odA

Figura 2.4: Elemento infinitesimal e infinitésimo de for¢a normal

dA

Esforco normal:

Para que as partes do corpo estejam em equilibrio estatico, deve ocorrer:

N =[dF =[odd=F 2.1)



O esfor¢o normal N que equilibra a forca F (numericamente iguais) pode ser
entendido como a integralizagdo das tensdes normais (longitudinais) internas
desenvolvidas em uma sec¢do transversal do elemento estrutural. Observe que N devera
sempre vir aos pares no elemento estrutural, tal como a distribuicdo de tensdo, vide

figura 2.3.

Hipotese:

Para barras longas, L >10a onde L ¢ o comprimento ¢ a € a maior dimensao
da secdo transversal (Figura 2.2), pode-se assumir que a certa distdncia da ligacdo
(extremidade) a distribui¢do da tensao normal ¢ constante. Tal conclusdao encontra
fundamento tedrico e experimental na disciplina Teoria da Elasticidade (Principio de
Saint-Venant) conforme pode ser consultado em Timoshenko & Goodier (1980).
Assumindo, portanto, distribuicdo de tensdo constante, tem-se

NzafdAzaA—)a:ﬂ:E (2.2)
) A4 4

Assim, a partir do esfor¢o normal N encontra-se o .

Tensdo de cisalhamento:

Define-se tensdo de cisalhamento como o esfor¢o distribuido interno que se opde
ao deslizamento relativo entre planos (ou superficies) internos de um so6lido. Na figura
2.5 pode-se observar uma situacao parecida com aquela descrita pela figura 2.2. Uma
barra simples ¢ tracionada pela forga F.

F

\

\F‘

Figura 2.5: Barra simples longa

A geometria da barra descrita na figura 2.5 tem o objetivo didatico de se definir
outra componente de tensdo, a tensdo de cisalhamento (7). Imaginando-se o corte
indicado na figura 2.6 observa-se que as particulas do material se opdem ao

deslizamento relativo entre planos. Desta forma, além de se definir a tensdo de



cisalhamento se antevé que a intensidade das componentes de tensdo (o e 7) sera

dependente da superficie de corte que se escolher para a analise.

Figura 2.6: Tensdes cisalhantes

Extraindo-se um elemento infinitesimal de 4area dA da superficie de andlise,

indica-se um infinitésimo de for¢a conforme a figura 2.7.

dEA dF = tdA

Figura 2.7: Elemento infinitesimal e infinitésimo de forca cisalhante

Para que o equilibrio estatico entre as partes seja verificado, € necessario que a
integracdo da distribuicdo de tensdo de cisalhamento sobre a area de contato seja

numericamente idéntica a forga aplicada:

F= jrdA (2.3)

Assumir distribuicdo constante para tensdo de cisalhamento, neste problema, ¢
uma aproximacgao grosseira. Entretanto, pode-se definir tensdo de cisalhamento média
como:

F
z-meal = E (24)

Existéncia concomitante das duas componentes de tensdo

Foi mostrado anteriormente que, dependendo do plano de andlise, se encontram
componentes de tensdo cisalhante ou normal para um mesmo esfor¢o solicitante de
barra simples (esfor¢o normal). Imagine agora um corte inclinado na barra simples de
secdo retangular da figura 2.2 conforme indicado na figura 2.8.

Considerando, novamente, distribuicdo constante para as componentes de tensao

r,, € o, atuantes sobre o plano #, por equilibrio de for¢as mostra-se que:



nt

T, = %cos@-sen@ (2.5)

N
o, =—cos’0 (2.6)
A
y
t
NN
n {' ' Nsen0 o.._A
N X O\ T A N cos0
A ZA,_ A 0
X cos 0
Tnt _A
! N cosO Int cos 0

Figura 2.8: Corte inclinado

Assim, conforme a superficie de andlise escolhida, pode-se ter
concomitantemente componentes de tensdo normal e cisalhante mesmo em barras
simples solicitadas pelo esfor¢o solicitante normal. O estudo das componentes de tensao
e seu relacionamento serd retomado em momento oportuno, para barras simples basta
saber que a maxima tensdo de cisalhamento ocorre quando #=7/4 e vale

T =N/(2A), j4 a maxima tensdo normal ocorre quando € =0 e vale c=N/4, ou

seja a propria tensao normal que compde diretamente a forga normal.

Resisténcia dos Materiais:

Um corpo, estrutura, ou elemento estrutural resiste as acdes externas quando o
material que o constitui estd solicitado por niveis de tensdo (normal, cisalhante ou
combinacdo de ambas) abaixo de valores criticos. Assim, a determinagao dos niveis de
tensdo nos elementos estruturais ¢ de grande importancia para o projeto e verificagdo
estrutural. Para barras simples, conhecido o valor do esforco normal, sabe-se (conforme
mostrado acima) o valor da maxima tensao normal e da méaxima tensao de cisalhamento
que podem ser comparados a valores de referéncia determinando a situagdo do material

com relacdo a sua integridade ou resisténcia.

2.2 - Estruturas constituidas por barras simples (analise estatica):
Tendo identificado que em um elemento de barra simples o esfor¢co normal ¢

transmitido pelo desenvolvimento de tensdes normais dadas simplesmente pela tensao

7



normal média c=N/A4 , conclui-se que, conhecido o valor do esfor¢co normal, o valor

da tensdo normal estd determinado. Assim, deve-se saber determinar os esforgos
solicitantes (esforco normal) em estruturas constituidas por barras simples (treligas) de
forma a se determinar as tensoes nas barras.

Continuando a analise de estruturas compostas por barras simples (treligas),
usam-se os conceitos de equilibrio estatico para determinar os esforgos solicitantes em

barras de uma determinada estrutura.

<€—o o —>
F F

Figura 2.9: Barra de treliga

Esforco Solicitante:

Conforme indicado nos itens precedentes o esfor¢o normal é um esforgo
solicitante vindo da integralizacdo das tensdes normais desenvolvidas nas secdes
transversais (paralelas ao eixo da barra). Para efeito de calculo estético se simplifica esta
defini¢do, como segue. O esfor¢o normal ¢ uma “for¢a” aos pares, auto equilibrada, de
modo que a resultante no elemento estrutural seja nula. No caso da figura 2.9, N=F ¢
o esforco solicitante chamado Esfor¢o Normal conforme explicitado na figura 2.10.

Realizando-se um corte imaginario na barra da Figura 2.9, obtém-se:

N N
<—o —> < °o—>
F | | F

Figura 2.10: Equivalénciade F e N

Na figura 2.10 pode-se utilizar o principio da agdo e reagdo para se explicar o
esforco solicitante, ou seja, o trecho da esquerda impede que a barra da direita se
movimente fornecendo N e vice-versa. Isolando-se um dos segmentos da barra de

trelica (Figura 2.10) e realizando outro corte imaginario, obtém-se:

N | N
<§3>

Figura 2.11: Esfor¢o normal

N — Esforco Normal (interno), usualmente chamado de “For¢a” Normal.



Inicia-se o estudo da andlise estatica considerando que a estrutura analisada esta
contida em um plano — Estrutura Plana — e que ¢ constituida apenas por barras simples —

Trelica Plana.

2.2.1 - Cinematica — Determinacio geométrica de trelicas planas

Antes de realizar calculos estaticos de forma a se determinar os esforcos
solicitantes em trelicas planas ¢ interessante abordar o conceito de determinacdo
geométrica ou cinematica das estruturas. A determinagdo cinematica, como se vera, esta
intimamente ligada a natureza do equilibrio estitico (ou mesmo dinamico) das
estruturas.

Seja o plano, e nesse plano considere um ponto conforme descrito pela figura

2.12.

(u,v) = Graus de liberdade

TV
-0 —>

'

X

Figura 2.12: Graus de liberdade do ponto

O ponto possui dois graus de liberdade (GL) independentes no plano, isto &,
escolhendo-se as diregdes cartesianas x € y o ponto pode apresentar componentes de
deslocamentos u e v independentes. Supondo que as barras simples que constituem uma

estrutura sejam rigidas, tem-se:

- Para cada ponto acrescentam-se 2 (dois) graus de liberdade na estrutura

- Para cada barra simples retira-se 1 (um) grau de liberdade da estrutura

O grau de liberdade retirado da estrutura pela barra simples ¢ referente ao
afastamento ou aproximagdo relativa dos noés unidos por ela (donde resulta o esforgo

normal).



Exemplo 2.1: Fixacdo de um ponto material a referéncia estatica por meio de

barras simples.

/ 2GL -1GL -1GL 0GL

7 7. 2 7 7

Figura 2.13: Cinematica do exemplo 2.1

Na figura 2.13 utilizam-se duas barras simples para restringir o movimento de

um ponto em relagdo ao referencial estatico representado pela hachura.

Exemplo 2.2: Fixacdo de dois pontos materiais a referéncia estitica por meio de
barras simples.

Na figura 2.14 os dois pontos geram 4 graus de liberdade no sistema. Ao serem
conectados por uma barra simples resultam em 3 graus de liberdade e este trecho ¢
conectado a referéncia fixa por meio de barras simples chamadas elementos de fixa¢ao,

resultando em um sistema isostatico (zero graus de liberdade)

4GL -1GL -3GL OGL

L]
¥ / + =
] S

/]

7 7 Z Z 7 Z Z

Figura 2.14: Cinematica do exemplo 2.2

Quadro rigido.
O corpo rigido (no plano) mais simples constituido por elementos de barras
simples ¢ chamado Quadro Rigido, veja a figura 2.15. Por ser um corpo organizado, o

quadro rigido ¢ chamado de estrutura, no caso, treliga.

Figura 2.15: Quadro rigido (estrutura livre)
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Na figura 2.15 a estrutura ¢ chamada livre por ndo estar conectada a referéncia
fixa. Nao ha movimento relativo entre os pontos o que significa que o quadro rigido ndo
possui graus de liberdade internos. Contudo, a estrutura (como um todo) possui trés
graus de liberdade, duas translagdes e uma rotacdo. Sendo assim, pode-se afirmar que
um corpo rigido bidimensional livre possui trés graus de liberdade externos. Deve-se
comentar, entretanto, que considerar uma estrutura rigida ¢ uma aproximagdo
largamente utilizada, pois os deslocamentos desenvolvidos na grande maioria das
aplicagdes estaticas sdo muito pequenos quando comparados as dimensdes da estrutura.
Além disso, a limitacao desta deslocabilidade ¢ um dos objetivos da analise estrutural

(mecanica dos s6lidos) que visa garantir a utilidade do objeto projetado.

Exemplo 2.3: Mobilidade interna
No exemplo 2.3 mostra-se que um quadro quadrangular nao ¢ um corpo rigido,

pois ndo ¢ geometricamente determinado (Unico).

a) \ b) \ \ 0)

Figura 2.16: a) Estrutura livre, b) Estrutura fixada c) Grau de liberdade resultante

No que segue descreve-se em forma de itens a andlise cinematica do esquema ilustrado

na figura 2.16.

- Numero de nos = 4
- Numero de barras internas = 4

- Numero de barras de fixa¢do = 3

Multiplicando-se o numero de nds por dois (cada néd introduz dois graus de
liberdade no sistema) e o nimero de barras internas por um (cada barra retira um grau
de liberdade do sistema) e subtraindo resulta o nimero de graus de liberdade ‘interno’
da estrutura.

n’GL ~ =4.2-4.1=4 2.7)

interno

11



Subtraindo-se o numero de restricoes externas linearmente independentes
encontra-se:
n’GL,,, =4-3=1 (2.8)

O grau de liberdade resultante garante a mobilidade interna descrita na figura
2.16c¢. Isto manifesta que o corpo estudado ndo ¢ realmente uma estrutura, mas sim um

mecanismo (ou maquina).

Exemplo 2.4: Contraventamento
No exemplo 2.4 mostra-se como a introdu¢do de uma barra diagonal no

mecanismo da figura 2.16c o transforma em uma estrutura.

/]

Py Py

/

Figura 2.17: Estrutura fixada com barra de contraventamento

- Numero de nos = 4
- Numero de barras internas = 5
Calcula-se o numero de graus de liberdade interno da estrutura multiplicando-se
o nimero de nos ndo pertencentes a referéncia estatica (internos) por 2 e subtraindo-se o
nimero de barras que ligam os nds internos. As barras que conectam a estrutura a
referéncia estatica (também conhecida como chapa terra) sdo barras de fixacdo e servem
para retirar os graus de liberdade do corpo rigido gerado pela composicdao dos nos e
barras internas.
n’GL,, ... =4-2-5-1=3 (2.9)
Subtraindo-se do nimero de graus de liberdade internos o nimero de barras que
conectam a estrutura a chapa terra, resulta o nimero de graus de liberdade total do
sistema.
n’GL n’GL

interno

~3=0 (2.10)

total

12



Assim pode-se definir uma férmula geral, condi¢do necessaria, mas nao
suficiente, que auxilia na classificagdo cinematica de estruturas. Ou seja, para treligas

planas tem-se:

n’ GL,

l =2-(n0 nos inlernos)—l-(no total de barras) (2.11)
onde o nimero total de barras inclui as barras internas ¢ de fixacao.

Cabe comentar que o travamento do quadro movel da figura 2.16b com a
diagonal, figura 2.17, ¢ denominado contraventamento. Palavra com origem na
engenharia civil indicando elementos estruturais necessarios para tornar as estruturas

resistentes as a¢des de vento.

Condigoes necessdrias (que podem ndo ser suficientes) para classificar estruturas

quanto a cinemdtica.

Sistema ja fixado a chapa terra (referéncia estdtica):
n’ GL =0 — Estrutura isostatica — pode ser resolvivel pelas equacdes da estatica,
n’ GL > 0 < Estruturas hipostaticas (maquinas) — condi¢do necessaria e suficiente,

n’ GL <0 — Estruturas hiperestaticas — ndo resolvivel pelas equacdes da estatica.

r

Obs. A palavra pode foi usada na primeira afirmacdo, pois esta ¢ uma condi¢do
necessaria, mas nao suficiente. No caso ja fixado a chapa terra (referencial estatico)
contam-se as barras de fixacdo nos célculos, mas ndo a rotulas presas no referencial,

pois ja pertencem a este.

Estrutura Livre:

n’ GL =3 — Estrutura isostatica internamente — pode ser resolvivel pelas equagdes da
estatica,

n’ GL >3 < Estrutura hipostatica internamente (maquinas) — condi¢do necessaria e

suficiente,

n’ GL <3 — Estrutura hiperestatica internamente — nao resolvivel pelas equacdes da

estatica.

Exemplo 2.5: Casos especiais
Neste exemplo mostra-se como a formula acima falha em casos especiais,

ficando claro o conceito de condi¢do necessaria, mas ndo suficiente. Outro conceito que

13



se esclarece € a presenga de elementos externos de fixagao linearmente dependentes que

também levam a falha da férmula (2.11).
O O

\ 7
7 N

NN
PN
A\ 4

<<

SN &=
Figura 2.18: Estrutura fixada

Aplica-se a formula (2.11) a estrutura da figura 2.18 sem nenhuma consideragdo

adicional.
n’ GL,, = 2-(n” nés)—l-(n” barms), (2.12)
n° GL,,=2-4-1-8=0 (2.13)

total
Como se observa, o resultado foi zero, mas a estrutura ¢ hipostatica internamente
conforme mostrado na figura 2.19 sem a fixacdo externa, existem 4 graus de liberdade

internos, um a mais que o corpo rigido pode apresentar no plano, revelando sua

ave

Figura 2.19: Mobilidade interna presente apesar de n° GL,_,, =

hipoestaticidade interna.

n’ GL,

int erno

=2-(n0 nés)—l-(n" barras), (2.14)

n° GL, . =2-4-1-4=4>3. (2.15)

interno
Observe que as barras de fixacdo externas horizontais sdo linearmente
dependentes ou redundantes, pois impedem o mesmo movimento. A aplicagdo
inadvertida da formula (2.11) neste exemplo explica o fato dela indicar uma condi¢ao

necessaria, mas nao suficiente, na determina¢do cinematica das estruturas.

Exemplo 2.6: Construindo uma estrutura de barra simples (trelica) isostatica.
Conforme mostra a figura 2.20, partindo-se do quadro rigido (por exemplo)

acrescentam-se trés barras para fixd-lo a chapa terra. Ao se acrescentar um nd, dois

14



graus de liberdade adicionais resultam e devem ser retirados acrescentando-se duas
barras, cada qual conectada a um n¢6 diferente da estrutura original. Nesta figura os

trechos que estdo sendo criados sdo representados em vermelho.

NSRS

Figura 2.20: Etapas da constru¢do de uma estrutura de trelica isostatica

n’ GL —2-(n° no’s)—l-(n”totalde barras) (2.16)

total —

n°GL,, =2-8-1-16=0. (2.17)
Uma informacao util ¢ que a transformacdo de uma estrutura em maquina pode
ser feita pela substituicdo de uma (ou mais) barra da treliga isostatica por um atuador. A
figura 2.21 lembra um guindaste. Se a barra verde ¢ o atuador, quando este se alonga o
ponto extremo abaixa e quando este se retrai o ponto extremo do guindaste sobe. Assim,
uma maquina pode ser estudada com os principios da estatica utilizando as forcas

inerciais como acdes na estrutura (Principio D’ Alambert).

"

Figura 2.21: Guindaste com atuador em destaque

2.3 - Utilizacao das equacdes da estatica na resolucio de trelicas isostaticas

No que segue, utilizando os conceitos de equilibrio de ponto material, sera
ilustrada, por meio de exemplos comentados, a técnica mais natural de solugdo de
trelicas planas isostaticas. Usualmente, treligas isostaticas podem ser resolvidas
utilizando-se apenas as equagdes de equilibrio de for¢cas nos nés, entretanto, mais

adiante, sera visto que as equagdes de momento poderdo auxiliar nos calculos.
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Exemplo 2.7:

Resolver a trelica da figura 2.22 utilizando apenas as equagdes de equilibrio nos nos

llkN

£
i
\ L4
Figura 2.22: Esquema estatico
Solucio:
Da geometria da figura € possivel obter os seguintes valores:
2
sen@l=—5, cos@l=£ (2.18)
5 5
2 2
S€l’lt92=£, cos92=£ (2.19)

2 2

Passo 1: Desenhar o diagrama de corpo livre
Como se pretende resolver o problema através do equilibrio dos nos, o diagrama
de corpo livre, figura 2.23, ¢ feito separando-se os nds das barras simples da estrutura.
Este diagrama de corpo livre ¢ dito generalizado e ndo serd sempre desenhado
desta forma completa. No caso, observa-se que pela definicdo de elemento de barra
simples e esforco solicitante interno (normal) as barras estdo em equilibrio e

determinam que N, =N, ou seja, o esfor¢o solicitante (interno) ¢ unico para cada

ji?
barra e ndo ¢ uma forca aplicada. Como regra, define-se sua numeragdo (indices)
sempre do n6 menor para 0 maior.

Outra informagdo contida no diagrama da figura 2.23 ¢ que o esfor¢o normal seguira a

seguinte convencdo de sinais, quando positivo indicard tragdo e, quando negativo,
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indicara compressao. Da mesma forma, pela acao e reagdo, ‘setas’ saindo dos nos

indicam trag@o e entrando nos nds compressao.

1 Nyp Nyp 2
12 Nio

Figura 2.23: Diagrama de corpo livre

Passo 2: Identificar as incognitas
Incégnitas: N,,,N,;,N,;,X,,Y,,Y,, ou seja, as trés forcas normais nas barras,

duas reagdes de apoio no n6 1 e uma reagdo de apoio no né 2. Deve-se observar que as
reacdes de apoio sdo fornecidas através de dispositivos de fixacdo representados (até
aqui) por barras simples.

Portanto, o nimero de incdgnitas € seis € o numero de equagdes de equilibrio
também ¢ seis (duas por nd). Quando isto ocorre significa que a estrutura ¢ resolvivel
apenas pelas equagdes da estatica, ou seja, a estrutura ¢ isostatica. Esta ¢ a definicdo de
estrutura estaticamente determinada via equacionamento estatico, em complemento a
definicdo cinematica descrita anteriormente.

Se houvesse uma barra a mais na estrutura saber-se-ia, pela determinacdo
cinematica, ser uma estrutura hiperestatica. Neste caso ter-se-ia uma incognita a mais do
que equacdes no problema, ou seja, o problema seria matematicamente sub-determinado
com mais incégnitas do que equagdes e infinitas solucdes em forgas. Esta ¢ a defini¢ao
estatica de estrutura hiperestatica. Por outro lado se existisse uma barra a menos
(hipostatico), ter-se-ia uma equa¢ao a mais do que o nimero de incdgnitas, resultando
em um mecanismo (estrutura hipostatica — sem solug¢do possivel em forca estatica —

movimento).
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Passo 3: Realizar o equilibrio em cada n6

Cada desenho de no isolado constitui o diagrama de corpo livre do né. No

processo rapido de solucdo os diagramas de corpo livre dos nds seriam os unicos

desenhados, dispensando-se os diagramas das barras simples. Deve-se escolher

primeiramente o nd com apenas duas incognitas, pois se tem apenas duas equacdes de

equilibrio por no.

No 3:
iRN lmN
0, N 5.cos 04 3
Whs =
N 6, N,3.cos 0,
13
N;5.sen 0,
Nps
N,3.sen 0,
Figura 2.24: Equilibrio do no6 3
ZF;=O N,;c086,+ N,;cos6, =0
ZFy=O N,sin6 + N, sin6,+1=0
ou

By P

s 13+7N23+1:0
Multiplicando-se a equagao (b) por —2.
—E%ENB—JENB—Z:O
Somando-se as equagoes (a) e (c), obtém-se:

2

7N23_\/§N23_2:0

Donde

(2.20)

2.21)

(a)

(b)

(©)

18



N, =—22kN

Substituindo (d) em (a) obtém-se:

Ny = VKN
No 2:
Nps T N,;.sen 0,
2 0 2
2 = <N O
Ny, 12 N,3.cos 6,

Figura 2.25: Equilibrio do n6 2
ZF;=O N,,—N,;cos6,=0
Y F,=0 Y,~N,sin6, =0

N

le :7N23

Substituindo-se a equagdo (d) em (f):
N,, ==2kN
Do equilibrio segundo o eixo y, tem-se:

Y, = —2kN

No1:

N, 5.5en 0,
N13
1 ie B 1 N 5.cos 64

NTZ N12

Figura 2.26: Equilibrio do no6 1

(d)

(e)

(2.23)

(2.24)

&y

(2

(h)
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Y F.=0 X,—N,+N,cos6, =0 (2.24)

Y F,=0 Y,— Ny, sin6, =0 (2.25)

Substituindo-se (e) na equagdo de equilibrio segundo a dire¢ao y, (2.25), tem-se:
Y, =1kN (1)
Substituindo (e) e (g) na equagdo de equilibrio segundo a dire¢ao x, (2.24), tem-se:

X, =0 G)

Passo 4: Diagrama de esforcos solicitantes

O diagrama de esforcos solicitantes ¢ uma representagdo grafica dos valores dos

l1

esfor¢os solicitantes sobre a geometria da estrutura.

NG

kS

l 2 E

Figura 2.27: Diagrama de esforgos solicitantes (kN )

Observe que quando se resolve o nd 3 sua solucdo diminui o nimero de
incognitas do nd 2 para dois, possibilitando sua solugcdo e assim sucessivamente.

Usualmente ndo ¢é necessario se desenhar as reagdes X,,Y, e Y, no diagrama de esforgos

solicitantes. Neste ponto poder-se-ia indicar a resolu¢do da primeira questdao da primeira
lista de exercicios, porém, preferiu-se primeiramente definir os dispositivos de fixagdo

externa da tabela 3.1 que auxiliam no entendimento da treliga como corpo rigido.

3 - Corpo Rigido 2D (Plano) — barra geral
Antes de se iniciar a descri¢ao de corpo rigido, lembra-se que considerar uma
estrutura (corpo organizado) rigida é uma aproximacao largamente utilizada, pois os

deslocamentos desenvolvidos na grande maioria das aplicacdes da estatica sao muito
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pequenos quando comparados as dimensodes da estrutura. Além disso, a limitacdo dos
deslocamentos da estrutura ¢ um dos objetivos da andlise estrutural incluindo a

mecanica dos solidos.

Figura 3.1: Corpo rigido — representagao bidimensional

Um corpo rigido ndo muda de forma, mas pode mudar de posi¢do. Para se
estabelecer uma representacdo bidimensional (2D) de um corpo rigido deve-se limitar
qualquer movimentagdo do mesmo sobre um plano. Este corpo pode ter dimensao
variavel transversalmente a este plano, entretanto ¢ mais comum se encontrar na
literatura corpos com espessura constante (certos autores chamam este tipo de corpo de
chapa e consideram, usualmente, a espessura menor do que as outras dimensdes do
corpo). E importante notar que esta representacio de corpo rigido apresenta trés graus

de liberdade independentes: 2 translagdes (u,v) € 1 rotagdo (g), veja figura 3.1.

3.1 - Fixando o corpo rigido ao referencial fixo:
Tal como se fez para estruturas de barras simples (trelicas) o corpo rigido ao ser
adequadamente fixado a referéncia fixa (chapa terra) e adequadamente organizado,

passa a constituir uma estrutura.

Exemplo 3.1: Fixacio de um corpo rigido

Na figura 3.2 um corpo rigido em sua representacdo bidimensional ¢ fixado a
referéncia usando-se elementos de barra simples. Cada elemento, desde que ndo
colinear a outro, retira um grau de liberdade da estrutura. Na situacdo (a) da figura 3.2
as duas barras simples conectadas por meio de rdtulas em um unico ponto do corpo
rigido retiram dois graus de liberdade do mesmo (duas translagdes), porém, permitem

que o corpo rigido gire em torno do ponto de conexdo. A barra adicional, indicada na

21



situagdo (b), por si so retira a translacao vertical em seu ponto de conexdao com o corpo
rigido. Porém, quando a barra indicada na situagdo (b) ¢ adicionada ao sistema da
situacdo (a) o grau de liberdade giro (ou rotag@o) serd restringido, resultando na situagdo

final (c), ou seja, corpo rigido fixo.

72 Z 2 7 2

(a) Retira graus de |(b) Retira o grau de | (c)Corpo rigido fixo
liberdade nas diregoes | liberdade  de  rotagdo

horizontal e vertical quando aplicado sobre (a)

Figura 3.2: Evolucao do processo de fixagdo de um corpo rigido bidimensional

3.2 - Elemento Estrutural de Barra Geral ou Elemento de Portico

Com o intuito de organizar os corpos rigidos em sua representacdo 2D define-se
o elemento estrutural de barra geral. A barra geral (2D) ¢ um corpo rigido longo e
retilineo que transmite forcas nas direcdes transversal e longitudinal ao seu eixo, veja
figura 3.3. Um elemento de barra geral horizontal ou inclinado ¢ chamado viga e,
quando na vertical é chamado de pilar ou coluna. A composi¢do de elementos de barra
geral constitui o que se chama de portico. Mais adiante sua composi¢cdo com elementos

de barra simples ird constituir as chamadas estruturas mistas.

| | a

| L |

Figura 3.3: Elemento estrutural de barra geral, L >10a.
Exemplo 3.2: Calculo de ragoes de apoio para uma barra geral

Usando dispositivos de fixagdo constituidos de barras simples conforme a figura 3.4,

resolve-se o equilibrio estatico da estrutura encontrando as reacdes de apoio.
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ah |
1 1

\' 0,5m 0,5m Tm L

i 1 1 il

Figura 3.4: Barra geral com carregamento transversal ao eixo

Desde que nao haja ruptura do material, essa estrutura (ou solido) desenvolve
tensdes internas que resistem as agdes externas. Deve-se lembrar que o objetivo da
mecanica dos solidos ¢ a determinagdo destas tensdes para se tomar decisdes de projeto.
Por exemplo, se essas tensdes ultrapassarem a resisténcia do material constituinte deve-
se re-projetar a estrutura para que as tensdes internas resistam as agdes externas.

Retomando a andlise do exemplo (figura 3.4), as forcas nos dispositivos de
fixagdo (representados por barras simples) a chapa terra (ou referencial estatico) sao
chamadas de reagdes. Para determinar essas forcas utiliza-se de um procedimento que
consiste em separar a estrutura da referéncia estatica. Quando esta separa¢do ocorre

diz-se que a estrutura esta livre da chapa terra, assim resulta o chamado diagrama de

2kN 1‘ l’ 1kN

corpo livre (DCL), figura 3.5.

X4

< A B
yh vY2
| 05m | 05m { 1m I

K ( ( Rl

Figura 3.5: Diagrama de corpo livre (DCL).

Quando se desenha o digrama de corpo livre, os graus de liberdade que as barras
simples (dispositivos) de fixacdo retiravam da estrutura sdo substituidos pelas forgas
reativas correspondentes, chamadas reagdes de apoio.

Aplicam-se as equagdes de equilibrio da estatica sobre o diagrama de corpo livre

indicado. Primeiramente aplicando-se as equacdes de equilibrio de forcas, tem-se:

YF.=0= X,=0 (3.1)
DF =0 = Y +Y,+1-2=0 (3.2)

Podem-se associar as duas equacdes de equilibrio de for¢a acima as restrigdes
cinematicas de translagdo, horizontal e vertical. O equilibrio de momento esta associado

ao impedimento (restricao) da rotacdo. Este pode ser realizado em relagao a qualquer
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ponto do espaco. Na figura 3.5, adotando-se primeiramente o ponto de referéncia em A4

e o sentido anti-horario como positivo, escreve-se:
ZMA:0:> Y,-0+2-0,5-1-1-Y,-2=0 (3.3)

Caso se realize o equilibrio de momentos considerando B como ponto de
referéncia e sentido horario positivo, tem-se:
dYM,=0= ~Y,-1+2-0,5+1-0+Y,-1=0 (3.4)
Obs: Ao se utilizar uma das duas equacdes de equilibrio de momentos, equagao (3.3) ou
(3.4), pode-se encontrar - a partir de uma combinagdo linear com as equagdes de
equilibrio de forcas - o mesmo sistema de equagdes de equilibrio para o corpo, uma vez
que uma equacdo de momentos pode ser escrita como uma combinag¢ao linear das outras
trés equacoes e vice-versa.
Utilizando a equagao (3.4), obtém-se:
Y, =Y, +1 (3.5)
Ao se substituir (3.5) em (3.2), obtém-se:
Y,=0 (3.6)

Utilizando esse resultado em (3.5) encontra-se Y, =1kN . Fica para o leitor

resolver o sistema utilizando a equacao (3.3) ao invés da (3.4), mostrando assim a
equivaléncia das mesmas.

O diagrama de corpo livre resultante pode ser redesenhado da seguinte forma:

2kN A ‘l’ 1kN

A

Vl

0,5m 0,5m 1m

L4 #

Figura 3.6: DCL resultante.

3.3 - Calculo de momento em relagido a um ponto

Na disciplina anterior, isostatica, aprendeu-se a calcular o momento de uma
forca em relagdo a um ponto aplicando-se o produto vetorial entre o vetor posicdo e a
forga aplicada, resultando em um vetor momento com intensidade dire¢ao e sentido. Na
disciplina atual usa-se uma técnica simplificada que acelera o processo de célculo

manual. Esta técnica consiste em se decompor todas as forcas aplicadas em suas
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componentes cartesianas, assim apenas forcas horizontais e verticais (2D) estardo
presentes. Uma for¢a horizontal multiplicada pela distancia vertical ao ponto de
referéncia resulta em seu momento, j4 uma forca vertical serd multiplicada por sua
distancia horizontal ao ponto de referéncia para se calcular seu momento. O sinal do
momento ¢ obtido pelo sentido que este tende a girar o corpo em torno do ponto de
referéncia. Utiliza-se a regra da mao direita para auxiliar na determinag¢do do sinal,

conforme descrito a seguir.

3.4 - Regra da mao direita para auxiliar construcio das equacées de momento
Fixando-se o ponto de referéncia segundo o qual se deseja conhecer o momento

de uma forca, acompanhando a for¢a com o dedo indicador da mao direita o polegar

indicaré saida do papel para giro anti-horario e entrada para giro horario. Essa situacdo ¢

indicada nas figuras 3.7 e 3.8.

Mo Direita

—

F

Figura 3.7: Regra da mao direita

Escolhe-se um sentido para ser o positivo e determina-se o sinal do momento

realizado por cada forca seguindo esta escolha.

sentido anti-horario saindo do plano

M
M

Figura 3.8: Representagdo do momento

3.5 - Representacio Esquematica de estruturas e Dispositivos de Fixacao

E comum desenhar os elementos estruturais de barra (geral ou simples), apenas
com um segmento de reta sem a necessidade de se desenhar sua altura ou espessura.
Para a representagdo das barras gerais e das barras simples adotam-se a seguinte

representacao esquematica, figura 3.9:

25



a) b)

Figura 3.9: (a) Barra geral. (b) Barra simples

Uma barra geral podera vir representada entre duas rotulas, nesse caso havera
forga transversal ao seu eixo, caracterizando sua resisténcia a este tipo de acdo. J4 uma
barra simples sempre serd representada entre rotulas e nunca apresentard forca aplicada
transversalmente ao seu eixo, i.e., todas as agdes externas estardo aplicadas nos nos (ou
rétulas). Na figura 3.10 uma representagdo esquematica do que se afirmou para barra
geral ¢ apresentada. Observar que a figura 3.10 ndo ¢ um DCL e, portanto, ndo se
preocupou com o rigor de se representar o corpo em equilibrio.

‘LF

O O

Figura 3.10: Barra geral entre duas rétulas

Na Tabela 3.1 apresentam-se os dispositivos de fixagdo mais comuns utilizados
na mecanica dos solidos. Apresentam-se os nomes dos dispositivos, a representacdo em
barras simples, o desenho esquematico, os graus de liberdade retirados e as reagdes

geradas pela fixagdo. Muitas vezes se desenham dois roletes sob o apoio movel.

Tabela 3.1: Dispositivos de fixa¢ao externos

Nome Representagdo por Desenho esquematico Graus de liberdade Reagdes geradas
Barras simples Retirados
A v N
Apoio moével Z\ v

Y — & —| H—

Apoio simples

- 1e— | ("

Engaste movel

Engaste fixo

1A

— pe— | ——
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3.6 - Dispositivo de fixacio interna para barra geral 2D (Vinculos internos)

A ligacdo entre dois ou mais elementos estruturais de barra geral pode ser feita
de diversas formas chamadas vinculagdes (ou vinculos) internas. Os vinculos internos
retiram graus de liberdade relativos entre trechos “rigidos” (elementos) da estrutura. Na
Tabela 3.2 apresentam-se os dispositivos de fixacdo internos mais utilizados na

mecanica dos sdlidos entendidos como unido entre elementos de barra geral.

Tabela 3.2: Dispositivos de fixacdo internos

Nome Representagdo por Desenho esquematico Graus de liberdade Esforgo interno transmitido
Barras simples relativos retirados
v Qo
Apoio mével paN I l T
——— Q
A u Ny ¢
avsiosimples | N~ 4 —
(rétula) o]
8 M M
. u
ngastemovel | [, 4 —
N N
v o, M M Q
Engaste fixo “ u —l%—) (—éT_
(monolito) N N
Q

3.7 - Determinacao cinematica para estruturas compostas por barras gerais
Conforme comentado anteriormente, um elemento de barra geral ¢ um corpo
rigido apresentando 3 graus de liberdade no espago bidimensional, duas translagdes e
uma rotacdo. Na Tabela 3.2 estdo ilustradas formas de ligar dois elementos de barra
geral 2D. Assim, podem-se retirar graus de liberdade relativos entre os elementos. Uma
rétula, por exemplo, retira dois graus de liberdade de cada barra adicional fixada a uma

barra de referéncia, conforme ilustram os exemplos 3.3 e 3.4.

Exemplo 3.3: Contagem de graus de liberdade para duas barras gerais conectadas

por meio de uma rotula.

3GL 3GL 3GL - 2GL + 3GL = 4GL

Figura 3.11: Cinematica da estrutura — exemplo 3.3
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Exemplo 3.4: Contagem de graus de liberdade para trés barras conectadas por

meio de uma rotula.

oo

3GL + 3GL - 2GL + 3GL - 2GL 3GL + 3GL - 2GL + 3GL - 2GL - 3GL = 2GL

Figura 3.12: Cinematica do exemplo 3.4

O nuimero de graus de liberdade retirados pela rotula NR ¢ determinado pela expressao,

NR=2-(N, —1).Sendo N, , onumero de barras concorrentes a rotula.

O ntimero de graus de liberdade internos desse sistema sera dado por:
n°rotulas
N, =3:N,— > 2:(N;,-1) (3.7)
i=1

Sendo N,, o nimero total de barras gerais da estrutura (barras ligadas por dispositivo de

engaste interno contam como uma Unica barra). Assim sendo, o niimero total de graus

de liberdade da estrutura sera determinado fazendo-se:

N =N_-N,_ (3.8)

tot int Vinculagbes externas

Exemplo 3.5: Determinacao dos graus de liberdade do quadro rigido fazendo contagem

via barras simples e barras gerais com rétulas internas.

Figura 3.13: Quadro rigido livre
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- Contagem via Elementos de trelica (barras simples):

N,, =2-(n° nés)—1-(n° barras) (3.9)

N,, =2-3-1-3=3GL (3.10)
N, =N, —Vinculagoes externas (3.11)
N, =3-0=3GL (3.12)

- Contagem via Elemento de barra geral (portico):

n’rotulas

N, =3-N,- > 2:(N,-1) (3.13)
i=1
NW=3.3—Z3:2-(N;;c—1):9—[2-(1\@0—1)+2-(N,,26—1)+2.(N,jc—1)] (3.14)
i=1
N, =9-[2:(2-1)+2-(2-1)+2-(2-1)|=9-3-2=3 (3.15)
N, =N, —Vinculagoes externas (3.16)
N, =3-0=3GL (3.17)

Obs: Cabe ressaltar novamente a diferenca entre os elementos de barra simples (treliga)

e os de barra geral. A figura 3.14 a seguir ilustra bem essa diferenca:

I ;

a)

Figura 3.14: (a) Elementos de trelica. (b) Elementos de barra geral

No elemento de trelica as forcas externas devem estar aplicadas nos nds
(também chamados rotulas), enquanto no elemento de barra geral, essas forgas podem
estar aplicadas no vao da barra.

Neste texto, a andlise da determinagdo geométrica de estruturas nao sera
realizada sempre, a maioria dos exemplos serd isostatica, a menos de casos especificos

relacionados a hiperestatica.
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3.8 — Esforcos solicitantes de barra geral — convengdes de sinal

Conforme se observa na tabela de vinculos internos o engaste interno realiza
uma ligacdo monolitica entre dois trechos da estrutura, gerando trés esfor¢os internos.
Aproveitando esta constatagdo, pode-se definir os esforcos solicitantes para barra geral
imaginando um corte que separe um elemento em dois trechos. Como um trecho impede
os movimentos relativos do outro e vice e versa, surgem no corte imagindrio trés
esforgos solicitantes que impedem os movimentos relativos. Tal como na treli¢a, o
esfor¢o que impede o afastamento ou a aproximagao entre os trechos ¢ chamado esforgo
normal. O esfor¢o que impede o deslizamento relativo entre os trechos é chamado
esforco cortante. O esforco que impede o giro relativo entre os trechos ¢ chamado
momento fletor. Observe que esforco solicitante vem sempre aos pares, isto €, ndo ¢

uma for¢a aplicada. Na figura 3.15 indicam-se as convengdes de sinal para esforgos

solicitantes a serem adotadas neste curso.

M M M
N — N N N
4_@ /P—} %—} 4—{_
0 \ Q 0 o

M >0 = Tracdo na parte inferior de uma viga ou no €ixo y positivo

Figura 3.15: Convencao de sinal para os esforcos solicitantes

Sendo:

N — Esforco normal — Tensao normal

QO — Esforco Cortante — Tensao cisalhante

M — Momento fletor - Tensdo normal

Nas defini¢cdes acima se indicam as componentes de tensdo que ocorrem na
secdo transversal, cuja integracdo resulta no respectivo esfor¢o solicitante calculado.
Como seré visto mais adiante, adota-se distribuicdo de tensdes aceitaveis de forma que,
calculados os esfor¢os solicitantes se determinardo as tensdes nos materiais
constituintes da estrutura.

A convencdao de sinais serve para organizar ¢ padronizar os calculos ¢ a
interpretagdao dos resultados. O uso de outra convengao de sinais nao leva a resultados
diferentes, porém, a interpretacdo dos resultados deve sempre ser feita a luz da

convencgao adotada.
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Exemplo 3.6: Viga biapoiada com carregamento concentrado
Nesse exemplo, além do célculo das reagdes de apoio, calculam-se os esforcos solicitantes
para a barra geral 2D da figura 3.16. Lembrando-se do estudo de treligas, a partir dos esforgos

solicitantes, em aulas futuras calcular-se-ao as tensdes no interior do corpo.

2kN
\4 1kN

~

A - N

1m 1,5m

Figura 3.16: Esquema estatico

Calculo das reacoes:

Separa-se a estrutura da referéncia estatica e desenha-se o diagrama de corpo Livre com as

reagoes substituindo os respectivos apoios, consultar Tabela 3.1.

Tabela 3.1
2kN
Hy A v B 1kN
VAT Vi
| im 15m |
A 4

Figura 3.17: Diagrama de corpo livre com as forgas incognitas.

Aplicando as equagdes de equilibrio:

ZF;:O: H,+1=0 (3.18)
dYF,=0 = V,+V,=2=0 (3.19)
Adotando-se o sentido anti-horario como positivo:

M, =0 = -2-14V,-2,5=0 (3.20)

Das equagdes de equilibrio (3.18), (3.19) e (3.20), obtém-se, H,=—-1kN, V,=12kN e
V,=0,8kN .

Redesenhando o diagrama de corpo livre com as reacdes de apoio nos sentidos

encontrados tem-se:
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2kN
1kN A v B 1kN
1,2T 0,8
| im 1,5m |
# #

Figura 3.18: DCL com o sentido correto das
Redesenhar o DCL ¢ importante para facilitar o calculo dos esforgos solicitantes.
Calculo dos esforcos solicitantes (Método das se¢oes):

2kN
1kN A v

o~
=
vz

59

1,2

Im 1,5m

Figura 3.19a: Corte imaginario (Secdo S,)

Segdo §,: 1<x<25

S, 54
2N | ‘
KN A l A N AQ B 1kN
<7 Ny
1,2T M ‘l’Q N ' M TO,S
| x A

Figura 3.19b: Convengao de sinais dos esforgos solicitantes

O corte imaginario da se¢do S, ¢ padrdo, tendo a mesma configuragio para qualquer

valor de x para 1< x<2,5. Qualquer trecho da estrutura (a esquerda ou a direita do corte)
pode ser utilizado para se calcular o esforco solicitante.

Usando o trecho a direita do corte imaginario na secdo S, e aplicando as equagdes de

equilibrio, tem-se:
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\Q(x)
:/\ B 1k,N
N M TO .
2,5-x ‘

Figura 3.20: Equilibrio do corpo a direita

YF =0 = N(x)=1kN (3.21)

DY F,=0= O(x)=-0,8kN (3.22)

Adotando-se, para o equilibrio de momentos, sentido anti-horario positivo:
DM =0 = M (x)=2-0,8x (3.23)

Ao se realizar o equilibrio do corpo a esquerda, resultam os mesmos valores expressos
em (3.21), (3.22) e (3.23). O equilibrio de momentos pode ser realizado em qualquer ponto da

estrutura (ou fora da estrutura), porém, sempre escolheremos o ponto da se¢iio (no caso S,)

para fazé-lo, pois, além de reduzir o nimero de incégnitas envolvidas na equagdo resultante,

possibilitara uma representagao grafica separada para a analise de cada esforco solicitante.

Secdo S,: O<x<1
Realiza-se um novo corte imaginario do lado esquerdo da forga externa, na se¢do S, (

0 < x <1), como ilustrado a seguir,

2kN

1m 1,5m

Figura 3.21: Corte imaginario (Secdo S, )
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Retirando-se para andlise o corpo a esquerda do corte imaginario (se¢do S,) e

aplicando as equacdes de equilibrio, tem-se:

s,
N A 4\_ N
1,2T MYQ
} x |

Figura 3.22: Equilibrio do corpo a esquerda da secdo S,

YF =0 = N(x)=1kN (3.24)
DY F,=0= O(x)=12kN (3.25)
Adotando-se sentido anti-horario positivo:

DM =0= M(x)=12x (3.26)

As formulas dos esforcos solicitantes, da equacao (3.21) até a equagdo (3.26), podem
ser representadas graficamente conforme segue. Observa-se que para se tragar os graficos
devem-se calcular os valores em pontos importantes que definem intervalos com expressao
unica para os esforgos solicitantes. Neste caso, no inicio, no final e no ponto de
descontinuidade do esfor¢o cortante. Isto nos indica que, para calculos mais rapidos ¢
possivel apenas encontrar valores em pontos chave, tragando os diagramas sem a necessidade

de se conhecer explicitamente as féormulas.
3.9 - Grafico ou Diagrama dos Esforcos Solicitantes

- Esforco normal

2,5m

Figura 3.23: Diagrama de esforgo normal N (kN )
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- Esforco cortante

1,2

0,8

1m L 1,5m L
# #

Figura 3.24: Diagrama de esforgo cortante O (kN )

- Momento fletor

1,2

I %
1m 1,5m ‘
f f

Figura 3.25a: Grafico de momento fletor M (kN -m)

L m 1,51]’1 L

1 W
: Gl

Figura 3.25b: Diagrama de momento fletor M (kN -m)

1,2

Na figura 3.25a tragcou-se o que se chama de grafico de momento fletor, onde valores
positivos sdo marcados em eixo positivo vertical sem a preocupacdo com o efeito do esforco
solicitante no material constituinte. Na figura 3,25b tracou-se o que se chama diagrama de

momento fletor

-Se o diagrama de momento fletor for tragado do lado tracionado entio esse diagrama estd

“espelhado” em relacdo ao grdfico.

- Materiais ducteis possuem, usualmente, a mesma resisténcia a tracdo e compressdo. Os
materiais frageis resistem mais a compressdo, ou seja, os trechos tracionados da estrutura
merecem maior aten¢do. Assim, a partir deste comentdrio tracam-se os diagramas de

momento fletor do lado tracionado dos elementos de barra geral.
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Exemplo 3.7: Viga biapoiada com carregamento uniformemente distribuido

Neste exemplo, além de sua solucdo, serd feita alusdo as relagdes diferenciais entre

esforgos solicitantes e forcas externas.

1kN/m

2m

Figura 3.26: Esquema estatico

Diagrama de corpo livre para cdlculo das reacoes:

Este diagrama de corpo livre utiliza uma forca externa estaticamente equivalente a

carga distribuida (seu valor integral aplicado no centro de gravidade da distribui¢do) para

simplificar o calculo das reagdes.

2kN
A B Hp
v T
4L Im ; Im 4\,
Figura 3.27: DCL com for¢as em kN
dYF.=0= H,=0 (3.27)
2F=0= Vi+V,=2=0 (3.28)

Considerando sentido horario positivo, a equagdo de momentos em torno de A fica:
ZMA=O:> 2:1-V,-2=0 (3.29)
Das equagdes de equilibrio (3.28) e (3.29), obtém-se: V, =1kN , V, =1kN .

Redesenha-se o DCL para o célculo dos esforcos solicitantes tomando o cuidado de se

restituir o carregamento distribuido original do esquema estatico neste novo DCL, pois o

correto tragado dos diagramas de esforcos solicitantes depende exclusivamente deste

desenho.
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S‘1 1kN/m

RO

1kNT Tl kN
|

Figura 3.28: Diagrama de corpo livre redesenhado e Corte imaginario (Secdo S, ) para

I
I
I
I
|
X ‘
1

calculo de esforgos solicitantes

Cdlculo dos esforgos solicitantes (Método das segoes):
Separa-se o trecho a esquerda do corte S, da figura 3.28 e introduzem-se os esforgos

solicitantes incognitos. Para simplificar, € usual substituir-se a carga distribuida no trecho por

uma equivalente (¢ - x ) situada em seu centro de gravidade.

q-x
5 S
'q 1

A @:; N,
A M
1kN vQ
x/2 1

X

Figura 3.29: Equilibrio do corpo a esquerda

Procedendo-se o equilibrio do trecho da estrutura desenhado na figura 3.29 tem-se:
YF=0= N(x)=0 (3.30)
YF,=0 = O(x)=1-g-x=1-x (3.31)
Sentido anti-horario positivo com referéncia em S, :

2 M =0= M(x)=-qv +x=-aitx (332)
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Diagrama de esforgos solicitantes

As formulas dos esforgos solicitantes, da equagdo (3.30) até a equacao (3.32) podem
ser representadas graficamente conforme segue. Observa-se que para se tragar os graficos
devem-se calcular os valores em pontos importantes. No caso do momento fletor, no inicio,
no final e no ponto de momento maximo, que coincide com o cruzamento do grafico de forca
cortante com o eixo horizontal (maximo). Isto nos indica que, para célculos mais rapidos sera
possivel apenas encontrar valores em pontos chave, tragando os diagramas sem a necessidade

de se conhecer explicitamente as formulas.

- Esforco normal

0

| 2 |

Figura 3.30: Diagrama de esfor¢o normal N (kN )

- Esforco cortante

1m

1m 1

Figura 3.31: Diagrama de esforco cortante Q(kN )

- Momento fletor

0,5

e T,

| 2m L
\ 7

Figura 3.32a: Grafico de momento fletor M (kN m)
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0,5

Figura 3.32b: Diagrama de momento fletor (lado tracionado) M (kN m)

Observa-se que 0 maximo momento ocorre onde Q ¢ nulo, resultando assim em uma relagao
diferencial que sera melhor explorada, ou seja:

My gxtlm—xt1=0 x=1m (3.33)
dx

3.10 - Relacao diferencial entre esforcos solicitantes
O exemplo anterior nos leva a inspecionar se existe relacdo entre momento fletor,
esfor¢o cortante e carregamento transversal.

Considere o elemento infinitesimal a seguir:

S1 Sy

Q(X)A q(x)-d"l | M(x) + dM(x)
> )

| A}
- Me)
& L

4 7

Figura 3.33: Elemento infinitesimal

Procedendo-se o equilibrio:

d
ZF},:O = q~dx+Q(x)+dQ—Q(X)=0 q(x)z— Qd)(CX) (3.34)

Adotando-se sentido anti-horario positivo, o equilibrio de momento em relagdo ao corte S, ¢é:

ZMSZ:O = —Q(x)dx—M(x)Jrq(x);Z{+M(x)+dM(x)=0

O(x)= o (3.35)

Deve-se observar que como o infinitésimo ¢ um ente de “comprimento” nulo, o

infinitésimo ao quadrado deve ser eliminado da equagdo (3.35). E importante lembrar que
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estas relagdes diferenciais ndo devem ser aplicadas na presenga de carregamento de

momentos distribuidos m(x) (muito raros) para o qual uma nova relacao diferencial deve ser

estabelecida.

Exemplo 3.8: Tragar os diagramas de esforcos solicitantes para a estrutura isostatica 2D a

seguir:
3kN
— >
sz/m b’ 1m
1kN /
A villiv g’ 2 B
y| ' 3kN.m 77é377
Im Im Im
Figura 3.34: Esquema estatico
Solucio:

1 — Separar a estrutura da referéncia fixa ou chapa terra (tragar o DCL para o calculo das

reagoes):
3kN
s
5
1kN 6kN
Hy A ) B
o~ 7
3kN.m
VAT Vi
# K 4

Figura 3.35: DCL com carga concentrada equivalente

Observe que no diagrama de corpo livre especifico para célculo de reagdes a forga
distribuida foi convenientemente substituida por uma forca mecanicamente equivalente, ou
seja, sua resultante aplicada no centro de sua distribuicdo. Tal procedimento tem o intuito de
agilizar os calculos. Este diagrama ndo deve ser utilizado para o célculo dos esfor¢os

solicitantes.

Y F=0= H,-3=0 (3.36)
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ZFy:O = V,+V,—=1-6=0 (3.37)
Sentido anti-horario positivo:

YM,=0= 3-V,-1-1-6-1,5+3-3-1=0 (3.38)

Obs: O momento concentrado entra diretamente na equagdo de equilibrio e independe da
posi¢ao em que foi aplicado. Sua localizagdo serd importante no tragado do diagrama de

momento fletor. Resolvendo o sistema de equagdes, encontram-se os valores das reagdes de

apoio (V,=-3,667kN, H,=3,0kN e V, =3,333kN ) e que serdo indicadas na figura 3.36.

2 — Redesenhar o diagrama de corpo livre para o célculo dos esforgos solicitantes, incluindo

os valores das reagdes de apoio:

3kN
%gv
2kN/m g
1kN
3kN A v ATH B
- SKN.mY|
.m
3,67kNT T3,333kN
4L Im Im Im 4L

Figura 3.36: DCL ap6s célculo das reacdes

Para o célculo dos diagramas de esfor¢os solicitantes a representacdo da forga
distribuida ¢ essencial.

Deve-se observar que na estratégia seguida para a solu¢do dos diagramas de esforgos
solicitantes realizaram-se cortes diferentes para cada esforco a ser resolvido. Essa estratégia
s0 ¢ possivel ao se adotar como ponto de referéncia para o calculo dos momentos fletores o
ponto relativo ao corte (se¢do), pois, como comentado anteriormente, apenas neste ponto a
forga cortante incognita ndo influencia no calculo do momento fletor.

Esta estratégia foi seguida procurando realizar um minimo de cortes, pois algumas
acOes externas causam descontinuidade em alguns esforgos solicitantes e em outros nao.

Buscam-se, portanto, valores chave de esforgos, sem se escrever formulas.

- Diagrama de esfor¢o normal:

Secdes para andlise do Esforco Normal indicados no DCL global: S, e S,
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3kN

N 2kN/m £
BN bbby WL e L s
| 3N AB
3,67kNT S, 3,333kN
4L Im Im ) 1m 4L

Figura 3.37: Corte imaginario nas se¢des para determinagdo do esforco normal

Apenas as acdes externas que influenciam neste esfor¢o serdo indicadas nos DCLs dos
trechos da estrutura.
Separando-se partes da estrutura da figura 3.37 escolhem-se os trechos para a determinacdo

dos esforgos normais.

Segdo S :

No caso toma-se o trecho superior ao corte genérico S, para a analise do equilibrio.

I Sl
N

\

Figura 3.38: Corte imaginario na segdo S,

Como esta parte da estrutura deve estar em equilibrio segundo a dire¢do vertical, tem-se:

DY F,=0= N=0 (3.39)

Segdo S, :

Neste caso tomou-se o lado esquerdo do corte para a anélise do equilibrio.

3kN

<

N

S,
Figura 3.39: Corte imaginario na se¢ao S,
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Como esta parte da estrutura deve estar em equilibrio na dire¢cao horizontal, tem-se:
YF=0 = N-3=0 = N=3N (3.40)

Diagrama:

3

Figura 3.40: Diagrama de esfor¢o normal (kN)

- Diagrama de esforco cortante:

Sec¢des para andlise: S, S,, S5, S,, S5 e S

3kN
égv
,,,,,, ,,,,Sl
2kN/m g
1kN
3k§ Ai M K’\h mrri""*S2
= ! T N/ AB
I I } : 3kN. I
3,67kN | S3 S4!|iS5 m 56T3,333kN
4L Im Im Im 4L

Figura 3.41: Corte imaginario nas se¢des para determinagdo do esfor¢o cortante

Para os trechos de estrutura separados pelos cortes S, e S, o equilibrio na dire¢ao horizontal
deverad ser satisfeito e para os trechos separados pelos cortes S;, S,, S; e S¢ o equilibrio na

direcdo vertical devera ser satisfeito. Deve-se observar a convengdo de sinais da figura 3.15

usando-se os sentidos dos eixos definidos na figura 3.34.

Se¢do S, : Muito proxima a extremidade

Figura 3.42: Corte imaginario na segdo S,
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Y F. =0 = 0-3=0 =  Q=3kN (3.41)
Se¢do S, : Muito proxima a mudanga de direcdo da geometria no trecho vertical

3kN
—

Figura 3.43: Corte imaginario na se¢do S,

Y F. =0 = 0-3=0 =  Q=3kN (3.42)

Secdo S;: Proxima & mudanga de dire¢do no trecho horizontal (mudanca de convengdo de

sinal)
Is &
3,67kN Sl
0
Figura 3.44: Corte imaginario na se¢ao S,
> F,=0 = 0-3,667=0 =  0=3,667kN (3.43)

Secdo S, : Proxima e do lado esquerdo da carga concentrada (descontinuidade do diagrama)

2kN/m

lo
3,67kN Syl
4L Im 4L

Figura 3.45: Corte imaginario na segdo S,
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DF,=0 =  0-3667+2:1=0 =  0=L167kN

Se¢do S : Proxima e do lado direito da carga concentrada (descontinuidade do diagrama)

2kN/m
1kN

E@MI%

3,67kNT Ss| !
1m L

Figura 3.46: Corte imaginario na se¢do S;

Y>FE =0 = 0-3667+2:1+1=0 =  0=0,67kN

Segao S:

QO
e

3,333kN

Figura 3.47: Corte imagindrio na se¢do S

YF=0 =  0+3333=0 =  0=-3333%N

Diagrama:

Figura 3.48: Diagrama de esforgo cortante (kN)

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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- Diagrama de momento fletor:

Deve-se relembrar que utilizando o ponto da se¢do de corte como referéncia os
esfor¢os solicitantes normal e cortante ndo participam da equagdo de equilibrio de momentos.
Este ¢ o motivo pelo qual ndo se desenham estes esfor¢os nos cortes apresentados. Caso se
deseje fazer o equilibrio de momentos em relacdo a outro ponto qualquer, os esforgos
solicitantes normal e cortante obrigatoriamente aparecerdo nas ilustragdes e calculos.

- Na figura 3.49 apresentam-se as se¢des iniciais para andlise: S, S,, S5, S,, S5, S, S, e
Sy, outras segdes S,, S, € S, serdo necessarias devido ao comportamento quadratico do

momento fletor, pois a carga distribuida é constante.

1m

2kN/m
1kN

Y AU Ay ] s

3kN.m| AB ‘
Ss5 Sel | 157 5513,333kN

Qo

3,671<NT353 S,

L Im Im Im L
7 L 7

Figura 3.49: Cortes imaginarios nas se¢des para determinagdo do momento fletor

Sec¢do S,: Observe que o momento incognito foi desenhado tracionando a coordenada

positiva y da figura 3.36, segundo convengdo de sinais da figura 3.15.

Figura 3.50: Corte imaginario na se¢do S, - Extremidade

DM =0= M +3-(0)=0 (3.47)

Se¢do S, : Proxima a mudanca de coordenadas

1m

Figura 3.51: Corte imaginario na se¢do S,
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DM =0= M+3-1=0 (3.48)

Segdo S;:

3 M
3,67kN| [S;

)

Figura 3.52: Corte imaginario na se¢do S,

M, =0 = M+2-0-2-3667-0=0 (3.49)
Sy 2

Se¢do S, : Proxima a carga concentrada (alteragdo da derivada do diagrama de momento)

2kN/m

3,67kNT Syl
Im

Figura 3.53: Corte imaginario na se¢do S,
DM =0= M+2-1%—3,667-1:0 (3.50)

Se¢do S : Proximo a carga concentrada (alteragdo da derivada do momento)

2kN/m kN
Ly MHVO
3,67kNT Ss M
L wm %

Ed

Figura 3.54: Corte imaginario na se¢do S
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S M, =0 = M+2-1%+1-0—3,667-1=0 (3.51)

Se¢do S, : Proxima ao momento externo aplicado (descontinuidade do diagrama)

1KN 2kN/m
Wiy /MHMO
3,671<NT Se M
ﬂL 1m 1m

Figura 3.55: Corte imaginario na se¢do S,

S M, =0 = M+2-2-141-1-3,667-2=0 (3.52)

Se¢do S, : Proxima ao momento externo aplicado (descontinuidade do diagrama)

_ 3KN
2kN/m &
N
MO S; 3,333kN

Im

Figura 3.56: Corte imaginario na se¢do S,

S M, =0 = M42:143:1-3,333:1=0 (3:53)

Se¢do S : Proxima a descontinuidade da geometria (mudanca de eixos coordenados)

3kN

N
~
Z
~
8
Tm

M7, [3333kN

Figura 3.57a: Corte imaginario na se¢do S
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> Mg =0= M+2-0~%+3-1—3,333-0=0 (3.54)

Entre os cortes S e S, a forca cortante assume valor nulo, veja figura 3.48, sendo necessario

um corte adicional §, para se calcular o momento fletor maximo, figura 3.57b.

2kN/m
1kN
M
\4
3,67kNT
| 1m 0,33
1 1

Figura 3.57b: Corte imaginario na se¢do S,

1,333

(2-1,333) +1-0,333+M =3,667-1,333 M =2,7T7TkN .m (3.55)

Dois outros cortes sdo necessarios para definir o comportamento parabdlico entre os
cortes S, e S, e S, e S,. Uma alternativa ¢ aplicar o valor g/*/8 no sentido da carga
distribuida g a partir dos pontos médios das retas tracejadas na figura 3.58. A demonstragao
desse valor estd no final do anexo desse volume. Para ambos os trechos este valor €, neste
caso 0,25, como indicado.

Diagrama:

0,25 %é

133 S A

0,667 W@
3

2334

0,25

2,667 2,777

Figura 3.58: Diagrama de momento fletor (kN -m)
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Obsl: Os cortes utilizados para se desenhar o diagrama de momento fletor deverdo ser
realizados proximos as extremidades da estrutura, as descontinuidades de esforgo cortante
(mudanga de comportamento do carregamento distribuido ou carga transversal concentrada) e
de momento fletor (momento concentrado aplicado). Cortes adicionais devem ser realizados
onde a forca cortante assumir valor nulo (momento maximo ou minimo) e/ou para completar

a ordem polinomial do diagrama em questdo, guardando as relacdes diferenciais.

Obs2: Os cortes S, e S para o calculo de momento fletor poderiam ser apenas um, pois

resultaram em um unico valor de momento. Isto ocorre, pois ndo existe momento
concentrado externo (aplicado) no ponto em andlise, revelando que a for¢a concentrada
externa causa apenas descontinuidade na derivada do momento e ndo em seu valor. O mesmo

pode ser dito em relagdo aos cortes S, e S;, que mesmo estando em barras com dire¢des

diferentes resultam em momentos fletores de mesma intensidade e sinal, gragas a convengao

de sinais adotada.

Exemplo 3.9:

Tragar os diagramas de momento fletor (M ), esfor¢o normal (N ) e esforco cortante

2kN/m

/ Wl e 2kn

5kN

A x;
Iy
4L

1m 1m 1m

(0)

Figura 3.59: Esquema estatico

Sendo esta estrutura um pouco mais complexa do ponto de vista da geometria e vinculagdes,
vale a pena verificar a estaticidade da estrutura por vias cinemadticas, recordando tais

conceitos:

Numero de barras gerais: 2 .

Numero de rotulas: 1.

n°rotulas

NGlint = 3 ’ ]Vbtotal - z 2 ’ (Nb£0)1001‘1‘entes - 1) (3 56)
i=1

NGL,

int

=3.2-2- (2—1) =6—2=4, graus de liberdade internos. (3.57)
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NGL,

tot

=NGL,, -GL ;. (3.58)

onde GL , ¢ onumero de graus de liberdade retirado pela vinculagdo externa, assim,
NGl,=4-4=0 (3.59)

Essa condigdo ¢ necessaria para que a estrutura seja isostatica, porém nao suficiente. A tnica
forma de termos certeza ¢ partirmos para o calculo estatico. Entretanto, caso o resultado fosse
diferente de zero, saberiamos que para se resolver a estrutura ndo bastariam as equagdes da
estatica.

Desenhando o diagrama de corpo livre (DCL) para o calculo das reagdes onde substitui-se a

forca distribuida por uma concentrada equivalente, tem-se:

A 5kN o 2kN
. (\M | N N 'I‘ B 2kN
\(A’]\l A \LQ TVB
q}, Im 1m | 05m | 0,5m

Figura 3.60: Diagrama de corpo livre — Calculo das reagdes

O fato de se ter uma rétula na estrutura nos obriga a separa-la em dois DCLs. Isto se
da, pois ndo se pode realizar a equagdo de momentos para o corpo todo ja que este ndo ¢ um
corpo rigido internamente, ndo transmitindo o momento.

Chamaremos de corpo 1 a parte da estrutura localizada a esquerda da rétula, enquanto

o corpo 2 sera a parte a direita da rétula. Realizando-se o equilibrio do corpo 2, encontra-se:

SF =0 (—+) N-2=0 (3.60)
D2FE=0(T4)  7,+0-2=0 (3.61)
s~ g tT4U0= .

D Mg=0 (U+)  ¥,-1-2:0,5=0 (3.62)

Das equagdes (3.60), (3.61) e (3.62), encontram-se: N =2kN , V, =1kN e Q=1kN .

Realizando-se o equilibrio do corpo 1 e utilizando os valores conhecidos do equilibrio

do corpo 2 encontra-se:

YFE=0(=4) H,+N=0 (3.63)
D E=0 (1) 0+5-7,=0 (3.64)
YM,=0 (O+) Q-2+51+M,=0 (3.65)
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Das equagdes (3.63), (3.64) e (3.65), encontram-se: H ,=—2kN , V,=6kN ¢ M ,=—TkNm .

Desenham-se os DCLs para a determinagdo dos diagramas de esforcos solicitantes
colocando as reacdes de apoio e as forgas internas na rétula, bem como redesenhando o

carregamento distribuido original:

2kN/m
A SkN 1kN
N o T
7kN-m&T6kN Vun 2N | ’[‘11<N
| 1m Tm 1m L

7 K f 7 d

Figura 3.61: DCL real para determinar os diagramas

Diagramas:

O tragado dos diagramas foi feito escolhendo-se pontos estratégicos para o calculo dos
esfor¢os solicitantes, seguindo convengao de sinais. Com os valores calculados nestes pontos
(ou secdes) e conhecendo (pelas relagdes diferenciais) o comportamento (constante, linear ou

quadratico) dos diagramas nos intervalos de interesse, resulta:

Esforc¢o normal:

+2 +2

7~
S

Figura 3.62: Diagrama de esfor¢co normal em (kN )

Esforco cortante:

6
1 1
# H\HH@HHHT%\ A
\H\L@\u

1

Figura 3.63: Diagrama de esforgo cortante em (kN )

Momento fletor:

52



O\
"y

> I

1 0,25

Figura3.64: Diagrama de momento fletor em (kN : m)

Como os valores nos extremos sdo nulos, calcula-se o valor de momento fletor no centro do
intervalo quadratico, aplicando a relacgao:
2 2
M=£=&=0,25 (3.66)
8 8

que foi demonstrada no anexo desse volume. Observar que desta vez o ponto de maximo
momento fletor coincide com o centro do vao, fato ndao usual. Outra forma de calcular o
momento neste ponto ¢ realizar um corte adicional nesta secdo que coincide com o ponto

onde a forga cortante € nula (ponto critico para momento fletor).

Exemplo 3.10: Tragar os diagramas de momento fletor (M ) , esforco normal (N ) e esforco

cortante (Q) para a estrutura isostatica indicada na figura 3.65.

Em razdo da presenca da rotula, separa-se a estrutura em dois corpos distintos,
conforme apresentado no diagrama de corpo livre da figura 3.66. A separagao em apenas dois
corpos pode ser realizada devido as ligacdes entre as barras gerais horizontais e verticais
serem consideradas monoliticas. Além disso, o elemento de barra simples pode ser
substituido pela for¢a normal que este transmite, representadas como tragdo aplicadas nas
ligagdes com as barras gerais, pois o equilibrio deste elemento ¢ trivial, veja o primeiro

diagrama de corpo livre apresentado para a trelica 2D, figura 2.23.

N
P y
9 E
1 5kNl 2kN/m “
3kN.m
A ——) b B
X X
77y [ Iy -
1,5m 1,5m 2m

Figura 3.65: Esquema estatico
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2m

Hy |a P | N fo B |

Vs

L 1,5m 1,5m 1m Im |
# #

Figura 3.66: DCL para o célculo das reagcdes com forgas concentradas equivalentes

Conforme habito, no DCL para calculo de reacdes as forgas distribuidas sdo substituidas por

concentradas equivalentes. Vale salientar que o posicionamento da for¢a externa concentrada

sobre a rétula € indiferente, isto ¢é, esta poderia estar aplicada do outro lado da rétula ou

mesmo ser dividida em qualquer propor¢do para cada lado da mesma. Fica como exercicio

para o leitor mostrar a equivaléncia desta afirmagdo resolvendo o exercicio novamente

colocando a forc¢a no corpo da direita.

Equilibrio para o corpo 1, a esquerda da rotula:

YFE=0(=+) F+H,+N=0 (3.67)
DE=0(1+) 7,-0-5=0 (3.68)
D Mg=0 (O+) 3-V,-3-F-2=0 (3.69)

Equilibrio para o corpo 2, a direita da rotula:

DFE=0(<+) F+N=0 (3.70)
DE=0 (1) 7,+0-4=0 3.71)
Y Mg=0 (O+) V,-2+F-2-41=0 (3.72)

Das equagdes (3.67) até (3.72) resultam: H,=0, V,=3,4kN, V,=56kN, O=-1,6kN ,

N =3,6kN e F=-3,6kN .

Redesenha-se o DCL para a determinacdo dos diagramas de esforgos solicitantes conforme a

figura 3.67.
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3,6kN 3,6kN
< —> %
4
] z
g
Ix . AN/m |
1,6kN
Ay M g [T
X S S X
34kN| kN yi 3’6kNL6kN yi' 5,6kN
4}, 1,5m | 1,5m | 2m 4},

Diagramas:

Figura 3.67: DCL real para determinar os diagramas

Para o tragado dos diagramas de esforcos solicitantes a convengdo de sinal adotada ¢

aquela da figura 3.15, observar os eixos coordenados (locais) indicados no esquema estatico e

no DCL para célculo de esforgos solicitantes.

Esforc¢o normal:

Esforco cortante:

)

Pt
\J

3,6

3,6

Figura 3.68: Diagrama de esfor¢o normal em (kN )

3,6 3,6
N 0 /
EO= -+

3,4
@ / 3,6
36 -
, N
1,6 56

Figura 3.69: Diagrama de esfor¢o cortante em (kN )

55



Momento fletor:

7,2 7,2

AN > e

7 N
72 2 7,2

Figura 3.70: Diagrama de momento fletor em (AN - m)

No caso do trecho quadratico do diagrama de momentos pode-se fazer um corte

adicional para completar os trés pontos necessarios para seu tragado. Outra forma ¢ aplicar a
~ 2 . . . .
expressdo ¢l°/8 marcada a partir do centro de uma linha reta tracejada no intervalo em

andlise no sentido da carga distribuida, sendo / a distancia entre os pontos, veja
demonstragdo no final do anexo deste volume. Observe a figura abaixo 3.71. Entretanto, se a
forca cortante assumir zero em algum ponto do intervalo um corte obrigatorio deve ser

efetuado para se calcular o momento critico (méximo ou minimo).

o 7,2

2,6

Figura 3.71: Trecho quadratico

M =2 = =N (3.73)

Para o tragado do diagrama de momento fletor observa-se que este foi desenhado do
lado tracionado da estrutura. Para a adocdo do sinal, o eixo longitudinal (x) ¢ considerado
positivo da esquerda para a direita no trecho horizontal da estrutura. O eixo transversal (y) ¢
considerado de cima para baixo na parte horizontal da estrutura. Desta forma, tragdo na parte
inferior do trecho horizontal significa tragdo para coordenadas (y) positivas (momento
positivo). O diagrama indica, portanto, momento fletor negativo. No trecho vertical da

esquerda o eixo (x) é considerado de cima para baixo e (y) da direita para esquerda, assim
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tracdo na parte interna da estrutura ¢ momento negativo. No trecho vertical da direita tem-se
o eixo (x) crescendo de baixo para cima e (y) da esquerda para a direita, assim, tra¢do na
parte interna da estrutura representa momento negativo.

Pode-se mostrar a coeréncia dos diagramas de esfor¢os solicitantes verificando-se o
equilibrio nas ligagdes monoliticas dos cantos da estrutura. Pela figura 3.72 observa-se que,
para trechos ortogonais, a forca cortante se transforma em forca normal e vice-versa com a
interferéncia das forcas externas aplicadas nestes pontos. No caso de momentos fletores, a
inexisténcia de momentos externos aplicados leva a mesmos valores de momentos nas duas

partes da estrutura

3,6kN AT O 361N
72Nm A 7,2kN-m
S g
| 3,6kN 3,6kN |
i _ . J
3 6kN , S| 7,2kN-m 7.2kN-m ’s ) 5,6kN
NO A 3,4kN 5,6kN NOB

Figura 3.72: Equilibrio dos nés A e B da estrutura, observar a dimensdo nula do corpo

analisado

3.11 — Exemplos adicionais

Neste item vamos fornecer alguns exemplos adicionais do céalculo de estruturas
isostaticas planas, completando algumas técnicas para a resolucdo de listas de exercicios. Ao
longo da solucdo dos exemplos comentarios relativos as técnicas empregadas sdo realizados,

completando os exemplos do capitulo 3.

Exemplo 3.11: Calculo de trelica plana, reacdes de apoio e método das secoes.
Calcular os esfor¢os normais nas barras 1, 2 e 3 da treliga isostatica indicada.

lSkN
C 3

5
p)

7 , 4 1m
J

| 2m | 2m | 2m | 6m |

Figura 3.73 — Esquema estatico
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Conforme indica o esquema estatico da figura 3.73, escolheu-se utilizar dispositivos
de fixacdo padrao, apoio movel e apoio fixo (veja tabela 1) ao invés de dispositivos de barras
simples. Deve-se comentar que, para trelicas, apenas apoios (fixo e modvel) podem ser
aplicados, pois rotulas ndo transmitem momentos. Observa-se que, por meio de equilibrio
direto de nos, apenas as barras 4, 5, 6 e 7 podem ser resolvidas resultando em for¢as normais
nulas. Os demais nés apresentam 3 ou mais incognitas. Assim, ¢ necessario se calcular as
reagoes de apoio antes de se resolver o resto da estrutura. Veja o DCL da figura 3.74 onde,
propositalmente, se substituiu a treliga pelo corpo rigido que esta representa. A dimensao

vertical foi omitida, pois nesse caso nao influencia no calculo do equilibrio.

l Sk
I £

| 6m | 6m |
| | 1

Figura 3.74 — Diagrama de corpo Livre
Pelas equacdes de equilibrio encontram-se: V, =V, =2,5kN . A partir desses dois valores e
das forcas normais nas barras 4,5,6 ¢ 7 pode se resolver o restante da estrutura por equilibrio
dos noés. Entretanto, como precisamos calcular apenas as for¢cas normais nas barras 1, 2 e 3
vamos utilizar a técnica das seg¢des (ou de Ritter), tal como feito para barra geral. Na figura

3.73 foram indicados cortes que separam a estrutura em duas partes eliminando-se as barras

1, 2 e 3. Utilizando-se o lado direito do corte e a reagdo V, desenha-se, na figura 3.75, o

diagrama de corpo livre para o calculo dos esfor¢os normais em questdo. Observe que as

barras simples s3o substituidas pelos respectivos esforgos solicitantes.

N\N\I i

Com | 2m TZSkN
[ I

Figura 3.75 — DCL para célculo dos esforgos — Método das secdes

Os equilibrios de forcas e momento (escrito em relagao ao ponto O) resultam:

N, cos(6)+N,+N, =0 (a)
N,sen(0)+2,5kN =0 (b)
N, -1m+2,5%kN -4m =0 (c)
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Donde: N, =15kN , N, =-2,5\5kN e N, =—10kN .

Este método pode ser utilizado para o calculo dos esfor¢os solicitantes em trelicas
planas isostaticas, no lugar do método do equilibrio de nds. As duas técnicas podem ser
utilizadas concomitantemente, caso haja preferéncia. J& o célculo das reagdes de apoio via
DCL do corpo todo ¢ pratica corrente, uma vez que sempre simplificard o calculo. Além
disso, a solucdao das trés equacdes (problema plano) de equilibrio de corpo rigido sdo de
carater redundante aos equilibrios dos nds, fornecendo a possibilidade de trés verificagdes de

calculo.

Exemplo 3.12: Treli¢a plana com isoestaticidade atipica

Nos exemplos 3.9 e 3.10 foram mostradas estruturas isostaticas de barra geral e mista
cujas solugdes dependiam da separacdo das estruturas em duas ou mais partes que
constituiam corpos rigidos. Neste exemplo, veja figura 3.76, apresenta-se situacdo semelhante
que pode ocorrer no calculo isostatico de treligas.

O nUmero de graus de liberdade internos da estrutura, veja figura 7.37, ¢ 4.
Subtraindo-se os retirados pela referéncia estatica (no caso 4) resultam, para a estrutura fixa,

zero graus de liberdade e, portanto, ha possibilidade da estrutura ser isostatica.

1kN 3kN
5 O
3m
) _
6kN 3m
2m | 2m |
| |

Figura 3.76 — Esquema estatico
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Da figura 3.77 vemos que a estrutura ¢ constituida de dois corpos rigidos conectados
por uma rétula e, portanto, devemos sepa-los para realizarmos o célculo estatico, conforme
figura 3.78. Nesta figura, a carga aplicada na conexao pode ser colocada em qualquer lado,
ndo alterando os resultados das reagdes e esforcos solicitantes, apenas a forca V' indicada
receberd valor diferente. Porém, quando composta com a carga (do lado que esta estiver),

resultara em for¢a de mesmo valor e sentido.

>/\ 72-10=4

Figura 3.77 — Contagem de graus de liberdade internos.

> B
3m
3m VI
H
L 2m _H> < 2m
6k

3m lV Ai 3m

HA HB
— —L »

2 b,

Figura 3.78 — DCL para calculo das reacdes.
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Escrevendo as equacdes de equilibrio para os corpos livres da figura 3.78 tem-se:

Corpo 1 Corpo 2

H,+H+1=0 (a) H-H,=3 (d)
V=V, (b) V+V,=6 (e)
3H +2V =-6 (c) 2V -3H =-6 63)

Somando-se (c) e (f) resulta ' =-3kN e H =0. Usando as demais equagdes encontra-se

diretamente: V,=-3kN, H,=-1kN, H,=-3kN e V,=9kN. A partir desses valores

resolve-se o equilibrio de todos os nds da estrutura finalizando o processo. O equilibrio do n6
central pode ser feito utilizando-se o esquema da figura 3.78 ou com né unico conectado a 6
barras. Como todas as normais nestas barras serdo conhecidas ter-se-a apenas a verificagdo do

equilibrio.

Exemplo 3.13: Barra inclinada com carregamento distribuido
Este exemplo tem o intuito de ilustrar como abordar a determinacdo de esforgos
solicitantes em trechos inclinados de estruturas de barra geral. Primeiramente trés esquemas

estaticos equivalentes sdo fornecidos na figura 3.79.

3kN /m

I T -1 SN

«— «—
7777777 2,4kN / m 7777777

SkN

4m |

(a) (b) (©)

Figura 3.79 — Esquemas estaticos do mesmo problema

A representacdo (a) indica que o carregamento vertical () ) esta parametrizado pela
dire¢do horizontal (x), ou seja, o valor total da carga vertical aplicada ¢

F,=3kN /m-4m=12kN . Na representagdo (b) a carga estd parametrizada na dire¢do da
barra (X ), porém representada segundo a direcdo vertical (), a carga total vertical ¢

F,=2.4kN /m-5m =12kN , ou seja, equivalente & da representagdo (a). Na representacio (c)
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o carregamento esta parametrizado segundo a dire¢cdo da barra (X ) e representado segundo as

dire¢des da barra (X ) e (). As forcas vertical e horizontal sdo dadas por:

F,=(1.92kN /m-5m)-cos(0)+(1.44kN / m-5m )-sen(0 ) =12kN (a)

F =(1.92kN /m-5m)-sen(0)—(1.44kN / m-5m)-cos(6)=0 (b)
As expressoes (a) e (b) finalizam a analise de equivaléncia entre as representagdes.

O célculo das reagdes de apoio ¢ feito a partir do diagrama de corpo livre com a carga

concentrada equivalente, vide figura 3.80a, cuja representacdo grafica independe do esquema

estatico adotado.

(a) Reagoes (b) Esf. solicitantes auxiliares (c) Rotagao

Figura 3.80 — Reacdes e corte genérico para calculo de esforgos solicitantes

Realizando os equilibrios de for¢cas e momento encontram-se: V,=9.75kN,
V,=2,25kN e H,=5kN .

No caso da figura 3.80b qualquer esquema estatico da figura 3.79 pode ser escolhido.
Provavelmente a escolha que o leitor faria seria o esquema da figura 3.79c, rotacionando as
reacdes para as coordenadas (X,y) e tratando o problema como abordado em barras
horizontais. Este procedimento serd deixado para o leitor de forma a confirmar a escolha aqui
realizada, ou seja, o esquema estatico da figura 3.79a.

Na figura 3.80b criaram-se os esforgos solicitantes auxiliares V (vertical) e H

(horizontal) que sdao encontrados por equilibrio do trecho de corpo rigido indicado, ou seja:

H = —5kN ()
V =9.75kN —=3kN / m-x (d)
M =9.75kN -x —5kN -3x /4 —=3kN /m-x*> /2 =6kN -x —3kN / mx* / 2 (e)

O momento fletor dado em (e) ¢ exatamente o mesmo encontrado usando-se 0s

esquemas estaticos das figuras 3.79b ou 3.79c, porém parametrizado em x e ndo em X . Para
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se encontrar a for¢a normal e a forga cortante basta aplicar a rotagdo, veja figura 3.80c, ou

seja:
N=H-cos(0)-V -sen(0)=-9,85kN +1,8kN / m-x 63}
QO=H -sen(0)+V -cos(6)=4,8kN —2,4kN / m - x (2)

Tanto a forca normal quanto a cortante t€m comportamento linear e basta calcular os
valores iniciais e finais para se tragar seu diagrama. O momento fletor possui comportamento

quadréatico, sendo maximo onde a forga cortante se anula, ou seja, x =2m que corresponde
ao centro da barra. Assim, 0 momento maximo vale M, =(3-4%/8)kN-m=6kN -m, onde
se utilizou como vado ¢ =4m, pois 0 momento estd parametrizado em x. Por curiosidade, o
momento méximo seria calculado como M, =(1,92-5/8)kN-m=6kN-m para o
esquema estatico da figura 3.79c, pois a representacdo da carga transversal e sua

parametrizacdo seguem a dire¢ao ()?,)7). Para a representagdo esquematica da figura 3.79b

fazemos M, =(2,4-(5-4)/8)kN-m=6kN-m, pois a representacdo de ¢ esti em y e sua
parametrizacdo em X .

Os diagramas de esforgos solicitantes estdo mostrados na figura 3.81. Os valores
foram calculados como descrito anteriormente, entretanto, os diagramas seguem a diregdo x

de parametrizagdo e a representacdo y para os esforgos, esta ultima indicada pelas linhas

ortogonais a barra no tracado dos diagramas.

g o
985
\__» /

(a) Normal (kN) (b) Cortante (kN) (c) Momento (kN.m)

Figura 3.81 — Diagramas de esforgos solicitantes

3.12 — Primeiro conjunto de Listas de Exercicios
Com os contetidos descritos anteriormente o aluno é capaz de resolver as quatro
primeiras listas de exercicios. Estas e as outras listas estdo disponiveis no anexo deste

volume.
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4 — Estruturas tridimensionais - barra geral 3D — trelica - mistas

As estruturas de barra geral 3D sdo compostas por elementos estruturais que resistem
as acgdes longitudinais, transversais e torques (momento torgor). Aquelas compostas por
barras simples (que transmitem apenas forca normal) sdo chamadas trelicas 3D e aquelas
compostas por barras simples e gerais sdo chamadas estruturas mistas. Como visto na
representacdo bidimensional a cinematica dos corpos rigidos esta diretamente relacionada ao
comportamento estatico das estruturas. Assim, um corpo rigido em sua representacao
tridimensional possui 6 graus de liberdade, a saber, trés translagdes (u,v,w) segundo os eixos

(X,y,2) e trés rotagdes, (0,,0,,6.) em torno dos eixos coordenados:

-,
— % z
@
o

\%

o

Figura 4.1: Graus de liberdade de um sélido 3D

Para se fixar um corpo rigido ao referencial estatico € necessario se retirar os graus de
liberdade através de dispositivos de fixacdo. No caso de uma fixagdo isostatica 6 graus de
liberdade serdo retirados, resultando em 6 reacdes de apoio apds a representacao do diagrama

de corpo livre. Consequentemente, tém-se 6 equagdes de equilibrio de forgas € momentos.

4.1 — Elementos de barra 3D

Para qualquer so6lido, em especial no que diz respeito as barras gerais (sélidos que
possuem uma das dimensdes muito maior que as outras duas) sua continuidade deve ser
garantida pelas tensdes internas, que, tal como na representacdo bidimensional, resultam nos
esfor¢os solicitantes. Para que uma parte do elemento de barra geral retire os seis graus de
liberdade relativos da outra parte a ele conectada, ¢ necessario que em uma analise de
separacao (DCL) destas partes surjam 6 esforc¢os solicitantes, que véem aos pares, pelo
principio da agdo e reagao.

Na figura 4.2 definem-se estes esforcos solicitantes e a convengao de sinais utilizada

para sua analise.
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M,> 0 quando tracionar y>0

My>0 quando tracionar z>0

Figura 4.2: Convencao de sinais

Os seis esforcos solicitantes sao:

N

ASTE

i

X K

Esfor¢o Normal - Positivo quando de tragao

Momento torcor - Positivo saindo da se¢ao

Esforco cortante segundo a dire¢ao y
Esfor¢o Cortante segundo a direcdo z
Momento fletor em torno de y ou M _

Momento fletor em torno de zou M

Seguindo a légica inversa da mecanica dos solidos, apesar dos esforcos solicitantes

serem a integragdo do estado de tensdo no corpo em uma determinada secdo transversal, o

estado de tensao sera determinado a partir dos esfor¢os solicitantes e de hipdteses

simplificadoras. Essas hipoteses serdo abordadas mais adiante permitindo ao engenheiro que

determine os niveis de tensdo na estrutura a partir dos esforcos solicitantes determinados na

analise estatica das estruturas.

Relacoes diferenciais e técnicas de solucao

Da mesma forma como obtido para a barra geral 2D deduz-se as relagdes diferenciais

entre os esforcos solicitantes e carregamentos externos, considerando-se o equilibrio de um

trecho infinitesimal de barra geral 3D, tal como:

dM .

I =0,
M, _,
dx °°

do,
= —qy

dx

Q. _

dx - qz

(4.1)

(4.2)
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O tracado de diagramas de esforcos solicitantes de estruturas de barra geral 3D ¢ feito

de forma semelhante ao tracado dos diagramas 2D. Apesar do célculo de todas as grandezas
relacionadas a momentos poder ser realizado de forma vetorial, ou seja M =d xF , nesta

disciplina opta-se por decompor todas as for¢as em suas componentes cartesianas e utilizar a
regra da mao direita para indicar o sentido do momento resultante.

Assim:

- Componente de for¢a na diregdo x gera momento na diregdo y se houver “brago” (d_) na

dire¢do z em relagdo ao ponto de andlise do equilibrio de momentos. O modulo deste

momento ¢é dado por M =F, -d, seu sentido é dado pela regra da mdo direita, ja

comentada.

- Componente de for¢a na diregdo x gera momento na dire¢do z se houver “brago” (d ) na

dire¢do y em relagdo ao ponto de andlise do equilibrio de momentos. O modulo deste

momento é dado por M_=F, -d, seu sentido é dado pela regra da mdo direita, ja

comentada.

- Componente de forca na direg¢do y gera momento na direc¢do z se houver “brago” (d_) na

dire¢do x em relagdo ao ponto de andlise do equilibrio de momentos. O modulo deste

momento é dado por M_=F, -d, seu sentido é dado pela regra da mdo direita, ja

comentada.

- Componente de for¢ca na diregdo y gera momento na diregdo x se houver “brago” (d_) na

direcdo z em relagdo ao ponto de andlise do equilibrio de momentos. O modulo deste

momento é dado por M_=F,-d, seu sentido é dado pela regra da mdo direita, ja

comentada.

- Componente de for¢a na diregdo z gera momento na dire¢do y se houver “brago” (d_) na

direcdo x em relagdo ao ponto de andlise do equilibrio de momentos. O modulo deste

momento é dado por M =F -d,  seu sentido é dado pela regra da mdo direita, ja

comentada.

- Componente de for¢a na dire¢do z gera momento na dire¢do x se houver “brago” na (d )

dire¢do y em relagdo ao ponto de andlise do equilibrio de momentos. O modulo deste

momento é dado por M _=F, -d  seu sentido é dado pela regra da mdo direita, ja

comentada.
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Exemplo 4.1:

Tragar os diagramas de esforgos solicitantes da estrutura 3D a seguir. Os sistemas de
coordenadas locais acompanham a estrutura conforme indica a figura. Neste exemplo as
coordenadas globais coincidem com as coordenadas locais do trecho AC da estrutura. Assim,
neste exemplo, a for¢a cortante na direcdo y serd sempre vertical, enquanto a forca cortante
na dire¢do local z sera entrando no papel para o trecho AC e no sentido do eixo x global no

trecho CD. O momento fletor M estard sempre tracionando ou comprimindo as barras gerais

em suas fibras superiores ou inferiores, conforme indicam os eixos y locais. J4& o momento

fletor M estara tracionando ou comprimindo as fibras externas ou internas da estrutura,

conforme indicam os eixo z locais.

2kN
5kN /

—
D 3kN

X

Z
Z/ qy=1kN/rn y
Aydigll
X B C
y q,=3kN/m

Figura 4.3: Esquema estatico

Dados: Ezlm, ﬁzZm, CD=3m.

Solucio:

Separar a estrutura da referéncia estatica e desenhar o diagrama de corpo livre para o
calculo das reagdes. Como usual escrevem-se as forcas concentradas equivalentes as
distribuidas e indicam-se as reacdes. Ao se escrever as reagdes nos pontos de extremidade
seguindo a convengdo de sinais de esforgcos solicitantes (figura 4.2), facilita-se sua
identificacao nestas se¢des. Caso o apoio esteja localizado em regido central, onde concorrem

mais de uma barra geral ou simples, tal facilidade ndo se apresenta.
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Z | 1,5m 67

Figura 4.4: DCL para o calculo das reacdes

Equilibrio de forgas para a determinacgdo das trés primeiras equagdes.

D F.=0 X,-3=0
D F =0 Y, -3-5=0

Y F=0 Z,~-2-6=0
Equilibrio de momentos em relagcdo ao ponto A, lembrando que

Momento M serd produzido por F,-d_ ou F,-d .
Momento M, serd produzido por F -d_ ou F,-d. .

Momento M, serd produzido por F,-d, ou F, -d_.
Tem-se as trés equagdes da estatica restantes:

> MI=0 M, +5,-3,43,-0.+6.-0,+2.-0, =0
> M!=0 M, +6.-2,+2.-3,-3,-3.=0

4 _
> M =0 M.-43,-15 +5,-3,+3.-0, =0

(4.3)
(4.4)

(4.5)

(4.6)
(4.7)

(4.8)
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Nas equagdes (4.6), (4.7) e (4.8) o indice sob os numeros ajudam a identificar as
diregdes das forgas e ‘bragos’ analisados. Além disso, o sentido escolhido como positivo para
a regra da mao direita foi aquele cujo polegar coincide com o sentido das reagdes de apoio
indicadas. Entretanto, qualquer sentido poderia ser adotado. Das equagdes de (4.3) a (4.8)

encontram-se: X, =3kN, Y, =8kN, Z,=8kN, M =-15kN-m, M, =-9kN-m e
M, =-19,5kN -m.

Redesenha-se o DCL para a determinagdo dos diagramas de esforgos solicitantes
colocando-se as reacdes com suas intensidades e sentidos e as forcas distribuidas como

originalmente propostas.

1954, 15 /
y q;BkN/m

Figura 4.5: DCL real para determinar os diagramas de esforcos solicitantes

Diagramas:

Os diagramas sdo encontrados aqui seguindo a mesma estratégia dos problemas
bidimensionais, ou seja, escolhendo-se pontos apropriados (cortes) para se calcular valores
chave de esforcos solicitantes e utilizando-se das relacdes diferenciais para completar os

trechos dos diagramas, ou seja:

- Esfor¢o cortante nulo = Momento fletor constante (um corte chave)
- Esforgo cortante constante ndo nulo = Momento fletor linear (dois cortes chave)

- Esfor¢o cortante linear = Momento fletor quadrético (trés cortes chave + PT critico)

E assim sucessivamente.
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Esforc¢o normal:

+3

Figura 4.6: Diagrama de esfor¢o normal em (kN )

Esfor¢o cortante 0,:

Figura 4.7: Diagrama de esforgo cortante O, em (kN )

Esforco cortante QO :

Figura 4.8: Diagrama de esforco cortante Q. em (kN )
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Momento torgor:

-15

Figura 4.9: Diagrama de momento tor¢or em (kN . m)

Momento fletor M _:

19,5

15

Figura 4.10: Diagrama de momento fletor M_ em (kN m)

O trecho parabolico do diagrama de momento fletor aparece onde a respectiva forca
cortante ¢ linear, ou o carregamento distribuido € constante. No caso ¢ uma parabola de
segundo grau sem ponto critico a se determinar, pois a for¢a cortante nao assume valor nulo
em nenhum ponto da estrutura. Assim, basta calcular o valor do momento fletor para o ponto
do centro do trecho do diagrama de interesse e completar o tracado. Uma forma expedita de

fazé-lo € tracejar uma linha entre os dois valores encontrados para os extremos do intervalo e,

2
12
a partir do centro desta linha tracejada, medir M =% =% =1,125kN -m no sentido da

carga aplicada (diagrama tragado do lado tracionado da estrutura). Novamente comenta-se
que a demonstracdo desse procedimento ¢ muito simples e encontra-se no final do anexo

desse volume.
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Momento fletor My:

+

= 4

Ny 7
%/ﬁ .I'I\
1 9
\

trecho linear

trecho quadratico

Figura 4.11: Diagrama de momento fletor M, em (kN . m)

Da mesma forma que para M_, o trecho parabdlico em questdo ndo apresenta ponto critico.

Assim tomando uma linha tracejada entre os valores do extremo do intervalo mede-se

g’ 3(2) . .
M = ry = 5 =1,5kN -m no sentido da carga aplicada.

4.2 - Trelicas tridimensionais (3D)
Tal como a trelica plana, a trelica tridimensional ¢ constituida por nos e barras
simples. No espaco tridimensional cada nd ¢ tratado como um ponto material e possui trés

graus de liberdade.

—————————

5\

Figura 4.12: Graus de liberdade de um no de treliga 3D

Um sistema com dois nds livres apresenta, portanto, seis graus de liberdade.
Conectando-se estes dois nos por uma barra simples, estes ficam impedidos de se afastar ou
se aproximar, ou seja, uma barra simples serve para conectar dois nos e retira um grau de

liberdade do sistema.
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O tetraedro € o corpo rigido 3D mais simples constituido por elementos de treliga.

Figura 4.13: Tetraedro constituido por barras simples — livre de restrigdes

Ao se realizar a contagem de graus de liberdade de um tetraedro constituido por 4 nds

e 6 barras simples encontra-se:

]vint = 3 : Nna's - Nbarras (49)
N, =34-6=6 (4.10)

Ou seja, o tetraedro constituido por nds e barras simples (treliga) apresenta 6 graus de
liberdade o que constitui um corpo rigido no espaco. Estes graus de liberdade sdo 3
translacdes e 3 rotacdes (cada uma, por exemplo, em torno e um eixo coordenado).

Uma possivel fixacdo do tetraedro com relagdo a referéncia estatica se da conforme a
figura 4.14. Ao se fixar totalmente o nd 1 retiram-se as translagdes. A fixagdo do no 2, tal
como ilustrada na figura 4.14, impede que o corpo gire em torno dos eixos y € z, enquanto a
fixacdo do nd 3 impede o giro em torno do eixo X. Assim o corpo estd estaticamente

determinado.

Figura 4.14: Tetraedro com barras simples fixado a referéncia estatica
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Realizando os calculos a partir da retirada dos graus de liberdade por barras simples
de fixagdo, tem-se:

tot int

N, =N. —Vinculos externos (4.11)

N,

fot

=6-6=0 4.12)

Exemplo 4.1: Resolver estaticamente a trelica tridimensional. Calcular as reagdes de apoio e

as forcas normais nas barras.

A 1

g 2 x
y

Figura 4.15: Esquema estatico

Dados, coordenadas dos nds e valor da forca aplicada:

£ =(0,0,0), B=(1,00), B=(0,02), B,=(0,-L1) ¢ F=(-1-3-2)kN.

Solugao por equilibrio de ndés:

Inicialmente desenha-se a estrutura separada da referéncia estatica (Diagrama de
corpo livre) substituindo-se os dispositivos de fixagdo pelas forgas de reagdo que eles sdo
capazes de transmitir. No caso desenham-se estas forgas como forcas de tracdo nos
dispositivos. Tal procedimento ndo € obrigatorio, poder-se-ia ter adotado as forgas reativas,
por exemplo, no sentido dos eixos coordenados. Outro detalhe no desenho do digrama sdo as
componentes da forga aplicada (ao invés do vetor completo) isso indica que nosso calculo

também sera feito de forma analitica, ou seja, pelas componentes cartesianas.
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DCL — Reagoes:

X1 1 )
77

Figura 4.16: DCL para o célculo das reagdes de apoio

Procede-se com o equilibrio de forcas nas direcdes X, y, € z e com o equilibrio de

momentos em torno dos eixos X, y € z tomados em relagdo ao ponto 1 da estrutura.

SE=0  X+1=0. (413)
YFE =0 Y+Y,-Y-3=0. (4.14)
YE=0  Z+7Z,+2=0. (4.15)
DM=0  Y,-243 -1+2,-1=0. (4.16)
DM, =0 Z,-1-1-1=0. (4.17)
dM!=0  ¥,-1-1-1=0. (4.18)

Resolve-se o sistema de equacdes de (4.13) a (4.18) encontrando-se: X, =—1kN,
Y=-0,5N, Y,=1kN, Y,=-25kN, Z =-3kN e Z,=1kN. Deve-se observar que o
sistema de equagdes ¢ bastante simples.

Para se determinar os esfor¢os normais nas barras deve-se resolver o equilibrio de
forcas para cada né da estrutura. E interessante, portanto, reescrever as forgas reativas (como
aplicadas na estrutura) em forma de componentes coordenadas. Lembrando-se que os valores
positivos obtidos acima sdo de tracao (indicado no DCL) e que os negativos indicam
compressdo (contrario ao DCL). Assim, deve-se rever os sinais escrevendo as reagdes
cartesianas como: 1?1 =(1;-0,5;3)kN , ﬁz =(0;1;-1DkN ¢ ﬁz =(0;2,5;0)kN .

Separam-se os nds das barras simples e observa-se que cada barra simples estd em

equilibrio pela agdo do esforgo solicitante normal. Este esfor¢o ¢ tomado como positivo
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saindo da barra, tracdo. Assim, por agdo e reacdo, o esfor¢o normal positivo ¢ representado

saindo do no para o calculo do equilibrio. Veja a ilustragdo para o no 4.

Equilibrio do No¢ 4:
3y 2Z

4
1S A3

Vi Vio \F)
34

/\

Fl4 24

Figura 4.17: Equilibrio do no6 4

Como, na representacao tridimensional, realizar desenhos e calcular angulos ¢ um

procedimento cansativo, uma estratégia analitica serd seguida. Define-se o versor v, que sai

do no analisado i e vai em dire¢do ao nd j como

_ P-P
v, _—\P.i 7] (4.19)

Cada componente deste versor ¢ chamada de cosseno diretor. Este versor estara
sempre saindo do nd analisado e, quando multiplicado pela intensidade do esfor¢o normal
associado, indicard seu sentido de aplicagdo com relagdo ao n6 i. Observe que o esforgo

normal de uma barra ij tera por conveng¢do o nome F ou N e seus indices seguirdo a ordem

do menor para o maior, tendo em vista que (lembrando) esfor¢o solicitante nao é forca
aplicada e existe apenas um esforco normal por barra de treliga. A intensidade F' pode ser
tanto positiva quanto negativa, caso o resultado dos calculos indique seu valor positivo, sabe-
se que a barra estd sob tracdo, caso contrario a barra estd sob compressdo. Assim, as

intensidades F; = F;, sdo idénticas e se escrevera apenas um nome, seguindo do indice

menor para o maior. Na figura ilustrativa do equilibrio representa-se a intensidade da forca
normal incognita (esforgo solicitante).

Para o n6 4 tem-se:

= Bh (00001 (012 5 VB, g

“TR-rl” JO-0Y +(0+1)+(0-1 V2

Procede-se da mesma forma para a determinacdo dos outros versores, como:
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. _PB-P _\3

P =5 gl 3(11—1) (4.21)
3, |§ i : f (0.L1) (4.22)

Como comentado, as componentes cartesianas das forcas normais aplicadas sobre os

nods sdo obtidas fazendo-se: F = Fv . Ao se utilizar uma nomenclatura vetorial para a forca
normal, se esta associando a mesma a um determinado nd, mas a for¢a normal procurada ¢

apenas a intensidade calculada, ou seja, F' . A representacdo vetorial no n6 4 fica:

~ . 2 -

F, =Fl4v41=F;4§(0,1,—1), ou  F,=|0 +£ —£k]F (4.23)
B} 3 B . 3. 3. B
F,=Fpy,=F, T(Ll:_l) ) ou F, = Tl +TJ _Tk £y, (4.24)
B} . NG , V2. N2,

Fy=F,v;= F47(0’1’1)’ ou Fy= 0i +71+ > F, (4.25)

A forca externa aplicada no né 4 pode ser também escrita como: F, = —(1,3,2)kN ou

F,=-1i =3j—-2k. Esta nomenclatura onde os eixos coordenados sdo denominados por

- - =

versores i, j,k € mais longa e serd abandonada.

Como um n6 é um ponto material (sem dimensdes) as equacdes de equilibrio sdo
referentes apenas as forgas, em outras palavras, nao se faz equilibrio de momentos em um né
de trelica, pois este ndo tem dimensoes.

Equagdes de equilibrio para o n6 4:

Y F.=0 0-E4+?-Fz4+0-1g4—1=0. (4.26)
2 J3 2

Y F, =0 Pt Byt =30 (4.27)
2 3 2

D E=0 —7'1714—?'1724““7'@4—2:0- (4.28)
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Das equagdes (4.26), (4.27) e (4.28), resultam os esforgos solicitantes:

E, =3kN ¢ IQz%kN.

Equilibrio do Né 3:

/ V3o
Fi3 /
Fys

Figura 4.18: Equilibrio do no6 3

Cossenos diretores:

- _h-h

Vi = = (0’0’_1)

| 17 3|
S _B-PA 50
v32_|PZ—P3|_ 5 (1’0’ 2)
PP N2
v34_|P4—P3|_ V= > (0, 1, 1)

Componentes cartesianas das for¢as entendidas como aplicadas no né:

F’31 = Fv, = £ (0101_1)

NG

—(1,0,-2
>(1.0-2)

2

EM = F34‘734 = F34 7

ﬁ32 =Fyvy, =Fy
(0,—1,—1)

lembrando que §3=(0,2.5,0).

Equacdes de equilibrio para o n6 3:

ZEc:O 0'E3+g’Fzs+0’Fz4:0-

NG

Fy === kN,

2

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)
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NG

Y F =0 0-Fy 4 0-Fy === Fy +2,5=0. (4.36)

SF =0 _1.E3_£.Fz _Q.FMZQ (4.37)

3

Das equagoes (4.35), (4.36) e (4.37), resultam: F; =—2,5%kN, F,; =0 e confirma-se o valor

F34:¥kN.

Como exercicio, propde-se resolver o equilibrio para os nos 2 e 1, observe que, como
o equilibrio do corpo rigido completo ja foi resolvido, para o pentltimo né da estrutura duas
das equacdes de equilibrio serdo de verificagdo enquanto para o ultimo no todas as trés
equacdes serdo de verificacdo. No total sdo seis equagdes de verificacdo, pois foram usadas

seis equagoes de equilibrio externo para resolver as reagoes.

4.3 - Dispositivos de fixa¢do para estruturas de barra geral 3D

J& se apresentou o célculo de diagramas de esforcos solicitantes de estruturas 3D de
barras gerais, entretanto o dispositivo de fixagdao apresentado era um engaste fixo que retirava
todos os graus de liberdade de um ponto da estrutura. Neste item, dispositivos que
possibilitardo andlises mais gerais serdo apresentados.

Dispositivos de fixacdo de estruturas 3D s3o de dificil representagdo grafica e sdo
usualmente representados por barras simples ou, no caso de engaste, utiliza-se a
representagdo intuitiva semelhante ao caso 2D. Como ja comentado, a transformagdo de um
desenho mecanico em esquema estatico ¢ de responsabilidade do engenheiro. Isto quer dizer
que as decisdes referentes ao comportamento dos dispositivos fisicos de ligagdo entre a
estrutura e o referencial estatico sdo obrigacdes do projetista. No que segue os dispositivos de
ligagdo (usualmente representados por barras simples) serdo mostrados ja na forma de

esquema estatico para a solu¢ao de problemas propostos.
Exemplo 4.3. Tragar os diagramas de esforgos solicitantes da estrutura da figura 4.19. Dados:

AB=5m, BC=2m, BD =4m ,e BE =4m.
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2kN
N

5kN

7

Figura 4.19: Esquema estatico

DCL para o calculo das reacoes de apoio:

E importante observar que neste diagrama de corpo livre ndo se preocupou com o

sentido das reacdes. Apenas se colocaram as forgas reativas na direcdo do dispositivo de

fixacao (ndo se escolheu sentido algum).

2kN
ﬂkN
E

ZC
z 5kN /

YDT
D
Figura 4.20: DCL - Reagdes

As equacdes de equilibrio de for¢as e momentos, estas ultimas em relacdo aos eixos

coordenados passando pelo ponto A, ficam:

YE=0 X,=0 (4.38)

YFE =0 Y, ~Y.+Y,+2-5=0 (4.39)
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YE=0  Z,-Z.-1=0 (4.40)

DMI=0  -Y,-4+2:4=0 (4.41)
DM!=0 -Z.7-15=0 (4:42)
dMI=0 Y. 7-Y,-5-2-5+5:5=0 (4.43)

Resolvendo-se o sistema formado pelas equacdes de (4.38) a (4.43), encontra-se, X, =0,

Y, =%kN, YC=—§kN, Y, =2kN, Z, =%kN, Z, =_75kN.

Redesenha-se o DCL para a constru¢do dos diagramas de esforcos solicitantes

colocando as forgas reativas nos sentidos determinados.

2kN

A %kN
7

%kV 4
7

vy

Figura 4.21: DCL — Para célculo dos Esforcos solicitantes

Diagramas:

Realizam-se os cortes para calculo dos esforcos solicitantes a partir das extremidades
da estrutura. Devem-se observar, na figura 4.21, os eixos locais indicados para os trechos AB
e BC; e DB e BE. A convengdo de sinal serd adotada colocando-se o desenho padrao da
figura 4.2 coincidente com os eixos locais escolhidos. Os cortes utilizados para a solu¢do dos
diagramas comecaram pelas extremidades de cada barra e terminaram imediatamente antes
do encontro das barras no ponto B. Observa-se que o equilibrio de uma ‘cruzeta’ infinitesimal
no ponto B pode ser realizado com o intuito de verificar se os diagramas tragados estao

corretos.
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Figura 4.22: Diagrama de esfor¢co normal (kN )

/
/
Al 2
/

Al
2 f
§/7¢"ﬂ
2/7 / -
y7,
N AT W
7 5/7
/’ = /
/
5/7
/
2 2
AN

Figura 4.23: Diagrama de esfor¢o cortante Qy (kN ) , respeitando eixo local.

Figura 4.24: Diagrama de momento torgor M, (kNm)
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27 LK

Figura 4.25: Diagrama de esforgo cortante Q. (kN ) , respeitando eixo local.

Figura 4.26: Diagrama de momento fletor M, (kNm) , respeitando eixo local.

4

Figura 4.27: Diagrama de momento fletor M kNm respeitando eixo local.
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Exemplo 4.4. Tracar os diagramas de esforcos solicitantes para a estrutura 3D a seguir:

1kN

1kN /
1

X KN
] b J

m

Figura 4.28: Esquema estatico
Neste exemplo pode-se notar que o engaste produzira seis reagdes, porém, neste caso,
ndo serd necessario calcula-las, uma vez que os diagramas de esforcos solicitantes poderao

ser construidos apenas com as informagdes das forgas externas aplicadas, utilizando-se cortes

vindos da extremidade livre da estrutura.

+1
+1

Figura 4.29: Diagrama de esfor¢co normal (kN )

_/

Figura 4.30: Diagrama de momento torgor M, (kNm)
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+1

+1

Figura 4.31: Diagrama esfor¢o cortante Qy (kN ) , respeitando eixo local.

+1

Figura 4.32: Diagrama esforgo cortante Q. (kN ) , respeitando eixo local.

+

=y 4

y 4
V4
y 4
v 4
y 4

/M 7 \1

AN

1

Figura 4.33: Diagrama de momento fletor M (kNm) , respeitando eixo local.

7

Figura 4.34: Diagrama de momento fletor M (kNM) , respeitando eixo local.
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4.4 — Estruturas mistas

Estruturas mistas sdo compostas por elementos estruturais diferentes ou por elementos
estruturais iguais, mas conectados por vinculos internos que exigem a separacao do corpo
para uma adequada solugdo estatica. Exemplos destes vinculos sdao dados para estruturas
planas na tabela 2. Neste item, por meio de exemplo, mostra-se como se resolve uma

estrutura isostatica 3D composta por partes distintas conectadas entre si por meio de rotulas.

Exemplo 4.5. Tracar os diagramas de esforcos solicitantes da estrutura mista:

C

qZ/ 3kN
A > /

—
y 5kN
D 4kN

Figura 4.35: Esquema estatico

Dados: A=(0,0,0)m, B=(2,0,0)m, C=(2,0,2), D=(2,22)m ¢ E=(311)m.

Solucio:
Como se observa, a estrutura ¢ um corpo rigido isostatico e, portanto, podem-se
calcular as reacdes no engaste sem se preocupar com a divisdo interna da estrutura que sera

realizada para o célculo das for¢as normais nas barras simples.

Diagrama de corpo livre (DCL) para o calculo de reacdes:

My A Mz, « ﬁ\ Z/ 3kN
A
M;; /
A X E
‘ A b L s
A y 5kN
D 4kN

Figura 4.36: DCL — reagdes
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D F=0  X,-5=0
DYF=0 Y,-4=0
DF=0 Z,-3=0

DM!I=0 M, -31+41=0
DM!=0 M, +33-51=0

DM!=0 M +43-51=0

(4.44)
(4.45)
(4.46)
(4.47)
(4.48)

(4.49)

Resultam: X, =5kN, Y, =4kN, Z, =3kN, M, =-1kNm, M, =-4kNm ¢ M_ =-TkNm

Redesenhando-se as reacdes calculadas gera-se o DCL para o célculo dos esforgos

solicitantes. Neste diagrama separa-se o ndé da parte trelicada do restante da estrutura

constituida de barras gerais. A partir do equilibrio deste Uinico n6 (ponto E) encontram-se as

forcas nas barras da trelica e, conseqiientemente, as componentes das forgas que estas

exercem nos pontos B, C e D das barras gerais.

ty
‘41x Sx ‘4
A
7z 4}’ 37

Figura 4.37: DCL — Esfor¢os barras simples

Equilibrio dono E£:

Feg
SZ
< Vi 5x
Vi E
amre

DE

Figura 4.38: Esquema do equilibrio do n6 £

\C
e
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Cossenos diretores:

Gy = bk —‘/5( 1,-1,-1)

= =2 4.50
Vs |PB_PE| 3 ( )
. _P-P, B

- =N (-1-11 4.51
Vic |PC_PE| 3( , ’) ( )
7,y =2 L —ﬁ(—l,l,l) (4.52)

TR TR 3

Podem-se escrever as componentes cartesianas das for¢as que as barras simples aplicam no

nd como:

Fry = FypVpy = Fyy ?(—L—L—l) (4.53)
Fye = FoyVye = Fy ?(—L—LI) (4.54)
Frp = FppVgy = Fpp 3 (-LL11) (4.55)

«|

A forca externa aplicada no no, pode ser escrita como: F'E =(5,4,3)kN . As equagdes de

equilibrio dono E ficam:

Sroo B B, B

3.BE_T.FCE_?.FDE+5:O (456)
B, BB
> F =0 _T.FBE—T-FCE+?.FDE+4:O (4.57)
ZFz:O _?-FBE+?-FCE+g-FDE+3=O (4.58)

Das equagoes (4.56), (4.57) e (4.58) resultam os valores dos esforcos solicitantes normais nas

e &

barras simples da estrutura: Fy; = 4J3kN , Fop ZTkN e Fy, = TkN .

Os esfor¢cos normais geram forgas aplicadas na parte composta por barras gerais que
podem ser escritas como sendo o valor dos esforcos solicitantes multiplicados pelos

respectivos versores (cossenos diretores) dados por:

B3

Vo = Ve =~ (111) (4.59)
L 3
Vp =~V = §(1,1,—1) (4.60)
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. B

Vpp = —Vpp = T(l’_l’_l) (4.61)
Resultando

Fyp = Fypvy, =(4,4,4)kN (4.62)
Fo,=F v, =(1/21/2,-1/2)kN (4.63)
Fy, =F, %, =(1/2,-1/2,-1/2)kN (4.64)

Cujas componentes estdo indicadas no DCL da parte da estrutura composta por barras

gerais mostrado a seguir.

1/2,

1/2y
\

—
C 1724

Figura 4.39: DCL — barras gerais

Os diagramas de esforgos solicitantes da parte da estrutura constituida de barras gerais
sdo feitos como usual, ou seja, procedem-se os cortes mais adequados, usando-se o DCL da
figura 4.39, sem as barras simples, e seguem-se as convengdes de sinal estabelecidas na

figura 4.2 respeitando-se os eixos locais indicados na figura 4.39.

1
V3
1/2 2
+5
+4\/3
V3
2

Figura 4.40: Diagrama de esfor¢o normal N (kN )
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+1/2
+4

Figura 4.41: Diagrama de esforco cortante Qy (kN ) , respeitando eixo local.

1/2
+3

Figura 4.42: Diagrama de esforgo cortante O, (kN ) , respeitando eixo local.

Figura 4.43: Diagrama de momento torgor M, (kNm)
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11
7 O///
© /
1//
Ol

Figura 4.44: Diagrama de momento fletor M (kNm) , respeitando eixo local.

1
@/
e A
=y
2 -
4 \—

Figura 4.45: Diagrama de momento fletor (kNm) , respeitando eixo local.

Nesse exemplo cabe comentar que as ilustragdes para o calculo do equilibrio de nos ¢
dispensavel, pois os procedimentos foram todos analiticos, ou seja, os calculos dos versores €
equilibrio de forgas foram realizados utilizando-se as coordenadas dos nos sem a necessidade

das ilustragoes.
4.5 - Segundo conjunto de Listas de Exercicios

Utilizando-se os conceitos descritos nos capitulos precedentes, o aluno deve resolver a

quinta lista de exercicios disponivel no anexo deste volume.
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5 - Tensdes médias:

Até este ponto aprendeu-se a calcular esforcos solicitantes em estruturas
bidimensionais e tridimensionais 1sostaticas, bem como a calcular tensoes normais em barras
simples. Neste capitulo, o conceito de tensdo média ¢ explorado em dispositivos simples de
ligagdo, preparando o estudante para célculo de tensdes na flexdo e tor¢do de barras gerais. O
calculo de tensdes em ligagdes simples também prepara o estudante para o calculo de tensdes

em ligacdo mais complexas a serem abordadas em outras disciplinas.
5.1 — Recordando componentes de tensao

Tensao Normal

No inicio de nosso curso abordaram-se elementos de barra simples, ou de trelica, e

. ~ 1 N .
definiu-se a tensdo normal média o, , = VE conforme a figura abaixo.

Figura 5.1: Forca normal

With

Figura 5.2: Tensao normal
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A tensdo normal média, além de ser uma boa aproximacdo para a distribuicdo de
tensdo em uma se¢do transversal de barra simples, serve para introduzir o conceito de
componente de tensdo normal. Serd visto mais adiante que o enfe tensao ¢ uma grandeza
tensorial que possui 9 componentes. Entretanto, a natureza destas componentes se resume a
dois tipos: componente normal e componente cisalhante, conhecidas usualmente como tensao
normal e tensdo cisalhante. No que segue, utiliza-se o conceito de distribuicdo média para se

definir a componente cisalhante de tensao.

Tensao cisalhante ou de cisalhamento:
Imagine uma barra submetida a forgas auto-equilibradas conforme indica a figura 5.3.
Ao se realizar um corte normal ao eixo da barra encontra-se nessa se¢ao transversal uma

distribuicao de tensdo normal, tal como realizado na figura 5.2.

F

\

\F‘

Figura 5.3: Esfor¢o auto-equilibrado aplicado a barra

Entretanto, pode-se escolher um plano de corte diferente do plano ortogonal ao eixo
da barra. Neste caso, por exemplo, um plano paralelo ao eixo da barra conforme indicado na

figura 5.4.

Figura 5.4: Tensao cisalhante

Para se equilibrar cada lado da barra ¢ necessario que o material constituinte da
mesma resista a for¢a F aplicada, transmitindo através do corte imaginario seu efeito. Assim,
o material impede o deslizamento relativo entre planos através da chamada tensdo de
cisalhamento. Portanto, define-se tensao de cisalhamento como o esfor¢o distribuido interno

que se opde ao deslizamento relativo entre planos (ou superficies) internos de um sélido. Da
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mesma forma, define-se tensdo normal como o esfor¢o distribuido que se opde ao
afastamento ou aproximagao relativa entre planos internos do so6lido.
Assim, chamando-se 7 (tal) a letra grega que define a tensdo de cisalhamento em um

ponto, tem-se, para garantir o equilibrio de uma das partes do corpo da figura 5.4, que:

F={rd4 (5.1)
A

Considerando-se, por simplicidade, a distribui¢do de 7 constante e 7 =7, , se escreve:

r o=t (5.2)

Neste caso, a tensdo média ndo ¢ uma boa aproximacgao para a distribui¢do de tensdo
cisalhante, porém pode ser usada apara se aferir a intensidade da tensdao em determinada
ligacdo. Em caso de materiais dudcteis, no limiar da ruina, a tensdo média se torna uma boa

aproximacgao.

5.2 — Tensdes médias em ligacdes simples
Exemplo 5.1. Aferir a tensdo de cisalhamento média na ligacao entre a barra e o macico da

figura a seguir:

Figura 5.5: Matriz (bloco) e fibra (barra)

Solucio:
Separando-se a barra da matriz pela superficie cilindrica de contato analisa-se o equilibrio

conforme a Figura 5.6

Figura 5.6: Fibra com destaque para a superficie de contato
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Considerando 7 =7, , aintegral F = I tdA resulta F=7, ,A . ou,
A4
F
Tped = 5.3
" Acont ( )
Sendo 4., =27rL a area de contato, da superficie cilindrica indicada, tem-se:
F
Tod = : 54
" 2L (>4)

onde L ¢ o comprimento do contato e » o raio da barra. Deve-se observar, entretanto, que a
ligagdo entre a barra e o macigo da figura 5.6 ¢ real e a tensdo de cisalhamento ali
desenvolvida ¢ resultado da aderéncia entre os dois materiais. A area considerada para o
calculo da tensdo de cisalhamento no arrancamento do fuste de um parafuso de sua cabeca ¢
semelhante a utilizada no exemplo acima, entretanto, a superficie cilindrica utilizada sera
idealizada e as tensoes de cisalhamento desenvolvidas serdo devidas diretamente a resisténcia
do material constituinte do parafuso e ndo a aderéncia.

Ao se analisar o comportamento de dispositivos de ligagao constituidos por materiais
ducteis a tensdo média representara com melhor precisdo a distribuicdo de tensdo no
dispositivo préximo de sua carga de ruina, pois a plastificagdo desenvolvida no material tende

a gerar distribui¢do de tensdo muito préxima da constante.

Exemplo 5.2.
Um rebite foi introduzido com uma pequena folga em um orificio de um macigo fixo.
Pede-se calcular as tensdes médias importantes para a resisténcia do rebite e do macigo

quando se aplica a for¢a indicada na figura.

Figura 5.7: Matriz (bloco) e rebite
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Dados:
o : Limite de resisténcia a tensdo normal do rebite
7 : Limite de resisténcia a tensao de cisalhamento do rebite

y < 1: Coeficiente de seguranca de minoragao da resisténcia do rebite
o, : Limite de resisténcia a tensdo normal do macigo
7 : Limite de resisténcia a tensdo de cisalhamento do macico

v,, <1: Coeficiente de seguranga de minoracdo da resisténcia do macigo

Solugao:
De forma a facilitar o entendimento do problema, descrevem-se as componentes de
tensdo analisadas, ilustrando-as e calculando-as. Lembra-se ainda que, pela folga entre o fuste

do rebite e o orificio do maci¢o, nao havera tensdo cisalhante de aderéncia entre as duas

pegas.

Tensao normal no fuste do rebite:

Ralizando um corte horizontal (transversal ao eixo do fuste do rebite) ilustra-se a tensao

normal no fuste do rebite.

gty O

—

F

Figura 5.8: Corte no fuste

~ AT F . 4
Esta tensdo média ¢ calculada como o = R Como a area em questdo ¢ a area da

secao transversal do rebite, resulta:

F
o= . 5.5
R (5.5)

Sabe-se também, pela equagdo 2.26 do inicio do curso, que a componente de tensdo

de cisalhamento em um plano que forma 45° com o plano da se¢do transversal indicada na
figura 5.8 ¢ maxima e vale
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F

= 5.6
27 R? (5.6

o
T=—
2

O fuste do parafuso ndo se rompera caso o <yo e 7 < y7 . Isto significa que, se essas
desigualdades sdo satisfeitas, com uma determinada (pelo y) margem de seguranga o fuste ¢

seguro.

Tensao cisalhante de arrancamento do fuste em relacao a cabeca do rebite:
Conforme comentado no exemplo anterior, o fuste do rebite se insere na cabega e, ao
ser solicitado, desenvolve tensdo de cisalhamento em uma superficie cilindrica conforme

indicado na figura 5.9.

-
N—
hI (1111 7

Figura 5.9: Corte cilindrico de arrancamento do fuste

A tensdo média cisalhante de arrancamento ¢ entdo calculada como o = F'/ 4, sendo
A, =27Rh, ou seja:

F
T = .
“" 27Rh

Portanto, com uma determinada margem de seguranca, o fuste do rebite ndo sera

(5.7)

arrancado da cabega caso 7, <7 .

Tensao de esmagamento na cabeca do rebite:
A cabeca do rebite estd em contato com a superficie do macico através da area de
esmagamento indicada na figura e dada por 4, = 7(R; - R’).

esm
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Figura 5.10: Tensdo de esmagamento

Assim, calcula-se:
F

= m . € T, =0,/ 2 (5.8)

esm

Para saber se ndo héd ruina segundo este modo € necessario testar se a tensdo de
esmagamento ¢ inferior aos limites de resisténcia a tensdo normal de ambos os materiais, ou
seja, com uma certa margem de seguranga o contato ¢ seguro se ocorrer:

@) T
O-esm < { ]/— * € Tesm < { }/— (59)
]/mam 7me

Tensao de arrancamento da matriz:

Na figura 5.11 representa-se a acdo da tensdo de esmagamento sobre 0 maci¢o € uma

superficie cilindrica de raio R, externo dividindo o maci¢o em duas partes. Uma interna com
raio interno R e externo R, e outra externa com raio R,, Existe a tendéncia, da forga

resultante da tensdo de esmagamento /' (idéntica a forga aplicada no sistema), em provocar
o deslizamento entre a por¢do cilindrica interna representada na figura 5.11 e a porgao
exterior do macigo. Como oposicdo a esta tendéncia surge uma distribuicao de tensdes de
cisalhamento indicada na superficie cilindrica de "contato", chamada aqui de tensdo de

arrancamento do macico (7, ).

ol

Figura 5.11: Arrancamento do macigo
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O valor médio desta distribuigao de tensdes ¢ calculado como

_F F

Tam =
A 2rRH

am

(5.10)

Comparando o resultado com a tensdo de cisalhamento limite do material constituinte do

macigo resulta em uma situagdo segura quando 7, <7, 7,

Exemplo 5.3: Avaliar se ligagdo por corte simples entre as chapas da figura ¢ segura.
Considerar coeficiente de seguranca unitdrio e as cargas aplicadas uniformemente

distribuidas nas extremidades das chapas. Considerar também material ductil.

F

Figura 5.12: Duas chapas iguais ligadas por um rebite
Dados:
b=3cm, h=0,5¢cm, R=0,5cm .
6 =400MPa, T =200MPa .
F=10kN, y=1.

2R

Figura 5.13: Detalhe do rebite

Solucio:
Realizando um corte imaginario em uma das chapas integras calcula-se a tensdo

normal média na mesma.
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Figura 5.14: Tensdo normal na chapa

A érea da secdo ¢ dada por:

A =bh. (5.11)

A tensdo normal média na chapa fica:
F

o=—. 5.12
) (5.12)

3

o= 1010 N _ 66 70Pa £(45°) = 33,8MPa (5.13)

L5107 m

Conclui-se que a chapa n3o rompe em sua regido integra pois <o e 7<7 . Para ser

coerente com o exemplo anterior lembra-se que o coeficiente de seguranca nesse exemplo ¢

y=1.

Correcao da area:

Deve-se observar, entretanto, que ao se realizar o furo para se introduzir o rebite a
area que efetivamente trabalha naquela regido foi reduzida. A esta area da-se o nome de area
efetiva. Sera visto em outra oportunidade que proximo as extremidades dos furos surge o que
se chama de concentrag@o de tensdo (em orificios circulares a tensdo normal se amplifica por
um valor 2 em materiais frageis). Para o caso de materiais ducteis, como comentado
anteriormente, a concentragdo de tensdes ¢ atenuada pela plastificagdo localizada na regido de
concentragdo, tornando aceitavel a aplicagdo do conceito de tensdes médias. Entretanto, para

materiais frageis tal consideragdo ¢ contra a seguranca e nao deve ser aplicada.

i G/ el
RL//

Figura 5.15: Tensdo normal efetiva na chapa (materiais ducteis)
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A éarea efetiva fica:
A, =4, 4,. (5.14)

A tensdo efetiva na chapa ¢ calculada levando-se em consideracdo a area efetiva, logo:

o, =—. (5.15)

3
= 10.10 N o loomPa. (5.16)

% 7(0,53-2.0,5.0,5).10" m*

Conclui-se: o, <& € 7, <! ,ouseja, as chapas sdo seguras.

Tensao de esmagamento entre chapa e rebite:

Separando a chapa do rebite observa-se que o rebite comprime a chapa (e vice versa)
na regido de contato. A tensdo ‘normal’ (compressiva) que surge ¢ chamada de tensdo de
esmagamento. Apesar de estar distribuida de forma ndo homogénea na superficie de contato,
escolhe-se (a favor da seguranga) a projec¢do da area cilindrica de contato como sendo a area

de esmagamento. Assim, tem-se:

F

Figura 5.16: Esmagamento da chapa devido a for¢a reativa

Célculo da area de esmagamento (nominal):

A, =2Rh. (5.17))
A tensdo de esmagamento fica, portanto:
3
O :L. O som =L74£2=200MP61 (518)
A4 7 2.0,5.0,5107 m

esm

Conclui-se: o, <o . O sistema ndo ird falhar por esmagamento da chapa. Deve-se comentar

que como a chapa e o rebite sdo constituidos do mesmo material apenas um teste de

resisténcia foi realizado para tensdo de esmagamento. Caso os materiais constituintes sejam
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diferentes, devem-se testar os dois materiais com relacdo ao esmagamento. Além disso, o
(45° )<7 confirmando a seguranca.

Tesm

Tensao de corte (cisalhamento) do fuste do rebite:
Separa-se o rebite de todo o sistema e observa-se que este ¢ (neste caso) o responsavel

pela transferéncia de todo o esforc¢o solicitante normal, veja a figura 5.17.

Figura 5.17: Forca transmitida pelo rebite (corte)

Calculo da area da segao transversal do rebite:
A=7nR". (5.19)

Calculo da tensdo de cisalhamento média:

Figura 5.18: Tensao cisalhante no rebite

Conforme indica a figura 5.18, a tensdo de cisalhamento deve equilibrar a forca transmitida,

portanto:
F
y (5.20)
10.10° N

T=—————F—=127,3MPa 5.21
0,25.7.107" m* 621

Conclui-se que 7<7 . Assim a ligagdo ndo romperd por cisalhamento do rebite.
Observe que o rebite ndo € solicitado na dire¢do de seu eixo e, portanto, ndo surgem tensdes
significativas em outros cortes (semelhantes ao exemplo anterior) que se possam realizar para

a analise do mesmo.
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Exemplo 5.4: Avaliar se o componente estrutural da figura abaixo ¢ seguro. Considerar o

esfor¢o normal aplicado uniformemente distribuido nas faces das chapas e material ductil.

Figura 5.19: Trés chapas ligadas por dois rebites

Dados:
b=5cm, h =02cm, h,=0,5cm, h=2h +h,, R=0,5cm .
o =400MPa, 7 =200MPa .

F=18kN, y=1.
2R
2h
Figura 5.20: Detalhe do rebite
Solucio:

Observando que apesar de se usar duas chapas do lado esquerdo, sua area efetiva ¢
menor do que a drea efetiva da chapa da direita. Assim, a andlise se concentrara em uma
destas chapas devido a simetria do sistema e a aplicacdo do mesmo material constitutinte para

as trés chapas.

Separando-se as chapas da esquerda e analisando-se apenas uma delas, tem-se:
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Figura 5.21: Tensdo normal efetiva na chapa

A érea da se¢do integra ¢ 4 =bh, . A area a ser descontada (4, ) da segdo devida aos

orificios ¢ igual a duas vezes a area nominal de esmagamento (Aesm) da chapa para cada
rebite, ou seja, A4,,, =2Rh, e A, =4Rh, .

Desta forma obtém-se:

A=A —A, =bh—A4Rh =0,6cm’. (5.22)
A tensdo normal efetiva na chapa fica dada por:
3
O =i. 0'=L0_4£2= 150MPa (5.23)
4, 0,6.10™" m

Como o <0 as chapas sdo seguras quanto a tensdo normal de tragdo. O mesmo vale para
7(45°)<T.
A tensao de esmagamento fica:

3
N =20 N rsmpa (5.24)
44, 224, 2.0,5.0,2.10° m

esm

A expressao (5.24) pode ser entendida de duas formas equivalentes. A primeira como
sendo a resisténcia do esfor¢o normal total pelas quatro areas de esmagamento de cada rebite.
A segunda como sendo a metade da forca normal transmitida por cada par de rebites ou

resistida por duas dreas de esmagamento da chapa estudada. Verifica-se que o,, <o e,

portanto, o componente ¢ seguro ao esmagamento da chapa (ou do rebite).
Separando-se cada rebite parte-se para o célculo da tensdo de cisalhamento no fuste

dos mesmos:
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/

F/4
/2
: F/4

Figura 5.22: Forga cortante no rebite

Cada rebite transmite metade do esforco normal existente. Efetuando-se os dois cortes
(corte duplo) indicados na figura 5.22, pode-se calcular a tensdo de cisalhamento que ocorre
no fuste realizando-se o equilibrio de qualquer das partes do rebite (superior, inferior ou
central). O equilibrio da parte central esta representado na figura 5.23.

A area do fuste é:

A, =7R’. (5.25)

Figura 5.23: Tensdo de cisalhamento no rebite
A tensao de cisalhamento ¢ dada por:

F 1 F .10°
B R (5.26)

T 224, 44, "T0252107
A expressdo (5.26) significa que metade da for¢a normal é transmitida por cada rebite
através de uma 4area efetiva igual a duas vezes a area do rebite. Ou alternativamente
(equilibrio da parte de cima do rebite, por exemplo) um quarto da forca total ¢ transmitida por
uma area do fuste do rebite. Observa-se que 7 <7 e, portanto, os rebites estdo seguros.
Apenas para verificacao, veja equagdo (5.24), a tensao de esmagamento na chapa da
direita pode ser calculada como a metade da for¢a normal (cada metade para cada rebite) total

dividida pela area de esmagamento correspondente a um rebite 4, =2Rh,, ou como sendo a

forga total dividida pela area de esmagamento total correspondente a 24, , ou seja:

esm 2

1 F F 9.10° N

o Oy = ———————=180MPa (5.27)
24, 24 2.0,5.0,5.10" m
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Obviamente que o,, <&, pois a espessura da chapa da direita ¢ maior que a soma

das espessuras das chapas da esquerda.

Outras ligagdes por parafuso ou rebite podem ser analisadas de forma simplista
seguindo procedimentos semelhantes ao aplicado nos exemplos acima. Outros exemplos mais
completos serdo tratados em momento oportuno. Observa-se ainda que como 7 =& /2 ndo
foi preciso calcular 7 =o /2 nos pontos de esmagamento ou tragdo, caso 7 <o /2 estes

calculos devem ser realizados.

5.3 - Terceiro conjunto de Listas de Exercicios
Com os conhecimentos apresentados nos capitulos precedentes, o aluno deve resolver

os exercicios propostos na Sexta Lista disponivel no anexo deste volume.

6 - Lei constitutiva — deformacoes - deslocamentos

Até aqui os solidos analisados (elementos estruturais e ligagdes) eram considerados
rigidos. Entretanto, na natureza sé se pode falar de rigidez relativa, ou seja, tal sélido ¢ mais
rigido do que outro ou mesmo, tal solido ¢ mais flexivel do que outro. Assim, entende-se que
os solidos sdo na realidade mais ou menos flexiveis ou mais ou menos rigidos. Portanto, um
solido sujeito a acdes mecanicas muda de forma ou, em outras palavras, se deforma.

Deve-se comentar que ¢ desejavel que as estruturas sejam pouco deformaveis e, desta
forma, desenvolvam pequenos deslocamentos. Dessa forma, pode-se escrever (de forma
geral) as equacdes de equilibrio estatico a partir de um diagrama de corpo livre representado
na configuracao inicial (ou original) da estrutura, tal como feito em todas as aplicagdes
precedentes. Excecdes importantes sdo pegas esbeltas submetidas a compressao, este assunto
¢ tema especial e deverd ser tratado no capitulo 11 denominado Estabilidade de Barras

Prismaticas.

6.1 — Deformacio

Deve-se esclarecer que deformacgdo e mudanca de forma ndo sdo exatamente a mesma
coisa. Por exemplo, uma antena de aco (rddio de caminhdo) desenvolve pequenas
deformacdes no material constituinte, porém seus deslocamentos (e, portanto, a mudanca de
forma) sdo grandes. Assim, grosseiramente, os deslocamentos sdo a integragcao no volume das
deformagdes desenvolvidas no material, ou as deformagdes siao as derivadas dos

deslocamentos.
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A relacdo entre a deformagdo desenvolvida no material e a tensdo atuante no mesmo ¢

denominada lei constitutiva (ou relagdo constitutiva), e sera abordada neste capitulo.

Ensaio de tracao:

Imagine um ensaio de tragdo tal como ilustrado na figura 6.1. Fixa-se uma
extremidade de uma barra e aplica-se uma forca na outra extremidade. Esta barra
desenvolvera um esfor¢o normal constante. ApoOs a aplicacdo dessa forca a barra ensaiada se

alonga, mudando seu comprimento de L, para L.

A B
P
Ax
Lo
ub , AL=1-1,
A B' F

= >

ua LAX'
[ [
L

Figura 6.1: Ensaio de tracdo

Define-se deformacao longitudinal média (medida linear de engenharia) como sendo a
variagdo do comprimento da barra ensaiada dividida pelo seu comprimento inicial, como:

AL L-1L
Epeg = =" (6.1)
LO LO
Existem outras medidas de deformagao tal como a deformacgdo longitudinal nao linear
de Green, dada por:
1 -1
E=—
2 I

(6.2)

Entretanto, com relagdo a deformacdo longitudinal, a deformagao linear expressa em
(6.1) ¢ suficiente para os objetivos de nosso curso e da grande maioria das aplicagdes de
engenharia.

Escolhendo-se dois pontos (A e B) muito proximos, podem-se definir o comprimento

inicial e final de um trecho da barra, veja figura 6.1, como Ax=x,—x, ¢ Ax'=x, —x,. A
deformacao média naquele trecho fica dada como:

g=—Ax'_AX ou g:(xB,—xA,)—(xB—xA). (6.3)
Ax Xp—X,
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Rearranjando os termos dependentes de A e B e A’ e B’ tem-se

o= =%) = (e =) (64)

Xp — X,

Lembrando-se que a diferenga entre posi¢do final e inicial ¢ deslocamento se escreve:

gzuB—uAEu(xB)—u(xA)' 65)

Xp =Xy Xp =Xy

Observando-se a figura referente a configuragao inicial ou observando-se a defini¢ao

de Ax, substitui-se x, = x, +Ax resultando

gzu(xA+Ax)—u(xA). 6.6)
Ax

Como o ponto A foi tomado arbitrariamente (ou seja, este ¢ qualquer) pode-se

escrever a expressao anterior para x qualquer, como:

g:u(x+Ax)—u(x). 67)
Ax

Levando ao limite, define-se a deformacao longitudinal no ponto x como:

s(x) = Alfmo . ou (6.8)
£(x)= Z—Z 6.9)

Para um ensaio de tragdo (ou compressdao) bem controlado, considerando a secdo

transversal constante, a deformacao 8(x) ¢ constante e igual a deformacgao média.

6.2 — Nogoes da relacido tensao — deformacao — (Lei Constitutiva)

Ao se realizar ensaios de tracdo simples diferentes, para um mesmo material
constituinte, alterando-se o comprimento da barra e mantendo sua 4rea constante conclui-se
que a rigidez do corpo de prova ¢ inversamente proporcional ao seu comprimento inicial. Se,
por outro lado, o comprimento inicial for mantido constante, mas a area da se¢do transversal
for alterada, constata-se que a rigidez do corpo de prova ¢ diretamente proporcional a area da
secao.

Se, ao invés de se comparar o alongamento (AL ) com a forga aplicada (F'), se
comparar a deformacao longitudinal (&) com a tensdo média na barra simples ensaiada (o)
observa-se que o ensaio ficard independente das dimensdes do corpo de prova. Portanto, a

relacdo tensdo deformagdo (ou lei constitutiva) ¢ uma propriedade do material.
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No grafico abaixo, mostra-se, de forma simplificada, o resultado médio de um ensaio
para material ductil. Ao se aplicar um carregamento crescente as deformagdes e tensdes vao

crescendo acompanhando a curva sélida do grafico.

)

gpr

L7

Figura 6.2: Grafico de tensdo x deformacao

Enquanto as tensdes estdo abaixo do valor o, (tensdo limite elastico) e, a0 mesmo
tempo, as deformagdes sdo menores que ¢, (deformagdo limite elastico, onde y “yielding”

representa a plastificacdo) o material se comporta de forma elastica, isto €, se ocorrer uma
descarga as tensdes e deformacdes reduzem percorrendo a curva original. Nesta situagdo
quando o corpo estiver descarregado ndo ocorre deformagao residual. Este trecho da curva ¢
chamado trecho eléstico e ndo precisa ser necessariamente reto. O regime eldstico linear se
caracteriza quando o trecho eléstico € reto e o material esta solicitado nesta regido. Caso o
trecho ndo seja reto o material estard em regime elastico ndo linear.

O surgimento de deformacgdes residuais ndo ¢ do interesse das aplicacdes de
engenharia (a menos nos processos de conformacao de metais que nao serdo tratados neste
curso), portanto, um dos objetivos da andlise estrutural ¢ organizar adequadamente a
configuragdo geométrica da estrutura e limitar as agdes externas de forma que o material
constituinte ndo ultrapasse um nivel de tensdo (limite de resisténcia ou de elasticidade) que
garanta a seguranga ¢ o bom uso do objeto projetado.

Além disso, a grande maioria dos materiais empregados na engenharia apresenta
trecho no diagrama tensdo-deformacdo de comportamento elastico linear. Portanto, as

aplicacdes deste curso serdo elésticas lineares, limitando os niveis de tensdo abaixo da tensao
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limite elastica o, . Desta forma as hipoteses da elasticidade linear (superposi¢éo de efeitos) e

a seguranga das estruturas estardo garantidas.

As figuras 6.3 e 6.4 ilustram, respectivamente, ensaios para materiais ducteis e
frageis. Observa-se, de maneira simplista, que, ao contrario dos materiais dudcteis, os
materiais frageis ao atingirem o limite eldstico ndo apresentam nenhuma “reserva” de
resisténcia. Define-se endurecimento do material como o ganho de resisténcia na fase
inelastica, enquanto a perda de capacidade resistente ¢ denominada amolecimento, veja

figuras 6.3 e 6.4.

endurecimento
amolecimento

€y

Figura 6.3: Gréfico tensdo deformacdo para materiais ducteis

Para materiais frageis tem-se:

oA

Gr 777777

amolecimento

81‘ 8

Figura 6.4: Grafico tensdo deformagao para materiais frageis
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6.3 - Lei de Hooke:

Conforme comentado, neste curso as aplicagdes se limitardo ao trecho eléstico linear
dos materiais, neste trecho as tensdes normais sdo proporcionais as deformagdes
longitudinais. Entdo, para aplicacées uniaxiais, define-se a Lei de Hooke (ou lei constitutiva
elastica linear) pela expressao:
o=F¢. (6.10a)
sendo £, o mddulo de elasticidade longitudinal do material (ou moédulo de Young). No
grafico, E representa o coeficiente angular da reta que define o trecho elastico linear. Na
sequéncia sera definida a Lei de Hooke para a componente de tensdo cisalhante, ver equagao
(6.10b) apds a equacao (6.11).

Deve-se ressaltar que as curvas indicadas sdo ilustrativas e que os ensaios reais geram nuvens
de pontos que devem ser tratadas estatisticamente para fornecer os diagramas simplificados
utilizados na pratica.

A expressdo (6.9) define a relagdo entre o deslocamento longitudinal e a deformacao
longitudinal. Para aplicacdes uniaxiais pode-se relacionar, portanto, os deslocamentos com as
tensdes normais como:

g=ﬂ e e=2 portanto ﬂ=£. (6.11)
dx E dx E

Dessa forma, intui-se que, conhecendo a distribuicdo de tensdo no corpo isostatico,
podem-se calcular os deslocamentos que devem ser limitados para a utilizacdo do objeto
projetado. Nos itens que seguem, serdo exploradas desde aplicagdes simples de célculo de
deslocamentos em estruturas isostaticas até a solu¢ao de problemas hiperestaticos. Salienta-se
que aplica¢des mais complexas serdo desenvolvidas em capitulos subsequentes, entretanto os
conceitos aqui abordados serdo sempre empregados.

Deve-se comentar que a tensao de cisalhamento gera distor¢do y em corpos flexiveis

sujeitos a esta componente de tensdo. A distor¢do ¢ o movimento relativo tendendo ao

deslizamento entre dois planos justapostos, veja a figura 6.5. Deve-se observar da figura que

y=0 —%. A avalia¢do em laboratorio revela que, dentro de certos limites de solicitagdo, a

relacdo entre a tensdo de cisalhamento e a distor¢do também pode ser considerada elastica
linear e sua relagao fica:

r=Gy. (6.10b)
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onde G é chamado modulo de eclasticidade transversal. Sua relagdo com o modulo de
elasticidade sera definida no capitulo 9 (segundo volume). A expressdo (6.10b) sera utilizada

no estudo da torgdo, a ser desenvolvido no proximo capitulo.

Tt
I N
b
(a) Iustragdo (b) Representaciao adequada

Figura 6.5 — Ilustragdo da distor¢ao

6.4 — Calculo de deslocamentos em estruturas isostaticas (barras simples)

Nesta se¢do sdo usados exemplos simples para se introduzir os conceitos relativos ao
calculo direto de deslocamentos em estruturas isostaticas simples, estruturas com maior grau
de complexidade serao abordadas no capitulo 10. Deve-se indicar, entretanto, que estruturas
geometricamente mais complexas serdo resolvidas com mais facilidade utilizando-se técnicas

especificas, com base em principios energéticos, veja capitulo 12.

Exemplo 6.1: Seja a barra (sem peso) indicada na figura 6.6. Verificar se a tensdo normal

ndo ultrapassa o limite elastico e determinar o alongamento total da mesma.

3m

10kN

Figura 6.6: Esquema estatico

Dados: & =400MPa, E =200GPa, A=2cm*.
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Solucao:
Como a barra esta solicitada apenas pela for¢a de tragdo indicada o tinico esforgo solicitante

na mesma ¢ a forca normal N = F , assim a tensdao normal atuante ¢ calculada como:

N 10" N
oO=—= — =50MPa 6.12
A 2107 m? (6.12)

Desta forma a estrutura ¢ segura, pois o < & . Além disso, esta trabalhando elasticamente,

pois estd se considerando & =0 . Calcula-se agora a deformagdo longitudinal na barra.
Como a forg¢a normal ¢ constante a tensdo normal também o ¢ e, portanto, ¢, , = &, assim:

6
g= T 00 Pa_, s p 6.13)
E200.10° Pa

Utilizando a relagdo deslocamento-deformagdo (6.9) tem-se.

du

@ _ 6.14

P (6.14)

Ou, em sua forma integral,

u(x):_[e(x)dx, (6.15)
0

Como neste exemplo, & € constante

u(x)= gméd_[dx (6.16)

0

O' X

“(X)=E£dx 6.17)

u(x)z%x (6.18)
o

u(Ly)=—7Ls (6.19)

O alongamento total da barra coincide com o deslocamento da extremidade carregada.
Usando-se o valor da tensdo em fun¢do de N, se encontra:

NL,
EA

u(Ly)=AL= (6.20)

A equacdo (6.20) ¢ geral e fornece o alongamento de uma barra solicitada por forca

normal constante. Retomando os valores numéricos do exemplo, resulta:

B 10N 3m
20010°N /m* 2,010 m’

=7,5.10"m ou  AL=0,75mm (6.21)
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Exemplo 6.2: Seja uma barra vertical sujeita a seu peso proprio, calcular o deslocamento em
funcdo da coordenada x indicada na figura 6.7a ¢ o alongamento total da extremidade livre.

Dados: 4,E,p,g,l

Ll N Ll N

v

‘L\Vx i’wx
i |

q\\L L q\i L

v A
‘l’ L_xT \l'

1 A

(a) Esquema estatico (b) Localizagao de corte geral

Figira 6.7 — Esquema estatico e corte geral

Solucao:

O processo de solug@o implica encontrar a expressao da deformagdo em fungdo de x e
posteriormente integra-la em relacdo a x. Para tanto, deve-se calcular o esfor¢o solicitante em
funcdo de x e entdo, calculando a tensdo normal e aplicando a Lei de Hooke encontra-se ¢.

Realiza-se um corte genérico em uma se¢do distante x do suporte separando a
estrutura em duas partes. Calcula-se o peso proprio da porgdo inferior e, por equilibrio,

calcula-se a for¢a normal.

\4

Figura 6.8: Corte transversal — diagrama de corpo livre da parte inferior

Calcula-se o volume da porcdo abaixo do corte como:
V =A(L-x) (6.22)
Calcula-se o peso proprio e consequentemente a forca normal como:

P=pglV=pgA(L—-x)=N(x) (6.23)
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Calcula-se a tensao em fungao de x:

o(x) =2 ix) _ P4 (AL =) pe(L) (6.24)
Aplicando-se a Lei de Hooke:
o(x) o(x) _pg(l-x) (6.25)

E E

Integra-se para encontrar o deslocamento em fung¢do de x:

u(x)=[&(x)dx (6.26)
0
i pg(L—x)
=|——=d 6.27
u (x) .(l). z x (
u(x)=LE| Lx X (6.28)
E 2
Calcula-se o alongamento na extremidade livre x = L.
pel’
AL=u(L)= 6.29
u(L) Y (6.29)

Pode-se resolver o alongamento total via diagrama de esforgo solicitante. O diagrama

de for¢a normal esta indicado na figura 6.9.

Figura 6.9: Diagrama de esfor¢o normal

Assim, como o modulo de elasticidade e a area sdo constantes se escreve
L
1
u (L)

= N (x)dx (6.30)

0

A integral resultante ¢ simplesmente a drea do diagrama da figura 6.9, ou seja:
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PL

ou:
u(L) =% (6.32)

E interessante observar, neste caso, a independéncia dos resultados em relagdo a area

da secdo transversal.

6.5 - Problemas Hiperestaticos - conceituacio com Barra Simples

Apesar da facilidade encontrada em se resolver estaticamente estruturas isostaticas, a
maioria das estruturas projetadas sdo hiperestaticas. Isto ocorre, pois a falha em um unico
elemento estrutural de uma estrutura isostatica leva toda a estrutura a ruina transformando-a
em um mecanismo. Estruturas hiperestaticas podem apresentar ruinas locais sem conduzir a
ruina total. Diz-se que estruturas hiperestaticas possuem uma reserva de resisténcia, pois ao
se romper um elemento estrutural ou um apoio redundante, a estrutura ndo passa a ser um
mecanismo, mas uma estrutura menos hiperestatica. Obviamente uma redistribuicdo de
esfor¢cos ¢ proporcionada no instante em que um elemento estrutural reduz sua capacidade
portante (rigidez), entretanto isso ndo garante que a “nova” estrutura sera segura, porém
indica aos usudrios (através de técnicos especializados) a necessidade de se abandonar o
objeto (edificagdo, aeronave, planta industrial etc) até que uma avaliacdo estrutural e reparos
sejam providenciados, retornando ou ndo a estrutura ao seu uso original.

No que segue a conceituagdo da solugdo de problemas hiperestaticos simples sera feita
a partir de exemplos onde as barras simples serdo consideradas flexiveis enquanto as barras
gerais serdo consideradas rigidas. Como comentado anteriormente, estruturas mais complexas
serdo resolvidas por técnicas baseadas em energia, das quais a mais conhecida ¢ o Método

dos Elementos Finitos.

Algumas defini¢des importantes

- Problemas hiperestaticos possuem um numero maior de incognitas do que as equagoes da
estdtica podem resolver.

- As estruturas podem ser hiperestdticas internamente ou externamente.

- Para resolver as estruturas hiperestdticas é necessario se considerar as condigoes de
compatibilidade geométrica. Ou seja, as condigoes de contorno necessdrias para se resolver

um problema da estdtica serdo, além das forcas, os deslocamentos.
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No que segue os conceitos e as técnicas de solu¢do sdo apresentados em forma de

exemplos.

6.5.1 — Método direto:
Neste método aplica-se a equagdo de compatibilidade geométrica diretamente ao

problema, sem usar recursos de superposi¢ao de efeitos.

Exemplo 6.3. Dados os modulos de elasticidade e as areas das se¢des transversais. Para a

carga F' aplicada no ponto indicado, calcular as rea¢des horizontais nos apoios da estrutura:

A Ea,Aa > Ep Ap B
/\ F /\

Figura 6.10: Esquema estatico

Diagrama de Corpo Livre — Reacgodes:

H F H
25 > by

Figura 6.11: DCL - Reagdes

DYFE=0  H +H,+F=0. (6.33)

Tem-se uma unica equacdo de interesse (equilibrio de forgas horizontais) e duas
incognitas, reagdes de apoio, caracterizando um problema uma vez hiperestatico

externamente.

Usando -se os valores literais da figura 11, encontra-se o Diagrama de Forca Normal da

figura 6.12.

Figura 6.12: Diagrama de for¢a normal
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O diagrama de for¢a normal foi desenhado em func¢do das reacdes de apoio, neste caso
fazendo um corte a esquerda da carga (analisando o corpo a esquerda do corte) e um corte a
direta da carga externa (analisando o corpo a direita do corte. Usando estes valores de forca
normal € possivel calcular o alongamento de cada parte da estrutura (trechos a e b) como
segue:

e H, a e AL - H,.b
E A E,.4,

(6.34)

Usando o ponto A como referéncia, seu deslocamento ¢ nulo. O deslocamento do ponto B
pode ser calculado como a soma dos dois alongamentos. O fato do deslocamento horizontal
em B ser nulo constitui a equacgdo de compatibilidade geométrica, como segue:

u, =0, u,=AL, +AL =AL,=0 (6.35)
Substituindo-se os valores dos alongamentos AL, e AL, calculados na equacgdo (6.34) na

compatibilidade geométrica, equacdo (6.35), escreve-se a segunda equacdo para a solugdo do

problema:
_Hpa Hb_, (6.36)
E.A E,A,
Apenas para diminuir as contas adotam-se K, = e K, = b e escreve-se o sitema
E, A, E,.A,

de equacdes:
H +H +F=0
-K,.H,+K,.H, =0
Cuja solugdo ¢é:

K.F_ oy K,.F

(6.37)

"TUK+K, K +K,

6.5.2 - Método das Forgas:

O método das forgas ¢ baseado no principio da superposi¢cdo de efeitos, valido para
estruturas cujo material estd em regime eldstico linear e que desenvolvem pequenos
deslocamentos (linearidade geométrica). Este principio estabelece que a resposta de uma
estrutura a um conjunto de agdes externas pode ser determinada a partir da soma
(superposicdo) das respostas desta mesma estrutura a cada agdo isolada. Esta resposta pode
ser deslocamentos, esfor¢os solicitantes, tensdes ¢ deformagdes. A técnica de solugdo via

método das forgas segue trés passos basicos ilustrados no exemplo 6.4:
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Exemplo 6.4: No que segue o exemplo 6.3 ¢ recalculado utilizando-se o método das forgas.
Pode parecer que este procedimento ¢ mais trabalhoso, porém, pode ser automatizado,

gerando inclusive métodos numéricos (computacionais).

A Ea,Aa > Ep Ap B

A F A

Figura 6.13: Solucao do Exemplo 6.3 pelo método das forcas

1 - Problema (0): Libera-se o hiperestatico e resolve-se o problema isostatico equivalente.
Quando se faz o diagrama de corpo livre desta estrutura (figura 6.11), interessando o
calculo das reagdes horizontais, observa-se a existéncia de uma incognita a mais do que
equacdes. Neste caso, duas incognitas para uma equacao. Escolhe-se uma (ou mais) incognita
excedente (chamada hiperestatico) para deixar de existir, constituindo o problema (0), veja

figura 6.14, onde o apoio fixo se tornou movel e, portanto, a reagdo /, deixa de existir.

Calcula-se o deslocamento que apareceria na posicdo e direcdo do hiperestatico com a

inexisténcia do mesmo.

2 - Problema (1): Restitui-se o hiperestatico, sem aplicar o carregamento externo, pois este foi
aplicado no problema (0). Calcula-se o deslocamento que ocorreria no ponto de aplicagao do

hiperestatico, resposta literal em funcao do hiperestatico, veja figura 6.15.

3 — Aplica-se a compatibilidade geométrica pela superposi¢ado de efeitos.

A resposta esperada da estrutura real € a superposi¢ao dos efeitos dos problemas (0) e
(1) (vale para todos os efeitos). Assim, o deslocamento do ponto escolhido para conter o
hiperestatico ¢ a soma dos deslocamentos calculados nos problemas (0) e (1). O resultado
desta soma ¢ conhecido, pois no problema original se conhece o valor do deslocamento no
vinculo (ou apoio) retirado, que no caso desse exemplo € nulo. Assim, € possivel se calcular o

hiperestatico.
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Solucio do problema em questao

Problema (0):
S

A5 T F g
/ _bs 63

Figura 6.14: Problema (0)

Calcula-se o deslocamento do apoio B da direita da figura 6.14 (com H, inexistente), como:

F.a

0, = 6.38
" E A, (6.38)
Problema(l):

Aplica-se na extremidade direita o hiperestatico retirado (), veja figura 6.15.

O,

Y HB>
A b8t

Figura 6.15: Problema (1)

Neste caso somam-se os alongamentos de cada trecho da estrutura, pois estes possuem

modulos de elasticidade, comprimentos e areas diferentes.

S, =AL +AL, (6.39)

5-H |9 4+ b (6.40)
E.A E,4,

Compatibilidade geométrica:
A soma dos deslocamentos 0, e &, caracteriza a superposigdo dos efeitos. Para o problema
em analise essa soma ¢ conhecida ¢ vale zero. A escrita dessa afirmacao resulta na chamada

equacdo de compatibilidade geométrica do problema hiperestatico € nada mais ¢ do que a

aplicacdo das condigdes de contorno em deslocamentos na estrutura.

0y +0,=0,,. com 0,=0 (6.41)
Substituindo-se em (6.41) os valores calculados nos problemas (0) e (1), tem-se:

Fa gl @ . b ]9 (6.42)
E A4, E .4 E, A

120



a b

Tal como feito na solugdo direta, para reduzir as contas assume-se K, = y e K, = 7
a*"a b*7b
e se reescreve a equacao (6.42) como:
FK+H.(K+K)=0 =  g=— 1K (6.43)
K +K,

Utiliza-se a equagdo da estatica (equilibrio na horizontal,(6.33)) e resolve-se H ,, coincidindo

com o resultado encontrado pela estratégia direta.

A Superposigdo dos Efeitos:

E interessante, portanto, se recordar a defini¢do da superposicio de efeitos de maneira
bastante simples. O deslocamento total de um ponto devido a um conjunto de cargas externas
¢ igual a soma dos deslocamentos devido a cada carga isolada. Os esforcos solicitantes e
reacdes de apoio devidos a um conjunto de cargas ¢ a soma dos esforcos solicitantes e
reacdes devidos as cargas isoladas. Tal principio vale para estruturas em regime elastico

linear e em pequenos deslocamentos e rotagdes.

6.5.3 - Pequenas rotacoes e conseqiiéncias cinematicas:
Quando uma estrutura desenvolve pequenos deslocamentos as rotagdes envolvidas
também serdo pequenas, por exemplo, da ordem de @ =10rad . Para valores pequenos de

giro admite-se que 6 = sen(0) = tan(6 ), além disso, um trecho de circunferéncia descrito

por um raio serd muito pequeno (curto) e considerado uma reta ortogonal a este raio. No que
diz respeito as analises simplificadas descritas neste item, as barras gerais serdo consideradas
rigidas, enquanto as barras simples apresentardo flexibilidade. Assim, qualquer
movimentacdo de barra geral serd vista como um movimento de corpo rigido e, na maioria
das vezes, descrevera movimento de pequena rotacdo. Isto simplifica as andlises cinematicas
que resultam nas equacgdes de compatibilidade geométrica necesséarias para a solucdo de
problemas hiperestaticos. Nos capitulos 10 e 12 a flexibilidade das barras gerais sera
abordada. Desta forma, as seguintes consideragoes sao validas:

- Barra rigida horizontal sujeita a um pequeno giro, descreve deslocamentos na vertical:

dp

A

|
s

Figura 6.16: Barra rigida na horizontal
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- Barra rigida na vertical sujeita a um pequeno giro, descreve deslocamentos na horizontal

77777

Figura 6.17: Barra rigida na vertical

- Barra rigida inclinada sujeita a um pequeno giro, descreve deslocamento ortogonal a sua

direcdo

Figura 6.18: Barra rigida inclinada

Exemplo 6.5: Calcular o deslocamento vertical no ponto C da estrutura isostatica

considerando a barra geral rigida.

EA| E
3kN/m
A ummmMmwmmmmg
“ 3m L 2m

Figura 6.19: Esquema estatico
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Dados: Moédulo de elasticidade do material constituinte da barra simples £ =200GPa e area

da secdo transversal da barra simples 4 =1cm”.

Solucao:

Diagrama de corpo livre para o célculo das reagdes:

\
F
z
[q\]
15kN
HA
Al
’ 2,5m 2,5m
Figura 6.20: DCL — Reagdes
2F=0 H,=0. (6.44)
YFE =0 V,+F-15=0. (6.45)
dM,=0 F5-152,5=0 (6.46)

Das equagdes de equilibrio acima obtém-se: 4, =0, V,=7,5kN e F =7,5kN
O Alongamento da barra simples ¢ dado pela equagao (6.20) repetida a seguir,

aL=tL (6.47)
EA

O valor do deslocamento no ponto B é numericamente igual ao alongamento da barra
simples, portanto:

_7,5.10°2
% 200.10°.1.107*

Para se obter o deslocamento no ponto C basta se utilizar da semelhanca de tridngulos

=7,510"m.

descrita na figura 6.21.

Oc _ % (6.48)

3 5
Substituindo-se J, em (6.48) encontra-se o, =0,45mm .
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7,5kN

2m

7,5kNT
3m \, 2m +

Figura 6.21: Diagrama de corpo livre com representagdo esquematica dos deslocamentos

Exemplo 6.6:. Calcular as rea¢des de apoio para a estrutura hiperestatica.
A estrutura do exemplo anterior era isostatica e ndo foi necessario aplicar condicao de

compatibilidade para resolver o equilibrio. Neste caso, a estrutura ¢ uma vez hiperestatica e a

aplica¢do de uma equacao de compatibilidade serd necessaria.

Y7777/
<= E2A| £
EA| &
—
A Py ‘ ey — N
7%?77 C 5kN B
Im 3m L
K K
Figura 6.22: Esquema estatico
Solucio:
Diagrama de corpo livre para o célculo das reagdes:
K
1
Ha I .
VAT | 5kN
, Im | 3m L
# 7 K

Figura 6.23: DCL — Reacdes
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Y F.=0. H,=0. (6.49)
D F,=0. V,+F+F-5=0. (6.50)

> M, =0. F.1+F.4-54=0. (6.51)

A andlise quanto a hiperestaticidade da estrutura pode ser verificada a partir do
numero de equagdes e incognitas do sistema algébrico, dado pelas equagdes de (6.49) a
(6.51). Pelo fato da primeira equacdo estar satisfeita, restam 2 equagdes para 3 incognitas, o
que configura uma estrutura com 1 grau de hiperestaticidade. A solu¢ao desse problema sera
efetuada através da compatibilidade geométrica direta.

Aplicando-se um deslocamento compativel com os vinculos da estrutura, por
exemplo, o indicado na figura 6.24, pode-se escrever, por relagdo de tridngulos, a seguinte

equacao de compatibilidade:

77775
77777
A FaY C FaY B
- AL
\;ALC\‘ .
Im 3m L

Figura 6.24: Configuragdo deslocada

AL, Al (6.52)
4 1
De (6.20) ¢ (6.52) tem-se: fl, _4R1, , logo:
E,.A, E.A
F.2 4F.1
E24 E.A

A equagdo (6.53) ¢ a equacao de compatibilidade geométrica que completa o sistema
de equagdes de equilibrio dado pelas equagdes (6.50) e (6.51). Resolvendo-se o novo sistema
constituido pelas equagdes (6.53), (6.50) e (6.51) encontram-se os seguintes valores para as

forgas reativas, H , =0, V,=—-0,88kN , F, =1,L17TkN e F, =4,71kN .

125



Exemplo 6.7: Calcular as reacdes de apoio para a estrutura a seguir. Considerar que as barras

simples possuem o mesmo médulo de elasticidade e se¢do transversal.

y77779
&
,\/\
g
i
A cl B/\60°
77;?/'7/ 2kN 3kN
1m | Im |

f % #

Figura 6.25: Esquema estatico

Solucao:

Neste exemplo também sera usada a compatibilidade direta, assim, aplica-se um
deslocamento compativel com a vinculagdo, conforme indicado na figura 6.26. Nesta figura
cria-se um corpo rigido auxiliar (conectado ao corpo rigido original) que fornece um ° braco’
ortogonal a direcdo que se pretende avaliar o deslocamento (barra simples inclinada). Assim,
a avaliacdo do deslocamento da barra inclinada ¢ feita simplesmente pelo produto do

comprimento deste ¢ brago’ (d, ) pela pequena rotagdo arbitrada 6.

d

corpo rigido
auxiliar

Figura 6.26: Configuragdo deslocada

Lembrando-se da consideragdo de pequenas rotagdes conclui-se que: 6.d, =0, e

0.d, =5, logo:
0= % _ % (6.54)
d2 dl

Sendo: d, =2m.sen60=+/3 m. De (6.47) ¢ (6.54) tem-se:

F.l_ F.L5
EA EA’

assim:
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1,5
F =22
K

Tendo escrito a equagdo de compatibilidade geomérica, as demais equagdes sdo as equagdes

F,. (6.55)

de equilibrio obtidas no diagrama de corpo livre da figura 6.27.

F, F,.sen 60°
[V
Hy A C B
v T KN 3kN\l/ E,.cos 60
A
4L 1m 4L 1m 4L

Figura 6.27: DCL — Reagdes

YE=0 H 4o F=0. (6.56)
Y F =0 VA+FI+§FZ—5:O. (6.57)
> M, =0 (E—2).1+(§F2—3J.2=0. (6.58)

A partir das equagdes (6.55) a (6.58) € possivel obter os valores das reagdes e das

forcas nas barras simples como: H,=-154kN, V,=-0,33kN, F =2,67TkN e

F, =3,08kN . Deve-se observar que o pequeno giro € arbitrado na figura 6.26 pode ter

qualquer sentido e, quando possivel, possuir centro de rotagdo em ponto fixo a chapa terra.

6.5.4 - Efeitos de Temperatura

Estruturas isostaticas quando solicitadas por variacdes uniformes de temperatura sofrem
mudangas em suas dimensdes, porém nao desenvolvem tensdes internas (esforgos
solicitantes). As estruturas hiperestaticas, por sua vez, desenvolvem tensodes internas quando

sujeitas 4 variacdo de temperatura. Estes efeitos devem ser sempre verificados.

Caso isostatico:

To

— £
_ _fL__ T¢
’ AT=T¢-T, 77%77

Tf> TO

Figura 6.28: Alongamento livre em caso isostatico
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Caso hiperestatico:

A A

A A

Figura 6.29: Deslocamento restrito — caso hiperestatico

Tf>T0

Deve-se observar que no caso isostatico houve uma variagdo no comprimento da
barra. O caso hiperestatico indicado possui a mesma geometria inicial do problema isostatico
anterior, porém ap6s a mudanga de temperatura o seu comprimento ndo variou.
Intuitivamente consegue-se prever (para este exemplo simples) que a barra estara comprimida

ao final da analise.

Exemplo 6.8:

Resolver o caso hiperestatico da figura 6.29 usando o método das forgas

Solucio

Problema (0)
Retira-se um hiperestatico, por exemplo, o vinculo horizontal do apoio fixo da direita.
Calcula-se o deslocamento que a estrutura sofreria neste ponto caso o vinculo ndo existisse e

sob o efeito (neste caso) da temperatura.

L

Figura 6.30: Problema (0) isostatico

8, =aLAT (6.59)
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Problema (1):
Restitui-se o hiperestatico retirado através da aplicagdo de uma for¢a no ponto e na dire¢ao
correspondente ao vinculo retirado e calcula-se o deslocamento que o ponto teria caso o

hiperestatico atuasse sozinho.

— - N

L

Figura 6.31: Restituicao do hiperestatico

F, L
= 6.60
=T (6.60)

Compatibilidade geométrica: Como se conhece o deslocamento real no apoio da direita,

8,+6,=0 (6.61)
AL=a.LAT+52E g (6.62)
E.A
F = %LATEA (6.63)
L
F,=—a.AT.E.A (6.63)

Lembrando-se que a tensdo normal média nesta barra comprimida pode ser calculada
por o =N/ A,sendo N =F,, resulta que a tensdo térmica desenvolvida vale o = —a.AT.E .
Deve-se comentar que a aplicagdo da forga (hiperestatico) F, no mesmo sentido do

deslocamento calculado no problema (0) facilita a aplicacao da condigdo de compatibilidade

geométrica, porém ndo ¢ procedimento obrigatorio. Assim, o sinal negativo de F, na

equagdo (6.63) indica que seu sentido final € contrario ao arbitrado na figura 6.31.

Exemplo 6.9:
Problema Termo-Mecanico. Calcular as reagdes de apoio e as forgas normais nas
barras verticais da estrutura hiperestatica da figura 6.32.

Dados:
E, =20000kN / cm’®, 4 =1em*, o, =2.10° °C™".

E, =20000kN / cm®, 4, =2cm’, a, =2.10° °C™" ¢ AT =20°C
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wu E, A, 0, é
E Aoy | g - S
A L - c__—"D 5

2kN
2m

2m

| 2m
+

Figura 6.32: Esquema estatico

Solucio:

A solugdo pode ser encontrada dividindo-se o problema em dois. Um puramente

térmico e outro puramente mecanico. Resolve-se cada problema separadamente ¢ depois se

faz a superposicao dos resultados. Escolheu-se resolver o problema térmico pelo método das

forcas e o mecanico por compatibilidade direta. Os dois problemas podem ser resolvidos

conjuntamente, porém com maior possibilidade de erro.

Problema térmico

Diagrama de corpo livre para o célculo das reagdes considerando apenas o efeito térmico.

F,

Figura 6.33: DCL - Reagdes
D F.=0. H,=0.
YF=0. F+F+V,=0.
Y M,=0. F2+F.6=0.
Das equagdes de equilibrio obtém-se o sistema
F+F+V, =0

F+3F, =0

T

(6.65)
(6.66)

(6.67)

(6.68)

(6.69)

Esse sistema ¢ indeterminado, possui infinitas solugdes, pois possui uma incognita a mais do

que equagdes, assim, a estrutura € uma vez hiperestatica.
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Meétodo das forgas:

Problema (0): Solugdo do problema térmico liberando um hiperestatico.

corpo rigido
auxiliar

Figura 6.34: Problema (0)

Como o comprimento inicial, o coeficiente de dilatacdo térmica e a variagao de temperatura

nas barras simples sdo idénticos, conclui-se para o problema (0), isostatico, que:

AL =a,.L, AT = a,.L, AT (6.70)
AL} = a,.L, AT = a,.L, AT (6.71)
AL = AL (6.72)

Como o problema (0) est4 livre para se movimentar (sem gerar tensdes internas ou

reacdes) por variacdo de temperatura, o ponto D se desloca em uma quantia equivalente ao
alongamento da barra simples vertical conectada neste ponto, ou seja, 5, = AL} .

Por semelhanca de triangulos, calcula-se o deslocamento vertical do ponto B na barra

horizontal, como:

S O = 1
?Oz?’), logo &, ZEaQ.LZ.AT

Entretanto, o deslocamento do ponto superior da barra conectada em B (ponto onde se

liberou o hiperestatico) serd considerado para cima e ¢ calculado “descontando-se” o

deslocamento de sua extremidade inferior do seu alongamento, ou seja, o, =AL, —7,,

substituindo-se os valores calculados, resulta:

0, = a,.L,.AT —%al.Ll.AT (6.73)

0y = %al.LI.AT para cima (6.74)

Problema (1): Restitui-se o hiperestatico F; no mesmo sentido considerado para o

deslocamento deste ponto na analise do problema (0), figura 6.35.
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A C P
- B
Figura 6.35: DCL - Problema (1)
Do diagrama de corpo livre da figura 6.35 encontra-se:
F) = —lFll (6.75)

3

onde o superscrito indica problema (1). Na figura 6.36 mostra-se o deslocamento no ponto de
aplicacdo da forca (hiperestatico) El que devera conduzir a um deslocamento vertical para

cima do ponto de interesse que, quando somado ao encontrado no problema (0), resultard no

deslocamento real nulo para o ponto em questao.

Figura 6.36: Cinematica do problema (1)

Tem-se:
1
ar =k (6.76)
E -4

\ALQ\:‘F;"LZ AL s (6.77)
E,-A 6E-4 6

onde na equacdo (6.77) aplicaram-se a relacdo (6.75) e as igualdades E, =E, =E ¢ A =24,

advindas dos dados do problema. Pela semelhanga de tridngulos encontra-se: &, = é& , logo:

FII'Ll

§=tih
18-E- A
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Desta vez o deslocamento do ponto do hiperestatico ¢ a soma do alongamento da barra 1 e do

deslocamento vertical do ponto B, ou seja
5, =6, +AL, (6.78)

Lembrando-se que no problema (0) F’=0 (liberagdo do hiperestitico) entdo F'=F,,

resultando:
F.L F.L 19.F.L
= e BT G 51 =271 (6,79)
18.E.4, E.A4 18.E.4,

Realizando-se a compatibilidade geométrica para o carregamento térmico tem-se:

2 19.F,.L
0,+6,=0  ou —a,LAT+—"1=0 = F Z—E.E.Al.al.AT (6.80)
3 18.E.4, 57
Substituindo-se os demais dados do problema encontra-se o hiperestatico do problema

térmico: F; =—505,3N . Das equagdes (6.68) e (6.69), obtém-se: F, =168,6N ¢ V,=337N .

Problema mecanico

Considerando-se agora apenas o carregamento mecanico, para depois compor com 0

!

carregamento térmico, o diagrama de corpo livre fica:

T
foa o) -

C
VAT 21<Nl

Figura 6.37: DCL carregamento mecanico

F,
F

As equagdes de equilibrio extraidas do DCL sao:

YF.=0. H,=0. (6.81)
YF,=0. F+F+V,-2=0. (6.82)
Y M,=0. F2+F.6-24=0. (6.83)

Resolvendo-se esta parte do problema por compatibilidade direta, desenha-se uma

configura¢do compativel com a vinculagdo, conforme a figura 6.38.
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AL AL AL —3AL (6.84)
2 6 2 1

shb _BL g _eF (6.85)
EA E.A

A partir das equacdes (6.82), (6.83) e (6.85) encontram-se os valores do efeito
mecanico: F =210,53N, F, =1263,17N e V,=526,3N .
Finalizacdo: Realizando-se a superposicao dos efeitos térmicos e mecanicos.
FTotal — FTérmico +FMecdnico (686)
encontram-se as reagdes do problema termomecanico hiperestatico f; =—-295N , F, =1432N

e V,=863N. As demais grandezas podem ser obtidas por superposi¢io das grandezas

calculadas para cada problema, ou pela solugdo direta a partir dessas reacdes de apoio.
O leitor ¢ convidado a resolver esse exemplo por compatibilidade direta utilizando a

expressao

1

AL, = Z—L +a,LAT (6.87)

i

derivada da equacao(6.62) diretamente nas equagdes de compatibilidade geométrica.

Exemplo 6.10 - Compatibilidade Direta

No exemplo 6.1 utilizou-se uma técnica chamada compatibilidade direta, que
se resume em escrever uma equacao adicional que relaciona entre si os deslocamentos do
problema mecénico analisado. Neste exemplo e no seguinte, esta técnica ¢ aplicada na
solu¢do completa de estruturas compostas por barras gerais consideradas rigidas e barras

simples consideradas flexiveis.
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Enunciado: Calcular as for¢cas normais nas barras simples (de trelica) e as
reacdes de apoio da estrutura indicada. Usar a técnica da compatibilidade direta. Tragar os

diagramas de esforgos solicitantes para a estrutura de barra geral (considerada rigida).

E, A, =8000kN
q= 12kN /' m Rl'gida 2m
YYVYYYVYVYVVVVYVVVYY
Rigida ]
E, 4, =10000kN Im
| Im | L5m L 1m | o
T 1

Figura 6.39 - Estrutura analisada

Solucio:

Define-se uma estrutura rigida auxiliar (veja barra vertical no apoio da esquerda) para
se realizar a descricao cinematica (pequena rotacdo em torno do apoio fixo) que resultara na

equacao de compatibilidade geométrica, relagdo entre os alongamentos das barras simples.

5,=6-2m =0m2m
14
@7777777777777777774Q — V16 =03m
| 3m 1, S5m Im

Figura 6.40 - Descrig¢ao cinematica do corpo rigido

A partir da figura 6.40 determinam-se os deslocamentos calculados e a variagdo dos

comprimentos das barras simples, como:

~AL =6,=60-3m ou Qz—% (a)
3m

-AL,=0,=0-2m ou 0:—AL2 (b)
2m

Igualando o giro pequeno @, calculado nas segundas expressdes de (a) e (b) tem-se:
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AL _ ou AL =1,5AL, (c)

Que ¢ a equagdo de compatibilidade geométrica direta. Como as forgas normais nessas barras

sdo constantes, tem-se:

N,L N,L

=—L 4oL AT, e AL, =—=2 +a,L, AT, (d)
1“7 2472

onde os termos sombreados seriam usados caso houvesse variacao de temperatura.

AL]

Substituindo-se as equacdes (d) na equagao compatibilidade geométrica (c), escreve-se:

ML _ s NaL o Nilm__ o N, lm ©
E 4, E, 4, 10000kN 8000KN

ou

N, =1,875N, ®

Essa equagdo ¢ a equacdo de compatibilidade escrita em forga e ird completar as
equacdes de equilibrio calculadas para a estrutura hiperestatica a partir do Diagrama de

Corpo Livre (DCL), como segue.

N2
_’ i
l36kzv 2m
HA
—p l Nl €
T VA Im
. L5m L,5m L5m Lm B
Figura 6.41 - Diagrama de Corpo Livre
Equacgdes de Equilibrio:
ZF;cZO H,+N,=0 (8)
D F,=0 36kN+N, =V, (h)
> M, =0 36kN -1,5m+ N, -3m+N,-2m =0 @)

Resolvendo o sistema de equagdes (1), (g), (h) e (i), tem-se: H, =7,082kN , V, =22,721kN ,
N, =-13,279kN e N, =-7,082kN . Observa-se que as for¢as normais nas barras simples

sdo negativas e, portanto de compressao.

O tragado dos diagramas de esforcos solicitantes ¢ feito a partir do novo Diagrama de Corpo

Livre desenhado a seguir:
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7,0824N

q=12kN/m 2m

7,082kN —p XXX LYy

T1 3,279kN
22,721kN

1m

Figura 6.42 - DCL - Todas as forasem x e y

4,249kN
~

=126V I m 5,666kN m

y y
—
7,802kN T

T 22.721kN 13,279kN 1m
| 1,5m 1,5m L5m 1m o

Figura 6.43 - DCL - Algumas forcas decompostas convenientemente

Diagramas de esforcos solicitantes (coordenadas locais)

N (kN) —4,249

-7,802

Figura 6.44 - Diagrama de for¢a normal
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O (kN)
22,721

x —
yl 14,164

| 1,8934m |
| |

Figura 6.45 - Diagrama de forca cortante - Coordenadas locais
M (kn-m)
X
e
x
I y 14,164

21,51

14,164

Figura 6.46 - Diagrama de momento fletor - Coordenadas locais

Exemplo 6.11 - Compatibilidade Direta
Calcular as for¢as normais nas barras simples (de treli¢a) e as reacdes de apoio da
estrutura indicada. Usar a técnica da compatibilidade direta. Tragar os diagramas de esforgos

solicitantes para a estrutura de barra geral (considerada rigida).

E A, =8000kN

-
10kN

2m

E, A, =17000kN

2m

| 2,5m 3m | 4m
i 1 1 1

Figura 6.47 - Esquema estético da estrutura hiperestatica analisada
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Solucio:

Defini¢cdo da estrutura rigida auxiliar e descricdo cinematica (pequena rotagdo em torno do

apoio fixo). tg(a)=2/3, a=(33,69)0, ig(fB)=2/4, ﬂ=(26,565)0.

Figura 6.48 - Descri¢do cinematica - estrutura com anexos rigidos auxiliares

Observando-se a figura 6.48 calculam-se os deslocamentos e os alongamentos das barras em

fun¢do de uma pequena rotacdo € imposta.

AL
-AL =6 =60-d, =0-(2,5m.sen(a ou =——"T1— a
b =0 (@) 1,38675m @)
AL, =8, =0-d, =0-(5,5m.sen()) ou __AL
2,45968 m

Igualando os valores de €, que obviamente € inico, tem-se:

AL, =— AL, ou AL, =-0,563794 AL, (c)
1,38675m 2,459675m
Que ¢ a equacao de compatibilidade geométrica direta.
Como as forgas normais nessas barras sdo constantes, tem-se:
AL = ML +a, L, AT, e AL, = NoLy +a,L, AT, (d)

ElAl 2A2

onde os termos sombreados seriam usados se houvesse variagcdo de temperatura.

Substituindo-se estes valores na compatibilidade geométrica, escreve-se:

N,L, N,L, NA13

_ 05637942k oy NVI3 g 563 794M (e)
EA E, 4, 8000 17000
ou
N, =-0,32908N, ¢y
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Essa equacdo ¢ a equagdo de compatibilidade direta escrita em forga e ird completar as
equacdes de equilibrio calculadas para a estrutura hiperestatica a partir do Diagrama de

Corpo Livre (DCL), como segue.

| 2,5m 3m

Figura 6.49 - Diagrama de Corpo Livre

Equacgdes de Equilibrio:

Y F =0 H ,+ N, cos(a)+N,cos(B)=0 (g)
Y F =0 V,+N,sen(a)=10kN + N,sen(B) (h)
> M, =0 10kN -2,5m+ N,sen(f3)-5,5m—N,sen(a)-2,5m =0 @)

Resolvendo-se o sistema de equagdes (f), (g), (h) e (i), tem-se: H,6 =5,241kN,
V,=4,606kN , N, =2,825kN e N, =—8,584kN . Observa-se que as for¢as normais possuem

sinais contrarios como definido na equacao (f).
O tragado dos diagramas de esforcos solicitantes ¢ feito a partir do novo Diagrama de

Corpo Livre desenhado a seguir:

2,825kN

5,241kN
. i o
l 8.584kN

4,606 kN T

| 25m 3m |
1 1 1

Figura 6.50 - DCL - Todas as for¢as na forma vetorial
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1,555kN
A

5,241kN [ 23N
—— o
T 7,592kN T
4,606 kN 10AN v 3,839kN
| 25m 3m |

Figura 6.51 - DCL - Forgas decompostas convenientemente

Diagramas de esforcos solicitantes

| 2,5m 3m |
| | |
-5,241 ~7,592
N(kN)
4,606 ~3,839
O(kN)
M(kN.m)
L5160+

Figura 6.52 - Diagramas de esforcos solicitantes
5.3 - Quarto conjunto de Listas de Exercicios

Com os conhecimentos apresentados neste capitulo e nos precedentes, o aluno devera

resolver a Sétima Lista de Exercicios disponivel no anexo deste volume.
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7 — Torcao

7.1 — Introducao:

Nos capitulos anteriores entendeu-se que, na mecanica dos solidos basica, o célculo
estatico para a determinagdo dos esfor¢os solicitantes precede a determinagdo das tensoes.
Neste capitulo aprende-se a calcular as tensdes de cisalhamento em barras sujeitas ao esfor¢o
solicitante momento torcor. Esclarece-se ainda que neste capitulo a tor¢do ¢ estudada
separadamente da flexdo e que a combinagcdo desses dois esforgos solicitantes na
determinagdo das tensdes serd feita de forma gradual culminando nos itens 8.10 e 8.11 onde
se aborda o célculo do centro de cisalhamento.

Antes de se fazer tal desenvolvimento justifica-se um pouco melhor a distribuicao
constante de tensdao normal em barras simples. Esta justificativa se baseia na relacdo linear
(Lei de Hooke) tensao-deformacgao e em observagoes de laboratorio. Ao se realizar um ensaio
de tracdo (ou compressdo) em uma barra simples pode-se marcar (externamente) uma se¢ao
transversal plana distante dos apoios e verificar que depois de tracionar ou comprimir o0 corpo
de prova esta permanece plana. Ao se realizar duas marcagdes de segdes transversais
justapostas verifica-se que ambas permanecerdo paralelas e planas, revelando que a
deformacdo longitudinal (na direcdo do carregamento imposto) ¢ constante na segdo
transversal. Sendo o material constituinte do corpo de prova homogéneo e isotropo,
aplicando-se a Lei de Hooke constata-se que a distribuicdo de tensdes ¢ constante. Um
procedimento confidvel que pode ser realizado em materiais translicidos ¢ chamado
fotoelasticidade, que comprova as afirmacdes para qualquer material isétropo.

Assim, a observacdo do comportamento experimental revela a cinematica da secao
transversal que substitui a solucdo das equagdes diferenciais da elasticidade, estabelecendo
respostas simplificadas da mecanica dos so6lidos bésica, que fornecem 6tima aproximagao

para os limites determinados experimentalmente.

7.2 — Torcao de barra com secio circular macica — Torc¢ao de Coulomb

No caso de barras com secdo circular submetidas a tor¢cdo e desenvolvendo pequenas

~ _ ) . . . . ;.
deformagdes (<107 e y<107) a primeira propriedade cinemadtica, observada
experimentalmente, ¢ que seg¢des transversais circulares nao mudam de forma e permanecem

planas. Assim, ndo surgem tensdes normais na dire¢do longitudinal da barra em funcao de

momento torgor. Outra observacdo ¢ que circulos concéntricos a se¢do transversal ndo
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mudam de tamanho apds a aplicacdo do torque e o consequente surgimento do esforgo
momento torcor. Desta forma ndo surgem deformacdes ou mesmo tensdes (normais) radiais
no material constituinte. A terceira observacao cinematica ¢ que surge um giro relativo entre
se¢des transversais distantes de um comprimento AL (figura 7.1) e que linhas retas radiais
marcadas em segdes transversais permanecem retas apos a aplicacao do torque.

Observe o desenho da figura 7.1a que indica, em sec¢des distantes de AL, retas radiais
paralelas antes da aplicacdo do torque que definem, juntamente com o eixo longitudinal e a
linha que une a extremidade dos raios, um plano. Apoés a aplicagdo do torque, mantendo-se a
secdo transversal a esquerda parada (referéncia), observa-se o aparecimento do giro relativo

A¢ (entre as segOes) e da distorcdo y veja figura 7.1b. A distor¢do pode ser melhor

visualizada comparando-se as figuras 7.2a e 7.2b. Na figura 7.3 destaca-se apenas um

infinitésimo para se ilustrar a distorcao.

AL ou dx AL ou dx

Figura 7.1 — (a) Antes do carregamento  (b) ap6s o carrgamento

Figura 7.3 — Vista lateral da distor¢do
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Chamando-se o raio externo da se¢do transversal de R e um raio qualquer medido a
partir do centro da se¢do de r pode-se concluir, pela cinematica da figura 7.1, determinada
experimentalmente, que o comprimento de arco As ¢ linearmente dependente de r e pode ser
calculado como (As =Ag¢.r). Experimentalmente também se observa que (para pequenas
rotagdes) a linha A'B’ também ¢ uma reta e, portanto, As também ¢ fungdo do comprimento
e pode ser calculado como (As = y.AL).

Igualando-se as duas equagdes encontra-se:

Ag
Apr=yv.AL ou y=—1r 7.1
pr=y Y= A (7.1)

Para AL constante observa-se que A¢ depende da intensidade do torque aplicado no ensaio,
ou seja, do momento torcor atuante. Assim, a distor¢do desenvolvida no material ¢
diretamente proporcional ao momento torgor atuante o que ficard evidente nos proximos
desenvolvimentos. Para um valor arbitrado b = A¢/AL escreve-se
y=b-r (7.2)
Recorrendo-se a Lei de Hooke, equagao (6.10b) escreve-se
=Gy (7.3)
quando o material ¢ homogéneo e is6tropo pode-se escrever para o ensaio de tor¢ao:
r=G-b-r=b-r (7.4)
O significado fisico da expressdo (7.4) pode ser visto na figura 7.4a e 7.4b onde se
apresentam, respectivamente, um infinitésimo de for¢a df =7dA segundo direcdo
circunferencial devido a tensdo de cisalhamento desenvolvida no material ¢ a distribuicao
desta tensdo, vinda da cinemadtica adotada. Lembra-se, figura 7.4b, que a integracdo dos
momentos infinitesimais desenvolvidos pelas tensdes de cisalhamento deve resultar igual ao
momento torcor, ou seja, o esforco solicitante ¢, na realidade, fruto da integragao das tensoes

desenvolvidas no material.

Figura 7.4: (a) Infinitésimo de forca representativo, (b) distribuicdo de tensdo admitida

144



Lembrando-se que a tensdo de cisalhamento tende a impedir o deslizamento entre dois
planos (paralelos) pode-se imaginar a barra de se¢do transversal circular constituida por
diversos cilindros justapostos. A tensdo de cisalhamento desenvolvida esta justamente
impedindo o deslizamento circunferencial das particulas constituintes do material entre os
planos destes cilindros. Por estas consideracdes (puramente estiticas) uma inferéncia do
comportamento proporcional ao raio da distribui¢do de tensdo pode ser feita, levando aos
mesmos resultados da equacao (7.4).

Tal como feito para tensdes médias, o equilibrio da por¢do da barra indicada na figura
7.4b relaciona a distribui¢do de tensdes e o esfor¢o solicitante. Deve se realizar a integragao

dos momentos infinitesimais em relagdo ao centro da secdo, ou seja:

[redf =[r-cda=[b-r* da=b[r* da=b-1,= M, (1.5)
A A A A
com

2z

1, =jr2dA:jTr2-rdrd9:”R4
A 00

(7.6)

A constante /, depende apenas da geometria e, portanto, ¢ uma caracteristica geométrica. /,

¢ chamando de momento de inércia a tor¢ao da se¢do transversal circular maciga.

Organizando-se a equagdo (7.5) calcula-se b= M, /1, que substituido em (7.4) resulta

na formula utilizada para se calcular a tensdo de cisalhamento em determinada secao

transversal (circular) de barra geral sujeita a momento torgor.

r="1y (7.7)

A maxima tensdo de cisalhamento ocorre quando » ¢ maximo, ou seja, quando » = R. Uma

barra geral de se¢do circular sujeita exclusivamente a tor¢ao ¢ usualmente chamada de eixo.

Do valor de b calcula-se b =b/G que substituido em (7.2) e (7.1) fornece:

y= %.r (7.8)
€
Ap= Aé;?L (7.9)

Ou seja, além do célculo da distribuicdo das tensdes de cisalhamento, determina-se a

distribuicdo da distor¢ao e calcula-se o giro relativo entre secdes distantes de AL sujeitas a
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momento tor¢or constante M,, desde que o material seja elastico linear, isotropo e

homogéneo como admitido nas hipdteses iniciais.
Caso o diagrama de momento tor¢or seja constante por trechos os giros relativos se
somam respeitando a convencdo de sinais para momentos torgores. Caso o trecho de

diagrama ndo seja constante, mas varie em fun¢do de x (coordenada do eixo da barra), se

escreve,
AL
dp=Mige ou Ag= jde (7.10)
G.I, v G(x).1,(x)

neste caso, a hipotese da secdo plana permanecer plana ndo ¢ tdo bem respeitada, entretanto
os resultados obtidos apresentam boa aproximacao e podem ser utilizados em aplicagdes da
pratica. Na equacdo (7.10) aproveitou-se para indicar que o resultado por integracao também
pode ser necessario se o mddulo de elasticidade transversal ou o momento de inércia
variarem ao longo do comprimento do eixo. Se o material ndo for homogéneo deve-se repetir

as dedugdes a partir da equacdo (7.3) com G variando em funcdo de r e 6.

7.3 — Secao circular vazada

As observagdes experimentais realizadas para a se¢do circular vazada coincidem com
as realizadas para a se¢do transversal macica. Por motivo meramente organizacional divide-se
a exposicao deste topico em dois itens referentes ao tratamento de secdes com parede espessa

ou fina.

7.3.1 — Parede espessa

No préoximo subitem serd definida aproximagdo para se¢des de parede fina,
particularmente para secdo circular vazada, porém as equagdes desenvolvidas neste subitem
valem tanto para seg¢des circulares vazadas de parede espessa ou fina.

O desenho da figura 7.5a reproduz, para a se¢do vazada, o que foi indicado na figura
7.1a para se¢do macica. Indica, em se¢des distantes de AL, marcacdes em linha reta radiais
paralelas antes da aplicacdo do torque. Essas linhas definem, juntamente com o eixo
longitudinal e a linha que une a extremidade dos raios, um plano. Apos a aplicagdo do torque,
mantendo-se a se¢do transversal a esquerda parada (referéncia), observa-se o aparecimento do

giro relativo A¢ (entre as segdes) e da distor¢ao y veja figura 7.5b. A diferencga entre as

figuras 7.1 e 7.5 ¢ o intervalo de existéncia de y. Enquanto para a se¢do maciga a distor¢ao
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existe para o intervalo 0 < < R, para a secao transversal vazada o intervalo de validade fica

R <r<R.

EO Y PAaE S
S 5 .
: \ ‘l. Ml / ““ Ad Mr
A R fogpmdeb e > —s
=t .' “-4--5’=1=:::::::I:)’::: _____ B VA
L/ A\ ' A
As
Tmos  \ (r) Smax
AL ou dx AL ou dx
Figura 7.5 — (a) antes do carregamento (b) depois do carregamento

Assim, as equagoes (7.1) a (7.5), descritas no item anterior, sdo validas. Entretanto,

deve-se alterar o intervalo de integragdo em (7.6) para se determinar o novo valor de 7,

como:

1,=[r*d4 :Tjrz.rdrdé’:%(R“ —RI.“):%R“ —%Rf =I°-T (7.11)

A
A expressdo (7.11) indica que o calculo do momento de inércia a torcao da secdo

vazada pode ser feito subtraindo-se o momento de inércia calculado para o orificio I

daquele calculado para a secdo cheia I . Organizando-se a equagdo (7.5) calcula-se

b=M,/1,, utilizando-se agora o momento de inércia [, calculado como em (7.11) na

equacao (7.4) resulta na formula (7.7) utilizada para se calcular a tensdo de cisalhamento na

secdo circular vazada com o intervalo de validade R, <» <R. Valem também as expressoes

(7.8) e (7.9) para o célculo das distor¢des e do giro relativo para momento tor¢or e demais
propriedades constantes. A equacdo (7.10) pode ser usada para o calculo do giro relativo
quando o momento torcor ou as propriedades fisicas ou geométricas variarem ao longo do

eixo da barra.

Exemplo 7.1 — Isostatico trivial

Calcular a maxima tensdo de cisalhamento a tor¢do nas se¢des transversais € a tensao
de cisalhamento média na ligagcdo entre a se¢do cheia e a secao vazada. Calcular também o
giro relativo entre o engaste e a extremidade de aplicagdo da carga externa. Na figura 7.6a
indica-se o desenho mecanico (simplificado) do problema analisado. Na figura 7.6b

apresenta-se o esquema estatico do problema.
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Dados: o raio do trecho macigo vale R, =5cm, o raio interno da secdo vazada ¢ igual

ao raio da se¢do macica. O raio externo da secdo vazada ¢ R =10cm. O comprimento da

ligacdo vale ¢ =3cm e o modulo de elasticidade transversal ¢ G = 70GPa.

C \’ ™ 7\ 5kN.m
1 ) O)—= | s
\ I AA B C
7@ | 200em ‘ 300cm
200cm 300cm ‘
1 1
(a) Desenho geral (b) Esquema estatico

Figura 7.6 — Eixo sujeito a momento tor¢or

O momento torgor ¢ constante e vale M, =5kN.m, veja o diagrama na figura 7.7.

6? 5kN.m

Figura 7.7 — Diagrama de momento torgor

Os momentos de inércia a tor¢ao de cada trecho sdo dados por:

AB _
17" =

5'=981,7cm’ (7.12)

oy

BC _
17 =

(10* - 5*) =14726,22¢m* (7.13)

(SR

Assim, a tensdo de cisalhamento no trecho AB fica:

AB
t

M

T = ; LR =2,55kN/cm’ (7.14)
Para o trecho R tem-se:

Mt

BC
t

max __
Tpe =

R =0,339kN / cm’ (7.15)

A tensdo média desenvolvida na ligagdo, como j4 comentado nos capitulos anteriores,
¢ avaliada a partir do esforgo solicitante transmitido na liga¢do. Neste exemplo o esforgo
solicitante € Uinico, pois ndo existe carga externa aplicada na ligagdo. Separando-se o trecho
da esquerda do trecho da direita observa-se, na figura 7.8, a distribuicdo de tensdo de
cisalhamento considerada constante na ligacdo. Calcula-se o valor dessa tensdo observando-
se que um infinitésimo de momento vale,

dm, =7.R dA (7.16)

148



M N 7777
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Teola

Figura 7.8 — Distribuicdo de 7

cola

A integral dos infinitésimos de momento resulta igual ao momento torgor transmitido,

M, = J. 7, -R,da=t,, R, J. da=t,,.R, 27.R, (= T,l.g.27rR,i.€ (7.17)
Ahg Ah‘g
Ou seja
M
7, =——~"t—=1,06kN / cm’ 7.18
xR (7.18)

O calculo do giro total ¢ a soma dos giros de cada trecho respeitando o valor do
momento torgor, assim:

M, L, 5000N.m.2m

Ag,, = = =0,0146rad 7.19
Pus G-I 70x10°-N /m*-981,7x10 m™ (7.19)
M, L 5000N m.3m
Ady. = —18C = =0,00146rad 7.20
Foc G.I*C  70x10°.N /m>.14726x10 m™ (7.20)
O giro total fica dado por:
Ad, =(0,0146+0,00146) rad = 0,016rad (7.21)

Deve-se comentar que o estado de tensdo e deformagdo na regido da ligacdo nao ¢
exatamente igual ao assumido na solu¢do do problema. Porém, o valor de tensdo calculado ¢
suficientemente preciso para aplicagdes praticas. Além disso, no calculo do giro relativo total,
considera-se o comportamento dos trechos AB e BC, sem se incluir as perturbagdes locais

devidas a ligagdo, que possuem pouca influéncia, principalmente pela sua pequena extensao.

Exemplo 7.2 - Hiperestatico simples

Calcular as reagdes de apoio para o problema genérico da figura 7.9a. Na figura 7.9b
mostra-se o diagrama de corpo livre onde se observa que existem duas incognitas M , e M,
e apenas uma equagao de interesse, equilibrio de momentos em torno do eixo longitudinal da
barra, como:

M+M,+M,=0 (7.22)
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1 |2 £ 3 - 3
1 >> 7 —> T >> T —>>
L a b

Figura 7.9 — Esquema estatico e diagrama de corpo livre

Pode-se tracar um diagrama de momento torcor literal, figura 7.10b, fazendo os cortes

indicados na figura 7.10a.

M, Mg ) Mg
S T WE

Figura 7.10 — Cortes genéricos e diagrama de momento torgor

E possivel calcular literalmente o giro total entre os pontos 4 e B e aplicar a condigdo de
compatibilidade direta, ou seja, o giro relativo total ¢ nulo, pois as duas extremidades estao

engastadas (impedidas de girar),

Ag, +Ad, =0 (7.23)
Com
Ag, :w e Ag, =2 Ms (7.24)
I'G, "G,
1?.453 —a I?{a{ ou M, =M, %i—gj (7.25)

Substituindo-se o valor de M, na equagdo de equilibrio encontra-se:

. -M(b1'G,) e
T (611G, +all Gy) (7:20)

€
—M.(a.ItB.GB) (7.27)

' (b1 G +all Gy)
Resolvendo o problema. Deve-se observar que os sinais obtidos nas equagdes (7.26) e (7.27)

indicam que os momentos (M , e M) estdo em sentido contrario aos adotados na figura 7.9.

Exemplo 7.3 — Tensao na liga¢io sob acio de momento externo
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Este exemplo ¢ importante para ilustrar que, quando uma ligagdo ¢ instalada em um
ponto onde atua carga externa, os dois esforcos solicitantes existentes em um s6 ponto
(descontinuidade) devem ser testados no calculo da tensao de ligacao.

O enunciado do problema ¢é: Calcular a tensdo na ligagdo por cola da estrutura
indicada na figura 7.11a, observar que torque externo est4 aplicado na posi¢ao da ligacao. O

raio da barra macica vale R =4cm e o comprimento do trecho de cola vale ¢ = 5cm .

7kN.m
g 7<Nm 5kN.m 4 ¥ 5kN.m 4 — I
1 —>> 1 IS  —>> 1 | ee— | —>
L 2 L ) L 4 i S—— 1 L""""""1 5kN.m
m m
+ + 7kN.m

(a) Esquema estatico (b) Momento aplicado internamente | (c) Momento aplicado externamente

Figura 7.11 — Estrutura a ser analisada

Solucio:
Seja o esquema estatico do eixo indicado na figura 7.11a, o momento externo aplicado
na ligagdo poderia estar aplicado externamente, veja figura 7.11b, ou internamente, conforme

a figura 7.11c. Em qualquer dos casos os diagramas de corpo livre e de momento torgor sao

SHIE
= B

Figura 7.12 — (a) diagrama de corpo livre, (b) diagrama de momento torgor

os dados na figura 7.12.

—_—>> €€
2 7

Na figura 7.13a, apresenta-se um diagrama de corpo livre para a parte esquerda do
corpo quando o momento externo ¢ aplicado por dentro da ligacdo. Ja na figura 7.13b mostra-
se o diagrama da parte esquerda do corpo quando o momento ¢ aplicado por fora da ligagao.
As duas figuras indicam o momento transmitido pela ligagdo em forma de distribui¢ao de

tensdo na cola (considerada constante).

77 3 7777,
—>> | il Jee— —>> ] tt
2\ AN 7 2\ MAN
Teola Téola

Figura 7.13 — (a) DCL para aplicagdo interna,

(b) DCL para aplicagao externa

Assim, quando nao se sabe como foi aplicado o momento, deve-se tomar o maior valor de

esforco solicitante no ponto e calcular a tensdo de cisalhamento na cola. Sendo a 4rea de
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cola fixa, veja figura 7.1, a maior tensdo de cisalhamento o corre no caso da figura 7.13a e

vale:

M .
z-cola = tz = 50810]\2[’” ) = 9;94MPCI (728)
2r-R -0 27.16x107m”-5x10"m

Exemplo 7.4 — Combinando barras flexiveis:

Seja a estrutura tridimensional indicada na figura 7.14. Os trechos considerados
flexiveis desta estrutura sio as barras simples CF = 3m e DE = 3m e a barra geral AB =2m
(flexivel a tor¢do e rigida a flexdo). As demais barras e dispositivos de fixagdo indicadas sao
rigidos. Observar que nao ha intersecgdo entre as barras DE e AB . Calcular o giro total do

ponto B.

QZ/Y'*Q(‘

Figura 7.14 — esquema estatico

Sao dados: AD =1m, AC =1m, G =70GPae E =100GPa . Todas as barras possuem secio

circular maciga sendo: R,, =3cm e R.. =R, =0,5cm .

Solucio:
Na figura 7.15 apresenta-se o DCL da estrutura apenas indicando as reagdes ndo nulas,
observe que se indicaram as forgas nas barras simples como de tragdo. As equagdes de

equilibrio de forgas na direcdo y e de momentos em torno do eixo x sao:
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F,=F, =F (7.29)

F2m=3kNm ou F=1,5kN (7.30)
0
.
2
FCFT 0+ A%
0

Figura 7.15 — DCL —valores ndo nulos com indica¢do de mobilidade

Com o valor das for¢as normais nas barras calculam-se os alongamentos nas mesmas, que no
caso sao iguais.

NL 1,5x10°.3

Al =" =
EA 100x109.7z(0,5x10-2)

> =0,573x10"m (7.31)

Sendo este deslocamento pequeno e as barras horizontais rigidas, pode-se calcular o giro do
ponto A como:

_ AL

0 =0,573x10"rad (7.32)

AD

no mesmo sentido do momento externo aplicado. O giro relativo entre os pontos A e B ¢ dado

por:
[ =ZR =2 3 =127.234cm’ (7.33a)
2 2
3
A, = ML, 3x10°kNm.2m —0.06736rad (7.33b)

"~ GJI, 70x10°N/m?.127,234x10" m*

Portanto, o giro total do ponto B ¢ a soma dos vaores (7.32) e (7.33b), ou seja

#, =0,0679%rad (7.34)

7.3.2 — Aproximacao para secio circular de parede fina:
Como preparagdo para os desenvolvimentos dos proximos itens, ¢ interessante
mostrar o que ocorre com a formula do momento de inércia (7.11) quando a se¢do transversal

vazada (circular) passa a ser considerada de parede fina em relacdo ao raio médio da segdo.
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Isso ocorre quando <R, /10. Sendo r=(R—R ) a espessura ¢ R, =(R+R)/2 o raio
médio. Por simples operagdes algébricas se faz:

(R*~R')=(R*+R*).(R* - R?) =[(R+Ri)2 —2.R.Ri](R+R,.).(R—R,.);

=[4R, 2R, | 2R, 1=4R)1 (7.35)
Assim,
I, =27R} -t ou 1,=2(7R})-t-R,=24-1-R, (7.36)

As equagdes (7.7) até (7.10) continuam valendo desde, agora usando o momento de
inércia a tor¢cdo da equacdo (7.36). Entretanto, ¢ preferivel se utilizar a expressdo (7.11) do
que a expressao (7.36) mesmo para segoes circulares de parede fina. Mas com o interesse em

se ilustrar as hipoteses a serem assumidas para o célculo de tor¢do de barras com se¢do de

parede fina qualquer, vale substituir a equacao (7.36) em (7.7) considerando-se 7 = z'(Rm)

constante na espessura (sendo esta muito pequena), assim,

M M M M AL
T = ; Rm = ; = _t (& A¢ = L
27R: -t 27R>-t 2A-t GI

t

(7.37)

2
m >

Sendo A a érea delimitada pela linha do esqueleto 4 =7zR>, ou seja, a linha média na

espessura definida no caso da se¢do circular por R . Deve-se observar que [, =2AtR

comparando-se (7.36) com a formula de A. A expressio (7.37) poderia ser obtida
diretamente considerando-se a tensdo de cisalhamento constante ao longo da espessura da
se¢do transversal e procedendo-se o equilibrio de um trecho de barra, ou seja, igualando-se a
integral dos momentos infinitesimais ao momento tor¢or. A luz desta constatagdo, este
procedimento serd seguido para o calculo de tensdes de cisalhamento em barras com secao

transversal vazada de parede fina.

7.4 — Torcao de barras com secio de geometria qualquer de parede fina:
O estudo deste item ¢ muito importante, pois a utilizagdo de se¢des tubulares (vazadas
de parede fina) ¢ muito comum nas aplicacdes de engenharia. Se¢des vazadas aumentam a
resisténcia e rigidez de barras gerais quando sujeitas a momentos fletores e torgores. Isto
ocorre, pois o0 “braco” proporcionado para os infinitésimos de forca desenvolvidos no
material sdo aumentados, permitindo maior eficiéncia na resisténcia a este tipo de solicitagao.
Além disso, no item 7.5 se¢des abertas de parede fina também serdo consideradas. No

item 7.6 uma tabela com alguns valores para se¢des macicas tipicas ¢ apresentada,
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completando os temas abordados. Deve-se esclarecer que em todos os casos considerou-se
tor¢ao livre, ou seja, o empenamento na dire¢ao longitudinal da barra, quando houver, ndo ¢

restrito.

7.4.1 — Preliminares

As hipoteses cinematicas adotadas para a solugdo de se¢des circulares sdo facilmente
observaveis em laboratério e ndo exigem grande abstra¢do para seu entendimento. No
entanto, quando a geometria das se¢des transversais se torna complexa a definicdo de
cinematicas simplificadas deixam de ser obvias.

No caso da tor¢ao ainda ¢ possivel uma solugdo simplificada para se¢des de forma
qualquer com parede fina, ficando as se¢des macigas e de parede espessa com forma qualquer

como objeto da Teoria da Elasticidade ou métodos aproximados (numéricos).

7.4.2 — Teorema de Cauchy

Antes de se resolver problemas de tor¢do de barras com se¢des de parede fina, deve-se
abordar o Teorema de Cauchy, que descreve o equilibrio de um infinitésimo de solido sujeito
a tensdo de cisalhamento. Para tanto, retira-se de um dominio tridimensional, em equilibrio

estatico, um infinitésimo conforme indica a figura 7.16a.

y
N oo | i | &
ZCJ X Tow
dx yx
(a) (b) () (d)

Figura 7.16 — Infinitésimo de s6lido em equilibrio e componentes de tensao de cisalhamento

Pode-se imaginar que este infinitésimo estd sujeito a tensdo de cisalhamento em sua
face direita, conforme a figura 7.16b. Esta situacdo ¢ impossivel, pois o infinitésimo estaria
acelerado na dire¢do vertical devido a resultante de forca df' =7 .dAd =7 .dydz. Assim, €
necessario que exista a componente indicada na figura 7.16c. Isto estd de acordo com a nossa
definicdo de tensdo e de esforco interno, ou seja, vém aos pares. Entretanto, o infinitésimo,

como descrito em 7.16¢ estd girando em torno do eixo z devido ao binario infinitesimal

dm, = (rxy .dydz).dx. Para que esta situagdo impossivel nao acontega deve aparecer o binario
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adicional indicado na figura 7.16d, dm, = (ryx.dxdy).dz . Como dm, deve ser igual a dm, para

se garantir o equilibrio, encontra-se o que se chama formula de Cauchy 7, =7

e
7., € denominada tensdo de cisalhamento no plano x segundo a diregdo y e 7, ¢ a

tensdo de cisalhamento no plano y segundo a direcdo x. Pode-se mostrar esta propriedade
para outros planos e dire¢des (objeto do capitulo 9).

A conclusdo de interesse para o estudo da tor¢do ¢ que a tensdo de cisalhamento
desenvolvida em um ponto sobre o plano da se¢do transversal ¢ igual a tensdo de
cisalhamento desenvolvida no mesmo ponto em um plano longitudinal a barra.

Neste item esta propriedade sera utilizada na dedugao da solucao basica da mecanica
dos soélidos para a distribuicdo de tensdes de cisalhamento na tor¢do de barras de se¢do
transversal de parede fina. Comenta-se ainda que esta propriedade também serd utilizada para
deduzir a distribuigdo de tensdes de cisalhamento devida a forga cortante no estudo da flexao

de barras gerais.
7.4.3 — Torg¢ao de barras de secio vazada de parede fina:

7.4.3.1 — Distribuicao de tensao:
Neste caso, a hipotese basica a ser seguida sera aquela definida no item 7.3.2 onde se
considerou a se¢dao vazada circular com parede fina, ou seja, a tensdo de cisalhamento sera

considerada constante na espessura, veja figura 7.17.

dx

Figura 7.17 — Vista geral do equilibrio de trecho de barra — determinagdo das tensdes de

cisalhamento

Na figura 7.17 mostra-se que 7 ¢ paralela a coordenada curvilinea "s", que define o
n_n

esqueleto. Mostra-se também o ponto de referéncia "o" segundo o qual sera verificado o

equilibrio de momento torgor. Assim, a integral dos momentos infinitesimais gerados por
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7(s) em relagdo a referéncia o deve equilibrar M, . Na figura 7.18 mostra-se uma vista mais

detalhada da se¢do transversal onde se indica o infinitésimo de forca

df =7(s)-dA=1(s)-t(s)-ds e a distancia normal do ponto de referéncia a linha de agdo da

forgca d(s).

df=T(s).dA

Figura 7.18. — Secao transversal, infinitésimo de forca e grandezas geométricas adicionais

Da figura 7.18 escreve-se,

dm =df -d(s)=1(s)-d(s)-dA=1(s)-t(s)-d(s)-ds (7.38)

O momento torgor resulta da integragdo dos infinitésimos, ou seja

M, = @ o(s)-t(s)-d(s) ds (7.39)
Dividindo-se o trecho infinitesimal da barra da figura 7.17 em duas partes (corte

longitudinal) e estudando seu equilibrio na direcdo x, veja a figura 7.19 onde o teorema de

Cauchy foi aplicado, tem-se:

Figura 7.19 — Corte longitudinal do trecho infinitesimal da barra — equilibrio horizontal
Tt dx = 7,t,dx ou Tt =T, (7.40)
como o corte longitudinal foi feito em posigdes arbitrarias na se¢do transversal conclui-se que
7(s)-t(s)=cte emrelacdo a s. Assim a integral (7.39) fica
M, =7(s)-1(s )SBY d(s)ds (7.41)
Na figura 7.20 detalha-se o significado de d('s )ds e conclui-se que
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(s s =24 (7.42)

Sendo A a érea auxiliar delimitada pela linha do esqueleto. Substituindo-se (7.42) em (7.41),
resulta a formula para o célculo da tensao de cisalhamento como:
M

7(s)= 2Zt(ts) (7.43)

Esta formula coincide com aquela apresentada para o caso particular de se¢do circular vazada

de parede fina.

Figura 7.20 — Detalhe geométrico da integracao do momento torgor

7.4.3.2 — Calculo do giro relativo

Ao contrario da solucdo da tor¢do de barras de se¢do circular, a hipotese para a
solucao de barras de se¢ao vazada de parede fina nao foi baseada na deformagao, mas sim na
consideragdo de tensdo de cisalhamento constante na espessura e paralela a linha do
esqueleto. Neste item calcula-se uma medida aceitdvel para o giro relativo entre segdes
paralelas para momento torgor constante.

Inicialmente, pela Lei de Hooke percebe-se que a distorgao ¢ paralela ao esqueleto e ¢

fun¢do de s como,

_is) M, (7.44)
G  24t(s)G '

7(s)

Como o giro relativo é pequeno, o arco As, indicado na figura 7.21, ¢ dado por
y(s)AL ou A¢(s).d(s) na diregdao tangente a linha do esqueleto que ¢ ortogonal a d(s),

definido anteriormente, veja figura 7.21.
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tangente

Figura 7.21 — Descri¢ao das relagdes definidas pela distor¢ao entre secdes transversais

justapostas
Utilizando-se (7.44) escreve-se:
As=y(s)AL= _MAL (7.45)
241(s)G
e
As=A¢(s)d(s) (7.46)
Igualando-se (7.45) e (7.46) encontra-se:
M AL
¢(s)d(s)=y(s) 2415 )G (7.47)

Uma diferencga entre as (7.47) e (7.9) € que A@(s) ndo apresenta o mesmo valor para cada s.
Assim, uma forma de se estabelecer o giro médio, que definird o giro da secdo, ¢ integrar a
equagao (7.47) sobre s, como
M

LAL qs ! s
24G st(s)

O valor médio A¢ procurado ¢ aquele que substitui o valor varidvel Ag(s) presente na

gSS Ad(s).d(s )ds = (7.48)

equagao (7.48) sem alterar seu resultado, ou seja:

<j’> Ad(s ).d(s )ds
A¢ — N

A@(s).d(s)ds=ApP d(s )ds ou 7.49

¢ Ag(s) P Faton (7.49)
Usando o resultado (7.42) na primeira expressao de (7.49) e colocando em (7.48) resulta:

M AL M AL
Ag= L=t (7.50)

G 44 G,
95 Lds
“U(s)
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Onde o momento de inércia a tor¢do de barras com secao transversal vazada de parede fina é

dado por:
42
1 = # (7.51)
4} —ds

E deixado para o leitor mostrar que a expressdo (7.51) coincide com a (7.12) quando se tratar

de secdo circular vazada de parede fina.

Exemplo 7.5
Calcular a maxima tensdo de cisalhamento no eixo hiperestatico da figura 7.22 e o

giro da secdo onde o torque externo estd aplicado. Dados: G =70GPa, t =01lcm,

t,=0,2cm.
tl\L
]
1A 5kN.m BE i . i &
A N g } 1 t;=0,1cm
3 |t l
, 2m l 3m L {2 ; t,=0,2cm
1 ty |
L]
t
5cm
Figura 7.22 — Esquema estatico e secdo transversal.
Solucio:

Como a secdo transversal € a mesma ao longo de toda a barra, o valor do momento de inércia

¢ unico e vale:

44° 4.(80m.5cm)2

§—ds Sem |2+ 8cm |.2
s 1(s) 0,lcm 0,2cm

Sendo um problema hiperestatico, o giro relativo entre as extremidades ¢ nulo. Na figura 7.23

=35,56cm* (7.52)

mostra-se 0 DCL do problema e o diagrama de esfor¢o tor¢or em fungao das reacoes.

< > 55 [T Mg
M, 5 Mg

Figura 7.23 — DCL e diagrama de momento torgor.
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A partir do diagrama de corpo livre se escreve:
M,-M,=5 ou M,=5+M, (7.53)

A equacao de compatibilidade geométrica fica, a partir do diagrama de momento torgor,

como
M, L, M,L 1
Ag,, = GA.J,AC + é’JZBC = Gl ((MB +5).L,. +MB.LBC) =0 (7.54)
Assim,
2M,+10+3M, =0 ou M,=-2kNm (7.55)

Substituindo-se (7.55) em (7.53) resulta:
M ,=3kN.m (7.56)

Com o valor de M, o diagrama da figura 7.23 ¢ redesenhado na figura 7.24a. Portanto, a

maxima tensdo de cisalhamento ocorre no trecho AB na parte mais estreita da se¢do
transversal e vale:

. M, 3000N.m
" DAt 2x40x10* m*x0,1x10 7 m

min

=375MPa (7.57)

no sentido indicado na figura 7.24b. O giro no ponto onde o torque ¢ aplicado ¢ calculado
como o giro relativo do primeiro trecho da estrutura a partir do ponto 4 :

~ 3000N .m.2m
70x10°N /m?.35,56x10 " m*

G =0, =0,2415rad (7.58)

no sentido do momento tor¢or do trecho considerado.

=

H% -

/—<—<—‘<—<—

Figura 7.24 — Diagrama de momento torcor redesenhado e sentido da tensdo de cisalhamento

para M, =3kN.m

Exemplo 7.6
Considera-se que a barra da figura 7.25 estd sujeita @ momento torcor constante (

M,=2kN.m) e é composta por uma chapa fina dobrada e ligada por meio de solda ou 10
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rebites, figura 7.26a e figura 7.26b. Aproveitando-se o conceito utilizado para deduzir a

formula de Cauchy, calcular as tensdes desenvolvidas nos dois tipos de ligacdo longitudinal.

] >>
L Im

‘ t=0,1cm

5cm

T

5cm

Figura 7.25 — Barra sujeita a momento tor¢or constante

{_ﬁ t1=0,2CII1
mil

ty

T—.

Figura 7.26 — (a) ligagdo longitudinal por solda, (b) ligacao por 10 rebites

(a) Caso ligado por solda

Utilizando-se o teorema de Cauchy, ao se separar longitudinalmente um infinitésimo dx da

barra, observa-se que na parte inferior aparece a mesma tensao desenvolvida na secdo. Na

parte superior a tensdo na direcdo longitudinal ¢ a tensdo na solda. Considera-se a menor

espessura da solda como ¢, .

(a) Solda

(b) Rebite

Figura 7.27 — Estudo do equilibrio longitudinal do trecho separado
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Pela figura 7.27a, observa-se que na dire¢do longitudinal o equilibrio fica dado por:

ttdx=1_,t ,.dx ou Tt=1_,1 (7.59)

sol " sol * sol *"sol
Pela geometria da secdo transversal se encontra:

7= 2000 = 400MPa (7.60)

2(25x104m2).0,1x10’2m2

Substituindo-se o valor de (7.60) em (7.59) e lembrando que a espessura da solda ¢

t,, =0,2cm encontra-se

Olem _»00MPa (7.61)

7., =400MPa.
‘ 0,2cm

(b) Caso ligado por 10 rebites

Conforme a figura 7.27b, separando se o trecho externo (por exemplo) da ligacdo
observa-se que a forca total que deve ser equilibrada pelos 10 rebites vale,
F =711L=400x10°N / m*.0,1x107> m.1m = 400kN (7.62)
Dividindo-se esta forca pela quantidade de rebites e pela area de cada rebite (corte simples)
resulta a tensdo de cisalhamento média no rebite.

_ 400kN |
10 7(0,5x107m)

_=509,3MPa (7.63)

med

O célculo da tensdo de esmagamento na chapa ¢ deixado para o leitor.

7.5 — Analogia de membrana de Prandtl (1903)

Uma das técnicas usadas para a solucao das equacdes diferenciais dos problemas da
teoria da elasticidade ¢ a adog¢do das chamadas fun¢des de tensdo. Para a solu¢do do problema
de torc¢ao livre, Prandtl descobriu que a aplicacdo das funcgdes de tensdo resulta em uma
equacao diferencial semelhante a encontrada no estudo do equilibrio de membranas sujeitas a
diferenca de pressao.

Em sua técnica, o gradiente (inclinagdo) da membrana é proporcional a tensdo de
cisalhamento desenvolvida segundo a curva de nivel associada. Assim, um ensaio de
membrana de mesma dimensao da sec¢do transversal da peca sujeita a tor¢ao revela o perfil de
tensao de cisalhamento esperado no problema mecanico.

Para a mecanica dos so6lidos basica criam-se ensaios ficticios para se¢des transversais

de parede fina e adotam-se comportamentos aproximados para a membrana “ensaiada” e,
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assim, encontram-se formulas para calculo das tensdes e rigidez das pecas mecanicas

estudadas.

7.5.1 — Se¢oes vazadas de parede fina

Neste texto, direcionado a mecanica dos sélidos basica, mostram-se, sem muito rigor
matematico, as afirmagdes de Prandtl resolvendo o problema estudado no item 7.4.3 através
de um ensaio de membrana apropriado.

O ensaio ¢ feito da seguinte forma. Retira-se de uma caixa rigida a forma da se¢ao
transversal a ser estudada. Substitui-se o trecho retirado por uma membrana ideal e introduz-
se uma pressdo no interior da caixa, conforme indicado na figura 7.28. Observa-se na figura
que a tampa (regido interna a se¢do transversal) sobe gerando uma inclinacdo na membrana.
Obviamente que a membrana, apds a pressurizagdo, ndo fica perfeitamente reta, porém,
observando-se os ensaios realizados, no caso de secdo transversal de parede fina pode-se
considerar a membrana perfeitamente reta o que implica consideragdo de tensdo de
cisalhamento constante na espessura e paralela ao esqueleto. Na figura 7.28b mostra-se um
corte transversal qualquer do ensaio. Como comentado, a tensdo de cisalhamento segue a
direcdo do esqueleto, portanto, ortogonal a inclinacdo da membrana (curva de nivel). O
sentido da tensdo de cisalhamento indicado (entrando ou saindo) estd de acordo com a
convencdo de sinal de tor¢do, indicando como se pode escolher o sentido da tensdo de
cisalhamento em ensaios mais complexos, inclinagdo para a direita — tensdo saindo — e

inclinagdo para a esquerda — tensao entrando.

membrana

(a) Ensaio (b) Corte AA

Figura 7.28 — Ensaio de membrana para geometria de secao transversal vazada de parede fina

Para uma pressdo interna p e uma for¢a (de membrana) por unidade de comprimento

k estuda-se o equilibrio vertical do ensaio separando-se a placa rigida do resto do sistema,
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conforme a figura 7.29. Deve-se esclarecer que o ensaio ¢ feito para uma pressao muito

pequena, entdo o angulo S que a membrana faz com a horizontal ¢ muito pequeno e

considera-se [ =sen(f)=tan(f).

T ampa
ttttt T tttt
k!;ﬁ h/tlH —h/t& Ih lkﬂl T _ lkﬂz
+14 r4
7.29 — Esquema estatico para estudo do equilibrio vertical — corte genérico
p.A=Pkp(s)ds (7.64)
Como a altura & desenvolvida pela tampa € constante escreve-se
h
P(s)= ainda para outra dedugdo t(s)=—— (7.65)
t ( ) B(s)
O volume deslocado no ensaio pode ser escrito como:
_ -V
V=hA ou A= n (7.66)

Substituindo-se (7.65) em (7.64) resulta:

pA= khcf)qﬁds (7.67)

Rearranjando a equagao (7.67)

¢ SLEPR 2 (7.68)
st(s) k.

Substituindo-se (7.68) e (7.66) em (7.51) se escreve

=2
[ =3y k (7.69)
" pAd p
h

Como k, p, A e t(s) sdo parametros controlados no ensaio, basta medir a altura para se
calcular o momento de inércia. Substituindo-se (7.65) e (7.66) em (7.43) encontra-se:
M M M
7(s)= ¢ :—’L(h)} —L B(s) ou simplesmente 7(s)= I; B(s) (7.70)
s

2V hy(s) 2V 2V
Comprovando-se as afirmagdes de Prandtl.

Em nossas aplicagdes / serd facilmente determinada em funcdo de p e k que serdo

eliminadas em passagens simples. No caso de se¢do simplesmente vazada de parede fina

encontra-se 4 pela equagdo (7.67) como:
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he—4 P (7.71)

1
Cj}s t(—s)ds k

O leitor ¢ convidado a substituir (7.71) em (7.69) para recuperar (7.51)

7.5.2 — Secoes celulares
Uma barra de secdo vazada de parede fina pode ser classificada como uma secao
celular de apenas uma célula. Assim, se¢ao celular ¢ uma se¢ao vazada que apresenta mais de

um orificio. Alguns casos sdo indicados na figura 7.30.

Q

Figura 7.30 — Algumas secdes celulares.

A solugdo de segdes celulares se resume a determinagdo, em funcdo de p/k, das
alturas das tampas do ensaio de membrana. A partir destes valores, aplicam-se diretamente as
expressoes (7.69) para a determinagao do momento de inércia e (7.70) para a determinacao
das tensdes de cisalhamento. O exemplo seguinte mostra uma aplicacdo numérica que

esclarece melhor a técnica de solu¢@o via analogia de membrana.
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Exemplo 7.6:

Seja a se¢do transversal indicada na figura 7.31a sujeita a um momento torgor de

M, =5,0kN .m . Determinar o momento de inércia a torgdo e as tensoes de cisalhamento nos

trechos da secao.

Mt‘ ® 01 02
B By
104m I_eéﬁif—GA( 3 7\ )\ ®
01 44 01 02 02 p.A, tP 1 A—|:Np_

10cm 20cm

(a) Secao transversal (b) Corte genérico

Figura 7.31 — Sec¢do transversal e corte genérico do ensaio hipotético

Solucio:
A partir do corte genérico apresentado na figura 7.31b separam-se as tampas do
restante do sistema e se desenham os diagramas de corpo livre para se estudar seus

equilibrios na diregado vertical, conforme figura 7.32.
118
kﬁzl TPAz kB3l Tp,& lkﬁl

Figura 7.32 — Esquemas estaticos para estudo do equilibrio

Utilizando-se todas as medidas em centimetros se escrevem as inclinagdes em fung¢ao

das alturas, como:
B,=h,/01=10h,, B, =h /0,2=5h ¢ p, :(h1 —hz)/O,l le(hl —hz) (7.72)
Deve-se observar que a inclinagdo /3, estd escrita em fungdo da diferenga entre as

alturas das tampas. Este ¢ o ponto chave da simplificagdo fornecida pela analogia de
membrana na solucdo deste tipo de problema. Neste exemplo, como a espessura de cada

trecho € constante e, portanto, a inclinacdo 3, o equilibrio da tampa 1, dado pela expressao
geral (7.64) fica:
p-A =k(B.20+ B,.10+ .20+ f3,.10) (7.73)

ou usando o valor de 4, , resulta:
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3,5h —h, = 2% (7.74)
Resolvendo-se o equilibrio da tampa 2 tem-se:

pA =k (B, 10+ B,.10+ j3,.10— j3,.10) (7.75)
que, usando o valor de 4, resulta:

4h, Iy = % (7.76)

Resolvendo-se o sistema constituido pelas equagdes (7.74) e (7.76) resulta:

1 9p . h2:5,5£
13 k 13 k&

(7.77)

Uma constatagdo importante da expressdo (7.77) € que h, > h, o que significa que as alturas

relativas adotadas na figura 7.32 estdo corretas. Caso a escolha das alturas nao fosse acertada,

apenas o sentido da tensdo no trecho referente a S, seria invertido.

Calcula-se o volume deslocado como:

- - 2350 p
V=Ah+Ah =—==— 7.78
j | 22 13 k ( )
Substituindo-se (7.78) em (7.69) elimina-se p/k e encontra-se
I = %cm“ (7.79)

Conhecendo-se o valor de /, pode-se calcular o giro relativo entre segdes justapostas usando
(7.9) ou (7.10).
Usando (7.77) em (7.72) encontram-se as inclina¢des de cada trecho:

_45p 5p 35p

=—=—, B, = e fy=—— 7.80
A=k P nr AT (7:89)
Substituindo-se as inclinagdes em (7.70) resultam
__ M, 45p 2
11—22350313 k—4,79kN/cm (7.81)
13k
_ Mz Eﬁ_ 2
7, ——2 2330 p 13 & =5,85kN /cm (7.82)
13k
_ M, 35p_ 2
73—22350£13 k—3,72kN/cm (7.83)
13 &k
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Sendo que a maxima tensdo de cisalhamento ocorre no trecho correspondente a £, e vale

58,5MPa .

7.5.3 — Se¢odes abertas de parede fina
Outro problema que se resolve de maneira muito elegante através da analogia de
membrana ¢ a tor¢do de secdes abertas de parede fina. Alguns exemplos de secdo aberta

podem ser vistos na figura 7.33.

[ —— 1 1 ]

e S B

Figura 7.33 — Exemplos de se¢des transversais abertas de parede fina.

Na figura 7.34 mostra-se um ensaio de membrana para uma se¢do aberta de parede
fina. Novamente retirou-se da caixa rigida a secdo transversal (genérica) que se pretende
ensaiar. Substituiu-se a secdo pela membrana indicada e pressurizou-se o sistema. No corte
genérico indicado nas figuras 7.34b e 7.35 deve-se observar que a altura 4 ¢ pequena e,

portanto, a inclinagdo maxima £ _ ¢ muito pequena. Desta forma todas as inclinagdes sdo

max
pequenas.

Como a se¢do transversal possui parede fina, a forma da membrana pode ser
representada (longe das extremidades) com boa aproximacdo por uma parabola do segundo
grau, conforme indicam as figuras 7.35a e 7.35b. Assim, como a tensdo de cisalhamento
atuante no plano da secao € proporcional a inclinacdo da membrana (analogia de membrana),
conclui-se que seu comportamento ¢ linear segundo uma coordenada ortogonal a linha do

esqueleto, veja figura 7.35c¢.
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corte

N~

Figura 7.34 — Ensaio de membrana para secdo aberta de parede fina

Uma constatagdo importante dos ensaios € que proximo as extremidades da secdo

transversal a inclinacdo da membrana ¢ menor do que A, e, portanto, de menor

importancia. Outra constatagdo ¢ que a influéncia da forma dos volumes proximos as
extremidades ¢ desprezivel em relagdo ao volume total. Assim, considerar um volume
prismatico de secao parabolica em toda a extensdo da se¢do ndo acarreta erro significativo no
o calculo do momento de inércia a torgao.

Separando-se a membrana da caixa rigida, figura 7.35a e 7.35b, e estudando-se o

equilibrio vertical se escreve :

ptds=2kp,  ds (7.94)
ou

1
B = E%t( s) (7.95)

t/2
t/2

£
TR
P

Figura 7.35 — Ilustracao de corte da membrana e DCL
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Pode-se relacionar a inclinagdo maxima com a altura maxima da membrana escrevendo-se a
equacao da pardbola do segundo grau para uma origem na linha do esqueleto com eixo de

referéncia (z) ortogonal a esta, figura 7.35b,
:h_‘t‘_fzz — g __Sh (7.96)
para
z=t/2 = ﬁmax:% (7.97)
Substituindo-se (7.97) em (7.95) resulta:
1
h(s)= g%ﬁ(s ) (7.98)

O volume ¢ calculado integrando-se a area deslocada pela membrana ao longo do

esqueleto. A area deslocada pela membrana é simplesmente:
a (s)——h(s)t(s)— [t( )]3]9 (7.99)
e o volume fica
B 1 3, P
V—.!.am(s)ds —EJS.[I(S)] ds; (7.100)

Substituindo-se (7.100) em (7.69) encontra-se:

I = 4—”t( )] d ——:—j[z( )] d (7.101)
Finalmente, substituindo-se (7.100) e (7.95) em (7.70) resulta:

_ Mz lﬁ _ Mz _ Mz
T,.(5)= (Zkt(s)j— I t(s)—zV (7.102)

1 3
212£[r(s)] ds

As expressoes (7.101) e (7.102) resolvem completamente o problema. Observa-se que
a maxima tensdo de cisalhamento para se¢do aberta de parede fina ocorre onde a espessura ¢
maxima. Normalmente o calculo da integral da equacdo (7.101) ¢ bastante simples, pois,

usualmente, a secdo transversal apresenta espessura constante ou constante por partes.
Exemplo 7.7 — Problema hiperestatico com secdes abertas.

Calcular a maxima tensdo de cisalhamento na barra hiperestatica sujeita a torcao.

Dados G, =Gy
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1,5
—pf € 1
> fa— 1,
15cm 15cm 13cm

1 ¢0.7
j A 2,5kN.m C E . f
j N e 15cm . 15cm

1m ‘ 3m E
! ' Trecho AB TrechoBC

Figura 7.36 — Barra biengastada e se¢des transversais

Solugdo
Primeiramente deve-se resolver o problema hiperestatico, e, para tanto, deve-se calcular os

momentos de inércia a tor¢do das segdes transversais indicadas. Usando a expressao (7.100)

tem-se:
1 3. p 1 3 3 3 4 P P 4

V.,=—\Vt(s)| ds==—|15-1"+15-1,5 +15-1" |em”" —=6,71875—cm a

o 12S[()] k 12[ J k k ®
1 3 3 3 3 4 P P 4

Ve ==—=[15-0,7° +15-1+15-0,7° +13-1’ | em" = =3,19083 = cm (b)
12 k k

I = 4-5VAB =26,875cm* (c)
p

I’ =4.v,. k_ 12,763cm’ (d)

p

O diagrama de corpo livre e o diagrama de momento tor¢or em funcao das reagdes incognitas

s30 dados na figura 7.37

Ma

Mc

Ma 2,5kN.m Mc
“«— -—pp [

Figura 7.37 — Diagramas de corpo livre e de momento torgor

Destes diagramas se escrevem as equagdes de equilibrio e de compatibilidade geométrica

Ccomo:
M, ,—M, =25kN -m (e)
Ad,c MA.1m+MC.3m=0 = M,+6317IM . =0kN -m ()

TG, G-,
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donde M ,=215833kN-m e M,.=-0,34167kN-m. Pela expressdo (7.102) a maxima

tensdo de cisalhamento esta ou no trecho 4B na parede de 1,5cm da secdo transversal ou no

trecho BC na parede de 1cm , ou seja:

AB :%l, cm = 215,833/(]\]'40711
1 26.875cm

t

-1,5¢m =12,047kN / cm® (g)

max

BC _%1 B 34,167kN-cm.

T = cm="—""——"—"—"—"""lem=2,677TkN / cm* h
S 12,763cm* @)

Comparando-se os valores conclui-se que 7, =12,047kN /cm® =120,47MPa no

trecho 4B na parede de 1,5¢m da segdo transversal.

7.5.4 — Se¢oes ramificadas de parede fina

Se¢des ramificadas sdo compostas por trechos fechados e abertos, conforme alguns

7

D s

Figura 7.38 — Exemplos de se¢des ramificadas

exemplos mostrados na figura 7.38.

Em um ensaio de membrana genérico de uma se¢do ramificada observa-se facilmente
que alteragdes ocorrem nas ligagdes entre trecho fechado e aberto. O volume nesta regido ¢
desprezivel e de inclinagdo menor que as desenvolvidas nos outros trechos da se¢do. Sendo
assim a solugdo se faz calculando o volume deslocado integralmente para compor o momento

de inercia a tor¢do V' =V,,,.., +V 4.1.0 » OU S€Ja, cOnsiderando-se cada parte independente.

berto
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O calculo do volume aberto ¢ diretamente dado pela equacdo (7.100), enquanto o
calculo da parte fechada ou celular deve ser resolvido pelo equilibrio das tampas rigidas,
determinando-se as alturas envolvidas. Conhecidas as alturas calculam-se as tensdes nos
trechos fechados utilizando (7.65) e (7.70) com o volume integral, ou seja, somando-se
aquele devido a area fechada e a 4rea ramificada. Para o trecho aberto (ramificagdo) utiliza-se
(7.102) com o momento de inércia a tor¢ao dado pela (7.69) sendo o volume calculado pela

soma das parcelas fechada e de ramificacdes.

7.5.5 — Comentarios finais sobre tor¢ao

Outros resultados podem ser obtidos utilizando-se analogia de membrana, entretanto,
os mais importantes foram descritos neste capitulo. Deve-se lembrar que a formula de
Cauchy implica que as tensdes de cisalhamento desenvolvidas na secdo transversal também
atuam em planos longitudinais, o que possibilita, veja o exemplo 7.6, a solu¢dao de diversos

problemas de ligacao por rebites, parafusos, soldas etc.

7.6 — Valores para torc¢ao livre de algumas se¢des transversais macicas
5 319
b zmb2
\ 7a'h’ 1,=0,105d"
T16(a” +b?)

. _8(03(h/d)+0.7
=\ 2,6(hidy-1 )

4

d
h I,=—(2,6(h/d)-1,0
= (2.6(1/d)-1,0)

n=b/h O<n<l1

N\ |
& e = M,/ (h6*(0,0970% —0,218n+0,331))

h YY)

N
b

7.7 — Quinto conjunto de Listas de Exercicios

1, = hb*(0,033n* —0,228n +0,334)

Os desenvolvimentos deste capitulo e dos capitulos anteriores permitem ao aluno que
resolva a oitava lista de exercicios. Deve-se observar que ao longo do capitulo 8 novas listas
de exercicios (envolvendo tor¢do combinada com flexdao e forca normal) deverdo ser

resolvidas.
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8 — Flexao

8.1 - Introducao

Conforme se estudou nos capitulos 3 e 4, os elementos de barra geral ao serem
solicitados por forcas externas transversais desenvolvem os esforgos solicitantes Momento
Fletor ¢ For¢a Cortante. Como comentado diversas vezes, estes esforg¢os solicitantes sdao
idealizacOes da mecanica e sdo, na realidade, frutos do desenvolvimento das tensdes internas
que ocorrem no material constituinte do elemento estrutural. Também ja estd claro que, na
mecanica dos sélidos basica, o calculo dos esforcos solicitantes precede o célculo das tensdes
e a adogdo de uma cinematica (observada em laboratdrio) para a se¢do transversal conduz as
formulas de célculo das referidas tensdes.

Neste capitulo, os casos mais importantes de flexdo serdo estudados, estes sdo
divididos em grupos dependendo da geometria da se¢@o e do tipo de carregamento imposto.
Apesar do célculo de deslocamentos transversais em barras gerais ja poder ser abordado neste
capitulo, prefere-se fazer um estudo separado no capitulo 10, limitando o assunto do presente

capitulo ao estudo das deformagdes e, principalmente, das tensdes desenvolvidas na flexao.

8.2 — Flexdo pura —reta

A classificagdo flexdo pura € utilizada para informar que apenas o esfor¢o momento
fletor esta presente no elemento estrutural estudado. Além disso, a barra geral apresenta se¢ao
transversal com pelo menos um eixo de simetria. O termo “reta” ¢ utilizado para indicar que
o momento fletor aplicado, em sua representacdo por flecha dupla, aponta na direcao
ortogonal ao eixo de simetria da se¢do transversal. E usual, portanto, se orientar o eixo de
simetria segundo a direcdo “y” de uma representagdo tridimensional, veja capitulo 4, e

observar que o esfor¢o momento fletor se orienta na dire¢do “z” conforme a figura 8.1

(a) desenho completo (b) representagao esquematica

Figura 8.1 — Orientacdo usual do problema de flexdo pura —reta
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Observa-se que o problema em questdo pode ser simplificado para um caso
bidimensional. Uma representacdo alternativa, muito utilizada nas referéncias bibliograficas,

pode ser vista na figura 8.2.

=
A
?

a------

N

Figura 8.2 — Representagdo alternativa da flexao pura (se¢do de saida).

Na figura 8.3 apresenta-se um caso estatico onde o deslocamento transversal devido a
flexdo pura ocorre ¢ de onde se destacam duas se¢des justapostas distantes entre si de um
infinitésimo dx. Em ensaios laboratoriais observa-se que, para materiais isOtropos €
homogéneos, as secdes transversais inicialmente planas e ortogonais a linha de referéncia
permanecem planas e ortogonais a linha de referéncia (deslocada) apos a solicitacdo por
momento fletor puro. O emprego desta cinematica, na dedugdo do comportamento das
deformacgdes e tensdes longitudinais em barras gerais, constitui a Hipdtese de Euler-

Bernoulli.

Figura 8.3 — deslocamento transversal devido a flexdo pura.

8.2.1 — Secoes homogéneas
No que segue assume-se que a secdo transversal ¢ homogénea, isto €, que o material

possui as mesmas propriedades elasticas ao longo de toda a se¢do transversal.

176



8.2.1.1 — Desenvolvimento da formula de flexdo
Observe na figura 8.3 que a barra se desloca formando uma linha circular (chamada

linha elastica) e que, conseqlientemente, o raio de curvatura o ¢ constante para todas as

secdes transversais. Retirando-se o infinitésimo indicado na figura 8.3 (que apesar de
particular pode ser considerado genérico, pois o comportamento de todas as outras se¢des ¢
idéntico gragcas ao momento fletor e curvatura serem constantes) e ampliando-se na figura

8.4, podem-se desenvolver as expressoes de interesse.

o
d plY
N~ ¥ o | _referéncia
"W
Adx(y)
dx

Figura 8.4 — detalhe do infinitésimo deformado

Escolhe-se a origem de um eixo auxiliar y na face superior da se¢do transversal e
sabe-se que a uma distancia “d”, desta face, a deformacdo longitudinal & ¢ nula. A
determinagcdo desta constante “d” serd feita oportunamente e escolhe-se uma nova
coordenada y =y —d com origem na posi¢do de deformacdo nula para os calculos que
seguem. Por semelhanca de triangulos, figura 8.4, tem-se:

Yo p gy LAk @.1)
Adx  dx P dx

onde Adx ¢ o alongamento de uma fibra dx distante de y da referéncia. Pela definigdo de

deformacao longitudinal dada no capitulo 5 escreve-se:

g A 1, (8.2)
dx p

como a curvatura 1/ p ¢ uma grandeza definida para o ponto, ou secdo transversal da barra,

observa-se que a deformacdo longitudinal varia linearmente com y, fruto da hipotese
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cinematica assumida. Aplicando-se a Lei de Hooke encontra-se a distribui¢do de tensdo
longitudinal ilustrada na figura 8.5.

o =Ee, (8.3)

\ S

Figura 8.5 — Distribui¢do de tensdo normal — equilibrio de trecho infinitesimal de barra

dx LG

O equilibrio de momentos em torno do eixo z da figura 8.5 ¢ satisfeito, pois a
distribuicdo de tensdes resulta no momento fletor. Esse fato ¢ melhor descrito na figura 8.6,

onde um infinitésimo de area e de for¢a sdo indicados. Assim, um infinitésimo de momento ¢

dado por:
dm_=o_ydA (8.4)
dm,=df.y
D X Z z 7 X
df =0, dA v dm,=dfy [ df =G, dA
dA dA
y y
(a) Secao de saida (b) Secao de entrada

Figura 8.6 — Infinitésimo de momento (se¢ao simétrica em relagdo ao eixo ))

Utilizando-se a expressao (8.3) em (8.4) e integrando-se sobre a area, resulta:

M. :Ejy2 dA (8.5)
P
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onde £ e p sdo constantes na drea como exposto anteriormente. A integral resultante na

expressao (8.5) depende apenas da geometria da se¢do transversal (caracteristica geométrica)

e ¢ chamada de momento de inércia a flexao em torno do eixo z, ou seja:

1=y (8.6)

A
Substituindo-se a nomenclatura /_ na férmula (8.5) e rearranjando-se resulta:

%: 24] (8.7)

Substituindo-se (8.7) na equacdo (8.2) e na equacdo (8.3) encontram-se as férmulas
para se calcular a deformagdo e a tensdo longitudinal na secdo transversal desde que se

conheca o momento fletor atuante.

M
& =—= 8.8
. Elzy (8.8)
M
o =—1= 8.9
=Y (3.9)

Entretanto, para concluir a solu¢do do problema, ¢ necessario que se determine o valor
da constante “d” que define a posi¢do de referéncia para as férmulas (8.8) e (8.9). Isto se faz
a partir do equilibrio de forcas na dire¢do x do trecho de barra indicado na figura 8.5,

lembrando que N =0, ou seja:

N=[oc,d1=0 (8.10)
A

Substituindo-se (8.9) em (8.10) e lembrando-se que y = y —d escreve-se:

AfzbdA:%[j;dA—djdAj:O (8.11)
z A z A A
ou
jydA
¥ —d- AjdA (8.12)

A expressdo (8.12) revela que a distdncia d determina a posi¢do do centro de
gravidade da secdo transversal. Assim, para se calcular a distribuicdo de tensdo normal na
secdo transversal de uma barra solicitada por flexdo pura, ¢ necessario se calcular o centro de

gravidade cg pela expressao (8.12), o momento de inércia a flexdo em relacdo ao eixo z

centrado no c¢g pela expressdo (8.6) e aplicar a formula (8.9). Deve-se observar que as
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figuras geométricas adotadas neste item terdo sempre um eixo de simetria que deverd

coincidir com o eixo y que contém o centro de gravidade, flexao reta.

Exemplo 8.1:

Calcular o centro de gravidade e o momento de inércia em relacdo ao eixo z da segdo

s

transversal retangular da figura 8.7.

b/24Lb/2

Figura 8.7 — Secdo transversal retangular

Para calcular o centro de gravidade deve-se proceder a integral Ij}dA como:
A

h
2

— 0 [ >

jydA: ydzdy = b ydy = bh
A

O C— >
=R e

N | o

Substituindo-se (a) em (8.12) resulta

!
V== (b)
“~bh 2

Transferido-se a referéncia para o centro de gravidade, calcula-se 0 momento de inércia utilizando-
se a expressdo (8.6) como:

h h

h b
EE E 3 2 bh3
I = 2dzdy=b [ vy =b| 2| =20 c
z Ubyzy Ihyy (31]1 17 (©)
) - 2
Exemplo 8.2:

Calcular o centro de gravidade e 0 momento de inércia em torno de z (passando por seu cg)

para a se¢do transversal triangular indicada.
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Yy

(a) Problema original (b) Com cg determinado

Figura 8.8 — Sec¢do transversal triangular (simétrica de saida)

Para calcular o centro de gravidade deve-se proceder a integral Ij}dA como:
A

hZ(y) h
[yda=] jy vz dy = [ 7(2,(¥) -2 (¥) dy
4 05(3) 0

Da figura 8.8 se encontram as expressoes de z, € zZ, como:

ety 5ot

1 2 Y 2 =5 Y
Assim, substituindo-se (b) em (a) encontra-se:

nb bh*

ydA=| —y°dy =—
_[y IO 7 y-ay 3
Substituindo-se (c) em (8.12) resulta:

o
5 -3 _2
ng - @ 3 h
2

Calculado o centro de gravidade, transfere-se a origem, veja figura 8.8b, como

z—E——i +%h Z—E—i +%h
1 =4 = 2hy3 2_2_2hy3

h
3 3
1= J. Iydedy: J.yz(zz—zl)dy:— (yS"'ghyzjdy:é(
2

— +_
4.27 27

5ht 2ht
3 h

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

()

(&)
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ou seja

bh’
L7536 ™
Exemplo 8.3:

Calcular o momento de inércia a flexdo para uma se¢do circular, figura 8.9. Pelo fato da

se¢do circular ser bissimétrica, ja se conhece seu centro de gravidade.

/N

y

Figura 8.9 — Secdo circular genérica

Aplicando-se a expressao (8.6) e usando do infinitésimo de area definido para as coordenadas

polares da figura 8.9, tem-se:

- £y2 e IORIOM(’”SW(H))Z dOdr :J»OR rgdr(ﬁ—sen(i)ms(ﬁ)jo” (a)
7R*
. ; (b)

8.2.1.2 — Calculo rapido das caracteristicas geométricas

As formulas (8.12) e (8.6) podem ser utilizadas para o calculo do centro de gravidade
e momento de inércia a flexdo de qualquer geometria. Entretanto, uma nova integral seria
necessaria para cada figura geométrica que compusesse a se¢do transversal. Como as secdes
transversais utilizadas em aplicacdes da engenharia sdo composi¢des de geometria
padronizadas como, retangulos, circulos e triangulos, uma estratégia de calculo simplificada ¢
seguida.

Para uma determinada area i, contida na secdo transversal, veja a figura 8.10,

pretende-se calcular
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m, = | 3,d4 (8.13)
4

como parte dos célculos necessarios para a determinacdo do centro de gravidade de uma

se¢do composta por diversas areas.

0
aa—

NIV

\2%

Figura 8.10 — Se¢ao transversal composta por diversas areas.

Da figura 8.10 sabe-se que a coordenada y * marcada a partir do centro de gravidade da area

I ¢ escrita em fun¢do de y como:

VEZY = Ve (8.14)
onde y, ¢ a coordenada do centro de gravidade da area i em relagdo a referéncia 0. A
expressao (8.14) pode ser escrita como:

J7=y*+)_}cg[ (8.15)

Substituindo-se (8.15) em (8.13) e lembrando que y,,, € constante, escreve-se:
m, = [y*dd+y,,[da (8.16)
4 4

como a coordenada y * tem como origem o centro de gravidade da 4rea i a primeira integral
de (8.16) ¢ nula e (8.13) se simplifica para:

My =Y..-4 (8.17)

onde m; ¢ denominado momento estatico da drea 4, em relacdo a origem o . Procedendo-se

da mesma forma para todas as areas que compoem a se¢ao pode se escrever a equacao (8.12)

como:
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n
Ai y cgi
i=1

ycg: n

24
i=1

A equagdo (8.18) ¢ a formula répida para se calcular a posi¢ao do centro de gravidade

(8.18)

de uma se¢do transversal. Para tanto ¢ necessdrio se conhecer a posi¢do do centro de
gravidade das areas parciais que compdem a geometria da se¢ao transversal.

Conhecida a posicao do centro de gravidade da secdo transversal transferem-se as
coordenadas dos centros de gravidade de cada 4rea parcial simples para a nova referéncia,

veja a figura 8.11, fazendo-se.

ycgi :ycgi _-)_/cg (819)

NIV

vy

Figura 8.11 — Referéncia no centro de gravidade

Teorema dos eixos paralelos

Usando a mesma logica aplicada para se escrever (8.14) e (8.15) relaciona-se y e y * como

V=Y Ry (8.20)

Substituindo-se a expressao (8.20) no calculo do momento de inércia dado por (8.6)

resulta:

Iz:.[yszzinZdA:ij(y*+ycgi)2dA (8.21)

i=1 4 i=1 4

Desenvolvendo-se o ultimo termo de (8.21) tem-se:
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L= n I((y ) 420 %y, +(ycgi)2)d/1 (8.22)

i=1 A

Lembrando-se que y,,, ¢ constante, faz-se:

I = Z j (y*) dd +2i Veu j y*dA +i AV, (8.23)
i=1 4 i=1 A i=1

Como cada y * tem como origem o centro de gravidade de cada area A4, o segundo

termo da expressao (8.23) resulta nulo e o primeiro termo se refere aos momentos de inércia

locais das area parciais constituintes da secao transversal, ou seja:

L=31.+3 4y, (8.24)
=1 =l

Tabela 8.1 Caracteristicas geométricas de areas simples

| | N
2h/3 1-4/37z)r
z -+ ; z
" Z, | ¢ g (1*4/37r)r . 4,/374: """ @ """""" >
hi/2 h/3 ;
4 Ty
vy
o e
T2 z 4
hb’ 4
y = TA ¥ J = r
12 36 y 4
— 212 _ 4 1
[yz_o ‘ :b h [yZZO ]yz_O ‘Iyz :(———j]/“
on or 8

A formula (8.24) ¢ conhecida como o teorema dos eixos paralelos e auxilia no
calculo rapido do momento de inércia de se¢des transversais constituidas de areas parciais,
desde que se conhecam os centros de gravidade e o momento de inércia de cada figura
envolvida. Normalmente estes valores sdo encontrados em tabelas simples como a tabela 8.1.

Caso existam orificios, o célculo rapido expresso pelas equacdes (8.18) e (8.24) pode
ser feito considerando areas (e momentos de inércia) cheias, que se sobrepdem aos orificios
(consideradas positivas), compostas com as areas dos orificios (¢ momentos de inércia)

consideradas negativas. Os valores [ _ (produto de inércia) serdo e usados no item 8.9.
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Exemplo 8.4

Calcular o centro de gravidade e o momento de inércia da se¢ao indicada na figura 8.12a.

.

y
v T
10cm
20cm Ay Ay
10cm
(a) Secao transversal (b) Areas utilizadas

Figura 8.12 — Secao transversal

Na figura 8.12b mostram-se as areas parciais utilizadas para realizar os calculos. Utilizando-
se os resultados dos exemplos anteriores conhecem-se:

_ 20 _

Y, = 2.?cm =13,33cm, y, =y, =40cm, A =300cm*, 4, =1200cm’ e 4, =-200cm’ (a)

~30.20°

z1

10.20°

3
=309 160000cm* e 1., =120~ _6666,67cm* (b)
z3 12

=6666,67cm*, I_,

Lembrando-se que os valores negativos sdo atribuidos artificialmente as areas e
momentos de inércias de orificios que devem ser descontados do calculo total.
Assim, utilizando-se a férmula (8.18) se encontra:

_300.13,33+1200.40-200.40 440
Ve =T 0041200-200 T g3 T saeaem ©)

Usando (8.19) calculam-se os centros de gravidade das areas parciais em relagdo ao centro de

gravidade da se¢ao transversal como:

— 800

Vet = Veg1 ~ Ve = =3 cm =—20,5128cm d)
. _ 8

ycg2 =ycgz_ycg=ﬁcm=6,1539cm (e)
— 80

Vg3 T Vegs ™ Veg zgcm =6,1539¢cm )

Finalmente, aplicando-se (8.24) resulta 0 momento de inércia em relagdo ao eixo z
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2 2 2
1, =6666,67+160000 - 6666,67 + 300.(—%) +1200. (%) —200. (%) (8.41)

ou I, =324102,56cm" .

8.2.2 — Materiais compostos — secio ndo homogénea

A aplica¢do de materiais ndo homogéneos a ser abordada neste curso se restringe ao
caso de utilizacdo de fibras longitudinais em barras gerais (para melhorar o desempenho
mecanico deste tipo de elemento estrutural) ou de se¢cdes compostas por trechos macigos com
propriedades elasticas diferentes (laminados), veja figura 8.13. Além disso, considerar-se-a

que os materiais se encontram em regime eléstico linear e com aderéncia perfeita.

E=El El
\u:HH \dA1=>de=8(y).E1.dA
5 i E
7
@\ % El E4 E]
\LE dA, => df,(=é’-j(y).E4.dAJ

2

Figura 8.13 — Segdes transversais tipicas de material composto

Uma das aplicagdes mais antigas deste tipo de material ¢ o concreto armado, neste
caso, o concreto apresenta resisténcia a compressdo ndao muito inferior a do aco, porém
resisténcia a tracdo muito menor. Assim, utiliza-se o ago nas regioes tracionadas das barras
gerais enquanto as regides comprimidas ndo carecem significativamente de reforco. Outra
caracteristica importante dos materiais constituintes do concreto armado ¢ o comportamento
ductil do ago estrutural que compensa, no limite de resisténcia, o comportamento fragil do
concreto. E importante ainda comentar que a matriz (no caso o concreto) protege o refor¢o
(armadura) de a¢des agressivas do ambiente.

Outros materiais que podem ser citados sdo os compostos de resinas plasticas e fibra

de vidro, matrizes de epoxi e fibras de carbono, dentre outros.

8.2.2.1 — Formula de flexao
Ao se realizar ensaios de flexdo pura em barras gerais simétricas compostas observa-

se que a hipotese de Euler-Bernoulli ainda continua sendo uma boa aproximagao para o
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comportamento cinematico das se¢des transversais justapostas. Desta forma a expressdo (8.2)
continua valida, ou seja:

1
E.=—Yy (8.25)

yo,

onde p ¢ a curvatura na secdo em analise. Observa-se que a origem do eixo y da expressao

(8.25) deve ser tal que as deformacdes e, portanto, as tensdes, assumam valor nulo na origem.
O fato da secdo ndo ser homogénea implica na aplicagdo de uma Lei Constitutiva
dependente da posi¢ao assumida na secdo transversal pelo ponto em analise, ou seja:
1
o, =E(y.z)—y (8.26)
Yo,
Os casos a serem analisados apresentam modulo de elasticidade constante em areas

parciais da se¢do transversal, tal como indicado na figura 8.13. Assim a expressdo (8.26) fica:
o,=E—y (8.27)

Tal como descrito no item 8.2.1.1, 0 momento fletor em torno do eixo z fica escrito
como a integral dos momentos infinitesimais, s6 que agora ¢ a soma dos momentos

desenvolvidos em cada trecho da secdo, veja figura 8.13, tal como:

1L ,
M. =— E. dA 8.28
=2 E j y (8.28)

Adotando-se um dos modulos de elasticidade como referéncia E,, (usualmente aquele do

material que possui maior volume) define-se o momento de inércia equivalente da se¢do

transversal, ou seja:

M, =" ijyz dA |=—L [ (8.29)
p i=1 Eref A p
n E

19=%| = [ d4 (8.30)
’Z:l: Eref ;!:

Da expressdo (8.29) determina-se entdo, tal como feito para se¢do homogénea,

1__ M (8.31)

p Ereflzeq

Substituindo-se (8.31) em (8.27) encontra-se a formula para o calculo das tensdes em cada

trecho da secao, como:
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E M,
O-‘ci = e
’ Eref ]zq

y (8.32)

Criando-se um escalar

o =i (8.33)

Reescrevem-se (8.30) e (8.32) como

I = i(ai [y dA] (8.34)

i=1

o.=0q, M, v (8.35)

Xi i ryeq
IZ

Estas expressdes podem ser entendidas como a determinagdo de um momento de
inércia equivalente para a secdo transversal, como se ela fosse constituida pelo material

preponderante (que tem modulo de elasticidade E,,

), com calculo de tensdo em cada
material dado por uma corre¢do da tensdo que ocorreria naquele ponto caso o material fosse o
de referéncia (preponderante). J& a distribui¢do de deformacdo longitudinal € linear e dada
simplesmente por:

M

S 8.36
&= ga” (8.36)

ref "z

onde E, 7" ¢ chamado modulo de rigidez a flexdo por unidade de comprimento da barra.

Entretanto, para concluir a solu¢cdo do problema, € necessario que se determine o valor
da constante “d”, veja figura 8.14, que define a posicao de referéncia para as formulas (8.34),
(8.35) e (8.36). Isto ¢ feito a partir do equilibrio de for¢as na dire¢do x do trecho de barra

indicado na figura 8.14., lembrando que N =0, ou seja:

N=Y[o,d4=0 (8.37)
i=1 4
_ B s
N : & / Vg 22.: E, *J_/ z.
+— ! cg 23
I,‘- ----------- (Lt E‘
o, vy

Figura 8.14 — Equilibrio longitudinal

Substituindo-se (8.35) em (8.37) e lembrando-se que y = y —d escreve-se:
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MZZa['f(y—d))dAz() (8.38)

14 = _ =
- . == (8.39)

onde define-se 4,, = ZOQ.AZ. como area equivalente.

8.2.2.2 — Calculo rapido das caracteristicas geométricas de secdes nio homogéneas

As integrais presentes nas expressoes (8.34) e (8.39) podem ser realizadas para cada
area parcial que constitui a secdo transversal, porém a utilizagdo de valores conhecidos
resulta em processos rapidos e precisos tal como descrito para secoes homogéneas no item
8.2.1.2. Repetem-se os passos realizados para secdes homogéneas para deduzir as expressoes
equivalentes para se¢des nao homogéneas.

Para uma determinada érea i, veja a figura 8.15, pretende-se calcular
m; = aJ? dA (8.40)
Al

como parte dos célculos necessarios para a determinacdo do centro de gravidade de uma

secdo composta por diversas areas.
Da figura 8.15 sabe-se que a coordenada y * marcada a partir do centro de gravidade da area

I ¢ escrita em fun¢do de y como:

y*:.)_}_.)—/cg[ (8'41)

—
|
NIV

Figura 8.15 — Sec¢do transversal composta por diversas areas.

190



onde y,. ¢ a coordenada do centro de gravidade da éarea i em relagdo a referéncia 0. A

expressao (8.41) pode ser escrita como:
Y=YE+y,, (8.42)

Substituindo-se (8.42) em (8.40) ¢ lembrando que y,,, ¢ constante, escreve-se:

M, =0, | y*dd+y 0| d4 (8.43)
4;

A

i

como a coordenada y * se refere ao centro de gravidade da area i a primeira integral de

(8.43) é nula e resulta:

My =004, (8.44)
onde m; ¢ denominado momento estatico da area 4, em relagdo a origem o ponderado pela

razdo entre os modulos de elasticidade ¢;. Procedendo-se da mesma forma para todas as

areas que compdem a secao transversal pode se escrever a equacao (8.39) como :

a[Aiycg[
5 =l
ycg - A—

eq

(8.45)

onde se utilizou a defini¢do de area equivalente, dada apds a equacao (8.39).

A equacao (8.45) ¢ a formula rapida para se calcular a posi¢ao do centro de gravidade
de uma se¢do transversal. Para tanto ¢ necessdrio se conhecer a posi¢cdo do centro de
gravidade das areas parciais que compdem a geometria da se¢do transversal.

Conhecida a posi¢ao do centro de gravidade da secdo transversal transferem-se as
coordenadas dos centros de gravidade de cada area parcial para a nova referéncia, veja a

figura 8.16, fazendo-se.

ycg[ = ycg[ - .)_/cg (8.46)

NY

Y

Figura 8.16 — Referéncia no centro de gravidade
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Usando a mesma logica aplicada para se escrever (8.41) e (8.42) relaciona-se y e y * como

Y=Y*tY (8.47)

Substituindo-se a expressao (8.47) no calculo do momento de inércia dado por (8.34) resulta:

I :iainZdA:iaij(y*+ycgi)2 dA (8.48)
= = 4

Desenvolvendo-se o ultimo termo de (8.48) tem-se:

I =iaij((y*)2+2y*ycgi+(ycgi)2)dA (8.49)
=l

Lembrando-se que y,,, € constante, faz-se:

I = ia[j (y*) da +2iai Ve | ¥dA +ia,A[ v, (8.50)
= =1 l =1

Como as origens de cada y * sdo referentes aos centros de gravidade de cada 4, o segundo

termo da expressao (8.50) resulta nulo e o primeiro termo se refere aos momentos de inércia

locais das figuras constituintes da se¢do transversal, ou seja:
eq __ C C 2
I = le al. + lea,.Al. v (8.51)

A férmula (8.51) ¢ conhecida como o teorema dos eixos paralelos para secdes
compostas e auxilia no calculo rdpido do momento de inércia de secdes transversais
constituidas de figuras geométricas simples, desde que se conhegam os centros de gravidade,
o momento de inércia e o modulo de elasticidade de cada area parcial (material) envolvida.
Os valores padronizados sdo encontrados em tabelas simples como a tabela 8.1. Valem as

formulas (8.35) e (8.36) para o célculo das tensdes e deformagdes longitudinais.

8.2.2.3 — Calculo rapido das caracteristicas geométricas de secdoes ndo homogéneas
especificamente reforcadas com fibras.

Obviamente que as formulas (8.35) e (8.36) continuam validas para o célculo das
tensdes ¢ deformacdes longitudinais de seg¢des reforgadas com fibras. Também continuam
validas as formulas (8.45) e (8.51), porém seu formato pode ser melhorado para o caso de

reforcos imersos. Na figura 8.17 observa-se uma composi¢ao de areas para um caso de matriz

retangular e refor¢o por fibra de sec¢o circular. Ao se separar as duas areas tem-se a area 4,

com ¢, =1 que possui dois orificios circulares e as areas 4, com «, =E,/E,.
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|
|
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|
|

@\ % - - L_%J
NE2 0,=E,/E,

Figura 8.17 — Resolugdo via desenvolvimentos do item anterior — primeira op¢ao

Ao se pensar no esquema da figura 8.17 a area da matriz com orificios ainda deve ser

trabalhada.

Na figura 8.18, outro arranjo ¢ proposto, ou seja, adota-se uma area 4, com «; que

‘cobre’ o orificio e subtrai-se uma area A4, com ¢, das areas originais 4, com «, =E, / E,.

E=E1 (X1

-~ =

Figura 8.18 — Resolugdo via desenvolvimentos do item anterior — segunda opg¢ao

Na figura 8.19, mostra-se que a composi¢ao da figura 8.18 ¢ equivalente a se utilizar

uma area 4, com «; que ‘cobre’ o orificio, acrescida de uma area A, ponderada por

(az_al)'

Figura 8.19 — Resolug¢do pela proposta deste item — Refor¢o imerso
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Assim, neste caso especifico, pode-se calcular, segundo a figura 8.19:

5, = DAY (@ =on) ATl (8:52)
a A +(a,—a,) 4,

c

I =al, +(0[2 _al)lz2 +a1A1y12 +(a2 _al)A2y22 (8.53)

Onde 4, e I, sdo valores que se referem a area de matriz retangular com ‘cobertura’
artificial da(s) area(s) da(s) fibra(s), simplificando o processo. Este procedimento nao altera
as expressoes (8.35) e (8.36), simplesmente simplifica o célculo do centro de gravidade e

momento de inércia a flexdo.

Enfim, quando se estiver refor¢ando uma area de matriz "»n " com fibras utiliza-se o
valor (aﬁbm —an) para o calculo das caracteristicas geométricas, caso ndo se utilize tal

artificio, utilizam-se as formulas (8.45) e (8.51) sem modificacdes. Em geral a matriz

reforgada pela fibra é o material de referéncia e, portanto ¢, =1

Exemplo 8.5:

Calcular o momento de inércia a flexdo da secgdo transversal indicada na figura 8.20.
Calcular também as maximas tensodes (tragdo e compressao caso existam) para cada material.

Dado M, =5kN.m. Observar que a distancia do centro de gravidade das fibras a base inferior

da sec¢do transversal ¢ de 3cm .

Valores iniciais para calculo:

Escolhendo-se o material 2 como referéncia, tem-se:

a=2,a=1e¢a=12,com 4 =10-10cm® =100cm*, A4, =10-20cm* =200cm’
Deve-se observar que considerou-se 4, ‘coberta’.

10cm

Aﬁ 6
E |y
N E,=100 GPa
5
S E,=50GPa
I
@=1cm
E,=600 GPa

Figura 8.20 — Secao transversal composta e refor¢ada com fibras.
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Para a terceira area, como as barras de refor¢o possuem a mesma coordenada y, contam-se 2

areas circulares.
T
A4, = 2-(7[-0,52) :501772

3
I - 10-10° . _2500
12 3

~10-20° é = 20000

I m

C
= 12 3

Pelo mesmo motivo do calculo da terceira area faz-se:

4 4
I :2.(7Z'R jzz‘ﬁ.(‘)‘,S

=0,098cm*
4

Calculo do centro de gravidade:

_ A Y g+ O ALY gy + (0(3 _az)AaJ_’cg3
@ a A +a, 4, +(a;—a,) 4

_2-100-5+1-200-20+11-(7r/2)-27 ~5466,527

cm = ecm =13,100cm
2-100+200+11-(7r/2) 417,279

ycg

(a)

Na figura 8.21 mostra-se a posicao do centro de gravidade e os eixos coordenados para uma

secdo de saida. Deve-se observar a compensagio (o, —a, ) =(a; —1) referente a cobertura da

area 2.

£
= E,=100 GPa
O
i
l 4
£
g7 E,=50 GPa
\O
L
U s W
N J=lcm

E,=600 GPa

Figura 8.21 — Sec¢do transversal com cg representado

Transferéncia das coordenadas para o cg

Y=Y~V =(5-131)cm =-8 lcm

V=V =V = (20—13,1)cm =6,9cm
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V3=V3= Vo = (27—13,1)cm =13,9¢cm

Cdlculo do momento de inércia

I =al,+al,+(a,—a,)l; +0‘1‘41)’12 +0{2A2y§ +o—a, )A3y32 (b)
=2 25300 +120200 +1l-0,098-i-2-100-(—8,1)2 +1-200-6,9° +11-(7Z/2)13,92

I =34316,8cm”

Cilculo das tensées criticas no material 1 o, =2

Como a expressdo da tensdo normal € linear por trechos, os pontos criticos (maximos
e minimos) estardo sempre nas extremidades dos intervalos de validade de determinado
material.

Calculam-se as coordenadas da fibra superior (s) e de inferior (f) do material 1
utilizando a mesma expressdo (8.46) usada para se calcular a coordenada do cg das area

parciais com relacdo ao cg da secdo transversal, ou seja
Va =Va = Ve = (0-13,1)cm =-13,1cm
Y=Y~V =(10-131)cm=-3,lcm

Aplica-se a expressao (8.35) com as coordenadas calculadas e encontram-se:

. M 5kN.100cm
O-x = al " ysl = 2 4
1 34316,8cm

(—13,1)cm =—0,38kN / cm*

/1 M - SkN.100cm

=q—2y, =2""""""(-31)em =-0,09kN / cm*
TGS 3831680 Y

Cilculo das tensées criticas no material 2 o, =1

Calculam-se as coordenadas da fibra superior (s) e de inferior (f) do material 2, como
Voo =V " Ve = (10—13,1)cm =-3,lcm
V=YV~ Ve = (30-13,1)cm =16.9cm

Aplica-se a expressao (8.35) com as coordenadas calculadas e encontram-se:
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) M . 5kN.100cm

P, 2y, =1— T (=3,1)em =—0,045kN / cm®
RN TG 34316,8cm™ ) o
o'? =-0,45MPa
ot =g, Moy, | SNVI00M (4 o) iy = 0,25KN / em®

= —_z =]l
© T Ta Y T I34316 8em®

c!?=2,5MPa

Cilculo das tensées criticas no material 3 c; =12

Calculam-se as coordenadas superior (s) e inferior (f) das fibras (material 2), como
Vs =V~ Veg = (26,5-13,1)cm =13,4cm
Vi3 =YV3= Veg = (27,5 - 13,1)cm =14,4cm

Aplica-se a expressdo (8.35) com as coordenadas calculadas e encontram-se:

e M S5kN.100cm
=a;—=y, =12 3
I 34316,8cm

o

X

(13,4)cm = 2,34kN / cm’

o'’ =23,4MPa

ol M. D 5kN.100cm

—a.—=2y,. =12 (14,4)cm = 2,52kN / cm*
e V1 34316,8cm4( )

o!’ =252MPa

Da solucao observa-se que o material 1 ¢ apenas comprimido, o material 3 apenas
tracionado e o material 2 apresenta tragdo e compressdo. Como ndo existe forca normal
atuante, observa-se que, aplicando-se momento fletor positivo, o material acima do eixo z
estd sendo comprimido e o material abaixo do eixo z estd sendo tracionado. Isto justifica a
convencao de sinais aplicada para momentos fletores nos capitulos iniciais do curso. A linha
(lugar geométrico - reta) onde as tensdes normais sao nulas ¢ chamada linha neutra e separa a
secdo transversal em uma parte onde sé existe tracdo e outra onde sé existe compressao.
Pontos mais distantes da linha neutra apresentam maior tensdo normal. Apesar de se ter
calculado as tensdes normais nas faces superior e inferior dos reforcos, € usual se calcular

apenas o valor em seu centro de gravidade, gragas a sua pequena espessura.

8.3 — Sexto conjunto de Listas de Exercicios
Com o descrito nos itens anteriores o aluno deve resolver a Nona Lista de

exercicios.
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8.4 — Flexao simples — reta
Neste item estudam-se barras gerais sujeitas a forgas transversais contidas no eixo de

simetria da secdo transversal e momentos aplicados ortogonalmente ao eixo de simetria, veja

figura 8.22. Neste caso, além do esfor¢o momento fletor M_ esta presente a forca cortante
Q,, portanto, existem tensdes de cisalhamento 7, cuja integragdo na segdo transversal

resulta na for¢a cortante.

Ao se realizar um ensaio de flexdo simples observa-se ser aceitavel considerar que
se¢Oes transversais planas permanecam planas apos a aplicacdo da carga, porém, tais segoes
ndo permanecem ortogonais a linha de referéncia, a esta cinematica da-se o nome de hipotese

de Timoshenko-Reissner.

MZ&W\LDMZ g

M
y

Figura 8.22 — Flexao simples

8.4.1 — Tensoes normais o,

O Fato das seg¢Oes transversais permanecerem planas ¢ suficiente para se aplicar todas
as equacdes da flexdo pura no calculo de tensdes normais na flexdo simples a menos do uso
de 1/ p (raio de curvatura), figura 8.3. Isto é feito substituindo-se a constante independente
da equacao (8.2) por outra letra qualquer. Todas as outras deducdes ficam inalteradas e para
se calcular as tensdes normais o, ou deformagdes longitudinais &, utilizam-se as equacdes
(8.35) e (8.36) para secdes compostas ou ndo. Assim, para um diagrama de momento fletor

qualquer, basta se tomar o valor do momento atuante na se¢ao de interesse e se calcular as

tensoes longitudinais procuradas, tal como na flexao pura.

8.4.2 — Tensdes de cisalhamento 7,

A cinematica de Timoshenko-Reissner, se¢do plana permanece plana, mas nao
ortogonal a linha de referéncia, indicaria distribuicdes de distor¢do e de tensdo de
cisalhamento constantes. Entretanto, pelo Teorema de Cauchy, as extremidades, superior e

inferior, das secdes transversais devem apresentar tensdes de cisalhamento nulas, veja a
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figura 8.23, revelando que a previsdo da cinematica adotada ¢ boa para tensdes normais, mas

para tensdo de cisalhamento levaria a sua nulidade ou ao desrespeito do Teorema de Cauchy.

— )f’
d =0 r#0=cte
(a) Respeitando o Teorema de Cauchy (b) Desrespeitando o Teorema de Cauchy

Figura 8.23 — Tensdes de cisalhamento na flexao simples - Hipotese de Timoshenko-Reissner

Assim, o célculo das tensdes de cisalhamento deve seguir uma estratégia parecida
com a adotada no item 7.4 para o desenvolvimento das férmulas de tor¢ao de secdes vazadas
de parede fina. Esta estratégia se baseia no equilibrio longitudinal de partes da barra geral, tal
como ilustrado nas figuras 8.25 e 8.27.

Antes de se iniciar a demonstragdo formal do célculo das tensdes de cisalhamento, o
leitor ¢ convidado a observar a figura 8.24a, onde um baralho ¢ submetido a flexao simples e

pode-se aferir que a movimentacao relativa longitudinal entre as cartas garante grande
lF

F/2 F/2

flexibilidade ao sistema.

(a) Cartas soltas (b) Cartas coladas

Figura 8.24 — Ensaio ilustrativo

Caso todas as cartas sejam coladas entre si, a mobilidade de deslizamento relativo
entre planos (cartas) ¢ impedida, surgindo uma distribuicdo de tensdo de cisalhamento
horizontal e imprimindo grande rigidez ao sistema, veja figura 8.24b. Esta distribuicdo de
cisalhamento horizontal se converte na distribui¢do de cisalhamento vertical, figura 8.25,

gragas ao Teorema de Cauchy apresentado no item 7.4.2.
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Figura 8.25 — Ilustragdo do Teorema de Cauchy e indicagdo de equilibrio horizontal

A hipdtese de calculo adotada ¢ que a distribuicdo de tensdo de cisalhamento ¢
constante segundo a direcdo z. Esta hipdtese ¢ excelente para segdes retangulares (figura
8.26a), entretanto para se¢des compostas por trechos de faces laterais verticais ela se torna
muito boa longe das descontinuidades da secdo e regular nas proximidades destas
descontinuidades (figura 8.26b). No caso de se¢des com faces laterais inclinadas o valor das
tensoes de cisalhamento proximas as faces deveria ser nulo, entretanto a aproximacdo ¢
mantida na mecanica dos so6lidos basica, ndo incorrendo em erros significativos. Assim, nesta
situacdo, longe das faces a aproximagdo ¢ muito boa (ou boa) e, proximo as faces, a
aproximacao ¢ regular (ou até ruim), figura 8.26c, dependendo da inclinagao da face (quanto
mais horizontal pior a aproximagao). Outros casos sdao explicados nos exemplos que devem

ser estudados detalhadamente para completar os conhecimentos sobre o assunto, incluindo o

| |l N
h h /\ h
| e
T

b ‘aba‘

exemplo 8.10.

(a) Excelente (b) Muito boa (c) Boa

Figura 8.26 — Tipos de se¢do e qualidade da aproximacao adotada

Voltando ao calculo do equilibrio horizontal, observa-se na figura 8.25 a ilustracdo de

forgas horizontais desbalanceadas f e f +df e na figura 8.27 mostra-se que estas forgas

. ~ ~ *
resultam da integragdo das tensdes o . Nestas figuras, chamou-se de y a coordenada y
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marcada no interior da area da secdo transversal relativa ao estudo do equilibrio. Por y

entende-se a coordenada da linha que divide a se¢do transversal e que define o plano que
separa a barra geral em duas partes. Esta coordenada indica a posi¢cao onde se esta calculando

a tensdo de cisalhamento no plano y na dire¢do x (7, ) que, pelo Teorema de Cauchy, o
tem mesmo valor da tensdo de cisalhamento procurada, ou seja, 7, no plano x (hachurado)

na diregdo y (7, =7,).

x+dx

Figura 8.27 — Equilibrio longitudinal

E importante mencionar que a distribuicdio de tensdes normais na cinematica de
Timoshenko-Reissner ¢ idéntica a da cinematica de Euler-Bernouli e que a determinagdo das
tensdes de cisalhamento também podem ser calculadas por equilibrio na dire¢ao longitudinal
para a cinematica de Euler-Bernouli, mesmo que a distribui¢do de distor¢do ndo seja
explicita.

Em uma secao transversal de entrada, considerada na coordenada genérica x , existe a
seguinte distribui¢do de tensdo normal descrita para a rea A :
MZ
I

o (y)=—"2y (8.54)

onde usou-se I’ ja considerando-se se¢do composta. Na secdo transversal de saida,

considerada na posicdo x + dx tem-se a seguinte distribui¢do de tensdao normal para a area

*

A

* * M * dM *
oy )+do(y )= Y e Y (8.55)

O equilibrio na direcdo longitudinal do prisma definido pelas 4reas parciais 4™ e pelo plano

b(y)-dx (figuras 8.25 e 8.27) ¢ dado por:

*

A

_[O'x(y*)dA* +7,b(y)dx = j (o.(y ) +do(y'))dA (8.56)
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onde b(y) é a largura da secdo transversal na linha de interesse. Rearranjando-se (8.56) e

usando o Teorema de Cauchy (7, =7, ) escreve-se:

7 b(y )dx = j do_dA' (8.57)
-
Do calculo diferencial tem-se:
do, = 4o, dx
T odx
(8.58)
e, portanto de (8.55) tem-se
1 dM. .
do = =y dx 8.59
T y (8.59)

Observando-se que dx e I, ndo variam em 4 e substituindo-se (8.59) em (8.57) encontra-

se:
do. , . 1 ¢dM_ ., .
T .b(y)= LdA = =y dA 8.60
)= [ = [ T (8.60)
Lembrando-se a relagdo diferencial entre momento e forga cortante, equagado (3.35), encontra-
se
0, e 9m(y)
Ty (y)= g [ A == (8.61)
[z b(y) A Iz b(y)
m(y)=]ydd (8.62)
-

Levando-se em consideracao todos os desenvolvimentos relativos ao calculo

simplificado (rapido) de caracteristicas geométricas, entende-se que a integral da equagdo

r D /4 * ~ M ~
(8.62) ¢ o momento estatico da area 4 em relacdo ao centro de gravidade da secdo
transversal. Se esta drea ¢ composta por diversas dreas parciais de geometria simples € com

moddulos de elasticidade quaisquer, substitui-se a integral da equagdo (8.62) por:
m ()= A Y (8.63)
i=1

* , . e r I ~

onde y,, ¢ a coordenada do centro de gravidade da area A" que é a rea da se¢do transversal
abaixo da linha definida pela coordenada y que indica o ponto de calculo da tensdo de
cisalhamento 7, . Lembra-se que ¢; ¢ a relagdo entre 0 modulo de elasticidade de cada area

parcial e o modulo de elasticidade de referéncia. Assim, (8.61) pode ser escrita como:
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n* y
#Z% Ay, = Qy’"_(y)
I?b(y) S I¥b(y)

Pode-se calcular a distribuicao de tensdo de cisalhamento, tanto por (8.61) quanto por (8.64).

T, (y)= (8.64)

Como ¢ sempre de interesse calcular a maxima componente de tensdo (no caso
cisalhante) que ocorre na sec¢do transversal, deve-se observar que se b(y) for constante ao
longo da secdo transversal, a maxima tensdo de cisalhamento ocorre no ponto de maximo
momento estatico.

Mesmo quando b(y) ndo ¢é constante 0 maximo momento estatico (ndo

necessariamente a maxima tensdo de cisalhamento) estd na linha do cg da secdo, conforme:

my(y)=[ydd = [ b(y)y*dy*=F(y)=F(y,.) (8.65)

Y base

Calculando-se

dm(y) _dF(y)
dy dy

=b(y).y=0 (8.66)

Como b(y)#0 resulta que o maximo momento estatico ocorre em y =0, ou seja, no

centro de gravidade da secdo transversal. Assim candidatos naturais a ponto de maxima
tensdo de cisalhamento sdo os pontos de descontinuidade da secdo transversal e o centro de
gravidade da mesma.

Caso b(y) seja constante por partes o ponto de maxima tensdo de cisalhamento
ocorrera nas descontinuidades de b('y) ou no ponto de maximo momento estatico. Quando o

material for descontinuo valem as mesmas conclusdes. A grande maioria dos casos da
engenharia estrutural recai nestas duas situacdes.

Entretanto, a maxima tensdo de cisalhamento em se¢des onde b('y) ndo é constante
(nem constante por partes) nem sempre ocorre nesses pontos € uma investigacado matematica

mais detalhada deve ser realizada, ou seja, deve-se calcular

6 y
_(ms (y)j:(’ _ e 567)
ov\ b(y)
E com este valor obter
o=, (") (8.63)

Para secdes circulares (vazadas ou ndo) a maxima tensdo de cisalhamento ocorre na

linha do centro de gravidade. Para sec¢des triangulares isso ndo ocorre e sua solucdo ¢é
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apresentada no exemplo 8.7, onde alguns outros ~ comentérios sdo feitos a respeito de
possiveis aproximacgdes.
Deve-se ainda comentar que pode-se calcular tensdes de cisalhamento na direcdo z

vindas da forga cortante O, como sera apresentado no exemplo 8.10.

Outra informacao de interesse ¢ que os cortes de andlise da tensdo de cisalhamento

ndo precisam ser sempre ortogonais ao eixo y (para forga cortante Q ) ou ao eixo z (para

forca cortante Q. ). Para se¢des de parede fina os cortes naturais sdo ortogonais a linha do
esqueleto, conforme mostrado especificamente para se¢do de parede fina no exemplo 8.11,
para se¢do bissimétrica de parede espessa no exemplo 8.10. Finalmente, uma descri¢do mais
completa do tracado de diagramas de tensdo de cisalhamento em se¢des de parede fina ¢

apresentada no item 8.8.2.

Exemplo 8.6
Calcular a distribuicao de tensdo de cisalhamento da secdo transversal retangular

genérica da figura 8.28a submetida a uma forca cortante generica Q. Verificar que a integral

da tensdao de cisalhamento sobre a secdo transversal realmente resulta na forca cortante

aplicada.

Solucio:
Na figura 8.28b observa-se o desenho genérico da area parcial 4 *, delimitada por sua

face inferior y*=h/2 e por sua face superior y*=y (variavel). Deseja calcular a tensio de

cisalhamento na linha horizontal de coordenada y .

h/2
cg

Cgl .
y h/2 Y&i% y h/2
R — A —

Figura 8.28 — Secao retangular

*

<

\
|

Pela integracao resulta 0 momento estatico:

m(y)=[yrda= | y*bdy%{@ —yZ} @
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A estratégia de calculo rapido ndo ¢ mais simples neste caso, porém seu uso sera feito
para auxiliar no entendimento de outros exemplos. Pela geometria do problema calculam-se a

coordenada do centro de gravidade da area genérica 4 * e o valor desta area, como:

« 1(h
Veg :E[Eerj (b)
A* = (% - yj.b (©)
Assim resulta:
. bl(hY
=A*y =—||—=| — d
my(y) Veg 2{&) y} (d)

O mesmo resultado obtido pela integracao direta (a).

Substituindo-se (d) ou (a) em (8.64) resulta a tensdo de cisalhamento:

_O 1|(hY _ .
T, = I 2[(2] y} (©

Verifica-se que 7, realmente resulta na forga cortante fazendo:

le ﬁz_ 2 _
ZZ{(ZJ y}.b.dy—

b0 [(nY . 2(nY] . (bh)/12
_2—12|:(5j h—g(aj :I—Qy[——Qy

z

L=

J.TxydA =

A

®

(3

Outra conclusdo importante da equagao (f) € que a integral do momento estatico sobre
a area toda resulta no momento de inércia.

Na figura 8.29 indicam-se os diagramas de momento estitico ¢ de tensdo de
cisalhamento, juntamente com uma indicacdo esquemadtica da distribui¢do de tensdo de

cisalhamento sobre a se¢do de entrada.

max max

cg

[ ST ——
[ T

NG Y
—_—— e a w
)

—_—— e s w w
X
<

[
—_—

y mg(y) Txy

Figura 8.29 — Distribuicao e diagramas — tensao de cisalhamento.
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Observa-se que a maxima tensdo de cisalhamento ocorre, neste caso, no centro de gravidade

da secdo transversal.

dm b

—;,(y)z_,(_Qy):O = y=0 (g)
fy 2

Exemplo 8.7

Calcular a maxima tensao de cisalhamento para a se¢do transversal triangular da figura 8.30.

I~ A A
/N /N

h/3 AN AN

g cg . /cg \ 7
,I.y h/3 /%/ F@Y; // iy (\ h/3
b b/6L 2b/3 ‘ b/6 de*=b(y*)dy*

(a) Geometria (b) Processo rapido (c) Célculo analitico

Figura 8.30 — Secao triangular

Solucao analitica

Da figura 8.30c calcula-se

yE* 2 y 2)
b(y*)=b| —+— b(y)=b| =+—
(v* (h 3j ou (y) Eh 3 (a)
e
h/3 " h/3 *)?
P y* 2 (y*) 2
= dA = *bh| —+—= |dy*=b +—y*|dy* b
m(y) ;l[y !y (h 3jy 'yf[h 3| (b)
donde
b | 4n* o[y
=—|—-9y°| =+1
m(y) 27[ 3 (h+ H (c)
Substituindo-se (¢) e (a) em (8.64) tem-se
2 3
)
Iy =2t @
. 3(%6)
h

Derivando-se (d) e igualando-se a zero encontra-se a seguinte equagao nao linear para

calculo do ponto de maxima tensao de cisalhamento.
54y° +81hy* +36h°y +4h’ =0 (e)

resultando y, . =—h/6 que substituido em (d) juntamente com I, = bk’ /36 resulta:
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0
S ®

E interessante se calcular o valor da tensdo de cisalhamento na linha do centro de
gravidade, que pode ser feito colocando-se y =0 em (d) ou utilizando-se o processo rapido

via figura 8.30b.

. 2bh 2bh .k

A =——="" -
| 3 3 9 B2 6 (g)
. bhl bh Y’

e e — = —_—— h
=337 2733 (@)
max * * * * 4bh2 .
m“ =4y +4,y,=—— (1)

S 81
a largura da linha de interesse para calculo da tensdo de cisalhamento no cg vale b, = (2 / 3)b
, assim,

e O, 1 4bh® 830, 8 .
T = — = — =—7T
Y1 (2/3)b 81 9 bh 9"

W)

ou seja para a secdo triangular a tensdo de cisalhamento no cg ndo ¢ a maxima e seu calculo

ndo ¢é trivial.

Exemplo 8.8:
Calcular a maxima tensao de cisalhamento nos materiais 1 ¢ 2 e a tensdo de
cisalhamento na juncdo entre os materiais na se¢do transversal da figura 8.31, de uma barra

geral submetida a forga cortante O, = 500kN .

!
g 1
9] DN
E,=10 GPa Al «
& 0
~ l\l\
E,=50 GPa A, E =
20cm
Figura 8.31 — Secdo retangular composta
Considerando o material 1 como predominante, calcula-se:
a,=E,/E =5 (a)
A =600cm’, A, =200cm’ (b)
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A4,, =(600+5-200)cm* =1600cm? (c)

_ (600-15+5-200-35)

= cm=27,5cm d
Yes 1600 @
M=V Ve =(15-27,5)cm =—12,5¢m (e)
Yy =V, =V, =(35-27,5)cm =7,5cm 63)
3 3

L= 20-30 em® =45000cm”, I = 2010 cm* =1666,67cm* (2)
127 =(45000+(5-1666,67)+600-12,5” +5-200-7,5" ) cm’ (h)
1 =203333,35cm* (i)

r———7"

l I I

% I I

y | |

I I

Af o 9 | |

& — o
A A

Figura 8.32 — Célculo de m, (y)

A tens3o de cisalhamento na jun¢do entre os materiais também corresponde ao

maximo cisalhamento do material 2 e depende do calculo do momento estatico para
v,=2,5cm, na cota da juncdo. Este calculo ¢ feito tomando-se a area (ponderada por «,)

abaixo desta cota multiplicada pela coordenada de seu centro de gravidade.

v, =(35-27,5)em =17,5cm D
A, = A, =200cm’ ®
m,(y,=2,5)=5-200-7,5cm’ = 7500 cm’ 0
Assim,

4 cola _ _max(2) 500kN  7500cm’
Ty = Tty - 4
203333,35¢cm™  20cm

=0,922kN / cm® =9,22MPa (m)

max(1)

A maxima tensdo de cisalhamento no material 1, 7]

ocorre no cg, e o calculo de m"*
fica:

max

m' =m (y=0)=a,4d,y, + 4y, (n)
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* * _2 »
A =2.5x20em” = 50em?, v =021 | asem (0)
1 1 2

m!'“ =m, (y = 0) =7500cm’ +50-1,25¢m’ = 7562, 5¢m’ (p)

S

prall) _ 500kN 7562,5cm’

=0,93kN / cm* =9,3MPa
v 203333,35cm” 20cm C))

Exemplo 8.9:

Calcular a maxima tensdo de cisalhamento 7™ para a se¢do transversal tipo T. Dado

0, =100kN .
Zy
6cm 4
i A
&y 15¢cm ?

| 10cm 3 10cm
1 I

Figura 8.33 — Secao transversal tipo T

A partir da geometria € possivel se calcular alguns valores preliminares, como:

y,=3cm, A =138cm’, 3, =(6+7,5)cm=13,5cm, A4, =45cm’>, A=183cm’

donde

7, =(138'31+8‘;5'13’5jcm=5,582cm (a)
M=V~ Ve =—2,582cm, y, =7,918cm (b)
I, = 236 it = d1dem, I = 395 it = 843, 750m* (©)
I, =(414+843,75+138-(~2,582)" +45-(7,918)" ) om" = 4999,02¢m’ (d)

Para dar continuidade aos calculos devem-se investigar os pontos criticos da tensdo de
cisalhamento. O esbo¢o dos diagramas de momento estitico (sem escala) e de tensdo de

cisalhamento da figura 8.34 auxiliam nesta busca. Os pontos criticos sdo o centro de

gravidade ¢, e a juncdo entre a mesa e a alma da secdo (na alma) ¢, .
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cg 5,582 \mg‘éx \Cl .

Aj 0,418

2

m(y) Ty )

Figura 8.34 — Esboco da distribuicdo de momento estatico e tensdo de cisalhamento

Assim, para o ponto ¢, :

m,(c,)= Ay, = A4,y, =45cm” -7,918cm =356,31cm’ (e)

Txy (CZ )

Para o ponto ¢

3 100kN -356,3 lcm’
4999,02cm* -3em

=2,376kN /cm® ou 1t (c,)=23,76MPa ()

. . 0,41
A =23cmx0,418cm =9,614cm”, y, = 0,418 cm =0,209cm (2)
m,(¢,)= 4y, + 4y, =9,614cm*-0,209cm +356,31cm’ = 358,32cm’ (h)
100kN -358,32cm’
7, (¢)= : M —0312kN/cm® ou T, (¢,)=312MPa )
4999,02cm” - 23cm Y

Portanto 7" =7, (c,)=23,76MPa e ocorre na alma da segdo transversal.

8.4.3 — Tensdo de arrancamento em fibras retas

A tensdo de arrancamento de uma fibra imersa em um meio continuo ¢ definida como
a tensdo de cisalhamento no contato entre a superficie da fibra e o continuo que a circunda,
veja exemplo de tensdo média 5.1. Seu célculo, associado a flexdo simples, ¢ feito seguindo o
mesmo procedimento de equilibrio longitudinal descrito nas figuras 8.25 e 8.27. Deve-se
realizar o equilibrio longitudinal de um trecho infinitesimal de uma fibra imersa na se¢ao
transversal. Isto é feito imaginando a fibra destacada do continuo pela superficie de contato,

veja a figura 8.35.
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Figura 8.35 — Equilibrio longitudinal de uma fibra imersa e localizagdo na se¢ao
Na figura 8.35a observa-se que a distribuicdo de tensdo longitudinal (o)

desbalanceada ¢ linear sobre as faces da fibra e vale, na se¢ao de entrada:

M
o.=a ]Z y (869)

z

onde a ¢ a relacdo entre o modulo de elasticidade da fibra ¢ o mddulo de elasticidade de

referéncia para secdo composta & = E, / E, . . Na se¢do de saida tem-se

do
p— X
o +do =0 +

dxzax+a%y dx (8.70)

z

dx

O desbalanceamento de forcas da figura 8.35b fica dado por

Q
f—(f+df)=df=1—yaj ydA, dx (8.71)
z A,
A integral presente na equacdo (8.71) ¢ o momento estatico da fibra e pode ser calculada
como:
a j vdA, =ad,y, (8.72)
45

onde y, ¢ a coordenada do centro de gravidade da fibra. Assim:

df:%a/l

z

Ly, dx (8.73)
A forga resistente de aderéncia desenvolvida por 7, na figura 8.35 fica escrita como:

df = | zdd, (8.74)

dA.\'
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Considera-se 7, constante na superficie de contato dada por d4 =P -dx, onde P. ¢ o

perimetro da fibra, igualando-se (8.73) e (8.74) tem-se
Qy Af
T, =0—— 8.75
a Iz IDS yf ( )
A formula (8.75) serve para qualquer geometria de se¢do transversal de fibra. Para fibras de

secao circular de raio R tem-se:

O, R
a [Z 2 yf ( )

Algumas vezes a tensdo de arrancamento da fibra pode ser mais critica do que a

tensdo de cisalhamento desenvolvida na matriz em regides longe da fibra, calculada como no

item &8.3.2.

8.5 — Flexao pura obliqua

A flexdao pura obliqua ¢ definida para se¢des, com pelo menos um eixo de simetria,

submetidas simultanecamente a esforcos M, e M, . O nome obliqua vem do fato da

composi¢do destes momentos fletores resultarem em um momento fletor inclinado em

relacdo ao sistema de eixos adotados, veja figura 8.36.

AMY _I\Z____} AMsene

|
| 1
| 1
| 1
| T
| 1
| I
| 0 I
M, cg | 1 M cos 0
S —— €€ —q-=-=~ -
z X
y
(@ M, eM, (b) Momento resultante (c) Componentes

Figura 8.36 — Seco transversal sujeita a momentos M_ e M

Na figura 8.36 observa-se que se pode conhecer diretamente as componentes M_ e

M, ou calcula-las a partir de M obliquo, desde que se conhega 6 .
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O célculo das tensdes na flexdo obliqua ¢ baseado no principio da superposicdo de
efeitos, que, conforme descrito no capitulo 6, é valido para estruturas cujo material estd em
regime elastico linear e que desenvolvem pequenos deslocamentos (linearidade geométrica).
Este principio estabelece que a resposta em tensdo de uma estrutura sujeita um conjunto de
esfor¢os solicitantes pode ser determinada a partir da soma (superposi¢ao) das respostas desta
mesma estrutura a cada esforgo isolado.

Desde que a secdo transversal possua pelo menos um eixo de simetria, as deducodes da

flexdo pura também valem para barras submetidas apenas a M . No item 4.1, definiu-se a
convencao de sinais de momentos fletores para barras gerais 3D de forma que, M ¢é positivo
quando traciona a regido de y positivo e M ¢ positivo quando traciona a regido de z

positivo. Assim, as equagdes (8.7), (8.8) e (8.9) valem para M e ficam reescritas como:

1 M
—=t (8.77)
P v
£ =—"z (8.78)
El,
M
o, :]_yZ (879)

Quando as duas componentes de momento estdo presentes vale a superposi¢do de efeitos,

portanto:
M M
£ =—2y+—2z (8.80)
EI El,
M
o, =—2y+—>z (8.81)
I, Iy

Deve-se comentar que, por extensdo da expressao (8.24) calculam-se os momentos de inércia

para se¢dao homogénea como:

I = i“lzf + Z Ayl el = Z .+ Z Az, (8.82)
=1 =l =1 =l

E no caso de se¢do composta, por extensao de (8.51)

I = é:ailzf + gaiAiyfgi el = 2%]%% +iaiAizfgi (8.83)

i=1

Obviamente que para secdes compostas tem-se:
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M M,
O, =0 —=y+—=z (8.84)
2 Izeq ];q

Deve-se destacar o lugar geométrico onde a tensdo normal o, ¢ nula (linha neutra). A

linha neutra ¢ uma linha reta definida igualando-se a equagdo (8.81) ou (8.84) a zero. Uma
propriedade interessante da linha neutra ¢ que ela divide a se¢do transversal em duas regioes,
uma tracionada e outra comprimida, além disso, pontos mais distantes da linha neutra estao

mais solicitados por tensdo normal.

8.6 — Flexao simples obliqua - bissimétrica
A hipétese de distribuicao de tensdo de cisalhamento constante segundo a direcao z

para um esforco cortante O, utilizada no item 8.3, s6 ¢ valida quando o eixo y ¢ eixo de

simetria da se¢do transversal. Para o calculo da tensdo de cisalhamento vinda de um esforgo
solicitante (). ndo nulo implica na necessidade do eixo z ser eixo de simetria, veja figura
8.37, caso contrario, o calculo aqui apresentado ndo pode ser aplicado. Portanto, em um caso
geral onde O, e Q. sejam ndo nulos € necessario que a se¢do seja bissimétrica para se
utilizar as formulas simplificadas do item 8.3 no célculo das tensdes de cisalhamento. Caso

isso ndo ocorra ¢ necessario se apelar para calculos mais complexos que serdo descritos no

item 8.8 quando a secdo transversal for de parede fina. Para o calculo das tensdes Normais

(longitudinais) o valem as formulas do item anterior.

Na figura 8.37 resumem-se os casos onde os calculos das tensdes de cisalhamento

podem ser feitos pela teoria simplificada do item 8.3.

sim

y

l y :

Q

y le,
Figura 8.37 — Segao bissimétrica e outros dois casos simples (se¢cao de saida)

Assim, desde que z seja eixo de simetria, vale:
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o, Omi(z) 0O & ..
T (y)= 1b(z) —be(z);a,.A,.z,. (8.85)

onde 7% ¢ a tensdo de cisalhamento no plano x (segdo transversal) atuando na diregdo z

vinda da for¢a cortante Q..
Calcula-se também a tensao de arrancamento de uma fibra de uma secao bissimétrica
como:

A, 0, 0
_ f z
T,= a?(l—yyf + 7 Zf} (886)

s z y

Apesar de ser natural se imaginar que 7 seja gerado

Xz

seja gerado por Q. e que 7

xy
por Q,, mostra-se no exemplo 8.10, que Q. pode gerar 7, ¢ O, pode gerar 7,_, dependendo

do plano de corte que se utilize na analise.

Exemplo 8.10:
Nesse exemplo um célculo detalhado ¢ realizado, mostra-se que, em uma andlise

completa, devem ser consideradas tensdes TXQZ"’ e rgz , encontradas a partir de cortes paralelos

ao eixo y (considerando Q) e paralelos ao eixo z (considerando Q.). Entretanto, na

maioria das aplicagdes, o analista consegue identificar se um céalculo mais simples (apenas
com cortes ortogonais aos esfor¢os), tal como feito para os exemplos 8.7 até 8.9, € suficiente.

Pede-se calcular as tensdes normais e de cisalhamento maximas no material
predominante (matriz). Calcular também as tensdes normais e de arrancamento maximas nas

fibras da se¢do transversal bissimétrica indicada na figura 8.38. Para auxiliar nos célculos,

tracar a linha neutra. Dados: E, =20GPa, E,=200GPa, Q =100kN, O, = 70kN ,

M, =20kNm, M, ==-25kN.m e R, =04cm.

—

2,

10cm

3

10cm

Tsfﬁm 15cm 15 Eh 15

A A

2

Figura 8.38 — Sec¢ao transversal reforgada
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Caracteristicas geométricas
Como a secdo transversal ¢ bissimétrica a posi¢ao do centro de gravidade é conhecida,
ou seja, ¢ o ponto de cruzamento entre os eixos de simetria. Para o calculo das demais

caracteristicas geométricas a divisdo da se¢do transversal segue a proposta da figura 8.39.

] ] 7, K

2 + x(o-1)
1 3
— — 4 5

Figura 8.39 — Divisdo da sec¢do transversal para célculos de momento de inércia

Assim, tem-se:

4, =8lem’, y,=0, z,=9cm, I =4920,75cm*, I, =60,75cm*
A, =45cm’, y,=0, z,=0cm, I_ =33,75cm", I, =843,75cm"
Ay =8lem®, y; =0, z;=-9cm, I =4920,75cm*, I, =60,75cm’
A, = A=A = 4,=0,5027cm’*, I =1 _=1_=1_=0,020cm*
v,=1L5cm, y,=11,5cm, y,=-11,5cm, y, =—11,5cm

z,=9m, z,=-9cm, z, =—9cm, z, =9cm

7 7
I9="al +) a4y’ =987597cm* +(a—1)-4-0,5027-11,5°

i=1 i=1

I =12269,33cm" (a)
7 7

I =Yal, +Y adz =9659Tcm' +(a—1)-4-0,5027-9* +2-81.9°
i=1 i=1

eq __ 4
12 =15553,84cm (b)
Para se definir os pontos criticos das tensdes de cisalhamento ¢ interessante se realizar

os esbocos simplificados das distribuicdes de rfv-" ( y) e r% (z) na figura 8.40a, donde se

conclui que o ponto ¢, ¢ candidato a ponto de maximo para Tx% ( y) e ¢, ¢ candidato a ponto

de maximo para 72 (z). Porém, isso ndo quer dizer que sejam as méaximas tensdes, pois a

composicdo de componentes em duas diregdes em um mesmo ponto serd considerada para

efeito de ilustracdo de calculo rigoroso, veja comentario no inicio do exemplo. Ou seja,
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conforme mostra a figura 8.40b, existem componentes de tensdo z'nyz ( y) e TXQ;’ (z) que serao

consideradas na analise.

.
m?

AA—,}AA T;_"

gl

Cy

Figura 8.40a — Distribui¢cdo das componentes de tensao de cisalhamento na direcdo y devido

a O, enadirecdo z devidoa Q..

F+dF

.......................

Figura 8.40b - Corte para calculo de m. com tensdo de cisalhamento segundo o eixo y

devido a forga cortante Q. .

m!(c,)= A4y + Ay, +(a-1)4,p, +(a—1) 45y,
* * 2 2 * * 12
A, =4 =12x3cm” =36cm”, y; =y, = 1,5+? cm=17,5cm
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m; (cl):(2~36-7,5+2-9-0,5027~l1,5)cm3 = 644,06cm’ (©)

m:(c,)=4z + Az, +(a-1)4,z,+(a-1)4,y,

s

N « 1,5
A, =7,5x3cm® =22,5¢cm”, y, = 7cm =3,75cm’

m: (c,)=(81-9+22,5-3,75+2-9-0,5027-9)cm’ =894,81cm’ (d)

O célculo das componentes de tensdo de cisalhamento nos pontos ¢, e ¢, ¢é feito
utilizando-se as expressoes (8.64) e (8.85) e os valores de momento estatico calculados em
(c) e (d), ou seja:

100kN -644,06cm’

— ; =0,875kN / cm* =8,75MPa (e)
12269,33cm -(2 . 3cm)

9,
2-)cy) (Cl )

70kN -894,81cm’

15553 84em’ 3 =1,342kN / cm’® =13,42MPa (f)
,04cm” - cm

0: —
[ (C4) -
Como no ponto ¢, a tensdo de cisalhamento 7% (z) ¢ obvia candidata 4 méaxima,

. ~ . 0,
deve-se lembrar que existe a componente de tensdo de cisalhamento 7.’ neste mesmo ponto

que devera compor (em um infinitésimo) a resultante de tensdo de cisalhamento, veja a
ilustragao do infinitésimo na figura 8.41.

dfy=T,ydA

dA

Figura 8.41 — Componentes de tensdo de cisalhamento no ponto ¢, (cg) e resultante

Assim, € necessario se calcular

m;(c4)=m;(cz):m;(cl)+(1,s.21).1’25

3
cm

m. (c4) = 644,06cm’ +23,64cm’ = 667,69cm’
Desta forma,

_ 100kN -667,69cm’

0, 2
7 (¢, )= =0,259kN / cm™ =2,6 MPa
v (c) 12269,33cm* - 21cm )

Fazendo a composi¢do indicada na figura 8.41 resulta uma das principais candidatas a tensao

maxima de cisalhamento:
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s (€)= (13,42) +(2,6)' MPa =13,6TMPa (h)

inclinado

No item 8.8 o fluxo de tensdes de cisalhamento para secdes de parede fina sera
explicado em detalhes. Porém, adiantando-se resultados daquele item é importante notar que,

dependendo do corte de andlise, pode-se calcular componente da tensao de cisalhamento

resultante da forga cortante (). na direcdo y, assim como componente da tensdo de

cisalhamento vinda da for¢a corante Q) na dire¢do z . No presente exemplo, a figura 8.40b

mostra o calculo do momento estatico m_ para um corte paralelo a z e portando resultando
em tensdo de cisalhamento na dire¢do y calculada no ponto ¢, (destacado nas figuras) vinda
da forga cortante (. (ndo usual). Assim,

m; = ZaA*z* =3cm-12e¢m-9cm + (10 —1) -0,5027cm* -9cm = 364,719cm’ (1)

O.m* _ T0kN -364,719¢m’

- . =0,547kN / cm® =5,4TMPa 0)
Iy -t 15553,84cm™ -3cm

70 (c) =

Além do valor 72 (c,) (ndo usual) calculado acima; no ponto ¢, também temos 7 (c;)
(usual) para corte paralelo ao eixo y, veja a figura 8.40a. Um destes valores composto com
Tﬁ;" (¢,) (observe que existe ponto ¢, =, - encontro entre as linhas de corte) pode resultar na
tensdo de cisalhamento méxima. Falta calcular 7% (53) com corte paralelo ao eixo y que nao

havia sido calculado anteriormente por ndo se tratar de um candidato 6bvio na figura 8.40a:

m: (¢,)=4,-z,+2-(a-1)4,-z, =8lem* -9cm+2-9-0,50cm” -9cm = 810,44cm’ (k)

z 3
1 (c)= LM _ TORN-8I084em _ o1 6in f em? = 12,16MPa (m)
Iy~t 15553,84cm™ -3cm

onde a barra sobre ¢; (ou seja c;) esta indicando que a largura considerada para calcular a
tensdo de cisalhamento € ¢ =3cm ao invés de b=27cm em c,, veja figura 8.40a. No caso, ¢
(ou b) ¢ a espessura do corte onde se calcula a tensao de cisalhamento.

Compondo-se 7% (¢, ) com z‘i;" (¢,), tal como indicado na figura 8.41, resulta:

z-inclinaalo (cl = 6_‘3) =N 129162 + 89 752MPa = 14, 98MPCZ (n)

Compondo-se er; (c;), calculado a partir da figura 8.40b e equacao (j), com r%" (cl) , ambos

X

na direcdo y (soma escalar) resulta:

2_QszQy =7%% (ZB)‘FTQJ/ (cl) = (5,47+8, 75)MPCZ =14,22MPa (0)

xy xy xy
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As trés candidatas a maxima tensdo de cisalhamento sdo (h), (n) e (0). Assim, a maxima ¢ a

(M), 7, .m0 (c, =€) =14,98MPa na linha ¢, no ponto ¢,, que poderia ser encontrado com o

calculo simplificado, sem a necessidade de se preocupar com o corte ndo usual da figura
8.40b (sendo o processo simplificado a ser seguido em problemas de parede espessa).

Calcula-se agora a tensao de arrancamento pela expressao (8.86), como:

0,4cm 100kN 70N
L, =a Vet )
2 12269,33cm 15553,84cm™ -

Observando-se a expressdo anterior e as coordenadas das fibras conclui-se que o maximo

arrancamento ocorre nas fibras 4 e 6, e vale:
7, =0,2685kN / cm® ou 7, =2,685MPa (p)

Assim, a maxima tensdo de cisalhamento na matriz vale 14,98 MPa e de tensdo de
arrancamento vale 2,685MPa .

O calculo das tensdes normais sera feito omitindo-se as unidades que serdo expressas
em kN e cm .

n _ —2500 2000
o, = y+ z
12269,33° 15553,84

ou o =-0,2035y+0,1286z (Q)

A linha neutra ¢ obtida fazendo-se o = 0, resultando:
y=0,631z (r)

O tragado da linha neutra ¢ mostrado na figura 8.42 donde se conclui que a tracao
maxima ocorre no ponto 4 ¢ a maxima compressao ocorre no ponto B . Para as fibras tem-se

maxima tragdo na fibra 7 e maxima compressao na fibra 5.

A o
o |7 \)/g/
///

10

6,3

o 5|
L _‘B

Figura 8.42 — Linha neutra e pontos de interesse

yv,=-13,5cm, z,=10,5cm, y, =13,5cm, z, =—10,5cm

v, ==1L5cm, z, =9cm, y, =11,5cm, z, =-9cm
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Utilizando-se estas coordenadas em (q) encontram-se:
ol =4,102kN / cm’ ou ol =41,02MPa’ (s)
o’ =-41,02MPa’ ()

Considerando a tensao normal na fibra como sendo a tensdo em seu centro de gravidade

encontram-se:

o,, =10-(=0,2038-(~11,5)+0,1286-(9))
o, =35011kN / cm’ ou o, =350,11MPa (u)

o, =-350,11MPa (v)

Exemplo - 8.11
Neste exemplo inclui-se a composicao de momento torgor e for¢a cortante em se¢ao

simétrica de parede fina para o célculo da tensdo de cisalhamento.

Calcular o valor de M para que a tensdo de cisalhamento méaxima devida a tor¢ao
seja igual a tens@o de cisalhamento maxima devida a forga cortante na se¢do B da estrutura
indicada na figura 8.43. Com o valor de M , fazer a composi¢ao das tensdes de cisalhamento
(tor¢do e forca cortante) para encontrar a maxima tensdo de cisalhamento final e dizer onde

ocorre. Calcular também a maxima tensao normal de tragdo na secao e indicar onde ocorre.

|t = 0,5c¢m 4
i
T 24N
D —a fe—
t,=0,5cm ) (Z:O,Scm
- 15¢m
z
M
o — ——pp
A B c X
L4 = 0,2cm 4
T Sem
y l 1
t,=0,2cm" } }

10cm

Fugura 8.43 - Esquema estatico e se¢ao transversal (entrada)

Dados AB=1m, BC=1,5m ¢ CD=2m.
Primeiramente, para calcular a tensdao de cisalhamento devida a for¢a cortante ¢

necessario se calcular a posi¢do do centro de gravidade, o valor do momento de inércia /. e o

momento estatico ao longo de toda a segdo.
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Cdlculo do centro de gravidade.

Organizando-se as areas conforme indicado na figura 8.44 e colocando-se o eixo auxiliar

centrado no esqueleto da area superior 4,, tem-se:
A =2cm’, A, =2cm’, A, =5cm’, A, =10cm’ e A; =10cm’, com
y,=20cm, y,=15cm, y, =0cm, y, =10cm, y, =10cm

Donde se calcula o centro de gravidade como:

47,
5= 2% g 310m com 4= 4, =29cm®

cg z Ai

A

Figura 8.44: organizagdo das dreas parciais

Corrigem-se as coordenadas para a referéncia no cg aplicando-se y, =y, -y, , assim,
»,=10,69cm, y, =5,69cm, y, =-9,31cm, y, =0,69cm e y, =0,69cm
Calcula-se 0 momento de inércia em torno do eixo /., como:

I=)"1_+) Ay} =1403cm’

Maxima tracdo
O esforgo solicitante momento fletor M. na secdo transversal do ponto B ¢ calculado

facilmente e vale M_ =2kN -1,5m =300kN -cm (positivo - tragdo em baixo).

Assim,
gron M., 300KNem gy 2 SOOKNCI o 20 em = 2, 314N / em® = 23,1MPa
I 1403cm 1403cm

Cisalhamento devido a forca cortante (investigacdo de seu valor maximo)
A formula a ser aplicada (se¢do de parede fina), adaptada da equacdo (8.64)

consideraré cortes ortogonais ao esqueleto, veja item 8.8 (volume 2) para maiores detalhes,
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permitindo uma andlise mais completa da distribui¢do de tensdo de cisalhamento ao longo da

y
se¢do, assim a formula utilizada é: 7 = % onde s ¢ a dire¢do da linha do esqueleto.
t

.
E necessario se calcular o diagrama de momento estatico. Como se sabe, em trechos

horizontais da se¢do (veja item 8.8.2) o momento estatico m; ¢ linear e em dire¢des verticais

¢ parabolico e, no caso, a concavidade da pardbola ¢ encontrada calculando-se o valor do

momento estatico na altura do cg da secao, veja figura 8.45.

Nessa figura o momento estatico ¢
. tratado como se a secdo transversal fosse
- dividida pelo eixo de simetria em duas
segOes abertas, assim os dois diagramas (a
......................................... €
esquerda e a direita do eixo de simetria) sdo
i iguais e valem a metade (para os trechos
]

5 CA - b /d verticais) de valores de m] calculados da

a

maneira apresentada na figura 8.34.

Figura 8.45 - Areas em letras maiusculas e momentos estaticos chave em letras minusculas.

Na figura 8.45 as letras maiusculas representam as areas consideradas e as minusculas
os valores de momento estatico calculados nos pontos e marcados no diagrama. Deve-se
observar que no cruzamento do eixo de simetria (onde passa a for¢a cortante) com a se¢ao

transversal a tensdo de cisalhamento é nula, gerando o fluxo indicado na figura 8.47a.

Assim,

A=5-0,2cm* =1cm? v, =(20-9,31)cm =10,69cm
B=5-0,5cm* =2,5cm’ vy =(17,5-9,31)cm =8,19cm
C=5-0,2cm* =lem’ ye =(15-9,31)cm =5,69cm

D =(15-9,31)-0,5cm* = 2,845cm’ Y, =y,12=2,845cm
E=9,31-0,5cm® = 4,655cm’ v, =(0-9,31)/2cm =—4,655cm
Portanto

a=A4-y,=10,69cm’
b=a+B-y,=31,165cm’

c=C-y.=5,69cm’
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d=b+c=36,855cm’

e=d+D-y,=44,95cm’

f=e+E- -y, =2328m’

Testando todos os valores, a tensdo de cisalhamento maxima dependente de O, ¢ referente ao

valor de momento estatico e e vale

0

max

=64,08x107 unidades em cm
y

com Q =-2kN

Torg¢do (investigagdo do valor de 7! )

max
Para resolver a tor¢do deve-se usar a analogia de membrana, veja figura 8.46. Da figura 8.46
se escrevem os equilibrios das tampas fixadas entre si e na caixa rigida por meio de

membranas ideais:

W
40k.£+10k.wzlsop
t2 tl

h —
10k-(2t—m+50p=10k-ﬁ+10kﬂ

1 tl t2

onde os comprimentos dos trechos de cada £ ja foram computados. Destas equagdes se

resolvem:
B, :% E corte l Tf l
kB, A, kB, k %
s
kp,
' h
. po="
ﬂ4 :1:7: : A2 ) b
' h
1 _ hz ’hJ i 1
: ﬂ} - t‘
B :ﬂ : Z. VA :ﬂ P
t, : - t, g
y B=t

Figura 8.46 - Organizacdo da analogia de membrana
h =1, O7§ e h = 1,57% (unidades em centimetros).

Calcula-se o volume deslocado por:
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V =A4h+4h, =289§

M
Substituindo-se em 7 = 2—’ f tem-se para cada trecho (unidades ¢cm e kN)

7,=9,256x10°M,, 7, =3,702x10°M,, 7, =4,325x10° M, 7, =5,433x107° M,

Assim, a maxima tensdo de cisalhamento devida a tor¢do ¢ 7,. O esfor¢o momento torgor, a
partir do esquema estatico, ¢ facilmente calculado e vale:

M, =400kNcm + M

ou:

=9,256x10 (400 + M)

Trtnax
Igualando-se as duas tensdes maximas calculadas encontra-se M =-386,15kNcm ou,

considerando-se a igualdade em moédulo, M =—413,84%kNcm . Sera usado o primeiro valor.

Cdlculo da mdxima tensdo de cisalhamento do problema (compondo momento torcor e
forga cortante).

Conhecidos os esfor¢os solicitantes:

Q,=-2kN e M, = (400—386,15)kN -cm =13,85kN -cm .

Calculam-se e esbocam-se, utilizando os valores anteriormente calculados, as tensdes de
cisalhamento da tor¢do e da cortante, respeitando a convengao de sinal na se¢cdo de entrada,

vide figura 8.47.

0,066 < <

F 3
A 4
=
o
2
I

0,075 » 075
)] i 0,13 v ,

A 4 v

Figura 8.47 - tensdes de cisalhamento (pontos 1 e 2 candidatos a maximo)

@i oos 006

@ o - ().()Hy > =

~ N ,076 U
(a) Cortante (b) Torgao
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O méximo cisalhamento ocorre no ponto (2) no trecho horizontal inferior e vale

r. =(0,13+0,076)kN / cm® = 0,206kN / cm® = 2,06 MPa
Resultado pouco superior ao do ponto candidato principal, ponto (1) com 7, =2,05MPa .

Assim, em algumas situacoes, o calculo detalhado com corte ortogonal a linha do esqueleto

se faz necessario.

8.7 — Flexdo composta

Ainda falando de sec¢des transversais com pelo menos um eixo de simetria, nos itens
precedentes viu-se como calcular tensdes normal e de cisalhamento em secdes transversais de
barra geral sujeitas @ momento fletor e forca cortante. No inicio do curso viu-se como
calcular tensdo normal em barras simples sujeitas ao esfor¢o normal, equagdo (2.2). A flexdo
composta ocorre quando hd combinagdo de momentos fletores e forca normal atuando na
barra, figura 8.48.

Quando a distribui¢do de tensdo normal ¢ ndo nula, mas constante, em uma secao
transversal de uma barra geral de material homogéneo, ndo existe momento fletor. Nesta

situacao soO existe forca normal e se escreve:

M. =[oydd=0[ydd=0¢e M, =[ozdd=0 [2d4=0 (8.87)
A A A A

vy
Entrada

Figura 8.48 — Ilustragao da flexdo composta

Como o, ¢ ndo nulo as equagdes (8.87) indicam que a resultante da for¢a normal

passa pelo centro de gravidade da secdo transversal.
Assim, na presenca de momentos fletores e forca normal (passando pelo centro de
gravidade) vale a superposicdo de efeitos entre as tensdes normais de flexdo e de forga

normal. Para se¢des homogéneas resulta:
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M M N
o =—yp+—Lz4+— 8.88
ST y (8.88)

z y

Obviamente que para segdes compostas tem-se:

eq

M
o, =q sz+ rp e N (8.89)
“ 97 197 4

Onde, lembrando a defini¢do dada ap6s a equagdo (8.39), a area equivalente ¢ dada por,

A4,=Y a4 (8.90)
i=1

vY

Figura 8.49 — Flexao composta — se¢do transversal simétrica

Caso se aplique uma forga longitudinal ndo centrada no cg, veja figura 8.49, resulta
em esforco normal passando fora do cg da barra. Conhecendo-se a coordenada da forga

normal as expressdes anteriores serdo dadas por:

0 0
o - (8 +N.yN)er (p] +N.ZN)Z+£ s
I I A

z y

o —a (MZO+N‘yN>y+(M3+N'ZN)Z+i (8.92)
I I p

onde M. e M sdo os momentos fletores calculados sem a influéncia da excentricidade da

forca normal.
No lugar das equacdes (8.91) e (8.92) podem ser usadas as equagdes (8.88) e (8.89)

desde que se entenda que os momentos fletores foram alterados pelas for¢as normais

excéntricas, ou seja, M, =M. +N.y, e M =M’ + N.z,, que sdo entendidas estaticamente

como a transferéncia mecanica da forca normal para o cg com a aplicacdo explicita dos

momentos fletores que sua excentricidade gera.
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8.8 — Sétimo conjunto de Listas de Exercicios
Resolver as listas de exercicios 10 e 11 contidas no anexo deste volume.

Obs: O assunto flexao continua no volume 2
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Mecanica dos Solidos I - Primeira Lista de Exercicios

1) Usando férmulas cinemadticas para trelicas planas, dizer se as trelicas sao isostaticas,
hipostaticas ou hiperestaticas. Usar bom senso para verificar casos especiais. Caso a
estrutura seja hipostatica tentar visualizar a mobilidade do mecanismo e propor sua

transformag@o em estrutura isostatica acrescentando vinculo interno ou externo.

a) b)

A7 A
DA D
Vv v

AN

A2



2) Usando férmulas cinematicas para barra geral, dizer se as estruturas planas sao
isostaticas, hipostaticas ou hiperestaticas. Usar bom senso para verificar casos especiais.
Caso a estrutura seja hipostatica tentar visualizar a mobilidade do mecanismo e propor

sua transformag¢do em estrutura isostatica acrescentando vinculo

a) b)
o AN A
c) d)

A3



Mecénica dos Solidos I - Segunda Lista de Exercicios

1) Resolver as trelicas isostaticas planas e fazer os diagramas de esforcos solicitantes

(forcas normais).

B
l

2kN
| 2m ‘ 2m 2m
[ [
c) d)
lSkN 151{1\[
3 5 2kN, ; 5 2kN
4 4 "
. ) 2m
T 1 2
| 3m | 3m |
! ! ! | 3m | 3m |

Ad



4 kN l AN
§>6 v5 B
1,5m
% 3 0,5m
1 2
1m
2kN
A 4 7
| 2,67m | 1,33m 4 4m |
I I I
10kN
f)
TkN
v
1m
im|
1m T
— | 10mv I
lm 10kN
I S5m | 1,5m | 1,5m | S5m |
I I I I
13kN
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Mecanica dos Solidos I - Terceira Lista de Exercicios

1) Tragar os diagramas ou graficos de esforgos solicitantes para as estruturas isostaticas

indicadas nas figuras.

S5kN I m
IOkZX
AN
Ay
| 2m | 2m |
| | |
S5kN | m
< 10AN
AN
TR
| 3m | 1m |
| | [
SkN I m
g SKN }%‘N m
/\
TR
| Im | lm |
[ [ [
llkN
1kN
4— P
2m
VAN AN

| Lm | 2m |




13kN m

~N 4kN/m77
TkN T @ §
l 2m
T 3m
2m
TR g e
I 1m ! 1m | | Im 1m |
[ ! [
3kNm
1m
VAN &~
1kN
4— —_

2) A figura abaixo ilustra uma pa de hélice girando a uma velocidade angular constante
de 0. A hélice ¢ considerada imersa em um meio viscoso que oferece uma resisténcia
ao movimento ¢g(7) proporcional a velocidade dos pontos da mesma, conforme indica a
figura. Para manter a velocidade angular constante aplica-se um torque 7' usualmente
chamado na mecanica dos so6lidos de momento aplicado M . Pede-se tragar os
diagramas de esforcos solicitantes para a barra. Observe que a forca normal deve ser

calculada utilizando-se o conceito de forca centripeta. Utilizar os valores numéricos:

k =5kN iz , A=10cm®, p=7000kg /m*> ¢ g =0 (aceleracio da gravidade).
m
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Mecanica dos Sélidos I - Quarta Lista de Exercicios

1) Tracar os diagramas ou graficos de esforcos solicitantes para as estruturas isostaticas

¢5kN

indicadas nas figuras.

3 yaN
TR
} 2m ‘ 1m }
L $ B
SkN
SkN/ m
l l 3m
3 = 1kN
2m | Im -
| i | 3kN > v
1m
6kN m m
< 26N /s
= > AN
} 3m | 1m } ?
‘ - A
1m Im
6kN m
2kN «~
| 3m | Im

A8



2m

4kN | m

HEREREVEN

3m

2m |

1m

2m \

[TTTTTTTTT]

3kN /m

2m

L 3kN /m

50 &0 >

W

3m

| 1m

A9



Mecanica dos Solidos I - Quinta Lista de Exercicios

1) Tracar os diagramas ou graficos de esforcos solicitantes para as estruturas isostaticas

3D indicadas nas figuras.

2kN m
3kN
9 —>
z AB.=2m
BC. =2m
3kNm ¥
» 7>
|y
z
4 B
| E=(21L-1)m
Y B —1m D F=(-L1;-2)kN
CD- =2m E
A4 m
D
C 3kN
z
2kN/ 2N
m
v
g/l HEEEEEEN x
A _ B
AB:=2m
BC. =1m
C_Dyzlm
y
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8KN / m £

A SkN.m
"1
B C
A_Bx - 7m

D BC. =3m
mz:ﬁz :Sm

21kN /m /

/r C
A4 B/
/ A_BV:7m

15kN/m ~ DB:=BE:=5m

v =

3kN

3kN,

3kN /m
B

.
ABx :3m
BC.=2m 4kN m

v =

(0;0;0)m
(1,050)m
(3;0;0)m
(0;2;0)m
(1;2;0)m
(2;2;O)m
) =(0.5;1;3)m
2 =(1.5:1;3)m
= (LL1)kN
L =(0;0;-5)kN
L =(0,0;-4)kN

SvoSy Ju o
oo

By
Il

SV I VRIS
L

1

|

|

All



Mecanica dos Sdlidos | - Sexta Lista de Exercicios

1) A haste rigida EFG foi fixada na estrutura trelicada conforme indicado na figura. Calcular as
secdes das barras da trelica para que a tensdo normal ndo ultrapasse 105MPa .

A B C

?D

4m 4m 4m

v 15kN
2) Ao se aplicar a forca indicada na figura, a peca de latdo se rompe por cisalhamento (ou
corte) ao longo da superficie indicada pela linha tracejada. Determine o valor médio dessa

tensdo de ruptura.

" -

10kN
h A§O -ﬁ

........ Latdo
15mm

3) Sabendo-se que o 'pedal' ilustrado esté sob a acdo de uma forca P =1kN, determine: a) o

didmetro do pino C para que a tensdo de cisalhamento (corte) no fuste do pino seja 40MPa .

b) a correspondente tens3o de esmagamento nas chapas da ligacdoem C.

|5 | |9mm

| 5 |
| I

1kN

b O B H fAc

o AN

4) O pino no ponto C, sujeito a corte duplo, é feito de aco com tensdo de ruptura ao
cisalhamento de 350MPa. Determine o didametro necessario para o pino, se o coeficiente de
seguranca de minoracao da resisténcia do a¢é for 1,5. Para esse diametro, qual a tensdo de

esmagamento nos suportes?

Al2



T0cm

40cm

5) A ligacdo ilustrada transmite uma forca de 30AN
. a) Determine o didmetro dos pinos para que a

tensdo de cisalhamento média no fuste seja de

7 =100MPa . b) Determine a dimensdo b para

gue maxima tensdo normal na chapa (tensdo

50cm I

g 0 [ be
AN

6mm

liquida média) seja de o =120MPa . c) Calcule a

tensdo de esmagamento na ligagdo.

6) A carga de 9kN pode mover-se ao longo da
viga. Determine os limites a e b (de maior
movimentagdo possivel) de forma que as
tensdes normais nas barras verticais ndo

ultrapassem o valor admissivel o, =45MPa

. Os diametros das barras verticais sdo dados

na figura.

dzl,sz KN d=2cm
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Mecanica dos Solidos I - Sétima Lista de Exercicios

1) Tragar os diagramas ou graficos de esforgos solicitantes para as estruturas hiperestaticas 2D

indicadas nas figuras.

W
4 i
W 0,5m
7 1
EA=10*%N
EA=10kN m
13kN
SkN/ m
oL LI LITT]
Rigido
EA=10*kN 1m
AT
Vo
| lm | Im | 1m |
1 1 1 1
RSO NN
N N4
EA=10*kN EA=5x10'kN
2m
W
EA=8x10°kN
10N / m Im
] HEEEERYEEEEEEE .
Rigido
| lm lm |
f 1
< il
EA=10*kN 2m
lSkN
™ Rigido T
EA=10*kN 4m
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2,5m | om |

5kNm q n

Rigido

Rigido o

3mi | Eg—6x10°kN
EA =5x10°kN

A

q=5kN/m

4m

1m

Rigido

EA=10*kN

Im | 4m

EA=10*kN

-

EA=10*kN
G =3KN /' m

k=5x10°kN.m

| 2m |

1m

3m

Al5



Mecanica dos Solidos I - Oitava Lista de Exercicios

1) Para o problema hiperestatico de tor¢do, sao conhecidos a=1m, b =2m, R, =10cm,
G, =G, =70GPa . Sabendo-se que as seg¢des sdo circulares macigas, calcular R, pata

que as maximas tensdes nos trechos sejam iguais.

AN
®
L

2) Sejam trés momentos aplicados, conforme indicado, e duas ligacdes por solda nos

pontos B e D. Dados R,,=10cm, R,.=15¢cm, R.,=17cm, R, =15cm,

R, =10cm e G =50GPa . Sendo tosas as se¢oes circulares macigas calcular:

a) O giro relativo ¢@,,.
b) A maxima tensao de cisalhamento em secdo transversal, indicar a se¢ao.

¢) A maxima tensdo de cisalhamento na solda (forma circular), indicar a solda.

5kN.m c E 3kN.m 10kN .m

(11em

/
(//

lem
4 lem

Al6



3) Dado G =20GPa, EzZm, BC =1m , CD =1m . Calcular o valor da constante
elastica das molas &, de forma a tensdo de cisalhamento a tor¢@o no trecho AB seja

7 =10MPa.

6cm 0,01cm

| Scm |
\ \

4) Calcular a maxima tensdo de cisalhamento nas se¢des aberta e fechada da barra
submetida a tor¢do indicada. Dado moddulo de elasticidade transversal constante para

toda a barra.

aA B c D§
) > \

3m 2m 1m

t=0,2cm t=lem 10cm
10cm

| 10cm | | 10cm |

AB BC
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Mecanica dos Solidos I - Nona Lista de Exercicios

1) Para as sec¢des transversais simétricas, calcular o centro de gravidade e o momento de

inércia equivalente /. em torno do eixo z (horizontal passando pelo cg). Calcular as

maximas tensdes normais em todos os materiais constituintes para M_=20kNm para as

fibras considerar o célculo da tensdo normal em seu centro de gravidade.

10| 27,5¢m 10 |
T Seni - E,/E, =10
6cm
20c
10cm
3¢ de 1lmm 1 E,/E, =100
Scm
e o o T — ® 6 6 6 0 © (]
+ 2cm Sem| 9gde2cm o
|3|3|3I3| 12’5151515151515151512’51
I I I I I T | I I | | I I T
E‘f /Em = 104 N 1
¢=1cm 20cm
20cm
10cm
, 15¢cm | 20cm | 15cm |
+ 2em | | | |
10cm
1 2cm
1 20cm 20cm
25¢m |
1 30cm
10cm

I3I 10cm I3I

A18



Mecanica dos Sdélidos I - Décima Lista de Exercicios
Calcular as méaximas tensdes de tragdo e compressdo nas se¢des indicadas pelas letras
A e/ou B das estruturas 2D (isostaticas ou hiperestaticas) indicadas. A se¢do
transversal do problema estd ilustrada ao lado da estrutura a ser resolvida. Quando se
indicar a palavra max significa que se deve descobrir a se¢do com maximo momento
fletor no trecho. Calcular também, para as mesmas se¢des transversais, a maxima tensao
normal nas fibras quando existirem. Para essas mesmas sec¢des, quando houver, calcular
a maxima tensao de cisalhamento na matriz ¢ de arrancamento matriz/fibra. Quando se
informar que o trecho ¢ rigido, entende-se que isso se faz necessario para se resolver o

problema hiperestatico de acordo com os conceitos da mecanica dos solidos 1.

1)
::SCm
SKN /' m
10kN
‘_
A (momento maximo) & B 15cm
| 3m | 1m |
I T ]
1 3cm
2 10 2
2)
13kNm
X 7\ s
\ “ A * « -)_/ 1 10 1 3 1 10 1
y : _ | | :3cm
v L X <_—
) Z _
|| B(max) 1 ¥ ISem
4kN [ m |— 3m
: ° T5em
- ° 1Bem
— E,/E, =101

| 1m | 1m |

A19



3)

1 10 I2I2I 10 1
S5kN /' m
{1 sy 2Ny —
2 A (max) =
| 1m | 1m |
| I 1
Ef/Em=201
4)
SkN I m
Rigido A(max)
3m
_ 4
Im | 4m | 2m
| |
5)
"4 1
1 10 I2I2I 10 1
EA=10"kN 2m
SkN °
l |
& Rigido B 1
EA=10*kN 4m
1 Ef /E =81
2}’}’! | lm | 2m |
x x x

3cem
4cm

| Sem

10cm

4em
4em

| 4cm

15¢cm
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Mecanica dos Solidos I - Décima Primeira Lista de Exercicios

Para as questdes 1 ¢ 4, calcular as méaximas tensdes o, (tragdo e compressdo), 7,, € 7,

(compondo forga cortante € momento torg¢or) nas se¢des indicadas pelas letras K e/ou
W das estruturas 3D isostaticas indicadas. Informar na se¢do transversal
correspondente os pontos onde ocorrem tais tensdes. Utilizar a convengao de sinal

segundo as coordenadas locais indicadas para a determinacao dos esforcos solicitantes e

tensoes.
1)
t4kN m
D
3N i |
C . i f)_,Zcm i
z w | I —
2kN ! ! :
2kN / m v E Y E

VvV =

PN Pl

AN

A_Bx = 2m ﬁx B O,7m
y B__CZ :lm Wz = O,Sm
v CD, =1m

2) K ¢ um ponto qualquer de uma de se¢do circular cheia de » =0,5¢cm . O Raio da

mola que define o centro das sec¢des trans versais ¢ R=10cm . A forca aplicada para
estender a mola é auto equilibrada e vale F =3kN . Calcular as maximas tensdes na
secdo genérica K . Considerar todos os passos da mola paralelos entre si e que a forca

esta aplicada no centro gerador da mola.

F F
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3) Considerar 4 segOes transversais no ponto K, cada uma pertencente a um trecho
diferente da estrutura. No trecho AC a secdo transversal é circular vazada com raio

interno R, =10cm e R, =10,2cm. Para o trecho DE a secdo transversal ¢ vazada

quadrada com lado médio a =10cm e espessura constante ¢ = 0,2cm .

Z
E
A “x x S5kN.m x
% i > X l k)C C
: Y Y
AKx - 7m
K_Cv)c :3m
DK.=KE-=5m
vy
4)
_>§<0_2(:m ; TlOcm
==1 b=
z i y i llOcm
110, 12 10
| | | —
z
T
ABx —3m BDy _2m 4kNm
y BC.=2m AK.=2m
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