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Prefacio

Este livro ¢ dedicado a alunos de pos-graduagdo em engenharia de estruturas, visando
proporcionar subsidios ao desenvolvimento de cddigos computacionais para a analise nao
linear geométrica (estdtica ou dindmica) de estruturas e solidos através do método dos
elementos finitos baseado em posigdes.

Para esta finalidade é necessario cobrir um conjunto muito amplo de conhecimentos,
incluindo a definicdo de analise nao linear geométrica exata de estruturas, sua relagdo com
principios energéticos, a cinematica dos corpos deformaveis, o conceito de medidas de
deformacdo objetivas, as relacdes constitutivas hipereldsticas e os diversos tipos de elementos
finitos e suas aproximacgdes cinematicas.

Conhecimentos relacionados a mecanica do continuo serdo necessarios e, em alguns
pontos, revisitados. O texto foi elaborado com grau de complexidade crescente, onde
problemas que ndo necessitam de conhecimentos matematicos mais densos serdo utilizados
para se apresentar conceitos fundamentais como, por exemplo, o principio da
estacionariedade da energia mecanica. Este principio afirma que a posi¢ao de equilibrio
mecanico de uma estrutura ou sélido ¢ aquela para a qual a energia mecanica total ¢
estacionaria, ou seja, ndo varia.

A partir desses conceitos fundamentais, em capitulos mais avangados, grandezas
matematicas mais elaboradas serdo apresentadas de forma a permitir a inclusao de modelos
constitutivos mais avangados e a solu¢cdo de problemas mais complexos, como sélidos, barras
gerais, placas e cascas. Além dessas grandezas matemadticas, conceitos de aproximagao
numérica para o método dos elementos finitos serdo abordados, transformando-se problemas
continuos em aproximagoes algébricas, passiveis de solu¢ado numérica.

Algoritmos de solu¢do serdo fornecidos para facilitar a elaboragdo dos cddigos
computacionais do estudante. A extensdo do assunto abordado ¢ imensa e ndo se pretende
esgotar os conteudos relacionados, nem mesmo ¢ possivel se aprofundar demasiadamente em
cada um dos temas. Acredita-se que ao final dos estudos os alunos estardo livres das amarras
da linearidade, pois a apresentacdo do contetdo pretende mudar a historia de sua formacao,
libertando-o o méaximo possivel dos condicionamentos dos cursos de graduagdo de nosso
tempo. No final de cada capitulo sugere-se para completar eventuais lacunas de

conhecimento ou incrementar futuros desenvolvimentos pretendidos pelos alunos.

Humberto Breves Coda, junho de 2018.
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1- Conceitos Fundamentais: Energia, equilibrio e nio linearidade geométrica

Neste capitulo serdo abordados os conceitos de ndo linearidade geométrica e
energia mecanica total. A exposicdo sera feita por exemplos, imitando o método
cientifico, ou seja, a partir de fatos observaveis e hipdteses estabelecidas, procura-se
explicar o fato de forma racional e plausivel. A apresentacdo de cada ponto sera feita da
forma mais simples possivel, pois sua extensdo sera tratada em capitulos posteriores.
Um exemplo dessa simplicidade ¢ a definicdo da energia de deformagao que sera feita
nesse capitulo para corpos unidimensionais, como molas ou barras de trelica e serd

estendida para so6lidos nos capitulos subsequentes.

1.1 — Energia potencial de forcas conservativas

A energia mecanica ¢ a parte de interesse da energia total para a analise
estrutural, objeto desse material. Adianta-se que as trés parcelas da energia mecanica
sdo: energia potencial das forgas externas, energia de deformagdo e energia cinética,
conforme explicitado na seguinte expressao:

[M=P+U+K (1.1)
onde IT ¢ a energia mecanica, P ¢ o potencial das forgas externas, U ¢ a energia de
deformacao e K ¢ a energia cinética.

Observa-se que, por enquanto, nenhum tipo de dissipagdo mecanica, agao
térmica ou contato sdo mencionados, ficando sua discussdo para momento oportuno e
de forma direcionada. Neste item, a parcela da energia mecanica que serd abordada ¢ a
energia potencial das forcas externas. Na grande maior parte desse material as forgas
aplicadas serdo consideradas conservativas, ou seja, ndao dependentes da posi¢ao
ocupada no espago ou da trajetdria de equilibrio estudada

Uma forg¢a concentrada conservativa possui intensidade, direcdo e sentido e ¢
aplicada em um unico ponto, sua energia potencial ¢ definida como sendo a capacidade

de trabalhar em relagao a um referencial pré-definido. Na figura 1.1 se ilustra uma tnica
forca F no espaco bidimensional dividida em componentes.

Analisando-se cada componente da forga conservativa F e impondo-se que a
nulidade de seu potencial de trabalho ocorre na origem do sistema de referéncia,
escreve-se:

P=-FY-FY, (a)



onde, usando nota¢do indicial, ¥, € a posi¢do atual da forca F;. Na equacdo (a), o sinal

negativo indica que uma forga ocupando posi¢cdes positivas ja perdeu potencial de

trabalho em relacdo a referéncia adotada.

ref . Y

Y2 lF

Figura 1.1 — Forg¢a concentrada e referencial pré-definido, representa¢do bidimensional

No caso de um sistema mecanico para o qual estejam presentes n forgas
conservativas, usando-se nota¢do indicial, a energia potencial das for¢as concentradas
aplicadas fica escrita como:

P=—FY" (12)
onde i=1,2,3 representa cada componente de forca e a=1,2,....,n representa cada
forga conservativa aplicada no sistema mecanico. Lembra-se que, na notagdo indicial ou
de Einstein, a repeti¢do de indices indica soma.

E bastante util se definir o diferencial ou a variagio do potencial das forcas

aplicadas expresso na equagao (1.2), como:

opP

_ s _ a g _ a a
0P =5 0¥ = ~F5,8,, O] =~F" 5% (b)
J
ou, de forma resumida
OP =—F“5Y” ou SP =—F“.5Y" (1.3)

onde se utilizou uma notagdo mista, para a qual se indica produto escalar (ou contragdo
simples) para as direcdes e soma para todas as forcas aplicadas. Observa-se que se
utilizou a letra ¢ para distinguir variacdo de um infinitésimo onde a variacdo nao esta
envolvida, como sera apresentado nas equacdes (c), (d) e (1.4).

Para forcas ndo conservativas, ¢ valida a expressao diferencial (1.3), ou seja, a
variagdo do potencial de uma for¢a ndo conservativa ¢ o produto interno entre valor da
forga atual pela variagdo da posi¢do. Muitas vezes a omissao dessa defini¢ao leva alguns
autores a afirmar que o PTV ¢ mais geral que o principio da estacionariedade da energia

total. Nao ¢ de interesse, portanto, se escrever o potencial para forcas ndo conservativas,



mas apenas a sua variacdo. Esta afirmacao ¢ utilizada na defini¢ao de forgas dissipativas

em problemas gerais.

q(S,)

ref . N

— dF,

Y

Figura 1.2 - Forga distribuida aplicada sobre uma superficie, representacido 2D

Forcas conservativas distribuidas ¢(S,) aplicadas sobre superficies S, de

estruturas ou sé6lidos, ou mesmo em superficies internas, podem ser ilustradas conforme

a figura 1.2. Um infinitésimo de for¢a pode ser escrito como:
dF =G(S,)dS, (©)
onde dS, ¢ um infinitésimo de 4rea da superficie em questdo. Assim, um infinitésimo

de potencial de forcas externas pode ser escrito como:

dP = _dF:yz(So) = _ql'(So) yl(So)dSo (d)
e, portanto:
P =] 4,(5)y,(5,)dS, (1.4)

onde se utilizou letra mintscula para a posicdo y, para diferenciar pontos de um
continuo de pontos isolados onde for¢as concentradas sdo aplicadas. Para que essa forca

distribuida realmente seja conservativa, S, ndo deve depender da posicdo atual e

portanto representa uma superficie inicial.

Para um problema geral podem-se aplicar forcas concentradas, distribuidas em

partes da superficie e distribuidas em partes do dominio (b ), assim uma expressao geral

para o potencial das forcas conservativas aplicadas pode ser escrita como:
P=-FY" _.[s" q’ (S, y"(S,)dS, —L}y b/ (Q,)y"(Q,)dQ, (1.5)
onde, Q) indica dominio e, em notagdo indicial, um indice entre paréntesis acompanha

a soma de seus iguais.



A variagdo do potencial completo fica expressa como:
P =—F5Y ~[ 4l (S)5y dS, ~[_ b/ Q)53 dQ, (1.6)

Deve-se observar que a descrigao do potencial de forgas externas foi um pouco
além do necessario para esse capitulo inicial, porém, por sua simplicidade, permitiu-se

€8S€ €XCECSSO0.

1.2 — Energia e equilibrio

Neste item, aproveitando-se de um exemplo simples, mostra-se o principio da
estacionariedade que diz que o equilibrio mecénico de um solido, ou estrutura, ocorre
quando a variacdo do potencial de energia mecanica é nula. Além disso, mostra-se que a
natureza deste equilibrio pode ser determinada pelo sinal da segunda variacdo da
energia mecanica.

Uma ilustragdo simples dos tipos de equilibrio ¢ mostrada na figura 1.3, onde o
equilibrio estatico de um corpo rigido, sujeito ao seu peso proprio, sobre uma superficie

perfeitamente lisa, ¢ ilustrado.

s

(a) Equilibrio estavel (b) Equilibrio indiferente (c) Equilibrio instavel

Figura 1.3 — Ilustragdo das naturezas do equilibrio mecanico

Para o problema descrito na figura 1.3 a energia do sistema se limita a energia

potencial do peso da esfera, que pode ser expressa para cada sistema em fun¢do de x

CcOomao:

I, =P, =-Fy=Fx’ (a)
1, =P, =0 (b)
I, =P, =—Fy=—Fx’ (c)

Observando-se a figura 1.3, ¢ 6bvio que os equilibrios estaticos dos casos (a) e
(c) s6 podem ocorrer em x =0, enquanto o equilibrio do caso (b) pode ocorrer em
qualquer posicdo x. Além disso, por simples inspe¢dao, o equilibrio do caso (a) ¢
estavel, o equilibrio do caso (b) ¢ indiferente e o equilibrio do caso (c) ¢ instavel.
4



Analisando-se a variagdo de I1_, I1, e II_, escreve-se:

_dn

oIl LOox=2Fxdx=0<x=0 (d)
dx

8H=de dx=0 V x (e)
dx

5H=dcll_[" x=-2Fxox=0<x=0 €3]
x

onde se considera a variagdo ox arbitraria. As equagdes (d), (e) e (f) nos comprovam
que o equilibrio dos casos (a) e (c) ocorrem no ponto x =0 e que o equilibrio do caso
(b) pode ocorre em x =0, porém ndo nos informa a natureza de cada equilibrio. O fato
da variagdo Ox ser arbitraria indica que ndo so6 a variacdo ¢ nula, mas também a
derivada da energia mecéanica em relagdo a varidvel independente, no caso x.

Analisando-se a segunda variagdo, ou segunda derivada, tem-se:

2
d E =2F >0 (g)
d’1l,

-2 0 (h)
d’Il, :

7 =-2F<0 (i)

ou seja, x =0 € ponto de minimo para Il , de maximo para II_ e de inflexdo para II,.

Assim, comparando-se o experimento com os resultados matematicos, conclui-
se que o equilibrio de um sistema mecanico ¢ estavel quando a posi¢do de equilibrio
representa um minimo ‘local’ para a fungdo de energia mecanica total, indiferente se a
posi¢do esta em trecho constante do mesmo ou se o potencial apresenta inflexdo e
instavel se a posicao representa um maximo ‘local’ para a energia mecanica.

De forma genérica, se a energia mecanica ¢ funcdo de varias varidveis,

expressas, por exemplo, por um vetor Y, a variagdo da energia mecanica no equilibrio
e, consequentemente, o principio da estacionariedade, ficam escritos como:

oIl

éH:T'
oY

8Y = Grad(I1)-5Y =0 (1.7)

ou, como oY ¢ arbitrario, o gradiente ¢ nulo

—=0 ou em notag¢ao indicial —=0, (1.8)
oY oY,



¢ interessante se observar, recordando algumas propriedades de tensores, que a derivada

de um escalar em relacao a um vetor ¢ um vetor.
A segunda derivada da energia mecanica em relacao a variavel vetorial Y fica:
o'l o'l oM
H

——= ou indicialmente H, = = (1.9)
oY ®oY / oY.0Y, 0Y.0Y,

onde H , simétrica, ¢ chamada matriz Hessiana. Como se pode observar, o equilibrio ¢
estavel se, no ponto de equilibrio, a matriz Hessiana for positiva definida. Essa
afirmagdo ¢ patente quando se escreve a segunda variagdo de I1 na forma:

o1l
0Y.0Y,

! J

5T =5,

5Y, >0 ou STI=6Y"-H-6Y >0 (1.10)

que ¢é a definicdo de uma matriz positiva definida para 5Y arbitrario.

1.3 — Energia de deformacio — problemas unidimensionais

Conforme comentado na introducdo deste capitulo, a defini¢do da energia de
deformacao para solidos gerais serd objeto de capitulos mais avancados. Neste item
apresenta-se a energia de deformagdo para problemas unidimensionais, como molas,
barras de trelica e molas de flexdo. O intuito dessa discussdo ¢ introduzir, na energia
mecanica total, a parcela de energia de deformagao, veja equacao (1.1), possibilitando a
solucdo de alguns exemplos simples que ilustrem questdes como a nao linearidade

geométrica, equilibrio pela estacionariedade e instabilidade.

%

AY)

+ 2
WL

Figura 1.4 — Forga reativa (interna) crescente em fun¢do da posi¢ao atual da

extremidade da mola



A figura 1.4 deve ser entendida como a aplicagdo de uma posi¢do Y, crescente,
com a medida da forga reativa F™ (chamada interna) necesséaria para manter a mola na
configuracao desejada. Assim, ao invés de conservativa, a forca mensurada depende da
posic¢do, ou seja F™(Y).

Como ndo ha dissipacdo, o trabalho realizado por essa forga ¢ a integral (area)
do grafico da figura 1.5a, e deve ficar armazenado na mola na forma de energia de

deformacao, o que ¢ expresso por:
Y int
U=IiW(YMY (1.11)
%
Deve-se comentar que todos os desenvolvimentos deste texto sdo direcionados

para se escrever uma formulacdo baseada em posigdes. Como a maior parte da

bibliografia usa deslocamento como varidvel basica, deve-se lembrar que:

u=Y-¥, (a)
F F U U
! Y
o Y, . 0 .
AY
(a) For¢a em funcao da posicao (b) Energia de deformacgao

Figura 1.5 - Forga e energia de deformagdo em funcao da posicao

Assim, para estdgios quaisquer a e b de aplicacdo de forca da figura 1.4
calcula-se:
Au=u(a)-u(b)=Y(a)-Y)-(Y(b)-Y)=Y(a)-Y(b) =AY (b)
ou ainda du =dY . Dessa forma a energia de deformagdo também poderia ser escrita

como:
M:LF (u)du (c)
com a origem da medida de deslocamentos no ponto ¥, dos graficos da figura 1.5 e no

ponto de aplicagdo da carga na figura 1.4.



Derivando-se a equagdo (1.1) em relacdo a Y, ou a equacdo (c) em relagdo a u,
define-se o conjugado energético forca/posi¢ao ou forga/deslocamento, como:
. dU  dU
Ftnt - _ - (d)
dY du

ou seja, a forga interna ¢ conjugada energética da posi¢do ou do deslocamento.

De forma genérica, a energia de deformagao pode ser funcao de varias variaveis

(posicdes no caso) na forma de um vetor Y e, portanto, o vetor de forgas internas,
conjugado energético dessas posicdes, fica dado por:

ou
oy

ou indicialmente, F" = Y (1.12)
' oY,

1

Fvint _

A titulo de exemplo, seja uma mola com comportamento elastico linear, para a

qual a seguinte expressao ¢ bastante conhecida:
F" =ku=k(Y -Y,) (e)

que, a partir da expressdo (1.11) resulta na seguinte expressdo para a energia de

deformacao:
Y-Y,)
U= k ( 5 0) (f)

Imaginando-se que ndo se conhecesse a expressdo (e), mas se tivesse
estabelecido a expressdo (f) como a energia de deformacdao da mola, aplicando-se a
defini¢ao de conjugado energético tem-se:

w dU
Ft=ﬁ=k(Y—Yo) (2

que confirma a definicdo de conjugado energético. Da mesma forma, para uma mola

elastica ndo linear, poder-se-ia definir a seguinte expressao de energia de deformacao:

Y-v,)
U= k—( 0) (h)
4
Assim, pelo conjugado energético tem-se:
w  dU
F" =—=k(Y-Y,)’ i
77 Y- (@)

ou seja, o comportamento da for¢a ¢ ndo linear com a posi¢ao. Uma relacdo diferencial

(variacdo) entre forca interna e posi¢do pode ser estabelecida como:

5F,'nt _ dFint 5Y _ dZ[U
dy dy?

SY =k (Y)5Y ()



que nesse exemplo fica:
SF™ =3k(Y -Y,)’8Y =k (Y)Y (k)
onde k,(Y)=3k(Y-Y,)’ é a Hessiana da energia de deformago ou rigidez tangente da

mola, que nesse caso, depende do nivel de alongamento ja aplicado na mola, veja a

figura 1.6. Esse tipo de comportamento ¢ muito comum em elastomeros.

/\F

Figura 1.6 - Conceito de rigidez tangente ou Hessiana da energia de deformagao

Caso a energia de deformagao seja fungdo de varias variaveis (posi¢des no caso)

na forma de um vetor ¥ a relagdo diferencial genérica fica dada, a partir de (1.12),

como:
rint 2
sim = 57OV sv_m.s7 (1.13)
oY 0Y ® oY
ou indicialmente:
. OF" U .
OF" =—1—6Y = -0, =F"6Y =U oY =H .0Y, (1.14)
J aYl 8Y16Y1 J» 5] J

onde a virgula indica derivada parcial.
Os mesmos conceitos aplicados a mola de extensdo valem, por exemplo, para
molas de giro, veja a figura 1.7. Pode se escrever para uma mola de giro um potencial

de energia de deformacao dado por:

_k(9_90)4
[U——4 (£)
int_d[U: _ 3
M = k(6-6,) (m)

ou seja, momento interno ¢ conjugado energético de giro. Além disso, vale a defini¢do

de rigidez tangente como:



SM™ =3k(0-6,)*50 =k, (0)56 (n)

0, k

Ve

S77777777

Figura 1.7 - Mola de giro de comportamento nao linear

E interessante mencionar que a unidade da energia de deformacio é a mesma de
trabalho, ou seja, W = FL=ML* /T".

Sem entrar em muitos detalhes, uma barra de trelica elastica linear se comporta
de forma semelhante & mola da figura 1.4, porém costuma-se escrever a expressao
correspondente a equagdo (f) utilizando-se o comprimento da barra ao invés de

diretamente as posigdes, pois ¥ =Y, =/ —{ = Al assim,

tu:%k(M)2 :%k(ﬁ—ﬁo)z (0)
ou

1 EA ) 1 (=0, 1.,
U=—"2(0—0, Y ==EAl,~——2L = —Eg* A/

24, (1=10) 2" p e )

sendo ¢ a conhecida medida de deformagao de engenharia. Essa equacdo serd usada no
exemplo 1.4e e serd melhor deduzida quando da definicdo de medidas de deformagdes

objetivas.

1.4 — Estudo de casos estaticos simples — equilibrio e natureza do equilibrio

Nas disciplinas cléssicas, relacionadas a mecanica das estruturas, dos cursos de
graduacdo e em algumas disciplinas de pos-graduacdo, ensina-se a determinar o
equilibrio de estrutura sujeita a acdes externas na configuragdo geométrica indeslocada
da estrutura.

Somente em alguns topicos especiais, associados ao estudo da estabilidade das

estruturas, ¢ que se apresentam técnicas de solucdo que consideram o equilibrio na

10



configuracao deslocada da estrutura. Ainda assim, a configuracdo deslocada adotada ¢
uma aproximagao valida para deslocamentos considerados pequenos.

Neste item, os conceitos referentes ao equilibrio na configuracao deslocada serao
apresentados, mostrando que sua elaboragdo energética ¢ mais simples e proporciona
maior nimero de informagodes do que o célculo direto do equilibrio. Sua apresentagao se
fara por meio da resolucao de alguns casos simples, que podem ser resolvidos com os
conceitos apresentados até aqui. Serdo consideradas estruturas sujeitas a acdes e
configuracdes geométricas que conduzem ou ndo aos problemas chamados usualmente

de instabilidade.

1.4.a — Viga rigida em engaste elastico

Na figura al apresenta-se uma viga, supostamente rigida, de comprimento “/”,
vinculada em sua extremidade esquerda por um apoio fixo e uma mola de rotacdo. A
mola de rotagdo possui comportamento perfeitamente elastico-linear, isto ¢, fornece
momento resistente proporcional e em sentido contrario ao giro em radianos a que ¢
submetida. O sistema de coordenadas cartesiano, indicado na figura al, tem origem no

apoio fixo.

Figura al — Viga rigida em engaste eléstico

Na figura a2 esta barra esta sendo solicitada por uma forca vertical F de valor

qualquer.

{cos © \,

Figura a2 — Estrutura carregada — posi¢ao deslocada
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Como se observa, ao se aplicar a for¢a, o ponto de aplicacdo da mesma se move
e sua distancia (na horizontal) em relacdo a origem deixa de ser “/” e passa a ser
“lcos(0)”.

Na Figura a3, o diagrama de corpo livre, na configuracdo deslocada, ¢

apresentado e possibilita a analise geometricamente exata do equilibrio.

(< i
—_— | e e = —— -
H
TV Y =(senf
lF
\

lcos 6 ‘

Figura a3 — Diagrama de corpo livre na posicdo deslocada

Da analise da figura a3 se encontra V=F; H=0; ¢ M =F/{cos(0). Pela

hipétese estabelecida para o comportamento da mola, sendo k4 sua constante de

proporcionalidade, encontra-se:

kO = F/cos(0) (a)
ou

kO
F = Toox(®) (b)

onde o intervalo de validade da solugao ¢ —g <0< g .

Na Figura a4, adotando-se ¢/ =1m e k=1kNm, a linha continua representa o

comportamento exato da posicdo vertical (¥ = /send ) em funcdo da forga vertical para
baixo aplicada em kN, enquanto a linha tracejada representa a resposta linear, ou seja,
para @ =F/(/k e lsenfd = (6. Observa-se pela figura a4 que a solugdo exata indica que
quando a barra tender a ficar na vertical ¥ =1m a posi¢do da barra ndo se alterard mais
qualquer que seja o acréscimo de carga. Ainda na figura a4 percebe-se que a solugdo
aproximada (linear) nao possui significado fisico caso se deseje estudar o equilibrio de
uma estrutura de grande deslocabilidade e se aproxima da solugdo exata apenas quando

os deslocamentos, ou a mudanga de posicao, sdo pequenos.
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Figura a4 — Posicao Y por forga aplicada

Para se determinar a equagdo de equilibrio pelo principio da estacionariedade da

energia mecanica escreve-se a equacao (1.1) como:

I[T=P+U (a)
onde
>k Y/0))
Pe_FY . Ue ko _ (arcsen(Y /1)) )
2 2
entao
o k(arcsen(Y/f))2 _FY ©
2
Usando-se o principio da estacionariedade, escreve-se:
m:d£§Y+d£5Y: d£+d£ SY =0 (d)
d dY dy dY
ou
aLU+aLP=O ou F"-F=0 (1.15)
dy dY

A equagdo (1.15) revela a equacdo de equilibrio, indicando que a forca interna
(conjugada energética da posicao) € igual a forga externa (aplicada). Essa equagdo ainda
pode ser desenvolvida, como:

1 kO ©
lcos(arcsen(Y /1)) Lcos@

F = au =karcsen(Y / 1)
dYy
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confirmando o resultado (b). Poder-se-ia ter feito a variagdo diretamente em &, porém
nao ficaria evidente que F ¢é conservativa e a conclusdo apresentada em (1.15) também
se perderia.

O calculo da rigidez tangente (ou Hessiana do problema) ¢ feito como:

H_dZH _dz[U _d int _dFmt d@_d int 1

dY® dY®  dY  dO dY  dO (cosO ®

onde, para forgas conservativas a segunda derivada da energia mecanica coincide com a

segunda derivada da energia de deformacao. Desenvolvendo-se (f), tem-se:

k 1 Otan 6 V4 Vs
k=H=—| ——+—+—1{>0 ——<f<—
' 0 (cosze COSZHJ 2 2 ®

ou seja, o equilibrio ¢ estavel para qualquer nivel de forga.

1.4.b — Trelica rigida em apoio elastico
As configuragdes inicial e atual da estrutura analisada sdo apresentadas na figura

bl. A forca aplicada ¢ conservativa.

x k/2
4’,,

(a) Indeslocada - Configuragdo inicial (b) Deslocada - Configuragao atual

Figura b1 - Geometria e carregamento aplicado

Como as barras da estrutura sdo rigidas seu comprimento ¢ constante ao longo

da andlise e vale ¢ =+/a”> +b” . Portanto, existe uma relagio direta entre as coordenadas

X e Y dos pontos de andlise que reduzem o niimero de posi¢des variaveis, ou seja:
’=Y'+X’ ou X =~ -Y? (a)
Como o problema ¢ simétrico e considerando-se a mola elastica linear, a energia

de deformagao total ¢ dada por:
U= Zx(%(k / 2)(X—b)2j = %(X—b)2 = %(\/fz -Y?> -b)’ (b)

A energia mecanica total fica dada em fun¢do de ¥ como:
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IKY)zg(Jﬁz—Yz—bf-<FY (c)

A equagdo de equilibrio resulta:

dnaq:( b —qu—on (d)

dY IKZ_YZ

A Hessiana (ou rigidez tangente) resulta:

2 2
CTIY) | b by L @

dy? lgz_Yz_ (Kz_Yz)”

Para efeito de ilustracdo considera-se b=1, a=1 e k=1 e apresentam-se 0s

graficos das figuras b2 e b3.
0,60—- d
0,45
0,30
0,15 a snap _____ »/C

L. 0,00 l/\

0154 of¢t----==F-—--- ==

-0,30 1

-0,45

-0,60 —T T T T T T T T "~ T T T T T "1
-14-1,2-1,0-0,8-0,6-04-0,20,0 0,2 04 06 0,8 1,0 1,2 14
Y

Figura b2 - Forca aplicada em fung¢do da posigado

Os graficos foram gerados prescrevendo-se a posicao Y e calculando-se a forga
necessaria para se manter a estrutura na posi¢ao prescrita, ou seja, controle de posigao.

No que segue realiza-se uma andlise em controle de forca, ou seja, aplicando-se
a forca e calculando-se a posi¢do correspondente. Iniciando-se na posi¢do inicial da
estrutura, ¥ =—1, correspondente ao ponto i no grafico da figura b2, ao se aplicar forca
negativa o grafico ¢ percorrido no sentido i — o passando por o e continuando sobre a
linha continua indefinidamente. A estrutura tende a ficar vertical e a for¢a tende a ser
—o0. Nesse trecho a rigidez tangente é sempre positiva, veja a figura b3 e, portanto, a

estrutura se comporta de forma estavel.
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Novamente, comegando a andlise na posi¢ado inicial, ponto i do grafico da figura
b2, aplicando-se uma forga positiva crescente o caminho de solucio percorre o grafico
até o ponto a com valor positivo para a Hessiana, veja figura b3. Assim, o trecho i—a
¢ estavel. No ponto a a Hessiana apresenta valor nulo e, portanto, o equilibrio ¢
indiferente. Esse ponto ¢ chamado ponto limite (em forga), pois ndo se pode aumentar o
valor da forga sem causar um salto na posi¢do (chamado snap) do ponto a até o ponto
¢, a partir do qual o equilibrio, para forgas crescentes, se torna estavel novamente. Esse
salto chama-se "snap through" em inglés, devido a existéncia de outro tipo de salto, veja
proximos exemplos, chamado "snap back".

2,00 -
1,75
1,50
1,25
1,00-
o 0.75-
0,50-

0,254
0,00 a b

-0,25

-0,50 LA BN B B B BN B RN I B B B R
-1,4-1,2-1,0-0,8-0,6-0,4-0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4
Y

Figura b3 - Rigidez tangente em func¢ao da posi¢ao

Faz-se agora uma anélise em controle de for¢a decrescente, porém comecando
no ponto d do gréfico da figura b2. O caminho de equilibrio segue de d até b com
Hessiana positiva, e portanto estavel, no ponto limite » a Hessiana ¢ nula e a solucdo
salta para o ponto o continuando para o ponto p com Hessiana positiva.

Portanto o trecho a —b do caminho de solug@o ndo existe para controle de forga,
pois seu equilibrio ¢ instdvel (Hessiana negativa), porém com controle em posi¢des €

possivel passar por aquele trecho.

1.4.c — Coluna rigida em engaste elastico (acdo excéntrica)
A estrutura a ser analisada ¢ uma coluna de comprimento L, supostamente

rigida, vinculada em sua base sobre o apoio fixo e uma mola de rotacdo idéntica ao caso
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estudado no exemplo 1.4.a. A agdo externa ¢ uma forga vertical F' conservativa, sempre
positiva, de intensidade arbitraria e excéntrica.

A Figura cl(a) mostra a geometria da estrutura descarregada, incluindo o
sistema de referéncia. A figura cl(b) mostra uma configuracdo genérica natural para a
estrutura carregada, enquanto a figura cl(c) mostra o diagrama de corpo livre para esta
configuragao.

Ja a figura c2(a) mostra outra configuragdo genérica possivel, chamada nao

natural, pois para atingi-la foi necessario girar a estrutura no sentido anti-horario a uma

(13 2

. e , . o
posicdo angular 0 =—arctg(e), sendo SZZ onde “e” ¢ a excentricidade inicial do

sistema, fisicamente definida pelo pequeno balanco indicado na figura cl(a). A figura

c2(b) mostra o diagrama de corpo livre para a configuracdo ndo natural.

el lF

I
e cos 0

(a) (b) (c)
Figura cl — (a) Estrutura descarregada, (b) Configurag¢ao natural para a¢do nao nula,

(c) Diagrama de corpo livre

A andlise do equilibrio para a figura c1(c) resulta em:

kO

F= (a)
(Isen(0)+ecos(0))
ou
A0 (b)
{ (sen(0)+¢ecos(0))

Para F' >0 esta equacdo ¢ valida para 0 <6 < n—arctg(e) . O limite superior do

intervalo representa a tendéncia a direita para a configuracdo descrita na figura c3(a)
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ante a qual a for¢a pode ser levada ao infinito sem mudanga de posicdo desde que se

considere a barra rigida e sem limite de resisténcia .

(P -

{ cos@

{ sen@
(a) (b)

Figura c2 — (a) Configuracdo possivel nao natural, (b) Diagrama de corpo livre

No caso da figura c2(b), o equilibrio resulta na equacao:

B ok _k o
 (Usen(a)—ecos(a)) £ (sen(a)—gcos(a))

(©)

onde « =|6’ , M no sentido indicado na figura c2(b) e € positivo conforme figura

cl(b). A equacdo (c) vale para o intervalo —m—arctg(e)<0<—arctg(e). O limite
inferior para 6 ¢ a tendéncia pela esquerda para a configuragdo em c3(a). Ja o limite

superior ¢ o inicio da configuragdo ndo natural, posicdo c3(b), comentado

anteriormente.

(a) (b)
Figura ¢3 — Configuracdes limite (singulares)
18



O gréafico da figura c4 ¢ elaborado para k=1, /=1 e £€=0.01 considerando-se

valores positivos e negativos (ou « ) de 0 nas expressdes (b) e (¢)

Trecho Natural

---- Nao Natural

Forca

T T T T T T T T T T 1
25 -20-15-10-05 00 05 10 1,5 20 25 3,0
Angulo (rad)

Figura ¢4 — Forga aplicada em funcdo da posi¢ao 6

Deve-se lembrar que, apesar desse intervalo ser muito pequeno € ndo aparecer na
figura c4, nao existe equilibrio para —arctg(e) <0 <0, pois o binario gerado por F' ¢
sua reacdo terdo o mesmo sentido do momento resistente M , entretanto poder-se-ia ter
equilibrio ao se admitir for¢a negativa (para cima).

Observa-se na figura c4, que para o trecho onde —n—arctg(e) <0 < —arctg(e),
existem sempre duas posigdes € possiveis de equilibrio para a mesma for¢a F
aplicada, uma a esquerda do ponto a e outra a sua direita. Como se sabe, uma analise
em energia fornece maiores informagdes € o ponto a na trajetdria de equilibrio sera

determinado. Considerando-se a = |6’| a energia potencial total ¢ escrita como:

I1(0)= KTGZ -F [—f(cos(e) - ssen(e))] para 0<0<mn—arctg(e) (d)

2

() = K; —F[—l(esen(o)+cos(a))]  para arcig(e)<a<m+arcig(e) (e)

A primeira derivada da energia potencial total ¢ a equacdo de equilibrio e a
segunda derivada em relacdo a 6 ou o fica:
2
6;’61;[ =k — F/{(cos(0)—esen(0))

0<0<m—arctg(e) 3}
d*1l
e =k — F/(cos(a)+esen(a)) arctg(e) <o < m+arctg(e) (2)
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Substituindo-se as equagdes (b) e (c) nas expressoes () e (g), respectivamente,
pode-se analisar o sinal da segunda derivada da energia de deformacao e, portanto, a

natureza do equilibrio em relagdo a posi¢do @ ou « . Isto € feito no grafico apresentado

na figuracSpara k=1, /=1¢e £€=0.01.

20
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Figura c5 — Natureza do equilibrio

Como se observa (para € =0,01) o equilibrio ¢ sempre estavel no trecho natural,
enquanto no trecho ndo natural o equilibrio ¢ instavel para arctg(e) <o <0,31459rad ,
como 0=-a, para —0,31459rad < 6 < —arctg(e), justificando o grafico da figura c4.

Observa-se na figura ¢c5 que o ponto a corresponde a € =-0.31459rad . Resultados

analogos sdo obtidos para qualquer £ ndo nulo adotado.

1.4.d — Coluna rigida sobre engaste elastico (a¢do centrada — imperfeigoes)

Quando, e=0

para o problema anterior, trata-se de uma situagdo
completamente diferente, chamada de caso limite. Neste caso, a configuracdo natural da
estrutura € unica e, sem nenhum defeito, a barra se encontraria na vertical qualquer que
fosse a intensidade da forga aplicada. Esta configuragdo, ao invés de natural, ¢ chamada
ideal, pois nas situagdes reais ndo existe peca totalmente alinhada. Assim, deve-se

estudar o equilibrio em configuragdes onde 0 # 0 (perturbacdo matematica no sistema

ideal), ver figura d1.

20



@

y

(a) Descarregada (b) Carregada - perturbada

Fugura d1 — Coluna rigida sobre engaste elastico

Desta forma tem-se para 0 #0:

_k_9
! sen(0)

(a)

Fazendo-se o limite da expressdo (a) para 0 =0 se encontra um valor particular

de F' chamado forca critica F, =k/ (.

O grafico da figura d2 revela as possiveis posi¢des de equilibrio para o sistema
em estudo. Como comentado anteriormente, se a estrutura ndo tem defeito uma possivel
posicdo de equilibrio ¢ 6 =0, qualquer que seja o nivel de carga aplicado, porém, para

valores maiores do que F, , mais de um valor de 0 ¢é possivel para o mesmo nivel de

carga e, portanto o equilibrio para 6 =0 se torna instavel, ou seja, qualquer perturbagao
horizontal no sistema fara a estrutura buscar equilibrio em 0 dado pela equacao (a).

Por outro lado, para F <F, , qualquer perturbacdo horizontal (gerando 0)

resultara em momento reativo da mola maior que o momento ativo da forga, ou seja, o
equilibrio ¢ estavel para 6=0.
O ponto 0=0, F =F, do grafico apresentado ¢ chamado ponto de bifurcacio

da solucdo, pois para uma carga acima da critica o desvio pode ocorrer em qualquer
direcdo. Uma analise energética deste problema informa facilmente as naturezas de

equilibrio descritas acima. O potencial de energia total valido qualquer que seja 6 ¢é:

k0 k0’

M= 5 —F[—lcos(0)] = 5

~FY (b)
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Figura d2 — Natureza do equilibrio para (¢ =0).

De onde se conclui que a segunda derivada vale:
d*T1
do’

=k —F/{cos(0) (©)

A andlise da equacgdo (c) revela que para 06=0 e F < F, o equilibrio ¢ estavel,
pois d’T1/d0° >0.Se =0 e F > F, o equilibrio ¢ instavel, pois d°T1/d6’ <0.

Se teta O # 0, usando F =k(/sen(B) em (c) tem-se:

2
d I;I =k 1—L (d)
do tg(0)
que para k£ >0 ¢ maior que zero, ou seja, o equilibrio ¢ estavel. Para 6 — 0 a expressao

(d) tende a zero, revelando o carater indiferente da solugdo quando F =F,_, . E
interessante ainda colocar os graficos das figuras d2 e c4 juntos para verificar que o
grafico da figura d2 pode ser obtido fazendo-se um limite do gréafico da figura c4 para
e—>0.

Ao se observar as figuras d2 e d3 alguns comentdrios associados a analise
estrutural devem ser tecidos.

Em primeiro lugar uma situacdo ideal onde a agdo externa esteja perfeitamente
alinhada com o membro estrutural ou estrutura ndo acontece na pratica, mesmo porque

0os membros estruturais ou estruturas nunca sao perfeitamente retos.
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Figura d3 — Comparagao — caso excéntrico e caso limite

Desta forma, técnicas de dimensionamento ou verificacdo de estruturas
associadas a limitacdo dos valores das agdes externas em relagdo as cargas criticas
comecam a ser questionadas. As técnicas mais atuais associam a resisténcia portante do
elemento estrutural, ou da estrutura, aos niveis de tensdo que estdo efetivamente atuando
em todos os pontos da mesma.

Estes niveis de tensdao s6 podem ser calculados com precisdo a partir de técnicas
que considerem o equilibrio na posi¢ao deslocada da estrutura.

Algumas normas técnicas aceitam andlises lineares, desde que se garanta que os
niveis de deslocamento e tensdo na estrutura respeitem certos limites de variabilidade ao
se fazer uma andlise nao-linear geométrica simplificada, ou seja, ndo mudem
significativamente de valor. Obviamente que ao se dispor de ferramenta de analise nao
linear geométrica exata, os calculos podem ser feitos com precisdo, dispensando-se as
disposi¢des normativas simplistas.

Voltando-se ao objeto de estudo, ja se identificou que o equilibrio pode ser
estavel ou instavel e a passagem de uma natureza a outra pode ocorrer por ponto de

bifurcacdo para estruturas ideais ou ponto limite (ou de bifurcagdo) para estruturas reais.

1.4.e — Trelica confinada (trelica de von Mises)
O caso a ser analisado ¢ constituido de duas barras de treli¢a articuladas entre si

e fixadas sobre apoios fixos, como mostra a figura el. As barras tém comportamento
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elastico linear, mas sdo impedidas de fletir, isto é, permanecem retas durante todo o

processo de carregamento.

(a) Geometria (b) Configuracao deslocada

Figura el — Trelica de Von Mises

A solugdo deste problema sera feita diretamente pelo principio da energia
mecanica estacionaria, tendo como origem o ponto “o” da figura elb e eixo "y”
orientado para baixo. E admitido que o ponto de aplicagio da forca ndo se movimente
na horizontal (simetria) e que a forca seja conservativa (sentido e intensidade
independentes da configuragdo da estrutura).

A energia de deformagdo, conforme equagdo (p) do item 1.3, em termos da

deformacdo de engenharia ¢ =(¢/—/)/(,, é¢ dada por

U, = 2.[E282 AEOJ (2)

onde a multiplicagdo por dois representa a existéncia de duas barras.

A deformagdo pode ser calculada em fun¢do do angulo 6 como:

g=l=t L _y_cos(0) (b)
l, l, cos(0)
ou
€ =cos(0,)sec(0)—1 ()
Desta forma a energia de deformacao armazenada na estrutura em funcao de 0
fica:
U, = EAl ,(cos(8,)sec(0) —1)° (d)
E a energia mecanica total fica
I1 = EAl (cos(6,)sec(0) —1)* — F (—btg(0)) (e)

A equacao de equilibrio ¢ dada por:
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ij_lg =2EA/l ,(cos(0,)sec(8) —1)cos(0, )tg(0)sec(0) + Fhsec’(0) = 0 6y}

Resolvendo-se a equagdo (f) para F encontra-se exatamente a expressdo do
equilibrio, ou seja:

cos(6,)

F =2EA(1- 2o5(6) )sen(0) (&)

A segunda derivada da energia potencial total resulta em:

d;l;[ =2FEAbsec(0) {tg2 (0) + (cos(0,)sec(0)—1)
+(sec’(0) + 1g” (9))} + Fbsec’(0)g(0) (h)
Substituindo-se (g) em (h) e rearranjando, encontra-se:

d’T1 _ 2EAb

(cos(6,) —cos’(0)) (1)

d®®  cos'(0)
A condicido critica ¢ aquela onde a segunda derivada da energia potencial total

muda de sinal, ou seja, se anula. O angulo (0,) para o qual isto ocorre na estrutura

estudada é:

cos(0,) = 3/cos(6,) ),

Adotando-se valores E=1, A4=1, b=1 e 6,=60° pode-se analisar
graficamente o sinal da expressao (i) para identificar a natureza do equilibrio.

Nas figuras e2a e e2b estdo, respectivamente, os graficos de d’I1/d0* e de F

em fun¢ao de 0.

xg 134 3.0
& 12
§ 11 2.5
€ 10
3 ] 20
o 9 ©
o ©
a8 8 15 — Estavel
= 74 Estavel = . .
@ — -~ Insta 2 - - - Instavel
2 g nstavel
@ © 1.0
54 On
® ped
T 4 5
© IL 054 -
S 34 .-
@ - —\
§ 2 0.0 e ”
S 14 \ Pt
g 0 - -0.5 -
g -14 i g - T T T T T T T T T T T T 1
g 2 . . : : -14-12-1.0-0.8-0.6-0.4-0.2 0.0 0.2 04 06 0.8 1.0 1.2
@ 1.0 05 0.0 05 1.0

0 Angulo 8 em radianos
Angulo 6 em radianos

(a) (b)

Figura e2 — (a) Estudo da natureza do equilibrio, (b) For¢a por posicao angular
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Como se pode observar, neste caso, para —37,8° <0< 37,8° o comportamento
do equilibrio ¢ instavel, pois valores negativos da Hessiana representam pontos de
maximo para o potencial de energia total.

Recordando-se de forma mais direta os comentarios do exemplo 1.4.b, isto
significa, na pratica, que uma estrutura s6 pode estar em posi¢des definidas no trecho

tracejado da figura 1.16b caso exista um controle de posi¢do no ponto de aplica¢do da
carga. Caso contrario, ao se aplicar F' crescente, quando 0 =37,8", qualquer acréscimo
diferencial de carga leva a estrutura a assumir a posi¢do em 60<-37,8° de forma

abrupta. Este fenomeno ¢ usualmente chamado de “snap-trought”.

Um software de andlise ndo-linear geométrica deve ser capaz de, no minimo,
simular as duas situacdes, posi¢do controlada e forca aplicada. Para o caso de forca
controlada deve encontrar a solu¢do em um trecho estavel da trajetdria de equilibrio,
possibilitando a identificagdo de salto de solugdo.

Uma terceira situagdo, diferente das anteriores, ¢ o chamado snap-back, onde
existe mais de um nivel de carga para uma mesma posi¢ao de aplicacdo da carga. Neste
caso, em situacdo de utilizacdo, a estrutura perdera a estabilidade e mudara bruscamente
a configurag¢do interna, caso nao entre em colapso. Um software basico indicara tal
situagdo com a busca de posicao de equilibrio distante da posicdo original no caso de
controle de for¢ca ou um salto abrupto na forca aplicada (para valores inferiores ao
desejado) e busca da configuragdo interna distante da original no controle de posigdes.
Muitas vezes, dependendo do nuimero de graus de liberdade e do passo de carga
aplicado, o programa poderd perder a estabilidade numérica, revelando também o
colapso estrutural. Este tipo de situagdo ¢ elucidado no caso elementar seguinte.

Melhorias na solu¢do numérica podem ser feitas utilizando-se, por exemplo, a
técnica do controle de arco, apresentada no final do capitulo 5 para o método dos

elementos finitos posicional.

1.4.f — Estruturas com mais de um grau de liberdade

Até o momento foram estudadas estruturas onde a posicdo de todos os seus
elementos era determinada por apenas um parametro, ou seja, estas estruturas possuiam
apenas um grau de liberdade. Todas estas estruturas possuem uma caracteristica
comum, ou seja, sendo a configuracao de equilibrio estavel ou instavel esta sempre pode
ser reproduzida e sustentada em um experimento onde a posi¢ao (grau de liberdade) de
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apenas um ponto ¢ controlada. Observa-se, entretanto, que os trechos de equilibro
instavel para aquelas analises ndo se sustentariam em estruturas reais onde, em geral,
forgas sdo aplicadas e ndo posigoes.

No caso de estruturas com varios graus de liberdade s6 se pode sustentar ou
reproduzir uma configuragdo de equilibrio instavel ao se controlar todos os graus de
liberdade da estrutura. Esta situacdo ¢ inadmissivel na utilizacdo de estruturas da
pratica.

Mesmo assim, mostra-se neste item uma estrutura simples (com dois graus de
liberdade) que apresenta o fenomeno de “snap-back”, que leva a perda de estabilidade
estrutural, mesmo que se esteja controlando o deslocamento do ponto de aplicacdo da
carga.

A estrutura analisada ¢ semelhante a do item 1.4.e, porém a aplicagdo da carga ¢

feita através de uma mola de constante eldstica ’k” conforme a figura f1.

(a) (b)
Figura f1 — (a) Geometria descarregada, (b) Carregada

Desta vez a origem do eixo y coincide com o ponto inicial de aplicagdo da carga.
Os dois graus de liberdade adotados sdo: q (posi¢ao do ponto de aplicacdo da carga) e &
(angulo formado pela barra e o eixo horizontal).

A energia de deformacdo acumulada nas barras da trelica coincide com o caso
1.4.e, a energia de deformagdao acumulada na mola ¢ proporcional ao quadrado de seu

alongamento ( AL ), dado por:

AL =L —hy =(q +btg(0)) —btg(0,) = q + b(tg(0) —1g(6,)) (a)
Assim,
U,(q,0) = EAl (cos(6,)sec(0)—1)° + %[q +b(1g(0) — 1g(6,)T’ (b)

E a energia mecanica total fica dada em funcdo de q e 6 como:
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I1(q,0) = EALy(cos(0,)sec(6) — 1) + g[q +b(1g(0) —1g(6,))I" - Fq (©)

Desta forma, a expressdo do equilibrio do sistema ¢ encontrada quando as
derivadas parciais de Il em relagdo aos graus de liberdade q e O forem nulas
simultaneamente, ou seja:

88—1; =2EA/ (cos(0,)sec(0) —1)cos(0,)rg(0)sec(0)

o
+kb[q + b(1g(0) — tg(eo))] Secz(e) =0
aa—l;=k[q+b<tg<e)—zg(6o))]—F -0 ©

A partir das equagdes (e) e (d), aproveitando-se o resultado da equacdo (g) do

exemplo 1.4.e, se escreve F em fun¢do de q de forma implicita como

F q
F=2FA tg| tg(0,)+——-=| |+
{sen[arc g[g( o) D bﬂ

- (H)
_ 9
cos(@o)(tg(90)+ P b}}

A equagdo (e) ¢ ndo-linear em F, e pode ser resolvida numericamente. Para se
estudar a estabilidade do sistema estrutural realiza-se a segunda derivada do funcional

de energia potencial total, encontrando-se a matriz Hessiana do sistema.
0’1

o 2edsec(0){tg”(0) + (cos(0,) sec(0) — 1)(sec’(0) + 12 (0)} +

(2
+kb’ (sec’(0) + 2tg°(0))
2
o1l _ kbsec’(0) (h)
000q
2
ol = kbsec’(0) (1)
0q00
o'l .
=k
o 0)
A matriz Hessiana ¢ dada por
oIl oM
00> 000q
= , (k)
oIl o1l
0qod  oq°
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simétrica. No caso dessa matriz 2x2, a condi¢dao de estabilidade da estrutura pode ser
feita pela avaliagdo do sinal de seu determinante, que ¢ suficiente para verificar a
condicao geral dada por (1.10).

Devido a disponibilidade de rotinas prontas, uma estratégia muito usada para se
determinar se a matriz ¢ positiva definida em problemas com varios graus de liberdade,
¢ a avalia¢do do sinal dos autovalores da matriz. Um ponto critico ocorre quando um
auto-valor ¢ nulo e a matriz ¢ positiva definida se todos os seus auto-valores sdo
positivos.

Como a matriz Hessiana para dois graus de liberdade ¢ de ordem dois, a

determinagdo do seu determinante ¢ trivial, ou seja:

det(H) = %[cos{@o)(l +sen’(0)) —cos(0)] +

k*b*sen’(0)
0s(0)

Uma avaliagdo numérica deste determinante para b=1,4A=1,E=1, k=1/3 e

()

0=060°" ¢ feita graficamente nas figuras f2a e 2b, enquanto o valor da for¢a aplicada
para as possiveis posi¢des do ponto de aplicagcdo da mesma ¢ mostrada na figura f2c.

O trecho instavel da figura f2c¢ foi tracado a partir da forca obtida em fung¢ado de
0, equacdo (g) do problema 1.4.e, acrescentando-se ao deslocamento do topo da treliga
o valor Ag = F'/k . Deve-se observar que caso o parametro de analise fosse 6, 0 mesmo
grafico da figura el do exemplo 1.4.¢ seria obtido, ndo fornecendo novas informagdes.

Para um carregamento crescente (controle de forca), o comportamento desta
estrutura ¢ um salto do ponto 1 para o ponto 3 no grafico f2c, gerando deslocamento
exagerado no ponto de aplicagdo da carga.

Enquanto que, ao se controlar o deslocamento do ponto de aplicacao da carga, o
salto se da, no grafico da figura f2c¢ do ponto 1 para o ponto 2, reduzindo subtamente o
valor da carga aplicada para um mesmo valor de deslocamento q. Observa-se nesta
situacdo, um salto ‘interno’, do ponto superior da estrutura, representado pela variagdo

brusca de 6.
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(c) Forga versus deslocamento

Figura f2 — Comportamento da estrutura proposta

A ilustragdo deste fendmeno

esta na figura f3 que revela a mudanga da

configuracdo a para a configuragdo b com valor F, < F;, gerando alivio na tensdo da

mola.

(a) Posicao relativa ao ponto 1

(b) Posic¢ao relativa ao ponto 2

Figura f3 — Posic¢ao da estrutura relativa aos pontos 1 e 2 do grafico 18c.
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1.5 - Fechamento

Os equilibrios estudados neste capitulo sdo referentes a estruturas simples que
ndo envolvem flexdo. Observa-se a dificuldade em se desenvolver os calculos
geometricamente exatos, mesmo para os casos simples aqui descritos. A maioria dos
livros, relacionados ao tema deste capitulo, introduzem aproximacdes relacionadas a
geometria, de forma a conseguir analisar membros estruturais mais complexos. Porém,
neste texto, a intengdo € aproveitar o estagio avangado e o baixo custo dos
computadores pessoais para apresentar a teoria necessaria ao desenvolvimento de
técnica computacional precisa e eficiente, geometricamente exata, de analise ndo-linear
geométrica de solidos e estruturas.

A energia cinética, necessaria para a solucdo de problemas dindmicos, sera
introduzida de forma simplificada no proximo capitulo, sendo estendida oportunamente

para casos mais complicados.

1.6 - Bibliografia Recomendada
Além dos trabalhos cientificos do autor, recomenda-se a leitura da bibliografia a
seguir:
1) Camotim, D. e Reis, A. Estabilidade Estrutural, McGraw-Hill, Lisboa, 2000.
2) Coda H.B, Mecanica dos Solidos II, EESC-USP, 2017.

3) Schiel, F. Introdugao a resisténcia dos Materiais, Harbra, 1984.
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2- Trelica nao linear geométrica — Conceitos e Solu¢io pelo MEF Posicional

No capitulo 1 foram apresentados os conceitos de ndo linearidade geométrica e o
equacionamento do equilibrio a partir do principio da estacionariedade da energia
mecanica. Exemplos simples foram apresentados, sem uma sistematizagdo capaz de
transformar o procedimento em método numérico de solugdo e sem nenhuma alusdo a
meios continuos deformaveis.

Nesse capitulo tal sistematizacdo ¢ apresentada para a solucdo de treligas planas
ou tridimensionais sob agdo estatica ou dindmica. Incluem-se conceitos referentes a
energia especifica de deformagdo uniaxial, medidas de deformagdo uniaxial,
hiperelasticidade e energia cinética. Todos esses conceitos estardo limitados as
aplicagdes desse capitulo e abrirdo caminhos para os desenvolvimentos dos capitulos
seguintes, a saber, a mecanica dos sélidos flexiveis elasticos e a generalizagdo do MEF
posicional.

Os conceitos desse capitulo serdo limitados a barras de trelica cuja area da segao

transversal sera considerada constante para qualquer nivel de deformagao.

2.1 - Medidas de deformacao - Uniaxiais
Para se definir medidas de deformagdo uniaxiais é interessante se imaginar um
trecho infinitesimal de barra elastica submetida a uma forca uniaxial crescente tal como

mostra a Figura 2.1.
ly
( (( 0
dx

|

dx

Barra d d
(a) Barra descarregada (c) Trecho descarregado

T g

(b) Barra com carga arbitraria

dy
(d) Trecho Carregado

Figura 2.1 — Barra submetida a for¢a uniaxial

Na figura 2.1 a tensdo O terd o seguinte significado o =F /A, porque a area

da secdo transversal da barra serd considerada constante. Essa tensdo sera chamada de
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tensdo de Cauchy ou tensdo real. O fato de se ter dado um nome para essa tensao indica
que outros tipos de tensao serao definidos; entretanto, todos os tipos de tensdo possuem
relacdo matematica entre si.

Define-se a deformacao longitudinal de engenharia como:

o= dy —dx 2.1)
dx

sendo dx o comprimento inicial de um infinitésimo de barra descarregada, figura 2.1c,

e dy o comprimento atual do mesmo infinitésimo, figura 2.1d, para a barra solicitada.

Qualquer medida de deformagdo longitudinal ¢ relativa a um comprimento de
referéncia, quando esse comprimento ¢ o inicial a medida de deformagao ¢ classificada
como medida Lagrangiana e quando o comprimento de referéncia ¢ o final, a medida ¢é
classificada como Euleriana. Nos capitulos seguintes, ao invés de se falar de um
comprimento de referéncia se falard de um espago de referéncia, ou seja, quando a
referéncia ¢ a posi¢cdo inicial a medida de deformacdo ¢ Lagrangiana e quando a
referéncia ¢ a posi¢do atual a medida de deformagdo ¢ Euleriana.

Outra medida de deformacdo Lagrangiana muito utilizada ¢ a Deformagdo de
Green-Lagrange, ou simplesmente Deformagdo de Green. Essa deformacao, para o caso
uniaxial desse capitulo, ¢ dada por:

B lafy2 —dx’

E
2 dx?

(2.2)

E interessante se desenvolver algebricamente a deformagdo longitudinal de
Green para mostrar sua equivaléncia a deformagdo longitudinal de engenharia para

pequenas deformagdes, como:

E:l(ﬂHjM:l(ﬂﬂ)g (2.3)
2\ dx dx 2

onde, define-se a grandeza alongamento A=dy/dx, observa-se que A<l para

compressdo ¢ A>1 para tragdo. Um detalhe importante ¢ que para problemas com
significado fisico, sempre ocorre a seguinte desigualdade A >0, pois ndo se pode
admitir degeneracdo do material (desaparecimento ou inversdo). Quando a deformagao

€ pequena se torna Obvio que dy=dx e, portanto, A=1 donde, para pequenas

deformacdes, resulta:

Ez%(ﬂﬂ)g;g (24)
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No que segue outras duas medidas de deformacao sdo apresentadas, a primeira é

chamada deformacao de Almansi, dada por:
ldy’ —dx® 1 1
A:——y > = — l—_z (25)
2 dy 2 A
onde sua caracteristica Euleriana ¢ revelada pelo denominador (referéncia) ser na
configuracdo atual. A tltima deformacdo a ser apresentada neste capitulo ¢ a

deformagdo de Hencky, ou logaritmica, que em sua versdo uniaxial ¢ dada por:
]HI=ln(/1)=ln(dy/dx):—h1(dx/dy) (2.6)

Apesar de nao parecer ser uma medida Euleriana, a deformacao de Hencky ¢
assim classificada, pois, da mesma forma que a deformacdo de Almansi, apresenta valor
tendendo a —o quando o comprimento de uma fibra na configuragdo atual tende para
zero. Alguns autores chamam a deformacdo de Henky de deformagao real, porém esse
resultado s6 vale para estado uniaxial de tensdo (com variacdo de secdao transversal
admitida).

Todas essas medidas de deformacdo podem ser calculadas para um elemento de
trelica como sendo a deformacdo média (constante no elemento) em fungdo de seu
comprimento inicial e final, veja a figura 2.2.

AXz,Yz

‘klﬂ
A .
>

Y

1

Figura 2.2 Elemento finito de trelica e mudanca de configuragdo

Na figura 2.2 os eixos coordenados representam tanto as coordenadas iniciais

X[ dos nos da trelica como as coordenadas atuais Y,*, onde k£ ¢ o nd e i a diregdo, f

representa a funcdo mudanca de configuragdo que sera importante para os

desenvolvimentos dos capitulos relacionados aos solidos gerais deformdveis. Para

trelicas a abordagem € mais simples e direta, omitindo-se passagens com f .
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Assim, as deformagdes ficam dadas simplesmente por:

B 2 2 2
‘ EO.EZL%;AZLK gO;Hzlﬂ(f/fo) (2.7)
‘, 2 7, 2 07

E =

b

que podem ser escritas em fun¢do das coordenadas iniciais e atuais dos nods de treliga,

pois seus comprimentos ficam dados como:

Ce(xi-x!) +(x2-x) +(x2-xi) ou / :\/(XIZ—XI‘)Z+(X§—X2‘)2+(X§—X§)2 (2.8)

0
[2:(YIZ—YII)2+(Y22—Y21)2+(1/32—Y31)2 ou f:\/(xz_xl)2+(),22_)/;)2+(},32_Y;)z (29)
E interessante verificar que, para pequenos niveis de deformagdes, todas as
medidas de deformacdo apresentadas sdo equivalentes, isso ¢ feito calculando-se a
varia¢do da deformacdo em func¢do da variagdo do comprimento, como:

2
S =50 515:,:%&; §A=§—§5€; 5H:%5€ (2.10)

0 0

e colocando-se ¢ — /.

2.2 - Energia especifica de deformacdo para materiais elasticos - conceituacio
uniaxial - leis constitutivas - conjugado energético

A defini¢do da energia especifica de deformacgdo armazenada no interior de um
corpo, quando este se deforma, ¢ de interesse para a obtencdo de leis constitutivas
elasticas consistentes validas para pequenas e grandes deformagoes.

Para se definir a energia especifica de deformagao, realiza-se um paralelo com o
que foi descrito para a energia de deformagdo acumulada em uma mola, veja figura 1.4.
Lembra-se que nesse capitulo, por se tratar de uma descri¢do uniaxial, ndo se
consideraré a variacdo de area do s6lido, que sera feita nos capitulos posteriores.

Escolhendo-se, por simplicidade, a medida de deformacao de engenharia &, para
se ilustrar a defini¢do da energia especifica de deformagdo, considera-se a inexisténcia
da energia cinética e o valor de & crescente de zero até seu valor atual em pequenos

acréscimos d¢ em cada nivel de tensdo o,(¢), gerando o grafico da Figura 2.3. A
energia de deformacdo por unidade de volume (energia especifica de deformagdo) u, ou
w pode ser definida como a 4area sob o grafico da figura 2.3 ou o trabalho (por unidade

de volume) realizado pela tensdo ao imprimir deformagao no continuo:

l//:ue:.[:o-()(g)dg 2.11)
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Observa-se que a dependéncia de o, em relagdo a &€ ¢ um conceito similar a

dependéncia da forga interna em relagdo a posi¢do imposta na mola da figura 1.4, e
depende do material analisado. Na figura 2.3 a energia especifica de deformagdo ¢
quantificada pela area sob o grafico que relaciona tensao e deformacao.

Para se perceber que u, representa energia por unidade de volume, basta uma

simples analise dimensional, ou seja:

ueocg %:% (2.12)

Oy

du

@

Figura 2.3 — Grafico Tensdo x Deformagao uniaxial

A energia de deformagdo total acumulada no corpo pode ser calculada como a
integral da energia especifica de deformacdo (no caso Lagrangiana) sobre o volume

inicial do corpo, ou seja,
U, = jVO u, dv, (2.13)
Voltando-se a equagdo (2.11) constata-se que,

oy(e) =" (2.14)

ou seja, se € possivel conhecer uma expressao para a energia especifica de deformagao

(em fungdo da deformagao) de um determinado material, a lei constitutiva pode ser
escrita pela expressao (2.14). Duas defini¢des estdo presentes em (2.14), a primeira ¢

que se existe explicitamente u, o material ¢ dito hiperelastico, veja a figura 2.5a, e a

segunda ¢ que tensdo ¢ “conjugada energética” da deformagdo, pois ¢ encontrada como
a derivada da energia especifica de deformacdo em relagdo a deformagao.

Por exemplo, seja a funcdo energia especifica de deformagao:
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u, (&) :%,92 (2.15)

onde E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal. Entdo, a tensdo conjugada energética
de ¢ ¢é:

ao(g)=aa”f; —Ee¢ (2.16)

que ¢ a conhecida Lei de Hooke uniaxial. Deve-se lembrar que nesse capitulo ndo se

esta considerando variagao de area ou de volume. Conclui-se, portanto, que a Lei de
Hooke uniaxial pode ser escrita na forma quadratica (2.15). Deve-se observar que um
potencial quadratico ¢ muitas vezes classificado como convexo. No jargdo da
elasticidade matematica os potenciais admitidos como geradores de leis constitutivas
consistentes devem ser convexos.

A definicdo de material hiperelastico facilita a introdu¢do de outras medidas de
deformag@o nos modelos de materiais, por exemplo, o modelo constitutivo de Saint-
Venant-Kirchhoff ¢ definido colocando-se na forma de (2.15) a deformacgao de Green,
ao invés da deformagao de engenharia, ou seja:

K

u¥* (E) :?EZ (2.17)

e

onde K ¢ chamada constante elédstica longitudinal do modelo. A derivada da energia
especifica de deformagao de Saint-Venant-Kirchhoff ¢ uma medida de tensdo chamada
tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. A tensao de Piola-Kirchhoff ¢ dada por,

SVK
_ du;

dE

S -KE y=u=| SdE (2.18)

Os modelos constitutivos escritos nas formas (2.15) e (2.17) sdo chamados aqui
de modelos constitutivos integrais. Assim, um modelo constitutivo integral (potencial)
quadratico resulta em uma lei constitutiva que relaciona de forma linear a deformagao
adotada e a sua tensdo conjugada, o que ndo quer dizer que a relagdo entre a forca
aplicada no corpo e o deslocamento resultante seja linear.

Sendo de interesse, pode-se criar a expressao de um modelo constitutivo linear

para a deformacao de Almansi uniaxial como:

Al
ufl:%ZAz M= _ga 2.19)

dA

onde Z ¢ o modulo elastico desse modelo e M sua tensdo conjugada. Para

exemplificar o que foi dito, volta-se a figura 2.1 e escreve-se a relacdo entre a forca

37



aplicada F e o comprimento atual da barra usando-se os modelos constitutivos de
Hooke (2.16), de Saint-Venant-Kirchhoff (2.18) e linear de Almansi (2.19).
Pelo fato da area ser constante, para os trés modelos tem-se:

F=a0,4,, F=a,S4,, F=aM 4, (2.20)

onde ¢, relaciona a tensdo considerada e a tensdo real (de Cauchy). Para a Lei de Hooke

tem-se:
_ Fla)?
anlEg EOAO = £=£0+@ (2.21)
4, EA,
Para a Lei de Saint-Venant-Kirchhof tem-se:
- Fla,)l.
F=azl(f—2€°jKAo - z:\/zfﬁz% (2.22)
AL K4,
Para a Lei de Almansi linear:
2 g2
F:a3l{£ f‘)jZAO = {= b (2.23)
20 ¢ J-2(F/a,)/(Z4,)

Para um mesmo valor de constantes elasticas Z =K = E =1 e adotando-se

a,=1, (,=1 e A,=1, o grafico da figura 2.4 mostra a diferenca dos modelos

constitutivos no comportamento do elemento estrutural da figura 2.1.

2 -
1 A”&ﬁ
0
-1 4
3
5 21 Hooke
L —o— SVK
-3 —~— Almansi
-4
-5
_6 T T T T T T T T 1

T T T T T T T
000 025 050 075 100 125 150 1,75 2,00
Comprimento

Figura 2.4 - Comportamento de uma barra de trelica dependendo do modelo constitutivo

com ¢, =1
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Deve-se observar que os modelos constitutivos sdo diferentes apesar de
representarem uma relagdo linear entre cada medida de deformagdo e a tensdo de
referéncia. Quando as deformacgdes sdo pequenas as curvas se confundem, isso ocorre
porque, conforme a equacao (2.10), as deformagdes se confundem.

Uma analise detalhada da figura 2.4 revela que a Lei de Hooke e a Lei de Saint-
Venant-Kirchhoff admitem inversdao do material para niveis finitos de tensdo. Isto

ocorre quando /=0. Para ¢, =1, no caso da Lei de Hooke a degeneracdo ocorre para
0, =—E eno caso da Lei de SVK para S =-E/2. Ja a lei constitutiva que relaciona de

forma linear a deformacdo Euleriana de Almansi e a tensdo (nesse caso nominal) ndo
admite a degeneragao material.
Recorda-se o comentério feito antes da equacdo (2.4), ou seja, para problemas

fisicos sempre deve ocorrer A=///, >0, pois ndo se pode admitir degeneragdo do

material. Assim, para grandes deformacdes as Leis de Hooke e SVK sao inapropriadas.
Entretanto, ¢ possivel se criar leis constitutivas que evitem a degeneracdo para as
medidas de deformagdo Lagrangianas. Por exemplo, seja a seguinte lei constitutiva

escrita para a deformagao de Green:

u, = %((21@ +1)—In(2E+1)) 1) (2.24)

entao

S:d”ezK( B j:KA (2.25)
dE 2E+1

que representa 0 mesmo comportamento da Lei Linear de Almansi para o material
constituinte da barra. Assim, podem-se criar leis constitutivas ndo lineares que se
adaptem ao comportamento do material que se deseja modelar, utilizando-se medida de
deformacao conveniente, como a deformacgdo de Green.

Outro exemplo de adaptacdo de leis constitutivas a medida de deformagdo de

Green ¢ a adaptacao da Lei de Hooke, que pode ser escrita em fungdo da deformacao de

Green como:
u, = %(2(2151 +1)2 ~6E) com § = f;f@e, =K (\/215 +1- 1) =Ke (2.26)

Deve-se observar, entretanto, que a tensao encontrada em (2.26) e (2.25) ¢ a
tensdo de Piola-Kirchhoff, indicando que a adaptacdo apresentada ndo ¢ completa.
Pelas as expressoes (2.24) até (2.26), observa-se que a relacdo entre tensdo e

deformacdo (de Green) ndo resultou linear para os potenciais de energia especifica de
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deformacdo adotados. Para se ilustrar uma lei constitutiva ndo linear genérica, seja a

seguinte expressao calibrada para um determinado material:

u =%82+%84+....+a182+a284+.... (2.27)

e

onde as constantes b,c,...,a,,a,,... sdo determinadas em laboratorio, calcula-se a tensdo

conjugada uniaxial, como:

= CZJ‘B =be+ce +.... (2.28)
€

Gy

que resulta em uma relagcdo nao linear entre a tensao e a deformacao conjugada, veja a
figura 2.5. Da equagdo (2.28) pode-se escrever uma relagcdo diferencial entre tensdo e
deformagdo conjugadas, como:

d’u d’u,

do
do, =—2d¢g = cde=F (g)de ou
%o de de?  (©) de’

= E (¢) (2.29)

onde o chamado modulo de elasticidade tangente E (&) é dado por:

2
d—”;=E, (6)=b+3ce> +.... (2.30)
de
que pode ser visto no detalhe da figura 2.5b.
O modulo de elasticidade tangente, que ¢ a hessiana da energia especifica de

deformacao, expressa a rigidez do material para cada nivel de deformacao medido.

Oy

0
Ue

———
-

E¢(€)

/

(a) Energia especifica de deformacao (b) Lei constitutiva ndo linear

Figura 2.5 — Comportamento hiperelastico ndo linear

Desta forma, fica evidente que a elasticidade linear ¢ uma particularizagdo da
elasticidade geral, no caso deste capitulo, da hiperelasticidade. Apesar de ndo se ter
comentado, por ser conceito inerente a disciplinas anteriores, materiais hiperelasticos,
por serem elésticos, retornam ao nivel de deformacdo nulo quando descarregados, ou

seja, ndo apresentam deformacgdes residuais.
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2.3 - Formulacio estatica do MEF posicional para trelicas

Nesse item, aproveitando-se os conceitos que relacionam energia e equilibrio
apresentados no capitulo 1 e os conceitos de energia especifica de deformag¢ao uniaxial
e leis constitutivas dos itens anteriores, serd apresentada a formulacdo estatica do MEF
posicional para a solucao de trelicas bi e tridimensionais que ¢ baseada no Principio da

Estacionariedade da Energia Mecanica.

2.3.1 - Energia potencial das forc¢as externas e energia de deformacgao

Na figura 2.6 ilustra-se uma trelica genérica em sua configuragao inicial. A
solugdo desse problema consiste em se determinar as posigdes atuais dos nés (equilibrio
estatico) para um conjunto de forgas externas e restricdes de posi¢des para determinados

no6s, conforme mostrado na figura 2.7.

A

»
'

X

1

Figura 2.6 - Trelica 2D em sua configurag¢do inicial - for¢as ainda nao aplicadas

E comum se definir por elemento finito um subconjunto do dominio de analise
sobre o qual se aproximam as varidveis de interesse. No caso de trelicas, o elemento
estrutural (barra simples) se confunde com o proprio elemento finito de treliga, uma vez
que esses sdo subdominios da estrutura e apresentam comportamento muito simples, a
saber, deformacao longitudinal constante. Na figura 2.6 observa-se que tanto os nés da
trelica quanto os elementos foram numerados. Essa figura representa a trelica em sua
configuracdo inicial, por isso os eixos coordenados representam apenas as coordenadas

iniciais X, e as forgas foram apresentadas tracejadas, pois ainda ndo foram aplicadas.

Ao se aplicarem as forgas externas, a trelica ocupard a posi¢ao deslocada (atual),

conforme representada na figura 2.7.
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y-<

Figura 2.7 - Trelica 2D genérica na configuracao atual

Na figura 2.7 foram apresentadas as coordenadas atuais correspondentes aos nds

numerados conforme a figura 2.6, ou seja, ¥,” onde i representa dire¢do (que pode

variar de 1 até 2 para problemas 2D e de 1 até 3 para problemas 3D) e & representa o
no. Da mesma forma, para a configuragdo inicial existem as coordenadas X . Como
ilustracdo apresentam-se duas forgas externas aplicadas ndo nulas no ndé 6 (uma
horizontal e outra vertical), mas para um problema genérico, todos os nés podem estar
sujeitos a forgas aplicadas F“ .

Das figuras 2.6 e 2.7 e da equagdo (1.2) escreve-se diretamente o célculo do
potencial das forgas externas para uma trelica genérica, como:
P=-F"Y" (2.31)
onde indices repetidos indicam soma. No caso ¢ =1,...,nnos e i=1,2 ou i=1,2,3 para
os casos bi e tridimensionais, respectivamente, onde 710s representa o numero de nos
da trelica. E de interesse observar que, desconsiderando-se as restrigdes impostas aos
n6és 1 e 10 da treliga ilustrativa, esse problema apresenta 20 possiveis graus de
liberdade, ou seja, 2 mobilidades (ou graus de liberdade) independentes por no
(problema 2D). Assim, para um problema geral de treliga, o niumero total de graus de
liberdade ¢ dado por n =2nnos ou n =3nnos, para os casos 2D e 3D, respectivamente.

Com essa nocdo da relacdo entre o numero de ndés e o nimero de graus de
liberdade, podem-se organizar os graus de liberdade dos problemas de trelica na forma

de vetor Y, ao invés da forma de matriz (ou tensor) ¥;* pela seguinte correspondéncia:

J=d(a-1)+i (2.32)
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onde d ¢ a dimensdo do problema. Por exemplo, os graus de liberdade do n6 8 da

trelica da figura 2.7 sdo (Y5,Y,;) ao invés de se escrever (Ylg, Yf) :

AXL Y

Figura 2.8 - Descri¢do da mudanca de configuragdo para um elemento finito

A figura 2.8 é uma adaptagdo da figura 2.2 para um elemento finito j qualquer
de uma trelica geral. Em uma numeragao local, um dos nés do elemento sempre sera
chamado de n6 1 e o outro de n6 2, porém, esses nos correspondem a uma numeragao

global ¢ e f. Tal correspondéncia, em um c6digo computacional, ¢ identificada pela
'matriz' de incidéncia nodal, ou seja, para a figura 2.8:

a= inc(j,l) e p= inc(j,2) (2.33)
ou seja, para um elemento j seu primeiro né (local) corresponde ao n6 global & e seu

segundo no local corresponde ao nd global . No exemplo da figura 2.6, para o
elemento 11 pode-se inferir que: inc(11,1)=4 e inc(11,2)=6.

Como o interesse deste texto ¢ a elaboragdo de codigos computacionais para a
analise ndo linear geométrica de estruturas, alguns trechos de codigo ou de algoritmos
serdo apresentados com o intuito de motivar a programagdo. Quando um trecho de
codigo for apresentado serd usada uma linguagem basica em FORTRAN, porém o leitor
esta livre para usar a linguagem de sua preferéncia.

Neste ponto da leitura ja se sabe que se deve informar ao cédigo computacional
o numero de nds, o namero de elementos, as coordenadas iniciais dos nos, a incidéncia
dos elementos, a area das secoes transversais ¢ a constante elastica do material de cada

elemento. Isto ¢ feito no trecho de codigo (versao 3D) a seguir:
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read(3,*) !Num de nos, Num de elem, Num passos,tol
read(3,*) nnos,nel,nt,tol

write(50,*) 'Num de nos, Num de elem, Num passos, Tol'
write(50,*) nnos,nel,nt,tol

read(3,*) !No, X1, X2, X3

write(50,%*) 'No, X1, X2, X3'

do i=1,nnos

read(3,*) kx(3*(k-1)+1),x(3*(k-1)+2),x(3*(k-1)+3)
write(50,%) k, x(3*(k-1)+1),x(3*(k-1)+2),x(3*(k-1)+3)
enddo

read(3,*) El nol, no2
write(50,%*) 'El, nol, no2’

do i=1,nel

read(3,%*) k,inc(k, 1),inc(k,2)
write(50,%*) k,inc(k,1),inc(k,2)
enddo

read(3,*) !Elemento, Elasticidade, Area
write(50,*) 'Elemento, Elasticidade, Area’
do i=1,nel

read(3,*) k.el(k),a(k)

write(50,%*) k,el(k),a(k)

enddo

"I" indica comentario, sendo a leitura

No trecho de codigo anterior, o simbolo
daquela linha muda. Além das varidveis ja descritas, informaram-se o nimero de passos
de carga e a tolerancia da andlise. Estes parametros serdo descritos mais adiante e estdo
relacionados a aplicagdo do método de Newton-Raphson para a solucdo do equilibrio
ndo linear. A unidade 3 corresponde ao arquivo de entrada e a unidade 50 ao arquivo de
saida. Observe que na leitura das coordenadas a relagao entre nds e diregdes com o grau
de liberdade, equagdo (2.32) foi aplicada para a organizacdo vetorial do problema.

Imaginando-se que cada quadro da treli¢a da figura 2.6 possua dimensdes 2 na

horizontal por 1 na vertical, que todas as barras possuam area 1 e modulo de
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elasticidade 1000, o arquivo de entrada para a leitura apresentada seria, por exemplo,

CoOmo seguc:

Num de nos, Num de elem, Num passos, tolerancia
10,16,10,0.000001
No, X1, X2, X3
1,1,2,0

2,3,2,0

3,5,2,0

4,7,2,0

5,920

6,9,3,0

7,7,3,0

8,5,3,0

9,3,3,0
10,1,3,0

El nol, no2
11,2

2,2,3

3,3,4

4,45

51,9

6,2,9

7,2,8

83,8

93,7

10,4,7

11,4,6

12,5,6

13,10,9

14,9,8

15,8,7

16,7,6

El Elasticidade, Area
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Retornando a descri¢do do problema, conhecida a incidéncia dos elementos

pode-se escrever a energia de deformagdo para um elemento finito qualquer j em
funcdo das varidveis principais do problema, a saber, posi¢des nodais, como:

Ul (0, vy ) =ul (ve) (234)
onde, nesse caso, & € o nod local, podendo assumir valor 1 ou 2, ¢ i é a diregdo.

Recordando-se a equagdo (2.13) escreve-se:

1

Ul (v) =, ul(¥)av, (2.35)

onde indice entre paréntesis ndo indica soma. Apesar de se poder utilizar qualquer
medida de deformagdo, por coeréncia aos proximos capitulos, adota-se a deformagao de
Green para o desenvolvimento do codigo de treliga. Qualquer potencial de energia
especifica dependente da deformacdo de Green poder ser utilizado, neste capitulo serdo
adotados os trés potenciais de energia especifica de deformagdo dados pelas equagdes
(2.17), (2.26) e (2.24), que correspondem, respectivamente, as Leis constitutivas de
Saint-Venant-Kirchhoff, de Hooke e Linear de Almansi para modelar materiais

diferentes. Lembra-se aqui que todas as tensdes conjugadas correspondem a tensdo de
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Piola-Kirchhoff de segunda espécie, portanto apenas o primeiro modelo corresponde
perfeitamente ao modelo original.

Identificando-se nessas expressdes que a grandeza que depende das posigdes
nodais da trelica ¢ a deformacdo de Green e que essas energias especificas sdo

constantes em um elemento de treliga, reescreve-se a equagao (2.35) como:
Ul (%)= 4000 (B(1)) (2.36)
A energia de deformagdo de toda a trelica é dada pela soma das energias de

deformacao de todos os elementos finitos, ou seja:

nel

U, =>U/(Y/) (2.37)

J=1

Portanto, a energia mecanica total do sistema fica dada por:

nel

M=P+U, =—FY"+Y U/ (Y/) (2.38)
j=1

2.3.2 - Equacdes de equilibrio - Estacionariedade da Energia Mecanica
Conforme descrito no capitulo 1, o equilibrio da estrutura, no caso trelica, ocorre
quando a varia¢do da energia mecanica do sistema é nula. Tomando-se a equagao (2.38)
a estacionariedade ocorre quando:
oIl

}7[7

éH:

SY/ =0 (2.39)

que, usando a correspondéncia entre nds e diregdes com graus de liberdade, equagdo
(2.32), também pode ser escrita como:

oIl .
éHza—Y§K:0 com i=d(y-)+/ (2.40)

1
A variagdo JY; ou (§Y ) ¢ arbitraria, ou seja, cada componente dessa variagao

pode assumir qualquer valor real independentemente do valor assumido por outra

componente. Por exemplo, para um problema com 10 graus de liberdade pode-se
arbitrar §Y' = (0, 0,0, 0,1,0,0,0,0,0), que implica oI1/0Y; =0. Assim a equagdo (2.40),

para um problema com 10 graus de liberdade, representa 10 equacdes de equilibrio. De
maneira compacta, para um problema qualquer com 7 graus de liberdade, a equagao

(2.40) pode ser substituida simplesmente por:
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A_P ey, ou M _o, (2.41)
oy, oy, o, oy;

que representa 1 equacdes de equilibrio.

Forcas externas
Observando-se a expressdo (2.38), procede-se inicialmente a derivada da energia

potencial das for¢as externas (conservativas) como:

o o(-FEY) oyt s

onde, como se sabe, o Delta de Kronecker vale 0 para indices diferentes e 1 para indices
iguais. O significado da operacdo algébrica da equagdo (2.42) ¢ que a derivada da
posicdo de um nd em relacdo a posicdo de outro nd sdé pode existir para nos
coincidentes, ou seja, se @ = /. A derivada em relagdo a uma dire¢do qualquer em
relagdo a outra dire¢do s6 pode existir se as dire¢cdes forem coincidentes, ou seja, i =k .
Em um problema simples pode-se verificar a equagdo (2.42) de uma forma
direta. Por exemplo, em um problema 2D com apenas 3 nos ter-se-ia:
P=-FY -FY - FY-F}Y}-FY} - F)Y] (2.43)

realizando-se a derivada diretamente, por exemplo,

P oY! oY, oY’ oY} oY’ oy;
e e il i el s (244)
oY, oY, oY, oY, oY, )4 oY,
tem-se,
8[P 1 1 2 2 3 3 2
aYZ:—FI.O—FZ.O—FI.1—FZ.O—FI.0—FZ.0=—FI (2.45)
1

que confirma a equagao (2.42).
Reescrevendo-se a equacao (2.42) para graus de liberdade, ao invés de nos e
direcoes, tem-se:

op O(-FY,)

@ _ ov,
oy,  or,

=-F, 67:_1:;‘5"[:_]:[ (2.46)

1

que indica que a derivada do potencial de forcas aplicadas em relagcdo ao grau de
liberdade i ¢ o negativo da forga externa aplicada segundo o grau de liberdade

considerado.
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Forcas internas

Observando-se a definicdo de conjugado energético forca interna - posi¢ao, veja
equacdo (1.12) do capitulo 1, procede-se a derivada, em relagdo as posi¢cdes nodais
(graus de liberdade) do termo correspondente a energia de deformagdo presente na

equagao (2.38), como:

nel

aUe az Ue/ (Ykﬂ) nel aUJ (Y;(ﬂ)
Y,

Fa(int) — — j=1 —
Ty e

(2.47)

Conforme se pode observar na figura 2.6, a energia de deformacdo de cada
elemento finito depende apenas de dois nds. Por outro lado a forga interna associada a
um no sera a soma das forcas internas dos elementos finitos concorrentes aquele nd. Por
exemplo, serd possivel calcular as forcas internas dos elementos 9, 10, 15, 16 que sao
conectados ao no6 7 e, por simples soma, computar as forgas internas do n6 7.

No que segue, utilizando-se numeragdo local, mostra-se como se calculam as
forcas internas nos elementos, depois, usando-se a 'matriz' de incidéncia nodal, equagao
(2.33), e a relagdo entre nos e direcoes com graus de liberdade, equacdo (2.32),
apresenta-se o procedimento de 'montagem' do vetor de forcas internas para a estrutura
toda. Esse procedimento ¢ mostrado de forma compacta na figura 2.9, onde se

representam as forcas internas calculadas como a derivada da energia de deformagao do

elemento j em relagdo aos graus de liberdade locais que, por soma, serdo acumulados

(——) nos graus de liberdade globais correspondentes.

an /ayzl(m/) =F~21(1m)j

T U’ /ay;l(iur) _ Fvll(int)j

_>
1 T}Tzz(mm + sz/i([nt)

2in0j  + Bint)
T ——F

IZh)

XY

Figura 2.9 - Representagao grafica 2D das forgas internas em um elemento

De acordo com os itens 2.1 e 2.2 desse capitulo, qualquer potencial convexo

pode ser utilizado para modelar a energia especifica de deformacao, inclusive qualquer
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medida de deformacao objetiva pode ser adotada para gerar o potencial. Para se manter
a coeréncia com os capitulos subsequentes, aqui sera adotada a deformacao de Green e
as energias de deformacdo que representam os modelos constitutivos de Saint-Venant-
Kirchhoff, Hooke e Almansi linear, conforme as equagdes (2.17), (2.26) e (2.24),

respectivamente, reescritas de forma conveniente como:

S (B) = ?Ez (2.48)
Hooke K 3/2
u ook — ?(2(2E +1)"” — 6E) (2.49)
u = g((zm £~ In(E+1)-1) (2.50)

chamadas simplesmente de u, nos desenvolvimentos a seguir:
Lembrando-se da equacao (2.36), procede-se a derivada da energia de

deformac¢do de um elemento finito j aplicando-se a regra da cadeia, ou seja:

ou/] Dy a”‘e/(E) OE — 4Upig ok

onde S ¢ a tensdo de Piola-Kirchhof uniaxial no elemento.
Das equacgodes (2.7), (2.8) e (2.9) se escreve:
2 Y-y (2= + (v -rY
Elﬁz lzl(l 1) (222) (3 3)_1 (2.52)
2\ ¢ 2 I
e, portanto,
B _ (W-¥) em  (W-¥) am _ (W-T)
oy 2 oY, 2 or: 2
6E2:+(Y2 _zYZ)’ 6]%:_(¥ —ZYs), 6E2:+(Y3 —2Y3) (2.53)
ov; ) A B oY; I
ou, indicialmente
oE (-1
OB _ (D (v2-1)) (2.54)

ovy 0
com f=1,2 e k=1,2,3 para problemas 3D ou k =1,2 para problemas 2D.

Assim, a expressdo da forga interna (Lagrangeana) na numera¢ao local para um

elemento finito de treliga fica

wy _OU _ gD i
(R )) W _ A4S = 0) =1 (2.55)
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Ao se analisar a equagdo (2.55) para uma barra horizontal, por exemplo,

identifica-se que o resultado da for¢a interna é F™ =S4,(¢/¢,) revelando que
o, =0/?, na equagdo (2.20). Essa ¢ a relagdo entre a tensdo de Cauchy e a tensdo de
Piola-Kirchhoff de segunda espécie para a representacdo uniaxial o =/¢/¢ S =JS, onde

J=dV/dV, é a relagdo entre volumes, conforme serd confirmado pela expressdo

(4.119).

Como ilustragdo, pode-se recuperar os modelos com ¢, =1, das equagdes (2.21),

(2.22) e (2.23) com a seguinte adaptagao ndo rigorosa da equagao (2.55):

. J J B
() = =5~ 40 es9)

Por for¢a de ilustragdo, essa for¢a interna sera usada como alternativa ndo
rigorosa no cddigo computacional. Nas deducdes continua-se utilizando a equagdo
(2.55) lembrando-se que a formulacdo ¢ Lagrangiana e a deformacdo de referéncia ¢ a
deformacdo de Green. Aplicando-se a adaptagdo a estrutura ficara mais flexivel na
tragdo e mais rigida na compressao do que aquela apresentada no grafico da figura 2.4.
Isso significa que se podem alterar modelos constitutivos para melhor corresponder a
um comportamento esperado do material. Seus resultados em pequenas deformagdes,
mas grandes deslocamentos, ndo apresentam diferencas significativas, porém, no grafico
da figura a2, mostra-se que os modelos modificados (2.55") possuem comportamento
mais rigido a compressao do que os modelos naturais (2.55).

Na versao de graus de liberdade, a equagdo (2.55) fica.
(£ )j = Ags(_%ﬂ(yf -Y) com i=d(B-1)+k (2.56)

0

onde d ¢ a dimensdo do problema.

Para cada uma das energias de deformagao (2.48), (2.49) e (2.50) tem-se valores

de tensdes diferentes, indicando a diferenca do modelo constitutivo adotado, como:

S (E)=KE, §™" = K(\/znz, +1 —1) , S = K(ZEE 1) (2.57)
+

onde K ¢ o modulo de elasticidade do material, bem definido para pequenas
deformagdes. Conforme o modelo constitutivo escolhido substitui-se a tensao
correspondente, equagdo (2.57) na tensdo S genérica da expressao (2.55) ou (2.56) para

o calculo da forca interna.
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Ainda esclarecendo a passagem da equagdo (2.55) para (2.56), conforme se
observa, na numeracao local do elemento finito de barra simples (trelica) existem, no
caso tridimensional, 6 graus de liberdade e, portanto, 6 forcas internas (componentes),
trés para cada n6. A correspondéncia entre graus de liberdade e os dois indices no-

diregdo ¢ feita como:

F| K :

r _ P ou F=F/ com i=d.(f-1)+k (2.58)
F| |F

E)O\E

onde d ¢ a dimensdo do problema.

Usando-se a correspondéncia entre no-direcdo e graus de liberdade da equacao
(2.32), repetida em (2.56) e (2.58), e a correspondéncia entre no local e n6 global da
equacdo (2.33), as forcas internas globais se relacionam de forma cumulativa com as

forgas internas locais como:
(Em ) = (B (B Y™ com i =d.(inc(j, B)~1)+k (2.59)

que resume a montagem por acimulo (soma) das forcas internas.
A luz das equagdes (2.38) e (2.41), usando-se as expressdes (2.46) e (2.59)

resultam as 7 equagdes ndo lineares de equilibrio:
Eint (Y) _ Eext — Ol- ou E{ﬂ int (Y) _ E{ﬂ ext _ Ok (260)

onde o vetor dos graus de liberdade (posi¢des) da estrutura Y ¢a incégnita do

problema. As forcas internas calculadas na equacao (2.55) e montadas na equagao

(2.59) sao funcgdes ndo lineares das posicdes incognitas Y, caracterizando a ndo
linearidade das equacgdes de equilibrio (2.60).

Para auxiliar o entendimento da técnica de solucdo a ser apresentada no préximo
item, ¢ interessante comentar que as forcas internas s6 podem ser calculadas na forma
de tentativa e as equagdes de equilibrio s6 sdo satisfeitas quando o vetor posi¢ao
tentativa coincidir com a posi¢ao de equilibrio (exata) da estrutura.

No que segue, um trecho de programa FORTRAN que calcula a forca interna

para o modelo de Saint-Venant-Kirchhoff ¢ mostrado:
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do j=1,nel
kl=inc(,1)
k2=inc(j,2)
rl02=(x(3*(kl1-1)+1)-x(3*(k2-1)+1))**2
#+(x(3*kl-1)+2)-x(3*(k2-1)+2)) **2
#+(x(3*kl-1)+3)-x(3*(k2-1)+3)) **2
ri2=0(3*(kl-1)+1)-y(3*(k2-1)+1))**2
#+((3*%kl-1)+2)-y(3*(k2-1)+2))**2
#+((3*kl-1)+3)-y(3*(k2-1)+3))**2
eg=(rl2-rl02)/r102%*0.5
¢ Saint-Venant-Kirchhoff
ue(j)=0.5*el(j) *a(j) *(rl02**.5) *eg**2 lenergia de def
s=el(j)*eg !tensdo de Piola
fn@G)=s*a(j) lforca normal Lagrangeana na barra
¢ Forcainterna
do ib=1,2
doia=1,3
k=3*(ib-1)+ia
dedyba=(-1.)**ib/rl02*(y(3*(k2-1)+ia)-y(3*(k1-1)+ia))
fiel(j,k)=dedyba*el(j) *eg*a(j) *(rl02**.5) leq (2.51) ou eq (2.55)
enddo lia
enddo !ib
enddo lj

Trabalho 1: Aproveitando os dois trechos de programa e a teoria discutida até aqui, o
aluno devera fazer um programa que leia coordenadas finais de uma estrutura hipotética
(por exemplo de uma tunica barra) e calcule as tensdes e for¢as normais nas barras e as
forgas internas globais (usar a equagdo (2.55°). Sabendo que na posi¢do de equilibrio
(no caso imposta) as forcas internas sdo iguais as forcas externas, veja equacao (2.60),
as forgas internas calculadas informam quais as for¢as que deveriam ser aplicadas na
estrutura para que esta saisse das coordenadas iniciais para as coordenadas atuais.
Também devem ser testados casos em que a estrutura sofre apenas movimentos
de corpo rigido, verificando que nessas situagdes ndo surgem forgas internas, ou seja, as

medidas de deformagdo sdo objetivas.
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2.3.3 - Técnica de Solugido basica - Newton-Raphson
Nesse item a estratégia de solucdo do sistema ndo linear, equacdo (2.60), ¢
esclarecida. Comeca-se reescrevendo a equagdo (2.60) usando a estrutura de graus de

liberdade descrita anteriormente, acrescentando-se o vetor g na igualdade que sera

usado para facilitar a descricao,
Lo _a,
5175y, o,

J

~F =F"~F,=0, @61

onde Fj’” ¢ o vetor de forca interna calculado como derivada da energia de deformagao
em relagdo as posi¢gdes nodais. As posigoes nodais sdo as incognitas do problema e nao
se conhecem a priori seus valores, portanto, quando se arbitra uma posigdo tentativa ¥’
para o equilibrio, a equagéo (2.61) retorna valor ndo nulo para g, ( Y’ ) que se torna o
vetor de desbalanceamento mecénico do método de Newton-Raphson. Comenta-se que
a primeira posi¢ao tentativa € a posicao inicial do problema X.

Expandindo-se o vetor de desbalanceamento na vizinhanga da posic¢ao tentativa
Y’ encontra-se:

_ _ og .
gj(Y):gj(Y())+_J

k

AV, +0; =0 (2.62)

(")
onde Y ¢ a solucdo procurada do problema.
Desprezando-se os termos de ordem superior Of., reescreve-se a segunda

igualdade de (2.62) como:

iy -1

0g - o’U _, s
Ay, =-| =£ (Y )=- ¢ Y')=—(H,) g, (Y’ 2.63
S AN R (H,) 2,(7") (2.63)
Y
: < - , o°U ,
onde AY, € a corre¢do da posicdo e, para forgas conservativas, H,; =W ¢ a
k J |y
matriz Hessiana ou rigidez tangente do problema para a posi¢ao tentativa.
A solugdo tentativa ¢ entdo melhorada fazendo-se:
Y =Y!+4Y, (2.64)

com o novo valor tentativa retorna-se a equagdo (2.62) onde se calcula o novo

desbalanceamento e a equacdo (2.63) para se calcular uma nova corregdo, até que
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4Y, ou g, sejam suficientemente pequenos. O nivel de carga ¢ aumentado de forma

incremental para se percorrer o caminho de equilibrio da estrutura analisada e identificar
a existéncia de pontos ou trechos de instabilidade, quando a matriz Hessiana deixa de
ser positiva definida, conforme a discussdao da natureza do equilibrio realizada no
capitulo 1.

No proximo item mostra-se a obtengdo da matriz Hessiana (ou rigidez tangente) de

treligas.

O algoritmo de Newton-Raphson pode ser resumido como segue:
a) Assume-se como primeira tentativa de solu¢do a posi¢do inicial, ou seja, Y, = X,

b) Incrementa-se o nivel de carga F, = F, +dF, ou de posicdo prescrita Y, =Y, +dY,
¢) Calculam-se nos elementos F" e H i expressoes (2.56) e (2.70)

d) Montam-se o vetor global de forcas internas e a Hessiana global, usando (2.59) e
(2.74)

e) Resolve-se AY, no sistema linear (2.63)

f) Atualiza-se a posi¢do — equagdo (2.64)

g) Calcula-se |AY,€|/|X,{|. Caso |AYk|/|Xk|<tolerdncia encontrou-se a posi¢do de
equilibrio para este nivel de carga, volte ao item (b) e incremente a carga. Caso

contrdrio, volte ao item (c¢) e, com Y' calculado no item (f) como nova posi¢do

tentativa, fagca nova itera¢do para melhorar a precisdo da solugdo.

2.3.4 - Calculo da Matriz Hessiana

No item anterior mencionou-se que a matriz Hessiana da estrutura ¢ dada por:

B o°U,
ik oY oY, .

(2.65)

Tal como realizado para a for¢a interna, no item 2.3.2, a matriz Hessiana sera
desenvolvida para um elemento, usando a notacdo nd-direcdo e depois montada por
acimulo e correspondéncia de graus de liberdade para toda a estrutura. Assim, a

equagdo (2.65) fica escrita para um elemento j como:

wy __OU! s\ 0 (oU!
(H) = Y7017 ou (H") =or [61’,?} (2.66)
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Deve-se observar que, pelo fato das forcas serem conservativas e pelo teorema

de Schwartz, a matriz Hessiana ¢ sempre simétrica. Aproveitando-se a equacao (2.51) se

€SCreve

oy O [oul(E) OE
H?Y = 4D ¢ 2.67
(1) =4 oaYia[ " aykﬁj (2.67)

ou, realizando-se a derivada do produto

» L otu (B ou’ (E 2
(Hiiﬂ )J — Ao(])g(oj) ue( ) K n ue( ) 0'E (2.68)
oY“oE oY/  OE oY“oy/
Aplicando-se a regra da cadeia sobre o primeiro termo do paréntesis, resulta:
o[ Oul (B ou! (E) &
(7Y = apap| LeclB) 2B o0 2w (K)o 2.69)
OB’ ov“oy! OB ov“oYy/
Das expressoes (2.18) e (2.30), pode-se escrever (2.69) como:
S oE OF O’E
H?Y = 4909 K (B + 2.70
( ik ) 0 0 [ t( )6Yia aYkﬁ' 6Y10‘8Ykﬁj ( )

onde § a tensdo de Piola-Kirchhoff uniaxial, veja a equagdo (2.57), ¢ K,(E) ¢é o

modulo de elasticidade tangente do modelo constitutivo adotado.

Da mesma forma que se adaptou a equagao (2.55) pode-se adaptar (de forma nao
rigorosa) a equagdo (2.70) para se ter ¢, =1 e se reproduzir os modelos constitutivos
(2.21), (2.22) e (2.23). Assim, em geral, nos exemplos apresentados utilizou-se, no lugar

de (2.70), a seguinte equagao:

() = (8

2 2
OE OE oK ]EO 2.70)

+ R
oY« oyl ovtoy/ )’

A rigor dever-se-ia ia derivar ¢’ para se ter um calculo rigoroso. Os modulos de
elasticidade tangente sdo calculados a partir das (2.48) até (2.50), aproveitando-se

(2.57), como:

1 1
f 2E+1 (2E+1)’

Para valores de posigdo tentativa, calculam-se com facilidade E, S e dE /oY .

Falta calcular a segunda derivada da deformagdo de Green em relagdo as posi¢des. Para

tanto, aplica-se a segunda derivada pretendida sobre a equagado (2.54), como:
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FE 0 B (1Y (¥ -Y) (—nf-1e
) o) () o) R ) A 2 "

1

(2.72)

onde f=12 ¢ =12 sdo os nds do elemento ¢ i =1,2,3 ¢ k=1,2,3 sdo as diregdes
para um problema 3D.
Pode-se substituir (2.54) e (2.72) em (2.70) para se escrever a formula completa

da matriz Hessiana de um elemento finito, como:

BN _ 1B aﬁ (Yiz_x‘l)(ykz_nl)
(HY =(=D"(-D) . K, (B) 7 3

+S6, (2.73)

Usando-se a correspondéncia entre no-dire¢do e graus de liberdade da equacdo
(2.32) e a correspondéncia entre n6 local e n6 global da equacgdo (2.33), a matriz

Hessiana global se relaciona com a matriz Hessiana local por acumulagdo como:

J local

HE = g8 4 (H,.Zﬁ) com o =d.(inc(j,a)~1)+i € z=d.(inc(j, f)-1)+k (2.74)

Um exemplo de codigo FORTRAN que realiza essa operagao €:
do j=1,nel
kl=inc(j,1)
k2=inc(j,2)
rl02=(x(3*(kl-1)+1)-x(3*(k2-1)+1))**2
#+(x(3*kl-1)+2)-x(3*(k2-1)+2))**2
#+(x(3*kl-1)+3)-x(3*(k2-1)+3))**2
ri2=0(3*(ki-1)+1)-y(3*(k2-1)+1))**2
#+((3%kl-1)+2)-y(3*(k2-1)+2))**2
#+(3*kl-1)+3)-y(3*(k2-1)+3))**2
eg=(rl2-rl02)/rl02%0.5
¢ Tensao de piola-Kirchhoff - Saint-Venant-Kirchhoff
s=el(j)*eg !tensdo de Piola
¢ Hessiana
do ib=1,2 Ino
doia=1,3 Igl
k=3*(ib-1)~+ia !gll
dedyba=(-1.)**ib/rl02*(y(3*(k2-1)+ia)-y(3*(kl-1)+ia))
do ix=1,2
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doig=1,3
[=3*(ix-1)+ig
dedyxg=(-1.)**ix/rl02*(y(3*(k2-1)+ig)-y(3*(ki-1)+ig))
rh_dy=dedyba*dedyxg*(el(j) *a(j) *rl02**.5) lindependente da tensdo
d2edy2baxg=0.
if(ia.eq.ig) d2edy2baxg=(-1.)**ib*(-1.) **ix/rl02
rh_dy2=d2edy2baxg*s*a(j)*rl02**.5 !dependente da tensdo
hi(k1)=(rh_dy+rh _dy2) | Hessiana equacdao (2.70)
enddo !ib - no
enddo lia - gl
enddo lig - no
enddo lix - gl

enddo !elemento

2.3.5 - Aplicacao de condicdes de contorno

Para se encerrar a solu¢do do problema estatico de treli¢ca pelo MEF posicional,
falta detalhar a aplicacdo de condigdes de contorno em forca e posi¢des. Um so6lido 3D
(ou uma estrutura) possui 6 movimentos de corpo rigido. Para uma estrutura
bidimensional tem-se 3 movimentos de corpo rigido. Assim, a matriz Hessiana ¢
singular e ¢ necessdria a aplicacdo de, pelo menos 6 condigdes de contorno
independentes em posi¢des (ou deslocamentos) para estruturas 3D (ou 3 para estruturas
2D) de forma a tornar o sistema da equacdo (2.63) resolvivel, ou a matriz Hessiana
inversivel. Na programacao, cria-se a variavel ko(3nnos) que, caso possua valor 0 indica
que o grau de liberdade ¢ livre e, caso possua valor 1 indica que o grau de liberdade
(posicdo) ¢ prescrito.

Tanto o comportamento da posi¢do prescrita, quanto da forga prescrita sao
informados ao cddigo computacional na forma de incremento. No caso do exemplo de
cddigo aqui apresentado, considerou-se carregamento e recalque com crescimento

monotonico e proporcional para todos os nds, veja item b do algoritmo de Newton-

Raphson. Assim, apenas um conjunto de vetores para dY e dF sio informados.
Ficando como exercicio para o aluno outros tipos de comportamento.
A entrada de dados, continuando o trecho de cddigo apresentado no item 2.3.1,

fica:
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read(3,*) !|Num de nos restritos

write(50,*) 'Num de nos restritos’

read(3,*) nnor

write(50,*) nnor

read(3,*) |Restricao de gras de liberdade

read(3,*) !No, kol, ko2, ko3

write(50,*) 'Restricao de gras de liberdade’

write(50,%*) 'No, kol, ko2, ko3’

do i=1,nnor

read(3,%*) k,ko(3*(k-1)+1),ko(3*(k-1)+2),ko(3*(k-1)+3)
write(50,*) kko(3*(k-1)+1),ko(3*(k-1)+2),ko(3*(k-1)+3)
enddo

read(3,%*) !Variacao da posica imposta

read(3,*) !No, dY1, dY2, dY3

write(50,%*) 'Variacao da posica imposta’

write(50,%*) 'No, dY1, dY2, dY3'

do i=1,nnor

read(3,*) k,dy(3*(k-1)+1),dy(3*(k-1)+2),dy(3*(k-1)+3)
write(50,%) k,dy(3*(k-1)+1),dy(3*(k-1)+2),dy(3*(k-1)+3)
enddo

read(3,*) |Num de nos carregados

read(3,*) nnoc

write(50,*) 'Num de nos carregados’

write(50,*) nnoc

read(3,%*) !Variacao da carga imposta

read(3,*) !No, df1, df2, df3

write(50,*) 'Variacao da carga imposta’

write(50,%*) 'No, df1, df2, df3'

do i=1,nnoc

read(3,%*) k,df(3*(k-1)+1),df(3*(k-1)+2),df(3*(k-1)+3)
write(50, %) k,df(3*(k-1)+1),df(3*(k-1)+2),df(3*(k-1)+3)
enddo

Primeira tentativa do equilibrio Y=X

Y=X
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Operacionalmente, para que a matriz fique inversivel ¢ o resultado da corregao
nos graus de liberdade em posi¢do sejam nulos, basta, respectivamente, zerar a linha e a
coluna da matriz Hessiana correspondentes aos graus de liberdade i para os quais vetor

ko(1i)=1 e colocar 1 na diagonal ¢ zerar o vetor de desbalanceamento (residuo
mecanico) g neste grau de liberdade. Dessa forma, retorna nula a corre¢do em posi¢ao

prescrita € ndo nulos os valores onde os graus de liberdade estdo livres. No codigo

computacional isso foi feito como:

¢ Calculando vetor residuo
g=f-fi lvetor g = -g
¢ Aplicando restricoes
do i=1,3*nnos
if (ko(i).eq.1) then
do j=1,3*nnos
hg(i,j)=0.
hg(j,i)=0.
enddo lj
hg(i,i)=1.
g(i)=0. /zerando residuo onde o recalque é conhecido
endif

enddo i

No final de cada processo iterativo, quando |AYk|/ |X k|<tolerdncz'a, tem-se
como resultado a posicdo de equilibrio para o passo de carga e o vetor de forcas
internas, que, por definicdo, ¢ igual ao vetor de forcas aplicadas, informando as reacdes
de apoio.

Para justificar o procedimento acima descrito, seja o sistema de equagdes onde

se conhecem os valores Ay, =0 (correcdo de Y prescrito), g, € g,.

by hy, hs||Ay 1 0 0lg
hy, hy, h23 Ay,e=10 1 0} g, (2.75)
hys by B | Ay, 0 0 1]f(g,

que pode ser rearranjado como:
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h11 0 h13 Ay, 1 h, O]lg
h, 1 hy|3-g,r=|0 hy, 010 (2.76)
hy 0 hy | Ay, 0 h, 1]lg;

onde se utilizou o fato de se saber que Ay, =0, pois é a correcdo de um valor

previamente conhecido. Reescreve-se (2.76) como:

0 0 0 |lAy hy 0 hy|{Ay &

h, 1 h,ly-g,¢+ 0 1 0 0 =40 (2.77)

0 0 0 ]Ay hy 0 hy|(Ay, 8;
Os dois termos dessa equagdo sdo desacoplados, pois a solugcdo da segunda parte ndo
depende da primeira parte, ou seja, resolve-se

hy 0 hy||Ay &

0 1 0 0 +=40 (2.78)

hy 0 hy|(Ay, 83

donde se encontram Ay, e Ay,. Utiliza-se agora a primeira parte de (2.77) para se

encontrar:
g, = h,Ay, +h,, Ay, (2.79)
A equagdo (2.79) nao tem importancia para nosso problema, pois faz parte de

um processo iterativo que no final resulta 0=0.

Trabalho 2: Aproveitando-se os trechos de programa e a teoria discutida até aqui, o
aluno devera fazer seu proprio codigo de andlise estatica de treliga. Pode fazer um
codigo 3D restringindo-se todos os graus de liberdade na terceira direcao para se
resolver treligas 2D, ou fazer um programa que use como entrada o valor da dimensao
do problema d =2 ou d =3. Os exemplos que deverdo ser resolvidos para validar o
codigo desenvolvido sdo os apresentados no proximo item. Caso desejem utilizar o
software Acadview do departamento de Engenharia de Estruturas da EESC para pos-
processar seus resultados, deve-se gerar arquivo tipo txt para a leitura dos resultados.
Por exemplo, se quiserem apresentar os deslocamentos como variaveis o padrdo da
geracdo do arquivo de saida ¢ dado pelo seguinte trecho de coédigo escrito em
FORTRAN,

c sk sk st sk st ske sk sk sk sk sk sk sk st sk st sk sk sk st sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeoskeoskeoske sk skeoskeskoske sk sk skosk

¢ Saida para pos processamento
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c

sk 3 sk sk sk s sk s ke sk sk sk s s s sk sk sk sk s s sk sk sk sk sfeosie s sk sk skosk sk sk skeosk skosk skokesk

subroutine visual
USE BIG_STUFF
implicit real*8(a-h),integer*4(i-n),real *8(0-z)
include 'blestr.for'
if(it.eq.1) then ! it é o passo de carga
write(8,200)
write(8,*)
write(8,*) 'Arquivo de pos-processamento - txt'
write(8,*)
write(8,*) 'itens de linhas em branco ou com textos,'
write(8,*) 'quando usar formato 1h# indica inicio de listas’
write(8,*)
write(8,*) 'nnos, nelem, nlistas’
write(8,201)
write(8,*) nnos,nel,3*nt Icada lista um deslocamento nesse exemplo
write(8,*)
write(8,*) 'coordx coordy coordz deslx delsy deslz'
write(8,201)
do i=1,nnos
write(8,111) x(3*(i-1)+1),x(3*(i-1)+2),x(3*(i-1)+3),
#(y(3*-1)+1)-x(3*G-1)+1)),
#(v(3*(i-1)+2)-x(3%(i-1)+2)),
# (v(3*(i-1)+3)-x(3*(i-1)+3))
enddo
write(8,*)
write(8,*) 'tipo grauaprox nol no2’
write(8,201)
do j=1,nel
write(8,20) 1,1,(inc(j,k),k=1,2)
enddo
else

endif

111 format (6(1x,e27.6))
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112 format (4(1x,e27.6))

200 format(20hpegar comentarios em)
201 format(1h#)

c

inicio das listas
write(8,*)
write(8,*) 'titulo da lista e dados dos nos'
write(8,201)
write(8,*) 'DESL X', it
do i=1,nnos
write(8,112)
# (v(3*(-1)+1)-x(3*(-1)+1)),
# (v(3*(i-1)+2)-x(3*(i-1)+2)),
# (v(3*(i-1)+3)-x(3*(i-1)+3)),
# (v(3*(i-1)+1)-x(3*@-1)+1))
enddo
write(8,*)
write(8,*) 'titulo da lista e dados dos nos'’
write(8,201)
write(8,*) 'DESL Y', it
do i=1,nnos
write(8,112)
# (v(3*(i-1)+1)-x(3*(i-1)+1)),
#(Y(3¥-1)+2)-x(3%(i-1)+2)),
# (v(3*(i-1)+3)-x(3*(i-1)+3)),
# (v(3*(i-1)+2)-x(3*(i-1)+2))
enddo
write(8,*)
write(8,*) 'titulo da lista e dados dos nos'
write(8,201)
write(8,*) 'DESL 7', it
do i=1,nnos
write(8,112)
# (v(3*(-1)+1)-x(3*(-1)+1)),
# (v(3*(i-1)+2)-x(3*(i-1)+2)),
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# (v(3*(i-1)+3)-x(3*(i-1)+3)),
# (v(3*(i-1)+3)-x(3*(i-1)+3))
enddo

20 format(18i6)
return

end

2.3.6 - Exemplos para validacdo (benchmarks)
Nesse item alguns exemplos sdo apresentados para auxiliar a validagdo dos

codigos desenvolvidos pelos alunos. A tolerancia adotada para a verificagdo do

equilibrio ¢ de tol =1.0x10™° em posigao.

2.3.6.a - Reproducao dos modelos constitutivos:

Uma barra horizontal ¢ submetida a tracdo e compressao, usando os modelos
constitutivos SVK, Hooke e Almansi Linear, das equagdes (2.48), (2.49) e (2.50) e as
relacdes (2.55) e (2.55"), mostrando que essa ultima garante a reproducdo exata dos
modelos constitutivos escolhidos para a figura 2.4. E utilizado apenas um elemento
finito e ¢ imposto controle de posicdo, assim, a forca indicada na figura al ¢ obtida

diretamente pela forca interna. As propriedades (adimensionais) adotadas sdo: ¢, =1,

4,=1¢e K =1, sendo K o modulo de elasticidade.

>
AN
| ‘ -+

Figura al - Barra tracionada - controle de posi¢ao

Comparando-se os resultados da figura a2 com os da figura 2.4, conclui-se que,
adotando-se a expressao (2.55'), o cédigo computacional esta reproduzindo as curvas da

figura 2.4, impostas adotando-se «, =1 em (2.21), (2.22) e (2.23), porém os modelos

constitutivos calculados com rigor (de origem conhecida) sdo os da equagdo (2.55).
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—o0—SVK (2.55")
—e— Hooke (2.55")
—~— Almansi  (2.55")
........ SVK (2.55)
------- Hooke  (2.55)
---------- Almansi (2.55)

Forca

4,04
457
-5,0
SSht+——"7"T7T 777
10 -08 -06 04 -02 00 02 04 06 08 1,0
Deslocamento

Figura a2 - Forca por deslocamento para diferentes modelos constitutivos

Mesmo assim, observa-se que na compressao os modelos modificados sao mais rigidos
na compressao, o que garante maior intervalo de validade para a solu¢do numérica Para
pequenas deformagdes todos os modelos constitutivos se confundem e, para grandes
deformacgdes, cada modelo possui seu comportamento proprio. Deve-se recordar que o
modelo constitutivo de Almansi € o Gnico que evita a degeneragdo do material por
compressdo. Por simplicidade, nos demais exemplos, utilizaram-se as expressoes (2.55")

e (2.70").

2.3.6.b - Trelica de von Mises:

No exemplo 1.4e do capitulo 1 esse problema foi resolvido analiticamente para a
Lei de Hooke. Assim, a resposta aqui obtida, utilizando-se esse modelo, pode ser
verificada pela resposta analitica. A Treliga de Mises ¢ mostrada na figura 2.b.1 e o
grafico da forca aplicada pelo deslocamento vertical do ponto de aplicagdo da forga ¢

apresentado na figura 2.b.2.

b

Figura 2.b.1 - Treli¢a de von-Mises
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Figura 2.b.2 - Forga pelo deslocamento vetical

Por simplicidade adotaram-se 2=1, b=1, K=1000 e 4, =1 para as analises

numéricas realizadas. Foram adotados os trés modelos constitutivos, SVK, Hooke e
Almansi linear e foram utilizados controle de forca e posi¢do, para se verificar a
existéncia de trecho ndo estavel coberto pelo controle de posi¢des e a presenca de snap-

through no controle de forca.

2.3.6.c - Flexdo de uma torre "engastada"

Nesse exemplo a torre trelicada de 16m de comprimento, figura 2.c.1, ¢
estudada. Utilizam-se os trés modelos constitutivos com controle de posi¢des. Calcula-
se a carga aplicada diretamente do resultado das forgas internas. Todos os tramos sdo

iguais e adotaram-se: K =10000 e area de segdo transversal 4, =0,1.

Na figura 2.c.2 apresenta-se o grafico da forca pelo deslocamento vertical para
os trés modelos constitutivos e na figura 2.c.3 apresenta-se a deformada final para o

modelo constitutivo de Almansi Linear.

I I

Figura 2.c.1 - Torre trelicada sujeita a flexdo.
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Figura 2.c.2 - Forca pelo deslocamento vertical

7

T
1 | 1 >

Figura 2.c.3 - Deslocada da ultima configuracao.

Apesar do nivel de deslocamento ser grande o nivel de deformagdo nos
elementos estruturais foi pequeno, o que pode ser constatado pela pequena diferenca dos

resultados apresentados na figura 2.c.2.

2.3.6.d - Torre "engastada' sujeita a compressao

A mesma torre do exemplo anterior esta sujeita a um carregamento compressivo
centrado, conforme mostra a figura 2.d.1.

| | -

—

Figura 2.d.1 - Torre sujeita a compressao

As propriedades fisicas adotadas sdo as mesmas do exemplo anterior, para os
graficos apresentados utilizaram-se os modelos constitutivos sem corre¢do, pois 0s

modelos corrigidos das expressdes (2.55”) e (2.70°) apresentam menor intervalo de
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convergéncia. Controle de for¢a foi aplicado com nivel de forca maximo para cada

modelo constitutivo dado por F, =6,05 F, , =6,27 ¢ F =6,71. Esses niveis

Almansi
de carga foram aplicados de forma crescente com passo de AF' =0,11 ¢ estabelecidos

como sendo aqueles onde uma perda de estabilidade (Hessiana quase singular) interna
(local) foi atingida. Na figura 2.d.2 mostra-se o grafico da forca aplicada pelo
deslocamento transversal para niveis de carga até um passo antes da perda de
estabilidade. O mecanismo de perda de estabilidade ¢ explicado na figura 2.d.3 onde,
para o modelo constitutivo de Almansi apresentaram-se as posi¢oes deslocadas para o
passo 60 e 61. Deve-se comentar que a reproducdo de resultados proximas a pontos de
instabilidade ¢ muito dificil, pois a matriz Hessiana ¢ quase singular e as solu¢des ficam

muito dependentes dos pocotes de solucao de sistemas lineares adotados.
7 -

6

|

----8SVK
Hooke
- Almansi

Forga compressiva
w £
—_

N

-

0 -t 1T rrr+rrr-r° -rr T 7T+ 1T 1T 17T °T1T 1
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Deslocamento Transversal

Figura 2.d.2 - Forga compressiva por deslocamento transversal

b o -
(1) Iminéncia da instabilidade (i1) Apos a instabilidade

Figura 2.d.3 - Posi¢des deslocadas para modelo de Almansi - Instabilidade

Como se observa na figura 2.d.2, a assimetria (diagonais em apenas um sentido)

da trelica conduzem a um comportamento tipico de pilar sujeito a compressiao
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excéntrica. Para forcas acima de 3 os deslocamentos comegam a ser pronunciados € uma
reduc¢do da rigidez da estrutura fica evidente entre a carga 4,2 e 5,5.

Na figura 2.d.3 (i) apresenta-se a iminéncia de uma perda de estabilidade interna
da estrutura. Essa perda de estabilidade se caracteriza pela "trelica de von-Mises" que se
forma internamente pelas barras a e b comprimidas e dirigidas pela for¢a também de
compressdo na barra ¢. Para aumentar a extensdo da andlise, alterou-se a trelica da
figura 2.d.1 para a da figura 2.d.4. Considerando-se o modulo de elasticidade das duas
diagonais novas proximas a carga de apenas K =100, de forma a conferir

excentricidade ao problema analisado.

= ===

1m

—3m LE

Figura 2.d.4 - Torre com refor¢o em cruz sujeita a compressao

Observa-se que para introduzir excentricidade adotou-se constante elastica K =10 para
as duas ultimas barras do contraventamento novo, proximas ao carregamento.

Na figura 2.d.5 mostra-se o comportamento do deslocamento lateral em fun¢ao
da forca aplicada para os trés modelos constitutivos e na figura 2.d.6 mostra-se o novo
mecanismo de colapso interno para o modelo de Almansi. Novamente se observa que
nas proximidades da perda de estabilidade ndo se esperam solugdes proximas de

programas desenvolvidos por outros autores, pois a matriz Hessiana € quase singular.

13

12

11

10 \\\
g 9] ---SWK \
® 81 Hooke )
[} e H H
= 7_ Almansi /
E 6
(@] B
O 5
© ]
O 4
o 4
w 3

.

1

oO+——7——7T"7T 7T 7T 7T T T T T

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Deslocamento Transversal

Figura 2.d.5 - Forga compressiva por deslocamento transversal
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(1)Iminéncia da instabilidade (i1) Ap6s instabilidade

Figura 2.d.6 - Posi¢des deslocadas pata modelo de Almansi - Instabilidade

Como se pode observar com os reforcos em cruz avangou-se mais na analise e a
forma pos-critica se apresentou simétrica. O mecanismo de ruina ¢ muito parecido,

porém as barras adicionais reduziram o efeito de coer¢do da barra c.

2.3.6.e - Arco simétrico, construgdo simplificada do modelo e andlise
Esse exemplo ¢ dividido em duas etapas. A primeira ¢ a andlise de uma viga
simétrica biapoiada (aproveitando-se a discretizagdo dos exemplos anteriores)

submetida a uma forca central para cima (controle de posi¢ao) de forma a criar um arco
conforme a figura 2.e.1. As propriedades das barras sio 4, =0.01e K =1.0x10". As
dimensdes do problema sdo idénticas as dos problemas anteriores. Utilizou-se apenas o
modelo constitutivo de Almansi linear.
TF
== T —T—1»

mmmm

Figura 2.e.1 - Andlise de viga biapoiada simétrica.

Na primeira fase um movimento vertical total de 2 unidades foi imposto apenas
no no superior e dividido em 10 passos iguais. A carga resultante (necessaria para gerar

o deslocamento) obtida diretamente da for¢a interna foi de F =6870,48 para essa

metade da estrutura.

Tomam-se as coordenadas finais da andlise da primeira fase para ser a
discretizacdo da geometria inicial da segunda fase, ou seja, a discretizacdo de um arco
submetido a uma carga vertical de cima para baixo, conforme indica a figura 2.e.2.

Atencao especial deve ser dada ao apoio da direita que passa a ser fixo ao invés de
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moével como o era na analise da viga da primeira fase. Nessa segunda etapa também se
aplica controle de posi¢des e identifica-se um ponto critico da estrutura no nivel de

deslocamento y=1,2 de um total de 4 aplicado no ponto superior onde a carga ¢

indicada.

Figura 2.e.2 - Arco submetido a forca transversal

Na figura 2.e.3 apresenta-se a for¢a aplicada em fun¢do do deslocamento vertical
do ponto central do arco revelando o aparecimento de um snap-through caso controle de

forga fosse aplicado. A forga correspondente ao ponto critico ¢ F, =11250. Observa-se

que, para o arco completo, o valor da forca ¢ o dobro da apresentada.

Virias aplicagdes de interesse foram mostradas, revelando que o MEF posicional
¢ uma ferramenta poderosa para andlises ndo lineares geométricas de estruturas. No
proximo item a formulagdo de trelica sera estendida para analises dindmicas. Métodos
mais poderosos de solucdo para sistemas de equagdes nao lineares sdao assuntos de
temas mais avancados. De qualquer forma o método do comprimento de arco sera
apresentado no capitulo 5, quando o leitor ja estard mais familiarizado com o MEF

posicional.

20000

17500 + /
15000 /
12500 + —— Almansi /

10000 /
o]/ /
0]/ N /
2500 / N

0 — 7T T T T T T T T T T T T T 1
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 3,0 3,5 4,0

Deslocamento vestical

Forga aplicada
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Figura 2.e.3 - For¢a em func¢do da posi¢do aplicada

2.4 - Formulacao dinimica do MEF posicional para trelicas
Os desenvolvimentos dos itens anteriores foram limitados & andlise estatica de
trelicas e, para tanto, eliminou-se da energia mecanica total o termo correspondente a
energia cinética. Assim, para considerar os efeitos dindmicos, reescreve-se a equagao
(1.1) em sua forma completa, ou seja:
[M=P+U+K (2.80)
Lembra-se que o elemento de trelica ndo apresenta rigidez transversal, portanto,
em aplicagdes estaticas ndo € possivel se aplicar forgas transversais sobre o elemento,
apenas em seus nés. Em problemas dinamicos essa limitacdo do elemento de trelica se
traduz na necessidade de se considerar a massa da estrutura concentrada em seus nos.
Assim, a parcela de energia cinética da equacao (2.80) pode ser escrita como a soma das

energias cinéticas dos nos da estrutura, como:

nnos 2

K=Y K,=+M, 77" :%Ma e
a=1

M (2.81)

onde & representa um no genérico da estruturas, Y.“ representa a velocidade do n6 na

direcdo i, Y” ¢ a representacdo vetorial da velocidade no n6 & ¢ M, ¢ a massa

associada ao no. Pode-se adiantar que a massa associada ao no tera duas parcelas,
uma oriunda da massa dos elementos finitos concorrentes ao nd e outra que pode ser
atribuida diretamente como entrada de dados que pode corresponder a uma massa
agregada a estrutura, como, por exemplo, tanques, silos, contrapesos, dispositivos de

controle de vibragao etc.

2.4.1 - Equacdes de equilibrio dinimico ou de movimento

As equacdes de equilibrio dindmico, ou de movimento, sdo encontradas
diferenciando-se a equacdo (2.80) em relacdo as posi¢des nodais, tal como feito no
procedimento estatico, veja as equagdes (2.38) até (2.40). Assim reescreve-se (2.39)

incluindo-se a derivada da energia cinética, como:

M sye - X sye U syey M sya [P LU Kisre o 82
a)/la 8Ya 8):(1 8):(1 aYla 8Yla 8Yla

1

E necessario, portanto, desenvolver a parcela associada a variacdo da energia

cinética. A forma mais simples de se desenvolver essa parcela € a partir da igualdade:
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K dK

sk =2 sy = (2.83)
oy,

dt

onde, pelo fato do tempo ser uma variavel independente, pode-se escrever a variacao da

energia cinética na ultima forma. Assim, desenvolvendo-se a ultima parcela, tem-se:
Favra

Y’y a o
dLK& :lM(a) M& = lM(a) ay, ) e dy, St = M(a)yaya& =M, Y“gya (2.84)
dt 2 dt 2 dt dt

ou seja, unindo-se (2.83) e (2.84) escreve-se:

aagja oY” M(a)Y"‘dY“ ou %:M@,)

1

oK =

ye (2.85)

Na ultima forma da equacdo (2.85) ndo hd soma nos nés &, pois esta representa
a forca de inércia na dire¢do i paraond «.
Outra forma bem mais complicada de se encontrar a equacdo (2.85) comeca com o
seguinte desenvolvimento:

olyey” a . o . o
%5Y?:1Mau5w Lag [ 25 ey O\ syr i [72 2% |5y (2.86)
oyr 2 oY’ 2 any oY7 / oY’ /

J J J

j
como a velocidade de um n6 em uma direcao sdo variaveis independentes da posicao de

outro n6 e de dire¢do diferente, tem-se que

a” dy® dr dy” 1 Y
aY] a(y)7i()) dt de = 50:(}/)51‘0) Wd_yjy = 50:(;/)51'(]') Y_J}/ (287)
dt

que substituido em (2.86) resulta:

oK 5Y17 :M(a) {Yaév

)}'a
@)

D 44
oY, O y—]”MW Pk M, ¥y (288)
! / )

que, tomando-se apenas o primeiro € o ultimo termos recai em (2.85).

Pelo fato das parcelas referentes ao potencial de forcas externas e a energia de
deformagdes da equagdo (2.82) ja terem sido desenvolvidas nos itens anteriores, a luz
das equacgdes (2.38) e (2.41), usando-se as expressoes (2.46) e (2.60) e incluindo-se a
equacdo (2.85) resultam as n equagdes nao lineares de equilibrio dinamico, ou de

movimento, como:
F;ﬂint (Y) _F;ﬂ ext +M(ﬂ)Y;ﬂ — Olﬁ ou F;int (Y)—F;Lm +Einer — Oi (289)

onde o vetor dos graus de liberdade (posi¢des) da estrutura Y éa incdgnita do problema

e F™ pode ser entendida, pelo principio d'Alambert, como uma for¢a inercial.

73



A montagem da matriz de massa por elemento finito ¢ a sua composi¢do com
massas concentradas adicionais seguem a organizacao dos graus de liberdade definidas

pelas equacdes (2.32), (2.33) e (2.58).

A ¥}
Y, "
Y

Figura 2.10 - Massas e aceleragdes nodais para elemento de treliga

Observando-se a figura 2.10, o vetor de forcas inerciais de um elemento finito
pode ser escrito como:

iner iner

£ F mer ner -

F, i F? ou  F"™ =FF" com i=d.(f-1)+k (2.90)
£ F;

kg Fy

para o caso 3D (d=3), com

iner

]\41 'Y;I Yl — - Yl

| 1 0000 0]h
F, MY, Y, 01000 0[|%
F} =le/'; =%)@1 _PpA4l,|0 0 1.0 0 0 ¥ 291)
F M7 2 |9 2 (0001 0 0fy
P M, 72 0000 1 0fj
F? Mz)';;z )';32 000 0 0 T Y‘}z

onde M, =pA/L,/2. A escrita da equagdo (2.91) na forma matricial indica que para

outros tipos de elementos finitos mais complexos a matriz de massa de um elemento
finito pode ser cheia ao invés de diagonal. Além disso, o formato matricial facilita o
entendimento da matriz Hessiana dinamica ou total a ser definida no proximo item. A
montagem do vetor de forca inercial estd implicita na equagao (2.90), devendo-se

lembrar que ocorre acimulo das massas vindas de elementos concorrentes no mesmo no
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global, tal como ilustrado para forgas internas na figura 2.9. Além disso, nesse acimulo
a imposi¢cao de massa adicional € feita por simples soma nos graus de liberdade globais

do nd onde essa massa estiver localizada.

2.4.2 - Processo de solucao - Newmak + Newton-Raphson
Reescreve-se a equacao de movimento (2.89) usando a organizagao por graus de

liberdade e matriz de massa, como:

g:a—?=ﬁim(17)+M-?—FM(t)=6 (2.92)

da mesma forma que foi escrita a equagdo (2.61). Destaca-se nessa equagdo a
dependéncia do tempo da forca externa e obviamente da posicdo e da forga interna em

relagdo a posigdo. Lembra-se que a matriz de massa é constante ¢ que o vetor g sé €

nulo se a posi¢do de equilibrio exata no instante de andlise for conhecida, caso contrario
esse vetor ¢ chamado de vetor de desbalanceamento mecanico.

Sem maiores explicagdes, ndo sendo objetivo deste material, por similaridade as
analises dinamicas lineares, inclui-se amortecimento proporcional a velocidade na
equacdo (2.92) como:

L _a
§ %7 " or

onde a matriz de amortecimento serd considerada proporcional a massa e/ou Rigidez

(F)+M-Y+C-¥—F*(1)=0 (2.93)

inicial, portanto constante. Na equagdo (2.93) recuperou-se o significado da forca
interna como a derivada da energia de deformacao em relagdo as posi¢des nodais.

O processo de solucao apresentado nesse item ¢ para problemas transientes, ou
seja, quando a forca externa varia ao longo do tempo. No proximo item comenta-se a
solucdo de vibracdo livre, localizando sua utilidade e possivel adequagdo aos problemas
ndo lineares.

A equagdo (2.93) ¢ valida para qualquer instante de analise da estrutura ¢ o
tempo ¢ uma variavel continua. Porém, a solucdo numérica impde que o tempo seja
tratado de forma discreta, ou seja, o instante atual ¢ calculado como o instante anterior
acrescido do passo ou intervalo de tempo, como:

tg =t + AL (2.94)
onde 7, € o instante atual. A equacdo (2.93) vale para o tempo atual e pode ser

reescrita como:
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au

& iMY C Y -F =0 (2.95)
aY s+l ‘

(S oIl
g(YsH) :ﬁm

onde, por simplicidade, omite-se ¢.

Seguindo a ideia de se transformar o tempo continuo em discreto, diversas
aproximagdes temporais (chamados de integradores temporais) sdo propostas na
literatura, um dos mais simples e também mais eficiente para analise estrutural linear ¢
o algoritmo de Newmark. O fato da matriz de massa do MEF posicional ser constante,
na maioria das aplicacdes, permite que esse integrador possua bom desempenho nas
analises ndo lineares. Esta caracteristica se estende para qualquer formulagdo
Lagrangiana total.

As aproximagdes de Newmark podem ser escritas como:

Y., =Y +Y A+ H%—ﬂji +ﬂff;ﬂ}m2 (2.96)

Y, =Y +(1-p) MY + Y, 2.97)
onde [ e y sdo parametros livres. Por exemplo, se f=1/4 ¢ y=1/2 as equagdes
(2.96) e (2.97) recaem nas quacdes de movimento retilineo uniformemente acelerado,
ou seja, se esta considerando aceleracao constante em um passo de tempo. Esses valores
serdo adotados como padrdo na solucdo de problemas usuais, podendo ser alterados,
caso se pretenda aplicagdes como impacto e ndo linearidades fisicas mais severas.

E de interesse se escrever a velocidade e a aceleragdo atuais em fungio das
posicdes atuais e de valores conhecidos do passado. Para tanto basta se isolar essas

variaveis nas equagdes (2.96) e (2.97), como

Foota | L X fL gy |ita g (2.98)
pAC | pad pad 28 )] g T

2 SR TVl I A ¢ T o5 (299
L= V| Lorar(1-7)F | [ﬂmﬁﬂm [Zﬂ 1jx]mr Tt R0, (299)

com

Qﬁ[ L, X +(L1jﬁj e Re|Taa(-pr| @100

PAY pAt \ 2p
Substituindo-se (2.98) e (2.99) em (2.95) resulta:

M ~ . -
MO LEF € R —nC-O-F (=0 (2.101)

s+1

(o U
g(Ys+l):§S+l+ﬂA2 P Bt s
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A equagdo (2.101) se resume em g(Ym)zo, resultando numa equagdo nao

linear com respeito a (Y

s+1

), que serd resolvida aplicando-se o Método de Newton-

Raphson.
Uma expansdo em série de Taylor truncada em primeira ordem ¢é realizada

conforme segue:

0=g(7,,)=g(r)+veg(r,)ar (2.102)
onde

oy o U M yC . M yC
Ve (T.)=H = ovt| ot Tpat pm gl g (2:109)

tat , . " ., . . , -

onde H“™¢ a hessiana estatica ja calculada nos itens anteriores e usada no codigo
estatico.

Da equacdo (2.103) resulta o sistema linear para o célculo da corre¢do da

posicdo no instante considerado, ou seja:

ve (¥,

)-AY =-g(¥2,) ou H-AY =—g(¥.,) (2.104)
onde Y°, ¢ uma posicio tentativa. No inicio de um passo de tempo ela ¢ assumida como

sendo o resultado do ultimo passo de tempo, ou seja, )i . Resolvendo-se a correcio AY

na equac¢do (2.104) uma nova tentativa para Y,

", € calculada como:

Y =Y" +AY (2.105)

s+1 s+1
equacdo idéntica a (2.64). A aceleragdo e a velocidade devem ser recalculadas para cada

iteracdo, usando-se as equacdes (2.98) e (2.99) reescritas de forma compacta como:

= Y — i ~
Y+ e 2 e vV o= L v
s+l ﬂAtz QS s+1 ﬁAl‘ s+1

+R, - yAtQ, (2.106)

Lembra-se que Q. e R ficam constantes durante as iteragdes, pois sdo valores

do passado e sO sdo atualizados depois da convergéncia em um passo de tempo para

serem usados no proximo passo de tempo. O critério de parada ¢ dado pela equacao,

g )]

<701 ou _ H <TOL (2.107)
HFm

77



Quando o resultado converge Y’ se confunde com a propria solucdo Y, que,

s+1

—

para o proximo passo de tempo, sera novamente Y , ou seja, a primeira solugdo

tentativa.
No primeiro passo de tempo a aceleracdo deve ser calculada pela equacdo de

movimento como:

;; :M—l FE)EXZ _@
oY

—CYO} (2.108)

O algoritmo de solugdo pode ser resumido como segue:

a) Assume-se como primeira tentativa de solucdo a posi¢do, velocidade e aceleragdo do

. . _ 0
final do passo anterior, ouseja, ¥ ,, =Y, =

Y, Y = Ys{er = Y Ys+1 = Ys(iz = Y Observa-

se que os valores atualizados se confundem com os valores tentativa e o mesmo vetor

numérico pode ser usado para armazend-los em co6digo computacional.

b) Calcula-se o nivel de forga aplicado F“!(¢ ,,) elou posi¢des prescritas ¥, (.., ),

calculam-se Qs e ES com as equacoes (2.100).

¢) Usando a posi¢ao tentativa, calculam-se nos elementos a forga interna F "

s+1°2

equacao

estat
s+1

(2.56) e a matriz Hessiana Estatica H ©'/" pela equacdo (2.73).
d) Montam-se o vetor global de for¢as internas e a Hessiana global, usando (2.58),

(2.59) e (2.74). Soma-se a parcela dindmica M - Ym | BAt —M - QS +yC-Y,, | BAt+

s+1
+C-R_—yAtC - QS a forca interna. Somam-se os termos de massa e amortecimento na
Hessiana estatica, resultando na Hessiana completa, veja a equacao (2.103)

e) Calcula-se o vetor g(Ym) ou g(YM) pela equacdo (2.101) e aplicam-se as
condigdes de contorno conforme item 2.3.5, usando-se a Hessiana completa e o vetor de
desbalanceamento mecanico.

f) Resolve-se AY no sistema linear (2.104)
g) Atualiza-se a posicao, equacdo (2.105)
h) Atualizam-se a aceleragdo e velocidade pelas equacdes (2.106)

1) Calcula-se |AY,{|/|X,C| .
1) Caso |AYk| / |X k| < tol encontrou-se a posi¢ao de equilibrio do passo de

tempo, guarda-se o resultado do passo presente como valores do passado para o
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eY, =Y

<.1 » volta-se ao item (b) para

proximo passo, ou seja, Yy =Y, , Y, =Y,
proximo passo de tempo.
i2) Caso |AYk| / |X k| > tol , volte ao item (c) e faga nova iteracao para melhorar a

precisdo da solucao.

2.4.3 - Vibracao livre

A vibragdo livre ¢ um conceito definido para analise linear de estruturas e nada
mais € que a solucdo da equagdo de movimento para forca externa nula (ou constante).
Para ser coerente com nossa abordagem nao linear, partindo-se da equacao (2.92), com

forca externa nula, escreve-se:
F™Y)+M-Y()=0 (2.109)
Observa-se que quando a estrutura esta na posi¢ao inicial YO , ndo ha energia de

deformacdo acumulada e, portanto, ndo ha forca interna. De toda forma mantém-se a
forca interna na equacgao, pois sera necessario expandi-la para uma perturbagdo. Dessa
forma, para uma posicio ¥ = 170 +8Y , pode-se escrever a equagdo (2.109) perturbando-
se a forga interna como:

Fin })+a§—; SY+M-Y(1)=0 (2.110)

0

Do fato de Y| ser estatico, resulta que a Unica causa da aceleragdo do corpo ¢ a

perturbagcdo oY . Além disso, a derivada da for¢a interna em relagdo a posi¢do, na
configuracdo inicial, ¢ a Hessiana inicial que define a matriz de rigidez linear, portanto,

a equacao (2.110) fica reescrita como:
H, 57 +M-5Y(t)=0 @2.111)
Para a andlise linear os deslocamentos sdo chamados pequenos, e se confundem

com uma perturbacdo, assim, a equacao (2.111) ¢ escrita nos textos de analise linear

como:

H,-i+M-i=0 (2.112)
Apesar de ser objeto mais avancado, ¢ possivel se analisar uma 'vibracao livre'

em torno de uma configura¢dao deslocada qualquer. Para tanto basta se entender 170 na

equacdo (2.110) como uma posi¢do de equilibrio estatico (ndo nula) no caminho de
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solugdo. Assim, F™(Y,) ndo ¢é nulo, mas pode ser considerado constante ao longo do

tempo, ndo interferindo na solucdo dinamica da equacdo, definindo apenas a posicao de
equilibrio estatico entorno da qual o corpo vibraria. Considerando-se # o movimento
entorno da solugdo estatica, escreve-se a mesma equagdo (2.112) como,

H-i+M-i=0 (2.113)
sendo H a Hessiana atual de um nivel de carga estatico.

Essa equagdo indica que a vibragdo depende do nivel de tensdo (ou de
deformacgdo) da estrutura. Um exemplo muito simples disso sio as diferentes
frequéncias de vibracdo de uma mesma corda de violdo sujeita a diferentes niveis de
tragao.

A soluc¢do do problema definido por (2.112) ou (2.113) ¢ do tipo,

ii = Asen(wt) + B cos(wt) (2.114)
Que substituida em (2.113) ou (2.112) resulta:
H-i—o’M-ii=0 ou (H-0’M)-i=0 (2.115)

Que ¢ um problema de auto-valor auto-vetor, sendo @ as freqii€ncias naturais, ou seja:

27
=== 2.116
T ( )

onde 7 ¢ o periodo da vibragdo. O periodo (7 ) pode ser usado para se determinar o
intervalo de tempo ideal para as andlises transientes do item anterior. Para tanto,
observa-se que nem todas as freqii€ncias naturais sdo bem representadas no modelo
numérico, pois o numero de freqiiéncias naturais (numericamente determinadas) ¢ igual
ao numero de graus de liberdade do problema e os modos correspondentes as
frequéncias mais altas possuem geometria inadequada.

Por exemplo, para o problema da figura 2.6 tem-se 16 frequencias naturais
obtidas na solu¢do numérica de (2.115), mas ao se estudar os modos de vibracao (auto-
vetores) se constata que apenas 3 ou 4 frequéncias contribuem com boa precisdo para
um movimento geral de estruturas daquele tipo. Assim, como sugestdo para defini¢do
do passo de tempo para uma analise transiente, toma-se a maior entre as 5% menores
frequéncias de vibragdo (ou a terceira, quando 5% for numericamente menor ou igual a
3), calcula-se o periodo correspondente pela equagdo (2.116) e se divide 7' pelo nimero
de intervalos de tempo (ntp) que se pretende modelar esse periodo, ou seja:

At=T,, / nip (2.117)
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Obviamente que a expressao (2.117) é apenas uma estimativa de passo de tempo
para problemas onde predominam movimentos vibratorios. Quando o movimento
predominante ¢ ondulatorio (propagacdao de ondas em meios continuos) o intervalo de
tempo pode ser definido como a razdo entre o comprimento caracteristico do elemento e

a velocidade de onda longitudinal para o meio modelado, como:
At=1,/C, com C,=\E/p (2.118)
sendo £ o modulo de elasticidade do meio e p a sua densidade.

Muito cuidado deve ser tomado no uso das unidades em problemas dinadmicos,

todas as grandezas devem estar escritas para as mesmas unidades bésicas, que sao

comprimento, massa e tempo. Por exemplo, forga é constituida por ML/ T".

2.4.4 - Exemplos para validacio

Neste item alguns exemplos s3o mostrados para validar os codigos
computacionais desenvolvidos pelos alunos. Os exemplos sdo representativos ¢ tém a
intencdo de, além de possibilitar a conferéncia dos programas dos alunos, esclarecer

alguns aspectos mais diretos da analise dinamica de estruturas.

2.4.4.a - Movimento de uma barra devido ao impacto longitudinal
Esse exemplo consiste na barra da figura al submetida a carga indicada

(subitamente aplicada). As propriedades fisicas adotadas sem preocupacdo com
unidades (valores introduzidos no programa) sio: E=10", 4=1 e p=1. A carga
aplicada vale F(¢)=H(f) ou seja, a fungdo ressalto unitaria no tempo a partir do

instante inicial, veja figura al.

AF(Z‘)

1

\4

0
MF(r)
ANSVANSANSANYANSY AN ANV AN

=1

Figura al - Ilustra¢dao do problema e carga aplicada
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Os apoios moveis apresentados na figura al indicam que cada n6é da
discretizagdo s6 possui o grau de liberdade na diregdo da carga aplicada, tornando o
problema passivel de solucdo (matriz hessiana ndo singular) por meio de elementos de
barra simples. Duas discretiza¢des diferentes foram adotadas, uma com dez elementos
finitos de comprimento A/,, =0,1 e outra com cem elementos de A/,,, =0,01. Por ser
um problema tipicamente ondulatério, calcula-se o intervalo de tempo utilizando-se as
expressdes (2.118), para as quais resultam C, =100, Af,=0,001 e Az, =0,0001. O
modelo constitutivo de Hooke foi adotado para as duas discretizagdes. O deslocamento
estatico, avaliado em pequenos deslocamentos, da extremidade carregada é u,, =107".
Na figura a2 apresenta-se o comportamento desse deslocamento em relagdo ao tempo

comparando-o com a solug¢do analitica em pequenos deslocamentos que pode ser

encontrada em qualquer bom material de dinamica linear de estruturas. O tempo total de
analise para a estrutura foi de 7, =0,1.

Conforme se observa, quando se aumenta o numero de elementos finitos a
resposta numeérica se aproxima da resposta analitica. Esse exemplo revela que o

algoritmo de Newmark foi adequadamente implementado.

2,0x10™

o 100 Elem.
. Anal. Din
L - Estatica

1,8x10™

1,6x104-
1,4x104-
1,2x104-
1,0x104—- ----- oo --------

8,0x10°

Deslocamento

6,0x10°

4,0x10'5—-

2,0x10'5—-

(00 A — - M—

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
Tempo

Figura a2 - Deslocamento em fun¢do do tempo para carga repentina

Com relagcdo aos aspectos de analise dindmica, mesmo em problemas com
caracteristicas ondulatérias, vale comentar que solugdes em elementos finitos sao

necessariamente vibratdrias, ou seja, composicdo de modos de vibracdo. Isto ocorre,
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pois problemas associados a meios continuos possuem um niimero infinito de graus de

liberdade que sdo transformados em um numero finito nas analises numéricas..

2.4.4.b - Viga engastada submetida a carregamento transversal concentrado
A estrutura da figura bl ¢é constituida por barras horizontais, verticais e
inclinadas. As barras horizontais possuem drea de secdo transversal

A, =50cm® =5x107°m*> enquanto as barras verticais ¢ inclinadas possuem
A, =81,2cm® =8,12x107 m’ . Adota-se E =200Mg /[ m.(ms)’ | =200GPa para toda a

estrutura e densidade p =7Mg /m’ =7000kg / m’ .

A forca transversal € aplicada na extremidade livre de forma subita com valor
F=12,5x10°Mgm/(ms)’H(t) ou F=12,5%kN H(t). Para se ter nimeros bem
comportados em processamento numérico, a entrada de dados no programa foi feita
utilizando-se as unidades Mg =1000kg, ms=10"s e metros. A lei constitutiva

aplicada ¢ de Hooke.

F
1 IO, 3m

I 6m |
I I

Figura bl - Viga treligada sujeita a carga transversal

Observa-se que todas as propriedades fisicas sdo escritas com grandezas basicas.
Por exemplo, em problemas estaticos ¢ usual se usar a unidade de modulo de
elasticidade na forma E oc F'/ A, mas, para problemas dindmicos é mais adequado se
fazer: Foc ML/T? ¢ Aoc I, que resulta E oc M /(LT). Isto é feito de formas a ndo se
cometer alguns erros comuns presentes na literatura, como a mistura de unidades de
comprimento ao se utilizar, por exemplo, E oc kN /cm’ .

Essa viga trelicada possui momento de inércia e massa total equivalentes a uma
barra maciga engastada de mesmo comprimento com secdo transversal retangular de
dimensdes 10x30cm . Essa equivaléncia ¢ verificada pela solugdo numérica estatica do
problema que resulta em um deslocamento transversal no ponto de aplicagdo da carga
de 0™ =2.02cm que é apenas 1% maior que o deslocamento da viga maciga. As

frequéncias de vibragao encontradas sdao """ =0,0445rad / (ms),
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@y" =0,26427 rad / (ms) € w;"" =0,68673rad / (ms) enquanto para a viga maciga
tem-se 0s seguintes resultados analiticos 0" =0,048 rad / (ms),
@" =0,300 rad / (ms) e "' =0,840 rad / (ms). Observa-se que a primeira

frequéncia apresenta uma boa concordancia, indicando que a rotina de calculo de
autovalores foi implementada adequadamente. Obviamente que as demais frequencias
vao se afastando, pois a equivaléncia proposta ¢ bastante simplificada.

Na figura b2 apresentam-se os trés primeiros modos de vibracgao calculados para
a posigdo inicial com suas frequéncias naturais. E importante comentar que os modos de
vibrar apresentados por solvers de autovalor — autovetor podem apresentar diferencgas,

pois as intensidades e sinais dos modos sdo arbitrarios.

""" =0,0445 rad / (ms)

a);um = 0’ 26427 rad / (ms)

VAZTAAAR, o™ =0,68673 rad / (ms)

Figura b2 - Modos de vibrar (sem escala) e frequéncias naturais

Na figura b3 mostra-se o comportamento temporal do deslocamento transversal
do ponto carregado da viga trelicada sujeita ao carregamento subito aplicado. O
deslocamento maximo ainda é pequeno, assim, o deslocamento transversal maximo

esperado ¢ aproximadamente o dobro do deslocamento estatico.
0,000 -
-0,005
-0,010
-0,015
-0,020

-0,025

Deslocamento (m)

-0,030

-0,035

0,040 T T T T T T T T 1
0 75 150 225 300 375 450 525 600 675

Tempo (ms)

Figura b3 - Deslocamento transversal do ponto carregadopara ao longo do tempo com
F=12,5x10"Mgm/ (ms)*.
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O intervalo de tempo adotado foi estimado automaticamente pelo codigo a partir
da equagdo (2.117) e vale Ar=0,3377ms, que corresponde a sexta frequéncia natural

que vale @;"" =1,86042 rad / (ms) .
0,0
051
0]
5.
201

-2,5

Deslocamento (m)

-3,0 1

-3,5

Din

-4,0 T T T T T T T T 1
0 75 150 225 300 375 450 525 600 675
Tempo (ms)

Figura b4 - Deslocamento transversal do ponto carregado ao longo do tempo com

F=12,5x10"* Mg m/ (ms)* .

Na figura b4 apresenta-se o resultado do mesmo problema para uma carga
aplicada cem vezes maior, ou seja F(¢)=12.5x10"*Mgm/(ms)* H(t). Como se pode
observar o deslocamento transversal ndo aumentou proporcionalmente ao aumento da
carga, alem disso a "frequéncia" de vibragdo aumentou. Esse fato ocorre porque ao se

desenvolver um grande deslocamento a rigidez longitudinal da estrutura foi acionada e

esta ¢ maior que a rigidez transversal.

0.00000

I 0.42669

-2 9B6E5 o
- ‘
341354 5

Figura b5 - Configuragdo correspondente ao ¢ =65,85715ms .

Para se ter uma ideia do nivel de deslocamento considerado na analise da figura
b4, apresenta-se na figura b5 a configuragdo da estrutura no passo de tempo 195,

correspondente ao tempo ¢=065,85715ms. A palavra frequéncia foi utilizada entre
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aspas, pois problemas ndo lineares nao possuem exatamente um modo de vibrar e,
apesar dos niveis de deslocamento passarem por picos de valores semelhantes, veja a

figura b4, a forma da curva nunca se repete exatamente.

2.4.4.c - Portico trelicado sujeito a carregamento transversal subito
Esse exemplo ¢ parecido com o exemplo anterior, pois ¢ uma estrutura com
resposta tipicamente vibratdria. A geometria do problema, portico trelicado submetido a

carregamento vertical, ¢ apresentada na figura c1. Todas as barras da estrutura possuem
4rea de se¢dlo transversal A =12cm” =1,2x10"m’, correspondente a uma secio tubular

retangular de altura 10cm, base de Scm e espessura 0,4cm. Toda a estrutura ¢

constituida de material com modulo de elasticidade £ =210Mg / [m.(ms)2] =210GPa

e densidade p=7Mg/m’ =7000kg /m’, ou seja, ago. As forgas transversais aplicadas

conforme mostra a figura valem F(z)=5,0x10"Mgm/(ms)*H(t) ou F =50kN H(t).

Uma analise estatica foi realizada e o deslocamento vertical do ponto 4 resultou em

Pl

v, =5,48cm.

=—1=1—

il

15m

T=
EQ
=
A

Figura cl - Geometria e carregamento do problema

Os quatro primeiros modos de vibrar e suas correspondentes frequéncias naturais
sdo apresentados na figura c2. O intervalo de tempo foi calculado automaticamente no

codigo utilizando-se a formula (2.117) resultando Af=1,6005ms correspondente a
1/10 da quinta frequéncia natural e, =0,39256rad / (ms). O mesmo comentario feito

para a figura b2 valem aqui e para todas as analise de modos de vibragao
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Figura c2 - Primeiros quatro modos de vibrar - sem escala

Na figura c3 mostra-se o comportamento vertical do ponto 4 ao longo do tempo
comparado com a resposta estatica. Observa-se a estabilidade do algoritmo de Newmark
pela grande duragdo em periodos da analise realizada.

0,00 -
-0,01
-0,02 1
-0,03 1
_0’04_' —Din
-0,05 I
-0,06
-0,07 4
-0,08
-0,09 4
-0,10 4
0,11
o
0 300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000 3300
Tempo (ms)

Deslocamento vertical (m)

Figura c3 - Deslocamento vertical ao longo do tempo para carga original

Na figura c4 apresenta-se a mesma analise para uma carga 10 vezes maior, ou
seja F(t)=5,0x10"Mgm/(ms)’H(t) ou F =500kNH(¢). Diferentemente do
exemplo anterior a estrutura ficou levemente mais flexivel quando grandes
deslocamentos aconteceram. Na figura c5 apresenta-se uma posicdo de maximo

deslocamento transversal, revelando os grandes deslocamentos dessa andlise.
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-0,2 1

0,4

-0,6 -

-0,8 1

Deslocamento vertical (m)
o

A24+———TTT—T—T T T T T
0 300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000 3300

Tempo (ms)

Figura c4 - Deslocamento vertical ao longo do tempo para carga 10x a original

- |

Figura c5 - Configuracdo do passo 60, ¢ =93,03ms, escala real

2.4.4.d - Viga trelicada engastada sujeita a acao de forca senoidal

A mesma viga do exemplo b ¢ submetida a forga transversal de mesma
intensidade, mas com variacdo senoidal proxima a primeira frequéncia harmonica da
estrutura, ou seja, F(¢t)=F =12,5x10° Mg m/ (ms)* sen(0,04445¢t). O deslocamento
vertical do ponto de aplicacdo da carga ¢ mostrado na figura d1 para a estrutura original
e para a estrutura com acréscimo de massa concentrada (igual a da estrutura) no ponto
de aplicagdo da carga. O tempo de analise adotado ¢ 9,42s e o intervalo de tempo ¢
At=4,71ms .

Caso a frequéncia da carga fosse exatamente a freqiiéncia da estrutura a

amplitude de deslocamentos cresceria indefinidamente levando o codigo a perda de

estabilidade apds um tempo de andlise.
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Figura d1 - Comportamento ndo linear de estrutura sob carga em frequéncia harménica

No exemplo b o méximo deslocamento ¢ da ordem de 4cm para a mesma
intensidade da carga (porém subita) aplicada nessa estrutura. Como se observa na figura
dl o efeito de quase ressonancia conduz a um deslocamento transversal maximo de
quase 90cm para vao de 6m. Entretanto, a diferenca entre a freqliéncia da carga ¢ a
primeira freqliéncia natural causa uma oposicao de fase que leva a redugdo da amplitude
do movimento e, quando a fase se ajusta, novo aumento da amplitude. Esse tipo de
comportamento ¢ conhecido como batimento.

Na figura d1 mostra-se também a reducdo da amplitude do movimento ao se
acrescentar uma massa elevada no ponto de aplicacao da carga (alteracao da freqiiéncia
natural) , estratégia usada para criar dispositivos de controle de vibragdo por massa.
Esse controle ocorre pela mudanca da frequéncia natural de vibragdo da estrutura,
afastando-a da frequéncia de excitagdo causada, por exemplo, por maquinas. Nesse

caso, a introdu¢do da massa reduz as primeiras frequéncias de vibragao da estrutura.

2.4.4.e - Influéncia da protensao nas frequéncias naturais de estruturas
Nesse exemplo, as frequéncias de vibragdo da viga trelicada da figura el sdo
calculadas para os cinco casos descritos a seguir.
Caso a: Viga simplesmente apoiada sem cabo central
Caso b: Viga simplesmente apoiada com cabo central frouxo

Caso c: Viga simplesmente apoiada com cabo central protendido
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Caso d: Viga simplesmente apoiada com barra Unica sem protensdo ligando as
extremidades

Caso e: Viga simplesmente apoiada sem cabo com for¢a externa simulando a protensao

Casos a,b,c,d
AN VAN
«— Caso e
AN VAN

Figura el - Casos de analise dos modos de vibracao

O vao total da viga ¢ de /=10m com cada trecho igualmente espagado de

Al =1m e altura total de 4 =10cm . As propriedades utilizadas para as barras da trelica

sio A=2.0x10"m*, p=TMg/m’ ¢ E =200GPa. Adotaram-se a mesma area, porém a

densidade dos elementos do cabo é 0,7Mg/m’ e seu mddulo de elasticidade ¢é

E =2000GPa . Nos casos b e ¢ foram utilizados 10 elementos de cabo (elementos de
treliga justapostos) de mesmo comprimento unindo as extremidades da viga, mas sem
contato com os nos internos da trelica. O modelo constitutivo adotado foi o de Almansi
linear para todos os casos. A barra unica do caso d possui as mesmas caracteristicas
fisicas dos elementos de cabo.

A protensdao foi realizada em duas etapas: Na primeira simula-se a estrutura
estaticamente aplicando-se uma reducdo de 1,5x10*m em cada elemento de cabo,

providenciando-se apoios com mobilidade horizontal nos noés dos cabos para que a
estrutura ndo apresente Hessiana singular. Na segunda etapa, 1é-se a posicao final de
todos os nds da primeira etapa como posi¢do inicial diferente da posicdo de repouso
(novo esquema de entrada de dados deixado para o leitor resolver) aplicando-se ao
mesmo tempo a redugdo das barras para que a resultante de for¢as em todos os nos fique
nula.

Nessa segunda etapa, quando o cabo estd protendido, os apoios moveis nos
cabos ndo precisam existir (mesmo se a analise fosse estatica), pois a Hessiana ndo sera
mais singular. Quando o cabo esta frouxo, mesmo sem o0s apoios, ¢ possivel realizar
analise de modos de vibracdo, apesar da Hessiana estatica ser singular. Processa-se o

programa, calculando-se os auto-valores e auto-vetores pela equacdo (2.113). Esse
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exemplo poderia ter uma anélise dindmica transiente adicional, porém ndo ¢ esse seu

objetivo.
A~
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Figura e2 - Primeiras frequéncias de vibracao para estrutura com cabo frouxo @ =0

Por curiosidade na figura e2 apresentam-se os primeiros modos do caso b que
correspondem a frequéncia nula de vibragdo para o cabo frouxo. O valor nulo da
frequéncia indica que a matriz Hessiana (parcela singular) ndo se opde a esse
movimento, ou seja, em pequenos deslocamentos o cabo ¢ totalmente livre (hipostatico)

para se movimentar e a superposicao dos auto-vetores comporiam seu movimento.

@, =0,01816 rad / (ms)

®, =0,01816 rad / (ms)
@, =0,00858 rad / (ms)
w, =0,01816 rad / (ms)

, =0,00858 rad / (ms)

Figura e3 - Primeiros modos de vibragdo e frequéncias para todos os casos

Na figura e3 apresenta-se o primeiro modo com auto-valor ndo nulo de todos os

casos. Observa-se que os casos ¢ e e apresentam a primeira frequénca de vibragdo
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menor, ou seja, a parcela ndo linear da matriz Hessiana, dependente dos niveis de
tensdo, alteram a rigidez do problema, alterando, consequentemente, seu modo de
vibrar. Na figura e4 apresentam-se os 6 primeiros modos de vibrar da estrutura
protendida, deve-se observar como se intercala a predominancia das frequéncias da

estrutura ¢ do cabo de protensdo.

ﬁk‘"“"-‘-:::&% o= 0,00858 rad / (ms) ’ﬁ-"“”’”/’
S

= B
= N

S @, =0,06237 rad / (ms)

—_— e e

) T ;0,1(52-1_6- rad | (ms) ;__,,_,/-”""' 7

7
. N

S \:\ 3

\ =
LN /%“a)‘, =0,14214 rad / (;&%\\\ﬁ

’.///

- T @, =0,20181 rad / (ms)

7y P
7S @, =0,24235 rad | (ms)™,
R 4 R ZA
V::-twf N,

® p
ﬂx\;?_\\i 7

Figura e4 - Modos de vibracao da estrutura protendida
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3 - Cinematica dos corpos deformaveis

Nesse capitulo procura-se apresentar os conceitos cinematicos para corpos
deformaveis (continuos) para qualquer nivel de deslocamento e deformacdo, ou seja, o
texto ndo esta limitado a pequenas deformagdes e pequenos deslocamentos, como na
maioria dos textos dedicados aos estudantes de engenharia. O capitulo ¢ dedicado a
fornecer os subsidios necessarios a extensdo do MEF posicional a andlise de problemas
solidos, barras gerais e cascas. A exposicdo serd feita de forma gradual abordando os
conceitos estritamente necessarios a elasticidade ndo linear em sua versdo Lagrangiana

total.

3.1 - Conceituacao uniaxial

Para se conceituar a deformagdo longitudinal observe o ensaio de tragdo da barra
indicada na figura 3.1. Antes de se aplicar a forca F, na configuragio inicial,

marcaram-se dois pontos x” e x distantes Ax entre si. Apos a aplicagio da agdo

externa ocorre uma mudanga de configuragdo, para a qual os pontos marcados passaram
a ocupar as posicdes V' =f (xA) e y=f (x) . A fungdo f indica a mudanca de

configuragdo que poderia nao ser fruto da acdo de uma forca, mas de temperatura ou

outro tipo de a¢do qualquer.

NOONNNNN
=
<

L
v

NN

Figura 3.1 — Mudanga de configuracao
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Na configuragdo atual a distdncia entre os pontos marcados passa a ser
Ay=y—y'=f (x) —f (xA) . Da figura 3.1 define-se deformacao longitudinal média de

engenharia, como:

Al
Epd =—

med
g 0

(3.1)

Para se medir com maior precisdo a deformagdo no ponto A4, pode-se definir

deformacgdo média na vizinhanga finita de 4 como:

o _Av=ax_(y-r)-(x-x)

= = (32)
A equacdo (3.2) pode ser reescrita de duas formas:
A - f(x)=r(x
oz ==t | (()() ), .
o A=A (r=0)-(p' o) ulx)-u(x) 54)

gme - -

AT ) (e
onde u ¢ o deslocamento na dire¢do uniaxial de um ponto genérico. Define-se a
deformagao no ponto 4 fazendo-se o limite das equagdes (3.3) ou (3.4) quando x se

aproxima de x*, ou seja, a vizinhanga passa a ser infinitesimal, como:

&(x")=| lim U7

O _EXA_IZA(XA)_l (3.5
| wE)-u())] g
()| (x—+") ):d—fﬁXA 0

A expressao (3.6) informa que a deformacdo longitudinal em um problema
uniaxial pode ser expressa como a derivada do deslocamento em relagcdo a coordenada
que define o problema. Esta expressao ¢, em geral, a mais usada e conhecida, porém em
elasticidade ndo linear a forma (3.5) resulta em procedimentos de célculo mais simples.
Neste caso a grandeza A ¢ chamada alongamento de Cauchy-Green, ou simplesmente
alongamento. Ainda, como o ponto A4 ¢ arbitrario, as formulas (3.5) e (3.6) valem para
qualquer posi¢do X, ou seja:

i
dx dx dx

1o A1

(3.7)
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onde as representacdes que usam y no lugar de f (x), apesar de matematicamente

deselegantes, levam a um entendimento fisico importante associado que remete a
defini¢ao da deformacdo média de engenharia. Ou seja, a razdo entre a diferenca dos
comprimentos infinitesimais final e inicial pelo comprimento inicial de uma fibra do
material ¢ a deformagdo longitudinal de engenharia no ponto. Da mesma forma o

alongamento relativo A(x) em um ponto ¢ dado pela razio entre comprimento

infinitesimal final € o comprimento infinitesimal inicial de uma fibra do material.
Quando a configura¢do inicial do corpo ¢ tomada como referéncia, a medida de
deformagdo e todas as outras grandezas associadas sao chamadas Lagrangianas. Caso a

configuragdo atual de um corpo seja tomada como referéncia, a deformagao (por

exemplo ln(dx/ dy)) e todas as outras grandezas associadas sdo chamadas Eulerianas.

Sem a simplificagdo de pequenos deslocamentos, a Tensdao de Cauchy ¢ uma
grandeza Euleriana, pois ¢ definida na configuracdo atual do corpo. Entretanto, na
elasticidade linear (que ndo € o objeto desse texto) esta tensdo ¢ tratada como se fosse
Lagrangiana, pois a configuracdo atual (ou final) se confunde com a inicial,

simplificagdo que nao ¢ admitida na elasticidade nao linear.

3.2 - Deformacgio de engenharia multiaxial

A deformagdo longitudinal definida no item anterior, principalmente no formato
da equagdo (3.6), ¢ muito utilizada nos textos relacionados a elasticidade linear e 14 ¢
chamada simplesmente de deformag@o uniaxial. Observa-se que no ensaio mostrado na
figura 3.1 a fibra analisada mudou de posi¢do seguindo a direcdo horizontal, ou seja,
sem apresentar rota¢do. Essa limitacdo faz com que sua defini¢do seja limitada a
problemas lineares. Aqui, sem limitacdo do nivel dos deslocamentos, as componentes
longitudinal e distorcional de deformacdo, na conceituagdo de engenharia, serdo
definidas para solidos gerais. As ilustragdes serdo apresentadas para corpos
bidimensionais, porém as definicdes e formulas sdo aplicadas para solidos bi e

tridimensionais.

3.2.1 - Deformacao longitudinal

Todo solido deformavel em equilibro estatico ou em movimento, sujeito a agdes
externas, muda de forma ou de configuracdo, veja a figura 3.2. A funcdo f (invertivel)

descreve a mudanga da configuracdo inicial B, para a configuragdo atual B de um
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corpo genérico. Esta fungdo ¢ considerada, nesse estudo, continua e continuamente
diferenciavel até a segunda derivada e ¢ chamada simplesmente fungdo mudanca de
configuracdo. O uso de ]7 para descrever o comportamento geral do so6lido resulta em
analise Lagrangiana, pois a referéncia ¢ a configuragdo inicial. A utilizagdo de sua
inversa (g ), para descrever o comportamento do so6lido resulta em uma descri¢ao
Euleriana.

Nosso estudo serd voltado a descricdo Lagrangiana, porém, para ser mais
completo, algumas grandezas eulerianas serdao comentadas.

ﬂxz,yz

f(xl’xz)

XN
S

N

Figura 3.2 — Mudanca de configuragao

Na figura 3.2 os vetores infinitesimais dx e dy sdo dados pelos seus
comprimentos infinitesimais dx e dy (sempre positivos, pois o material ndo pode
degenerar - virar do avesso) e por suas diregdes, especificadas pelos versores u € v .

Do célculo diferencial escreve-se a fun¢do mudanca de configuracdo f

.. 0o .0 _0
calculada em um ponto (x,,x,,x,) em uma vizinhanga de (x1 , Xy, X5 ) como:

f(xl,xz,x3):f(xlo,xg,xf)+Grad(/7)-df (3.8)
Passando-se f(xlo ,x20 ,x_f ) para o lado esquerdo da equagdo retorna a relagdo entre dy e
dx como:

d)7=df=Grad(f)~d§c=A~d5c' (3.9)

ou, em notag¢ao indicial, :
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dy, = f; ,dx; = a;dx, (3.10)
Para simplificar a notagdo dyadica, chamou-se o gradiente da fun¢do mudanca

de configuracdo de A4, tensor de ordem 2.

Aproveitando-se dos conceitos do célculo vetorial, calcula-se o comprimento dy
como,
dy* =dy' - dy (3.11)
onde o simbolo transposto ¢ utilizado para auxiliar na notagdo dos tensores de ordem 2 a

serem aplicados. Substituindo-se a equacao (3.9) na equagao (3.11) resulta:
dy’ =dx' - A" - A-dx (3.12)
Substituindo-se a representacdo dx =dxu em (3.12), escreve-se:

dy* =(ii'- A A-ii ) dx’ ai:(ﬁ’-A’-A-ﬁ) (3.13)

dX_Z
onde 4, =dy/dx>0 ¢é o alongamento na dire¢do do vetor # . Assim, com base naquilo

que foi descrito no item anterior, para se medir uma deformagdo longitudinal de

engenharia na direcdo de # (referéncia em B° - Lagrangiana) deve-se fazer:

gu:d_y_ =4,-1 (3.14)
dx

ou seja, como dx e dy , apesar de infinitesimais, sdo positivos, tem-se:
d - = = =
/1u=d—y=\/ut-A’~A~u e g =il - A - A-ii —1 (3.15)
X

Deve-se comentar que a relagdo dy/dx na equacdo (3.14) ndo indica derivada,
mas a relacdo entre os comprimentos infinitesimais dy e dx. Neste ponto € interessante
se definir o tensor de alongamento a direita de Cauchy-Green,

C=4-4 com C'=4"-4 simétrico (3.16)
grandeza importante na descri¢do lagrangiana da elasticidade ndo linear.

Para se exemplificar uma medida de deformacao longitudinal euleriana repete-se
o procedimento descrito pelas equagdes anteriores, tendo como referéncia o corpo na

configuragdo atual. Nessa situacdo a funcdo mudanca de configuracdo inversa ¢
8(¥,¥4,15) -

Do calculo diferencial escreve-se a fungdo g calculada em um ponto ( VisVas y3)

. . 0 0 0
em uma vizinhanca de ( NV Vs ) como:
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g(yoyyys)=8(3. 35,00+ grad (g)-dy (3.17)
onde grad ( ) foi escrito com letra mintscula para indicar a diferenca de uma operacao

euleriana de uma lagrangiana. Passando-se §( vy, y;) ) para o lado esquerdo da

equacao retorna a relagdo entre dy e dx como:

dx =dg =grad(g)-dy = B'-dy (3.18)
ou, em notacao indicial,

dx, =g, ,dy, =b,dy, (3.19)
donde conclui-se que B'=A". O uso do simbolo de transposto na defini¢do do
gradiente de ¢ na equacdo (3.18) ¢ conveniente na dedugdo da relacdo entre areas, veja

a equacao (3.88).

Aproveitando-se dos conceitos do célculo vetorial, calcula-se o comprimento dx

como,
dx* =dx' - dx (3.20)
Substituindo-se a equagdo (3.18) na equagdo (3.20) resulta:
dx* =dy' -B-B'-dy (3.21)
Utilizando-se a representacao dy =dyv em (3.21), escreve-se:
@ = (¥ BB ) dy? & (w88 ) (3.22)
dy

a relacdo A =dx/dy ¢é chamada de alongamento escalar a esquerda de uma fibra,
enquanto o alongamento escalar 4 , definido anteriormente, ¢ muitas vezes chamado de
alongamento escalar a direita.

Pode-se definir a seguinte medida de deformacao longitudinal euleriana

gvzdy_dle—ﬂzl—iv (3.23)
dy dy

chamada deformacdo de Hencki Nesse caso, como dx e dy, apesar de infinitesimais

sdo positivos, tem-se:

A, =\V"-B-B"-v e g =1-V'"-B-B"-v (3.24)
Define-se o tensor de alongamento a esquerda de Cauchy-Green como,

M=B-B com M' =B-B simétrico (3.25)

grandeza importante na descrigdo euleriana da elasticidade nao linear.
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3.2.2 - Distor¢ao Lagrangiana

Marcando-se duas linhas ortogonais no corpo indeformado (configuracio B°),
veja figura 3.3, a distor¢do de engenharia é definida pela quantidade angular (em
radianos) do quanto estas linhas deixam de ser ortogonais apds a mudanca de

configuracdo, ou seja:

Y =70 (3.26)

Aqui ¢ importante lembrar que radiano ¢ adimensional, pois ¢ uma medida
relativa entre o comprimento de um arco e o raio que o gerou e, portanto, pode ser
usado como medida de deformacgdo. Como sera visto adiante, ao invés de se utilizar a

distor¢do de engenharia, ¢ preferivel definir a semi-distor¢do ou distor¢do matematica

&,, como,
1(n

& =—|—-60 3.27

i oo

|
Il
“.‘
=y

~
Il

'
<

X5 )y

>

Figura 3.3 — Distor¢ao

Na figura 3.3 u e v sd@o versores na configuragdo inicial enquanto U e V' sdo
vetores ndo unitarios na configuragdo atual, pois acompanham a mudanga de forma do

corpo. Da figura 3.2 e das equagdes (3.9), (3.13) e (3.15) se escreve:

dy=dxA-u e df:dy‘%z%dx‘%ziudx‘g‘ (3.28)
portanto,

o, U U _4i
A-u=241, U‘ ou ‘U‘ ) (3.29)




o mesmo vale para a dire¢do original dada por v , veja figura 3.3,

ro_4v (3.30)
A

Utilizando-se a defini¢ao do angulo formado entre dois vetores escreve-se:
cos(9)=L LA Ay VU (3.31)

R

Unindo-se (3.131) e (3.27) resulta a semi-distor¢ao como:

A't- t- -4' A't. -4'
=&, 1 Z _arccos A Av)) 1 Z _arccos ey (3.32)
2( 2 AA, 2(2 AA,

onde C ¢ o tensor de alongamento de Cauchy-Green a direita, veja a equagao (3.16).

)
I
)
I

Para o caso tridimensional, um terceiro versor w, ortogonal a u e v deve ser
considerado e também se calculam as semi-distor¢des nos planos (na configuragdo
inicial) definidos por # ¢ w epor w e V.

Para se encontrar as "componentes" cartesianas lagrangianas da deformagdo ¢,

S | - T _ =2

calculam-se os valores de ¢,, ¢,, ¢,, ¢,, &, € €, com Uu=i=¢€ , V=j=¢é" e

w=k =é°, versores coordenados

&, =4/¢, —1, Eyy =4/Cp —1, £33 =4JC33 1 (3.33)
|~ Cij .

&; =—| — —arccos| — para i # (3.34)
202 A4,

onde o tensor de alongamento de Cauchy-Green, equacao (3.16) foi utilizado. Assim, as
componentes do tensor C estdo diretamente associadas as componentes cartesianas de
deformagdo. Maiores detalhes serdo apresentados no item 3.4. Observa-se que cada

componente cartesiana do tensor de Cauchy-Green foi encontrada aplicando-se
c;=¢é-C-é’, onde (51,52,53) =(f,j,l€).
As equacgdes (3.33) podem ser reescritas usando a definicdo de alongamento
longitudinal, veja a equagdo (3.14), ou seja,
e, =4,-1, &y =4y —1, &y =431 (3.35)
Poder-se-ia cogitar em escrever as "componentes cartesianas" da deformacgao
nao linear de engenharia (equagdes (3.33) e (3.34)) na forma de um tensor de ordem 2,

porém, o arranjo resultante ndo ¢ um tensor, pois ao se aplicar a férmula de rotacdo

sobre este arranjo em forma de matriz, ndo se encontraria a medida correspondente de
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deformacdo na direcdo desejada. Para tanto, é necessario se aplicar a rotagdo sobre o
tensor de alongamento de Cauchy-Green para depois se calcular as novas
"componentes" da deformacdo ndo linear de engenharia. Porém, esse procedimento,
além de trabalhoso, impossibilita a defini¢do de leis constitutivas coerentes, conforme
sera visto mais adiante.

Obviamente que o gradiente da fungcdo mudanga de configuragdo (A) respeita as

formulas de giro, assim pode-se escrever o gradiente da funcdo mudanga de

configuragio para um sistema coordenado (X,,X,,X;) a partir do gradiente calculado em
(x,,x,,x;) como:

A=R"-A-R ou vice versa A=R-A-R' (3.36)
Utilizando-se essa propriedade do gradiente sobre a equagao (3.16) encontra-se:
C=A"-A=R-A"-R"-R-A-RR=R-A'"-A-R'=R-C-R' (3.37)
ou resumidamente:
C=R-C-R ou inversamente C=R'-C-R (3.38)
onde R ¢ a matriz de rotacao definida com detalhes em cursos anteriores ou nas equagao
(4.20) e (4.21).
Portanto, vale a férmula do giro para o tensor de alongamento de Cauchy-Green,

0 que possibilitara a criacdo de leis constitutivas coerentes.

3.3 - Deformacgio de Green-Lagrange e deformacao de Almansi

Analisando-se as "componentes" de deformacdo ndo linear de engenharia e seu
significado geométrico intuitivo, equagdes (3.33) e (3.34), constata-se que as
deformacgdes longitudinais nas diregdes cartesianas possuem uma relacdo direta com os
termos da diagonal do tensor de alongamento de Cauchy-Green e que as componentes
de distor¢ao possuem relagdo direta com os termos fora da diagonal deste tensor.

Retornando-se a equagdo (3.12) e lembrando-se que se pode escrever

dx* =dx'-di =dx'-1-dx escreve-se:

dy’ —dy’ = dx' (A - A1 )d¥ (3.39)
ou ainda,

a’yz—afx2 . ; o -

=i (A-A-1)ii=id'-(C—1)-ii (3.40)
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Assim, comparando-se (3.40) com a (3.33), (3.34) e (3.35) e lembrando-se da

equagao (2.2), define-se o tensor de Deformagdes de Green-Lagrange (ou apenas Green)

como:
E=%(A’-A—I)=%(C—I) ou EF%(CU—@,) (3.41)

Se o tensor £ =0 ndo ha deformagdo no ponto analisado, mas se £ # 0 o corpo
se deforma e todas as componentes de deformagdo intuitivas de (3.33) e (3.34) estdo
contempladas.

Seguindo procedimento analogo para a descri¢do Euleriana, pode-se observar
que se pode escrever dy> =dy' -dy =dy' -1-dy que, juntamente com a equagio (3.32),
permite escrever:

2 2
cb}d;zdxm?"(I—B~B’)-\7=\7’~(I—M)-\7 (3.42)
y

que, lembrando-se da equagdo (2.5) define-se o tensor de deformagdo de Almansi como:
F:%(I—M) (3.43)

Como o objetivo desse material ¢ o desenvolvimento de formulacdo Lagrangiana
total de elementos finitos baseada em posi¢des, a grande maioria das passagens se
baseia na fun¢do mudanca de configuracao f e na deformagdo de Green tal como

escrita na equacao (3.41). Entretanto, ¢ conveniente se escrever o tensor de deformagao

de Green ( £) em fungéo dos deslocamentos para que os leitores possam identificar essa

medida de deformagao em outros textos.
Para tanto, lembra-se da definicdo de deslocamento, escrita em notacao indicial

comao:
ui(‘xl’x2’x3):yi(x17x27'x3)_xi (3.44)

Assim, o gradiente do deslocamento ¢ escrito como:

U, (xl’x2’x3):yi,j(xl’XZ’x3)_5zj (3.45)
ou, em notacdo dyadica:
Vu=A4-1 ou A=Vu+I (3.46)

Substituindo-se a segunda das (3.46) em (3.16) resulta:

C=(Vii+1) (Vi +1)=Vi'-Vii +Vii' +Vii +1 (3.47)
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Conseqiientemente, a deformag¢dao de Green, equagdo (3.41), ¢ dada em funcdo do

deslocamento por:

E:%(Vﬁf Vi +Vii' +Vii) (3.48)

3.4 - Deformacao linear - uma analise critica

Neste item informa-se ao leitor o carater aproximado da medida linear de
deformagdes utilizada na Elasticidade Linear, deixando-se claro que sua aplicagdo
implica em representacdo erronea de grandes rotagdes acarretando em limitagdes para
analises de grandes deslocamentos (NLG). Comega-se relacionando, com maior detalhe,
os elementos da diagonal do tensor de deformagdes de Green com as "componentes"
longitudinais cartesianas da deformacdo ndo linear de engenharia, por exemplo,

fazendo-se # =i determina-se

Cll ch Cl3 1
cu(u):(l,0,0) €, €y Cyl|l0]=c¢, (3.49)

¢y €y 655\ 0
que, juntamente com as equacgdes (3.41), (3.33) ou (3.49) resulta:

2 1
E, =%(z1 —1):%(21 +1)(ﬂ1—1)=(21—2+)g11 (3.50)

Quando a deformagdo ¢ pequena, o alongamento relativo ¢ muito proéximo da
unidade(/?1 = 1) , pois ndo h4d mudanca significativa de comprimento das fibras do
material, portanto:

E,z¢,, Ey=eéy Ey =éy (3.51)
tal como feito para problemas uniaxiais, veja equacao (2.4).
Outra forma de se chegar a mesma conclusdo ¢ escrevendo-se E|, a partir da equagado

(3.48), ou seja, em funcao do deslocamento, como,
1
E, = E(ul,lul,l Tu, + ”1,1) (3.52)

A partir das equagdes (3.45) e (3.14), resulta,
u, =y —x),=y,-1=4-1=¢, (3.53)
portanto, escreve-se (3.52) como,

1
E, =5(gf1 +2¢,)= ey (3.54)
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Assim, quando a deformacgdo longitudinal ¢ pequena, vale a equacdo (3.51) e
aflora da equagdo (3.52) a intencdo de se desprezar Vii'-Vii na representagdo (3.48)
para representar pequenas deformacdes. Neste sentido, deve-se mostrar que, quando a
distor¢do ¢ pequena, os termos fora da diagonal de E se aproximam dos termos

correspondentes do tensor de deformagao linear definido como,

TR 7 ot Uu

wm  Vu +Vu i (u,,] ],,)

g" :T ou & =T (3.55)
Faz-se uso inicial da medida de deformagdo ndo linear de engenharia, pois se

sabe da coincidéncia de sua definicdo com a da medida linear de deformacao, a menos

da magnitude dos deslocamentos e giros admitidos. Seja a semi-distor¢do ndo linear de

engenharia medida no plano formado por ii =7 e v = j (equagio (3.32)),

& 1 Z _arccos| 12— (3.56)
21 2 A

Realizando-se uma expansdo em série de Taylor do arco-cosseno em torno de ¢, =0

tem-se:

glz=1(£_(£_CL+O(C;)B:L&+10 (c_j (3.57)
202 |2 a4, A 22 (A4

Introduzindo-se a hipdtese de pequenas rotagdes, para qualquer compoente,

quando a deformagdo ¢ pequena resulta:

gln ;lc” =F, para i#] (3.58)

g 2 y y

Desta forma, conclui-se que a deformagdo linear (pequenos deslocamentos,

deformacodes e rotagdes) ¢ dada pela expressao (3.55).

3.4.1 - Limita¢des da deformacio linear para movimentos de corpo rigido

Apesar de se ter mencionado que a medida de deformacdo linear vale para
pequenas deformacgdes, deslocamentos e rotacdes, a prova de que os deslocamentos e
rotagdes devem ser pequenos ainda ndo foi apresentada. Para tanto, tomam-se fungdes
de translacdo e de rotagdo pura sobre um corpo qualquer e se verifica se a deformagao
resultante ¢ nula. Caso a deformacao resultante ndo seja nula a medida de deformagao

possui limitagdes, ou, utilizando-se o jargao cientifico, ¢ ndo objetiva.
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Movimento de corpo rigido - Translacdo

A fun¢ao mudanca de configuragdo que representa translagao ¢:
v, = fi(x.%,,x)=x,+d, (3.59)
onde d; € o vetor deslocamento constante, assim,
u,(x,x,,%,)=d, (3.60)
Desta forma encontram-se:
Vi=A=1 Vi =0 (3.61)
Aplicando-se as equacdes (3.41) ou (3.48) e (3.55) conclui-se que tanto a

deformagdo de Green quanto a deformagdo linear ndo registram deformacdo para

translagdes de corpo rigido.

Movimento de corpo rigido - Rotagdo
Para simplificar, em uma representacdo bidimensional, a funcdo mudanca de

configuracdo que representa rotagdo ¢ dada por:

¥, =x,co0s(0)—x,sen(0) u, = x, cos(0)—x,sen(6)-x,
ou (3.62)
¥, = x;sen(0)+x,cos(6) u, = x,;sen(6)+x,cos(0)—x,
Portanto,
A=R, C=R-R=1I, E=0 (3.63)
- Lo . i | cosO@—1 0
Vi=R-1I, (Vii+Vi')=R+R'-2I, &"= (3.64)
0 cosd-1

ou seja, para rotacdo de corpo rigido a deformacdo de Green ¢ objetiva, mas a
deformacao linear nao ¢é, pois registra deformacao onde ndo ha.

~
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Figura 3.4 - Grandes rotagdes de um infinitésimo em corpo flexivel
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Entretanto, se o giro for pequeno cosd —1 e a deformacdo inadequada
desaparece. Assim, a deformacdo linear pode ser utilizada como boa aproximagdo
quando os giros forem pequenos.

A figura 3.4 mostra como um elemento infinitesimal, contido em um corpo que
sofre grandes deslocamentos, esta sujeito a grandes rotacdes. Portanto, a deformagao
linear fica limitada a pequenos deslocamentos, rotacdes e deformacdes. Desta forma,
uma andlise que utiliza esta medida de deformagdo, equacdo (3.55), ¢ chamada de

analise linear geométrica e ¢ aqui descartada.

3.5 - Mudanc¢a de volume na mudanca de configuracio
A deformagao volumétrica ¢ definida como a razdo entre a diferenga do volume
final e inicial de um infinitésimo e o seu volume inicial, como:
g = dv —dv, _ dv
av,  dvy

—1=J-1 (3.65)

onde J ¢ a relagdo entre os volumes atual e inicial em um ponto do corpo deforméavel,
muitas vezes chamado Jacobiano da transformagdo, no caso, jacobiano da fun¢do
mudanga de configuracao.

Para se calcular a variacdo volumétrica (ou a relacdo entre volumes) € preciso se
calcular o volume de um infinitésimo nas configuragdes inicial e atual do sélido, sujeito

a uma mudanca de configuragdo, veja a figura 3.5

—

f(x1ax2=x3)

dv
2x,, Vs /\ ’
dV, /
n 3
dy
d)_C.3 d)_C.z X2V g ’r
o

d)—}*l

\4

xl’yl

Figura 3.5 - Mudanca de volume

Antes de se realizar essas operagdes para os vetores infinitesimais da figura 3.5, vale

a pena se recordar o cdlculo geral do volume indicado na figura 3.6, definido pelos
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vetores [\7, g7 ] Inicia-se com a determinacao do vetor w resultado do produto vetorial

Vv A g cujo mddulo ¢ a area da base do prisma, como:

Vi Va Vs
W=VAg=Ig & & :(Vzg3 —v3g2)l?+(v3g1 —V1g3)j+(vlg2 _Vzg1)k (3.66)
i j ok

Realizando-se o produto escalar w-7 encontra-se o produto da area da base pela
altura do prisma (proje¢do de 7 na direcdo de w) e, portanto, seu volume.
Algebricamente fica:

(V1 8)-7 =(]¥]|g|sen(0)).|F|cos ()= Ah=V (3.67)

Onde, nesta expressdo, 4 e V' sido escalares e correspondem a area da base e ao volume

do prisma, respectivamente.

Figura 3.6 — Volume do prisma

Em coordenadas expandidas, a expressao (\7 A g) -7 € escrita como:

V=(VAg) 7 =(n8g—v&)n+(ng—ng)n+(vg—v.g)n (3.68)
que significa substituir na expressao do determinante (Sarrus) a base ortonormal

[fjl;] pelas componentes do vetor 7 , ou seja:

vl v2 V3
V=Detl g g g (3.69)
h n n
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Caso um dos vetores envolvidos na expressao (3.68) ou (3.69) possa ser escrito

como composicdo de outros dois (ou de um s6), ¥ estard contido no planode v ¢ g, 0

volume do prisma resulta nulo e, portanto, o determinante da equacdo (3.69) ¢ nulo.
Nesse caso, diz-se que os vetores sdo Linearmente Dependentes (LD) se o determinante
da equacao (3.69) € nulo, caso contrario sao Linearmente Independentes (LI).

Em notag¢do indicial a expressao (3.68) ou (3.69) pode ser escrita como:
V=2Cuvig (3.70)
onde &, ¢ o conhecido tensor de permutagio de Levi-Cevita.

Voltando-se ao calculo de J; observando-se a figura 3.5, a luz da figura 3.6 e

equacdo (3.70), os volumes infinitesimais sdo calculados como:
=(dx' AdxX?)-dx’ = dx,dx,dx, (3.71)
dV =(dy' Ady®)-dy* = & dy;dy;dy, (3.72)

onde o fato de dx' =(dx,,0,0) ou dx; = &,dx,, di’ =(0,dx,,0) e dx’ =(0,0,dx;) ndo

tira a genralidade. Mas, da equagéo (3.10), dy, =a,,dx;, sendo a, o gradiente da
fun¢do mudanga de configuragdo, entao

av =& a,dxa dca, de =&, (adaa,dva.ds) =& a,a,a.dV, o

dVv = fykaly(?(y)ldxya]ﬁé'(ﬁ)zdx ak§ (5)3 fyk (alldx dxzak3dx3) = é‘ljkaﬂajzamdl/o G.73)
ou, da definicdo de determinante de uma matriz 3x3, expressa em (3.70):

dV = Det(A)dV, = JdV, (3.74)
onde J = Det(A). Retornando-se a equagdo (3.65) tem-se:

g,=Det(A4)-1 ou dV = Det(A)dV, (3.75)

Uma forma simples de se calcular J = Det(A) em nossa aplicagdo, ¢ lembrar que:
Det(A'- A) = Det(C) =(Det(4)) =J° (3.76)
Além disso, observa-se que Det(C ) ¢ um dos invariantes do tensor C e pode

ser calculado em suas diregdes principais, como:

20 0
Det(C)=Det| 0 22 0 |=222222=(1+g/) (1+el) (1+&!) (3.77)
0 0 A

onde usou-se a equacgao (3.35). Das equacodes (3.77), (3.76) e (3.75) resulta:
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_ P 2 p _ P P P P ap P ap P ap Pabop
g, —(1+51 )(1+52 )(1+g3 )—1—51 +& te +efe velel +e)e) +efe)el  (3.78)

que para pequenas deformacdes ¢ dado por:

g, =(1+g{’)(1+g§’)(l+g§’)—l;gl"+£§’+£3" =&, +&, +&5 (3.79)
ou
e, 2¢,=Trac(¢) (3.80)

que revela outra simplificacdo da elasticidade linear.

A observacdo mais importante desse item, ja comentada no capitulo 2, é que o
material ndo pode apresentar auto intersec¢do, ou seja, ndo pode 'virar do avesso' ou
desaparecer, assim ¢ condi¢ao necessaria que
J>0 (3.81)
em qualquer andlise mecanica que se venha a fazer. A garantia fisica de que a equagdo
(3.81) sera sempre satisfeita s6 pode ser dada através das relagdes constitutivas dos

materiais, ou seja, as relacdes tensdo-deformagdo que serdo abordadas no item 4.9.

3.6 -Mudanca de area na mudanca de configuracio - Formula de Nanson

A relagdo entre as areas da configuragdo atual e da configuragdo inicial sera a
chave para a relacdo entre a tensdo real na configuragdo atual (tensdo de Cauchy) e
medidas de tensdo matematicas definidas na configuragdo inicial, sendo as mais
importantes as tensoes de Piola-Kirchhoff de primeira e segunda espécie.

Para se chegar a formula pretendida, observam-se os volumes cilindricos da
figura 3.7, que sdo gerados pelas areas infinitesimais e pelos vetores # e V. Pode-se

definir uma érea vetor como:

dA, = N dA, (3.82)
e o vetor area atual como

dA =1 dA (3.83)

onde N e n s30 os versores unitarios ortogonais a area nas respectivas configuragoes.

f

Figura 3.7 - mudanca de configuracao - cilindro de referéncia
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Calcula-se o volume na configuragao inicial como:

dV, =ii' -dA, =ii' - N dA, (3.84)

Analogamente tem-se para a configuracao atual:

dV =v'-dAd=v"-fidA (3.85)
Lembrando-se da relagdo entre volumes, equacao (3.74), e que v =A4-u onde A

¢ o gradiente da funcdo mudanca de configuracdo (em negrito para nao ser confundido

com a area), escreve-se
dV =ii' - A'-iidA=JdV, = Jii' - N dA, (3.86)
Pelo fato da dire¢ao geradora do volume inicial # ser arbitraria pode-se escrever:

A'-7idA=J N dA, (3.87)
Pré-multiplicando-se a expressdo anterior por B = (A’ )71 resulta:

iidd=J B-NdA, (3.88)
que, como comentado anteriormente, ¢ conhecida como Formula de Nanson e ¢ muito
importante na relagdo entre as diferentes medidas de tensdo. Observa-se aqui que nao
aparece o simbolo de transposto em B, veja comentario apos equacao (3.19).

E interessante se escever (3.88) na forma indicial, como:

ndAd=Jb N.d (3.89)
i ik k

3.7 - Direcoes principais e valores principais do tensor de alongamento de Cauchy-
Green a direita

Em aplicagdes de engenharia ¢ muito importante se determinar valores de
maxima e minima deformagdo e as direcdes em que estas ocorrem. A estes valores se
atribuem o nome de deformagdes e direcdes principais.

As dire¢des principais sdo aquelas segundo as quais o tensor de alongamento de
Cauchy-Green se torna diagonal, ou seja, deixa de existir distor¢ao, esta afirmacgdo ¢

escrita matematicamente como:

_ t
C,=R,-C-R, (3.90)
onde R, ¢ uma matriz de rotagdo que relaciona coordenadas escritas nas dire¢des

principais rotacionadas x,, € x,,, com as coordenadas escritas nas dire¢des x, € x,,

conforme Figura 3.8.
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Para uma representacdo 2D, na Figura 3.8 observa-se que o infinitésimo de
volume (referéncia de calculo) € rotacionado de um angulo especifico 0, para o qual a

matriz de rotagdo R, € dada por:

~ {cos(ﬁp) —Sen(6p)}

sen(8,) cos(8,)

P

(3.91)

Uma propriedade interessante da matriz de rotagdo ¢ que suas colunas

representam os vetores geradores dos eixos principais e, portanto, as diregdes principais,

¢ ={cos(0,) sen(s,)} (3.92)

¢ ={-sen(8,) cos(6,)} (3.93)

onde (T) e 6 sdo os dois vetores (diregdes) principais.

Figura 3.8 — Rotacdo imposta ao infinitésimo de volume

Para se determinar estas dire¢cdes principais e seus correspondentes valores

principais (alongamentos) pré-multiplicamos a equagao (3.90) por R, resultando:
C-R,=R,-C, (3.94)
e substituimos R, e C, por suas formas explicitas.

clo e o o )r, o (3.95)
o, 0, o, 0,4 0 7\3)2

A equacdo (3.95) pode ser dividida em duas equacdes idénticas, tendo em vista

que os valores Kf,l. e vetores ¢ e ¢ sdo incognitas, ou seja,
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=,
C-0=22¢ (3.96)
onde o indice de A, foi omitido por se tratar de uma equagéo que tera duas solugdes

distintas. A equacgdo (3.96) ¢ um problema padrao de auto-valor, auto-vetor e possui

solu¢do muito simples. Escreve-se a equagdo (3.96) na seguinte forma:

C11 C12 (I)l _ Ki 0 q)l (3 97)
G, Culld] |0 22|10, '

ou melhor

(Ci-%) G {%}:{0} (3.98)

C,, (Co=22) [Lo2) 1O

A equacdo (3.98) so apresenta solugdo ndo nula caso o determinante da matriz
seja nulo, resultando na chamada equacao caracteristica do problema de auto-valor,

auto-vetor.
(Ci=23)(Cp =)= CyCyy =0 (3.99)

O fato de C ser positiva definida garante que a equacdo (3.99), para o caso

bidimensional, tenha sempre duas raizes distintas reais e positivas, tal como:

A :(cu+czz+\/(c“—czz)z+4cfz)/2 (3.100)

kiz=(C“+C22—\/(C11—C22)2+4C122j/2 (3.101)

onde A, e A, sdo os alongamentos principais.

Substituindo-se A, na equagdo (3.98) determina-se a primeira dire¢do principal,
$1:1; 62:0‘11_(?11)/6‘12 (3.102)
4)1:61/\]612"'622 > 4)2:62/\/612"'622 (3.103)

A segunda dire¢do principal ¢ obtida simplesmente fazendo-se ¢, =-¢, e
®, =0,

Desta forma, para um fun¢do mudanga de configuragdo conhecida é possivel se
calcular, para cada ponto do corpo deformado, o gradiente da mudanga de configuragao
e o alongamento de Cauchy-Green com seus alongamentos e diregdes principais. O que

foi descrito para a versdo bidimensional também vale para a versdo tridimensional, ou

seja, o calculo dos alongamentos e diregdes principais ¢ um simples problema de auto-
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valor auto vetor. No capitulo 4 aproveita-se, durante as defini¢des de tensdo de Cauchy,
ou tensdo real, para se apresentar as formulas de obtencdo dos autovalores e auto-
vetores de tensor 3x3.

E importante se observar que as dire¢des principais da deformagio de Green sio
as mesmas do alongamento de Cauchy-Green, pois uma das parcelas dessa deformagao
¢ o tensor identidade insensivel a rotacdo. Ademais, para a deformagdao de Green, o
procedimento de calculo das deformacdes e dire¢des principais ¢ o0 mesmo descrito para
o alongamento. Comenta-se que, para a deformag¢do nao linear de engenharia deve-se

substituir o tensor de alongamento principal C, no calculo da deformagdo, pois ndo

vale regra de giro para esta medida de deformagdo intutitiva, chamada aqui de

deformagdo nao linear de engenharia.
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4 - Tensdes - Equilibrio e Energia

No capitulo anterior foi estudada a mudanga de configuracdo ou movimento dos
solidos deformaveis sem levar em consideracdo as acdes que poderiam causar tal
comportamento. Neste capitulo as acdes externas, principalmente mecanicas, sdo
abordadas, fazendo-se uso ou definindo-se conceitos como forca, aceleragdo, inércia,
velocidade, tensdao, quantidade de movimento, energia, a relacdo entre tensao e
deformagdo etc. Obviamente os leitores j& estdo familiarizados com os conceitos a
serem abordados em parte desse capitulo, porém, uma observagao sobre a escrita deve
ser feita, do item 4.1 até o item 4.3 utilizou-se X para indicar direcdes e derivadas
Eulerianas, aproveitando-se as notacdes usuais. A partir do item 4.4 comega-se a fazer

diferencga entre configuracdo inicial e atual.

4.1 - Forcas de superficie

Antes de se iniciar a defini¢do operacional da for¢a de superficie, deve-se deixar
claro que, devido a Terceira Lei de Newton (A toda acdo ha sempre uma agdo oposta
em igual intensidade), forcas aplicadas sobre soélidos ou estruturas na realidade sao
sempre forcas de contato entre corpos (ou forca de campo, como gravidade e
eletromagnetismo). Como nossos estudos sdo baseados na mecéanica do continuo e,
portanto, ndo ha corpos sem dimensdo (area, volume ou comprimento nulos), as
chamadas forcas concentradas (¢ momentos) sdo abstracdes matemadticas que servem
para auxiliar na determinacdo de algumas solugdes de problemas mecanicos.

Assim, forcas concentradas representadas por vetores, sdo na realidade
equivalentes mecanicos de forgas distribuidas nas superficies ou no dominio de corpos
(solidos deformaveis). Essas representagdes (forcas e momentos concentrados)

continuardo sendo usadas quando forem adequadas ao problema estudado.

aST!

iy

V444 Y4 /. /. /

Figura 4.1 — (a) Situacdo real, (b) Representagdo esquematica
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Na figura 4.1 ilustra-se uma viga sustentando um saco de cimento. O saco de
cimento ¢ atraido pela Terra impondo uma forga distribuida na viga, que por sua vez
impoe uma forga distribuida no saco impedindo sua aproximacao a superficie da Terra.
A viga ¢ um so6lido deformavel e a forca de superficie ilustrada possui intensidade,
dire¢do e sentido, Além disso, esta aplicada sobre a superficie atual do corpo, ou seja
em uma descri¢ao Euleriana.

Para generalizar, toma-se um corpo com forma qualquer em sua configuracao
atual, sujeito a um conjunto de forgas de superficie, conforme ilustrado na figura 4.2.

Em uma andlise estatica, a resultante de todas as forgas aplicadas sobre o corpo deve

resultar nula (Primeira Lei de Newton).

Figura 4.2 — Corpo genérico sob acdo de diversas forcas de superficie auto equilibradas

Destacando-se um infinitésimo de area qualquer da superficie, pode-se definir
um equivalente mecanico df infinitesimal de for¢a dado pela for¢a de superficie p

multiplicada pela area infinitesimal dA . Este equivalente mecanico ¢ representado por
um vetor, veja uma ilustragdo bidimensional na figura 4.3a, e pode ser decomposto em

componentes segundo os eixos coordenados, conforme indica a figura 4.3b.

dfj dfl = d]? e 1' pl
=4 X+ p
_ ‘ dA
dA ;;1 dA
(a) Forga equivalente  (b) Componentes das forgas (c) Forgas de superficie

Figura 4.3 — Forcas de superficie
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As componentes da for¢a infinitesimal sdo obviamente dadas pelas componentes

da forca de superficie multiplicadas pela area infinitesimal, veja figura 4.3¢, conforme:

df = pdA (4.1)
com

df" :(d]‘-él)él =(d]-?)?

df> :(df‘éz)éz = (df-j)j (4.2)

df’ :(df~é3)é3 =(df~/€)1€
ou, aproveitando-se da notacdo indicial , se escreve em forma de coordenadas ao invés

de componentes:
df, = p,dA (4.3)
Assim, a forga de superficie p opera como vetor e pode ser chamada vetor forga

de superficie apesar de ser um ente distribuido.

4.2 - Tensao de Cauchy

O ente tensdo quantifica, de forma continua, a interacdo entre as particulas que
constituem um so6lido sujeito as agdes externas. A resisténcia ao afastamento ou a
aproximacao de planos paralelos (ou superficies paralelas) do continuo ¢ quantificada
pela grandeza componente de tensdo normal, enquanto a resisténcia ao deslizamento
relativo entre planos paralelos (ou superficies paralelas) ¢ quantificada pela componente
de tensdo de cisalhamento. A tensdo de Cauchy, conforme esta sendo definida nesse
material, ¢ referida a configuragdo atual do corpo e possui significado fenomenologico
simples.

A resisténcia do material ¢ usualmente verificada para uma composicao das
componentes de tensdo de Cauchy e nao para componentes isoladas. A representacao de
todas as componentes de tensdo em um ponto ¢ chamada de estado de tensdo. Como
sera observado mais adiante, outros tipos de tensdo podem substituir a tensdo de
Cauchy, principalmente em analise Lagrangiana, porém uma relagdo matematica entre

essas tensdes e a tensdao de Cauchy sera sempre possivel e desejavel.

4.2.1 - Definicao geral de estado de tensdo em um ponto:
Imagine-se um corpo qualquer na configuracdo atual sujeito a um conjunto

equilibrado de forgas externas aplicadas conforme a figura 4.4a. Fazendo-se um corte
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imaginario, separando o corpo em duas partes, surge por acao e reacao uma distribui¢do
de forcas por unidade de superficie () esbocada qualitativamente na figura 4.4b. Esta
forca por unidade de superficie ndo ¢ normal nem tangencial a superficie de corte e,
portanto, ¢ chamada simplesmente de tensdo (ou vetor tensao).

Comparando-se o vetor tensdo como o vetor for¢a de superficie, a Unica
diferenca entre eles ¢ o fato de um ser interno ao corpo (atuando sobre um plano
ficticio) e o outro estar aplicado sobre o contorno do corpo, uma superficie real.

Extraindo-se um infinitésimo de area da superficie do corte, figura 4.4c, pode-se
deduzir que a intensidade e a direcdo da forca representada dependem do corte

realizado. Além disso, pode-se indicar um infinitésimo de forga pela expressao:

dF =t dA (4.4)

a.
>
( %*l
=1 Q_‘\LA

Figura 4.4— (a) Corpo em equilibrio, (b) corte genérico, (¢) infinitésimo de area

(d) componentes normal e tangencial

A forca ortogonal ao infinitésimo de area ¢ calculada pelo produto escalar entre
dF e ii. A componente tangencial ¢ a diferenga entre dF ¢ a componente normal

(dﬁ . ﬁ)ﬁ , veja a figura 4.4d.

Para melhor se organizar as ideias e os procedimentos de célculo, imagina-se
que, ao invés de se fazer um Unico corte no corpo, realizam-se seis cortes, paralelos dois
a dois, com distancias nulas entre si e ortogonais aos eixos coordenados. Desta forma,
separa-se do corpo um volume elementar em equilibrio, conforme a figura 4.5a, onde
existem planos de entrada (-) e de saida (+) que recebem os nomes dos eixos

coordenados a eles ortogonais.
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Sobre as faces do volume elementar indicam-se os respectivos vetores de tensao,
veja a figura 4.5a, colocando o indice que indica o plano em que este atua. Como os
planos de entrada e saida representam o mesmo plano nos corpos "separados", por agao
e reacdo sabe-se que as tensdes em um plano de entrada possuem o mesmo valor das

tensdes em um plano de saida, porém sentido contrario.

Figura 4.5 — (a) Vetores tensdes sobre planos ortogonais, (b) Componentes de tensao e

convengao de sinais.

Sem considerar os sentidos dos vetores / desenhados na figura 4.5a, pois estes
foram simplesmente arbitrados, decompdem-se os vetores de tensdo que atuam sobre
cada face do volume elementar em componentes cartesianas, conforme a figura 4.5b,
resultando nas chamadas componentes de tensao.

As componentes possuem dois indices, o primeiro referente ao plano onde atuam
e o segundo indicando sua direcdo. A conveng¢do de sinal fica definida como: Para os
planos de saida (+) o sentido das componentes de tensdo positivas coincide com o
sentido dos eixos coordenados, tal como desenhado. Para os planos de entrada (-) as
componentes positivas sdo contrarias aos sentidos dos eixos coordenados. Aqui se deve
lembrar que, como a acdo e reagdo ¢ satisfeita, as componentes de tensdo em faces
opostas possuem o mesmo valor (e sinal) e sdo representadas em sentidos opostos.

As componentes de tensao sao usualmente denominadas pela letra grega sigma (
o) ao invés de se utilizar a letra (¢), que foi empregada para se denominar o vetor de
tensao.

E muito importante mencionar que as componentes ortogonais aos planos sio
chamadas simplesmente de tensdes normais e sua convencdo de sinal coincide com a
estabelecida nos cursos de mecanica dos so6lidos da graduacao, ou seja, sdo positivas

quando indicam tra¢do e negativas na compressdo. Além disso, as componentes que
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seguem dire¢do tangencial ao plano de atuac¢do sdo chamadas simplesmente de tensdes
de cisalhamento e sua convencao de sinal coincide com a convencao de forca cortante
estabelecida para barras gerais. E usual utilizar-se a letra grega tal (7 ) para denominar a
componente de cisalhamento, porém, em nosso curso, para se aproveitar as facilidades
da notag¢do indicial, isso ndo serd, em geral, feito.

Do exposto, ao invés de se organizar o ente tensao na forma vetorial, escolhe-se

a organizacdo na forma tensorial, ou seja:

xx ny O-xz Ux Txy Xz O-l 1 O-l 2 O-l 3
o= GJ’X ny Gyz =T » O-y T vz =10y Oyp Oy |= Gij (4 . 5)
zx zy zz sz zy Gz 0-3 1 03 2 0-3 3

Na expressdo (4.5) as duas ultimas notagdes sdo as preferidas pois permitem o
uso de notacao indicial.

Estando o volume elementar da figura 4.5 em equilibrio, pode-se calcular o

equilibrio de momentos, por exemplo, em torno do eixo X;. Para tanto, visualiza-se a
face xx, (ou o plano Xx;) do volume elementar, conforme a figura 4.6, e deixam-se

presentes apenas os infinitésimos de forca que causam momento em torno do eixo X;.

Observe que os infinitésimos de for¢a sdo resultado do produto entre a componente de
tensao ¢ sua area de atuagao.

0,,dx,dx,
44—

o, dx,dx, g o, dx,dx; |dx,

—
0,,dx,dx,

dx,

Figura 4.6 — Analise do equilibrio de momentos em torno do eixo X,

Realizando o equilibrio tem-se:
(0y,dbx,.dx; ).dx, = (0,,d,.dx; ).dx, = O, =0y (4.6)
donde, repetindo-se o procedimento para as outras faces, resultam expressoes

usualmente chamadas de Teorema de Cauchy, ou seja:
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o.=0. ou o=0 (4.7)
Assim, o tensor de tensdes ¢ simétrico e, portanto, t€m-se apenas 6 componentes
de tensao independentes, que explicitadas ficam.
Oy Op Op
oc=0'=|0, 0, O0,|=0,=0, (4.8)
O3 Oy Op
Imagine que, ao invés de se extrair o volume elementar da figura 4.5, retire-se do
continuo um volume tetraédrico conforme indicado na figura 4.7. Os planos que
delimitam o tetraedro representado sdo trés planos coordenados de entrada (-) e um

plano inclinado de saida cujo versor normal é 7. O vetor de tensdes representado neste

plano ¢ 7, onde a letra n indica o plano. Deve-se observar que a area do plano n foi

denominada dA, enquanto as areas correspondentes aos planos coordenados sio as suas

projecgdes, ou seja:

Proje¢do no plano x; ou (X,X;) n -dA
Projecdo no plano x, ou (x,X;) n, -dA
Projecdo no plano x; ou (x,X,) n, -dA

Onde os indices correspondem as componentes do vetor normal unitario.

X3

Figura 4.7 — Tetraedro elementar

Conhecendo-se os valores das areas pode-se calcular o equilibrio do tetraedro

em cada direcdo coordenada, por exemplo, na dire¢do 3,

2XF =0 = t,-dA=0;-n -dA+0,; - n,-dA+0oy; - n,-dA ou

Ly =01+t 0y N, + 05 1 4.9)
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Analogamente, nas outras diregdes, tem-se:
l, =0, "N +0, n,+0;,, n, (4.10)
L, =0, "n+0y,n,+0y N (4.11)
Obviamente que estas expressdes podem ser compactadas em uma Unica
utilizando-se a notacao indicial:
L, =o,n,=o,n, (4.12)
onde a ultima igualdade se deve a simetria do tensor de tensdes. Ou em forma dyadica:
f=c'-fi=0c-i (4.13)
Levando-se em consideracdo a simetria do tensor de tensdes, esta expressao

pode ser escrita de forma explicita, como:

L O, O O ||h
L=|0n Opn Oy |\ (4.14)
I O3 Oy Oz (/M

Esta expressdo ¢ conhecida como férmula de Cauchy. Se o plano inclinado ¢
uma superficie externa do corpo o vetor de tensdo passa a ser entendido como forga de
superficie e as expressdes (4.12), (4.13) ou (4.14) passam a relacionar o estado de

tensdo no ponto com as forcas de superficie:

p,=o,n,=0;n,  ou  p=0-n=0-0 (4.15)

Na figura 4.7a foram indicados versores (arbitrarios) ¢ e 71 sobre o plano

inclinado seguindo a regra (xm=n. Para se calcular as componentes de tensdo na

dire¢do de cada um desses versores basta realizar os produtos internos o, =7 -/,

o, =(-me o, =I-0,ouseja:

o, =n-t+n-t,+n -t (4.16)
o,=0t,+l,-t,+0, 1, (4.17)
o, =m- t+m,-t,+m-t, (4.18)

Aplicando-se as equacdes (4.16) até (4.18) sobre (4.13), sem considerar a simetria da

tensao, resulta:

O n.on, n; |10 Oy, Oy ||H
ou =t U, |0, 0y Oy, 4n (4.19)
O m m, mMy||0;3 Oy Oz ||l
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Observando-se que os versores / e 7 também podem representar planos

ortogonais ao plano definido por 7, repetindo-se os procedimentos anteriores chega-se

a formula:
m Om O noon, ny |0y, 0y, oy fln Lom
O, Oy O, =t L, L]0, 0y oy,|n (, m, (4.20)
O Oum mm m.m, m |0 Oy Oy||(ny L, my

Esta expressao indica que um estado de tensdo unico pode ter valores numéricos
diferentes de suas componentes conforme a orientagdo do sistema de eixos escolhido.
Da mesma forma, a partir do estado de tensdo escrito em um sistema de referéncia
ortogonal, pode-se encontrar seu correspondente em outro sistema ortogonal
rotacionado. Fisicamente pode-se entender que, para um mesmo estado de tensdo, os
nimeros que o representa podem ser diferentes, conforme a orientacdo do plano de corte

escolhido para a analise ou da orientagdo do volume elementar retirado do continuo.

Lembrando-se que os versores i,/ e m formam uma base ortonormal no
espaco euclidiano, e que se organizou a tensdo com o plano definindo na linha e a
dire¢do definindo a coluna, em notagdo dyadica a equagao (4.20) fica
' =R"-0'-R ou c'=R-¢'"-R (4.21a)
Ou, sem utilizar a simetria do tensor, transpondo toda a equacao fica:
6=R"-0-R ou c=R-G-R' (4.21b)

Onde a barra superior indica a tensdo escrita no sistema de referéncia

rotacionado (?,nﬁ,ﬁ ) ou a tensdo observada em um volume elementar cujos versores

que geram suas faces sao (Zn?ﬁ) Em notagdo indicial fica:

Oy =1 Ok ou inversamente O, =1 Oy Via (4.22)

Observa-se, portanto, que o tensor de tensdes de Cauchy ¢ realmente um tensor,
pois opera como tal e, portanto, possui auto-valores e auto-vetores que representam,

respectivamente, as tensdes principais (maximas e minimas) e as diregdes principais.

4.2.2 - Tensoes principais de Cauchy

Neste item aproveita-se para generalizar o calculo de autovalor e auto-vetor,
apresentado na versao bidimensional, para o alongamento de Cauchy Green. Usando-se
os conceitos apresentados nos cursos de graduagao (tanto de resisténcia dos materiais

quanto de algebra linear), sabe-se que as maximas tensdes normais sdo os auto-valores
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do tensor de tensdes e, portanto, ocorrem em planos onde as tensdes de cisalhamento
sdao nulas. Assim, existe, para o elemento infinitesimal de s6lido, uma orientagdo no

espaco para a qual o tensor de tensdes fica diagonal, ou seja:

P P P
O 0 0 noomo ny | |0y 0n oy|ln £om,
p _
0 o, 0 |=|¢ £, [ O, Oy Onllnm {, m (4.23)
p
0 0 o,, mm, m O, Oy Oy|lny L my

Esta equacao pode ser dividida para cada uma das direcdes principais, como:

P p p
n n.on, n Oy Op Op|lh
— — t . . ”
=L, L, [ 0, 0y, Onl|ln| =R -oc-n (4.24)
0 m.m, O3 Oy Oxn ||l
ou
B p p
0 nooon, m o, o, o0,
P
o, =1t L 0, 0y Oy|t, (4.25)
10 momy, m| |0y Oy Oy | L
ou
B p p
0 nn, m O, Op Op(im
0 =\ L, [, U/ 0, O, Oy,llm, (4.26)
p
L O mm, m O3 Oy Oy ||

que sdo totalmente equivalentes, bastando alterar a posi¢ao da linha da matriz de rotagao

e a posicao da tensdo principal calculada. Escolhendo-se o plano 7 para se realizar os
calculos, chamando-se o’ simplesmente de o” e pré multiplicando-se a equagdo

(4.24) por R, se escreve:

p p
n ¢, m||o 1 0 Ofo, o, o;l|ln
n, £, m||0 |=|0 1 0|lo, 0, 0y||n| =0c-n (4.27)
ny £, my| |0 0 0 1lflo, o0, oy|lm
e, operando-se o lado esquerdo, resulta:
p p
nl O-ll 0-12 0-13 nl
c’n=0c"\n,| =|\o, 0, O0,||n| =0-n (4.28)
n, O3 Oy Ol

onde em o”.7 o ponto na base da linha indica produto entre o escalar o’ e tensor de
ordem1 n

ou
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o-n=0c"n (4.29)
que ¢ um problema padrdo de auto-valor/auto-vetor onde o’ (escalar) ¢ o auto-valor ¢
n € o auto-vetor. Pelo exposto apos a equacdo (4.26), os outros dois problemas de auto-
valor/auto-vetor sdo idénticos ao expresso em (4.29). Na sequénca mostra-se que
existem trés auto-valores e trés auto-vetores independentes para a equacdo (4.29) e,
portanto, o problema ¢ integralmente determinado.

Para resolver o problema expresso em (4.28) ou (4.29) escreve-se:

P P
1 00 n, O Onp Op || h

c’l0 1 0f|n,| =|0, 0, O0,l|n (4.30)
0 0 Ijn O3 Oy Ol
ou
(0-11 - O-p) Oy, O3 n 1" [0
o, (0'22 —O'P) 0, n,| =/0| ou K-i" =0 (4.31)
0
O3 02 (0-33 -o’ ) "

Define-se a equagao caracteristica de (4.31) como:

Det(K)=0 (4.32)

Desenvolvendo-se o determinante a equacao (4.32) resulta:

(o) ~1,(o") +L,o" ~1,=0 (4.33)

onde

L=o,, 1,="2 “2[+|7" 7547 %2 ¢ [~ Det(o) (4.34)
Oy, Oyl |03, Onl |0y O

Como as tensdes principais nao podem ser dependentes do sistema de
coordenadas adotado, chamam-se as constantes /,,/, e I, (escalares apesar da letra

maitscula) de invariantes de tensdo. Isto significa que a equacao (4.34) € inica. Nao se
deve esquecer que as tensdes principais também sdo invariantes de tensdo, pois
independem do sistema de coordenadas adotado.

O fato do tensor de tensdes ser simétrico garante a existéncia de trés raizes reais
para a equagdo caracteristica, que podem ser calculadas por procedimentos numéricos
(Jacobi por exemplo) utilizados em calculadoras ou de forma fechada pelas expressdes

de Cardan transcritas abaixo.
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3
R=l —1‘12+I3+2i (4.35a)
2 3 27
(2 Y
= |—=|+-1,| -R’ 4.35b
0 27(3 2j ( )
p=\R+0O’
(4.35¢)
p R R>0 =0<0<7/2 4354
= arct )
arcig(Q/ R) R<0 =xn/2<0<r ( )
ol =23 pcos(0/3)+% (4.35¢e)
oy =23 pcos((Zﬁ—H)/3)+% (4.35%)
o =23 pcos((2ﬂ+0)/3)+% (4.350)

Como Det(K)=0, veja equagdo (4.32), o sistema de equagdes resultante &
indeterminado para a busca do auto-vetor correspondente. Isto significa que, quando se
calcula um auto-vetor, encontra-se uma dire¢do principal e qualquer multiplo deste
também ¢é auto-vetor da equagao (inclusive com mudanga de sentido). Assim, cada auto-
vetor sera normalizado e sera chamado de auto-versor. O auto-versor indica a direcao e
sentido do plano onde a tensdo principal correspondente atua e seu oposto indica o
plano oposto onde a mesma tensdo atua, ou seja, conceito similar ao conceito de planos

de entrada e saida.

Por exemplo, usando o na equagdo (4.30) calcula-se v*' (colocado no lugar de

—pl ~ .
i’ por ndo ser normalizado) como:

kl 1 klZ kl?: vl a O
k, ky kyl|lv,| =0 (4.36)
ky ky o ki ][ vs 0

Arbitrando-se v, =1 (poderia ter sido outra componente) escreve-se:

kiyv, +kisvy ==k, (4.37)

Tomando-se, por exemplo, as duas primeiras linhas deste sistema indeterminado,

calculam-se v, e v;, normaliza-se o resultado chegando a:
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1

—V (4.38)
i

n=

Procede-se da mesma forma para os outros auto-valores determinando-se todos
os auto-versores. Deve-se comentar que a escolha v, =1 pode ser errada, pois v, pode
ser nulo. Neste caso, ndo se consegue resolver (4.37) e deve-se arbitrar outra

componente (v, ou V;) com valor unitario. Observa-se que neste caso um dos outros
auto-versores sera 7i' :(1, 0,0), pois este deve ser ortogonal ao auto-vetor com

componentes do tipo (O,Vz,v3). Para que isso ocorra, ¢ 6bvio que um dos planos

coordenados ¢ principal e que algumas componentes de tensdo de cisalhamento do

tensor originario sdo nulas. Para os outros auto-vetores vale a mesma explicacao.

Comenta-se ainda que as colunas da matriz de rotagdo R” da equagdo (4.23) sdo
os auto-versores, organizados em uma sequéncia destro giro, ou seja 7' A7 =7i.
Outros desenvolvimentos relativos ao tensor de tensdes de Cauchy também sdo
importantes, como a determinacdo das maximas tensdes de cisalhamento, da tensdo
hidrostatica, da tensdo octaédrica, da tensao desviadora etc. Todas essas propriedades
foram apresentadas em disciplinas associadas a elasticidade linear e seria excessivo
repeti-los aqui. Entretanto, em momento oportuno, se for necessario, esses valores serdo

utilizados.

4.3 - Equacoes de Equilibrio em tensoes - Equilibrio Local Euleriano

No item anterior, ao se considerar um corpo em equilibrio, em sua configuracao
atual, usando cortes arbitrarios no continuo, definiu-se o ente tensdo de Cauchy ou
tensdo real. No presente item o equilibrio de um corpo genérico sera estudado a partir da
distribuicao variavel dessas tensdes (ponto a ponto) no interior do mesmo.

Diferentemente do que foi realizado no item anterior, ao invés de se considerar a
terceira Lei de Newton (agdo e reacdo) que informava de antemao a igualdade entre os
vetores de tensdo e, portanto, impunha a igualdade das componentes de tensdo definidas
para planos opostos em um Unico corte, serdo consideradas a primeira e a segunda Leis
de Newton, visando estudar o equilibrio € o movimento do infinitésimo de volume
escrito em tensoes.

O elemento infinitesimal da figura 4.5 representava um unico ponto no corpo e

sua apresentacdo serviu para a defini¢do das componentes de tensdo. Agora este
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infinitésimo ¢ entendido como uma por¢do do continuo que possibilita visualizar a
variacdo (diferencial) de qualquer grandeza f (xl,xz,x3) no interior do dominio (em sua

configuracdo atual — apesar do uso do argumento X ), veja a figura 4.8. Pois interessa a

variacdo das componentes de tensdao de Cauchy no interior do continuo, veja a figura
4.9.
r}

" dA = dx,dx,

o
Xy, ——dx,
f(xl X, x3)+5x2 2

Figura 4.8 — Detalhes geométricos do elemento infinitesimal.

Na figura 4.9 observa-se que as tensdes mudam de valor no continuo segundo as
direcdes cartesianas que indicam sua variacao infinitesimal do plano de entrada para o
plano de saida. Além disso, pode-se observar, na figura 4.9, a existéncia de forgas de

volume. A aceleracdo do infinitésimo ¢ proporcional a resultante de forgas e

inversamente proporcional a sua massa (pdxdx,dx,). A aceleragio angular do

r

infinitésimo ¢ inversamente proporcional a sua inércia de rotagdo e proporcional a
resultante de torque. Ou seja, imaginando-se este elemento infinitesimal livre do
continuo que o circunda, porém sujeito as tensdes por este geradas, trés equagdes de
equilibrio de translacdo (ou de movimento de translacdo) e trés equagdes de equilibrio
em rotagdo (ou de movimento de rotacdo) podem ser escritas.

Para todas as forgas infinitesimais (incluindo-se todos os planos) na diregdo X,

veja figura 4.9, tem-se.

[0'11 +?dx1]dx2dx3 +[0'21 + aa‘;ﬂ dxzjdxldx3 +| oy, +%dx3]dxldx2 +hdvdvdy = 4 39

1 2 3

= 0,,dx,dx; + 0y, dx,dx, + 0, dx,dx; + py,dx,dx,dx,
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005,

A

oy, + dx, J dx,dx,
Ox
X 3 .
[0'2[ " E;O'ZI dx, ] dx,dx,

X,

0y,dx,dx, 271 dx,dx,dx,

2

/xz

(0'1, +ao-“dx,]dx2dx3
ox, ’
1

—

s
X

Figura 4.9 — Variacao das tensdes e equilibrio na dire¢do 1

Eliminando-se os termos que se anulam e lembrando-se que o infinitésimo de

volume na configuragdo atual (apesar de se usar x) dV =dxdx,dx, , resulta:

[60‘11 N 0o,, N 0oy,

ox,  Ox, X,

+b1}dV:pj)ldV

ou eliminando-se dV

(8011 N 00,, N 00,

+b = o
ox, Ox,  Ox, 1} Ph

(4.40)

(4.41)

que ¢ chamada equagao diferencial de equilibrio local (ou de movimento) na dire¢do X,.

Realizando-se as mesmas operagdes nas dire¢des X, € X; resultam as equagoes

de equilibrio nas ouras diregdes, ou seja,

do,, +8O'22 +8(732 +b, |= py
ox, ox, ox, ?
9o, +60'23 00y +b, |=py
ox, ox, ox, }

Em notagdo indicial se escreve simplesmente:

i, +bi = pj}i

(4.42)

(4.43)

(4.44)

que representa matematicamente o equilibrio Euleriano local ou no ponto do continuo.

Em notagdo dyadica reescreve-se a equagao (4.44) como:

div(at)+l; = py

(4.45)

Deve-se observar a coeréncia das expressdes, onde o divergente de um tensor ¢ um

vetor.
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Por enquanto, a solugdo do equilibrio (sem utilizar a simetria do tensor de
tensdes) significaria em se resolver 9 componentes de tensdo com apenas trés equagdes

de equilibrio.
Para se estudar o equilibrio de momento em torno do eixo Xx; (ou a equagdo de

movimento — giro) incluindo a variagdo das tensdes, uma nova versdo da figura 4.6

pode ser vista na figura 4.10.

[0'21 + 66?1 dxzjdxldx3
«—

dx, | o,dx,dx, ® (o-l ,+ 6;12 dxljdxzde

X.
1

—
0, dx,dx;

| |
[ dxl |

Figura 4.10 — Equacdo de movimento angular - torque

Como o ponto onde se calcula o momento ¢ arbitrario escolhe-se o proprio eixo X,

indicado resultando:

oo dx dx
([021 + leafx2 j dx,dx, JTZ + (JZIdxldx3 )72 +

(4.46)

0o, J de dx o
—|| o+ dx, |dx,dx; |—-—(o,dx,dx,)—- =16
[[ 12 axl 1 2743 2 127243 2 3

No lado direito da expressdo (4.46) observa-se a aceleracdo angular e o

momento angular de inércia em torno do eixo X,. Este ultimo pode ser calculado e ¢

dado por:
dq/2 pdvni2 5 3 3
I = (jd T (e +al)dada, )a’x3 = dx, (dx,dx; +dx,dx; ) /12 (4.47)

Substituindo-se (4.47) em (4.46) escreve-se:

1(o o 1
{%_O_ﬁ +5( %1 gy, - a% dle}dxldxzdx3:deS(dxzdxf+dxldx§)6’3 (4.48)

ox, X,

Pode-se substituir na equagdo (4.48) cada infinitésimo dx, por ada, onde cada

a. ¢ uma constante real e da um infinitésimo qualquer, ou seja:
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5

aljalaz%da4 :dliz%(azaf +a1a;)é3S (4.49)

3
(021 —612)a1a2a3da +— 5
0ox, ox,

1 [6(721 0 oo,
2

Ou, simplificando,

(o, _“””%[85? a, - 8@22 aljda :%daz (a +a3)6, (4.50)
Lembrando-se que um infinitésimo ¢ tdo pequeno quanto se queira (portanto nulo)
resulta:

O, =0y (4.51)

Assim, o Teorema de Cauchy se confirma para problemas dindmicos incluido a
variagdo das tensdes no continuo, pois se repetindo a operagcdo nas outras diregcdes
resulta:

0, =0, (4.52)

Ou seja, as trés equagdes contidas em (4.52) sdo resolvidas diretamente
reduzindo o nimero de incognitas de 9 para 6. Deve-se enfatizar que a simetria do
tensor de tensdes indica que as equagdes de equilibrio em momento estdo plenamente
satisfeitas.

Como um dos objetivos da andlise mecanica ¢ se encontrar a distribuicdo de
tensdes em um soélido, para a solugdo das 6 componentes de tensdo restantes tem-se
apenas 3 equacdes de equilibrio, equagdo (4.44), ou seja, o problema ¢ indeterminado
quando se utilizam apenas as equagdes de equilibrio. Em teoria de estruturas dir-se-ia
que o problema ¢ hiperestatico. Este problema sera resolvido quando se aplicar relagdes
tensdo-deformagdo e posi¢ao-deformacgdo. Usando conceitos dos capitulos 2 e 3, pode-
se dizer que, apesar da deformag¢do de Green ndo ser a deformacao conjugada energética
da tensdo de Cauchy, uma relacdo ndo linear (6 equagdes) entre posi¢des e deformagao
ja foi apresentada. Aumentando o niimero de equagdes para 9 e numero de incdgnitas
para 15, ou seja, 6 componentes de tensdo, 6 componentes de deformacdo e trés

componentes de posi¢ao.

4.4 - Equacoes Eulerianas globais de equilibrio
Nesse texto as equagdes de equilibrio sdo chamadas Eulerianas apenas para
recordar o fato de estarem sendo realizadas em uma configuracdo atual do corpo e para

um instante definido no tempo. Antes de abordar as equagdes de equilibrio é necessario
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se apresentar a equagdo de continuidade ou de conservagdo de massa, que possibilita

realizar uma passagem muito importante das dedugdes.

4.4.1 - Equacao de continuidade ou de conservaciao de massa.

Sera considerada conservacdo de massa nas transformag¢des mecanicas
estudadas, ou seja, ndo serdo consideradas situagdes que se possam retirar ou criar
massa nos corpos analisados.

Assim, a massa pode ser calculada tanto no inicio do processo como em qualquer

instante como:

M= jVO 2,dV, ou M= jm p(0)dV (4.53)

onde p, ¢ a densidade inicial do material e p(f) ¢ a densidade ao longo do tempo que

varia conforme o volume do corpo se altera.

A conservagao de massa indica que:
M= jVO pydV, = Lm p(H)dV = IVO p(OJI(1)dV, (4.54)

Como o volume escolhido para definir a integracao ¢ arbitrario, conclui-se que:

= p()J (1) ou  plt )—% (4.55)

As equacdes (4.54) e (4.55) expressam a conservacao de massa nos pontos do
continuo. Para os objetivos da andlise numérica ndo linear a ser apresentada nos
proximos capitulos, mais importante que a propria definicdo da conservacao de massa ¢

o colorario que desta segue. Considera-se a seguinte integracao:
o, POL @AV =] p0J OOV, = [ pyf (), (4.56)

onde f(¢) é uma fungdo do tempo diferenciavel qualquer.

Derivando-se a equagdo (4.56) em relagdo ao tempo se escreve:

<, poroar =< [ prwar,=[ p LRy, | oL Bar @57
ou, simplemente:

d .

—[, 10p0av =[ fopwar (4.58)

que € o colorario procurado, ou seja, a derivada em relagdo ao tempo de uma integral

cujo volume depende do tempo com nucleo também dependente do tempo, mas que
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possui como parte do nucleo a densidade, ¢ calculada simplesmente derivando-se a

funcdo principal do ntcleo em relagao ao tempo.

4.4.2 - Equilibrio global de forcas ou equacdes de movimento de translacio
A equagdo global de equilibrio, ou melhor, a equacdo de movimento de um
corpo qualquer ¢ escrita diretamente da Segunda Lei de Newton. A quantidade de

movimento ¢ uma grandeza vetorial e ¢ dada por:
O=|[ pyav (4.59)

onde V' ¢ o volume do corpo em anélise, veja figura 4.11.

Figura4.11 — Corpo em movimento

Como ja comentado anteriormente, as forcas aplicadas no corpo podem ser
divididas em dois tipos, as forcas de superficie p e as forcas de volume b , veja a
figura 4.11. A resultante de forcas aplicadas ¢ calculada como:

R =ij dV+'|.ApdA (4.60)

Pela segunda Lei de Newton a variacdo em relagdo ao tempo da quantidade de

movimento ¢ igual a resultante de forgas aplicada no corpo, ou seja:

- dQ ¢ &y ¢ =
R—Z—JVpEdV—JprdV 4.61)

onde o colorario da conservacio de massa, equacao (4.58), foi utilizado. Igualando-se as

equagdes (4.60) e (4.61) resulta a equacao de movimento de translagdo global, como:
ij dV+jApdA=ij)7dV (4.62)
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Em notagdo indicial a equagao (4.62) fica.

[ bav+[ pda=| pyav (4.63)

Caso se pretenda fazer analises estaticas, o lado direito da equagao (4.63) ¢ nulo.
E importante se mostrar que a equagao local de equilibrio (4.44) ou (4.45) ¢ equivalente
a equacdo global (4.62) ou (4.63). Isto pode ser feito integrando-se a equacao (4.45) no

volume do corpo, como:

J.Vdiv(o’)dV+'[Vl;dV:.[ijjdV (4.64)

Lembrando-se do Teorema de Gauss (ou Green), que relaciona a integral do
divergente de uma fun¢do no volume de um corpo com a integral do produto interno

desta fung¢do com o versor normal a superficie do corpo, tem-se:
J.Vdiv(a )dV:Lo- -ﬁdA:jApdA (4.65)

onde aplicou-se a formula de Cauchy em sua versao (4.13).
Para um proximo desenvolvimento € interessante se apresentar a equagdo (4.65)

em notag¢ao indicial, como:
[ o,a7 =] omndi=] pda (4.66)
Onde se aplicou a Formula de Cauchy em sua versdo (4.12). Substituindo-se

(4.65) em (4.64) resulta exatamente a equagao de equilibrio (4.62) ou (4.63). Ou seja, as

equagdes de equilibrio Local e Global sdo equivalentes.

4.4.3 - Equilibrio em momentos ou equacées de movimento de rotacio
O momento das forcas de superficie em relagdo ao ponto O, veja figura 4.11,
(escolhido como a origem do sistema de coordenadas) pode ser escrito em notagdes

dyadica e indicial como:
[ Frpda=| Fro'iida ou [ &rpdd= &ro,ndd (4.67)

E interessante se reunir os trés primeiros tensores da ultima representagdo da

equacdo (4.67) em um unico tensor de ordem 2, como:
[ Gynoymndd=| nunda=][ n-iidd (4.68)
Aplicando-se o Teorema de Gauss sobre (4.68) tem-se:

L 7,,n,dA = jV s o dV ou L" FidA = jV div(n)dv (4.69)
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Estas passagens, que parecem excessivas, servem para se entender que todas as
variaveis envolvidas, tensao e distadncia, sdo transformadas para o dominio de forma

coerente, ou seja, agora a distancia sera medida dos pontos do dominio ao ponto de
referéncia e a derivada de 77, € a derivada do produto 7,0, , pois &, € constante, ou
seja,

L fkg/’”io'g;”sz = IV rfki/, (rl,o-@. )/ dv = IV gki/‘ (ViO'W +7,0, )dV (4.70)

Soma-se a0 momento da for¢a de superficie, escrita no dominio, o momento da

for¢a de dominio em relagcdo ao mesmo ponto de referéncia, resultando:
m, = IV Sk (;;O'W +7,0, )dV + IV Silib, dV = 471
= _[V é:kijr;' (O'w + bj )dV + J.V fkgri,zo-zy av

O momento resultante gera a aceleracdo dos pontos do dominio que pelo

Principio D’ Alambert fica:

= Fr(py)av ou m=[ p&yni; dv (4.72)

Igualando-se (4.71) e (4.72) resulta:

[ peyri dv=| &r(o,, +b,)dV+| &n,0,dV (4.73)
Rearranjando-se a equagdo (4.73) escreve-se:

[ (P, =0y, =b))av =] &n.0,dV (4.74)

Comparando-se o nucleo da integral do lado esquerdo da equagdo (4.74) com a

equagao de equilibrio local (4.44) encontra-se:

[ &unioydv =0, (4.75)
Como o vetor posigdo pode ser escrito como 7; =X, tem-se 7;, =0, que aplicado

em (4.75) resulta:

|, é0,d7 =0, (4.76)

Essa igualdade ¢ satisfeita quando o nucleo ¢ identicamente nulo. Para estudar

essa condicdo, basta aplicar as propriedades do tensor de Levi-Cevita, ou seja:

0, =0, para k=3 (4.77)
0y, =0y, para k=2 (4.78)
Oy, =0, para k=1 (4.79)
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Observa-se que cada k representa o equilibrio de momento em torno de cada
eixo X,. Assim, a equacdo (4.76) verifica o teorema de Cauchy (4.52) a partir do

equilibrio global de momentos para um solido arbitrario, ou seja, o equilibrio local ¢é
equivalente ao equilibrio global. Neste item, completou-se o ciclo contrario nas
dedugdes, ou seja, ndo se integrou o equilibrio local para se encontrar o global, mas se

saiu do equilibrio global até se determinar o equilibrio local.

4.5 - Equacao Local de equilibrio (Lagrangiana) - Tensao de Piola-Kirchhof de
primeira espécie

Partindo-se agora da equacdo global de equilibrio euleriana, encontram-se as
equacdes global e local de equilibrio (ou movimento) de um so6lido qualquer em sua
versao lagrangiana. Ao longo desses desenvolvimentos sera definido o tensor de tensdes
de Piola-Kirchhoff de primeira espécie. Esse tensor ¢ ndo simétrico e algumas
referéncias o adotam como base de desenvolvimento das equacdes Lagrangianas. Nesse
texto esse tensor serd ainda trabalhado para se encontrar o tensor de Tensdes de Piola-
Kirchhof de segunda espécie, que sera a medida de tensdo estabelecida como padrdo dos
desenvolvimentos pretendidos.

Parte-se da equacdo global de equilibrio (4.64) (euleriana) antes de se aplicar a

férmula de Cauchy, como
[ bav+[ omndi=[ p3av (4.80)

Utilizando-se as formulas de variagdo de volume e de variacdo de area, equagoes (3.75)

e (3.88) ou (3.89), respectivamente, se escreve (4.80) como:

jVU JbdV,+ L@ Jo B, N, d4, =jVU Jpy, dv, (4.81)

Ji7jk

~ . . 0
Pela conservagdo de massa e impondo-se que existe b, =.Jb, se escreve

IVO biodVo +LO JO_“Bjka d4, = IVO Py, dv, (4.82)

Jl

onde B :(A’ )71 = A"". Lembra-se que N ¢ o versor normal a superficie do corpo na

configuracdo inicial. A nova versdo da segunda integral da equagado (4.82) necessita um
pouco mais de abstracdo da parte do estudante para aceitar a definicdo de um novo ente
com unidade de tensdo chamado primeiro tensor de tensdes de Piola-Kirchhof P,

como:
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B,=Jo,B, ou P,=Jo,B, ou P'=Joc'-B (4.83)

J
O tensor P possui unidade de tensdo pois o gradiente da fungdo mudanga de
configuracdo A e seu inverso B’ sdo adimensionais. Assim,
P=JB -c=J4" 0o (4.84)
Observar que P ndo é simétrico. Substituindo-se a tensdo definida em (4.83) na

equacao (4.82) resulta:
0 .
J, o'V, +[ PN, dd =] p.av, (4.85)

onde o indice mudo k foi substituido por j. A diferenca da equacao (4.85) para a

(4.80) ¢ simplesmente o volume de referéncia e, portanto, aplica-se o teorema de Gauss
e a arbitrariedade do volume resultando a equagdo de equilibrio local lagrangiana,

como:
Po+B =pd  ou  Div(P)+E=pf (4.86)
onde Div( ) foi escrito em letra maitiscula para indicar operagdo lagrangiana. O fato de

P nio ser simétrico justifica o zelo assumido nas passagens envolvendo o .

4.6 - Variacao da energia - versao euleriana - configuracao atual

Nos capitulos 1 e 2, para se encontrar a posicdo de equilibrio de um sistema
mecanico qualquer, utilizou-se o Principio da Estacionariedade da Energia Total.
Inclusive, no capitulo 1, mostrou-se através de um exemplo simples a validade dessa
afirmacdo. Neste item, parte-se da equacdo de equilibrio local (que ¢ quivalente a
equacdo de equilibrio global) e se escreve a expressdo da variagdo da energia total,
mostrando-se a equivaléncia entre a equagdo de equilibrio e o principio da
estacionariedade.

Ao longo dos desenvolvimentos algumas defini¢des importantes vao surgindo ou
sendo confirmadas como, por exemplo, o conceito de conjugado energético. Inicia-se a
busca da expressdo integral, reapresentando-se as equacdes locais eulerianas de
equilibrio (trés translagdes) como:
Ojij +b, = py, (4.44)
Ou em notacdo dyadica, veja equacdo (4.45) como:

div(c')+b = pj (4.87)
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Para se sair da equacdo local de equilibrio e se chegar a variagdo da energia
mecanica total, toma-se a equacdo (4.44) e passa-se o termo de inércia para o lado

esquerdo da igualdade, ou seja:

Oij +b-py, =0 =g, (4.88)
onde o vetor nulo ¢ uma for¢a por unidade de volume que poderia ser chamada de g;.

Uma variacdo de trabalho gerada pela forca g, para uma mudanca infinitesimal
de posicdo, ou simplesmente uma varia¢ao de posicao, € escrita como:
or=goy =0 ou vetorialmente om=g-0y=0 (4.89)
que obviamente ¢ nula. Esta constatacdo esta totalmente de acordo com o principio da

estacionariedade da energia total, porém calculada ponto a ponto. Integrando-se a

equagao (4.89) no volume (atual - Cauchy - euleriano) do corpo, escreve-se:
ST = jV SrdV = jy(aﬂ,j +b,— pj,)8,dV =0 (4.90)

A expressdo (4.90) certamente indica que oIl =0 na condi¢do de equilibrio,
porém, deve-se verificar se ela realmente representa a soma das varia¢des de energia, ou
seja:

Al =0U+0P+06K de [MM=U+P+K (4.91)
onde U ¢ a energia de deformagdo, P o potencial das for¢as externas e K a energia
cinética.

Separam-se os termos da Ultima integral da equagao (4.90) como:

[ piovdy—| boydv-| o, 6vdv =0 (4.92)

Tendo em vista que o segundo termo da equacdo (4.92) ja € naturalmente parte
da variacdo da energia potencial das forcas externas, deve-se trabalhar o primeiro e o
terceiro termos, buscando-se a forma apresentada na primeira parte da equagao (4.91).

Toma-se a equagdo da energia cinética como:
K- 1 o5 AV (4.93)
=1, i, :

e calcula-se a sua variacao como:

sk = 4 (4.94)
dr

Aplicando-se o colorario da conservagao de massa escreve-se:
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:_Ip 9.3, dth_—j p2(3,y,)dtdv
(4.95)

= [ pi,(3dt)dv = | p3,5y,dv

que ¢ exatamente o primeiro termo da equagdo (4.92), ou seja, a variagdo da energia
cinética pode ser calculada como a integracdo no volume total do produto interno da
forca inercial por uma variag¢ao de posi¢ao.

Para se trabalhar o ultimo termo da equacdo (4.92) aplica-se, sem nenhuma

pretensdo, o divergente sobre o produto entre a tensdo e a variagcao da posi¢cao, como:
(O'jﬁyi )’j ﬂjé'yl +0ﬂ5ylj (4.96)
ou, rearranjando-se as variaveis:

0,0y = ( 0,0y, )’j —0,0),; (4.97)

Assim, o nucleo da ultima integral de (4.92) pode ser substituido pelo lado direito da

igualdade (4.97), como:

—_[V 0 05,dV = IV 0,0y~ (aﬂ.&yi ),j dv = IV 0,0y, ,dV— IV (Gﬁéyi )’j dv (4.98)
Sendo o ultimo termo dessa equacdo o divergente de uma funcdo, por exemplo,
f; =0,0y, tem-se:

[ (o 0,6,) dV =~ [ ,0.0vnda=={ poyda (4.99)

que, juntamente com a segunda integral de (4.92), constituem a variacdo da energia
potencial das forgas externas.

Falta avaliar o pentltimo termo de (4.98). Pela simetria da tensdo de Cauchy se escreve:
j o6, ,dV = j Sy, +6y,,)/2av (4.100)

Tendo em vista que as derivadas sdo eulerianas, ou seja, realizadas em relagdo ao corpo

deformado, entende-se que:
Sy =(6y,,+6,,)/2 (4.101)

ou seja, a variagdo da deformacgao real (conjugada energética da tensao de Cauchy) ¢

conhecida, apesar da deformacao ndo poder ser escrita. Assim, da equagdo (4.101)
SU = jV 0,0e,dV = jV o:oedV (4.102)
Finalmente se escreve a equacao (4.91) como:

|, piiovav -[ bovdv | poyda+| o,o8,dv =0 (4.103)
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que ¢ o principio da estacionariedade da energia mecanica. Deve-se esclarecer que as

derivadas efetuadas neste item se referem a configuragao atual.

4.7 - Variacao da energia - versao Lagrangiana - configuracio inicial
Como a formulagdo do MEF posicional a ser desenvolvida ¢ lagragiana, se faz
necessario escrever o principio da estacionariedade na versao lagrangiana. Para tanto,
seguem-se exatamente os passos descritos no item anterior, ou seja, multiplica-se a
equagdo (4.86) de equilibrio na configuragdo inicial por uma variagdo da posi¢do O,
(fungdo das coordenadas iniciais) como:
o = (poj}i —P;; _bio)gyi =0 (4.104)
Integra-se a expressdo (4.104) no volume inicial, aproveitando-se as passagens

do item 4.6 e, lembrando-se apenas que as derivadas agora sdo feitas em relagdo ao

sistema de referéncia lagrangiano, encontra-se:
J,, 38y dV, = |, B'SydV,~| PN Sydd+ [ Poy, dv,=0 (4.105)

As passagens que finalizam as duas ultimas parcelas de (4.105) sdo realizadas
neste item. A terceira integral ndo apresenta dificuldades formais, admite-se uma forga
de superficie descrita na configuragado inicial dada pelo produto escalar entre o primeiro

tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff e a normal a superficie da configuracdo inicial,

veja a equagdo (4.85). Na ultima integral, do fato de P, ndo ser simétrico e de
oy, ;= 514,; ser a variagcdo do gradiente da funcdo mudanga de configuracdo, conclui-se

que o conjugado energético de 4, ¢ P, ou seja:

o =P, ou ou =P ou ou‘=P:54 (4.106)
od; o4

Assim, tem-se:

o= IVO pSYAY, =], b6y, _LO POy dd,+ IVO P,64,dV, =0 4.107)

ou ainda em notac¢do dyadica
=] pF-o7dV,~[ B-89dv,~[ p'-5vdd,+ | P64V, =0 (4.108)

que ¢ o Principio da Estacionariedade na versdo Lagrangiana.
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4.8 - Tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie

No capitulo 2, para uma situacdo uniaxial, apresentou-se o tensor de Piola-
Kirchhoff de segunda espécie como conjugado energético da deformagdo de Green,
neste item isso € feito para aplicagdes multiaxiais, relagdo chave para o MEF posicional.

Apelando-se para a abstracdo matematica do estudante, como o gradiente da mudanga

de configuragio A e seu inverso B’ sdo adimensionais, pode-se imaginar

(deliberadamente) que o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff pode ser escrito como:
P'=4-S ou P.=4,-S; ou P=S"-A (4.109)

onde S recebe o nome de segundo tensor de Piola-Kirchhoff. Substituindo-se a equagao

(4.109) na relagdo (4.84) resulta:
S A =JA"c ou S'=J4"0c-A" (4.110)

Ainda, usando o fato de que o ¢ simétrico, se faz:
S=J(4" -0'~A‘t)t Ao A=A oA =S (4.111)

ou seja, S ¢ simétrico. Colocando-se a segunda forma da equagao (4.109) na ultima

parcela de (4.107) resulta:

jVO PS4, dV, = jVO 4,8,64,dv, = jVO 4,548, v, (4.112)

ou em notagdo dyadica
jVOP’:éAdVO :I%A~S:5Ad%:j%A -5A:SdV, (4.113)

pela simetria de S escreve-se:
t

A'-54:S=(A4-54):S=(4"-54) :S=(54'-4):S=54"-4:5 (4.114)

Pela igualdade entre o primeiro e o ultimo termo da equacdo (4.114) pode se escrever
que:

A"-84:8 =%(A’ 5A:S+54" -A:S)z%(A’ GA+0A"-A):S (4.115)
Lembrando-se que a deformacao de Green ¢ dada por:

|
E=5(A -A-1) (4.116)

determina-se:
§E=%(5A’~A+A’~5A) (4.117)

ou, olhando-se para a equacao (4.115)
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A-0A4:S=0E:S=S:0E (4.118)
ou seja, o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff ¢ conjugado energético da
deformacdo de Green (conforme aceito anteriormente) e a tensdo de Cauchy pode ser
calculada a partir deste, veja equagdes (4.110) e (4.111), como:

az}A-S-A’ (4.119)

citada ap6s a equagao (2.55) do capitulo 2.
Além disso, a estacionariedade da energia mecanica total, equacgao (4.108), pode

ser escrita para o par conjugado energético (E S ) como:
A= IVO 0oy OydV, —Lobo -OydV, _LO p°-5ydA, +IVO S:5EdV, =0 (4.120)

Esta equacdo serd a base para os desenvolvimentos do método dos elementos
finitos lagrangiano total baseado em posi¢cdes para a andlise estatica ou dindmica ndo
linear geométrica de solidos e estruturas.

Nesse ponto ¢ interessante lembrar uma propriedade do célculo tensorial, muito
simples de se mostrar indicialmente, que ¢:

A:B=Tr(B'-A), A:B—>ayb,, C=B-A—c,=ba,, Tr(C)>c, =b,a, =a,b, (4.121)

Muitos textos apresentam as ultimas integrais de (4.103) e (4.120),

aproveitando-se da simetria dos tensores, como:

[ o:deav =] Tr(c-ce)ar e |, S:6EaV,=[ Tr(S-8E)aV,  (4122)

4.9 - Energia especifica de deformacéao e leis constitutivas para solidos

No capitulo 2, dedicado a solucdo de trelicas, os conceitos iniciais de energia de
deformacdo, leis constitutivas hiperelasticas e conjugados energéticos foram abordados
para problemas uniaxiais com bastante detalhe. Nos itens 4.6, 4.7 ¢ 4.8 o conceito de
conjugado energético foi confirmado para problemas tridimensionais, abrindo-se
caminho para a criagdo dos chamados modelos constitutivos hiperelasticos da
elasticidade ndo linear.

Lembra-se que modelo constitutivo hiperelastico ¢ aquele que pode ser escrito a
partir de uma expressao fechada para a energia especifica de deformacao. No capitulo 2
foram apresentados graficos de energia de deformagdo (associados a medidas de
deformagdo uniaxiais) que refletiam leis constitutivas com modulos de elasticidade

tangente dependentes do nivel de deformagao atual no material.
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A pesquisa das leis constitutivas para materiais elasticos ndo lineares ¢ uma area
muito vasta da mecanica dos solidos. Neste item serdo discutidas algumas expressoes
para a energia especifica de deformacdo que resultam em leis constitutivas
hiperelasticas diversas. Antes de se apresentar tais expressdes, ¢ importante que se
mencione que a energia especifica de deformacao (ou energia livre de Helmholtz — em
uma versao simplificada) pode ser descrita, no caso de materiais homogéneos e

isotropicos, nas seguintes formas lagrangianas:
YA)=u,(A)=u,(C)=u,(B)=u(l,1,,1;) =u, (4, 4,,4) (4.123)
onde 7, sdo os invariantes de C e A, sdo os alongamentos principais (que também sio

invariantes). A expressao (4.123) ¢ dbvia, pois a deformagao no ponto ¢ integralmente
conhecida para qualquer um dos argumentos utilizados. Entretanto, apenas as ultimas
duas formas impdem necessariamente a isotropia, pela invaridncia dos argumentos
segundo os eixos escolhidos para a andlise.

Conforme ja foi comentado anteriormente, quando se estiver trabalhando com
grandes deformagdes, a restrigdo J >0 deve ser imposta pelos modelos constitutivos,
no caso, hiperelasticos. Quando o modelo constitutivo ndo for capaz de impor tal
condi¢do, um método numérico desenvolvido com seu emprego devera ser limitado a
deformagdes moderadas, utilizando-se, por exemplo, testes de parada e avisos. Um
modelo constitutivo hipereldstico completo deve satisfazer duas condi¢des principais:

u,(C=1=u,(E=0)=0 (normalizagdo) (4.124)

u, >+ quando J — 0" ,
(crescimento) (4.125)
u, —>+oo quando J — +o0

Quando um modelo constitutivo esta escrito em fun¢ao dos invariantes ¢ obvio
que este ¢ isotropico, pois os invariantes independem da orientacdo do eixo de
referéncia. Porém, para garantir a isotropia de modelos escritos diretamente em C ou
E, cuidados adicionais devem ser tomados, pois as expressdes devem ser
independentes da orientag@o dos eixos de referéncia adotados.

Nesse texto ndo sera utilizada lei constitutiva escrita diretamente em relacao ao
gradiente da fun¢do mudanga de configuragdo A. Caso, em alguma aplicagdo futura, o
leitor tenha esse interesse, cuidados adicionais devem ser tomados na expressdo de u,
para evitar a dependéncia de rotacgdo, translagcdo e o aparecimento de anisotropia. Além

disso, a deformacdo de Green ¢ escolhida como base para as operagdes matematicas

desse texto.
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Calculando-se uma variacao da energia especifica de deformagao, usando como
parametro a deformacao de Green, encontra-se:

ou, = Y 5E ou ou, = ou, OE, (4.126)
OE oE; "’

que, confrontada com a segunda expressao de (4.122) leva a conclusdo:

g ou, _ Ou,
OF 7 OE,

ou

(4.127)

ou seja, confirma-se que o conjugado energético da deformacgdo de Green ¢ a tensdo de

Piola-Kirchhoff de segunda espécie. Além disso, a expressao,

2 2
s __Ou, ou o __Ou, (4.128)
OE, OF, OE ® OF

define o tensor constitutivo elastico tangente que €, pelo teorema de Shwartz, simétrico

nos pares k¢ e ij e, pela simetria da deformacdo de Green, em ij e k/ e, portanto,

possui apenas 21 termos independentes para materiais anisotropicos gerais.

4.9.1 - Modelo constitutivo de Saint - Venant - Kirchhoff

Esse ¢ o modelo constitutivo mais simples, pois ¢ uma extensdo lagrangiana
direta da Lei de Hooke, ou seja, uma relagdo linear entre S e E. A expressdao
generalizada da energia de deformacdo do modelo de Saint-Venant-Kirchhoff (SVK)

em sua versao tensorial ¢ dada por:

u,(E) = %EHEM..E.. ou u,(E) = %E ¢ E (4.129)

gy

onde ¢ ¢ o tensor constitutivo elastico (constante) de quarta ordem definido de forma
geral pela equacdo (4.128), bastante conhecido na elasticidade linear, pois apenas se
trocou, na expressdo da Lei de Hooke generalizada, a deformacao linear pela
deformagdo de Green. Portanto, ¢ claro que para pequenas deformagdes essas leis
constitutivas coincidem.

A relagdo tensdo deformacao ¢ dada aplicando-se (4.127), ou seja:

S=i(lE:€:EJ=l(H:€‘:E+E:6‘:H)=€:E (4.130)
OE\ 2 2

ou em notag¢ao indicial,

Sy =CuEy (4.131)
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Aplicando-se a segunda derivada para se determinar o tensor constitutivo eléstico,

resulta,

2
&:a_‘g:g‘;ﬂzg‘ (4.132)
OE®OE OE

Em notacdo de Voigt ¢ possivel se explicitar o tensor constitutivo da Lei de

SVK, e escrever (4.131) como:

Si Cin G Cis 51112 61113 (71123 £y
Sy Con Cos _2212 _2213 _2223 £y
Sy _ Cisss ?3312 (23313 (23323 E, (4.133)
Sia Con Cois Con || En
Si3 Sim 51313 51323 E,
Sul | 52323_ £,

onde Cj, =2C,, pelo fato de se utilizar apenas uma das componentes simétricas de

distor¢cdo de Green na expressdo (4.133) enquanto as duas sdo utilizadas na equagdo
(4.131). Como comentado apds a equacao (4.128) o tensor constitutivo elastico possui
apenas 21 constantes independentes ndo nulas para representar um material anisotropico
geral.

Fazendo-se uma inspe¢do em pequenas deformagdes, pela inversa da expressao
(4.133), observa-se que as tensdes de cisalhamento causam alongamento e as tensdes
normais causam distor¢do em um material anisotropico. Um material anisotropico €
chamado ortdtropo quando existe um sistema de eixos cartesianos especial para o qual a
influéncia cruzada entre cisalhamento ¢ normal e a influéncia entre cisalhamentos nao
ocorrem. Segundo as dire¢des de ortotropia o tensor constitutivo escrito na notagdo de

Voigt toma a seguinte forma:

Si _C1111 G Ciss 0 0 0 E,
S Crm Cos 0 0 0 E,
S33 _ C3333 0 0 0 E; (4.134)
Si 61212 _O 0 E,
Sis Sim Cisis 0 E,
S L (72323 i Ey

onde existem 9 constantes independentes.
A figura 4.12 mostra um material composto por uma matriz isétropa e fibras
dispostas ortogonalmente entre si que, quando considerado homogéneo, ¢ um material

ortotropo. A partir desta figura € facil se identificar o tensor constitutivo eldstico com a
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forma (4.134). Além disso, ¢ possivel se construir a relagdo inversa, a partir de

observagdes fenomenoldgicas para pequenas deformagdes, resultando:

E\ | VVE  —v,/E, —v,/E 0 0 0 |[S,
Ey, —Vy / E 1/ E, ~Vyy /s 0 0 0 S
E | _| /B —vy/E, 1/E 0 0 0 1S5 (4.135)
E, 0 0 0 1/2¢, 0 0 S,
E, 0 0 0 0 1/26, 0 ||S,
E) | o 0 0 0 0 1/26,]]S,,

onde, pela simetria, EV  =E V., para i#j. Nesta representacio o numero de

constantes independentes também ¢ 9.

x5, By

x,, E,

/xl’El

Figura 4.12 — Exemplo de material ortotropo

Na figura 4.13 pode-se ver um exemplo de material transversalmente isétropo,

ou seja, pode-se aplicar um giro no tensor constitutivo em torno do eixo de ortotropia
(no caso X;) que o tensor constitutivo elastico ndo se altera. Neste caso o tensor elastico

de flexibilidade na notag¢do de Voigt fica:

E,) [ VE -v/E —v,/E, 0 0 0 A
E,, v/ FE \/E  —v,/E, 0 0 0 S,,
E., _| Vs /E —v,/E 1/E|, 0 0 0 Si (4.136)
E, 0 0 0 1726 0 0 S,
E, 0 0 0 0 1/2c 0 AN
Eyl | O 0 0 0 0 1/26, S,

para o qual o nimero de constantes independentes € 6.
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Figura 4.13 — Exemplo de material transversalmente isotropo

Para materiais isétropos, valem as equagdes,

E,) [VVE —v/E —v/E 0 0 0 (S,
E,, —v/E 1/E —-v/E 0 0 0 S5,
E., ~v/E -v/E 1/FE 0 0 0 S

- (4.137)
E, 0 0 0 1/2¢G 0 0 S,
E, 0 0 0 0 1/2¢ 0 S
Esl | O 0 0 0 0 172G || S5

(1-v)E VE VE 0_

S (1+v)(1=-2v) (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) P
" VE (1-v)E VE !
S22 0 E22

(1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v)
Si E; (4.138)
S = VE VE (1-v)E o g
12 (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v) 12
Sis 0 0 0 260 0 Es
S 0 0 0 0 26 O Ex

i 0 0 0 0 0 20|

onde E ¢ o modulo de elasticidade, & é o modulo de elasticidade transversal e v € o
coeficiente de Poisson. Ainda da elasticidade linear, aceita-se a relagdo
FE

@:2(1+v) (4.139)

e todos os significados fenomenolédgicos da Lei de Hooke enquanto as deformagdes sao
pequenas. Para deformag¢des moderadas, por similaridade, preserva-se o significado
fisico. Porém, para grandes deformagoes, esse modelo ndao pode ser utilizado, pois ndo
respeita as condi¢des de crescimento (4.125) e em um codigo computacional, critérios

de parada ou avisos devem estar presentes.
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Ainda deve-se comentar que, para materiais isotropicos, € praxe se escrever a
energia especifica de deformagdo 3D, equacdao (4.129) e, portanto, o modelo
constitutivo de SVK como:

G

u, = {(1 —V) (E121 +E;, + E;, ) +2v (El 1By + By By + By By )
(1-2v) (4.140)

+(1-2v) (Ef2 +EL+EL+E,+EL+E; )}
Para soélidos bidimensionais, em estado plano de deformacdo, tem-se:
E,=E, =E,=FE,, =E,;=0 eaenergia de deformacdo fica dada por:

G
u, =
(1-2v)

{(1=V)(E} + B3+ 2vE, By, + (1-2v)(EL + B2, )| (4.141)

tem-se ainda que S,=S5,=0 e S;=A(E,+E,)=v(S,+S,) com
A=Ev/[1-2v)1+v)].

Para sodlidos bidimensionais, em estado plano de tensdo, assume-se:
S,;=8;,,=5,,=89,=35,, =0 e aenergia de deformagao fica dada por:

u, = %{Eﬁ B+ 2VE, By +(1-v)(ES + B3 )| (4.142)
Para facilitar o entendimento e desenvolvimento de modelos constitutivos mais
gerais, mostram-se os calculos das tensdes de Piola Kirchhoff de segunda espécie para a
lei constitutiva integral (4.141), como:
ou, 26

S, = = 1-V)E , +VE 4.143
11 oE, (1—2\/)(( V)E, +VE,,) ( )

ou 2G

S, =t = 1-V)E,, +VE 4.144
n = gy (7 VEa +VE) (4.144)
S, = 2GE,, (4.145)
S, =2GE,, (4.146)

Deve-se ainda observar que, caso o coeficiente de Poisson seja nulo, ndo ha
diferenca entre o EPD e o EPT. Derivando-se as equagdes (4.143) até (4.146) em
relacdo as componentes de deformagdo de Green escreve-se o tensor constitutivo
elastico para o EPD-SVK. Esse procedimento pode ser repetido para o EPT ou para o
caso 3D. Conforme sera visto no proximo capitulo, o tensor constitutivo elastico ¢
importante na constru¢do da matriz Hessiana do processo de solucao, semelhante ao

descrito para treligas no capitulo 2.
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Para os objetivos de programacao introdutéria do MEF posicional, dispensa-se a

leitura dos proximos itens, que devem ser revisitados apds a leitura do capitulo 5.

4.9.2 - O Jacobiano como regulador da condi¢cdo de crescimento dos modelos

constitutivos hiperelasticos

Para que a condicdo (4.125) seja respeitada em um modelo constitutivo, €

necessario que pelo menos uma parte da energia especifica de deformacao seja escrita

em fun¢do do Jacobiano (J). Assim, para se calcular as tensdes € o tensor constitutivo

elastico, por derivagdes sucessivas da energia especifica de deformagdo, veja equagdes

(4.127) e (4.128), € necessario se saber realizar a operacao 0J / dE .

Inicia-se recordando que:

C=4-4
E=L(c-1)
2
J? = Det(C) = (C11C22C33+ C,CyCy+ Gy CC ) +
- (C11C32C23+ C22C31C13+ C33C12C21 )

leA-S-A’
J

Da equacao (3.41) escreve-se:

6_E = l1] ou ainda % =211
2 oF

Da equacao (3.76) se faz, por exemplo:

o(J? o(J?
8(?“) = (C22C33 - C32C23) ¢ a(cn) = (C32C13 - C12C33)

que completando todos os termos leva a:

a 2
% = Adj(C) = Adj(C") =(Adj(C))

onde usou-se da simetria de C na tltima igualdade. Assim, pode se calcular:

o(J° oJ oJ 1 . T (Adi©)) T
Mzzj_ — _:_( Jj( )) :—#:—Cl

oC oC oc 2J 2 J 2
mas, usando-se (4.147), escreve-se:

0] _0J . 0C _J i nyp o go
0E 0C 0E 2

ou simplesmente
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(3.41)

(3.76)

(4.119)

(4.147)

(4.148)

(4.149)

(4.150)

(4.151)



—=JC" 4.152
E (4.152)

Seja, por exemplo, uma energia especifica de deformacdo hipotética ¥ ,, entdo

Wy o, J(a-a) (4.153)
oJ O0E aJ

vol

onde a letra « foi usada no lugar de 0¥, ,/0J apenas para indicar que este ¢ um valor

vol

escalar. Usando-se (4.119), calcula-se a tensdo de Cauchy associadaa S, ,, como:

o =tas A= ga g s (4.154)

vol 7 vol J a J

ou seja, uma tensdo hidrostatica com intensidade 0¥,/ dJ .

Assim, ao se construir um termo da energia especifica de deformacao em fungao
unicamente do Jacobiano e os demais termos em fun¢do dos outros invariantes, aquele
sera responsavel pela parcela hidrostatica de tensdo real e estes pela parcela desviadora.

Seja, por exemplo, a energia especifica de deformagao:
_ 2n —2n 0 syw,z _ 2n-1 —(2n+1)
W, =k, S+ =2) com == 2nk,, (2 =g e (4.155)

onde k , é uma constante elastica do material a ser determinada mais adiante. Para

vol

n=1,2,3... essa energia respeita as condi¢cdes de normalizacdo e crescimento, entdo

calcula-se a tensdo de Piola-Kirchhoff de seguna espécie como :

oY ovY 6 oJ oJ

= Yl _ Y & 2ﬂkw, (Jzn—l _J—(2n+l))_ (4156)
OFE oJ OE oF
ou usando-se (4.151)
S, =20k, (J" =T ") C! (4.157)

donde pode-se recuperar o valor da tensdo de Cauchy pela expressdo (4.119) como:

2n+1

Jh:anml(Jz”l— 1 j] (4.158)

No inicio do processo de carregamento tem-se J =1 e, portanto, o, =0, quando

J —0" a tensdo hidrostatica vai para —© e quando J — +o a tensdo hidrostatica vai
para +oo, verificando a equacdo (4.125).

Para se calcular o tensor constitutivo tangente a partir de uma energia especifica
de deformagdo ¥, genérica faz-se:

vol __ aSl;Ol _ 62\onl
ikl — -
“ " 3E,, " OE,0E,

(4.159)
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que desenvolvendo para um potencial de energia genérico resulta

w_ OV OOV, O 0¥, OJ
™ OE,0E, OE, dJ° OE, &J OE,0E,

(4.160)

que depende de valores escalares 0%, ,/0J e 0°%¥,,/0J sendo 8J/0E dado pela

vol
equacgao (4.151).

Falta calcular a segunda derivada de J em relacdo a deformacgao de Green, dada

por
0*J

$,, =———=J{D,D, -2D,D, (4.161)

« =g, 7\ i)
onde chamou-se D=C"".

Especificamente para a fungdo ¥, da equagdo (4.155) tem-se:

2

b n+
% 2k, ((Zn )+ (2n+1)J l)) (4.162)

que encerra, juntamente com a equacao (4.160) o calculo do tensor constitutivo eldstico
para o potencial proposto.

Para se demonstrar a expressdo (4.161) comeca-se reescrevendo (4.151) (com

D=C") como:
M=S2=uC =D ou  M=JD (4.163)

onde usou-se a letra M para encurtar a escrita.
Escreve-se a equagdo (4.163) em notacdo indicial, para se realizar as operagdes
com maior detalhes:

M, =JD, (4.164)

Dividem-se as operagdes em duas colunas, a coluna esquerda quando se pré-

multiplica (4.163) por C e a coluna da direita quando se faz a pos- multiplicagao.

JI=C-M
Jo; = CM,,
aJ 0
oc_ " aC.

aJ _oC,

oc_ aC

oz

a0 (M)

oM
oC

oz

K

Mkj+Cl.k

JI=M-C
Jé;j:MikCIg'

aJ 0
oc_ " aC.

o] oM, . @C

o (MCy)

oC.  oC,
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oC

N

oz

ik

(2)
(b)

(©)

(d)



. oC,. e
C Zﬂglk =% a%?] Mo N

c My _s o . 0G
“oc., Tec. "ocC,

e o fatode 0C, /0C,, =0, 0, , continua-se 0 processo:

Usando-se D =C""

oJ oM, oJ ®
D,,Cy ac =D,9, E_D M 0,0, CoDjy fk =9;D,, E_Dijiké‘koé‘jz
5, My 5 & 5 oar 5, oM, _ D, o DM, (2)
oc, ~Mec, oC,. 0C,
oM oM . h
iay,% a—J—D M. LAy, a—J—DZM ®)
oC,, roc, 7 oC,, 7 oC,

Algumas substitui¢cdes de indices foram feitas na linha (h): na segunda coluna

trocou-se a letra I por j e na primeira ) por j. Assim, conclui-se que
DM, =DM, (1)
que podem ser substituidas por sua média em qualquer das expressoes (h), como
(4.165)

Jr

oc,, ac,
Usando-se (4.164), (4.151) e (4.147) realiza-se a sequéncia:

M, & _l(DjanﬁDzyMjo)

(@)

oM . oJ
aE” = D./‘y oC _(DjoMZV +DZ7M./'0)

Lembrando-se a equacgao (4.163), escreves-se:
oM . oJ )
aE” = D./‘y OFE N (DJUMZV + DZ7M./0) (])

0°J
W—JDWDM J(D,D.,+D.D,) k)
o J{D p,-(D,D,+D,D,)} (4.166)

Finalmente, escreve-se:
(4.167)

2
9T =J{D,D,-2D,D_}
OE, OE,, " S

que ¢ a expressao (4.161).
Observa-se que ndo € possivel trocar j com z ou o com } na equacdo (4.167)

dificultando sua escrita em notagdo dyadica (ou compacta).
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As equagdes (4.157) e (4.160) revelam que ¢é possivel se escrever uma parcela
que controla a varia¢do de volume em modelos constitutivos. E de interesse, portanto,

se determinar outras parcelas que ndo dependam da varia¢do de volume.

4.9.3 - Decomposicao multiplicativa para a geracio de modelos hiperelasticos
Quando se pretende separar, na energia especifica de deformacao, a parcela que

gera energia apenas pela variagdo de volume daquela que nao gera energia pela variagao

de volume, ¢ usual, na literatura, realizar a chamada decomposi¢do multiplicativa do

gradiente da mudan¢a de configuragdo. Essa decomposi¢do nada mais é do que se

escrever

A=A4-4 (4.168)
com

A=J" = Dez(ﬁ)zJ (4.169)
A=J"4 = Det(4)=1 (4.170)

Usando-se a expressdo (4.168) se calcula o alongamento de Cauchy Green

como:
C=A"AA4-4A=J"4"-4=J*°C ou C=J?C (4.171)
com Det(C) =1, constante.

Definindo-se C =J>*I tem-se que
c=C-C=C-C (4.172)
que ¢ a decomposicdo multiplicativa escrita diretamente em C. Como se observa
Det(C) =J* = Det(C).

Como proposta de energia de deformac¢do que contempla a decomposi¢ao

multiplicativa € usual se escrever:

¥ =¥ (Det(C)+¥,,(C)=",,())+¥,,©C) (4.173)

5o

onde WV, ¢ a parte isocorica da energia, ou seja, aquela que ndo ¢ sensivel a mudangas
de volume. Para materiais isotropicos ¢ comum se tomar a segunda parcela da equagao

(4.173) e escrever como funcio dos invariantes de C, ou seja:

Y=v¥_(NH+¥,(,l,) ouainda Y=Y (J)+¥, )+¥. (I,) (4174
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Nota-se que o valor 73 = Det(@ ) =1 ¢ omitido na parcela isocérica de (4.174)

por ser constante.

Apenas para lembrar, sabe-se que:

1, =Tr(C) e L, =Tr(C™") (4.175)

Virias expressdes podem ser estabelecidas para os potenciais isocoricos ¥, ou

150

Y° | assim as passagens que seguem levam essas parcelas de forma genérica.

iso ?
Percebe-se facilmente que nos modelos constitutivos escritos a partir da equagado

(4.174) tem-se:

1 2
S=S,,+8.,+S2 = 8‘;’;1 + ag’Efw + 6:';0 (4.176)

, . ' o o
oy =Co + €+ &7 = ——l oy — (4.177)
OE,0E, OE,0FE, OE,E,

onde a parte volumétrica ja foi tratada no item anterior. Além disso, seguindo-se

procedimento analogo ao aplicado no item anterior, calcula-se

0¥, 0¥, o

. (4.178)
oE oI, o

2 2 Ya
2 OV, O¥, 0l (4.179)
0E oI, OF

wi  OL O*W. ol o¥. o'
Ujkgl — iso 1 + iso 1 (4180)
OF, (T) OB, o, OE,0F,

2 AT ) =
= o, 0, oL, | 0%, 0. (4.181)
M OE, (r,) oE, oI, OE,E,

4.9.4 - Derivada dos invariantes em relacdo a deformaciao de Green

Nas equacdes (4.178) até (4.181) percebe-se que faltam se calcular as primeira e
segunda derivadas dos invariantes isocoricos em relagio a deformacgao de Green.

O primeiro invariante isocorico pode ser escrito como:

I =Tr(C)=J"(C,+C,, +Cy)=J °C, =J *tr(C)=J "I (4.182)

Sua derivada em relacao a deformacao de Greeen fica:
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oE oC 37 aC

0Tr(C) _,0Tr(C) _ 4 530/ (C,+Cpy+Cy)+2J 21 (4.183)

onde / ¢ o tensor identidade de segunda ordem e 0J/0C =(J/2)C™" conforme
aparece na equacao (4.151), assim:

a@% . —%J“Tr(C) C 422 =2 (1 310 clj (4.184)

ou em notag¢ao indicial

ol -2/3 1
5111,7 =2J7"49; —ngkDU (4.185)
Escreve-se o segundo invariante isocorico em sua forma mais simples como:
-
CZI CZZ C32 C33 C31 C33

ou, a partir da equagao (4.171) desenvolve-se:
[_2 = {(Cllczz o C12C21 ) + (C11C33 - C13C31 ) + (C22C33 o C23C32 )} J = J‘4/3[2 (4-187)
Sua derivada em relacao a deformacao de Green fica:

Il

2

o, .o, 8 0]
a_EZ, = 26_5 = _EJ " %{(Cuczz - C12C21)+(CHC33 _C13C31)+(C22C33 -Gy, )} +

C,+C,y, —C, -C, (4.188)
+2J -C, C,+C, —-C,
_C13 _C23 C11 + C22 |
Tr(C)I-C

ou, organizando-se:

672 87 4/3{ 2 -1 }

—2=2-2=2J Tr(C)I-C|-=C"I 4.189
GE " aC [r(e)-c]-3¢, (4.189)
em notag¢ao indicial:

ol 2

872 =2J7*" {(Ckk@j -C,) -ED,.,]Z} (4.190)

Observa-se que em (4.184) e (4.189) aparecem os termos J, C ™', I, = Tr(C) e
1. E possivel se realizar as segundas derivadas dos invariantes para se calcular o tensor

constitutivo tangente para modelos hiperelasticos gerais. Para tanto, calcula-se:

[
N _ 9 (c)=25, o Ly (4.191)
OE, OE, OE

e, portanto,
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oL
OE,,OF,,
Além disso, de (4.187)

oL _ o=
oC

que em notag¢ao indicial fica:

oI,

=2(C.o_-C
6EUZ ( ii oz zo)
donde
0’1,
—2 =4{6.6_-0. 0,
an;/anz { Jy oz Yo ]Z}

ou

(4.192)
ol, .
- 2(r(O)1-C") (4.193)
(4.194)

(4.195)

Além disso, a luz dos desenvolvimentos anteriores, fica simples se realizar a

derivada de C™', como:

c-c'=1 ou C.-D

ij Jk
0
f(cviijk) = Olkoz
oC., oD,
U p ——Cc
oc, " Tac,
oD,

5,8.D,=05,D,=-C

io™ jz"jk — “io

ec,

multiplicando-se por D,

oD,
D,C,—%=-D 5D

yi ij a yi o zk
oz

o,
% = _DyoDzk

finalmente
oD,
a C7 = _D ;mD zk

sendo a representagdo dyadica incompleta.

oc™!
oC

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

®

=—C'®c’ (4.196)

Utilizando-se as equacdes (4.189) até (4.196), com algum esfor¢o algébrico,

calculam-se:



'L 4 L1
8E,.J.8£1~7H ==/ E{DijDH +3D,D,} I, - D;5,, - D,,5, (4.197)

2
T < DDy + Dy Dy |1 _[sz (Dy5k/ +D,,0; )} +
o1, :§J4‘/3 3

SEIE 3 (4.198)
7Yk

3
+D,;Cy+ D Cji + 9 |:5ij§k£ ~ 9,0 :I

Enfim, completam-se as lacunas das equagdes (4.178) até (4.181) com as
equacdes (4.184) ou (4.185), (4.189) ou (4.190), (4.197) e (4.198).

A proposta de potenciais de energia de deformagdo mais elaborados pode ser
feita pelo leitor em momento oportuno de sua pesquisa, entretanto no item 4.9.6 um
modelo completo (apesar de simples) ¢ mostrado, abrindo o entendimento para novas

propostas.

4.9.5 - Tensoes de Piola isocoricas e a tensao desviadora de Cauchy.

Tal como realizado na equacdo (4.154) onde se demonstrou que a tensdo
resultante do potencial volumétrico corresponde a componente hidrostatica no espago de
Cauchy, aplicar-se-4 a equacgdo (4.119) para as tensoes isocoricas 1 e 2.

Juntando-se as equagdes (4.178) e (4.184) resulta que a tensdo isocodrica 1 ¢

escrita como:

o, . 1 . 1
(S,Ln)l.j =6——’:2J 23 ([—ET;’(C)C ‘j:a{@, ~3Cu D,.j} (4.199)

onde o ¢ um escalar.
Assim, a tensdo correspondente no espago de Cauchy fica dada aplicando-se a

expressao (4.119) sobre (4.199), como:

o = gA-{] —lTr(C)C-‘} A =24 {1 Lreya -A-’}.A’ (4.200)
T 3 J 3
O = %{A A’ —%Tr(C)I } (4.201)

como Tr(C)zTr(At -A):Tr(A-A’) tem-se:

ol = %{A A —%Tr(A : A’)I} =™ (4.202)

. ~ 1 ~ .
Assim, a tensdo S, corresponde a uma tensio desviadora.
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~ 2
Procede-se da mesma forma para a tensdo S,

iso

escrita pela combinagdo entre as
equagdes (4.179) e (4.189), como

2 G\Pizso -4/3 2 2
Se =727 I:Tr(C)I—C]—gC Lt=a [Tr(C)I—C]—EC I, (4.203)
2

aplicando-se a equacao (4.119) sobre (4.203) tem-se:
t t t 2
ol =a[(tr(C)(A-A )—(4-4')-(4-4 ))—(glzjl} (4.204)

Abrindo-se as expressdes encontra-se que tr(C):tr(A-A’) e que, chamando-se

C'=A-A" simétrico, tem-se:

tr(CHr(C)—tr(C -C)=2l, (4.205)
donde

tr(o},)=a(21,-21,)=0 (4.206)
€, portanto:

o, =a {(tr(C)C -C.C")- @12 j]} =0, (4.207)

, . . ~ . . 2 ~
¢ desviadora. Ou seja, a tensdo de Piola-Kirchhoff §; corresponde a uma tensdo

desviadora.

4.9.6 - Alguns potencias de energia e esclarecimentos:

Apds a equagdo (4.155) comentou-se que iria se determinar o valor de k,,. Em

ultima analise a determinacdo dessa constante esta associada a ensaios laboratoriais.
Porém, mostra-se que existe uma relagdo direta entre k,, e as propriedades elasticas do
modelo constitutivo linear (Saint-Venant-Kirchhoff) quando pequenas deformacgdes sdo
assumidas.

Para se fazer essa demonstragao deve-se escrever o modelo isotropico de Saint-
Venant-Kirchhoff em sua forma mais direta, como:

S; =2GE; + AE .6, com E =E, =3E, (4.208)
onde G ¢ o modulo de elasticidade transversal, 4 ¢ a constante de Lame, £ ¢ a

deformagdo volumétrica no sentido de pequenas deformacdes e E, ¢ chamada de

deformacgao hidrostatica, também no sentido de pequenas deformagoes.

Definindo-se a deformacao de Green desviadora como:
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E;“ =E,-E,0; (4.209)
ou escrevendo-se a deformagdo de Green por suas parcelas,

E,=E +E,S, (4.210)
Substituindo-se a equagdo (4.210) na equagao (4.208) escreve-se:

S, =2GE" +KE,5, =S + 8" (4.211)

v i
onde K = E/[3(1-2v)] ¢ o conhecido bulk modulus.
Objetiva-se calcular S; ¢ S e os tensores constitutivos elasticos & e &

a partir de potenciais para grande deformagdes calculados na vizinhanga da deformagao
nula para verificar sua compatibilidade com a Lei linear (SVK) e determinar as
constantes elasticas.

Parte-se da equacdo (4.174), transcrita a seguir,

Y=Y, ()+¥, J)+Y,, 1) (4.174)

Utilizando-se alguns potenciais conhecidos na literatura, o primeiro devido a

Duster que controla o crescimento da energia de deformacao (ja usado anteriormente)

dado por:

ijol = kvol (‘]2’1 + J’Z” - 2) (4212)
aijo _ 2n-1 —(2n+1)

7[_2’1](\»01(‘] -J ) (4213)
i . 2+

L =2mk, (@n=1)7> + @n+ 1770 (4.214)

Para pequenas deformagdes J =1, assim, o termo (4.213) se anula e o termo

(4.214) se simplifica para:

2
'
Ot _ 8n’k,, (4.215)

JZ
Juntando-se as equacdes (4.215), (4.160) e (4.152) se escreve a matriz

constitutiva para pequenas deformacgdes a partir do potencial (4.212) como:
e =(JC, )8k, (JC,)) (4.216)
lembrando-se que as deformagdes sdo pequenas, ou seja J =1 e C; = 0, escreve-se:

vol __ 2
G‘W =8nk

vol

5,5, (4.217)

Tomando-se agora a parte volumétrica da lei linear (Saint-Venant-Kirchhoff)

(4.211)
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S;" =KE,5, (4.218)

v

e diferenciando-se em relacdo a deformagao de Green, encontra-se:

vol

= aE"f =K6,6, (4.219)

ikt
ke

Para um mesmo material as equagdes (4.219) e (4.217) devem ser iguais, ou
seja, determina-se a constante que deve ser usada no modelo ndo linear para que esse
reproduza o comportamento linear do material em pequenas deformagdes, como:

K

vol :g (4220)
A segunda e terceira parcelas da equacdo (4.174) sera considerada aqui pelo
modelo de Mooney-Rivlin, que controla a distor¢do sem variagdo de volume, escrito

COmo:

v, + ¥, = (I, -3)+cy (1, -3) (4.221)

150 INY

Aparentemente esta expressao esta escrita de forma linear e estaria em desacordo
com as exigéncias dos potenciais policonvexos. Porém, tanto /;, quanto /, sdo fung¢do

do tensor de alongamento a direita de Cauchy Green C e, portanto, quadraticos.
Para a primeira parcela, usando-se a equagao (4.180), se escreve o tensor
constitutivo elastico como:
-
isol __ a ]1

o =0, ——— 4.222
ijkt 10 6EgjaEk({ ( )

ja que 0°¥, /(671 )2 =0. Usando-se a equagdo (4.197) para pequenas deformacgdes

INY
J=le C;' =6, tem-se:

0 4 501 4
(’,‘Wl =y EJ 2 {g {é:yék@ + 36;k54y } 3- 51‘]'5kz - 51{@51)} =G g {35%5@‘ - 51‘]‘5kf} (4.223)
Tomando-se a parte desviadora da equacao (4.211) e aproveitando-se a equagao

(4.209) escreve-se:
S =2GE =2G(E, - E,0, ) (4.224)

diferenciando-se encontra-se:

des
(’—‘,;cozl = 6}; :ZG(@,ﬁﬂ -

24

1 2
§5ké’§z‘jj :gG(?,é‘iké‘jé _5kz§zj) (4.225)
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Para pequenas deformacdes, caso apenas a primeira parcela da expressao (4.221)

esteja ativa, a equacgao (4.223) deve ser igual a equacao (4.225), resultado:

o= (4.226)

Para a segunda parcela da equagdo (4.221), usando-se a equagdo (4.181) se

escreve o tensor constitutivo elastico como:

-
: I
€l =y oL (4.227)
' OE,0F,,
ja que O°¥., /(61_2 )2 =0. Usando-se a equagdo (4.198) para pequenas deformacgdes

J=le C;' =6, tem-se:

o', 4
%, 73 (46,6, +68,8,]-[6(8,6, +6,9,) | +46,8,,+3[ 6,6, 5,8, ]} 4.228)
ou

'L, 4
GEE, 3 30,0, -6,6,.} (4.229)

que, substituido na equagao (4.227) resulta:
iso 4
e‘y‘kf,z =< 5{3551(5/_,/ - b‘ijakﬂ} (4.230)

Novamente, por diferenciacdo em relacdo a deformacao de Green, escreve-se de

(4.224):

des

iso [/ 1 2
(}:ijk/,z = 8E{ = 2G(5ik5j/c’ _551%51]) = EG(3é;k§j£ _5k,e§ij) (4.231)

kt

Imaginando-se que a distor¢do vem apenas de 72, iguala-se (4.231) a (4.230)

encontrando:
Co, :g (4.232)

deve-se observar que as equagdes (4.232) e (4.226) s6 valem isoladamente, caso as duas
parcelas da equacdo (4.221) estejam presentes, deve valer:

Cotcy=G/2 (4.233)
Assim, as constantes k,,, ¢,, € ¢, estdo definidas pelas propriedades elasticas

lineares do material.
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Em resumo, além da lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff do item 4.9.1,

S! e S correspondem as partes hidrostitica e

mostrou-se que as tensdes S,,, S, o
desviadora da tensao de Cauchy e que as leis constitutivas nao lineares reproduzem as
lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff para pequenas deformagoes.

Varias outras expressdes coerentes para a energia especifica de deformagado (ou
energia livre de Helmholtz) podem ser propostas, entretanto, todas podem ser

interpretadas de forma semelhante ao descrito neste item.

4.10 - Bibliografia recomendada

Além dos trabalhos cientificos do autor, recomenda-se a leitura da bibliografia a
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1) PASCON, J. P. Modelos constitutivos para materiais hiperelasticos: estudo e
implementagdo computacional. Dissertagdo de Mestrado. Sao Carlos: Departamento de
Engenharia de Estruturas, EESC, USP, 2008.
2) PASCON, J. P. Sobre modelos constitutivos ndo lineares para materiais com
gradagdo funcional exibindo grandes deformacgdes: implementagdo numérica em
formulag¢do ndo linear geométrica, Tese de Doutorado. Sdo Carlos: Departamento de
Engenharia de Estruturas, EESC, USP, 2012.
3) BONET, J., WOOD, r.d., Nonlinear Continuum Mechanics for Finite Element
Analysis, Canbridge University Press 1997,2008.
4) HOLZAPFEL, G. A. (2000). Nonlinear Solid Mechanics — A Continuum Approach
5) OGDEN, R.W., Non-linear Elastic deformation, Ellis Horwood, England, 1984.
for Engineering. John Wiley & Sons Ltd., Chichester, England.
6) CRISFIELD, M. A. Non-linear Finite Element Analysis of Solids and Structures,
Vol. 1. Chichester, England: John Wiley & Sons Ltd., 2000. ISBN 0 471 92956 5 (v. 1).
7) CIARLET, P. G. (1993). Mathematical Elasticity, Volume 1: Three Dimensional
Elasticity. Elsevier Science Publishers B. V., Amsterdam, The Netherlands.
8) CHOU, P.C., and PAGANO , N.J, Elasticity - Tensor, Dyadic and Engineering
Approaches, Dover, 1992.
9) CHAVES, E.W.V.. Mecanica del Medio Continuo - Conceptos basicos, CIMNE,
Espanha, 2007.
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5- Método dos Elementos Finitos Posicional - Sélidos

Antes de se descrever as particularidades do MEF posicional, ¢ necessario se
informar que no método dos elementos finitos o continuo ¢ substituido por um conjunto
finito de subdominios, chamados elementos finitos. Nesses subdominios, as variaveis de
interesse (inclusive a geometria) sdo aproximadas, transformando-se um problema
mecanico continuo, com infinitas incognitas, em um problema discreto como nimero
finito de incdgnitas. Tal transformacdo passa pela expressdo do principio da energia
mecanica total estaciondria, por exemplo, equacao (4.120).

Neste capitulo, apresenta-se o desenvolvimento completo da formulagdo
posicional do Método dos Elementos Finitos aplicado a solidos, utilizando-se como
facilitador das deducdes a representacdo de chapas bidimensionais. As chapas serdo
aqui denominadas solidos 2D, pois seu equacionamento ¢ totalmente andlogo ao dos
solidos 3D, com pequenas variagdes de detalhes. Essas variagcdes serdo apresentadas ao
longo do texto, permitindo a implementacdo computacional de elementos finitos para
simular s6lidos 2D e 3D.

Para evitar alongar o capitulo com detalhes desnecessarios, exemplos podem ser
consultados nos primeiros trabalhos da bibliografia recomendada, além dos trabalhos

cientificos do autor e coautores.

5.1 — Polinémios aproximadores

Nos cursos basicos de matematica apresenta-se o conceito de interpolagdo
através de polindmios aproximadores. Este conceito pode ser entendido como a
substitui¢do, em um intervalo de validade, de uma funcao continua qualquer por um
polindmio de grau qualquer. Como exemplo, seja a substituicdo da funcdo
f(x)=sen(x) por um polindmio quadratico P(x) no intervalo O0<x<m/12. O
polindmio P(x) pode ser dado como:
P(x)=ax’ +bx+c (5.1)
onde a,b e ¢ sdo constantes incognitas.

No intervalo estabelecido escolhem-se trés valores X, para os quais o polindmio

deve satisfazer exatamente a igualdade P(x;)=f(x,). O namero de valores X,

escolhidos ¢ igual ao nimero de constantes incognitas a se determinar, que depende do

grau de aproximagao do polindomio.
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Para as coordenadas x, =0, x, =n/24 ¢ x; =n/12 tem-se:

c=sen(0)=0 (5.2)
2
al 1+ p = gen| & (5.3)
576 24 24
2
al b —gen| (5.4)
144 12 12

Donde a =—0,065170 e b=1,005677 . Calculando-se alguns valores para f(x)
e P(x) no intervalo adotado encontram-se os valores da Tabela 5.1.
Desta forma, o conhecimento da funcdo f(x) em pontos de um intervalo pré-

definido, permite que esta seja substituida, com boa aproximagao, pelo conhecimento de

(no caso do exemplo) trés parametros, a, b e c de um polindmio interpolador.

Tabela 5.1 - comparagdo entre valores exatos e aproximados.

x 7 (x) = sen(x) P(x) =P | (f(x)-PW)/ f(x)
0 0 0 0 0

/48 0,065403 0,065542 1,010™ 0,15%

/32 0,098017 0,098104 1,010 0,10%

/24 0,130526 0,130526 0 0

n/16 0,195090 0,194952 1,4107* 0,07%

/12 0,258819 0,258819 0 0

5.1.2 — Polinomios de Lagrange para aproximaciao unidimensional

O primeiro ente a ser aproximado por polindmios ¢ a geometria dos elementos
finitos, no caso de elementos finitos posicionais a geometria do elemento finito ¢
chamada simplesmente de posi¢do inicial. Apesar de se poderem utilizar polindmios
quaisquer para aproximar a geometria (ou outra variavel), no método dos elementos
finitos ¢ usual se utilizar os chamados polindmios de Lagrange, pois os parametros
(constantes) do polindmio serdo os valores da fungdo aproximada nos pontos base da
aproximacdo. Nos textos usuais sobre elementos finitos, os polindmios de Lagrange

também sdo chamados de fungdes de forma.
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As fungdes de forma sdo escritas em fun¢do de uma coordenada adimensional &

definida no intervalo [—1,1]. Na Figura 5.1 mostra-se a representacdo esquematica dos

polindmios de ordem um e dois.

' 1 d)l
n().l noé 2

noé 3
né1 noé 2
' (I)Z :
e ~, né 1 n6 2 né 3
by |1
no 1 N6 2 né 3
(a) Ordem um (b) Ordem dois

Figura 5.1 — Representagdo esquematica dos polinomios de Lagrange

Para o polindmio de ordem um o n6 1 corresponde a E=-1 eon62a E=1.
Para o polindomio de ordem dois, o nd 1 corresponde a {=—-1,0n62a =0eond63a
E=1. Como se pode observar, o polindmio assume valor unitdrio em seu no

correspondente e valor nulo nos demais nos. Assim as féormulas para os polindmios de

ordem um sao:

_1-8

¢, = (5.5)
&+l

b, = 5 (5.6)

As formulas para o polindmio de ordem dois sdo:

¢1: ‘:_az . ‘:_% :i(i—l)

5.7

&1_{52 §1_§3 2 ( )

_ £-¢§ . §-¢; - 1— 5.8

b =g o —(+90-0 (5.8)
¢ &-¢ _(E+D¢

= . = 5.9

¢3 E.’S_gl gs_az 2 ( )
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onde & sdo os valores das coordenadas adimensionais dos nds i. Usualmente sdo

tomados proporcionais & divisdo em tamanhos iguais do intervalo, porém as formulas
gerais ndo impdem esta restri¢ao.
A formula geral dos polinomios de Lagrange de ordem n-1 pode ser dada por:

— é‘il i—ﬁk_l X &_alm E.’_&.:n
gk_gl &k_gk—l gk_akﬂ E.>k_E->n

Uma propriedade dos polinomios de Lagrange ¢ a reprodugdao da unidade, ou

by (5.10)

seja, a soma de todos os polindmios de uma mesma ordem resulta na unidade. Esta
propriedade ¢ usualmente chamada de parti¢do da unidade e indica que a aproximacao ¢
capaz de reproduzir trechos de fungdo constante.

Como nesse item se estd abordando uma representacdo unidimensional, a
aplicacdo das funcdes de forma apresentadas serve para aproximar, por exemplo,
superficies de solidos 2D e a forca de superficie aplicada sobre a mesma. Uma linha de
carga em solido 3D ou elementos de barra geral (portico) 2D ou 3D também podem ser
aproximados utilizando-se a representacdo unidimensional apresentada.

Para se utilizar os polindmios de Lagrange como fun¢do aproximadora, basta se
conhecer os valores da fung¢do a ser aproximada nos respectivos ‘nos’, veja figura 5.2a,
onde a posicao inicial de uma parte da superficie de um sé6lido 2D ¢ ilustrada.

A aproximacao proposta para essa superficie (linh) € escrita como:
1€ =x ) =0,(8)X/ (5.11)
onde i ¢ a direcao da coordenada (1 ou 2) e / é o nd do elemento (ou a fungdo de
forma associada). Na expressao (5.11) a repeticdo do indice ¢ representa soma sobre

noés. Para uma aproximagdo cubica tem-se 4 nos, ilustrados na figura 5.2a, e a expressao

(5.11) fica explicitada como:
X (&;):(1)1)(114'(1)2)(12"'(I)3X13+(1)4X14 (5.12)

x2(§)2¢1Xé+¢2X22+¢3X§+¢4X; (5.13)
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(a) Configuracao inicial (b) Configuracao atual

Figura 5.2 — Parametrizagdo de um trecho de superficie de sélido 2D

Na Figura 5.2a a fungio f’(£) é chamada de mapeamento da configuragdo

inicial do elemento, enquanto na figura 5.2b f;'(£) é o mapeamento da configuragio

atual. Caso essa aproximagdo fosse para a geometria de uma linha de carga em um
solido 3D a expressdo (5.11) ficaria inalterada, apenas a direcdo i assumiria valores de

1 até 3. Como se observa da figura 5.2b o mapeamento atual da linha ¢

encontrado substituindo-se as coordenadas iniciais X, pelas coordenadas atuais dos
) l .
nos Y, ou seja:

f1©)=y)=0,0Y (5.14)
Caso se deseje modelar qualquer variavel de interesse sobre um elemento finito,
por exemplo, uma forca distribuida p aplicada sobre o elemento (linha) da figura 5.2b,
basta se escrever:
P =490, ou P& =40 (5.15)
onde na ultima expressao se utilizou a forma compacta ou dyadica. Ao se observar que
para cada & corresponde uma posi¢do unica no espaco, tanto na configuragdo inicial
quanto na configuragdo atual, a carga p estd aplicada sobre determinado ponto do
solido e ¢ func¢do indireta das coordenadas daquele ponto.
Uma observagdo interessante deve ser feita sobre a representagdo da carga

distribuida. Para que esta seja conservativa deve ser funcdo intrinseca da coordenada

inicial do elemento, ou seja

P& =p(x,(9) (5.16)
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mas, obviamente, estard aplicada sobre a configuracdo atual. Dessa forma, o
carregamento nao sera alterado pela fungcdo da mudanga de configuracao do corpo. Essa
dependéncia intrinseca ficard mais bem esclarecida no processo de integracdo espacial a

ser descrito no item 5.2.

5.1.3 — Polinémios de Lagrange para aproximacio multidimensional

Antes de se falar sobre elementos com base triangular ¢ interessante mostrar
como se constroem fungdes de forma de base retangular (ou hexaedrica 3D) usando-se
os polinomios de Lagrange das aproximacdes unidimensionais. Os polindmios
resultantes valerdo 1 no nd correspondente a funcdo de forma associada e zero nos
demais nos. Por exemplo, usando-se as fungdes lineares do subitem anterior, escrevem-

se a fungdes para espago bidimensional da figura 5.3 como:

%(6,6) =4(5)d(S,) (5.17)
0(8.5)=8(5)4(S,) (5.18)
?(5,6) = $4(5)8(5) (5.19)
0,(8.8)=4,(5)(S,) (5.20)
. v

(a) Espaco adimensional (b) Fungdes de forma bilineares

S

Figura 5.3 - Exemplo simples usando base unidimensional linear

O leitor pode verificar facilmente a validade das fung¢des propostas, inclusive a
particdo da unidade, substituindo-se as equacdes (5.5) e (5.6) nas equagoes (5.17) até
(5.20). Pode-se observar também, a presenca do termo cruzado ou "hourglass" & &, que

ndo existe se a aproximacgdo linear for feita por dois elementos triangulares.

Generalizando-se o procedimento resulta:

P (61562) = 4(5)8;(5,) (5.21)
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para k= j(i—1)+ j em representacdo bidimensional. Os elementos finitos aproximados
dessa forma s3o chamados elementos de base quadrangular. Na equagdo (5.21)
i=12,.,Nl e j=12,..,N2,onde N1 e N2 sdo os nimeros de nos nas diregoes de
& e &, respectivamente. Além disso, Ni=ordi+1 onde ordi ¢é a ordem de
aproximagéo na dire¢do de & .
Para uma representagdo tridimensional escreve-se:

?:(61,5,) = 4.(5)9,(5,)9,(S5) (5.22)
para k =(/-1).N1.N2+ j.(i-1)+j com i=12,.,N1, j=1,2,..,N2 e {=1,2,..,N3.

Os mapeamentos das configuragdes inicial e final de um elemento finito solido

2D ou 3D fica escrito como:
) =x() =X/ (5.23)
f1E)=3() =, (5.24)

exatamente como no subitem anterior, i.e., a notacdo passa a ser universal. Como
exemplo simples, na figura 5.4 mostra-se um elemento finito quadratico mapeado em
sua configuracdo inicial e atual. Observe que, apesar de se ter apresentado o elemento

na configurac¢do inicial com lados retos, o0 mapeamento inicial pode ser qualquer.

A 7 8 9
X, . A 4 7
4II 50 6II 70 1 8
<\f 0
r 2 3 & 2 f!
Lﬁé . 4\
sz
. BE:
g yl‘
(a) Configuragao inicial (b) Configuracao atual

Figura 5.4 - Mapeamento de elemento s6lido bidimensional

Quanto ao carregamento aplicado, o elemento bidimensional pode ser uma
superficie para carga distribuida em sélido 3D, nesse caso, as dimensdes do espago

adimensional ndo correspondem a dimensdo do espago fisico modelado, i.e.,

922(961’52) € x:(x19x2’x3) e tem-se:
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Pi(&.E)=p(x,(5.8))=0,(£.6)0 (5.25)

onde i=1,2,3 e j=1,2,3. Nessa expressao se informa o carater Lagrangiano da carga,

i.e., a dependéncia intrinseca a coordenada inicial.

Para a carga distribuida no dominio tem-se:
b(&)=b,(x,())=0,(5)B (5.26)

com a dimensao de g igual a do espago fisico modelado.

5.1.4 — Aproximaciao multidimensional com base triangular:

Elementos triangulares (tetraédricos para 3D) possuem duas vantagens
principais em relagdo aos elementos quadrangulares (hexaédricos 3D). As malhas
triangulares e tetraédricas se acomodam melhor as geometrias dos sélidos, o que resulta
em uma grande oferta de geradores desse tipo de malhas na literatura. Outro motivo ¢
que os polindomios gerados para elementos triangulares e tetraédricos sdo completos,
ndo possuindo termos superabundantes como os gerados a partir de polindmios de
Lagrange unidimensionais, tal como o termo "hourglass" presente no elemento bilinear
mostrado no item anterior.

Na figura 5.5 mostra-se, sobre o espaco adimensional triangular, a posi¢do
padrao (igualmente espagada) dos pontos geradores das fungdes de forma para

elementos de base triangular de aproximacdes quadratica e cubica. As varidveis

adimensionais variam no intervalo 0 <& <1.

(a) Aproximacao quadratica (b) Aproximacao ctbica

Figura 5.5 - espaco adimensional e pontos geradores.

Por exemplo, respeitando-se a regra de Pascal, geram-se polindmios completos

para o caso quadratico como:

$,(8,8,)) = a, +a,,6, + a8, + ak4§12 +a,56, 6, + aksétzz (5.27)

169



onde £ é o nimero da fun¢do de forma ou do ponto base. Sdo, portanto, 6 funcdes de
forma com 6 coeficientes a se determinar para cada funcdo de forma. Para a

aproximacao quadratica as coordenadas dos pontos base sdo:

11 1 |
Pl :(190)93 :(E,EJ’E :(051)9 P4 :(anj: fg :(Ozzja fz :(050) (528)

Aplicando-se as coordenadas (5.28) nas funcdes (5.27) e lembrando-se que, tal

como nas figuras 5.1 e 5.3, cada fungdo de forma vale um em seu ponto base e zero nos

demais pontos base, para a aproximac¢ao quadratica resulta:

1 1 1 1
/2 0 1/2 0
/72 1 0 1/2

S O O o O

1
1
0
a, a, a; a, a5 agl||1 1/4 0 1/4 0
0
0

=1 (5.29)
as, a5, Qg Qs Gss  Asg 174 0 0 0
|G A, Qg Gy A ag ||0 1/4 1 0 1/4 0]
ou, de forma compacta e generalizada,
A-P=1 = A=P" (5.30)

determinando-se os coeficientes a,, dos polindmios aproximadores, donde € possivel se

gerar funcdes de forma completas de qualquer ordem para a base triangular. Deve-se
observar uma correspondéncia entre a ordem da numeragado (local) dos nés do problema
com aquela adotada para gerar as fungdes de forma. Por exemplo, na figura 5.6
ilustram-se os mapeamentos inicial e atual de um elemento finito de membrana 2D

(chapa) respeitando-se a ordem de numeragao.

A X

\ Ay

(a) Mapeamento inicial (b) Mapeamento atual

Figura 5.6 - elemento finito de s6lido plano de aproximagao cubica.
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Na figura 5.6 observa-se também que a geometria inicial do elemento finito ndo
precisa ser regular e o posicionamento dos pontos fisicos iniciais nao precisam ser
igualmente espacados, ou seja, o mapeamento ¢ generalizado.

O mesmo procedimento pode ser realizado para o problema tridimensional. Veja

a figura 5.7 para uma ilustracdo do espago adimensional 3D, onde as varidveis

adimensionais também variam de O até 1.

S

Figura 5.7 - Base tetraedrica para geragdo de fungdes de forma - Elemento quadratico

As fungdes de forma foram organizadas para que as aproximacdes da geometria,
e de qualquer funcdo, sobre os elementos finitos, sigam as formulas (5.23), (5.24),
(5.25) e (5.26). Conforme foi exposto no capitulo 4, o gradiente da fungcdo mudanca de
configuragdo serd de grande importancia para o calculo das deformagdes em pontos do
dominio e, portanto, na construcdo dos modelos constitutivos e, consequentemente, do
MEF posicional.

Sera exposto no item 5.2 que o gradiente da fungdo mudanca de configuragdo
serd escrito em fungdo dos gradientes dos mapeamentos das configuragdes inicial e

final, equacodes (5.23) e (5.24), que sao calculados como:

A; = fi?[ =X = d)m)(f (5.31)
Ay =1y =y, =0,% (5.32)
ou de forma extensa:
0
4] =%=2—?Xf (5.33)
j j
1
A :iz%Yf (5.34)
oo

de forma compacta ou dyadica tem-se:
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Aozioza—"f.x (5.35)
g 05
Al=il=a—"’f.y (5.36)
g 0
onde ¥ e X foram escritos na forma nao usual de tensor, onde uma de suas dimensodes
é o no e a outra é a direcdo. Os tensores de segunda ordem (matrizes) 4° e A' possuem
a dimensao do espago que representam (3x3) para 3D e (2x2) para 2D. Apenas quando
se estd representando uma superficie onde cargas serdo aplicadas, ou alguns problemas
especiais, que estas matrizes nao sdo quadradas, porém, nesses casos sua inversao nao ¢
necessaria.
Como, por experiéncia do autor, a melhor representagdo para solidos 2D ¢ a
aproximacao cubica, aplicaram-se as equacodes (5.27) e (5.30) para esse caso, resultando

no seguinte algoritmo (subrotina) onde as fungdes de forma e suas derivadas, para

elemento de base triangular e aproximacao cubica, sdo explicitadas.

sk ke sfe sk ske sk sk sk sk sfe sk sk sk sk sk sk sfe sk sk sk sk sk sk sk sk ske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeoske stk sk sk skesk skok

c
¢ Subrotina que fornece os valores das fungoes de forma
¢ para elemento triangular cubico para coordenadas informadas
c qi3=1-¢& =&, variavel usada para simplificar escrita

c >k 3k ok sk sk s sk s sk s sk sk s sk s sk s sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk skeosk sk skoke sk skosk ok

subroutine formaederitri

qi3=1.-xsil-xsi2

fi(1)=0.5d0%*xsil *(3.d0*xsil-1.d0)*(3.d0*xsil-2.d0)
fi(2)=4.5d0%*xsil *xsi2*(3.d0*xsil-1.d0)
fi(3)=4.5d0*xsil *xsi2*(3.d0*xsi2-1.d0)
fi(4)=0.5d0*xsi2*(3.d0*xsi2-1.d0) *(3.d0*xsi2-2.d0)
fi(5)=4.5d0*qi3 *xsil *(3.d0*xsil-1.d0)
fi(6)=27.0d0%*xsil *xsi2 *qi3
fi(7)=4.5d0*xsi2*qi3*(3.d0*xsi2-1.d0)
fi(8)=4.5d0*qi3 *xsil *(3.d0*qi3-1.d0)
fi(9)=4.5d0*xsi2*qi3 *(3.d0*qi3-1.d0)
fi(10)=0.5d0*qi3*(3.d0*qi3-1.d0)*(3.d0*qi3-2.d0)
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dfi(1,1)=0.5*(3*xsil-1)*(3*xsil-2)+1.5%*xsil *(3*xsil-2)+
#1.5%xsil *(3*xsil-1)

dfi(1,2)=0.

dfi(2,1)=4.5%xsi2*(3*xsil-1)+4.5*xsil *xsi2*3.

dfi(2,2)=4.5%xsil *(3*xsil-1)

dfi(3,1)=4.5%xsi2*(3*xsi2-1)

dfi(3,2)=4.5%xsil *(3*xsi2-1)+4.5*xsil *xsi2*3.

dfi(4,1)=0.
dfi(4,2)=0.5*(3*xsi2-1)*(3*xsi2-2)+1.5*xsi2*(3*xsi2-2)+
#1.5%xsi2*(3 *xsi2-1)

dfi(5,1)=-4.5%xsil *(3*xsil-1)+4.5%qi3*(3*xsil-1)+4.5%qi3 *xsil *3.
dfi(5,2)=-4.5*xsil *(3*xsil-1)

dfi(6,1)=27.*(xsi2*qi3-xsil *xsi2)

dfi(6,2)=27.*(xsil *qi3-xsil *xsi2)

dfi(7,1)=-4.5%xsi2*(3*xsi2-1)

dfi(7,2)=4.5%qi3*(3*xsi2-1)-4.5 *xsi2 *(3*xsi2-1)+4.5*qi3 *xsi2 *3.
dfi(8,1)=-4.5*xsil *(3*qi3-1)+4.5*qi3 *(3*qi3-1)-4.5*qi3 *xsil *3.
dfi(8,2)=-4.5*xsil *(3*qi3-1)-4.5*xsil *qi3*3.
dfi(9,1)=-4.5%xsi2*(3*qi3-1)-4.5*xsi2 *qi3 *3.
dfi(9,2)=4.5*qi3*(3*qi3-1)-4.5*xsi2*(3*qi3-1)-4.5*qi3 *xsi2 *3.
dfi(10,1)=-0.5*(3*qi3-1)*(3*qi3-2)-1.5*qi3*(3*qi3-2)-
#1.5%qi3*(3%qi3-1)

dfi(10,2)=dfi(10,1)

return

end

5.1.5 — Integracio Numérica:

Conforme apresentado no capitulo 4, mais especificamente no item 4.8, na

equacdo (4.120), o Principio da Energia Mecanica Estacionaria a ser aplicado na

deducao do MEF posicional fica escrito na seguinte forma integral,

STl =jV 0.5 57dV, —jV b -5j;dV0—jA ﬁ“-aydA0+jV S:5EdV, =0

ou seja, diversas integrais de dominio e superficie, todas na referéncia inicial, devem ser

realizadas. Nos itens anteriores ficou claro que o dominio do s6lido ou da estrutura
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modelada s3o discretizados em pequenas parcelas chamadas elementos finitos. Além
disso, uma divisdo da superficie do corpo também pode ser realizada para a aplicagao de
forcas de superficie. O dominio inicial do corpo ¢ mapeado a partir de espago

adimensional e, portanto, uma integral genérica de uma fungdo qualquer ;§5(X) sobre o

volume inicial ¥ sera escrita como:

g @av,=[ [ §(3(5.6))Det(4,)dsds, (538)

ou, lembrando-se que J,, = Det(4,)

J,F@av,=[ [ §(3(5.6))7(4.6)déde, (5.39)

para a representacao 2D ou
Jg@av, =] [ [ #(3(6.8))/(6.6)d5d5d, (5.40)

na representacdao 3D. Observa-se que nessas expressoes nao se estabeleceram os limites
das varidveis adimensionais, pois pode-se tratar de qualquer tipo de dominio
adimensional. De qualquer forma, a integracdo pretendida serd realizada
numericamente, devido a complexidade dos nucleos das integrais, incluindo o jacobiano
do mapeamento inicial.

As integrais numéricas sdo feitas na forma de quadratura de Hammer ou de
Gauss. Sendo a primeira para dominios de base triangular ou tetraédrica e a segunda
para dominios unidimensionais ou de base quadrangular ou hexaédrica. Qualquer dessas

quadraturas fica escrita na forma:
nq ~ ~
[ F@®aV, =25 EENI(Ew, (5:41)
0 i=l

onde 5 ¢ o vetor de coordenadas adimensionais no ponto de integracdo i € W. o peso
de integragdo. Na sequéncia, apresenta-se um trecho de codigo computacional onde se
informam posigdes e pesos de integragdo de Hammer para elemento com base triangular
2D de aproximagdo cubica. Foram utilizados 7 pontos de integragdo que garantem

precisdo suficiente nas integrais pretendidas. A seguinte correspondéncia foi utilizada:

HAM(,1) =(§1) onde i ¢ o ponto de integra¢do. Para facilitar a escrita, cria-se uma

i

coordenada auxiliar & =1-& —¢,.
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c********************************************

¢ Atribuigdo dos pontos de Hammer e seus pesos

C*******************************************

subroutine hamer7
HAM(1,1)=(1./3.d0)
HAM(1,2)=(1./3.d0)
HAM(1,3)=(1/3.d0)
wh(1)=(0.11250d0)

HAM{(2,1)=(0.7974269853530874d0)
HAM{(2,2)=(0.101286507323456d0)
HAM{(2,3)=(0.1012865073234564d0)
Wh(2)=(0.125939180544827d0)/2.

HAM(3,1)=(0.101286507323456d0)
HAM(3,2)=(0.797426985353087d0)
HAM(3,3)=(0.101286507323456d0)
wh(3)=(0.125939180544827d0)/2.

HAM(4,1)=(0.101286507323456d0)
HAM(4,2)=(0.101286507323456d0)
HAM(4,3)=(0.797426985353087d0)
Wh(4)=(0.125939180544827d0)/2.

HAM(5,1)=(0.470142064105115d0)
HAM(5,2)=(0.470142064105115d0)
HAM(5,3)=(0.059715871789770d0)
wh(5)=(0.132394152788506d0)/2.

HAM(6,1)=(0.059715871789770d0)
HAM(6,2)=(0.470142064105115d0)
HAM(6,3)=(0.470142064105115d0)
wh(6)=(0.132394152788506d0)/2.
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HAM(7,1)=(0.470142064105115d0)
HAM(7,2)=(0.059715871789770d0)
HAM(7,3)=(0.470142064105115d0)
wh(7)=(0.132394152788506d0)/2.
return

end

5.2 - O MEF Posicional - a ideia e a técnica de solucio

Como apresentado no capitulo 2, a ideia fundamental do MEF posicional ¢é se
escrever a energia de deformacao em fungao das posig¢des atuais dos nds que, usando-se
as aproximagdes descritas anteriormente, constituem o solido analisado por meio de
elementos finitos. A partir dai se escrever o Principio da Energia Mecanica Estaciondria
usando como parametros as posi¢des nodais, resultando em roteiro de solucdo

semelhante ao apresentado para treligas.

5.2.1 - Deformacio de Green como func¢io das posicoes nodais

Para se escrever a energia de deformacdo do corpo em fungdo das posigdes
nodais (ideia fundamental do MEF posicional) deve-se observar a figura 5.8 onde a
funcdo mudanga de configuragdo, e seu gradiente, de uma parte do corpo (elemento
finito) € representada. Para que o leitor se sinta a vontade com essa representacao, deve-
se destacar que a posicao inicial é fornecida no arquivo de entrada do cddigo a ser
construido e que a posi¢ao atual ¢ sempre conhecida na forma de tentativa, sendo a
primeira tentativa a propria posi¢ao inicial, tal como feito no capitulo 2 para elementos

finitos de trelica.
Conforme descrito no capitulo 3 a fungdo mudanca de configuracao ]7(55)

transforma pontos X do volume inicial V| para pontos y do volume atual V. A

determinagdo da deformagdo de Green E e, consequentemente, da energia especifica de

deformacao ¥, desenvolvida na mudanca de configuracao, depende da determinagdo

do gradiente da fun¢do mudanca de configuragdo, ou seja 4 = Grad (f) .
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Figura 5.8 - Mapeamento posicional

A partir da figura 5.8, observa-se que a fun¢do mudanca de configuragdo pode
ser escrita, para um elemento finito, em fun¢do dos mapeamentos inicial e atual

definidos nesse capitulo, como:

- - -\l

f=7 o(fo) (5.42)

-\l
onde ( f 0) ¢ a inversa do mapeamento do espago adimensional para a configuragdo

inicial, veja a figura 5.8. A expressdo (5.42) dé a falsa impressdo de que € necessario se

— -1
conhecer ( f 0) para se resolver o problema. Entretanto, ndo ¢ necessario se conhecer a

inversa de j?o , pois se sabe que o gradiente da funcdo mudanga de configuracdo pode

Ser escrito como:
A=4"(£) (5.43)

onde A4° ¢é uma matriz 2x2 (para aplicagdes 2D) ou 3x3 (para aplicagdes 3D)
numericamente conhecida e dada pela equacdo (5.31), sendo sua inversa de calculo
imediato. A matriz A' ¢ conhecida, veja equagdo (5.32), quando se admite que as

L ’ ~ . .
coordenadas Y, dos nds séo conhecidas na forma de tentativa.

Usando-se a equacdo (5.43), se escreve a deformagdo de Green sobre o elemento

finito como:
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1 1\ -1 1 — t -1
E=— (A‘- A° ) A-(A") -1 :—( A) (4') -4 (4 —1) 5.44
2( (47) ) -4 (4) =1 |=5{(4) (4) - 4(L) (5:44)
sendo 4° e A' definidos nas coordenadas adimensionais 3 conhecidas, A’ funcdo das

coordenadas iniciais do problema X "e, portanto, conhecidas e 4' funcdo das posicdes

1

A . ~ . . ’ ~ .y .
Y que, para uma tentativa sdo consideradas conhecidas, porém sdo as variaveis do

problema.

Fica, portanto, claro que a deformagdo de Green no MEF posicional varia apenas
em funcao das coordenadas atuais dos nés dos elementos finitos. Sendo a deformagao
de Green a escolhida como medida de deformacdo e as expressdes de energias
especificas de deformacdo Y dependentes apenas de constantes elasticas e da
deformagdo de Green, veja capitulo 4, resulta que a energia de deformacio U

acumulada no solido V,, dependera apenas das posicdes atuais dos nos da discretizagao.

5.2.2 - O Principio da estacionariedade e 0 MEF Posicional - Estatica

Utilizando-se as aproximacdes do MEF posicional, a expressdo final do
principio da estacionariedade de solidos elasticos serd escrita. Na sequéncia, a forma
simples de escrita, desenvolvida no capitulo 2 para trelicas, sera resgatada, abrindo
caminho para uma descri¢do simples da técnica de solugao.

Reescreve-se agora a equacao (4.91) em sua versao estatica:
A =6U + 5P (4.91)

e em sua versdo lagrangiana expandida (4.120),

mz—j%b‘)-aydm}—LopO-aydAo +jVOS:5EdVO =0 (4.120)
que em notag¢ao indicial resulta:

M =~F'SY [ b5y,dvy' [  ploy,da} +[ S 0E, V' =0 (5.45)
onde se admitiu a existéncia de cargas concentradas nos nés ¢ da malha de elementos
finitos, veja capitulo 2, e indicou-se soma em todos os elementos finitos pela repeti¢ao
do indice el .

Nesse ponto ¢ de interesse resgatar as aproximacdes (5.24) até (5.26), escritas

COmo:

1 &=,  ou 5y (&)=Y (5.46)
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P& =p!(x,()=0.5)Q (5.47)
b (&) =b"(x,(£)) = p.(5)B (5.48)

onde a natureza lagrangiana das cargas foi destacada com o superscrito 0. Além disso,

considerando o exposto apos a equacao (5.44), pode-se escrever a deformacao de Green

como fungdo das posi¢des nodais,

E=E(Y)) (5.49)
e, portanto:

OE, .,
5Ey == oY, (5.50)

Substituindo-se as equagdes (5.46), e (5.50) em (5.45) e, observando-se que §Yl.[

sdo valores nodais e ndo dependem das integrais, tem-se

~ ~ oF .
~F5Y [ B &)dvox, ~[  plo@)dalor +[ S, ZEaVisr =0 (s51)
il

Das discussdes apos a equacdo (2.40), lembra-se que 5Y/' ¢ arbitrario,

resultando:
~F ~[ 0.0, E) a7y B" [ 0, E)dd 0" +| S, 2ard 0 (55)
i VOeI m (4 0 i Ag’ m 4 i Voel ki aY;/ 0 i .

onde as aproximacdes (5.47) e (5.48) foram aplicadas. A equagdo (5.52) € o conjunto de
equacdes ndo lineares numéricas a ser resolvido.

Observando-se os desenvolvimentos realizados no capitulo 2 para treligas,
identifica-se que a equacao (5.52) pode ser encontrada de forma similar a equagao
(2.41), ou seja:

oll dP oU 0

al_aop oU _ ot oP  oU
oY, oY, oy, '

¢ 4 L 7
ov, or v

ou (5.53)

com i=d.(y—1)+/ onde d assume 3 para problemas 3D e 2 para problemas 2D ¢ i ¢é

o grau de liberdade.

Assim, a versdo integral de (5.52), é:
M=P+U, =~FY ~B"[ 0.0,dV;'V] 0" |  0.0,d4Y] + [ ¥V (554)
Como forma de verificagdo, dessa versdo integral recupera-se a equagdo de

equilibrio (5.52) fazendo-se:
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aP ext 4 el pa el na
=~(F)" =-F -] 00, dV'B" - | 0.9, d4'0" (5.55)

c
ou o e\ 8\P(Ykm) e 6\}’()7/{’”) aEkm e aEkm el
o) =l = e Y L Se g 659

onde na ultima passagem utilizou-se o conceito de conjugado energético.
Assim, de forma resumida, se escreve o conjunto de equagdes de equilibrio para

solidos na mesma forma que foi escrito para treligas, ou seja:

(F)" ~(F')" =0 (5.57)

1

5.2.3 - Técnica de Solucgido basica - Newton-Raphson

Antes de se detalhar o célculo da forga interna e das forgas distribuidas externas,
nesse item a estratégia de solugdo do sistema nao linear, equagdo (5.57), € mostrada de
forma semelhante ao que foi feito no capitulo 2, indicando-se as grandezas a serem
calculadas detalhadamente nos proximos itens.

Comega-se reescrevendo a equagdo (5.57) na estrutura de graus de liberdade da
equagdo (5.53), acrescentando-se o vetor g; na igualdade para facilitar a descrigao,

Lot _au,
817y, o,

J

—F; = ijt —F =0, (5.58)

J

onde F;" é o vetor de forcas internas calculado como derivada da energia de

deformacdo em relagdo as posicdes nodais. As posi¢cdes nodais sdo as incognitas do

problema e ndo se conhece a priori sua solugdo, portanto, quando se arbitra uma posi¢ao
. 0 11 . ~ ~ 0
tentativa Y* para o equilibrio, a equagdo (5.58) retorna valor ndo nulo para g,(Y") que

se torna o vetor de desbalanceamento mecanico do método de Newton-Raphson.

Comenta-se que a primeira posi¢ao tentativa ¢ a posi¢do inicial do problema, ou seja,

X.

Expandindo-se o vetor de desbalanceamento mecanico na vizinhanga da posicao

. 0
tentativa Y, encontra-se:

o = 08, 2
g(V)=g (V' )+—L| A, +07 =0 (5.59)

k ()7())

onde Y ¢ a solugdo do problema.
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. 2 . ~ .
Desprezando-se os termos de ordem superior O;, impJe-se a segunda igualdade

de (5.59) como:

-1

- o°U
gj(Yo) = - .

oYY, |

%,
o,

AY, =~ g,(7') =-(H,) g,/(¥") (560

N 0

onde AY, se converte na correcdo da posi¢do e, para forgas conservativas,

o°U, , . . . o~
= 3787 ¢ a matriz Hessiana ou rigidez tangente do problema para a posi¢ao
k=T 70
tentativa.

A solugdo tentativa ¢ entdo melhorada fazendo-se:
Y =Y +AY, (5.61)
com o novo valor tentativa retorna-se a equagdo (5.60) para se calcular uma nova

correcdo, até AY, ou g, serem suficientemente pequenos. O nivel de carga ¢

aumentado de forma incremental para se percorrer o caminho de equilibrio da estrutura
analisada e se identificar a existéncia de pontos ou trechos de instabilidade. Estes pontos
ocorrem quando a matriz Hessiana deixa de ser positiva definida, conforme a discussao
da natureza do equilibrio realizada no capitulo 1.

Nos proximos itens mostram-se como se obtém a for¢a interna ¢ a matriz

Hessiana (ou rigidez tangente) para elementos sélidos 2D e sua montagem.

O algoritmo de Newton-Raphson pode ser resumido como segue:

a) Assume-se como primeira tentativa de solu¢do a posi¢do inicial, ou seja,
Y=Y =X,

b) Incrementa-se o nivel de carga F, = F, +dF, ou de posi¢do prescrita Y, =Y, +dY,

¢) Calcula-se nos elementos F!" pelas expressoes (5.62) e (5.74) do proximo item

d) Calcula-se nos elementos H,; pelas expressoes (5.78) e (5.88) do proximo item

e) Montam-se a for¢a internas e a Hessiana globais usando (5.75) e (5.89)
f) Resolve-se AY, no sistema linear (5.60)

g) Atualiza-se a posigdo — equagdo (5.61 ) como, Y, =Y, + AY,

h) Calcula-se |AY,{|/|X,{|. Caso |AY,{|/|X,{|<tolerdncia encontrou-se a posi¢do de
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equilibrio para este nivel de carga, volte ao item (b) e incremente a carga. Caso
contrario, volte ao item (c) e, com Y, calculado no item (g) como nova posigdo

tentativa, fagca nova itera¢do para melhorar a precisdo da solugao.

5.3 - Detalhamento do calculo das grandezas envolvidas
Nesse item, para se apresentar com detalhes os termos calculados
numericamente, varias expressdes serdo repetidas, simplificando-se a leitura do texto.

Finalmente um algoritmo que ajudara o leitor a organizar seu codigo sera fornecido.

5.3.1 - Forc¢a interna

Para um elemento finito, veja a equacdo (5.56), a forca interna ¢ dada por:

(R =] an, <[ g av, =3 5 Eamya, Gy, (562)

onde a ultima forma foi usada para indicar que todas as integracdes serdo feitas por

quadratura de Hammer em dominios de base triangular. Assim, calcula-se para uma
coordenada conhecida 5 =(&,&) em um dominio 2D a contribuigio f;" da forga

interna, ou seja:

oY oY OF, OE. -
Il === =S —— ou :8—\11:8—@:5:8—@ (5.63)
oY, OE, dY, oY) oE oY oY
Nesse item, adota-se a Lei de SVK para estado plano de deformacgdo, conforme
G
Y= {(1=v) (B} + E3,)+2vE, By, + (1-2v)(EL + B3, )| (5.64)
ou
P - 1 {K 1 2 2 2 2
= (&« —v)(E}, + E3,)+2KVE, E,, +2G(E}, + E}, )| (5.65)

com K :E/[(1+V)(1—2v)] e G=F/ [2(1+v)]. Fica para o leitor refazer algumas

operacdes para outros modelos constitutivos.

Calculam-se explicitamente as componentes de tensao como,
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o
| :azK{(l—v)E”ﬂ/Ezz}

o
- :aTD:K{(l—v)E22 +VE, |

S, = o =2GE,,
oE,

S21 = 8_‘P = 2GEZl
OE,,

(5.66)

observa-se que o tensor de deformacdes de Green ¢ conhecido numericamente (equagdo
(5.44)), pois se conhecem (como tentativa) as posi¢des atuais dos nos e as coordenadas
adimensionais de Hammer, equacdo(5.44), onde se esta calculando a contribui¢dao de
forca interna.

Desta forma a parcela referente a tensdao de Piola-Kirchhoff da equagdo (5.63) ¢

conhecida. A outra parcela sera calculada a partir da expressao (5.44) , ou seja:

oF 0 1 0\! 1\ . 0\

@:@[E(M ) (4] A () —1)} (5.67)
ou

GE 10C 1 0/ vt (av o ( o))

o’ 20v7 20Y” [(A ) () A (4) } (5.68)

No interior do colchete da expressio (5.68) apenas A4' ¢ fungdo da posigdo atual

dos nés, veja equacdes (5.32) ou (5.35), além disso, a transposta da derivada de A' é
igual a derivada da sua transposta, i.e.,

od Y o(4)
o)

onde uma notagio mista esta sendo usada, pois, por exemplo, 4' e 4° sdo tensores de

ordem 2. Procedendo-se a derivada, de (5.32) tem-se,

oA oy’
1 _ a1 _ j o _ i
DA&B - A,aﬁ - an _¢é’,j an

= ¢€’,j8m'6[3£ = ¢[3,j6m~ (5.70)

Tal como se explicitaram as componentes de tensao, € interessante se explicitar

DA;B que € um tensor de quarta ordem (em notagdo mista), mas que pode ser entendido
como tensores de ordem 2 calculados para cada componente («, ), ou seja, nd f ¢

diregdo o para compor a contribuicdo da forga interna faﬂ , COmMo:
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g A0 [d)Y ¢(,2Y1“H¢1,1 ¢}

"Tov o 6.y 6.% | L0 0
DA :aAl :i d)%,lYlg ¢£,2Yl€ _ (I)Z,l (I)z,z
Poorr ov oY 6% | [0 0
, ) (5.71)
DA :8141 :i A A :{ 0 0}
SC) A AR P AN 0 /A I K
Py LR { 0 0}
8Y2 8Y2 (I)“Yz' (I)F,ZYZ (I)Z,l ¢2,2

onde considerou-se apenas 2 nds nas expressoes abertas da equagdo (5.71). Como o no

L varia de 1 ao niimero de no6s do elemento, 10 no caso do elemento triangular 2D

cubico, e @ somente nas dire¢des de analise (no caso 2), escreve-se:

DAllﬂ — ¢ﬁ,l ¢ﬁ,2
0 0

que ¢ a representagdo de cada componente («, ) do tensor expresso em (5.70).

‘ pa,=| " (572)
P ¢B,1 ¢B,2

Assim, a equacdo (5.68) pode se escrita em uma notagdo mista como:
_6E_1 o\! t 1 071 0\~ i 0,1
L () (oa, ) oa () () () () ()) s
sem soma na direcdo a e nd f. Deve-se comentar que todos os tensores de ordem 2 de

(5.73) sdo conhecidos numericamente, pois se conhecem (como tentativa) as posicoes
atuais dos nos e as coordenadas adimensionais de Hammer, onde se esta calculando a
contribuicao de forga interna.

Lembrando-se das formulas explicitas (5.71) e (5.66) pode-se escrever (5.63)

como:

f/=DE,:S ou ainda f/=(DE,) S, (5.74)

ij y
Usando-se a quadratura (5.62) encontra-se a forg¢a interna, que pode ser

transformada para forma vetorial, tal como feito no programa de trelica, ou seja:

(F2)" - (F)" com k=2f-1)+a (5.75)

k

caso o problema fosse 3D k=3(f-1)+«.

5.3.2 - Matriz Hessiana
Para forga externa conservativa, da equagdo (5.60) escreve-se a versdao de graus

de liberdade da matriz Hessiana como:
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oo o°U

(5.76)

Utilizando-se a representagdo que utiliza n6 e diregdo e aproveitando-se os

resultados da equacao (5.56), pode-se trabalhar (5.76) como:

a Fﬁ int ) ”
o ou _o(F/) =j,,a‘y(y")d%e’=j,/ 0 (2% 3By ) e 57
or: oy/  ov; i oY oY, v oY’ \ O, oY/

A tltima integral deve ser escrita, para cada elemento finito, em forma de

somatorio das contribui¢des calculadas para cada ponto de Hammer, como:

nh - -
Hipye = [y e Vo = Do NI E G, (5.78)
onde
o (oY) oF 0 (oY oF
e = 5y &) 2| ou e = oer| o= e (5.79)
Y'\ OE, oY) oY \ oE " oY,

escrita em notagao mista. O tltimo termo da equacdo (5.79) é desenvolvido como:

, . 0 [0Y GE) ok W OE oY OE
“r:oy?\ 0E oY/ ) oY’ OE®OE oY/ OE oY oy!

(5.80)

Sabe-se, do capitulo 4, que a segunda derivada da energia especifica de
deformacao em relacdo a deformagdo de Green ¢ o tensor constitutivo elastico e que
S =0y /OF , assim a equagao (5.80) pode ser simplificada para:

2
haﬂZ:aE:({‘:aE+S: oE
SG) SENNC) () 60 4

(5.81)

Da equagao (5.73) conhece-se para cada nd [ e diregdo a um tensor de ordem

dois DE,; e pode-se calcular
DS,,=¢€:DE, (5.82)

Em notagdo de Voigt esta equagdo, aproveitando-se a equagao (5.66) fica escrita

como,
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as,, OE,,
or’ or’
oS, K(1-v) Kv 0 0 ||0E,
oY’ Kv  K(l-v) 0 0 ||loY’f
= (5.83)
as,, 0 0 2G 0 ||0E,
or’ 0 0 0 2G||or”
oS, OE,,
oY’ oY/

ou ainda, de forma abreviada,

DS, K(-v) Kv 0 0 ||DE,
DS,, _ Kv Kd-v) 0 0 ||DE, (5.84)
DS, 0 0 2G 0 ||DE, '
DS,, o 0 0 0 2G||DE,, »
reorganizando-se
| DS, DS,
DS, = (5.85)
DS, DS, |, p

Antes de se organizar o célculo da contribuicdo da Hessian, falta calcular a
segunda derivada da deformag¢do em relagdo as posi¢cdes nodais, chamando:
O’E
DZEOWZ :T (586)
oY, oY}
para facilitar o entendimento, o cdlculo de cada termo para o conjunto de indices
a, B,y,z fixados (dois nds e duas dire¢des) ¢ um tensor de ordem 2.
Seu célculo ¢ feito derivando-se a expressao (5.73) que, a luz da equagao (5.72),
. . 1 .~ . z . 1 ,
possui apenas o gradiente A4 dependente das posi¢des atuais Y, pois DA, ¢
constante, assim:

D2Bayy: = %((AO )_t . (DA;‘ﬁ )t ' (DA;z ) '(AO )_1 + (AO )_t '(DA<17><z) )t ' (DA(axm ) : (AO )_l ) (5.87)

sem somaem «, 3,7,z .

Usando-se (5.73), (5.85) e (5.87) reescreve-se (5.81) como:
h

affyz

=DE,_ :DS,,+S:D2E

afyz

(5.88)

ou seja, cada componente (a, P, 7,2) da contribuicdo da Hessiana ¢ fruto de contracoes

duplas de tensores de segunda ordem, numericamente conhecidos.
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Apods a soma de (5.78) a Hessiana pode ser escrita em forma de matriz pela
simples transformagao de indices,

H, —H, com i=2(f-D+ae j=2z-D)+y (5.89)

afyz

5.3.3 - Algoritmo para construcio da forc¢a interna e da matriz hessiana
Apesar desse algoritmo estar escrito utilizando-se o formato do FORTRAN, nao
¢ um codigo.
do je=1,ne lelementos finitos
do ih=1,nh ! Pontos de Hammer item 5.1.5

calcular FI e DFI pelo algoritmo do item 5.1.4
calcular A0(2x2) usando (5.33) e JO=Det(40)
calcular A1(2x2) usando (5.34) com Y tentativa
calcular C(2x2) usando (3.16) comona parcela correspondente de (5.44)
calcular E(2x2) usando (5.44)
ue=ue~+(5.65)*wh(ih)*J0 !opcional
calcular S(2x2) usando (5.66)
do [ =1,10 ! numero de nos
do a=1,2 !direcoes
calcular DAI aoff (2x2) usando (5.72) !guardar pois vai usar novamente em (5.87)
calcular DE af (2x2) usando (5.73) !guardar pois vai usar novamente em (5.87)
calcular flaff usando (5.74)
j=2*(inc(je,B) -+
F(j)=F())+ flaf*wh(ih)* JO ! integrando e montando vetor global
enddo ! a
enddo !
do [ =110 ! numero de nos
do a=1,2 !direcoes
do z=1,10 ! numero de nos
do y=1,2 ! diregcoes
calcular DS a3 (2x2) usando (5.85), ndo precisa guardar
calcular D2E afp yz (2x2) usando(5.87), ndo precisa guardar
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calcular escalar haf yz usando (5.88)
i=2*(inc(je, f)—- )+«
Jj=2*(inc(je,z) - 1)+ y
H(i,j) = H(i,j) + hoflyz* wh(ih) *JO !integrando e montando hessiana global
enddo ! y
enddo ! z
enddo ! a
enddo !

enddo ! ih Hammer

enddo ! je elementos finitos

A
Xy

Elemento 4

3IN32 33 34N\35 36 371\38 39 40

L] [ ] [ J
21l 2N 23 24] 23\26 27 2\20 3
a2 N 2 T 18 19\

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

inc(4,1)=7 inc(4,6) =26

inc(4,2)=17 inc(4,7) =36 10 Elemento 4
inc(4,3)=27 inc(4,8) =25 8 Local
inc(4,4)=37 inc(4,9) =35

inc(4,5)=16 inc(4,10) =34 5

1 X

»
>

Figura 5.9 - Exemplo de incidéncia nodal para elemento de chapa

Deve-se ainda esclarecer que, da mesma forma que foi definido no capitulo 2,
mais especificamente no item 2.3.1, relacionam-se os nds e, portanto, os graus de
liberdade da estrutura toda com aqueles definidos para a numeragao local do elemento
finito. Isso ¢ feito pela matriz de incidéncia nodal dada por:

A =inc(je,A) (5.90)
onde je ¢é o elemento, A ¢ o numero local do né (no caso de 1 até 10) ¢ A o nimero
global do n6 do sélido analisado, veja exemplo da figura 5.9.

Assim, no algoritmo indicado, os resultados da forca interna e da matriz

Hessiana ja se encontram nas coordenadas globais.

5.3.4 - Forcas externas
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As forgas externas aplicadas no so6lido sdo de trés tipos, conforme apresentado
na equagao (5.55) repetida a seguir

aa; _ _(F;é’ )ext _ _F;g _IV;I 0,0, dVOezBiao _J‘Agl 0,0, dAngiaO

1

(5.55)

onde B*® e Q" sdo os valores nodais das cargas de volume ou de superficie que

geram distribui¢dao continua no elemento via polindmios aproximadores.

As forgas concentradas sao informadas no arquivo de entrada exatamente como

feito no programa de treliga e ¢ necessario apenas se relacionar no global / e a dire¢ao
i com o grau de liberdade global j, ou seja

Y . .

F >F, Jj=2(0-1)+i

com (5.91)

As cargas de volume devem ser calculadas por integracdo. Para apenas um

elemento finito, tem-se:

vol 1h
( Flf) - wa @,p,dV, B"’ = (Z o,(ih)e, (ih)wh(ih)JojBf’o (5.92)
0 ih=1
ou
(F,"( )vol :WMB;ZO (593)

onde se entende / ¢ o como nos locais e i direcdo, o tensor 7, pode ser calculado

apenas uma vez para cada elemento finito, pois ndo se altera ao longo do processo de

solugdo. Para facilitar o entendimento, pode-se modificar a escrita de (5.93) utilizando-
se a forma vetorial da carga B’ pela correspondéncia entre n6 local o e diregdo i
com o grau de liberdade local j (j=2(a—1)+i) e entre o no local / e a diregao local

i com o grau de liberdade global £ (k =2({/—1)+i), como:

(F}{ )val :"27? BO

K=

(5.94)

Para um elemento de apenas 3 nos, a expressao (5.94) fica expandida como:
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A transformacdo da forca calculada nos graus de liberdade locais para a
representacao nos graus de liberdade globais segue a operacao da equagdo (5.91). Para a
forca de superficie o procedimento ¢ similar, porém, deve-se criar uma incidéncia nodal
para linhas de carga (em problemas 2D) ou superficies de carga (problemas 3D) e usar

na aproximagao nodal as correspondentes funcdes de forma.

5.4 - O MEF Posicional Dinadmico
No item anterior se detalhou o MEF posicional para andlise estatica de solidos.
Nesse item inclui-se o termo da energia cinética, ou seja, vota-se a trabalhar com as
expressoes completas reescritas de forma conveniente, como:
Energia mecanica total,
[I=P+U+K (5.96)
Principio da Energia Mecanica Estacionaria,
A =0P+0U+ o0K=0 (5.97)
Escolha de parametro para desenvolvimento do método,

aH5Y (@ +@+%j§Y 0 (5.98)
oY oY oY oY

Arbitrariedade das variacdes em posi¢des resultando nas equacgdes ndo lineares
de equilibrio,

APV XKD (5.99)
oY oY or oy

Como o objeto desse item ¢ a inclusdo da energia cinética no MEF posicional,
repete-se de forma breve o descrito no capitulo 4, item 4.6, onde a varia¢do da energia
cinética ¢ feita com base no tempo com facil recuperacdo de sua forma baseada em
posi¢des, como explicado na sequéncia.

A expressdo geral da energia cinética para sdlido com volume V' ¢é:

1 o
K=_[, pipdv (4.93)
Desenvolve-se a variagao da energia cinética usando o tempo como parametro,
K
oK = d—dt (4.94)
dt

Recupera-se a forma desejada escrita em posi¢des pela seguinte sequéncia:
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=—I p (i, dth——I p2(3.3,)dtdv
(4.95)

= _[V p.j}i (yidt)dV = _[V pj}i 5yi av = J;,O poj}i 5yi dVo

Observa-se que a conservagdo de massa e seu colordrio foram usados nas
passagens apresentadas na equacao (4.95)

Para o desenvolvimento do método numérico, aplica-se sobre a aceleragdo a
mesma aproximacdo utilizada para posigdes, também se reescreve a aproximagao da

variag¢do da posi¢ao como,

=, (O e 5y, =¢,($)oY; (5.100)
Utilizando-se (5.100) na forma Lagrangiana de (4.95) se escreve:

oK
y!

K=| pp, 01 dV,0Y = =(£)" ox! (3101)

ou
a riner 6ﬂ< — — o &
ayé J.po(pggpadVY ou F =§=j%po¢®¢dlfo~sz-Y (5.102)

onde a primeira forma da equacdo (5.102) indica que a matriz de massa ¢ constante ao
longo do tempo e que pode ser calculada exatamente como a matriz que relaciona os
valores nodais das cargas distribuidas de volume com os respectivos valores nodais,
veja equagdo (5.92). Para simplificar o entendimento, se escreve (para um elemento de

chapa de 3 n6s) a equacdo (5.102) no formato da equagdo (5.95) como:

iner iner r -

F F 20 0 @0 0 9o 0 Yl
F) F, 0 o0 0 ¢gp 0 oo Y,
Flz Bl L [.o|%® 0 00 0 g0 0, Ll 109
F; F, g 0 oo 0 0o 0 @0 Y,
F F o0 0 oo, 0 o 0 Y
F) F, L0 o 0 oo, 0 oo | Y

que detalha a matriz de massa local de elemento finito posicional. Sua montagem para
coordenadas globais ¢ feita pela incidéncia nodal, j& comentada varias vezes.

O conjunto de equagdes ndo lineares de equilibrio ou de movimento (5.99) pode
ser escrito em sua forma vetorial exatamente como para a solucao dindmica de trelicas,

ou seja:

_F L B MY =0 (5.104)
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e o processo de solugdo ¢ feito combinando-se o integrador de Newmark com o

algoritmo de Newton-Raphson, reapresentado como segue:

5.4.1 - Processo de solucdo - Newmak + Newton-Raphson
Reescreve-se a equagdo vetorial de movimento (5.104) lembrando-se que a forga
interna ¢ a derivada da energia de deformacdao em relagcdo as posi¢oes. Inclui-se, por
similaridade aos problemas lineares, um termo de amortecimento proporcional a massa
ou a rigidez inicial, como:
. ol dU 5 = S ~
g=ﬁ=§(Y)+M-Y+C-Y—F ‘t)=0 (5.105)
Destaca-se nessa equacdo a dependéncia da forca externa e da posicdo em

relacdo ao tempo e da forca interna em relacdo a posi¢do. Lembra-se que a matriz de

massa ¢ constante e que o vetor g s6 ¢ nulo se a posi¢ao de equilibrio no instante de

analise for conhecida, caso contrario esse vetor ¢ chamado de vetor de
desbalanceamento mecanico.

O processo de solugdo apresentado nesse item ¢ para problemas transientes, ou
seja, quando a forca externa varia ao longo do tempo. Para se evitar excesso de
repeticdes o leitor deve voltar ao item 2.4.3 para problemas de vibragao livre e escolha
de passo de tempo.

A equacdo (5.105) ¢ valida para qualquer instante de andlise da estrutura e o
tempo ¢ uma varidvel continua. Porém, a solu¢cdo numérica impde que o tempo seja
tratado de forma discreta, ou seja, o instante atual ¢ calculado como o instante anterior
acrescido de um passo ou intervalo de tempo, como:

t, =t +At (5.106)

onde ¢

s+1

¢ o instante atual. A equacdo (5.105) vale para o tempo atual e pode ser
reescrita como:
((7,)- 10

_ ol _Fe=( 5.107
s+l aY K ( )

s+1 6}7

s+1
onde, por simplicidade, omite-se ¢.

Seguindo a ideia de se transformar o tempo continuo em discreto, diversas
aproximacoes temporais (chamados de integradores temporais) sdo propostas na
literatura, um dos mais simples e também mais eficiente para analise estrutural linear é

o algoritmo de Newmark. O fato da matriz de massa do MEF posicional ser constante
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na maioria das aplicagdes, permite que esse integrador apresente bom desempenho nas
analises ndo lineares. Esta caracteristica se estende para qualquer formulagdo
Lagrangiana total.

As aproximagdes de Newmark podem ser escritas como:

Y, =Y +Y A+ K; ﬂjY+ﬂm} (5.108)

—

Y., =Y +(1-y)AtT +yAt Y, (5.109)
onde S e y sdo parametros livres. Por exemplo, se f=1/4 ¢ y=1/2 as equagdes
(5.108) e (5.109) recaem nas equacdes de movimento retilineo uniformemente
acelerado, ou seja, se estd considerando aceleragdo constante em um passo de tempo.
Esses valores serdo adotados como padrdo na solu¢ao de problemas usuais, podendo ser
alterados caso se pretenda aplicagdes como impacto ¢ ndo linearidades fisicas mais
severas.

E de interesse se escrever a velocidade e a aceleracdo atuais em funcdo das
posi¢gdes atuais e valores conhecidos do passado. Para tanto basta se isolar essas

variaveis nas equacdes (5.108) e (5.109), como

SR YooY (1 o) Y, -
Yﬂ_l — S+12 _ N > + S 3 +| —— 1 YS = —S+12 — QS‘ (5.1 10)
‘ PAt PAt” PAt 25 LAt ‘
- - s ? )_/; 1 = = =
Y:+1:ﬂ7/ Y:+1+[Y+At(1 7/) xJ_[ﬂTAtz—FW*_(ﬁ_lesJyAt_ﬂy Ys+1+Rs_7Ath (5111)
com
= Y Y 1 m . - .
O, =| =t t| ——1|7 ¢ RS=[YS+At(1—7/) } (5.112)
PAt" PAt 20
Substituindo-se (5.110) e (5.111) em (5.107) resulta:
(5 ou yC — ~
Y, )=—=| +——7. +L— .Y +C-R —yAtC-Q,—F=(1)=0 (5.113
g(%.) o7 ﬂmw M-Q, oy T nC-0, ~F(n)=0  (5.113)

A equacido (5.113) indica que o equilibrio ocorre quando g(fm): 0 e ¢ muito

semelhante a equacdo (5.58). Sendo uma equacdo ndo linear com respeito a ()75 +1) ¢

necessario aplicar o Método de Newton-Raphson para sua solugao.
Uma expansdao em série de Taylor truncada em primeira ordem ¢ realizada

conforme segue:
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0=g(Y,,)=g(7,)+ve(r )Y (5.114)

onde

2 2
R R
oY or-| ., PpA”  pAt PAt” PAt

s+1

(5.115)

onde H“™¢é a hessiana estatica ja calculada nos itens anteriores e usada no codigo
estatico.
Da equagdo (5.115) resulta o sistema linear para o calculo da corre¢dao da

posi¢do no instante considerado, ou seja:

va(r!

s+1

)-AY =—g(Y.,) ou H-AY =—g(¥,) (5.116)
onde Y, ¢ uma posigdo tentativa. No inicio de um passo de tempo ela ¢ assumida como

sendo o resultado do ultimo passo de tempo, ou seja, Ys . Resolvendo-se a correcio AY

na equac¢ao (5.116) uma nova tentativa para Y ., € calculada como:

—

Y, =Y =Y, +AY (5.117)
Essa equacdo ¢ idéntica a (5.61). A aceleragdo e a velocidade devem ser
recalculadas para cada iteracdo, usando-se as equagdes (5.110) e (5.111) reescritas de

forma compacta como:

+R — A0, (5.118)

o 5+1 ;
YS+1 QS ¢ Ys+1

ﬂA s+1

Lembra-se que O, e R, ficam constantes durante as iteragdes, pois sdo valores

do passado e s6 sdo atualizados depois da convergéncia em um passo de tempo. O

critério de parada ¢ dado pela equacao,

Hg(}ﬂ’) HSTOL ou ‘4 <TOL (5.119)
Fext X

—

/0 r . ~
Quando o resultado converge Y., se confunde com a propria solucdo Y, que,

—

para o proximo passo de tempo, serd novamente Y,

K4

ou seja, a primeira solucio

tentativa.

No primeiro passo de tempo a aceleragao deve ser calculada como:

Yt) :M—l F’;)ext _@
oY

—CYO} (5.120)
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O algoritmo de solug¢do pode ser resumido como segue:

a) Assume-se como primeira tentativa de solugdo a posi¢do, velocidade e acelera¢do do

Y, ¥, =V =V,

s+1 s+1

. . _ O _ _ 0
final do passo anterior, ou seja, Y =Y =Y, YM Y, =

Observa-se que o valor atualizado se confunde com o valor tentativa e o mesmo vetor

numérico pode ser usado para armazend-los em codigo computacional.

b) Calcula-se o nivel de for¢a aplicado F( t.,,) elou posicoes prescritas ?H,( t.),

s+1

calculam-se QS e 11 com as equagoes (5.112).

¢) Usando a posicdo tentativa, calculam-se nos elementos a for¢a interna F", e a

matriz Hessiana Estatica H:}" .conforme algoritmo 5.3.3.

d) Montam-se o vetor global de forcas internas estaticas e a Hessiana global, usando

—

(5.75) e (5.89). Soma-se a parcela dindmica M -Y.,, | fA —M - Q +yC- Y / BAt+

+C-R - }/AtC-QS no vetor de for¢as internas. Somam-se os termos de massa e

amortecimento na Hessiana estdtica, resultando na Hessiana completa, veja a equagdo

(5.115)

e) Calcula-se o vetor g(Y+1) ou g(Y ) pela equagdao (5.113) e aplicam-se as

s+1

condig¢oes de contorno conforme item 2.3.5, usando-se a Hessiana completa e o vetor

de desbalanceamento mecanico.
f) Resolve-se AY no sistema linear (5.11 6)
g) Atualiza-se a posi¢do, equagdo (5.117)
h) Atualizam-se a aceleragdo e velocidade pelas equagoes (5.118)
i) Calcula-se |AYk| /|Xk|.

il) Caso |AYk|/ |X k|<tol encontrou-se a posi¢do de equilibrio do passo de
tempo, guarda-se o resultado do passo presente como valores do passado para o
proximo passo, ou seja, Y=Y, , Y, =Y, e Y,=Y,,, volta-se ao item (b) para
proximo passo de tempo.

i2) Caso |AYk|/|Xk| > tol, volte ao item (c) e faga nova iteragdo para melhorar a

precisdo da solugdo.
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5.5 - Célculo de tensdes

Nas andlises gerais, ¢ de interesse se calcular as tensdes de Cauchy no solido
analisado, principalmente porque essa medida de tensdo possui significado fisico e
constitui muitos modelos de falha ou ruptura. Para tanto, deve-se resgatar a expressao,
escrita em formato mais adequado,

a:%A-S-A’ (4.119)

que relaciona o tensor de tensdes de Piola-Krichhoff de segunda espécie com o tensor
de tensoes de Cauchy.
No final de um determinado passo de carga ou de tempo sabe-se que a

configuracdo atual calculada ¢ a melhor representacdo possivel para a posi¢cao do corpo.

~ . « o~ . ¢
Como sdo conhecidas as posigdes nodais Y, , para cada elemento, em um ponto de

integracdo, se conhecem A’ e A4' e, portanto, calculam-se:

O gradiente da fun¢gdao mudanca de configuragao,

A=A-(2) (5.121)
A deformacao de Green,
1
E=—(A"-A-1 5.122
al ) (5.122)
e a tensdo de Piola Kirchhoff de segunda espécie,
S= ki (5.123)
OE |,

que para o modelo SVK ¢ simplesmente S=¢€ - E.

Finalmente, com os valores de (5.121) e (5.123) calcula-se o com (4.119). E
importante mencionar que as componentes de tensdo de Cauchy calculadas em (4.119)
seguem os eixos coordenados originais da estrutura, uma ilustragdo pode ser vista na
figura 5.10.

Um detalhe interessante para codigos computacionais € o pods-processamento dos
valores calculados nos pontos de integracdo. Para se utilizar pos-processadores, em
geral, ¢ necessario se informar os valores das varidveis calculadas nos nds da
discretizagdo. As posicdes, por exemplo, sdo calculadas diretamente nos nés, porém as

deformagdes e tensdes sdo calculadas nos pontos de integragao.
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sz, v,

X W
A -
>»

Figura 5.10 - Orientacao da tensdo de Cauchy calculada

Em problemas elasticos podem-se utilizar as coordenadas adimensionais dos nds
do elemento para se calcular as tensdes, porém essa pratica nao pode ser estendida para
problemas onde h& ndo linearidade fisica, por exemplo, a plasticidade. Isso ocorre
porque a evolugdo plastica depende da historia das tensdes e deformagdes no ponto em
analise e sO se conhece essa histdria nos pontos de integracdo. Seguem duas propostas,
das varias existentes, para se calcular valores nodais a partir de valores conhecidos nos

pontos de integragao.

® Nos
+ Pontos de integragdo

1 2 3 4

Figura 5.11 - Ilustracdo dos pontos de integracao e nds de um elemento genérico

Seja o elemento triangular de aproximagao ctiibica mostrado na figura 5.11 para
o qual se conhecem os valores de uma variavel qualquer a nos 7 pontos de integragao,
chamados q,. Esses valores sdo escritos em fungdo dos valores nodais 4, (incognitos)
como:
a, =LA, (5.124)

onde as primeiras 7 linhas da matriz L, sdo dadas por:

L,=p,(&) (5.125)
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onde ¢, sdo as fun¢des de forma associadas ao nd ¢ e & ¢ o vetor das coordenadas do

ponto de integracao i. Como a intengdo ¢ calcular valores nodais, para efeito de pds
processamento, vamos completar a matriz com trés equagdes adicionais, por exemplo,

considerando comportamento linear das variaveis no contorno do elemento, assim:

A, — A, =(A4-A4,)/3 1 331000000
A — A, =(4—-A4,)/3 ou O0=1 000 300 30-1|d (5126
A — Ay =(A4,-A4,)/3 0001 00-303-

A segunda forma de (5.126) completa as linhas da matriz L, . Dessa forma

se determinam os valores nodais para efeito de pos-processamento como:
A=L"-a (5.127)
onde os 3 ultimos valores de a sdo nulos.

Outra forma de se realizar essa transformacdo, muito conhecida na literatura, é
baseada em técnicas de minimos quadrados. Escolhe-se para calcular a matriz L nos
pontos de integracdo, funcdes de forma de um grau inferior (no caso quadrética)

reescrevendo-se a equagdo (5.124) em forma compacta:

Aegyry = L(7x6) 'A(6x1) (5.128)
Como se observa, os valores nodais a serem calculados ndo correspondem aos
nds do elemento cubico, mas aos nds do elemento quadratico. Pré-multiplicando-se a

equagdo (5.128) por L', tem-se:

Vies) =L-a=L L-A=M g - Agn) (5.129)
assim,
A=M"y (5.130)

Pode-se fazer o pés-processamento em elemento de ordem inferior, o que pode
ser um inconveniente. Isso pode ser contornado calculando-se, pelas fungdes de forma
quadraticas, os valores da variavel nas coordenadas base das fungdes de forma originais,
recuperando-se, no caso cubico, os 10 valores nodais desejados.

Deve-se ainda observar que o pos processamento pode ser por elemento ou por
no. No primeiro caso surge uma distribui¢do descontinua de tensoes, pois cada elemento
pode fornecer valores de tensao diferentes para um mesmo né da discretizagao (o MEF
sO garante continuidade de posigdes).

Para se realizar o pos-processamento por no, calcula-se a média dos resultados

da varidvel desejada pelos elementos concorrentes no mesmo nod, nesse pProcesso o
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resultado do pds processamento ¢ continuo. Cuidado deve ser tomado no pos
processamento em deformagdes, quando existir descontinuidade de propriedades fisicas

de material, pois, nesse caso, as deformagdes serdo realmente descontinuas.

5.6 — Técnica de soluciio por comprimento de arco

Na opinido desse autor os problemas mecanicos que envolvem instabilidade
deveriam ser sempre resolvidos em sua versdo dindmica, pois a versdo estatica pode se
afastar muito da realidade do comportamento estrutural. Entretanto, ¢ habito na
literatura se buscar solucdes estaticas com maior poder de interpretagdo fisica do
comportamento das estruturas. Muitas vezes se procuram solugdes em trechos nao
naturais do caminho de equilibrio, por exemplo, nas regides de snap-back, veja capitulo
2. Um procedimento de solu¢cdo muito conhecido, que sera detalhado aqui, ¢ o Método
do Comprimento de Arco (ou Arc Length)

Primeiramente reescreve-se a equacdo de equilibrio, de forma que a forga
externa passa a ser proporcional a um valor pequeno F, que da o 'formato' da carga,
multiplicado por um fator de carga 4, ou seja
F™(Y)—AF* =0 (5.131)

Caso se queira resolver a equagdo (5.131) pelo Método de Newton-Raphson, o

valor do fator de carga permanece constante em um passo de carga e pode-se definir

uma regra para o crescimento da carga, como:

1
A =——p com p=1,.N

)4 incr

(5.132)

incr
O método de Newton-Raphson se resumiria em determinar a posi¢do atual ¥ no

paso p . Para tanto, assume-se uma posicao tentativa Y usando-se a posic¢do de

equilibrio do passo anterior p—1. Como Y™ nio verifica o equilibrio, a forca residual

fica dada por:

R(Y*™)=F"—2,F (5.133)
As corregdes da posicao tentativa sdo encontradas pela linearizacdo da forga

residual, como:

R+ aP)=R(7)+ 2R o(aF)=0 (5.134)

yren

ou, desprezando termos de ordem superior
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R(7)+ R

AY =0 5.135
e ( )

}7t(’n
observando-se que H (Y fer ) =0R/dY & amatriz Hessiana, escreve-se
R(?fe")+H(Y'€")-AY=0 (5.136)
que possibilita encontrar a corre¢io AY como:

- -1 S/
AY:—[H(Y””” R(7*") (5.137)

A posicio de equilibrio ¢ corrigida usando-se AY encontrada na equagio

(5.137), isto ¢€:
Y =Y + AY (5.138)

Nesse passo retorna-se ao célculo da forga de desbalanceamento mecénico,

equacdo (5.133) e uma nova corre¢do ¢ calculada até que:

‘A—}?H <tol ou
1%l |

|7
‘Fvext

< tol (5.139)

Apbs recordar a solucao pelo Método de Newton-Raphson, passa-se a descrver a
solucao pelo Comprimento de Arco. Na solugdo por Comprimento de Arco, o fator de

carga passa a ser uma varidvel do problema e a solucdo para um passo p fica escrita
— T
como {Yp,ﬂp} . Além da equacdo de equilibrio estatico (5.131), a solugdo de um
incremento deve satisfazer uma equacao de restri¢do definida como:
AV - AV +( A4 pF)-( A4 pF ™ ) = Al — AV, - AV, +( A4 p) F-F* = A (5.140
p’ p+( pH )( oM )_ p AL p+( p'u) ’ =41, (5.140)
onde AY, e AA, sdo incrementos incognitos sobre a posigdo tentativa ¥'' e o nivel

tentativa do fator de carga /1;6”. Essas incognitas sdo funcao do raio do chamado arco

— T
Al, cujo centro ¢ a solugdo {Yp_l,/lp_l} do passo anterior. Finalmente, ¢ ¢ um

parametro escalar que compatibiliza as dimensdes de for¢a e posigoes. O arco ¢

considerado esférico quando g =1 e cilindrico quando ¢ =0.
O procedimento recomendado consiste em estagios de previsdo e correcdo. O

estagio de previsio define o raio do arco 4/, e calcula a primeira previsdo dos valores

incrementais do passo p, i.e., AY, e A4,. A etapa de corre¢do ajusta essas previsoes de

forma iterativa.
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AY, =AY, +6Y AL, =42, + 64 (5.141)
até que um critério de convergéncia seja satisfeito. Nesse processo A/, se mantém

constante no passo e oY e o4 sdo as corregoes dos incrementos inicialmente definidos,

como descrito no item b a seguir.

a) Etapa de previsdao
A primeira iteragdo de um passo qualquer de analise ¢ definida como a etapa de

previsdo. Entretanto, no primeiro passo ( p =1) da andlise, que deflagra o processo

incremental, a etapa de previsdo possui um carater preparatdrio de todo o processo de

solucao.

al) Primeiro passo

No inicio do processo incremental a configuracdo inicial ¢ adotada como a
. . . ~ . g T — T . .
primeira tentativa de solucdo, assim {Yp,/lp} ={X , 0} e o primeiro fator e carga
A =A44, ¢ definido (dado) pelo usudrio como se o processo de solucdo fosse o de
Newton Raphson, equagdo (5.131). Conhecido 44, conhece-se o residuo da primeira
iteragdo pela expressao:

R(X)=F"(X)= A4 F" ==AQ F (5.142)
—

Utilizando-se o processo de Newton-Raphson, como apresentado anteriormente,

encontra-se AY, como:
AT, = A3, [H(X)] - Fer (5.143)

Usando-se a equacdo de arco (5.140) encontra-se A/, como:

Al =AY, - AT, + AR P Fe - Fe (5.144)
O fato de se determinar A/, em funcdo de A4, (dado inicial do problema) é que

caracteriza a diferenga entre primeiro passo € os demais passos do processo de solug¢do
por Comprimento de Arco, pois nos passos subsequentes se conhece o comprimento de

arco e nao a intensidade da carga ou uma posicao prescrita.

a2) Previsdo nos demais passos
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A partir da equacdo (5.144), com a criagdao da equagdo (5.145) se definem, para
0s proximos incrementos, o raio do arco 4/, , que controlara a intensidade do fator de
carga ¢ da mudanca de configuragdo. O raio do arco pode ser definido em fun¢do do
raio do arco determinado no passo anterior ¢ do numero de interagdes esperado para o
proximo passo, como:

4

Nit

Al =Al — (5.145)
r r I(NZZP_IJ

onde Nit, ¢ onumero de iteragdes esperadas para o passo que estd comegando, Nif, | €
o nimero de iteragdes do ultimo passo, A/, | ¢ o raio do arco do ultimo passo € y ¢ um

parametro maior do que zero. Deve-se observar, entretanto, que ao se permitir que o
incremento de fator de carga seja muito pequeno, pode-se coincidir um ponto de busca
do equilibrio (tentativa) com uma situagdo onde a matriz hessiana seja singular,
perdendo-se a solug¢do. Nesse caso € importante que se limite um valor de raio minimo

para o arco.
Como na previsdo da primeira iteracdo de um passo qualquer os valores de AYP
e A4, comegam nulos, a equagio (5.141) indica que AL, =64 e AY, = 5Y . A previgio
¢ calculada de acordo com a seguinte sequéncia de operacdes.
O desbalanceamento mecanico ¢ calculado no inicio do passo, como:
R(Y, )= F"(Y,,)=(4,,+44,)F" ==A4 F* (5.146)
Esse residuo indica que a equacdo de equilibrio ndo esta satisfeita para um valor
de A4, incognito ndo nulo. A equagio de equilibrio € entéo linearizada expandindo-se o

desequilibrio mecanico por série de Taylor e igualando-se o resultado a zero,

R(7, +AYP)=R(YP_1)+%Y] AT, +0(4F) =0 (5.147)

Desprezando-se termos de ordem superior O(Ay p) encontra-se:
~ALF+ H(Y,,)-AY, =0 (5.148)
onde H (Y ;H) ¢ a matriz Hessiana.

Essa equagdo ¢ resolvida juntamente com a equacdo (5.140) encontrando-se AYP

e A4, em fungdo de A/, . Isso € feito a partir da equag@o (5.149) escrevendo-se AYP em
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fungdo de 44, como,

a7, =2, [H(T,)] F (5.149)

P
com Y,H e 4,, sendo o vetor posi¢do e o fator de carga do ltimo equilibrio (passo

anterior). Substituindo-se a equacgdo (5.149) na equacdo de arco (5.140) se encontra a

previsdo de A4, como:

Al
AL =+ r (5.150)

, \/([ 17| Fj([ ()" ﬁex,jwz o

Para se escolher corretamente o sinal de A/Ip ¢ necessario se considerar tanto a

rigidez corrente quanto a historia de evolugio do fator de carga 4, . Para tanto seguimos

aqui o seguinte critério.
sign(42,) = sign (m?p_l ([H (%) F) + A (Fo - F )) (5.151)

Depois de se encontrar A4, pelas equagdes (5.150) e (5.151), AYP ¢ encontrado

substituindo-se A4, na equagio (5.149).

b) Estdgio de correcio
Como mencionado anteriormente, as etapas de corre¢do envolvem um processo

iterativo depois da etapa de previsdo, e, nesses estagios, AY, e A4, ndo comegam

nulos, pois foram calculados no estagio de previsao.

O comego da correcdo consiste em assumir a posi¢do tentativa como
yer =I7p71 +A)7p e o fator de carga tentativa como A" :/IP_I +A/1p resultando no
. . ~ . Gien qten )’ ~ ~ .
primeiro vetor solucao tentativa {Y A } . Como essa solucao pode nao satisfazer o
equilibrio, aparece o desbalanceamento mecanico, calculado como:
E(Yten’/lten ) — Fvint _ﬂtenﬁvext (5152)
Lembrando-se que ja existe AYP e AA, calculados na previsdo, ou em uma

correcdo anterior, e, portanto, A/”tp 0l e AYP # 8Y , desenvolve-se uma expansio em

série de Taylor da for¢a de desbalanceamento mecanico, linearizando-se o equilibrio

como:
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OR

R 57k
oA

R(Y'“" +5Y, 2" +62) = ie(f’e",;t'e")+? .54+0(8Y,50)=0 (5.153)

l[@l!

yren

Desprezando-se termos de ordem superior e realizando-se a opera¢do (OR/d1)-S4

encontra-se:

D[ vten qten 6ﬁ " v poext A

R(Y A )+ — W-éY—F =0 (5.154)
ou,

I?(Y"’”,im”)+H(Yw”)-517—15"’*’5/1=6 (5.155)

A equacdo (5.155) deve ser resolvida juntamente com a equacdo de arco (80).

Isso ¢ feito escrevendo-se na equagdo (5.155) o valor de §Y em fungio de d4, ou seja:
_ IS ~ oo
5Y = [H (7 )] ~[5/1Fw ~R(¥, ae )] (5.156)

onde H (17 ””) ¢ a matriz Hessiana e R(Y ””,/1””) ¢ o vetor de desbalanceamento

mecanico ou residuo, equacao (5.152).

Lembrando-se que os valores considerados AYP e A4, foram acumulados antes

e sdo escritos como funcdo das correcdes 5Y e oA, veja equacdo (5.141), a equacdo de

arco (5.140) é reescrita como:

v V4 v Ve 2 2 Zext ext 2
(A7, + 57 )-(AY, +6F )+ 4> (44, +OA) F**-F*' = AL} (5.157)
que pode ser escrita na forma seguinte:

(AY, -8 + 1* ARG F -Fm)%(ﬁ-ah O 1P F* - F*)

0(5?,5,1)

1 (5.158)
Va Va 2 2 rrext  rrext 2
+E(AYP-AYP+,u ARF - F = AI) =0

1 ]
=0

O tultimo termo da equacdo (5.158) € zero, pois ¢ a equacdo de arco do passo
anterior. A equacgao (5.158) pode ser resolvida de forma completa ou linearizada. Como
proposto por algumas referéncias, negligenciando-se o termo quadratico da equacao

(5.158), usa-se a forma linearizada, isto €:
(Afp -OY + 1P AL SAF* F) =0 (5.159)

Substituindo-se o valor de 5y da equagdo (5.156) em (5.159) encontra-se:
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AYP -{[H(?“’" )T -[5/1}7“3’“ —ﬁ(f"’",ﬂ"’" )}} + ,uzAip&% Fe . F* = (5.160)
resolvendo-se o4 como:

i, (7] R ()|
oA =

= AYP .{[H(?ten ):|*1 .Fvgx;}_{_ﬂzé‘/lpﬁexz e

(5.161)

Substituindo-se o4 na equagdo (5.156), encontra-se 6Y . Os incrementos Afp e

AA, sdo atualizados pela equagdo (5.141) e as forgas desbalanceadas sdo recalculadas

pela equacio (5.152). Esse processo iterativo relativo a §Y e 64 continua até que,

W <tol ou <tol (5.162)

isto €, até que ndo haja corregdo significativa a ser considerada.
Depois da convergéncia o processo recomega em um novo incremento de A/. A

equagdo (5.145) ¢ usada para se encontrar um novo raio de arco A/ , uma nova
predi¢do para A4, € calculada nas equagdes (5.150) e (5.151) e a equagdo (5.149) ¢
usada para se encontrar AYP . Na sequéncia Y e A" sdo atualizados e, usando-se as
equagdes (5.161) e (5.156), calculam-se as corregdes oA e JY . Finalmente Y™ ¢ A™"
sdo recalculados pela equacdo (5.141) até que a equagdo (5.162) seja verificada. Depois
disso um novo incremento se inicia.

Finalmente, pode-se observar em muitas das expressdes um escalar parecido

com:

V4 \/ten - rrext 2 rvext  prext 163
a =AY, [H(Y )} el P Ay P F (5.163)
que evidencia a necessidade de x relacionar grandezas de diferente significados fisicos.
Se A for considerado adimensional, # devera ter unidade de comprimento/forga, algo

muito dificil de se calibrar. Assim, sugere-se considerar ¢ =0 de forma a se encontrar

procedimento com maior grau de estabilidade.
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6 - Cinematicas especiais

A imposi¢do de cinematicas especiais implica em se limitar o comportamento do
continuo, ou do so6lido, a um comportamento esperado para determinado elemento
estrutural. E de interesse, portanto, se recordar as defini¢des de soélido, estrutura e
elemento estrutural, de forma a se criar conexio entre o desenvolvimento do MEF ¢ a
analise estrutural.

- Sélido: E um corpo, mais ou menos deformavel, que resiste as agdes mecanicas e
térmicas, sem mudancga de estado fisico. Ex: Corpo humano, tijolo, tarugo de aco, barra
de aluminio, bloco de rocha etc.

- Estrutura: E um solido, constituido de elementos estruturais, organizado para dar
sustentacdo mecanica ao objeto projetado. Ex: Estruturas civis, estruturas mecanicas,
estruturas aeronduticas etc.

- Elemento Estrutural: Sio s6lidos menores e mais simples que constituem a estrutura
quando racionalmente conectados entre si. Ex: Pilar, vigas, lajes, placas, cascas, eixos,
barras de trelica etc.

Os elementos estruturais apresentam geometria simples e, portanto, aceitam
hipoteses de calculo que simplificam sua solugdo, além disso, sua simplicidade garante
a repetitividade necessaria para uma producio econoémica e racional das estruturas.

No capitulo 5 foi descrita a metodologia do MEF posicional para elementos
finitos de solidos. O leitor deve ter observado o alto grau de semelhanga entre as
formulagdes de solido e de treliga, esta Gltima apresentada no capitulo 2. A diferenca
principal estd na relagdo entre as posi¢des atuais € o campo de deformagdes admitido.

No caso do elemento de trelica, adotar uma cinematica aproximada ¢ dizer que
se admite deformac¢do uniaxial constante, com varia¢ao nula da se¢ao transversal, além
de simplificagdes na lei constitutiva. No caso do modelo so6lido, a cinemadtica admitida
ndo chega a alterar a natureza de sdlido para uma caracteristica de elemento estrutural.
Porém, se admitir comportamento polinomial, com grau de aproximagao pré-definido,
para o campo de posi¢des (configuragdo atual) envolve uma restri¢do cinematica, que,
mesmo que ndo seja tdo aparente, reduz o numero infinito de graus de liberdade de um
problema sélido para um numero finito.

Obviamente que modelar uma treliga utilizando-se elementos solidos,
demandaria um numero muito maior de graus de liberdade com pouco ganho para o

modelo global. Entretanto, ndo se pode deixar de comentar que ganhos em analises
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localizadas como ligag¢des, juntas, contatos etc, s6 podem ser alcangados com o uso de
elementos solidos.

Neste capitulo, apresentam-se cinematicas especificas para se modelar elementos
estruturais do tipo barras gerais 2D, placas, cascas e barras gerais 3D. Essas cinematicas
sdo apresentadas em forma crescente de complexidade, sendo que a ligacdo racional
entre os elementos finitos que representam elementos estruturais, ou partes deles,
também sera objeto de estudo. Para evitar excesso de repeticdo, alguns detalhes das
cinemadticas mais complexas poderdo ser resgatados pelo leitor daquilo que sera descrito
para cinematicas mais simples. Enfim, o nivel de detalhamento ndo ¢ tdo grande quanto
o dos capitulos anteriores, ficando para o leitor completar as lacunas necessarias para
desenvolver seus proprios codigos computacionais. No capitulo 7fornece-se uma lista
de trabalhos que pode ajudar nos futuros empreendimentos dos leitores.

Para evitar alongar o capitulo com detalhes desnecessarios, exemplos podem ser
consultados nos primeiros trabalhos da bibliografia recomendada, além dos trabalhos

cientificos do autor e coautores.

6.1 — Elemento finito de portico plano usando giros como graus de liberdade

No caso particular do Método dos Elementos Finitos Posicional, aplicado a
porticos 2D, se deseja parametrizar as configuragdes inicial e corrente (atual) da
estrutura, utilizando-se as coordenadas iniciais e atuais de nos, incluindo-se as posicdes
angulares das secdes transversais.

Utilizando-se polinomios de Lagrange, se aproxima a linha média do elemento
de portico através da expressao
X' (&) =0,(8) X} (6.1)
onde i ¢ a dire¢do da coordenada (1 ou 2), m representa linha média e ¢ o nd do
elemento (ou a fungdo de forma associada). Na expressao (6.1) a repeticao do indice ¢
representa soma sobre 0 mesmo, por exemplo, para 4 nés a expressao (6.1) representa

um elemento de aproximacao cubica, tal como ilustrado na Figura 6.1 e ¢ dada de forma

aberta por:
X (8) =X\ + 9, X1 + 0, X5+, X, (6.2)
x;n (F;) = ¢1X2”i + (I)zerr; + ¢3X;; + ¢4X2”zlt (6-3)
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(x12,x3)

m m
(X711, X57)

Xq

Figura 6.1 — Parametrizagdo da linha média do elemento (aproximagao cubica)

Na Figura 6.1 a fungdo f;"(§) ¢ chamada de mapeamento inicial da linha média

do elemento, considerando-se o elemento em sua configuragdo inicial. Um mapeamento
semelhante pode ser feito para a configuracdo atual do corpo e serd apresentado

oportunamente.

6.1.1 — Mapeamento posicional da configuracio inicial
Apesar do leitor ja estar familiarizado com o elemento solido do capitulo 5, para
facilitar o entendimento de todas as passagens envolvidas, neste item serd descrito o
mapeamento do sélido simplificado, chamado elemento de barra geral (portico) 2D.
Adotar-se-4 aproximag¢do quadratica, nas deducdes particulares, de forma a simplificar o
entendimento.
A partir da figura 6.1 desenha-se a figura 6.2, onde se indicam os vetores
tangente e os versores ortogonais a linha média para cada n6 do elemento finito.
Utilizando-se os conceitos do célculo diferencial, a partir do mapeamento da
linha média, encontram-se as componentes dos vetores tangente, expressos de forma
geral a partir da equacdo (6.1), como
7, =260y (64)
a |,

onde &, sdo as coordenadas adimensionais para os nés k e 7, ¢ a componente i do

vetor tangente no no k .
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Figura 6.2 — Vetores nodais

Para melhor entendimento executa-se a operacdo para as equagdes particulares

quadraticas em relagdo ao nod 1, ou seja, para & =—1:

T, = & Xlnll + a0,
dg g=-1 dg g=-1
r, =] g, db
dg E=-1 dg g=-1
sendo
do)| _2e-1 _ 3
el 2|, 2
do,
SR =1-9-(+9), =2
d(: - | 1
do,| _28+1] _ 1
el 2|, 2

m dq) m
XlZ + > X13
d|,_,
w49 m
X22 + . X23
de|,_,

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

Substituindo-se as equagdes (6.7), (6.8) e (6.9) em (6.5) e (6.6) encontram-se

3

T == X0 -2X0 -

3

T=—2 X5 -2X7 -

1

2

1

PR

(6.10)

6.11)

O mesmo ¢ feito para os outros nos. Desta forma, conclui-se que ao se conhecer

as coordenadas iniciais dos nos da linha média do elemento finito, conhecem-se os

vetores tangente em qualquer ponto da linha média, em particular, nos noés do elemento

finito.
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Na formulagdo posicional do MEF dedicada a barra geral 2D, que sera

apresentada nesse item, usa-se a posicdo angular da se¢do transversal como grau de

liberdade, assim o angulo #°, que o versor normal V.. , na configuragdo inicial, forma
com o eixo x, serd calculado. As componentes dos versores normais sio:

Vie = =T T Tiry (6.12)

Ve =T/ T T (6.13)

onde, em notagdo indicial, indice repetido entre paréntesis ndo representa soma, ou seja,

para elemento bidimensional tem-se:

\/z(k)];(k) = (le)2 + (TZk)2 (6.14)

Para a aproximagdo quadratica, caso particular onde se estdo abrindo as
expressoes, no nd 1 aplicam-se as equacdes (6.10) e (6.11) em (6.12) e (6.13)

encontrando-se o seguinte valor para as componentes do versor normal do n6 1:

Vll :_Tzl/\/(Tll)z +(T21)2 (615)
Var :Tn/\/(Tn)z"'(Tm)z (6.16)

De posse dos valores nodais das componentes dos versores normais os angulos
0, sdo calculados por:
0, = arctg(Vyin Vi) (6.17)
onde k£ € o nod.

Aplicando-se polindmios de Lagrange para aproximar 0°(£) ao longo da barra
escreve-se:
6°(2) = 9,(2)6! (6.18)

Usando-se as aproximagdes da linha média e dos angulos que definem os
versores que geram as se¢des transversais, cria-se 0 mapeamento da configuracao inicial

conforme ilustrado na figura 6.3, de onde se estabelece que a secdo transversal inicial €

ortogonal a linha média inicial da barra. Serdo consideradas constantes a altura /, e a
largura b, da barra geral.

Desta forma, existe um vetor g;(&,m) que somado ao ponto pertencente & linha média

resulta no ponto genérico P da figura 6.3, ou seja:

x(EM) =x"(&)+g (&) (6.19)
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onde m ¢ a segunda varidvel adimensional, que varia de -1 a 1 e € ortogonal a &, veja

Figura 6.3.

X

o
transversal 1 0 1

Figura 6.3 — Ponto P sobre secdo transversal qualquer.

(mapeamento para configuracdo inicial)

O vetor g (&,77) é proporcional ao versor normal a linha média, recuperado pelo
angulo #°(¢) dado pela equagdo (6.18) como:
v, (§) = cos(¢,(£)6;) (6.20)
v, (&) = sen(4, (£)6}) (6.21)

Imaginando-se uma secao retangular e homogénea, a linha média se encontra a

meia altura da barra e o vetor g (&,77) serd dado por:

g (Em) = %nvl ©)= h—;n cos(f, (£)0°) 6.22)
0 ho ho 0
&M =100 = Lnsen(h, (©)0)) 6.23)

Substituindo-se as equagdes (6.22), (6.23) e (6.1) em (6.19) resulta o

mapeamento posicional da configuragao inicial, ou seja:

5 G =4,OX7 + Encos(d, ()0 (6.24)
xz@,n)=¢6X;z(a)+%°nsen(¢g@e‘:> (625)
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Observa-se que nesse caso ¢ mais simples se escrever uma equacao para cada

direcdo do que se escrever uma expressao geral. Os valores nodais da configuragao
inicial sdo as coordenadas dos nos (X} ) e a orientag@o das se¢des transversais nos nos,
dada pelo angulo 6,

Quando a secao transversal ndo possui largura constante, a linha média passa a

se chamar linha de referéncia e as equagdes (6.24) e (6.25) ficam escritas como:

XKén%=®Xﬁ+(%ﬁr+h;hjumwxiwb (6.26)

hs — hi

s
x,(En) =¢,X3, +(_Or| +

. jwmm@wb (6.27)

onde s, ¢ a distancia do centro de gravidade até¢ a fibra mais distante no sentido
positivo de v, e A, ¢ a distancia do centro de gravidade até a fibra mais distante no
sentido contrario a v,. Além disso, deve-se comentar que o valor da largura b, ou

mesmo o modulo de elasticidade podem ser fungdo de 7).

Este material introdutdrio serd limitado as dedugdes do caso descrito pelas
equagdes (6.24) e (6.25) deixando-se para o leitor estender o codigo para situagdes mais
gerais. E importante notar que, mesmo para uma se¢do transversal retangular com
moddulo de elasticidade constante, poder-se-ia escolher a linha de referéncia fora do cg
(diferente da linha média), nesse caso uma forga paralela a linha de referéncia causaria

momento fletor.

6.1.2 — Mapeamento posicional para a configuracio corrente

Conforme discutido no item anterior, representa-se qualquer ponto do elemento
de portico, em sua configuracao inicial, ao se conhecer as posi¢des € angulos associados
aos nods do elemento. O conhecimento destes valores ¢ fruto da entrada de dados
fornecida pelo usuario. Tal como descrito nos capitulos 2 e 3, coordenadas dos nos,
incidéncia dos elementos, condi¢des de contorno em forca e posicdes sdo dados de
entrada do codigo.

No caso da configuracdo corrente (ou atual) as posi¢des e angulos associados
aos no6s do elemento finito sdo as incdgnitas do problema, denominadas parametros ou
graus de liberdade. Assim, ndo sdo conhecidos a priori e deverdo ser encontrados no

final da andlise. Entretanto, conforme descrito nos capitulos anteriores, os valores
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incognitos sdo sempre conhecidos na forma de tentativa, portanto a posicdo de um
ponto qualquer do elemento de portico, em sua configuragdao corrente, pode ser escrita
em funcdo dos parametros incognitos de forma semelhante ao mapeamento descrito no

item anterior, ou seja:

n(EM=¢,17 + %HCOS(%(%)@» (6.28)

Va6 = 12+ 2 sen(,(2)0,) (6.29)

onde y, sdo as coordenadas atuais de um ponto qualquer, Y, sdo as coordenadas atuais

I

dos nos e 0, os angulos nodais atuais, veja figura 6.4.

e
Y 0, Yoo
-

RAC

Ml

Figura 6.4 — Mapeamento para configuragdo corrente — detalhe para angulos

Conclui-se da Figura 6.4 e das equagdes (6.28) e (6.29) que as secgdes
transversais continuam planas, porém nao formam angulo reto com a linha média. Além

disso, as alturas das se¢Oes transversais continuam sendo /, e uma lei constitutiva

relaxada (coeficiente de Poisson nulo) serd usada para se evitar problemas de
travamento volumétrico desta cinemdtica. Esse travamento ocorreria, pois uma
compressao nas fibras superiores exigiria uma resposta expansiva na dire¢do de v
enquanto tracdo em fibras inferiores exigiriam retragdo na direcdo de v, mobilidades
ndo fornecidas pela cineméatica imposta. Nesse ponto fica evidente o comentario feito
sobre as hipoteses de célculo aplicadas sobre elementos estruturais. Uma discussdo mais

detalhada sobre esse travamento ¢ feita no item 6.2.8.
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Observa-se que o quanto a se¢do transversal deixa de ser ortogonal a linha média
estd associado ao nivel das tensdes de cisalhamento envolvidas e ao moddulo de
elasticidade transversal, indicando que a cinematica j4 inclui o conhecido efeito de forca
cortante. O mapeamento descrito pelas equacdes (6.28) e (6.29) pode, portanto, ser
chamado de cinematica de Reissner-Timoshenko, pois incluem os efeitos de

cisalhamento na analise de portico plano.

6.1.3 — Mudanca de configurac¢io e seu gradiente

Da mesma forma descrita no capitulo 5 para elementos solidos, estando
definidos os mapeamentos para a configuragdo inicial (Figuras 6.3) e para a
configuracdo atual (Figura 6.4) parte-se para a descri¢do da mudanga de configuragdo

do corpo analisado. Isto ¢ feito juntando-se os dois mapeamentos em uma unica figura.

'x2’y2

X5 )y

Figura 6.5 — Mudanga de configuracdo — mapeamento posicional

A Figura 6.5 ¢ muito semelhante a Figura 5.8, ou seja, a funcao “f ” descreve a
mudanga da configuragdo inicial ( B, ) para a configuragdo atual (B ).

Esta funcdo mudanga de configuracdo pode ser escrita como a composi¢ao dos

mapeamentos descritos nos itens anteriores, ou seja:

f=Fe()” (6.30)
De acordo com o Capitulo 5, para se escrever a energia especifica de

deformagdo devida a mudanca de configuracdo j?, basta se conhecer o seu gradiente A4,

que €, no caso, uma matriz 2x2.
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O gradiente da fung¢do descrita pela equagdo (6.30) é dado a partir dos gradientes

dos mapeamentos inicial f, e atual f, como:

-1

A:Al.(AO) (6.31)
ou em notag¢ao indicial

4; = 4, Dy (6.32)
onde D), ¢ a inversa da matriz A4, .

Os elementos das matrizes A; e A; sdo calculados diretamente das expressoes

(6.24), (6.25), (6.28) e (6.29), respectivamente, para valores conhecidos de & e 7

(pontos de integracdo), tal como mostrado para sélidos na equacgao (5.40).

Assim, se escreve:

o ot | [ex,  ex
o8 0 o8 0
A= s on|_| o on (6.33)
or o | |ox, ox

oc on| |oc on

o A o o

0 0 0 0

I A B R (6.34)
9 | | D

oc on| Lo on

com:

A= % = D)X, ~ L nsen($ ()01 D (£)6] (6.39)
o 0% _h 0

4 = on 2 cos(¢,($)6,) (6.36)

A = % = DA ()X, + 20 costd ()P0 637)

A, = %7 = sentg () 6.38)
1 ayl m ho

All = g = D¢a (‘f)Yl/ _?7756”(@ (68)‘915 )D¢k (é:)ek (6.39)

4, =20 M s 006) (6.40)

on 2
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Ay = %f = D¢, (S)Yy; + %77 cos(¢,(5)0, ) D¢, ()0, (6.41)

A= 22 sy (0,) (6.42)
n 2

onde se usou a notagdo 0¢, / 0& = D¢, .

Repetindo-se o que foi feito nos capitulos 2 e 5, as expressdes de (6.39) até

(6.42) sdo calculadas para valores tentativa dos parametros Y, e 0O, no processo

1

iterativo de solugdo. Assim, as matrizes 4, e A4; sdo valores numéricos para cada par

coordenado (&,m), ponto de integragdo, pré-estabelecido.

6.1.4 — Energia mecanica total - MEF

Conforme ja discutido, a energia mecanica total € constituida por trés parcelas, a
energia de deformacdo, o potencial das forcas conservativas e a energia cinética. A
descri¢do dessas parcelas ¢ muito semelhante aos desenvolvimentos apresentados para o
elemento de sélido, porém, algumas particularidades adicionais, inerentes a cinematica

adotada, serdo detalhadas ao longo da descrigdo geral.

6.1.4.a — Energia especifica de deformacéao, forca interna e matriz Hessiana
A energia especifica de deformacdo adotada ¢ a de Saint-Venant-Kirchhoff
referente ao estado plano de deformagdes, equagdo (4.141) com coeficiente de Poisson

nulo, ouseja, G=FE/2:
", = %{(Efl +E3)+(BL + B3| (6.43)

onde E; ¢ a deformagéo de Green, repetida aqui como:

1 1
E=—(A"-A-1)=—=(C-1I 6.44
o )=-(c-1) (6.44)
que indicialmente fica:
1 1
E, :E(C” -3;) :E(AkiAkj -3;) (6.45)

onde 4; € o gradiente mudanga de configura¢do, dado pela equagéo (6.31) ou (6.32).

Cabe recordar que a cinematica de barra geral ¢ aplicada para corpos longos, ou
seja L>10A, assim, para que ocorram grandes deformagdes, a curvatura da barra

devera ser muito grande. Portanto, deve-se ter cuidado de observar que nio se esta
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tentando resolver um problema de barra muito alta (s6lido) usando elemento de barra
geral, pois, além de uma distribuicdo de tensdes inadequada, pode ocorre inversdao do
material por se estar utilizando a Lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff. De
qualquer forma, ¢ importante que se programe um critério de parada para evitar grandes
deformacgdes.

Utilizando-se a equacdo (6.31) se escreve o alongamento de Cauchy-Green

C=d-A= (Al (4)” )t -(A‘ (4° )1) —(4) " (4) A (a) (6.46)

onde o sobrerscrito (-t) representa transposta da inversa.

Lembrando-se que as matrizes 4° e A' sdo numéricas (2x2) para um par (£,1)
de integragdo, e uma tentativa de posi¢do, a deformacdo de Green, dada pela equagdo
(6.45), e energia de deformacgdo, dada pela expressdo (6.43), estdo numericamente
definidas.

Por outro lado, considerando que a posicdo tentativa deverd mudar (variar) no

processo de solucdo, entende-se que a energia especifica de deformagao varia com Y, e

0,, valores presentes apenas na matriz 4', visto que as posi¢des iniciais ndo variam.

A energia de deformagdo acumulada em um elemento finito ¢ calculada pela

integral no volume inicial da energia especifica de deformacdo, dada pela equagdo

(6.43), ou seja,
_ 0
U, = jVO udV (6.47)

que € reescrita em coordenadas adimensionais como:

U, =[ [ u(&mi&mdédn (6.48)

onde, do célculo integral, o jacobiano J,, ¢ dado por:

Jo(&.7) =det(4") (6.49)
Sendo um problema 2D pode se escrever (6.49) explicitamente, como:

Jy(E,n) = A’ A, — A A, (6.50)

com A,;? dados pelas equacgdo (6.35) até (6.38).

A integral apresentada pela equacdo (6.48) ¢ feita numericamente utilizando-se

quadratura de Gauss nas duas direcdes, ou seja, ¢ substituida por um somatério dos
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valores de u, calculados em pontos pré-estabelecidos (&, ,n; ), denominados pontos de

Gauss, e multiplicados pelos respectivos pesos de integragdo, ou seja:

ng: ng,

U, =2 > u (& m )w,w, Jo(& ;) 6.51)

ip=1 j,=I
No caso em questdo adotam-se os seguintes nimeros de pontos de Gauss: trés

segundo a dire¢do 77 e igual ao niimero de ndés segundo a dire¢do &. O trecho de

programa Fortran a seguir calcula as coordenadas e pesos de Gauss para varios pontos

de integragao.

C*******************************************

c Pontos e pesos de gauss

¢ Numerical Recipes

¢ nga - numero de pontos de integracao

c gsiga - coordenada do ponto de integragao
¢ wga - peso de integracdo

C*******************************************

subroutine gauss(nga,qsiga,wga)

integer*4 nga,iga,jga,mga
real*8 x1ga,x2ga,qsiga(20),wga(20),plga,p2ga,p3ga,ppga
#,xlga,xmga,zga,z1ga,pi
pi=2.*datan2(1.d0,0.d0) !definido pi radianos
xlga=-1.
x2ga=1.

mga=(nga+1)/2

xmga=0.d0

xlga=1.d0

do iga=1,mga
zga=dcos(pi*(iga-.25d0)/(nga+.5d0))

1 continue !Newton rapson para refinar raiz
plga=1.d0
p2ga=0.d0
220



do jga=1,nga
p3ga=p2ga
p2ga=plga
plga=((2.d0*jga-1.d0)*zga*p2ga-(jga-
#1.d0)*p3ga)/(jga*1.d0)
enddo
ppga=nga*(zga*plga-p2ga)/(zga*zga-1.d0)
zlga=zga
zga=zlga-plga/ppga
if(dabs(zga-z1ga).gt.1.d-15) goto 1 !Newton Rapson

2 continue

gsiga(iga)=xmga-xlga*zga
gsiga(nga+1-iga)=xmga+xlga*zga
wga(iga)=2.d0*xlga/((1.d0-zga*zga)*ppga*ppga)
wga(nga+1-iga)=wga(iga)

enddo

return

end

A energia de deformacao acumulada em uma estrutura ¢ calculada como a soma
das energias de deformagao acumuladas em todos os elementos finitos que constituem a

discretizacdo. Deve-se reforgar que a energia de deformacdo depende das posi¢des

atuais (Y,,,6,,,,,0,) dos nés ¢ dos elementos finitos, que variam ao longo da analise.

E importante se recordar a defini¢do de conjugado forga/posi¢do apresentada no
capitulo 1, equagdo (1.12), ja utilizada nos capitulos 2 e 5. Recorda-se também a
defini¢ao do conjugado energético momento/rotacdo, veja equacao (m) apds equagao
(1.14) do capitulo 1.

Observando-se que a expressdo (6.47) ¢ funcdo das posi¢des nodais e posigdes
angulares das sec¢des transversais nodais do elemento finito (via equacdes (6.43), (6.44),
(6.46) e (6.39)-(6.42)), conclui-se que a derivada da energia de deformagao, acumulada

em um elemento finito, segundo cada componente de posicdo ou giro, resulta em
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componente de forca ou momento interno na direcdo e sentido da posi¢cdo em questdo,

veja a ilustragdo da Figura 6.6.

Y,

Y
Figura 6.6 — Vetor de forca interna para um elemento finito

Desta forma,

int aUe au (§ 77)
Ul av, = [ [, S0, &mdgdn (6.52)
w _0U, w@m
M= e %89 dv, = [ H= g g pdédn (6.53)

As integrais (6.52) e (6.53) sdo substituidas pelos somatorios
"8 "8 Ou, (.flg 17, )

Br=22 oY,

ig=l j =1

ng: ng, 61/[ (51 ’n]g)

=33

ig=l jo =1 4

W, W, J (/f ,77/ (6.54)

w,w, Jo(&.1,) (6.55)

Para posigdes tentativas (previamente conhecidas) as expressdes (6.54) e (6.55)
sdo valores numéricos e podem ser organizadas em um s6 vetor, que, para um elemento

de quatro nos (Figura 6.6), resulta:

ﬁv _ FintFintMintFintFintMintFintFintMintFintFintMint d _
- 11 21 1 12 © 22 2 13 23 3 14 24 4 -

FintFintFintFintFintFintFintFintFintFintFintFint ! _ (6 56)

11521 2310 712 722732 713 223 733 714 724 734 - .
int yint vint rint yint gvint zvint gint pint gint gint pvint |

LR O R O G O N A i

ou ainda

F,=F,

y com k=3(0-1)+i (6.57)
com i=1,2,3 ¢ ¢ sendo a numeragao local dos nés do elemento. Portanto, a dimensao
de um vetor de forcas internas ¢ trés vezes o numero de nos, a mesma dimensdao do

vetor posi¢des quando feita a correspondéncia Y, — Y, . Aqui ¢ interessante se recordar
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a relagdo entre as numeragdes local e global de um n6 de elemento finito dada pela
equagao (5.90), repetida aqui como:

A=inc(j,l) (6.58)
onde j ¢ o numero do elemento finito, (informado pelo usudrio), ¢ ¢ o niimero local do

n6 e A ¢é o nimero global do nd. Essa relacdo entre as numeracgdes sera usada na
montagem dos vetores e matrizes nas coordenadas globais do problema analisado.

Para se computar os vetores de forcas internas, devem-se executar as derivadas
da energia de deformacdo especifica em relacdo as posi¢des nodais atuais, veja, por
exemplo, as equagdes (6.52) e (6.53). Inicia-se o processo observando-se que a energia
de deformacao, a partir das equacdes (6.43) e (6.47), ¢ funcao da deformagao de Green
que ¢ funcdo do gradiente da mudanca de configuracdo que finalmente ¢ fungdo das
posicdes dos nos. Conforme realizado para forca interna o vetor de posicdes atual serd

numerado de um até trés para cada n6 do elemento finito, isto ¢, ¥;, com i variando de

l

um até trés e Y;, =0,. A partir desta numeragdo, a energia especifica de deformagao

fica resumida em:
u, =u,(E(4'(7,))) (6.59)

Assim, pela regra da cadeia, tem-se:

Ou, :(?ue: oF (6.60)
oY, OE 0Y,

que, gracas a simplicidade da energia de deformagao utilizada, fica aberta como:

ou, {Gue OE, , Ou, OF,, , 0u, OF,  Ou, GEZZ}_ ou, OE; OE;

_ =S (6.61)
oY, |@E, oY, OE, Y, oK, oY, OE, oY, | oE, oY, oY,

Lembrando-se da definicdo de conjugado energético entre tensdo de Piola-

Kirchhoff e deformagéo de Green, equagdes (4.118) e (4.127), S, =ou,/ 0E; e, usando

a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff (6.43) tem-se
Ou,

= =FE 6.62
11 aE” 11 ( )
ou
=—_—¢ —-FF 6.63
22 6E22 22 ( )
ou,
S, = oF | =2GE,=FE, (6.64)
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ou,
OE,,

S, =—¢ =2GE, =EE, (6.65)

As igualdades acima sdo assim simples pois v=0. A partir deste resultado se

escreve a expressao (6.61) como

= e _ g 70 6.66
faB aYaB ij aY;B ( )
O proximo termo a ser calculado ¢ OE, / 0Y,,, a partir de (6.46) como
1 ! 1
OB LNy 2 () () () 2 ) (6.67)
0 af 2 Yaﬁ' Yaﬁ
onde se omitiram os indices pois a notagdo dyadica simplifica o entendimento.
Da propriedade
1\? 1 !
o4) _| o4 (6.68)
oY, oY,

resta calcular 04' /Y. Isto ¢é feito elemento por elemento de A'. Porém, adianta-se

que a maioria dos valores ¢ nulo, por exempo:

- = 0"y,

04" o |0 on| | === 0| |Dg, 0

oY, oY.|o =| 0%ty = oﬂ 0 (6.69)
P W 0 0
0&  oOn

onde D¢, =0¢, /0 sendo B o no relativo ao qual o grau de liberdade 1 foi tomado.

Aplicando-se a equacdo (6.69) em (6.67) e operando-se, resulta

|: 2l)lll)ll ayl —i_l)le)ll(ay1 ayzj :|
o

OE _1 on  0g

8Y 2 0 0 0
2D12D11 y D11D22 y D12D21 y
0¢ o0& on

|: 2’l)121)11 ny D11D22 gyg D12D21 ay :|

on
(6.70)
0.0, 20,0,( 2421 ,0, 21

onde D; sdo as componentes da inversa (numérica) de A°.
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E possivel substituir as equagdes (6.70) e (6.62) até (6.65) em (6.61) e se
" . ., . -1

encontrar Ou, / 0¥, analiticamente. Porém, como ja comentado, as matrizes D = (AO)
e A' sdo numéricas, pois sdo calculadas para uma posi¢io tentativa e um par de pontos
de integracao (ﬁl 17, ) Assim, executam-se numericamente as operacdes do tipo da
equacdo (6.70), expressa em (6.67) e a operacdo (6.61).

Além disso, as demais expressdes do tipo da equagdo (6.69), também numéricas,
sdo transcritas a seguir:

t oo
oA _ 6.71)
oY,, D¢, O

hO
o4 oA {_?U[COS(@@ )95 (D6, )+ sen(4,0, )D%ﬂ

oY,

00
36 A |:%77 [—sen(@@ )¢ﬂ (D¢,6,) +cos(¢,0, )D¢ﬁ :':l

g,
(6.72)

hy
{ ?COS(@@ Wﬁ}

Desta forma o vetor de for¢a interna, indicado na equacao (6.56), ¢ obtido pelas

equacgdes (6.54) e (6.55) pelo seguinte fluxograma.

Para o numero de elementos finitos j faca

Para o numero de pontos de Gauss em 1 faga
Para o numero de pontos de Gauss em & faca

Equacées (6.33) e (6.34) — A° e A'

Equacoes (6.45) e (646) — E

Equacoes (6.50) — J,

Equacgoes (6.62)-(6.65) — S

Para o numero de nos [ faga
Equagdo (6.69) — 04"/ 0Y
Equacdo (6.71) — 04" /0Y
Equacdo (6.72) — 04"/ 0Y
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Equacdo (6.67) — OE /Y
Equagao (6.66) ou Equagdo (6.61) — f,,

Integra, equacoes (6.54) e (6.55)
Monta vetor (6.56) e (6.57)
Fim faca p pt Gauss
Fim faca n pt Gauss

Fim faca &

Fim faga j

O processo de solugdo basico do MEF posicional (Newton-Raphson), descrito
nos capitulos 2 e 5, sera utilizado para os problemas com cinematica especial. Dessa

forma ¢é necessario se calcular a Hessiana do problema, ou seja:

2 2 2
= o I7 _ 0 Ue =, 0 u, dVO :I Ohaﬂ ZdVO (673)
" T oY,0Y,  0Y,0Y, W oY,ov, o et

ou

azU ngg ng, azue (é 5 77], )
afys :—EZZZ#WQWQJO(QA"U?) (674)
# a)IaﬂaY;’{ fg=l jg=1 aY;ﬁaY;{ /‘ |

sendo necessario calcular
2
gy = (6.79)
oY,,0Y, .
a partir de (6.60), ou seja:

2
0 (aue jz 8 (a%: OF J: o [s: OF ]: 05 \OE o OE oo
ov_\ev, | ov_\eE ov, | ov | ov,) ov oy, = ov.ov,

que para efeito de generalizagdo foi escrita no capitulo 5 como:

0 (ou, 6E\ ©OE du, OE ou, OE
hop,. === ‘o7 |Taur 7t —— (6.77)
oY\ OE 0Y, oY, OE®OE oY, OE 0Y;0Y,
ou ainda
2
OEF . OF O0E (6.78)

hy,, = o +8:
“roy; T ey ovioy!
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Para essa cinematica especifica, pode-se tomar a forma expressa na equacao

(6.76), percebendo-se que os termos S e OE/0Y,, ja sdo conhecidos. Gragas a

simplicidade da Lei constitutiva adotada, o primeiro termo adicional a ser calculado é:

oS, OE,.
L= (6.79)

or,  of

veja equagoes (6.62) até (6.65).
O segundo termo ¢ um pouco mais complicado e ¢ determinado diferenciando-se

a expresséo (6.67) em relagdo a Y, _, tal como:

o OE 1 0 o aa ) : Y od! :
oY, oY, 207 (4°) (%] A(A) () () 'ﬂ'(Ao)l (6.80)
vz Q, vz Q, Q,

O’E ([ oyt 0(AY 04" | o\t [ oyt O(A4) o4 [ o\
oty L2y ) L2 e

~ 20 41\ ~ ~ 2 41 ~
() f,a(A,Al,(Ao) () ’,(Al)’.a_A.(AO)l (6.81)
01,01, 0,01,
Todos os elementos do primeiro paréntesis do lado direito da igualdade (6.81) ja
foram calculados nas expressdes (6.69), (6.71) e (6.72). Ao contrario do elemento

solido, os termos do segundo paréntesis ndo sdo todos nulos, porém a maioria das

componentes sdo, restando apenas os seguintes valores nao nulos:

2 41 2 41
o4 _ o4 = D24!,. (6.82)
0Y,,0Y,, 80,00, :

Sendo, paracada f ¢ z, D2A,‘ﬂz uma matriz 2x2 escrita como:

(D24))),. = h—z"n [ sen($,0,)9.8,(D4,0,)— cos(8,0, X($.Dg, +$,D4.) | (6.83)
(D243),,,. = —%n [ c0s(6,0,)8.4,(D$.6,) + sen($,0, )($.Dg, +$,D4.) | (6.84)
(D241, == 205610, )4, (6.85)
(D243).5. = =2 sen($0, )6 4y (6.86)

Deve-se comentar que o calculo numérico dos termos (6.83) — (6.86) envolve
custo computacional elevado e pequeno ganho na aceleracdo da convergéncia do
método de Newton-Raphson e podem ser descartados.
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Como ilustragdo, para um elemento de dois nods, a matriz Hessiana ¢ de ordem

6x6 ¢ fica escrita de forma aberta como

Hllll H1121 H1131 H1112 H1122 H1132
H2111 H2121 H2131 H2112 H2122 H2132
H3111 H3121 H3131 H3112 H3122 H3132 — HOLBYC (687)
Hl2l 1 H1221 H1231 H1212 H1222 H1232
H221 1 H2221 H223 1 H22 12 H2222 H2232
_H3211 H3221 H3231 H3212 H3222 H3232_
ou ainda
H,=H,, com i=3(f-1)+a e J=3(r-1)+z (6.88)

A montagem da matriz Hessiana global, pode ser feita diretamente substituindo-
se f por inc(je,f) e y por inc(je,y) onde je € o elemento finito, veja equacgdo
(6.58). A seguir, apresenta-se um algoritmo para o célculo e montagem da matriz

Hessiana.

Para o numero de elementos je faca

Para o numero de pontos de Gauss fig faca
Para o numero de pontos de Gauss m, faca
Equacées (6.33) e (6.34) — A° e A'
Equacoes (6.45) e (646) — E
Equagoes (6.50) — J,
Equacoes (6.62)-(6.65) —> S
Para o numero de nos [ faga
Equacdo (6.69) — 04'/0Y
Equagdo (6.71) — 04'/0Y
Equacdo (6.72) — 04' /Y
Equagdo (6.67) — 0E/0Y
Guarde no [ e direcdo o
Fim faca
Para o numero de nos [ faga

Para o numero de nos ¢ faca

228



Equacdo (6.81) — 0*E/(8Y ®0Y)
Equacdo (6.79) — 0S/0Y
Equagdo (6.75) como (6.76) — &’u, /(8Y ® 8Y)

Integre, equagdo (6.74)

Monte matriz (6.88)
Fim fagca &
Fim faca
Fim faga 1,
Fim faga &,
Fim faca je

Detalhes numéricos complementares deste procedimento podem ser inferidos

dos procedimentos descritos para o elemento sélido do Capitulo 5.

6.1.4.b — Potencial das forcas externas

No capitulo 1 foram mostradas as expressdes de potenciais de forgas
conservativas concentradas e distribuidas aplicadas em superficies quaisquer, veja
equacdes (1.2) e (1.4). Esse topico foi retomado nas dedugdes gerais do capitulo 4, veja,
por exemplo, a equacdo (4.120). No capitulo 5, comentaram-se as aproximagdes das
linhas de carga e das forcas distribuidas aplicadas sobre as mesmas. Assim, da Figura
6.7 pode-se escrever o potencial das forcas externas concentradas e distribuidas em um

elemento de portico plano como:

P=-FY, - [ 4@y &))" ©)ds 6.89)
onde i ¢ dire¢do, k ¢ no do elemento, g, ¢é o vetor de carga distribuida, F, ¢ o vetor de
carga concentrada, y" ¢ a posi¢do da linha média do elemento, & ¢ a coordenada
adimensional e J (&)zm ¢ o jacobiano da transformagdo da coordenada
adimensional & para a linha média inicial s, e é dado pela equacdo (6.14). A ilustracdo

da expressao (6.89) ¢ dada na Figura 6.7 onde se omitiu o valor de g, para ndo carregar

demais a ilustragao.
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Y1

Figura 6.7 — Carregamento externo aplicado no elemento finito

Repetindo-se aqui detalhes dos capitulos anteriores, o carregamento distribuido ¢

aproximado empregando-se polindmios de Lagrange, ou seja:
(&) = 6,(8)q;, (6.90)
onde g,, sdo os valores conhecidos nos nos ¢ do carregamento aplicado.

Observando-se que a carga aplicada esta sobre a linha média do elemento finito

utiliza-se apenas a aproximacado da linha média para representar y;", ou seja:
yi =¢,(8)Y, (6.91)
Substituindo-se as aproximagdes (6.90) e (6.91) na equagdo (6.89) resulta,
1 “on
P=-F Y, ~[ (6,(8)4,)6,(8)J" (E)dE ¥, ou  FM=F"+E(692)

A integral indicada na equagdo (6.92) ¢é calculada numericamente por quadratura

de Gauss, e resulta na grandeza chamada for¢a nodal equivalente.

Fi =3 (0,060,006, G w, 6.93)

onde &ig ¢ ponto de Gauss e W, ¢ o peso de Gauss.

Aproveitando-se os termos conhecidos F{ , reescreve-se a equagio (6.92) como
P=-F,Y,-FlY, (6.94)
Deve-se observar que o termo F,; na equagio (6.94) ¢ nulo.

A montagem do vetor em graus de liberdade globais ¢ feita pela regra que
relaciona nods e graus de liberdade como:

F=F, com i=3(k=1)+j (6.95)
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onde k ¢ o ndé em sua numeracdo global e j ¢ a direcdo, lembrando-se que o giro
corresponde a terceira diregao.

Alternativamente, a equacgdo (6.93) pode ser organizada de forma a se aplicar o
produto de uma matriz constante sobre os valores nodais das forgas distribuidas,
independentes da integracdo, apos a integracdo das fungdes de forma. Assim,
semelhante ao que foi descrito no capitulo 5, o vetor de forcas nodais equivalentes,
devido ao carregamento distribuido, fica escrita como:

F'=0-G (6.96)
onde O ¢ uma matriz que transforma carregamentos distribuidos em nodais
equivalentes. Sua construg¢do ¢ semelhante a que serd descrita para a matriz de massa no

proximo item.

6.1.4.c — Energia cinética
No capitulo 5 foi apresentado o MEF posicional dinamico, onde se incluiu a
energia cinética no sistema. A energia cinética no volume ¥ de um elemento finito ¢

escrita como:

1 ..
K=_], pigdv (6.97)
Desenvolve-se a variagdo da energia cinética usando o tempo como parametro,
K
oK = d—dt (6.98)
dt

Recupera-se a forma desejada escrita em posi¢des pela seguinte sequéncia:

=—I p (33 dth——I p2(3.3,)dtdv
(6.99)

= Iypyi(y',-dz)dV= J, pi0v.dv =] pj,éy.av,

Observa-se que a conservagdo de massa e seu colorario, equacgdes (4.54) e
(4.58), foram usados nas passagens presentes em (6.99)

No elemento finito de sélido aplicou-se, para a aceleragdao Ve para a variagdo
das posicdes 5Y , a mesma aproximacio utilizada para posicdes. E possivel seguir esse
mesmo procedimento para o elemento de barra geral descrito aqui, porém, a relacdo

final seria fortemente ndo-linear resultando em matriz de massa que varia no tempo,

prejudicando, inclusive, o uso do integrador de Newmark.
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Para contornar esse problema, recorda-se que o elemento finito de barra geral
aqui desenvolvido segue cinematica adequada para elementos estruturais longos, ou
seja, L>10h. Na figura 6.8, um elemento reto ¢ ilustrado e se calcula a inércia de

rota¢do em torno do eixo x, central como:

L= i+ x))av = fLL/Z th/; (X} +x; )dx,dx, b (6.100)
b
1= (L + ) (6.101)
Ixz X,
T P /
. X,
hI1 L | 4

I 1

Figura 6.8 - Elemento reto para célculo de inércia de rotagdo.

Para L>10h ou h<0,1L a influéncia da componente relativa a rotacdo da

secdo transversal Lh’ é menor do que 1% da influéncia dos movimentos transversais
responsaveis pela parcela i’ . Esta relagdo ¢ avaliada como:

Lk’ 107°L

hL 107 L
Assim, a inércia correspondente a rotacdo das segdes transversais sera
desprezada e considerar-se-4 a massa do elemento finito concentrada na linha média do

mesmo. Dessa forma a equagdo (6.99) passa a ser escrita como:
SK=[ (bh)p,5; 6y dL, = 5, Sy dL, (6.103)

onde m indica a linha média, bh ¢ a area da segdo transversal e i assume apenas 1 e 2,
ou seja, o grau de liberdade de rotacao nao ¢ levado em conta na matriz de massa. As

aproximacodes da linha média, com base nas equagdes (6.28) e (6.29), ficam:

P =Y e Sy =4,(§)oY; (6.104)
onde o indice m foi omitido do lado direito das igualdades por ser desnecessario.
Partindo-se da equacdo (6.104), na forma Lagrangiana de (6.99), se escreve:

OK =, P 8,37 LY =<0 =(F')" o (6.105)

i

ou
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K — o rhiner __ oK _ = T N1 G o

Sy L Pd b LTS w5 Fg@FdV, Y =M-Y  (6.106)
onde a primeira forma da equacdo (6.106) indica que a matriz de massa é constante ao
longo do tempo e, com base nas equagdes do capitulo 5, fica escrita para um elemento

de 2 nos, por exemplo, como:

iner iner

K F 44 0 0 44 0 O Y,
E Fy 0 ¢4 0 0 44 O Y,
0 F, O 0 0 0 0 0 Y,
=10 =LA dr, |} (6.107)
F, F, L' ' g 0 0 g9 0 O Y,
F} F; 0 ¢ 0 0 49 O Y
0 F 0 0 0 0 0 0| |¥

que detalha a matriz de massa local de elemento finito posicional. Sua montagem para
coordenadas globais ¢ feita pela incidéncia nodal, j4 comentada, por exemplo, na
equacgao (6.88).

O conjunto de equagdes nado lineares de equilibrio ou de movimento pode ser
escrito em sua forma vetorial exatamente como para as solugdes de treliga e solido, ou
seja:

_F Q.G+ F" + MY =0 (6.108)
e o processo de solucdo ¢ feito combinando-se o integrador de Newmark com o
algoritmo de Newton-Raphson, ja apresentado anteriormente.

Da mesma forma que para treli¢a, podem-se somar (nas coordenadas globais)
massas concentradas nos graus de liberdade correspondentes. Cabe comentar que se
pode incluir inércia concentrada nos graus de liberdade referentes aos giros. Por
exemplo, para uma massa em forma de disco de espessura b o valor da inércia

concentrada é:
I. = p,nbR* /2 (6.109)
onde R ¢ o raio do disco.

Uma forma aproximada de se introduzir a inércia, referente a rotacdo da secao

transversal, na matriz de massa de um elemento finito, ¢ usar inércias concentradas

calculadas como:

I, =bL,i /12 (6.110)
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onde L, é o comprimento de referéncia adotado para o né ¢ do elemento finito. Sugere-

se,

L=[ 4,6, (&)as 6.111)

6.1.4.d — Processo de solucao

O processo de solucdo ¢ exatamente 0 mesmo descrito nos capitulos 2 e 5 para
elementos de trelica e solidos, respectivamente. Entretanto existe um detalhe importante
a ser comentado.

O giro foi definido na descricdo de elemento finito como posi¢do angular da
secdo transversal e ndo simplesmente como um giro de nd. Assim, todos os nds terdo
seu giro inicial considerado nulo e os acréscimos de giros serdo acumulados no terceiro

grau de liberdade de cada n6 do vetor posicoes, ou seja:
Y, =0+ 4%, (6.112)

Para se determinar a posi¢do angular atual da secdo transversal, no nivel do
elemento, o giro nodal acumulado devera ser somado a posi¢ao angular inicial da se¢ao
transversal, ou seja:

0,=Y;" =0]+Y, (6.113)

iine(j,0)

onde inc(j,/) relaciona a numeragdo local ¢ dos nés a numeragao global.
A introducdo de rotulas em simulagdes de porticos ¢ muito simples, basta,

durante a montagem de posicdes, forcas e matrizes, fazer coincidir os graus de liberdade

de translagdes e ndo coincidir os graus de liberdade de rotacdo do n6 que se pretende

rotular. Isto resulta em uma modificacdo da formula de incidéncia cinematica, por

exemplo, equacdes (6.57) ou (6.88) deixada para o leitor.

6.1.5 - Tensoes internas e esforcos solicitantes

ApoOs a convergéncia, conhecem-se as posi¢des atuais do corpo e, portanto, o
tensor de deformagdes de Green calculado pela expressdo (6.44). A partir da
deformagdo de Green conhece-se o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda
espécie, calculado pelas equagdes (6.62) até (6.65).

De posse do tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff calcula-se o tensor de tensdes

de Cauchy utilizando-se a equagdo (4.119), transcrita a seguir:
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O':}A-S-A’ (4.119)

onde

S _Ji _ Det(4)

J, Det(A4%) (6.114)

Observa-se que a tensdo de Cauchy esta calculada segundo as diregdes dos eixos
globais (x,,x,) ou (y,,),),ja que estas sdo coincidentes. Para se calcular a tensdo de
Cauchy na 'superficie' das se¢des transversais, lanca-se mao da posi¢ao angular da se¢ao

transversal no ponto de integragdo longitudinal, ou seja, para uma coordenada & ,
<

como:

0(5)=9¢,(5), (6.115)

O angulo que da a direcao ortogonal a se¢ao transversal é:
a= 9—% (6.116)

e, portanto, a matriz de rotagdo que relaciona coordenadas locais as coordenadas globais

é:

R:{n‘ gl}z{cosa —sena} 6.117)

n, g sena  cosa

onde 7 € o versor normal a secdo transversal e g ¢ o versor tangencial.

Assim, se escreve:

G=R"-0-R (6.118)
sendo agora, &, a tensdo normal a se¢do transversal € &,, a tensdo de cisalhamento.

Calcula-se, na se¢do transversal correspondente ao ponto de integragdo &, , a

for¢a normal como:

— _ < h _

N:Lo-udA=§b?"0'“wigu (6.119)
onde b ¢ a largura da segdo, A,/2 € o jacobiano da integragdo na direcdo transversal,

pois a altura da se¢@o ndo varia e w,, € o peso de integragdo ja definido.
n

Da mesma forma calcula-se a for¢a cortante como:

}’lg,]

~ h, _
0= 5,dd= Zb?o%w,.g” (6.120)

ig,
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e o momento fletor como:
ng, h h
_ — _ 0 = 0
M—Lallysz—Zb?qz g, | W, (6.121)
igr]
Observa-se que para se ter uma boa representagao dos esforgos solicitantes, sem
a necessidade de niimero excessivo de elementos, deve-se utilizar aproximagdo de
ordem 4 vezes superior a do carregamento transversal. Por exemplo, para carregamento
triangular ¢ necessario se aplicar aproximacao de ordem 5, resultando em elemento

finito de 6 nos.

6.2 — Elemento finito de portico plano usando vetores generalizados como graus de
liberdade

A introducdo de vetores generalizados como graus de liberdade em formulagdes
de Método dos Elementos Finitos ¢ uma inovacdo devida ao autor desse texto. A grande
vantagem desse procedimento estd associada a solu¢do de problemas tridimensionais,
onde ndo vale a comutatividade de giros finitos. Entretanto, sua apresentacdo para
portico plano ¢ muito adequada didaticamente, pois possibilita o entendimento de
diversos aspectos importantes que serdo estendidos nas formulac¢des de casca e de barras
gerais 3D. A descricdo que serd feita nesse item poderia ser muito mais curta, porém

detalhes iniciais sdo oferecidos para dar o perfeito entendimento da proposta.

6.2.1 — Mapeamento posicional da configuracio inicial
Na figura 6.9a apresenta-se um mapeamento bi-linear de um sdélido

bidimensional escrito como:

X =X+, X +4.X] +4, X! (6.122)
X, =4 X, +4,X; + X5 + 4, X5 (6.123)
A
X, 3
4
2
1
j?O

S

<
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(a) Mapeamento classico (b) Mapeamento por vetor generalizado

Figura 6.9 - Mapeamento de s6lido 2D

Observando-se a figura 6.9 pode-se escrever, que:

vi=(x-x)/2 P =(Xx-X7)/2
X" =(xl+x')/2 X" =(x}+X})/2
ou, rearranjando,

X' =x"+V X =x"-v

X =x"+v? X =x"-v?

Substituindo-se (6.126) e (6.127) em (6.122) e (6.123), tem-se
X, = (X" =V )+ 8y (X7 =V )+ g (X7 4V )+ g, (X" 4]
que rearranjada fica:
X =(4+d) X" +(h+8) X" +(8, =4V + (b —6)V7

Lembrando-se que:

¢1(§1 é:z)_ (1 51)(1_52)
¢2(§1 é:z)— (1+§1)(1_§2)
¢3(§1 52)— (1+§1)(1+‘§2)

h(c6) =~ (1 &)(1+£,)

€SCreve-Sse:
o(&)=¢+¢, = (1 ‘51) 0,(5)=0,+¢, = (1+§1)
¢ ¢1 (1 51)652 :(/7152 ¢ ¢2 (1+§1)§2 = (pzfz

Substituindo-se (6.130) e (6.131) em (6.129) resulta:
X =9, (él)Xfm +5,9, (§I)Vl(

Pela equagdo (6.116) nota-se que

KO

Vi/ _ !
2
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(6.129)

(a)

(b)

(c)
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(6.130)

(6.131)

(6.132)

(6.133)



onde h(; ¢ o comprimento da face, ou se¢do transversal, associada ao n6 /¢ e vf ¢ um

versor (adimensional) que define a direcdo e o sentido da face. Como se pretende
modelar elemento de barra geral, tal como feito no item anterior, o solido da figura 6.9

passa a ser longo e suas faces, secdes transversais, serdo inicialmente ortogonais a linha

média. Assim, 4 passa a ser a altura do elemento finito de barra geral 2D na

configuracdo inicial, veja a figura 6.10a. Substituindo-se a equagdo (6.133) na equagdo

(6.132), escreve-se o0 mapeamento inicial como:
. h
ﬂ0(§17§2) =X = @@(fl)X; +?0§2¢z(§1)vf (6.134)

onde ¢,(&) passa a ser polinomio de Lagrange de ordem qualquer, fo(fl,fz) € o
mapeamento da configuragdo inicial a partir do espago adimensional (&,<,), o indice

m ¢ dispensavel e o indice ¢ da altura também deixa de existir, pois a altura serd
considerada constante em nossa formulagdo. O Leitor, caso queira, pode introduzir
altura variavel em sua formulagao.

Comparando-se a equagdo (6.134) com as equagdes (6.22) até (6.25) conclui-se
que o mapeamento por vetores generalizados se d4 da mesma forma que o mapeamento
que utiliza a posicao angular da se¢do transversal, evitando-se escrever os versores em
func¢do da posi¢do angular de cada secao transversal.

Na figura 6.10b, mostra-se a generalizagdo da configuracdo inicial do elemento
de barra geral 2D para uma aproximagdo de ordem 3 segundo a linha de referéncia.
Observe que a ortogonalidade entre os versores generalizados e a linha de referéncia

serd utilizada apenas na configuragao inicial.

A

g g

(a) Elemento linear (b) Elemento de ordem 3

Figura 6.10 - Mapeamento da configuragdo inicial usando vetores generalizados
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Como se sabe, para o desenvolvimento do MEF posicional, sera necessario
calcular o gradiente do mapeamento f°, dado como:

o, ox ] | h N (h
—L ! [(04,1X1[+?0682(/’4,1V1(] [?O%ij

Lol % 9o | (6.135)

ox, Ox, h : h
% o, (%Xi +70§2¢“V;J [%%Vﬁ _

A determinagdo dos versores da configuragdo inicial ¢ feita seguindo os
procedimentos descritos no item 6.1.1, equagdes (6.12) e (6.13), deve-se dar atengdo as
pequenas diferencas das notagdes empregadas. Comenta-se ainda que o jacobiano da
transformagado das coordenadas adimensionais para o volume inicial do s6lido analisado

(barra geral) ¢ dado por.
Jy(&.£,)=Det(4") (6.136)

Para evitar muita repeti¢do, o leitor ¢ convidado a reler o item 6.1.4a.

6.2.1 — Mapeamento posicional da configuracio atual ou corrente
As posicdes atuais sdo conhecidas na forma de tentativa e, na cinematica de
elementos de barra geral apresentada agora, os parametros nodais incognitos, que

constituem os graus de liberdade do problema, sdo as coordenadas dos nés da linha de

A . 74 . . . . Y
referéncia ¥ e as componentes dos vetores generalizados adimensionais g, .

F1(66) =2, =0 &) + 2 L G (6.137)

E importante se observar que nenhuma restricdo ¢ imposta aos vetores
generalizados, portanto, este ndo € ortogonal a linha de referéncia e ndo possui modulo
unitdrio, veja a figura 6.11. Assim, a cinematica estabelecida ¢ mais geral que a de
Timoshenko-Reissner, pois, além de considerar o efeito de forca cortante devido a ndo
ortogonalidade das secOes transversais a linha de referéncia, permite a mudanga da

'altura' da se¢do transversal, recuperada em cada n6 /, caso se deseje, por:
W =ng| (6.138)
Como se sabe, para o desenvolvimento do MEF posicional, serd necessario

calcular o gradiente do mapeamento fl , dado como:
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8 I h h |
D % ¢5,1Y1k +_0§2¢5,1gf _Ogoegf

P I 2 2 (6.139)
y, oy, h N (b '
2 o] | 0456008 | | 508 |

lembrando-se que os valores numéricos sdo calculados para cada ponto de integragao,

exatamente como descrito no item 6.1.4a.

A

Y

]
A

$

S

Figura 6.11 - Configuracdo atual usando vetores generalizados

6.2.3 — Mudancga de configuraciao, Gradiente e Deformacao de Green

Estando definidos os mapeamentos para a configuragdo inicial (Figuras 6.10) e
para a configuracao atual do elemento finito (Figura 6.11), parte-se para a descri¢do da
mudanca de configuragdo do corpo analisado. Isto ¢ feito juntando-se os dois
mapeamentos na figura 6.12.

A fungdo que descreve a mudanca da configuracdo inicial para a configuracao

corrente ¢ a composi¢ao dos mapeamentos, como:

~ -l

F=7(7) (6.140)
portanto, o gradiente da funcdo mudancga de configuracao fica dado por:
A=4'(£) (6.141)

onde A’ e A' ja foram apresentados nas equacdes (6.134) e (6.138). Aplicando-se a

formula da deformacao de Green resulta:
1 -1 -1

E=— [A]- A° } -[A]‘ A° }—I 6.142
L) ] [ate) @14
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calculado para um determinado ponto de integracao ((cfl )ig , (é‘z )jg) .

A
X5 V2

S

Figura 6.12 - Mapeamento posicional com vetores generalizados

6.2.4 — Energia de deformacao - tensoes e forcas internas

Uma das energias especificas de deformacdao adotada ¢ a de Saint-
Venant-Kirchhoff referente ao estado plano de deformacdes, ou de tensdes com

coeficiente de Poisson nulo ja utilizada nesse capitulo, ou seja, G =E/2:
E
u = ?{( E}+Ep)+(EL+E} )} (6.43)

onde E; ¢ a deformagdo de Green. Nesse caso as tensdes de Piola-Kirchhof de segunda

espécie sao:

S, = aa;‘; ~FE, (6.62)
S, = ;E”; -FE, (6.63)
S, = aa;‘; =2GE,=EE, (6.64)
S, = aa;‘; =2GE, =EE, (6.65)

Entretanto, algumas discussdes referentes a problemas de travamento serdo

iniciadas e, para tanto, descreve-se a formulacdo utilizando-se a Lei de Saint-Venant-
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Kirchhoff completa para o EPT dada no capitulo 4, ou seja, assume-se:

S;=5;=8,;=85;,=5,;, =0 ¢ aenergia de deformagao fica dada por:

“=g @V) {E}+ B3+ 2VE, B, + (1-v)(E}, + E}, )| (4.142)
E as tensdes de Piola Kirchhoff de segunda espécie ficam dadas por:
glzgzi a%_){EI+VEn} (4.143)
S 20 {E, +VE,) (4.144)
OE,, S (1-v)
S, =2CE, (4.145)
S,, =2GE,, (4.1406)

E obvio, portanto, que a diferenca operacional entre utilizar um ou outro modelo
constitutivo consiste apenas nos céalculos que envolvem os valores de tensdo e suas
derivadas em relagdo a deformagdo de Green.

Apenas para ser completo, apesar de repetitivo, a energia de deformacao
acumulada em um elemento finito ¢ a integral, no volume inicial do elemento, da
energia especifica de deformagao e a energia de deformagdo em uma estrutura ¢ a soma
das energias de deformacdo calculadas em todos os elementos. Assim, para um

elemento finito, escreve-se:
_ 0
U,=|,udv (6.143)

que ¢ reescrita em coordenadas adimensionais como:

1 pl
U, =[ | u(&.&)0(&.&)déqde, (6.144)
Utilizando-se quadratura de Gauss para realizar a integrago se escreve:
ngey N8er
U, =3 Y u & & ww, Jo(&, &) (6.145)

ip=l j, =1
Para elemento de aproximagéo cubica adota-se ng, =4 e, para a integracdo da
direcdo transversal, em analises eldsticas, ng., =3 ¢ suficiente. No item 6.1.4a

apresentou-se uma rotina FORTRAN que fornece as coordenadas e pesos de Gauss.
Aproveitando-se do conhecimento prévio do processo de solugcdo e das
definicdes de conjugado energético, define-se o vetor de forcas internas para um

elemento finito de barra geral como:
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ngey N8en

a= Y _ZZGYO’ (égl afz )W w; J(é}gl a§2 ) (6.146)

ou

Nnggy N8¢n

=D SE S Iww Sy L& ) com  f = (6.147)

ig=l j, =1 ,-
onde i ¢ a diregdo e @ ¢ o n6 do elemento finito. A seguinte correspondéncia entre a
posicao generalizada e o vetor generalizado que define as se¢des transversais deve ser
feita:
Y=g ¢ Y/ =gt (6.148)
ou seja, os terceiro e quarto graus de liberdade de cada nd correspondem a primeira e
segunda componentes do vetor generalizado de cada nd. Assim, alguns esclarecimentos
serdo feitos nos itens seguintes, sobre os conjugados energéticos F,” e F,” quando da
aplicacdo de carregamentos externos e conexdo de graus de liberdade entre elementos
adjacentes.

Dando continuidade a descricdo matematica do termo f,“, lembra-se que

joo e _Ou OF g OF (6.149)
oYe OE ove T ove

onde, para se calcular o ultimo termo usa-se a equagao (6.142), como:

t

OF 1 - [ 64 -1 - 1 8A1
—=—(4) " A (A) +(4) (4 (A°) (6.150)
oY, 2 oY, aYaﬂ
Da equagao (6.139) se escreve:

tol 0 1 0 0
04 _| Pai o4 _ (6.151)
or* |0 0 Yy |e,, 0

K h 0 0

od' |2 = o4'

|5 5Pur S Pa —=|n he (6.152)
0y, 0 0 oy, 2 a1 S P

As demais operagdes sao idénticas aos procedimentos dos item 6.1, a menos da
montagem e conexao dos graus de liberdade dos vetores generalizados e aplicacdo de

carregamentos que serdo descritos a seguir.

6.2.5 — Ligacdo entre graus de liberdade
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No elemento de barra geral descrito no item 6.1, onde a posi¢do angular da se¢do
¢ o grau de liberdade, calculavam-se os acréscimos de giro que eram somados nas
posicdes angulares de cada secdo transversal dos elementos. No caso tratado agora, a
descri¢ao da posicdo da secdo transversal ¢ feita por meio de vetores generalizados € o
acréscimo de componentes de vetores ndo ¢ Ginico para um mesmo nd, a menos que os

vetores iniciais sejam coincidentes, veja as figuras 6.13 e 6.14 para alguns casos

praticos.
6 . : I:I:I
4
é $
(a) Vetores alinhados (b) Pequeno angulo <15° (c) Bissetriz

Figura 6.13 - Casos onde ¢ possivel usar grau de liberdade coincidente

Na figura 6.13a observa-se, para uma configuracao inicial, a coincidéncia dos
vetores do n6 que liga dois elementos de barra geral de aproximagdo quadratica. Nessa
situacdo, caso se queira uma ligacdo monolitica, pode-se coincidir a numeracdo dos
graus de liberdade dos vetores generalizados, porém, caso se deseje uma rétula, basta
nao coincidir a numeragao dos graus de liberdade dos vetores generalizados. Na figura
6.13b mostra-se uma situagdo onde os vetores sdo quasecolineares A0° <15°, caso se
deseje uma ligacdo monolitica, pode-se calcular a bissetriz dos vetores calculados para
cada elemento concorrente, substituir os versores originais pela bissetriz normalizada e
considerar graus de liberdade coincidentes. Deve-se observar que o solido que
representa a barra gral sofrera pequena distor¢do na extremidade da ligacdo, pois,
mantendo-se o vetor unitario e a altura constante, como a se¢do transversal ¢ um pouco

inclinada, ha uma pequena redugdo da altura real.

e

o
o -

(a) Rotulada (b) Monolitica natural (c) Ligagao monolitica

Figura 6.14 - Configura¢des que impossibilitam coincidir graus de liberdade 46° >15°
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Na figura 6.14 observa-se que o angulo entre as barras com n6 coincidente é
grande e a distor¢cao dos elementos adjacentes seria excessiva ao se tomar a bissetriz
como direcdo inicial da secdo transversal. Inclusive pode ocorrer inversdo de material

na configuracdo inicial, surgindo J, <0, situagdo inadmissivel. Como ja comentado,

para se fazer ligacdo rotulada, considera-se numeracdo diferente para os graus de
liberdade dos vetores generalizados. Para ligacdo monolitica t€ém-se duas solugdes, a
natural, figura 6.14b, que utiliza elemento curvo para realizar a conexao com vetores
coincidentes e a ligagdo monolitica imposta por penalizagdo, figura 6.14c, que utiliza
elemento de barra simples (treli¢ga) com graus de liberdade correspondentes aos graus de
liberdade dos vetores generalizados.

Nesse ultimo caso, quando a rigidez do elemento de barra simples (penalizagdo)
¢ elevada a ligagdo pode ser considerada rigida, porém, pode-se utilizar a rigidez da

barra de treliga para simular ligagdes semi-rigidas entre os nds, desde que o giro relativo
entre as barras gerais nao seja excessivo ‘AH - AHO‘ <15°.
Quando houver mais de dois elementos conectados em apenas um no, pode-se

escolher um dos elementos como mestre e os vetores generalizados dos outros

elementos estardo conectados por meio de barras simples ao vetor generalizado mestre.

Deve-se tomar cuidado quando o angulo entre dois vetores estiver entre 135° e 1807,

nesse caso € melhor inverter a numeragao de um dos elementos de forma a se ter angulo

entre 0° e 15°, fazendo-se a conexao por bissetriz.

Para se calcular a rigidez da barra simples que faz a conex@o entre os vetores

generalizados pode-se utilizar uma equivaléncia aproximada de energias de deformacgao.

Figura 6.15 - Equivaléncia entre energias de deformacao para definir rigidez de barra

simples
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Sem perda de generalidade, na figura 6.15 mostra-se o espago compreendido
entre duas barras conectadas pelo ponto O. No problema fisico esse espago ¢
preenchido pelo material constituinte das barras gerais e, portanto, possui médulo de

elasticidade transversal G conhecido e altura de sec¢do transversal 4,. Observa-se, na

figura 6.15 que, apos mudanca de configuracdo, ocorre uma distor¢cao desse espaco.

Adotando-se genericamente a medida y da figura como sendo a distor¢do do meio

(adaptada da definicdo de distor¢do para o = /2) a energia especifica de deformagao
de interesse fica escrita de forma simplista como:

u, = %Gﬁ (6.153)

e a energia de deformagdo em todo esse espago, fica:
1
U = G 7> hibsena (6.154)

onde b ¢ a largura da barra.

Para se calcular a rigidez da barra simples que devera substituir o sélido que
preenche o espaco, far-se-4 uma equivaléncia entre as energias de deformacao para a
mobilidade de interesse. Calcula-se o comprimento inicial da barra e a distancia do
ponto de conexao e a barra como:

{=2h,cosn e d =h,senn (6.155)
onde n=(r—a)/2.

A partir dessas dimensdes calculam-se a variagdo do comprimento da barra em

funcdo de y e a deformacao longitudinal da barra como:

Al =yd =yh senn e g=%A7f=7tg77 (6.156)
A energia de deformacao na barra ¢ calculada como:
Ul = %ng ou Ul = %Eyz (tgn) cosy Ah,  (6.157)

igualando-se (6.157) e (6.154) e aplicando-se propriedades trigonométricas, resulta:

EA=4G,, (hb)[tg(a/2)sen(a/2)] (6.158)

sol

Quando o angulo inicial entre as barras ¢ 7 /2 tem-se EA= 2\2G

b . Essa
rigidez aproximada serve para garantir grandezas numéricas coerentes, assim, caso as

barras gerais possuam alturas e / ou mddulos de elasticidade diferentes, sugere-se que se
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escolham valores médios para célculo. Além disso, como y ¢ o giro relativo entre as
segoes, se escreve:

U
oy

K
h.bsena

M = =ky= 7(sz hib sena) donde G

sol

(6.159)

ou seja, caso se conhega uma rigidez desejada para uma mola de flexao pode-se calcular
a rigidez de uma barra, dada por (6.158) para simular uma mola de ligagdo em pequenas
rotagoes relativas, usando-se a ultima de (6.159).

Como o vetor generalizado ndo possui altura /4, , mas sim unitria, chamada aqui

de h realiza-se uma corre¢io na equacio (6.158) dada por:
hy
h

EA=4G

o (o) [tg(a/ 2)sen(a / 2)] (6.160)

Pode-se criar outro tipo de ligagdo semi-rigida baseada diretamente no giro
relativo entre as barras gerais, mesmo usando vetores generalizados. Essa ligacao
permite grandes rotagdes relativas entre barras. Esse assunto foge aos objetivos desse

livro e pode ser encontrado em artigos publicados pelo autor.

6.2.6 — Forcas externas associadas aos vetores generalizados

Pelas equacdes (6.124), (6.133) e (6.138), e pelas ilustragdes das figuras 6.9 e
6.11 infere-se que o vetor g' adimensional da configuragio atual, descreve o
'alongamento' da secdo transversal do n6 ¢ e seu giro. Assim, representa-se na figura

6.16 a decomposi¢do do conjugado energético oU, / 0g nas componentes que possuem

significado fisico, ou seja, forca de alongamento e binario.

(g2
% |g|) gl

-T

Figura 6.16 - Componentes com significado fisico do conjugado energético do vetor

generalizado
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Na figura 6.16 o vetor g ¢ um vetor generalizado associado a um nd qualquer
do elemento finito. A derivada do escalar U, em relagdo g, a luz das equagdes (6.124)
e (6.138), resulta em um par de forcas auto-equilibradas, cuja componente na diregdo de
@, chamada T ¢é responsavel pelo estiramento ou encurtamento da segdo transversal, ja
a componente ortogonal & g, chamada M , ¢ responsavel por um binario dado por:
m=M"g (6.161)

Apesar do estiramento da se¢do transversal poder ocorrer, 0 modulo de g sera
praticamente unitario. Assim M = ‘]\7[ ‘ =m= |771| )

Finalmente, sabendo-se que no equilibrio F™ — F*' =0 pode-se inferir que a
aplicagdo de momento externo € realizada aplicando-se nas componentes F,” e F,” os
seguintes valores:

F'=MY” e F) =-MY? (6.162)
onde, aplicando-se a regra de montagem do vetor posi¢do, usou-se ¥;" =g, e ¥,' =g,.

Pode-se verificar a validade desses valores realizando-se o calculo do momento

resultante ao aplica-los, como:

Feove o
i=|Fe 1 ]=(1z<“>n“—a<“>y3“)E=M((1g“) +(Y;’))/€=M ge|k =mk (6.163)
0 0 k

Lembrando-se que como | §| =1 e, portanto, M = m sabe-se, de forma bastante

simples, qual o momento esta sendo aplicado. Deve-se observar que para a formulagdo
em vetores generalizados, o momento ¢ um carregamento nao conservativo, pois
depende da posicdo do vetor generalizado, veja equagdo (6.163). Porém, esse
carregamento sera tratado de forma conservativa, para tanto basta que ele seja
atualizado no inicio de cada passo de carga (ou tempo) e seja considerado constante ao

longo das iteragdes do método de Newton-Raphson. Sendo g adimensional, M tem

estritamente unidade de forga, mas seu valor corresponde ao valor de momento aplicado

na unidade do problema analisado.

6.2.7 — Matriz Hessiana
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Resolvido o problema de conexdo dos vetores generalizados e considerando o
carregamento como conservativo (por passo de carga quando houver momento
aplicado), a matriz Hessiana do problema ¢ encontrada pela montagem da matriz

Hessiana de cada elemento finito, dada por:

N8gy NEsn
HY = , Jo(&, 6.164
i Yaayﬁ ;;aYaaYﬁ (51 52 )W w; (51 962 ) ( )
ou
nggy N8¢n azu
H;ﬁ—ZZh (&6 W w, Jo(& &) com hY=——-=_ (6.165)

oY oy/

iy =l Jo=
ou ainda, dos desenvolvimentos anteriores,

2
hﬁ"”:aE :e‘:aE +5: L
y aYa anﬂ aYlaayjﬁ'

l

(6.166)

O termo OE /8Y foi descrito nas equagdes (6.150) até (6.152), a tensio de Piola-
Kirchhoff sera calculada como nas equacdes (4.142) até (4.146) faltando se apresentar o
ultimo termo da equacdo (6.158), ja escrito nesse capitulo na equacdo (6.81) repetida
aqui, como:.

O’E, 1 - 9(4") o4 - - 0(4") o4 -
e (G SR

0\~ az(Al)t 1 0\! 0\~ N 0’4 0\~
((A ) -m-/l (4°) +(4") 4D -m-(A ) } (6.167)

observando-se as equagdes (6.151) e (6.152) conclui-se que, tal como para o modelo

solido, tem-se:

2 41

- (6.168)
oY ®oY
€, portanto, tem-se:

O°E 1 - 9(A') o4 -1 - oA"Y oA .
= (4) o (4) (L) o (A 6.169
GKO’GYjﬁ 2(( ) aYia anﬂ ( ) ( ) ayjﬂ aYia ( ) ( )

onde as derivadas do mapeamento atual sdo conhecidas, veja as equagdes (6.151) e
(6.152).
Lembra-se mais uma vez que o vetor de forgas internas e a matriz Hessiana

relativos aos elementos de barra simples, que conectam os graus de liberdade dos
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vetores generalizados para a ligagdo monolitica, devem ser montados nos graus de

liberdade correspondentes da forca interna e matriz Hessiana globais.

6.2.8 — Problema de travamento e solucoes.

Ao se decidir utilizar o modelo constitutivo (4.142), estado plano de tensdes com
coeficiente de Poisson ndo nulo, permite-se que ao sofrer tensdes normais de flexao, as
secdes transversais se deformem na direcdo dos vetores generalizados. Essa deformacao
transversal a barra ndo ¢ constante, mas sim linear (veja a figura 6.17), devido ao
comportamento linear das tensdes normais. Assim, o grau de liberdade de alongamento
da secdo transversal, fornecido pela variagdo do comprimento do vetor generalizado,
ndo ¢ suficiente para acomodar a deformagdo transversal, pois garante apenas

comportamento constante para essa deformacao.

C Expansdo

o

Retracdo

(a) Configuracao inicial (b) Configuracao atual

Figura 6.17 - Comportamento da se¢do transversal carregada

Duas solugdes sdo possiveis. A primeira € assumir Poisson nulo no termo cruzado de
(4.142), ou seja:
G
u =
©1-v)

reescrevendo-se (6.170) como:

{E}+ B, +(1-v)(EL + B3 )} (6.170)

FE

=——  (E>+EL)+G|(E.+E; 6.171
u, 2(1+V)(1—V)( 1 22) ( 12 21) ( )

e, caso se queira, pode-se assumir coeficiente de Poisson nulo no primeiro termo,

resulta:

e

u, = %(Ef1 +E5)+6(E, +E3,) (6.172)

dessa forma as tensdes de Piola Kirchhoff de segunda espécie ficam dadas por:
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FE

L L E, (6.173)
OE, 0E, 2(1+v)(1-2v)

ou ou E
= € = EE O S = £ = E 6.174
2T0E, R %N TRTaE,  a(lev)(1-2v) P (179
S, =2CE, (6.175)
S, =2CE,, (6.176)

onde G=FE/2(1+v),

Essa solugdo ¢ interessante para o elemento de barra geral, porém para
elementos de casca a eliminagdo dos termos cruzados na lei constitutiva prejudica o
comportamento de membrana da casca e deve ser evitado ou feito de forma mais
apropriada.

A segunda alternativa é criar um grau de liberdade, chamado enriquecimento
cinematico, capaz de garantir comportamento linear da deformacdo na dire¢do dos

vetores generalizado. Isto ¢ feito reescrevendo-se a equagao (6.137) como:

fEE) =2 =0, +h7°(éz (@, (6T, )E )9, ()G (6.177)
onde
T(E)=4,(E)T, (6.178)

¢ chamada de componente linear de deformacao na diregdo transversal da barra. Deve-
se comentar que nao ha alteragdo no mapeamento da configuragdo inicial.
A partir de (6.177) o gradiente do mapeamento corrente fica dado por:

0 0 . h — . h —
a_? é [M + &+ @ GIT)E )06l + e (BT, )«ffngfj
Al _ 1 2

= [M (& @ ETE )0, G+ 20, (&) >§§¢KG§J

(6.179)
[[% +hy (9, )Tz )& j ¢4le J

[{%+ hy (@(51)7_11 )& j(Pszl}

Além disso, as derivadas desse gradiente em relagdo aos pardmetros nodais ficam:

1 1
A" _| 910} o4 | 00 (6.180)
v | 0o o 0.0

1
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o4 _ [%O(s% +(@,(E)T,)E )., +%(¢/,1 &7, )55%)[(%%0(%(&)@ ), J%]
oG
L 0 0
i 0 0
oA _ h — h — h —
oGy (70(«:2 HE T )E ) 0u + -0 (G, )ff%J([;wo (@ (E)T, )&, Jw]

o [%((goa(&)ff)co@,ﬁf+h—§(¢a,1<;>)§§<oﬁf] (he.(6)é: )Gl

2

oT. : / "
- [%(((oa ((9)l= )(”mG; + E((oa,l )& PG, j (ho(pa (€)% ) 0.6,

(6.181)

(6.182)

(6.183)

Para a construgio da matriz Hessiana deve-se proceder a segunda derivada de 4'

em relagdo as posi¢cdes. Os unicos termos ndo nulos sdo os cruzados em G e T, ou

seja:

g T, 0

oA _ {%(é’zwa(é)ff)%*%%J‘é)g‘”ﬁj H%

AT

g7, 0
- 0

A4 _

05T, (%(fz +0,(6)5 )0y +%% (;)gj%] [(%
- 0

o4

ogT, (%(é +0,(8)& ) 0, +%¢“" (é)g%j &%

+h0(0ﬂ(§1)§2 ](paJ

0

+hw, (5)E, j%)

0

0

+hyp(£)5, j%j

0

+h9, (85, J @ﬁ]

(6.184)

(6.185)

(6.186)

(6.187)

finalizando o célculo de todas a varidveis necessarias para impedir o travamento

volumétrico no elemento de barra geral 2D utilizando-se vetores generalizados e lei

constitutiva completa de Saint-Venant-Kirchhoff.

6.2.9 — Comentarios finais.

Como os vetores generalizados das barras sdo as varidveis corrigidas no

processo iterativo de solucdo, ao contrario do uso das posi¢des angulares, sua
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atualizacdo se da de forma direta, como feita para as posigdes. O carregamento
transversal e a matriz de massa sdo calculados considerando-se a linha de referéncia e,
portanto, idénticos ao elemento de barra geral baseado em posi¢do angular. O acréscimo
de inércia de rotagcdo ndo pode ser feito como o foi para giro. Caso se deseje considera-
la, deve-se realizar a integracdo total da densidade no solido, gerando termos
complicados e matriz de massa variavel no tempo. Dispensa-se a matriz de massa
completa, limitando-se o uso de elementos de barra geral para L >104.

No processo iterativo o vetor generalizado ndo possui a mesma métrica das

posicdes, assim, uma das alternativas para o calculo do vetor residuo AY ¢ ndo
considerar o vetor generalizado. Outra alternativa ¢ fazer uma norma de parada separada
para o vetor generalizado e admitir convergéncia quando posicdo e vetores
generalizados convergirem. Uma terceira alternativa ¢ fazer uma alteragdo no calculo da

norma para que o que o valor considerado no célculo da norma de parada contemple a
altura da barra, ou seja, substitui-se v’ por A’ (inicial) e g' por hg' (atual) no

calculo da norma de convergéncia, tornando-a unica.

6.3 — Elemento de casca

Chama-se casca um so6lido que possui uma de suas dimensdes muito menor que
as outras. Neste item, apresenta-se a cinematica de casca incluindo-se o termo de
enriquecimento que considera comportamento linear de deformacgdo na diregdo
transversal, como mostrado na equacdo (6.177) para o elemento de barra geral. Na
sequencia, mostra-se uma alternativa de relaxamento da Lei constitutiva de Saint-
Venant-Kirchhof que permite se dispensar o enriquecimento transversal da cinematica.
Observa-se, entretanto, que para relagdes constitutivas mais complexas, veja final do

capitulo 4, o caminho mais simples ¢ manter o enriquecimento necessario.

6.3.1 — Mapeamentos e gradiente da funcdo mudanca de configuracao
Pode-se aproximar a superficie média de uma casca em suas configuragdes

inicial e atual, veja a figura 6.18, pelos seguintes mapeamentos:

j;mo:xim(él’é:Z’Xli):¢(((§1’§2)X€i (6.188)
f;MI:yim(glié:z’ylfi):¢€(§1’§2)Y£i (6.189)
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m

onde x

" ¢ a coordenada genérica de um ponto na superficie média da configuragio
inicial, X, ¢ a coordenada i de um n6 ¢ na configuragdo inicial, " ¢ a coordenada
genérica de um ponto na superficie média atual da casca, Y, ¢ a coordenada atual i de

um n6 /¢ na posi¢do atual. As fungdes de forma ¢,(£,£,) podem ser de qualquer

ordem, entretanto, pela experiéncia do autor, uma boa escolha ¢ a aproximag¢do cubica

de base triangular, ja utilizada com bastante detalhe no capitulo 5.

m0 14

Na figura 6.18 pode-se observar que f™ ¢ o mapeamento do espago
adimensional para a configuragio inicial da superficie média da casca, enquanto /™' éo

mapeamento posicional da superficie média atual, assim, f™ ¢ o mapeamento da

superficie média inicial para a superficie média atual da casca. Apenas para ser

completo, na figura 6.18 mostram-se também os gradientes desses mapeamentos, ou

seja, A", A™, A".

Figura 6.18 — Mapeamento da superficie média

Para completar a descricdo da casca pelo método dos elementos finitos
posicional, tanto para a configuracdo inicial, quanto para a configuracdo atual, observa-
se que a posi¢ao de um ponto qualquer, no interior da casca, pode ser escrita como a
soma da posicdo de um ponto na superficie média com um vetor genérico g° ou g',
veja a figura 6.19. Deve-se observar a alteragdo da notagdo, sendo os vetores com letras
minusculas agora vetores com dimensao no dominio do corpo, enquanto os versores
adimensionais serdo representados com letras maitsculas.

As posigdes inicial e atual de um ponto qualquer ficam escritas como:

x =x"+g' (6.190)
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=y +g (6.191)

&

Figura 6.19 — Vetores posi¢do ou generalizados

Quando a variagdo da espessura da casca for constante com referéncia a
coordenada adimensional &, podem-se escrever os vetores g° ou g em fungdo das

coordenadas adimensionais, como:

g;)(glagz):(h_zoéjVi({@(é:wfz):(h_zoéjvi(;aéz) (6.192)

g; (51’52) = (%53}@@5 (51’52) = (%é?}}gi (51’52) (6.193)

onde se utilizou V;, como valores nodais conhecidos dos versores adimensionais nodais

da configuragdo inicial € G, e como parametros nodais desconhecidos dos vetores

generalizados adimensionais na configuracdo atual. Como no elemento de barra geral

2D, considera-se a altura inicial do elemento de casca A, constante. A altura na
configuracdo atual pode ser recuperada fazendo-se:
h(£.8)=h|g(&.%) (6.194)

Para se introduzir a variacao linear da deformagdo segundo a diregao transversal,

um novo escalar, a(fl,éz), chamado taxa de variacdo linear na espessura, deve ser

incluido na expressao do vetor generalizado atual, como:
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o =& +a(6.6)8 ] 46,66, (6.195)

Substituindo-se as equacdes (6.192) e (6.195) nas equagdes (6.190) e (6.191),

resultam os mapeamentos:

fio =x, =¢,(5.6, )X, +h_20§3¢e(§1’§2)Vie (6.196)

f = =86, + R 646,604, 818.(6.6)G, (6.197)

onde a taxa de variacdo linear também foi parametrizada por valores nodais, como

a($.8,)=4,(8.5,)4, (6.198)

As equacdes (6.196) e (6.197) sdo os mapeamentos posicionais para casca € 0s

pardmetros incognitos por no sdo sete, ou seja: trés posigdes Y, , trés componentes do
vetor generalizado G, e o valor nodal da variagdo linear da deformacdo na espessura

4, .

6.3.2 — Derivadas do gradiente da funcio mudanca de configuracio
Apesar de ja ter sido descrita varias vezes, a mudanga de configuracdo da
configuracdo inicial para a atual ¢ feita pela composicao:
— — - \—1
f=7(7) (6.199)
e seu gradiente ¢ dado por:
-1

A=4"-(4) (6.200)

com A° sendo uma matriz numérica (3x3) dada por:

0
A) = 9 (6.201)
y afj
e A' calculado na forma de tentativa pela expressio:
1
4= (6.202)
o¢;

o calculo das componentes de A’ ¢ trivial e deixado para o leitor, ja os termos de A'

sdo mostrados na sequéncia:
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Vo

il

i2

1
i3

Py =9,,Y, h_20|:¢n,1Az 532:|¢/GM +h_20[§3 +9,4, 532]@,1@[ (6.203)
~ g, 0,08 106, + 64048 10.6, (6204)
o

aé S1+20,4¢, |96, (6.205)

Lembrando-se que para o célculo das forgas internas realizam-se as derivadas da

energia de deformacao, e, portanto, das deformagdes de Green em relagdo as posi¢cdes

nodais; e lembrando-se que apenas a parcela 4' que compde a deformacdo de Green,

depende dessas posi¢des, escrevem-se:

oA,
oY,

OA),
oY,

043,
aYa3

a‘Aill
ov,,

— 4,165, 2‘; — ,2(55) (6.206)
= 4,165, 2;1 — 4,2(60E) (6.207)
— (605, %=¢M(§l,é) (6.208)
_ h_zo 4,814, +%[§3 +4,614,G, (6.209)
_ % [ 4,.5 14,G, +%[§3 +4,£ 14,,G, (6.210)
:%:2@53 J@G,-e (6.211)
g, )0+ 260480, (6212)
=g, )0+ 26+ 048]0, (6:213)
:h_z():@" 4,809, +%°:§3 +44.874,, (6.214)

B4,4,8 )0, + 254048 0., (6215)
44,8 )0, + 254048 0., (6216)
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6A§2 _ h() 2 h() 2

o (4,4, 9. + [&+4,4,8 4., (6.217)
04y, hyr .

s 2014244 6.218
or 2 [1¥ AL e, (6.218)
oA, hyr -

o D04 04,4, 6.219
aYva6 2 L ¢( féi _¢a ( )
oAy, hyr -

o Do f4 04,4, 6.220
8Y 2 L ¢1, f.§3 _¢a ( )

a’l

onde a seguinte correspondéncia de graus de liberdade foi seguida:

1

{%%2%3%4%5%6%7} = {ervYazaYmaAr;wGmsG/,zaGa} (6.221)

Para o célculo da matriz Hessiana calculam-se as segundas derivadas, ndo nulas,

dos termos cruzados paranos y ¢ « :

% =" b.s, % =h$,¢.5, > % =h,8,&, (6.222)
% = h_zoi%ff 1¢. +h_20:¢753 16 (6.223)
% z%:%éf 14, +%:¢y§f 1. (6.224)
% - % 4,879, +% 4.6 9. (6.225)
aﬁ%%w + 2020 (6.226)
%%Mﬁﬁ+’”’;°ﬁ¢7ffﬁ¢a,l (6.227)
%J—;ﬁufﬁ:%+%:¢y§3:¢a_l (6.229)

Observar que todas as segundas derivadas que envolvem as posi¢des de
translagdo sdo nulas e que todas as segundas derivadas sobre a mesma variavel também

sdo nulas.
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6.3.4 — Relaxamento da lei constitutiva para prescindir do enriquecimento em
deformacoes

No item relacionado aos desenvolvimentos do elemento de barra geral 2D
baseado em vetores generalizados, mostrou-se que adotar coeficiente de Poisson nulo
em parte da lei constitutiva, veja equagdo (6.174), pode resolver o problema de
travamento volumétrico.

No elemento de casca isso também pode ser feito eliminando-se, em um material
escrito como transversalmente isotropico, o coeficiente de Poisson que relaciona as
tensdes paralelas ao plano da casca com a deformacao longitudinal segundo a direcao
transversal. Deve-se destacar que aqui se estd falando da lei constitutiva de Saint-
Venant-Kirchhof, que relaciona linearmente as tensdes de Piola-Kirchhoff com as
deformagdes de Green, tendo como referéncia a configuracgdo inicial do corpo analisado.
Para modelos constitutivos mais complexos, veja final do capitulo 4, o que ¢ descrito
deve ser adaptado ou aprimorado em trabalhos futuros do leitor.

Recorda-se que a Lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff fica escrita nas
coordenadas globais como:

W =-LE:¢E ou s _¢.E (6.229)
2 O

onde € ¢ o tensor constitutivo eldstico.

Para materiais transversalmente isotropicos, considerar a dire¢do ortogonal a
superficie média da casca como a dire¢ao ortotropica implica que as dire¢des paralelas a
superficie da casca formam o plano (ou superficie) de isotropia. Para esse tipo de
material, considerando-se um sistema de coordenadas locais segundo os eixos de
ortotropia, escreve-se:

1

u,=—E:C:E e E:a%zé:f
2 oE

(6.230)

onde € ¢ o tensor constitutivo elastico na coordenada local que, em notagdo de Voigt,

pode ser escrito na sua forma inversa como:
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E, 1/E ~v/E -v,/E, 0 0 0 |[S,
E, ~v/E 1/E -v,/E, 0 0 0 [|S,
/?33 _|va/E vy /E,  1/E 0 0 0 533 (6.231)
E,, 0 0 0 1/2G,, 0 0 ||S,
E, 0 0 0 0 1/2G, 0 [|S,
E,] | 0 0 0 0 0 1/2G](S,

Pela simetria, Eyv,;=Eyv; e Ev,=E,v, . A penalizagdo ¢ feita considerando-se

vy, =V, =V, =V, =0, ouseja:
E,| [VVE —v/E 0 0 0 0 (s,
E,| |-v/E 1/E 0 0 0 0 [|S,
@3 |0 0 1/E, 0 0 0 §33 (6232)
E,, 0 0 0 1/2G, 0 0 [|S,
E, 0 0 0 0 1/2G, 0 |[|S,
L] L0 0 0 0 0 1/2G][S,

Para se efetivar a penalizagdo seletiva do modelo constitutivo, basta se
determinar a direcdo ortogonal & superficie da casca, na configuracdo inicial, > sobre
um ponto de integragdo P definido a partir das coordenadas adimensionais (gﬂp JE ) e
monta-se o sistema de coordenadas local, veja a figura 6.20. Na sequéncia, aplica-se o
equacionamento energético do MEF posicional nas coordenadas locais do ponto de
integracdo, gerando as contribui¢des de forca interna e matriz hessiana nas coordenadas

dos pontos de integragdo. Essas contribuigdes sdo rotacionadas e somadas no sistema de

referéncia global.

52 1 /_\
dé, </ .

X3, V3

x2’y2

X Wy

Figura 6.20 - Definicdo do plano tangente de isotropia em um ponto de integracdo P .
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A representagdo esquematica da figura 6.20 ¢ feita usando-se elemento de base
quadrangular, porém, as deducdes sao validas para qualquer caso, incluindo o elemento
de aproximagdo cubica de base triangular, recomendado pelo autor.

Para se escrever o sistema local calculam-se os vetores tangentes iniciais como:

V! =%=%Xf e V? :%z%)(f (6.233)
dg 0g, ds, 0g,

sendo o vetor normal dado por:

g3 — LAy (6.234)

Normaliza-se V' ¢ V> como:
§ = /\171\ e V=7 /\173\ (6.235)

e calcula-se

v =y (6.236)
Utilizando-se esses vetores, escreve-se a matriz de rotagao,
v vf vf
R=|v, v} v (6.237)
R

que, pelo fato da formulagdo ser Lagrangiana total, transforma as coordenadas locais X ;

= =1 =2 =3 . :
e Y segundo a base (v V5,V ) nas coordenadas globais X, e ¥, da seguinte forma:

Y=R-X e T=R-Y (6.238)
ou, inversamente,
X=R-X e Y=R-¥ (6.239)

Utilizando-se para cada ponto de integracdo a correspondente matriz de rotacao
R como na equagdo (6.239), transformam-se as coordenadas de todos os nods do
elemento para as coordenadas locais de um ponto de integragdo e se escrevem o0s

gradientes dos mapeamentos como:

_ X oY

A’ = L e - (6.240)
og o5

onde valem as expressdes usadas nos célculos relativos as coordenadas globais. Assim,

tem-se que:

. —n- — 1,—- -

A=4"-(4") e E=—(4A-1 6.241

(4) 1 ) (6:241)



o oE O’E ,
Além disso, se escrevem = ¢ —= — (onde S e n representam nos),
or) oY’ ®oy"

exatamente como feito para coordenadas globais. Antes de se proceder a integragdo

numérica realizam-se as rotagoes inversas,

F oE o oE F E . oE
[24 V4 a V4 V4 Y aY
[
E __p__%E g (6.243)

V@Y 7’ @07
para se constituir a forca interna e matriz Hessiana do elemento nas coordenadas
globais.

Esse procedimento pode ser melhorado para considerar materiais ortotropicos

segundo superficies paralelas a superficie média da casca. Deve-se observar, entretanto,

=1 =2 ..
que nesse caso os vetores V. e V- devem ser adequadamente posicionados no espago

3D, respeitando as diregdes de ortotropia do corpo modelado.

6.3.5 - Tensoes internas e esforcos solicitantes:

Retornando-se para o caso enriquecido do item 6.3.3, apds a convergéncia,
conhecem-se as posi¢des atuais do corpo e, portanto, o tensor de deformacdes de Green
calculado pela expressao (6.44). A partir da deformacao de Green conhece-se o tensor
de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, nas coordenadas globais calculado
pela equacdo (6.229).

De posse do tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff calcula-se o tensor de tensdes
de Cauchy utilizando-se a equagao (4.119), transcrita a seguir:

J:§A~S-A’ (4.119)

onde

g De_’(A;) (6.114)
J, Det(A4")
Observa-se que a tensdo de Cauchy, como indicada, estd calculada segundo as
diregdes dos eixos globais. Para a melhor interpretacdo dos resultados em tensdo, ou
mesmo para o calculo dos esforgos solicitantes, ¢ preferivel que se escrevam as tensoes

de Cauchy segundo os eixos locais, ou seja, utilizando-se a equagao (6.230). Os eixos
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locais sao definidos de forma semelhante as dire¢des de ortotropia mas na configuragao
atual, sendo a dire¢do do vetor gerador da casca sempre uma dessas diregdoes. Assim, 0s

esfor¢os solicitantes de cascas ou placas sdo calculados como:
_ v h _ (‘- h _ 1 _ h
My = J-_IGM ?Oégz J;g dé&;, m, = J._lo-zz ?0983 J§3 dé;, m, = I_] O, ?053 J§3 dé, (a)

_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 .
q; = J:1 (713‘]53 dés, 4y = _L 023J§3d§3’ n, = J:l Oy J§3 dé;, ny, = _L O J§3 |g|d§3 (b)
onde J, =|§(§1,§2)|h0/2 onde g foi definido na equagdo (6.193). E podem ser

graficados usando diagrama de cores na configuracio inicial para facilitar a leitura. E
importante notar que esforcos solicitantes sdo informagdes de interesse aos projetistas
de estruturas, mas o calculo das tensdes ponto a ponto traz muito mais informagdes do
que o proprio esforco solicitante. O célculo direto das tensdes possibilita o uso de muito
mais recursos do software desenvolvido, como critérios de resisténcia, regras de
evolucdo de plasticidade ou dano etc, que fogem ao objetivo desse livro introdutorio.
Deve-se observar que, no caso sem enriquecimento, item 6.3.4 as tensdes seriam
calculadas diretamente nas coordenadas locais pela equagdo (6.230).
6.3.6 - Carga distribuida e matriz de massa:
Tanto a carga distribuida quanto a matriz de massa sdo encontradas exatamente
como feito para o elemento de portico. Para a forca distribuida, o potencial das forcas

externas € escrito como:

P==FY, — [ [ 4 (&,8)y (&.E)J" (&,,8,)dE dE, (6.244)

& &

onde i ¢ direcdo, k € no, g, ¢ o vetor de carga distribuida, F, ¢é o vetor de carga

1

concentrada, y" ¢ a posicdo da superficie média dos elementos, (§,,&,) sdo as
coordenadas adimensionais que mapeiam a superficie média da casca e J;' (§,&,) € o

jacobiano da transformagao das coordenadas adimensionais para a superficie média da

casca e pode ser calculado como o moédulo do vetor normal 7° dado na expressio
(6.234). Uma ilustracao para o problema de barra geral foi mostrada na figura 6.7.
O carregamento distribuido ¢ aproximado empregando-se as mesmas fungdes de

forma aplicadas para aproximar a geometria da superficie média do elemento, ou seja:
4,(&,8,)=9,(§,,€,)q, (6.235)

onde g,, sdo os valores conhecidos nos nos ¢ do carregamento aplicado.
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Observando-se que a carga aplicada esta sobre a superficie média do elemento,

»/", reescreve-se:

V' =¢,(5.5)Y, (6.236)

Substituindo-se as aproximagdes (6.235) e (6.236) na equagao (6.234) resulta,

P=-F Y, = [ [(0,(&8)0, )0 &1.8,)77 (&), 8,)dE,dE, Y, (6.237)
SR

A integral indicada na equacgao (6.92) ¢ calculada numericamente por quadratura
de Hammer, e resulta na grandeza chamada for¢a nodal equivalente.
Fi= 2 0G0 80,00000 Gy o8, M0 G By W, (6.238)
.//yam =1

onde (§;;, ,&,, ) ¢ponto de integragdo e w, representa o peso de Hammer.

Aproveitando-se os termos conhecidos F, reescreve-se a equagido (6.237)

P=-F,Y, -FY, (6.239)
Deve-se observar que os termos F)i, F, F% e F. na equagio (6.239) sio nulos, veja
a correspondéncia de graus de liberdade na equacao (6.222).

A montagem do vetor em graus de liberdade globais ¢ feita pela regra que
relaciona nos e graus de liberdade, parecida com o elemento de portico baseado em
vetores generalizados, que serd comentada mais adiante.

Alternativamente, a equacao (6.238) pode ser organizada isolando-se os valores
das forgas distribuidas relativas aos noés, independentes da integracdo. Assim,
semelhante ao que foi descrito no capitulo 5, o vetor de forgas nodais equivalentes,
devido ao carregamento distribuido, fica assim escrito:

F'=0-G (6.240)
onde O ¢ uma matriz que transforma carregamentos distribuidos em nodais
equivalentes.

Com base no capitulo 5, o termo gerador da matriz de massa ¢ a variacao da

energia cinética, escrita como:
K= [, (py) 37 03" dSy = [ o3 3" dS, (6.241)

que, a luz das equagdes (6.244), (6.235) e (6.236) e lembrando-se que a aceleragdo
recebe a mesma aproximacao espacial aplicada para posicdes, resulta:
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Eliner = j jﬁod)/; (1,80, (§,,€,)J4 (§,,8, )déldazﬁk (6.242)

& &
ou, numericamente:

Mham

L) D X Y (PRSP [ Y (PRSP ¥/ (RSP Lo 4 (6.243)

Jham=1

ou ainda, matricialmente:

Frer = MY (6.244)
onde M ¢ a matriz de massa constante, tendo em vista que os vetores generalizados e o
enriquecimento transversal ndo foram considerados, pois a espessura da casca ¢ muito
menor que as outras dimensdes. A montagem da matriz ¢ feita pela regra que relaciona
nos e graus de liberdade, veja equagdo (6.222), para uma visualiza¢do do procedimento

no caso de elementos de solido veja a equagdo (5.103).

6.3.7 - Aplicacio de momento externo usando o grau de liberdade de vetor
generalizado:

Estendendo-se o que foi descrito para elemento de barra 2D na se¢do 6.2.6, para
o caso de elemento de casca, o vetor generalizado descreve tanto a mudanga da
espessura da casca quanto a sua orientagdo. Aplicar-se forca externa para a mudanga de

espessura da casca ndo constitui algo plausivel, porém, a aplicagdo de momento externo

pode ser requerida. Na figura 6.21, mostra-se o vetor generalizado G orientado em uma

direcdo qualquer, em um ponto A.

Figura 6.21 - Momento externo aplicado no ponto A
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Na figura 6.21 o versor 7 indica a direcdo segundo a qual se orienta 0 momento
que se pretende aplicar, o vetor 71 ¢ a componente do vetor G na direcdo de 7i, ou
seja,

i =(G-ii) i (6.245)
e o vetor ¢ ¢ dado pela diferenca
(=G-m (6.246)

fazendo-se que ¢ seja unitério, ou seja:

7=t (6.247)
[

pode-se calcular o vetor momento como sendo

M=fnl (6.248)

Resta entdo calcular /. Sabe-se que a intensidade do momento coincide com a
intensidade da forca f a ser aplicada nos graus de liberdade correspondentes ao vetor
generalizado. Portanto, dado G ¢ M calcula-se ]7 como,

F=|M|ini (6.249)

Observa-se que 0 momento se torna uma for¢a ndo conservativa na estratégia de
solugdo via vetores generalizados, conforme j4 havia se concluido no item 6.2.6. Porém,

sua aplicagdo se faz de forma constante a cada passo de tempo ou carga, assim, o

processo de solugdo nao se altera.

6.3.8 - Comentarios finais:

Como os vetores generalizados do elemento de casca sdo as variaveis corrigidas
no processo iterativo de solucao, sua atualizagao se da de forma direta, como feita para
as posigdes. O carregamento transversal e a matriz de massa sdo calculados
considerando a superficie de referéncia e, portanto, ndo geram 'momento nodal
equivalente' e ndo incluem inércia de rotagdo. O acréscimo de inércia de rotagdo ndo
pode ser feito como o foi para o giro de barras 2D, deve-se realizar a integracao total da
densidade no s6lido, gerando termos complicados e matriz de massa varidvel no tempo,
deixados para o leitor. Dispensa-se a matriz de massa completa, limitando-se o uso de

elementos para cascas esbeltas.
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No processo iterativo o vetor generalizado ndo possui a mesma métrica das

posicdes, assim, uma das alternativas para o calculo da norma do residuo AY ¢ ndo
considerar o vetor generalizado. Outra alternativa ¢ fazer uma norma de parada separada
para o vetor generalizado e admitir convergéncia quando posicdo e vetores

generalizados convergirem. Uma terceira alternativa ¢ substituir no célculo da norma v

ok - P ~ . ok . . ok ok .,
por v =hyv (inicial) e, na configura¢do atualg por ¢ =h,g, assim v e g ja
contemplam a altura e a métrica do vetor usado para o calculo da norma coincidira com

a de posicdes, tornando a norma de convergéncia Unica.

6.4 - Elemento de barra geral 3D com cinematica em vetores generalizados

O elemento de barra geral 3D seria uma extensdo direta do elemento de barra
geral 2D se a secdo transversal fosse sempre retangular. Entretanto, para se inserir
secOes transversais quaisquer alguma abstracdo serd exigida. Inicia-se a descri¢ao do
problema como se a secdo transversal fosse retangular e depois se faz a generalizacao
para uma secao qualquer. Comenta-se sobre os tipos de travamento que podem estar

presentes no problema e introduz-se possiveis solugdes.

6.4.1 - Cinematica basica:
Na figura 6.22 observa-se o mapeamento para a configuracdo inicial de um

elemento de barra geral 3D simplificada, com apenas dois nos.

Figura 6.22 - Mapeamento de elemento de barra geral 3D

Sendo a secdo transversal retangular, pode-se estender diretamente o
mapeamento inicial do elemento barra geral bidimensional para contemplar a geometria

tridimensional como:
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(2)

1 =306 K VsV = 0 E)X, 2l 6D+ 00 (&) (6.250)

onde X, sdo as coordenadas doné ¢, V,, sdo as componentes do primeiro versor do no

¢ e V,; sdo as componentes do segundo versor do n /. Como sempre, as coordenadas

iniciais dos nds sdo dados do problema. Para se construir os versores iniciais parte-se do

vetor tangente calculado como:

t,-(«;)z‘Z—?Xw (6.251)

escrito para os pontos nodais 7, =t(&,). Arbitra-se um ponto chave P, que,
juntamente com o ponto nodal X, define um vetor «,,, como:

a,=F,-X, (6.252)
o produto vetorial entre &, e 7:[ (dividido por seu moddulo) resulta no primeiro versor

nodal, como:

_oad, T,
) = (6.253)
@ T
finalmente o segundo versor ¢ dado por:
7,7
O = (6.254)
R

Em geral o ponto chave € unico para um elemento de barra geral, ou mesmo para
um conjunto muito grande de elementos de barra geral, a depender da geometria do
problema a ser resolvido.

Sem pensar em problemas de travamento, a configuragdo atual pode ser

mapeada da mesma forma que a configuracao inicial, ou seja:

[ =91(6.6,.6.7,.G,. G =, (&)Y, °§2G},¢e(§1)+ y 5 %0 50,(&) (6.255)

onde as posi¢des nodais atuais e os vetores generalizados passam a ser incognitas do
problema, mas sdo conhecidos na forma de tentativa. Dessa forma, retorna-se ao
processo usual do MEF posicional, ou seja, no processo iterativo de solugdes calculam-
se os gradientes dos mapeamentos, as deformacdes de Green, as tensdes de Piola-
Kirchhoff de segunda espécie, o vetor de forcas internas, a matriz Hessiana, a corre¢ao
das posicdes e o erro numérico. Todo esse processo pode ser visto nos itens 6.1 e 6.2,

algumas equagdes chave sdo retomadas para resumir as expressoes importantes.
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Lembra-se que os gradientes dos mapeamentos sao dados por,

Oox, oy,
A =1 =x  =—L e A =f =y ==L (6.256)
Y 5] >J aé:j y 5] >J ag/
que o alongamento de Cauchy-Green a direita e a deformagdo de Green sdo escritos
como:
C=4"-(4)" e E =%[C—I] (6.257)

que para o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoft, a tensao de Piola-Kirchhoff

de segunda espécie fica dada por

S=¢:E ou S, =C,  E, (6.258)
com
. =2G3,8,+2158,3, ou C=2GI+AIRI (6.259)

sem contar com a simetria do tensor de deformagdes. E interessante recordar que

aplicando-se (6.259) em (6.258) resulta:
S, =2GE; + AE,6; ou S=2GE+ATrac(E)I (6.260)

A contribui¢do de um ponto de integragdo na forga interna ¢:

= e g U 6.261
faB aYuﬁ ij aY;B ( )

com Y, representando as S =1,2...,9 posi¢des referentes aos nds « incluindo os
vetores generalizados, ou seja, os trés primeiros termos correspondem as posi¢des, 0s
trés termos subsequentes correspondem as componentes do primeiro vetor generalizado
e os ultimos trés termos correspondem as trés componentes do segundo vetor
generalizado.

A derivafa da deformacgdo de Green ¢ dada por,

Y !
] (;A] A ) (4 S (6262)

J4 a contribui¢do do ponto de integragdo na matriz Hessiana fica:

2
haﬁyzzéE:e‘:éE +S: oE
ov; — or/  orior!

(6.263)

com
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OE 1/ o\t 0(AY o4 [ o\t ooyt O(AY) 04 [ gy
oSS ey Sy,

OY,,0%; 2 o, oY, oY oY,
oyt A oy oyt gy 04 0\!
((A ) -m-A (4%) +(4%) (4D -m-(A ) ] (6.264)

6.4.2 - Geometria de se¢io transversal geral:

No item anterior a se¢do transversal foi considerada retangular, mas em analises
gerais, outras formas de se¢do transversal devem ser consideradas. Para tanto, usando os
vetores generalizados como base geradora do espago da secdo transversal, propde-se
uma subdivisdao da geometria em regides triangulares, veja a figura 6.23.

A

(a) Configuragao Inicial (b) Configuracao Atual
Figura 6.23 - Descri¢ao da geometria da se¢ao transversal como fun¢ao dos vetores

generalizados

Essa divisdo é muito parecida com elementos finitos de chapa, entretanto as

'coordenadas' o, e £, de um ponto sobre a se¢do transversal ndo mudam quando a

configura¢dao do corpo muda, quem muda ¢ a posicao dos vetores generalizados, ou seja,

o0 espaco gerador.

Um ponto no interior do elemento finito fica dado na configuracao inicial por:
[ =x(8.6.6) = X,8,(8) + 2,0, (5,.8) Vi (E) + B9 (6,.6) Vi (&) (6.265)
onde «, e B, sdo as coordenadas no plano da segdo transversal fornecidas na
configuracdo inicial por um gerador de malha semelhante ao de elementos de chapa,
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(52,§3) sdo coordenadas adimensionais de espaco triangular semelhante as utilizadas no

elemento de chapa e usadas em cada subdivisdo triangular "s " da secdo transversal que

auxilia no mapeamento de pontos internos ao elemento utilizando-se das fungdes de

forma ¢;(&,,<&;), finalmente & ¢ a coordenada adimensional que, pelas fungdes de
forma ¢, (&), aproxima a linha média e os vetores generalizados da barra.

A configuracdo atual fica descrita como:

1= 0(605.8) = Vb (E)+ 0,00(6.8) Guh (E)+ B9 (60.8) Gid (&) (6.266)

onde se observa que apenas as coordenadas nodais Y, e os vetores generalizados locais
G, e G, sio as variaveis do problema. A partir dai valem todas as equagdes descritas

anteriormente, ou seja, de (6.256) até (6.264) onde em A4° e A' aparecerdo termos em

0@’ / 0, tanto para as coordenadas « quanto f3.

6.4.3 - Enriquecimentos cinematicos:

Pelo mesmo motivo do elemento de barra geral 2D, essa cinematica apresenta
travamento volumétrico que pode ser eliminado aplicando-se o enriquecimento de
deformacdo longitudinal linear nas dire¢des transversais, ou por relaxacdo da lei
constitutiva.

Além disso, quando se pretende usar esse elemento finito para modelar segdes de
parede fina, a inexisténcia da mobilidade relativa ao empenamento da se¢do transversal
também causa travamento, a solugdo para esse problema ¢ dada pela soma de um grau
de liberdade que represente a intensidade do modo de empenamento da segdo
transversal. Esse modo ¢ calculado resolvendo-se o problema de tor¢do livre e é somado

na direcdo 7 ortogonal ao plano atual da se¢do transversal.

6.4.3.a - Enriquecimento de deformacao linear segundo dire¢ao transversal
O enriquecimento de deformagao linear segundo a dire¢do transversal ¢ andlogo
ao problema de barra geral 2D, veja a figura 6.16 ¢ a equagao (6.169). Dessa forma, o

mapeamento da configuragdo atual fica dado por:

fil =2,(6,6,8) =Y,0,(5) +2,0,(5,,5;) Gi1k¢k )+ B,0,(S,, 983)G13c¢k &)+

_ _ 6.267
([0,0,(5, &) (T9.(8))} Gid (2D +{[ B0 (&, 8T (T24(£))| Gadh (£) (6267

271



onde os novos graus de liberdade (valores nos nés k) que indicam a intensidade do

enriquecimento sdo 7,' e 7,°. Observa-se uma maior dificuldade algébrica para o

calculo de A' e suas derivadas, porém o roteiro do MEF posicional, resumido de forma
muito compacta pelas equacdes (6.256) até (6.264), continua valido. Os calculos sdao
deixados para o leitor interessado em elaborar cddigo computacional para a solugdo

desse tio de problema. Lembra-se que o total de graus de liberdade por n6 k para a

equagdo (6.267) sera 11, trés translagdes Y, , seis componentes de vetores generalizados
G, e G, e dois enriquecimentos 7, e 7,”. Todos esses graus de liberdade podem ser

organizados em um tnico vetor ¥ permitindo-se a utilizacdo dos algoritmos j4 descritos
anteriormente.

O valor inicial dos enriquecimentos da deformacdo transversal ¢ nulo e pode-se
adotar valor nodal igual para ndés de elementos diferentes, ou mesmo valores
independentes (aumentando o nimero de graus de liberdade) nao causando grandes

alteracdes nos resultados finais.

6.4.3.b - Relaxamento de lei constitutiva como alternativa para solucio de
problemas de travamento.

No caso do elemento de casca, o comportamento de membrana nas dire¢des
paralelas a superficie média ¢ muito importante. Assim, definiu-se a dire¢@o ortogonal a
casca como sendo a direcdo de ortotropia, anulando-se os coeficientes de Poisson
correspondentes. Para o elemento de barra geral, se o comportamento de membrana
fosse importante no plano da se¢do, a direcdo de ortotropia corresponderia ao eixo de
referéncia da barra geral, ou seja, a diregdo 7 . Entretanto, esse comportamento nio é

importante na barra geral, podendo-se assumir matriz constitutiva eldstica como:

E,| [1/E 0 0 0 0 0 (S,
E,, 0 1/E 0 0 0 ||S,,
Ey|_| 0 0 1/E 0 0 0 ||S,; (6.268)
E, 0 0 1/2G 0 0 ||S,;
E, 0 0 0 0 1/2G 0 [|S,
E,] |0 0 0 0 0 1/2G||S,
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assumindo-se G =FE/ 2(1+v) mantendo-se a importancia do comportamento de ndo

ortogonalidade da secdo transversal em relagdo a linha de referéncia da barra geral.
Sendo o tensor constitutivo isotropico, ndo ha necessidade de se fazer

tratamentos de coordenadas locais e globais. Utilizando-se essa lei constitutiva, ao invés

de se utilizar a expressdo (6.267) pode-se adotar a forma (6.266) para 0 mapeamento

atual sem travamento volumeétrico.

6.4.3.c - Enriquecimento de empenamento para secoes transversais de parede fina

Da mecanica das estruturas sabe-se que barras gerais com sec¢do transversal de
parede fina sofrem empenamento ao serem submetidas a tor¢ao.

No método dos elementos finitos tradicionais, introduz-se a rigidez a tor¢do em
elemento de barra geral reto para pequenos deslocamentos e rotagdes (estratégia
também usada para grandes deslocamentos em formula¢do Lagrangianas atualizadas).
Essa rigidez ¢ calculada usando-se o valor do momento de inércia a tor¢do da resisténcia
dos materiais, ou seja, a tor¢do ¢ considerada livre, mesmo quando engastes totais sao
adotados pelo analista.

Na formulagdo posicional, pelo fato do elemento finito ter caracteristica de
solido, ¢ possivel e desejavel que se considere a cinematica de empenamento na
formulacdo. Essa cinematica ¢ resolvida em moédulo de pré-processamento onde a
discretizacdo da secdo transversal da figura 6.23 ¢ utilizada para se calcular o chamado
modo de empenamento. A técnica de solugdo do problema de tor¢do livre ¢ apresentada
no item 6.4.7 finalizando o capitulo, tendo em vista ser mais importante a conceituagao
da aplicagdo do enriquecimento proposto na cinematica da barra geral do que sua
deducao.

O empenamento da se¢do transversal, resolvido a partir da geometria atual,

conforme descrito no item 6.4.7, € escrito como:
d(&,,8)=D,9,(5,,¢;) (6.269)
onde D, sdo os valores nodais do empenamento calculados nos ¢ nds da segdo

transversal (onde a designagdo nd estd sendo usada de forma geral). A direcdo do
acréscimo de posi¢do devido ao empenamento deve ser somada a direcdo ortogonal 7

da secdo transversal atual da barra geral, dada por:

(&) =g (€8 (€)= ¢y | GLg(8) ][ Gog (&) ] (6.270)
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onde ¢ € o tensor de permutagdo ciclica de Levi-Cevita (produto vetorial entre os

vetores geradores).
Criando-se o fator multiplicativo W,, que indica a intensidade do empenamento
em um ponto nodal ¢ do elemento finito, escreve-se a intensidade do empenamento em

uma sec¢ao qualquer, dependente de & como:

w=4¢, (gl)VVI (6.271)
Combinando-se as equagdes (6.269), (6.270) e (6.271) escreve-se:
w = (6, (6)0,)[ D066 6, [ G1p0(E) ][ Gt (S (6.272)

que representa o acréscimo de posicdo necessario para representar o empenamento da

se¢do, sendo a unica varidvel adicional W,, novo grau de liberdade incognito do

problema.
Somando-se a equacdo (6.272) na equagdo (6.266) com o relaxamento (6.268)
ou somando-se (6.272) na equagdo (6.267) escreve-se o mapeamento da configuragdo

atual como:

11 =06.8.8) =Y8.(8) +,0,(5,.6) G, (5D + B0, (5,.6)Gadh (6) +

6.273
+(8, (&)W D0, (5.8) [C [ Gt (E) | Grt (8D ] (219

ou

fil =2,(8,6,,8) =Y;0,(5) +2,0,(5,,5;) Gi1k¢k )+ B9.(S,.8; )Gk¢k &)+
[0, E)F (T.6:(&))} Guth )+ B9 (& EOT (TP8.E))| Gadh (E)+ (6274

+(8, (2, D0, (£0.8) €[ Gpts (6D ][ GL8,(E) ]

No caso da equagdo (6.273) resultam 10 graus de liberdade por né e no caso do
mapeamento (6.274) serdo 12 graus de liberdade por nd. Quando o grau de liberdade de
empenamento ¢ restrito significa que o empenamento esta impedido, surgindo tensdes
normais de flexo-tor¢ao. Quando o empenamento nao € restrito esta se considerando
torc¢ao livre.

No item 6.4.7 uma técnica para se gerar o modo de empenamento, bem como
comentarios sobre a escolha do eixo de referéncia de se¢des de parede fina sdo tecidos.
De maneira simplista, quando se escolhe o centro de gravidade, cargas transversais
podem causar tor¢cao e quando se escolhe o centro de cisalhamento, cargas longitudinais
podem causar flexdo. Esse comportamento ¢ compativel com o esperado na simulacao
de barras gerais.

274



6.4.4 - Carga distribuida e matriz de massa

A carga distribuida ¢ aplicada na linha de referéncia adotada e somente em
relacdo aos graus de liberdade de translagdo, ou seja, exatamente igual ao que foi
realizado para os elementos de barra geral descritos no espago bidimensional.

A matriz de massa também desprezard termos de inércia de rotagcdo, ou seja,
apenas a aproxima¢do da linha média é considerada. Observando-se os passos

realizados da equagdo (6.103) até a equagdo (6.107) escreve-se para a barra 3D:
SK =] [ poddi? 63" dLy =, p3! 6y dL, (6.275)

onde m indica a linha média, e p, ¢ a densidade por unidade de comprimento,

resultado da integral da densidade de cada 'elemento' que descreve a geometria e
propriedades da secdo transversal, i assume apenas 1, 2 e 3, ou seja, os graus de
liberdade dos vetores generalizados e os enriquecimentos ndo sao considerados. As

aproximacoes da aceleracdo e da variagdo de posicdo da linha média, com base nas

equagdes (6.250) e (6.255), ficam:

AR ACA e Sy =4,(£)oY; (6.276)
onde o indice m foi omitido do lado direito das igualdades por ser desnecessario.
Partindo-se da equacdo (6.276) na forma Lagrangiana de (6.99) se escreve:

oK

iner

— = V& t_ ‘_ ‘ !
K= P 9.5 LY, = o170 = (F')" o7 (6.277)
ou
aﬂ( — ;o rainer __ 6“( _ — 7 7 o _ o
8Yf = L) Pt 8, dLyY, ou F™ = ﬁ = J.L0 PPp®PdV,-Y=M-Y (6.278)

onde a primeira forma da equacdo (6.278) indica que a matriz de massa ¢ constante ao
longo do tempo e, com base nas equagdes do capitulo 5, fica escrita para um elemento

de 2 no6s, por exemplo, como:
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iner

A j
F) 4 0 0 ge O 0 o] T
Fy 0 44 0 0 44 0 o |¥
0 0 0 0®0 0 0 0®0 0 0
v =[.lgs 0 0 gp 0 0 0d 7, (6.279)
F 0 44 O 0 g4 o O |F
F; 6 0 o0®0 o o0 oe0 O |%
0 0o 0 o0 o0 0o o0 of |0
0 0

onde 0 ¢ um vetor nulo de 4 posicdes para a cinematica completa que considera o
enriquecimento linear de deformagdo na se¢do transversal ou de 3 posi¢des quando esse
enriquecimento nado ¢ utilizado, mas sim o relaxamento da lei constitutiva para eliminar
o travamento volumétrico. A montagem da matriz de massa para coordenadas globais é

feita pela incidéncia nodal, j4 comentada em véarios pontos desse material.

6.4.5 - Tensoes internas e esforcos solicitantes

As tensdes internas e os esforcos solicitantes em barras gerais 3D sdo calculados
como uma extensdo do caso de cascas. Lembra-se apenas que a integracdo das tensdes
de Cauchy ¢ feita sobre a 'discretizagdo' da se¢ao transversal, resultando em valores de

momento e forca calculados no ponto de integragio referente a coordenada & . E

interessante que o leitor retorne ao estudo elementar de barras e placas para realizar
corretamente as transformacdes. Em geral os diagramas de cores (ou nesse caso de
linhas) podem ser feitos na configuracdo inicial para simplificar a leitura.

Apenas para ndo deixar as informac¢des muito vagas, lembra-se que 0 momento

tor¢or em barras gerais (de se¢do retangular) ¢ calculado, na configuracdo atual como:

M, = L{az [@é}—ag (’% @]}dfi (6.280)

Quando a se¢@o ndo ¢ quadrada a equacdo (6.280) deve ser escrita em relacdo ao
centro de cisalhamento e a integracdo sera feita como a soma de integrais sobre os
'elementos' que constituem a se¢do transversal.

6.4.6 - Determinacio do modo de empenamento
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Para se determinar o modo de empenamento usado na equagdo (6.272), propde-
se resolver o problema de tor¢ao livre da elasticidade linear pelo método dos elementos
finitos. Na figura 6.24 observa-se uma se¢do transversal qualquer com uma origem
arbitréaria.

A

Figura 6.24 - Cinematica de tor¢do livre para origem arbitraria

A direcdo x, estd saindo do papel e em sua origem imagina-se que a barra esta

impedida de girar. A cinematica de tor¢do livre, proposta por Saint-Venant para

pequenas rotagdes, afirma que:

u, =—ax, rsentd = —ax;x, (6.281)
u, = ax, rcostd = ax,x, (6.282)
onde a ¢ a intensidade do giro por unidade de comprimento, constante. Afirma também
que, desde que as segdes transversais sejam as mesmas para qualquer valor de x;, o
deslocamento na direcdo x, (u, =w empenamento) ¢ independente dessa coordenada,

ou seja, o empenamento ¢ igual para todas as se¢des que fazem parte de uma barra
sujeita a torcao livre.
uy =y (x;, X,) (6.283)

Em fungdo dessa cinematica calcula-se que:

=6y =E;=6,=0 (6.284)
1{ Ou, 1( Ou,
&, =—| ——ax & =—| —+ax 6.285
13 2[8)(1 ZJ 23 2(8)(2 IJ ( )

Aplicando-se a Lei de Hooke 3D generalizada para material isotropico,

0, =2Gs, + A58, (6.286)
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resulta:

Oy =0y =05, =0, =0 (6.287)

o =0y = G[%— asz (6.288)
Oox,

Cp =0y, = G(%+ axlj (6.289)
2

As equagoes de equilibrio para o problema 3D sem for¢a de volume sdo:

0,,=0, (6.289)
Sabendo-se dos valores nulos da equacao (2.286) as equagdes de equilibrio nas

diregdes 1 e 2 estdo satisfeitas, sobrando a equacdo de equilibrio na direcdo 3, dada

como.:

O3, + 053, =0, (6.290)

Poder-se-ia substituir as equagoes (6.288) e (6.289) em (6.290) para se encontrar
uma equagao diferencial parcial em deslocamentos para ser resolvida. Porém, como a
solugdo serd feita pelo MEF, calcula-se a variagdo do equilibrio local como:

or=0,,0u; =0 com i=12 (6.291)

Como essa equagdo ¢ independe da dire¢do 3, para se encontrar a variacdo da
energia total do corpo, basta se integrar a equacao (6.291) na area da secdo transversal,

como:
oI = [ ,,,0u,d4 =0 (6.292)
Aplica-se o teorema da divergéncia (ou de Gauss) na equagao (6.292) como:

[ on0udd=[ onoudl - o.ou,=0 (6.293)

onde /7 ¢ o contorno da se¢do transversal, ou seja, representa a superficie livre da barra
sob tor¢ao. Dessa forma:

o, =p; =0 (6.294)

ou seja, a equagdo (6.293) se resume a:

[ o60u, +0,0u,, =0 (6.295)
Substituindo-se as equacdes (6.288) e (6.289) em (6.295) e rearranjando-se

resulta:

L G (u3’15u3’1 + Uy ,0Us, )dA = aL G (9625143’1 —Xx,0Us, )dA (6.296)
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Substitui-se a se¢do transversal original pela discretizagdo em elementos finitos,

veja a figura 6.23, dessa forma o campo de empenamento u, € sua variagdo serdo

escritos em fungdo de seus valores nodais ¢ das fun¢des de forma dos elementos finitos

do plano da se¢do, como:
U, =¢é(§17§2)UZ3 ¢ ou, =¢4(§1:§2)§U43 (6.297)

lembra-se dos elementos finitos classicos que:

Of, _0¢, 05, _ 05,99 _, 99

b= ToE o ow, 06 Mg (6.29%)
em notagio mista se escreve

D, = B'-D§, (6.299)
onde

B=(4") (6.300)

Conhecida a forma de se realizarem as derivadas das funcdes de forma em
relacdo as coordenadas cartesianas, escreve-se simplesmente:
u,, =g, U, e Suy, = ¢,.0U (6.301)
onde as derivadas sdo em relagdo as coordenadas globais ;.

Substituindo-se as equagdes (6.301) em (6.296) resulta
[ USG(4.8+9.:8.,)0U dA = af | G(xg,, ~ x4y, )0V sdA (6.302)

com soma na letra e que representa elementos finitos.

Como os valores nodais Uj; ¢ 6U;, ndo dependem de (x,x,) podem ser

colocados para fora da integral, resultando a matriz de rigidez e o vetor de forcas

independentes nas coordenadas locais dos elementos como:

Ky = J-Ae G(¢(/,1¢k,1 + ¢4,2¢k,2 )dA (6.303)

k= L G(x2¢k,1 —XP, )dA (6.304)

sendo a ordem da matriz local igual ao nimero de n6s do elemento finito, a depender da

ordem de aproximagdo escolhida. Seguindo o esquema usual de montagem de graus de
liberdade e lembrando que oW, =0U,, ¢ arbitrario, a equacdo (6.302) fica escrita
como:

K-U, =aF (6.305)
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sendo K simétrica.

Observa-se nas equacgdes (6.302) e (6.304) que esta sendo considerado material
laminado com, pelo menos, médulo de elasticidade diferente para cada elemento que
constitui a se¢do transversal.

Apesar da origem poder ser arbitraria, o melhor procedimento ¢ comecar a

analise pela centro de gravidade da segdo transversal, considerada constituida por

material laminado. Para tanto, a partir de uma origem arbitraria O determina-se a

posicdo do cg como:

v [ EX da

xl

(6.306)
L E dA

como a sec¢do transversal esta dividida em elementos finitos ¢ as coordenadas auxiliares

X/ dos nos sdo conhecidas, se escreve para cada elemento:

X =9 (5.5)X; (6.307)
J BT dd=], | E4/(5.6) X075 (6.6)déds, (6.308)
(¥

[ Eaa =j§2 Ll E, J;(&.6)dEdE,

onde existe soma para os elementos e e

Jo(&.£,)=Det(A4") (6.309)
com
ox, —
0 i
4; :a—éj—gzﬁﬂﬁj)(“ (6.310)
Determinada a posi¢do do cg faz-se:
X =X X% (6.311)

valendo novamente as equagdes e dedugdes a partir da equagdo (6.281) até a equagdo
(6.305).

A determinagdo do CC ¢ feita com base na equagdo (3.302) reescrita para uma
nova origem desconhecida O a ser determinada,

X =x —x ¢ (6.312)

Nessa transformagdo como x ' é uma constante e, portanto:
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Ox| = Ox, (6.313)

Além disso para essa nova origem tem-se as seguintes propriedades:

[ Exuda=0 [ Exuida=0 [ Ewda=0 (6.314)
Substituindo-se a equagdo (6.312) em (6.302) escreve-se:

[, UEG(8. 1+ 6,40 )4 =

6.315
aLe G(x,8,, — ¢, A —axi Le G@, dA+ax* Le G, ,dA (612
que, repetindo-se o procedimento de integracao e montagem resulta:
K-U.=aF +ax{°F, +ax‘°F, (6.316)
Uj =a(U, +x5 Uyt xU,, ) (6.317)

Assim, no nivel do elemento tem-se:

u;=a (u3 + x5 Cuy, +xCuy, ) =a (¢/Uk3 +x5QU 5 +x QU oy ) (6.318)
que substituida nas primeiras equagdes de (6.314) resulta:
[ ExiudA+ x5 [ Exiuydd+x( | Exju,dd=0 (6.319)
[ Exudd+xC [ Exjuydd+x[ Exiu,dd=0 (6.320)

para as quais usando-se a versdo numérica e integrando-se os elementos finitos resulta

em um sistema dois por dois para resolver a posi¢do do CC.

F=—[ Exju,dA F,=~[ ExXudd (6.321)
a,, = [ E xju, dA a, = | Exju,dA (6.322)
a, = | E xjus,dA ay = [ EXusdd (6.323)
a,x“ +a,xi =F (6.324)
a,x € +a,xs° =F, (6.325)

de onde se encontra aposi¢do do Centro de Cisalhamento.
Calculada a posicdo do CC volta-se em (6.317) e determina-se 173' =W para

a =1 que ¢ o valor procurado para gerar o empenamento da secdo na cinematica de
barra geral 3D, equacdo (6.272). Entretanto, como nenhuma condi¢do essencial
(deslocamento) foi aplicada, pode ser necessdrio fazer uma translacdo nos valores

utilizando-se a terceira equagdo de (6.314) como:
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L EuydA

E(u-B)dA=0 = B= (6.326)
3
4 j EdA
A
e faz-se
w=U,=U,-p (6.327)

finalizando as dedugdes do modo de empenamento.

6.4.7 - Comentarios finais

A divisdo da secdo transversal em 'elementos' permite que se escolham
propriedades fisicas diferentes para cada regido da se¢do transversal, o que ja ¢
contemplado na estratégia de determinagdao do modo de empenamento e do centro de
cisalhamento da secdo transversal. Dessa forma, um tipo de simulagdo de barras
laminadas ou compostas ja estd contemplado na formulagdo descrita, cabendo ao leitor
fazer as adaptagdes necessarias em seu codigo computacional.

A ligacao entre os graus de liberdade definidos pelo vetor generalizado segue o
mesmo esquema proposto para o elemento de barra geral 2D ou para o elemento de
casca. Deve-se comentar que, se adotando uma das barras concorrentes a um ndé como
mestre, as demais podem ter ou ndo conexdo por meio de barras simples (ou por
conexao direta de graus de liberdade) com aquela, resultando em roétulas, ligagdes
monoliticas rigidas ou flexiveis, ligacdes parciais etc. A ligacdo entre os graus de
empenamento podem ter significado mais complexo. As duas estratégias de conexdo
naturais s30: ndo conectar os graus de elementos adjacentes, resultando em tor¢ao livre
de cada membro, ou conectar, significando que os empenamentos deverao ter a mesma
intensidade do n6é da conexdo. Restringir o empenamento também ¢ possivel, indicando

que no nd restrito a barra ¢ impedida de empenar.

6.5 - Bibliografia Recomendada - Validacoes

Para ndo tomar muito espaco e aproximar o leitor aos textos cientificos, essa
primeira lista de trabalhos sdo referentes aos artigos do autor, onde exemplos de
validagdo e aplicacdes mais avangadas poderdo ser consultados.
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fourth edition.
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