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PREFACIO

Este texto inclui uma série de exercicios resolvidos de Astrofisica, compreen-
dendo as areas de (1) Astrofisica Estelar, (2) Ventos Estelares, (3) Astrofisica
Galictica, (4) Meio Interestelar e (5) Evolugao Quimica. Estes exercicios tem sido
utilizados nos cursos dos mesmos nomes, particularmente nos ultimos 20 anos,
tanto em nivel de graduacao como em pos-graduacao. Por esta razao, esta com-
pilacao inclui desde exercicios simples, mais adequados aos estudantes dos anos
iniciais, como também exercicios mais trabalhosos, que na verdade podem ser
considerados como pequenos projetos.

O texto nao tem a pretensao de cobrir todas as areas da Astrofisica, concen-
trando-se naquelas em que minha experiéncia diddtica é mais relevante. Assim,
areas como Astrofisica Extragalactica, Cosmologia e Astrofisica Observacional sao
incluidas apenas de forma marginal. Nas areas consideradas no texto, algumas
subdivisoes auxiliam o leitor a identificar as principais subareas dos exercicios.

Os exercicios sao em principio originais, aplicados a estes cursos junto ao
Departamento de Astronomia do IAG/USP, embora alguns deles possam ter sido
inspirados em exercicios existentes na literatura, com as devidas modifica¢oes para
serem incluidos nesta coletanea. Em particular, esta incluida a maior parte dos
exercicios propostos em meus livros anteriores, (Maciel 1999, 2002, 2005, 2020),
constantes também das edi¢oes em inglés (Maciel 2013, 2014, 2015). As fontes
dos dados utilizados em diversos exercicios sao citadas e as referéncias estao na
bibliografia no final do volume.

O publico alvo destes exercicios sao estudantes de Fisica e Astronomia, tanto
em nivel de Graduagao como Pés-Graduacgao, assim como pessoas interessadas em
aspectos quantitativos da Astrofisica moderna, com a base adequada em Fisica e
Matematica. Desta forma, a utilizacao destes exercicios sera mais proveitosa se
acompanhados da leitura de textos didaticos, alguns dos quais mencionados na
bibliografia.

As solugoes apresentadas para cada exercicio sao apenas uma possibilidade,
e em alguns casos mais de uma solucao é oferecida, com graus diferentes de pre-
cisao e profundidade. Recomenda-se que o leitor procure resolver por sua conta
os exercicios, antes de examinar a solucao proposta. Além disso, o leitor é convi-
dado a procurar novas maneiras de resolver um dado exercicio, o que certamente
contribuira para um conhecimento mais profundo dos temas apresentados.

Em um texto como este, que envolve centenas de calculos e aproximacoes, é
inevitavel que alguns erros possam ter permanecido, apesar das rigorosas revisoes
feitas. Assim, quaisquer correcoes e sugestoes serao bem vindas, podendo ser
enviadas ao endereco wjmaciel@usp.br.

Sao Paulo, Julho de 2020
W. J. Maciel
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PARTE 1 - ASTROFISICA ESTELAR

PROPRIEDADES FISICAS DAS ESTRELAS

1. A partir do valor médio da luminosidade solar, determine a constante solar, ou

seja, a energia recebida acima da atmosfera da Terra por unidade de area e por

unidade de tempo, em erg cm™2 s~! e em cal cm™2 min~!.

Solucgao:

Podemos escrever para a luminosidade de uma estrela de raio R
L =47R?’F(R)

onde F(R) é o fluxo na superficie da estrela, e

L = 4nr?F(r)

onde F(r) é o fluxo a uma distancia r.

Tomando L = 3.85 x 1033 erg/s e rg = 1.50 x 10'3 cm, temos

L

i 1.36 x 108 erg cm g1
mr

F(r)

usando 1 cal = 4.184 x 107 erg
F(r) =1.95 cal cm™2 min—!
o valor dado por Cox (2000, p. 340) é

F(r) =137 x 10%erg cm=2s~1

2. A figura a seguir (NASA) mostra a variacdo com o tempo da constante solar,
ou irradiancia, desde 1978 até 2002. A irradiancia é uma medida do fluxo de
radiacio solar que chega no alto da atmosfera terrestre, sendo medida em W/m?.
(a) Estime o valor médio da irradidncia no intervalo de tempo considerado em
W/m? e em erg cm~2 s~!. (b) Considerando que a distancia média da Terra ao

Sol é de 150 milhoes de km, estime a luminosidade solar em erg/s e em W.
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Solugao:

(a) Tomando o valor médio do fluxo

(F) ~ 1366 W /m” ~ 1.366 x 10°erg cm™2 s7*

(b) Lo ~4md?* (F) ~ (4) (r) (1.5 x 10'3)? (1.366 x 10°)
Lo =~ 3.86 x 10*% erg/s = 3.86 x 10*° W

*x X %k

3. Observagoes do espectro solar indicam um valor maximo para a irradiancia solar
dado por f ~ 2Wm 2nm~! para o comprimento de onda A = 5000 A = 500 nm.
(a) Qual seria o valor observado neste comprimento de onda nas unidades erg
em~2 g7t A1? (b) Supondo que o fator de dilui¢do geométrica entre a superficie
do Sol e a Terra seja fy ~ 102, qual seria o fluxo em 5000 A na superficie do Sol?

Solucao:
W

(a) f ~ 2 m2 nm - (2) (107) S (104 sz) (10 A)

f~200erg cm2 st A1
f 200

(b) F ~ - =15 = 2 x 107 ergem 27! AT
d

* Kk %

4. Use os dados da orbita da Terra e a terceira lei de Kepler e determine a massa
do Sol. Compare seu resultado com o valor Mg = 1.99 x 1033 g.
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Solugao:
P~365d=3.16x10"s
a=re=150x 1013 cm

da terceira lei de Kepler

G 3
m P (M@ + MT) = a
tomando

4723
M@ + MT ~ M@ = W

Mg =2.00 x 1033 g

a aproximagao acima é boa, pois
Mr =597 x 10" g

de modo que M7 /Mz =3 x 1076

* Kk %

5. Considerando a temperatura efetiva do Sol, T,y = 5800 K e o seu raio médio,
Ro = 6.96 x 10'%cm, (a) estime a luminosidade solar, admitindo que o Sol é uma

estrela esférica. (b) Compare seu resultado com a luminosidade obtida a partir do

fluxo na superficie do Sol, Fiy = 6.33 x 10%erg cm=2 s71.

Solucgao:

L=47R%0 Te4f

L= (4)(3.14) (6.96 x 1019)2 (5.67 x 1075) (5800)*
L =3.91x 1033 erg/s

Lo =47 R2 Fg = 3.85 x 10¥ erg/s

L 391
S 02— 2
T 38 0 %

*x kX %k

6. Considerando que a temperatura da fotosfera do Sol é de aproximadamente
5800 K, qual fon do Fe deve ser dominante nesta regiao?

Solucgao:

A energia térmica média das particulas nesta regiao é

E~FkT ~(1.38 x 10716)(5800) = 8.0 x 10713 erg ~ 0.5 eV
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O potencial de ionizacao do Fe I é de 7.9 eV, e o do Fe II de 16.2 eV
portanto, o Fe deve estar essencialmente neutro, na forma Fe I

*x kX %k

7. (a) Diversas linhas de fons de Fe sao observadas na coroa solar, como a linha
do fon Fe XV em 284 A. Considerando que os potenciais de ionizacdo de FeXIV
e Fe XV sao 392 eV e 457 eV, respectivamente, qual deve ser a temperatura da
coroa solar? (b) A abundancia de Fe na atmosfera solar, incluindo todas os seus
fons, é €(Fe), = log(nre/nm)e +12 = 7.5. Quantos dtomos de H correspondem a
um atomo de Fe?

Solucgao:

(a) A temperatura pode ser estimada tomando PI ~ kT, obtendo

PI  (457) (1.60 x 10~12) p
T~ _— ~ ~ 5. 10° K
K (138 x 1016y~ o310

(b) Neste caso

(”F> ~107°712 = 10745 =3.16 x 10°°
ng o

h& cerca de 30000 atomos de H para cada atomo de Fe na fotosfera solar
* Kk K

8. Considerando que os neutrinos movem-se a velocidade da luz, quanto tempo
levariam para escapar do Sol? Quanto tempo levariam para chegar até a Terra?

Solucgao:
R,  6.96 x 1010
e ST
do 1.5x 1013 .
t2 =~ 7 = W = 500s = 8.3 min
* kK

9. As reacoes nucleares no interior do Sol produzem cerca de L, ~ 2 x 1038
neutrinos por segundo. Sabendo que o raio da Terra é Ry = 6400 km, quantos
neutrinos devem atingir a Terra em um segundo?

Solucgao:

Seja f,(Rw) o fluxo de neutrinos na superficie do Sol (em™2 s71)

Ll, = 47TR% fl,(R@)
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L, =4nd3% f,(dr)
onde f,(dr) é o fluxo que atinge a Terra. Portanto

L,
47Td?p

chamando L, (dr) o nimero de neurinos que atingem a Terra por segundo

L,(dr) ~ 7 R2 f,(dr) = 9.10 x 10?® neutrinos/s

~707%x100em2s7!

fu(dT) =

*x Kk %

10. Um intenso flare solar pode liberar uma energia de cerca de 6 x 10%®J. (a)
Compare este valor com a energia total liberada em um segundo pelo Sol, medida
por sua luminosidade. (b) A bomba de H mais potente construida produziu cerca
de 50 megatons de TNT. Quantas destas bombas seriam necessarias para liberar
a energia do flare? (Dados: 1 ton de TNT = 4.18 x 10 J).

Solugao:
(a) Ef ~6x 10 J =6 x 103 erg
L ~ 3.85 x 1033 erg/s = 3.85 x 1026 J /s

Eo(1s) ~ 3.85 x 10*3 erg = 3.85 x 10%¢J

Ey _ 6x10%
Es  3.85x 1026

6 x 10%°
(50) (4.18 x 1015)

aproximadamente 300 milhoes de bombas

~0.16 — 16%

(b) ny ~ = 2.87 x 108

*x Kk Kk

11. As reservas utilizaveis de petréleo na Terra correspondem a uma energia
de cerca de 1.7 x 10?2J. (a) Considerando que o Sol tem uma luminosidade
Lo = 3.85 x 1033 erg/s, em quanto tempo a energia irradiada pelo Sol torna-se
equivalente a energia das reservas de petréleo? (b) Admitindo que a energia radia-
tiva transferida pelo Sol ao nosso planeta seja de aproximadamente 1.2 x 10° TW,
em quanto tempo essa energia equivale a energia das reservas de petrdleo?

Solucgao:
E, (1.7x10%)(107)
tg ~ =L ~ ~4.4x%x107°
(8) ta = 72 3.85 x 107 e
1.7 x 10%°
(b) ty ~ 710 ~1.4x10%s ~ 39.4 hr

(1.2 x 10%) (10'2) (107)
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12. O terremoto de 1906 em San Francisco, com uma magnitude 7.8, liberou ao
todo cerca de 10?4 erg. Mostre que esta energia é equivalente & energia que o Sol
libera para a Terra em cerca de 1 segundo.

Solugao:

A energia liberada pelo Sol a Terra por unidade de tempo é

Lo 2
onde Lg = 3.85 x 1033 erg/s é a luminosidade do Sol, dr = 150 x 10%km é
a distancia média Terra-Sol, e R = 6400 km é o raio da Terra. Obtemos
I~ (3.85 x 1033) (6.4 x 10%)?
© (4) (1.5 x 1013)2
B, 10*
Ly, — 1.75 x 1024

~ 1.75 x 10** erg/s

~0.6s

*x kX %k

13. Considere um féton produzido no centro do Sol. (a) Quanto tempo esse
foton levaria para atravessar o Sol e chegar a superficie se nao houvesse nenhuma
absorgao? (b) Suponha que o féton sofra continuas absorcoes e reemissoes, de
modo que seu trajeto até a superficie possa ser considerado como um processo de
random walk. Admitindo que as reemissoes ocorrem instantaneamente apos cada
absorcao, estime o tempo necessario para o féton chegar a superficie. Quantos
passos sao necessarios para isso acontecer? Considere que o caminho livre médio
dos fétons é A ~ 0.5cm. (c) Repita os calculos da letra (b), considerando uma
escala de tempo 6t ~ 1078 s para as reemissoes.

Solucgao:
R

(a) tq @ —2 ~23 s
c

(b) Chamando N o nimero de passos

NA
tbﬁ—
c

2
N ~ (%) ~ 1.9 x 10?2

t, ~ 3.2 x 10 s ~ 10* anos
(c) At ~ N6t ~ 1.9 x 1014 s
te~ty + At ~1.9 x 10'* s ~ 6 x 10° anos

*x Kk %
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14. (a) Considerando a luminosidade do Sol Ly = 3.85 x 1033 erg/s e seu raio
R = 6.96 x 1019 cm, determine o fluxo total na superficie do Sol. (b) Com o valor
obtido em (a), determine o fluxo no alto da atmosfera desprezando a extincao
entre o Sol e a Terra. (c) Supondo que o hemisfério terrestre voltado para o
Sol tenha uma drea dada por S ~ 27 RZ%, onde Rr ~ 6400km ¢ o raio médio
da Terra, qual é a energia solar por unidade de tempo que atinge nosso planeta
por segundo (em erg/s, W e TW)? (d) O valor correto para o resultado (c) deve
ser menor que o valor calculado, uma vez que nem todos os pontos da superficie
terrestre recebem a mesma quantidade de energia, que depende da inclinagao dos
raios solares. De fato, a poténcia liberada pelo Sol ao nosso planeta é da ordem de
1.2 x 10° TW. Compare este valor com a energia produzida em Itaipu, com uma
capacidade instalada de cerca de 14 GW.

Solucgao:

(a) Neste caso

_ Le _ 10 —2 —1
F(Re) = ey 6.32 x 10" ergem ™~ s
(b) Tomando dr =1 UA = 1.5 x 103 cm
Ro\2
F(dr) ~ F(Rg) (d—Q) ~1.36 x 10°ergcm 257 *
T

(c) L(dr) ~ F(dr) (27 R%)
L(dr) ~ 3.50 x 10?*erg/s ~ 3.50 x 10" W ~ 3.50 x 10> TW
(d) Obtemos a razao

L(Itaipu) 14 x 1073 ~10-7
L(dr)  12x10°

*x Kk %

15. Uma estrela esta a uma distancia de 20 pc e sua magnitude aparente é m = 4.0.
Qual é sua magnitude absoluta? Resolva este problema de duas maneiras: (a) Use
a relac@o entre as magnitudes aparente e absoluta. (b) Sem usar a relagao entre as
magnitudes, considere que uma diferenca de 1 magnitude corresponde a um fator
2.5 no brilho das estrelas.

Solucao:

(a) m—M =51logd—5

M=m—-5logd+5=4—-5log204+5=2.5

(b) A magnitude absoluta corresponde a uma distancia de 10 pc.

De 20 para 10 pc o fluxo aumenta por um fator 22 = 4
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um fator de 2.5 no fluxo corresponde a 1 magnitude

um fator de 2.5? = 6.25 no fluxo corresponde a 2 magnitudes

para uma diferenca de f magnitudes: 2.5f =4

f log2.5 =log4

f_

logd  0.6021

~log2.5  0.3979

1.5

com uma diferenca de 1.5 mage m =4, temos M =4 —-1.5=2.5

*x X %k

16. Uma estrela tem tipo espectral MO III e sua magnitude visual aparente é
m, = 10.0. Qual é sua distancia?

Solucgao:

Podemos usar os dados da tabela abaixo (Maciel 1999, tabela 1.5)

valida para gigantes frias:

Sp Ter My BC My logL/Lg
KO 4800 0.7 -0.50 0.2 1.78
K2 4400 0.5 -0.61 -0.1 1.90
K5 4000 -0.2 -1.02 -1.2 2.34
K7 3800 -0.3 -1.17 -1.5 2.45
MO 3800 -04 -1.25 -1.6 2.48
M2 3600 -0.6 -1.62 -2.2 2.74
M5 3300 -0.3 -2.48 -2.8 2.97
M6 3200 -0.2 -2.73 -2.9 3.03

da tabela M, ~ —0.4

desprezando a extingao interestelar

m—M=5logd—5=104

d — 100.2(10.4+5) ~ 1200 pc

*x kX %k

17. A estrela A tem magnitude aparente ms = 5 e estd a uma distancia d4 =
10pc. A estrela B tem magnitude aparente mp = 6 e estd a uma distancia
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dp = 20pc. (a) Qual das duas estrelas parece mais brilhante? (b) Qual delas é
intrinsecamente mais brilhante?
Solucgao:
(a) A estrela A parece mais brilhante, pois m4 < mp
(b) Desprezando a extingao, as magnitudes absolutas das estrelas sao
Mas=mus—5logdsa+5=5.0
Mp =mp —5logdg+5=4.5

a estrela B é intrinsecamente mais brilhante, pois Mg < M4

*x kX %k

18. Uma estrela fria tem temperatura efetiva T,y = 3200 K, magnitude aparente
bolométrica my, = 6.0 e magnitude absoluta bolométrica M, = —2.9. Calcule
sua distancia, luminosidade e raio.

Solucgao:

Mot — Mpoy = 5 logd — 5

logd =2.78 — d=603pc

L
Myoi — Myoi = —2.5 log -
©

I 1/2
R= <7) =7.66 x 10?2 cm ~ 110 R,

*x Kk %

19. Uma estrela quente tem temperatura efetiva T, ; = 8700 K, magnitude aparen-
te bolométrica my, = 7.2 e magnitude absoluta bolométrica Mp,; = 1.6. Calcule
sua distancia, luminosidade e raio.

Solucgao:

Com o mesmo procedimento do exercicio anterior

d=132pc
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1 L =1.26
og L@ = 1.
L=182Lg = 17.01 x 103 erg/s
R=1.31x10"cm ~ 1.9 R

*x X %k

20. A estrela Arcturus (o Boo, K1.5 III) tem um diametro angular ¢ = 0.020” e
seu fluxo total observado & distancia d é F(d) = 4.5 x 107 % erg cm~2s~!. Estime
sua temperatura efetiva.

Solugao:
R 2
F(d) ~ F(R) (E) = F(R) o?
onde
R ¢ 0.020 T s
T T 27T T2 (3600 (180) S
F(d)

F(R) ~ oz = UTff

4.5 x 1075 1/4
T, ~ ~ 4300 K

I = 1(5.67 x 1075) (4.85 x 10-5)2
*x k%

21. A paralaxe trigonométrica de uma estrela corresponde a metade de seu deslo-
camento angular aparente em um intervalo de tempo de cerca de metade do periodo
orbital da Terra em torno do Sol. O parsec é definido como a distancia de uma
estrela cuja paralaxe p é de um segundo de arco, ou seja, d(pc) = 1/p”. Mostre
que 1 pc = 3.09 x 10*® cm.

Solugao:
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Tomando dg = 1.50 x 10'? cm
T _ dp(cm)
3600 x 180 d(cm)

29

p(rad) = p

3600 x 180
p d(em) = 5 d(pe) w(em/pe) = do(em) S

g1s 3600 x 180

x=150x1 = 3.09 x 10"® cm/pc

*x kX %k

22. A estrela o Cen B tem paralaxe trigonométrica p = 0.75”, tipo espectral KOV,
magnitude visual aparente V' = 1.33 e indice de cor B —V = 0.88. (a) Qual é a
distancia da estrela em pc e em anos-luz? (b) Use a correlagdo entre a magnitude
absoluta e o indice de cor (ou tipo espectral) e determine a distancia da estrela.
Esse método é conhecido como paralaze espectroscopica.

Solucgao:
1
(a) d = o = 1.33 pc = 1.33 x 3.26 = 4.34 anos luz.

(b) Usando uma correlacao entre a magnitude absoluta e o indice de cor
(ver por exemplo Maciel 1999, tabela 1.6)

My =59 _ 64-59
0.88—0.81  0.91 —0.81
MV ~ 6.3

a distancia pode ser calculada por

V — My =5logd —5

com o resultado d ~ 1.0 pc.

Usando a correlagdo com o tipo espectral temos (Maciel 1999, tabela 1.6)

My ~59 — d~1.2pc
* Kk ok

23. Considere os dados da tabela abaixo, validos para estrelas da sequéncia prin-
cipal, de classe V (Maciel 1999, tabela 1.6). Faga um ajuste polinomial para a
variagao da correcao bolométrica BC' em funcao da temperatura efetiva T, r, na
forma

n
BC = Zai (logTwy)"
i=0
com n = 5. Determine as constantes a; para i = 0 a 5. Faga um gréfico da correcao
bolométrica em fungao da temperatura efetiva.
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Solugao:

Um ajuste por minimos quadrados produz os resultados abaixo

ap = —10724.319, a1 = 12032.346, ax = —5395.2589, a3 = 1209.1748,

Tef My BC  Tef My BC
52500 -6.0 -4.75 6400 3.5 -0.14
44500 -5.7 -4.40 6200 4.0 -0.16
41000 -5.5 -3.93 6000 4.4 -0.18
35800 -4.9 -3.54 5800 4.7  -0.20
30000 -4.0 -3.16 5700 5.1 -0.21
18700 -1.6 -1.94 5600 5.5 -0.40
15400 -1.2 -1.46 5300 5.9 -0.31
11900 -0.2 -0.80 4900 6.4 -0.42

9500 0.6 -0.30 4400 7.4 -0.72

8700 1.5 -0.17 4100 81 -1.01

8200 1.9 -0.15 3800 8.8 -1.38

7600 2.4 -0.10 3600 9.9 -1.89

7200 2.7 -0.09 3200 12.3 -2.73

6900 3.6 -0.11 3100 13.5 -3.21

as = —135.48676, a5 = 6.0703314

*

24. Usando os dados da tabela do exercicio anterior, construa um diagrama HR
para as estrelas da sequéncia principal em termos de My x logT.r. Qual é o lugar

geométrico nesse diagrama das estrelas de raios R = 0.1, 1.0 ¢ 10.0 Rg 7

Solugao:

L:47rR20Te4f
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log(L/Le) = —15.05 + 2 log(R/Re) + 4log Ty

mas

L
Myo — Myory = —2.5 log(L—)
©

My, = My + BC

My, = My + BC = My, — 2.5log(L/ L)

My = Myoie, — 2.51log(L/ L) — BC

My = Myoe + 2.5 (15.05 — 2 log(R/R) — 4 log T.;) — BC

com os valores de BC' do exercicio anterior obtemos o grafico abaixo, com
as curvas para R = 0.1, 1.0 e 10.0 R

i

O — —
> — —
< %o

oL ]

0 [ ]

L L L L ‘ L L ‘ L L L L
4.5 4 3.5 3
log Teff
* X %k

25. Uma estrela varidvel cefeida cléssica tem temperatura efetiva Ty = 5200K e
um periodo de 10 dias. Estime sua luminosidade, L/Lg. Onde esta estrela estaria
localizada no diagrama HR? (Dado: BC' = —0.3).

Solucgao:

Podemos adotar uma relacao periodo luminosidade na forma
M, =-24(logP —1)—4.1

obtendo M, ~ —4.1. A magnitude bolométrica é

Mpoy = M, + BC = —4.4

e a luminosidade é dada por

L ~ 1070 4(Mpoi—Mo16) ~ 4500

O)
log(L/Lg) ~ 3.7
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Supergigantes

*

4@5

3 Sequéncia
Principal

log L/L |

Ar Anas Brancas

46 44 42 40 38 36 34
log Tes
O G

26. A estrela BD +11 2576 tem magnitude aparente visual igual a 9.05 e magni-
tude absoluta visual 9.64. Sua cor é B — V = +1.49, e seu tipo espectral M1V.
(a) Use a relagdo entre os tipos espectrais e as cores intrinsecas de estrelas da
sequéncia principal mostrada na figura abaixo e estime seu excesso de cor. (b)
Qual é a distancia da estrela?

o~
O L o M5 ]
Y L o M2 ]
L ¢ Mo ]
L ® K5 ]
= o K2 ]
\ F 2 KO .
- o r .o..GO 8
o L o ]
L $Fo .
L e A5 ]
O o’ —
I 500 . o A ]
o lul o ©°© Be BS bl
C). L Il ‘ Il Il Il Il ‘ Il ‘ Il ]
5 4.5 4 3.5 3

log T
Solugao:

(a) Da figura podemos estimar a cor intrinseca, (B — V')y. Como o tipo
espectral M1 estd entre MO e M2, temos

MO: (B —V)o ~1.40, E(B — V) = 1.49 — 1.40 = 0.09



W. J. Maciel - 500 Exercicios Resolvidos de Astrofisica . .......ouii it nnneeennnns 15

M2: (B — V) ~ 1.50, BE(B — V) = 1.50 — 1.49 = 0.01
o valor de E(B — V) deve ser 0.09 > E(B —V) > 0.01
um valor médio seria E(B — V') ~ 0.05

(b) A distancia pode ser calculada de
V—-—My=5logd—5+R, E(B-V)

logd =0.2|V — My +5— R, E(B—V)
adotando um valor médio R, ~ 3, temos 7.5 > d(pc) > 6.7
x *x

27. Estrelas dos tipos espectrais O, B, tém velocidades de rotagao altas, da ordem
de centenas de km/s, podendo apresentar desvios da simetria esférica. Considere
uma estrela de massa M, raio R e velocidade de rotagao no equador w. (a) Que
condigao deve ser satisfeita para manter a simetria esférica? (c) Esta condicao
se aplica ao Sol? (c) E para uma estrela quente de tipo espectral O5V, com
M ~60 Mg, R~12Rg e vy ~ 200km/s?

Solucgao:
Para um elemento de massa m em r = R, a forca centrifuga devida a
rotacdo é mw? R. Para manter a simetria esférica devemos ter
GMm

R2
que pode ser escrita como

w2

7727(GM/R3) <1

(b) Para o Sol, com um periodo de rotacdo médio Py = 27 /ws = 27 dias
We ~2.7x 1070571

GMg/R3 ~3.9x 1077 72

n~19x107° <1

mw’R <

portanto, os desvios da simetria esférica sao despreziveis

(c) Neste caso, n ~ 0.04, havendo um pequeno desvio da simetria esférica.
* Kk *x

28. Duas estrelas tém temperaturas efetivas de 5000 K e 50000 K, respectivamente.
Em que frequéncias estas estrelas deverao emitir mais energia?
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Solugao:

Admitindo uma emissao de corpo negro, o maximo da emissao ocorre para

T
Vmaz = 06—29 para B)\

kT
Vmaz = 2.821 5 para B,

os valores correspondentes estao na tabela abaixo

A (5000 K) B (50000 K)

By

Umaz D17 x 10" Hz  5.17 x 10° H
Anaz 5800 A 580 A

B,

Umar 2.94 x 10" Hz  2.94 x 10'° Hz
Mma 10200 A 1020 A

*x kX %k

29. A energia emitida por segundo por uma estrela é L = 47 R? aTe4f = SJTff,
onde S é a area da superficie da estrela. Uma pessoa também emite radiagao.
Em condigoes normais, a temperatura do corpo humano é de cerca de 37°C ou
T ~ 310K. A &4rea do corpo de uma pessoa é da ordem de S ~ 1.7m?, aproxi-
madamente. (a) Qual é a energia emitida por segundo por uma pessoa? (b) Qual
é o comprimento de onda caracteristico desta emissao?

Solucgao
(a) A energia emitida por segundo por uma pessoa é

L, ~ (1.7 x 10%) (5.67 x 107°) (310)* ~ 8.9 x 10 erg/s ~ 890 J /s = 890 W

(b) De acordo com a lei de Wien, o comprimento de onda que corresponde
a0 maximo da emissao é

Amaz T =~ 0.29
Amaz =~ 0.29/310 ~ 9.35 x 10~* cm ~ 93500 A~ 9350 nm ~ 9.35 m,
Esta emissao ocorre principalmente no infravermelho. Este resultado é

aproximado, pois partes diferentes do corpo tém temperaturas diferentes.

* Kk %
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ATMOSFERAS ESTELARES

30. Considere um feixe de radiacao propagando-se no viacuo. Sejam dA; e dAs
dois elementos de area seperados pela distancia R, colocados perpendicularmente
ao feixe. Chamando I, e I,5 a intensidade especifica da radiacao na frequéncia v
em dA; e dAs, respectivamente, mostre que I,1 = I,5.

Solucgao:

|

dA, dA,

A radiacao que passa por dA; e chega em dAs no tempo dt é 1,5 dAs dv dws dt
onde dws = dA;/R? é o angulo sélido de dA; em dA,. Esta energia deve
ser igual a energia que passa em dA; dentro do angulo sélido subtendido
por dAs, 1,1 dAq dv dw, dt, onde dwi = dAQ/R2. Portanto

I,,Q dAQ dv d(,UQ dt = I]/l dAl dv dwl dt

dA dA
IodAs dv R—; dt = Iy dA, dv R—j dt
ou seja, I,1 = 1,9
*x k%

31. Prove as relagoes correspondentes a lei de Wien
A Vmae = 2.821 kT (1)
onde v estda em Hz, T em K, e k é a constante de Boltzmann
Amaz T =0.290 (2)
onde A\ estd em cm e T em K.

Solucao
Em termos de B,
2hv3 1
2 ehv/kT _q
oo hdy
kT kT
dB, dB, dx h dB,

B, =

xr =

dv de dv kT dx
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2k3T3 23 1 x>
B, = =
h? c2 er —1 et — 1
dB,
— 0
dx
3(e® —1)az? — arde® =0
xe”
=3
et —1
xr = 2.821

portanto obtemos a equacao (1)

Em termos de B),

2hc? 1

By = N5 ehe/XKT _ |
h he dA kT
e 22 d\

T NET TTTET N T T he
dBy dB, dv kT , dB,

AN dz dn he ¥ Tdz

2]{75 T5 5
By = °
hiecd er —1
dB) ze”
— = 0, =9
dx et —1
z = 4.965
hc ~0.290

>\ma1’ = =
4.965kT T
portanto obtemos a equacao (2)

*x kX %k

32. Considere as expressoes do exercicio anterior e mostre que os comprimentos
de onda correspondentes aos maximos de B, e B) sao diferentes.

Solugao:

Da equacao para B, temos
hc

)\mam

=2821 kT

\ B hc ~ 051
mer T 2821kT T
Da equacao para B) temos
0.29
N o=
max T




W. J. Maciel - 500 Exercicios Resolvidos de Astrofisica . .......ouii it nnneeennnns 19

)‘;nax 7é /\mam
Amaz 051
Noww 029 176

*x Kk %

33. Integre a expressao para a intensidade especifica I, em todos os comprimentos

de onda, e mostre que I = B(T) = (o/m)T*, onde o é constante de Stefan-
Boltzmann,
270 k*
o= 157;7%2 —5.67 x 1075 erg em~2 s~} K—*
Solucgao:
e e * 2hc? 1
1= Iyd\ = By d\ = dA
(a) /0 A /0 A /0 N6 ehc/XRT _q
hc hec dA ET
= =—— - =——2"d\
TENET KT X~ he "
7 2k4 T /°° r3dx
omez J, er—1
/OO idr 7r_4
o er—1 15
2 k4 o
I=B(1)=+rssT'==-T"
(T) 15 h3 ¢? T
*x x ok

34. Repita o exercicio anterior e integre a expressao para a intensidade especifica
I, em todas as frequéncias, e mostre que I = B(T) = (o /7) T*.

Solucao

A fungao de Planck é

2hv3 1
B,(T) = 2 ohv/kT _ |

definindo z = hv/kT, temos dz = hdv/kT, de modo que

> 2h [ V3
B = [T ma=2 [T

_ 2T /°° z? dm:2k4T47r_4:gT4
g €e*—1 h3¢2 15 w

*x Kk %
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35. Considere um campo de radiacao em que a intensidade especifica é isotrépica,
isto é, nao depende da direcao considerada. Determine a intensidade média, fluxo,
densidade de energia e pressao da radiacao em uma frequéncia v.

Solugao:

A intensidade média J, é definida por

Jy—fl”dw—i/fydw

B [ dw CArw
de modo que, no caso isotrépico
4
Jy - ﬂ I,/ — I,/

o fluxo pode ser definido por

F, = /IV cos 8 dw

de modo que

F,=1, /cos@dwzly /O27T do /07r cos® senf) df =0

para a densidade de energia

Uyzlflydw
c

para a pressao da radiacao

1
P.,=- /L, cos? 0 dw

c
L/ 2m ™ 4 1
PT,,:—/ d¢/ cosQHSeHQdez—WL,:—UV
& 0 0 3C 3

*x kX %k

36. Mostre que a funcao de Planck B,(T) tem duas aproximagoes importantes
para regioes de altas ou baixas frequéncias, hv/kT > 1e hv/kET < 1.

Solugao:

A fungao de Planck é

2hv3 1
B,(T) = 2 ohv/kT _ |

para altas frequéncias
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2h 13
By(T) ~ 6—2” e~hv/kT (hv/kT > 1)

que é a distribuicao de Wien. Para baixas frequéncias

2
B,(T) ~ 20 kT

2 (hv/kT < 1)
que ¢ a distribuicao de Rayleigh-Jeans

*x kX %k

37. A partir da distribuigdo de Rayleigh-Jeans B, (T') obtida no exercicio anterior,
obtenha uma expressao para B)(7T) em funcao do comprimento de onda .

Solugao:

Podemos escrever

By d\ = B, dv
B}\:2C>\lzT
* x x

38. Considere a equacao de transporte radiativo na forma

ar, Ju
dr, U k,
onde 7, é a profundidade 6ptica a frequéncia v tal que dr, = —k, ds e j, e k, sao os

coeficientes de emissao e absorcao, respectivamente. Mostre que, se os coeficientes
forem constantes, a solucao desta equagao pode ser escrita

(L) =1,0) e ™ 4§, 1 —e ™)
onde S, = j,/k, é a funcado fonte (ver figura abaixo).

7=7(L) =0

observador
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Solugao:

Multiplicando ambos os membros da equacao por e~ 7, obtemos

e v % =e ™I, - v e
dr, Yok,
mas
d dl
(e™I,)=eT — —e ™I,
dr, dr,
portanto,
d Jv
e ™l,)=—==¢eT
dr, ( ) ky,
integrando entre dois pontos, obtemos para a intensidade emergente
(L)

I,(L) = I,(0) e"™F) /O I o dr,

se os coeficientes de emissao e absorcao forem constantes, temos

I(L) =1,(0) e ™) 4 2—” [1 —~ e_T”(L)]

I,(L) = I,(0) e ™) 4 5, [1 - e_T"(L)]
*x k%

39. Como se modifica a solucao da equacao de transporte obtida no exercicio an-
terior nos casos opticamente fino, ou transparente e no caso opticamente espesso?

Solucgao:

Para o caso opticamente fino temos 7,,(L) < 1, de modo que

1,(L) = L(0) + 2 [1 _ (1 - TV<L>)] — L)+ 2 (L)

k, ky
1(L) = 1,(0) + 2 (hy 1) = 1,(0) 4 L
no caso opticamente espesso, 7, (L) > 1, portanto
Jv
I, =:"=8,
ky

*x X %k

40. No caso isotropico o fluxo da radiagao é nulo, mas em algumas aplicagoes
podemos considerar o fluxo parcial em um hemisfério F", desprezando a radiagao
que se propaga no hemisfério oposto. Mostre que neste caso

Ffe~nl,
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Solugao:

Da definicao do fluxo

2 ™
Fz/]cos@dw:/ / 1(0, ¢) cosfsend db do
o Jo
podemos escrever

27 w/2 29 /2 1
Fj 2/ do / I, cosOsenf d0 =2 w I, — =2nl, =
0 0 2 0 2

Ff~nzlI,
x Kk x

41. Considere uma lamina de espessura L = 300 km na fotosfera solar, onde pro-
pagam-se fétons com comprimento de onda A = 5000 A. Os fétons podem sofrer
absorcoes dentro da lamina, com um coeficiente de absorcao ky = 10~7cm™!,
mas nao ha emissoes. (a) Faga um gréafico da intensidade transmitida I,,(S)/I,(0)
relativa a intensidade original em fungdo da posigao. (b) Inclua neste grafico
a solucao obtida admitindo que, a partir da metade da espessura da lamina, o
coeficiente de absorgao é reduzido por um fator 2.

Solugao:
|
|
_________ R
|
S=0 S = 150 km S = 300 km
I(S) ks
a =e "
(a) 1,(0)
(b) Para 0 < S < S,,, com S,, = 150km
INS) _ N
1,(0)

para S, < S <L

IA<Sm)
I(S)  I\(S) I1.(0)

I(Swm)  Ix(0) In(Sm)

I)\(S) _ I)\(Sm) 6_[k>\ (S_Sm)/z]
1,(0) 1,(0)

o grafico esta a seguir

I(S) o~ Ex (S=Sm) /2]
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o | |
o
a
© L |
S °
<
0
=L |
)
o
ol ~._ b 7
ol L
0 100 200 300
s (km)
*x Kk %

42. Como poderia ser escrita a equacao de transporte radiativo em coordenadas
esféricas? Ecolha o eixo z na direcao do observador, e admita simetria azimutal,
isto é, a intensidade I,, nao depende do angulo azimutal ¢.

Solucgao

Neste caso a equacao de transporte radiativo pode ser escrita
dl,

dz

com simetria azimutal, I,,(r,0), e a equagao fica

dl, oI, dr 0I, df

&z or &z 98 a=

Mas, dr = cosfdz e rdf = —senfdz

=—k, I, +k, S,

de modo que
ol,

43. Em um atmosfera estelar plano-paralela, a intensidade em uma frequéncia v
na direcao caracterizada pelo angulo 6, tal que cos§ = u e na profundidade 6ptica
7, pode ser escrita

dB,

dr,

I(ty,p) = Bu(1,) + b
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Mostre que neste caso a densidade de energia U, depende apenas do termo isotré-
pico caracterizado pela funcao de Planck e que o fluxo depende apenas do termo
anisotropico, caracterizado pela variagao da funcao de Planck com a profundidade
Optica.

Solucao

A densidade de energia é

1 1 27 s
U, = - I, dw= - do I, senf d
c c Jo 0

2 ™ 2 —1
Sl I, senf df = il I, (—dp)
¢ Jo ¢ Ju
2 1
U, =" I, dy
c Ja

usando a intensidade

2 [ dB, 27 dB,

y = — B,(1, dpu=— |B,(1, 2

0, =2 [ B+ S| = 2 (B <2+ S
47 . -

U, = - B, (7)) (termo isotrépico)

para o fluxo temos

27 T
F, = /IV cos 0 dw :/ do / 1, cosfsenf db
0 0

Fy,

s —1 +1
2 / I, cosfsenfdf =27 / I, p(—dp) =27 / I, pdp
0 +1 —1

F,=2r /+1 {BV(TV)JrudB”} pdu =27 [BV(T,,) x 0+ ‘le” X (2/3)}

1 dTl, v

47 dB,
F,=—
3 dr,

(termo anisotrépico)

*x Kk %

44. (a) Considere o resultado do exercicio anterior e estime a razao entre os ter-
mos anisotrépico e isotrépico. (b) Admita que o resultado obtido seja também
valido para quantidades integradas. Supondo que a atmosfera emita como um
corpo negro a temperatura T, s, como fica a razao entre os termos anisotrépico e
isotropico?

Solucgao

(a) A razao é dada por
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dB,/dr, 3F, 4w 3F,
B,(1,) 4w cU, cU,

(b) Neste caso temos

3F, _3F
cU, cU

oﬂuxoéanTéf. Em ET
4 4 4
U=""B(T)= (l) (3) 4= 29t

c c ™ c

de modo que

dB,/dr, 3 (T.\"*
B,(r,) 4\T

* Kk %

45. O valor medido para a intensidade especifica no centro do disco solar é I5919 =
4.03 x 108 W m™?sr~! = 4.03 x 105 erg cm=2 s~ ! A st (a) Considerando
em primeira aproximacao que este valor se aplica a todo o disco solar, determine
o fluxo em A = 5010 A na superficie do Sol, onde a coordenada espacial r = Ry =
6.96 x 1019 cm. (b) Qual seria o fluxo total na superficie do Sol? (c) Considerando
a diluicao deste fluxo no caminho entre a superficie do Sol e a Terra, e que a
distancia Terra-Sol é de 1 UA = 1.5 x 103 cm, determine o fluxo observado no
alto da atmosfera.

Solugao:

(a) O fluxo em A = 5010 A ¢

27 w/2
Fs5010(Rg) ~ /15010 cos @ dw =2 I5p10 / do / cos 0 senf do
0 0

w/2

senZ6
=2 7 Is010

Fs5010(Re) ~4 m I

0
Fs010(Re) ~ 2.53 x 107 erg ecm ™2 s7* A

(b) A maior parte da radiacio solar concentra-se entre \ ~ 4500 A e
A ~ 7000 A, centrada em A ~ 5000 A. Portanto, o fluxo total na superficie
do Sol é, em primeira aproximacao

F(Rg) ~ Fs010 A\ = Fs010(Re) (7000 — 4500)
F(Rg) =~ (2.53 x 107) (2500) = 6.33 x 10'? erg cm 2 57!

(c¢) Com a diluigao, o fluxo observado no alto da atmosfera da Terra é
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Rg
UA

Este valor pode ser comparado com o fluxo solar efetivamente observado
no alto da atmosfera, ou constante solar (cf. Exercicio 1)

S =1.4x10% erg cm™2 57!

2
F(UA) ~ < ) F(Ro) =1.36 x 10% erg cm ™2 571

* Kk %

46. Considere uma estrela esférica de raio R que emite radiacao uniformemente
em todas as direcoes com intensidade I. Estime a intensidade média .J e o fluxo
F a uma distancia r da estrela (cf. Swihart 1968).

Solugao:

A intensidade média a distancia r pode ser obtida por

J:/Jydyzi/Idw
41

onde a integral é feita no angulo sélido compreendido pela estrela.
Sendo 6, o raio angular da estrela vista da distancia r, send, = R/r. Como
dw = senf df d¢, a intensidade média é dada por

1 27 0»,« 1
J(r) /0 do /0 senf df = 3 I (1—cosb,)

T 4n

J(r) = Q—IT {r —(r* - R2)1/2]

considerando que
n(n—1
7@2 )a”_2b2—|—...

e tomando r > R, temos (72 — R?)Y/2 ~r — R?/2r, de modo que a
intensidade média fica
I R?
J(r)~ —
(r) 472

Para o fluxo, temos

(a+b)" ~a" +nab™ ' +

F(r)= /I cos 0 dw

27 0,
Firy=1 / d¢ / cos @ senf df = I sen?),
0 0

w1 R?
)

F(r)=
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47. Uma estrela esférica de tipo espectral MIII tem luminosidade log(L/Lg) = 3.0
e raio R/Rg = 100. (a) Qual é o fluxo na superficie da estrela? (b) Supondo que
a estrela estd a uma distancia de 20 pc, qual seria o fluxo observado no alto da
atmosfera da Terra? Despreze a extincao interestelar.

Solucgao:

(a) L=4m R*F

L (103)(3.85 x 1033)

F(R) = —
(F) 47 R? 47 (100 x 6.96 x 1010)2

F(R) =6.32 x 10%ergem™ 257 = 6.32 x 105 W /m”
(b) Para r = 20 pc

100 x 6.96 x 101072

- —14
20 % 3.09 x 1015 | = 12T 1070 FE)

F(r) ~ F(R) (E)Q ~ F(R) {

F(r)~8.03x 10 %erg cm2 s ~8.03 x 1073W m >

48. Um modelo para a fotosfera solar (Cox 2000, p. 349) produz os resultados
mostrados na tabela a seguir, onde 7 é a profundidade éptica em A = 5000 A,
T é a temperatura determinada pelo modelo e By(T) é a funcdo de Planck para
cada temperatura (unidades cgs). Estime a variacdo dB,/dr, e a razao entre os
termos anisotrépico e isotropico definidos no Exercicio 43. Faca um gréfico de
T em funcao de 7 e da razao dos termos anisotrépico e isotropico em funcao da
profundidade éptica. Inclua neste grafico a razao obtida com a aproximacao do
exercicio 44. Adote T,y = 5800 K.

Solucgao

Do Exercicio 44, temos

B,(r,) 4

dB,/dr, 3 (T.s\"
T

os resultados estao mostrados na figura a seguir
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4000 5000 6000 7000 8000

T T BA(T)
2.39E-04 4400 5.4617E13
4.29E-04 4410 5.5436E13
8.51E-04 4460 5.9657E13
1.98E-03 4560 6.8758E13
4.53E-03 4660 7.8768E13
1.01E-02 4770 9.0874E13
2.70E-02 4880 1.0417E14
4.73E-02 4990 1.1870E14
6.87E-02 5060 1.2861E14
9.92E-02 5150 1.4213E14
1.42E-01 5270 1.6153E14
2.02E-01 5410 1.8621E14
2.87E-01 5580 2.1922E14
4.13E-01 5790 2.6470E14
5.22E-01 5980 3.1044E14
6.75E-01 6180 3.6334E14
8.14E-01 6340 4.0922E14
1.00E+00 6520 4.6462E14
1.25E+00 6720 5.3086E14
1.61E+00 6980 6.2434E14
2.14E4-00 7280 7.4243E14
2.95E4-00 7590 8.7574E14
4.13E+00 7900 1.0202E15
5.86E4-00 8220 1.1108E15
8.36E+-00 8540 1.3525E15
1.20E+01 8860 1.5349E15
1.70E+01 9140 1.7029E15
2.36E4-01 9400 1.8657E15

2 5
L P o L
0.5 1.5 2 0 0.5
*  Kx

(3/4)(T,/T)*

(dB,/dr,)/B,

N
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49. A relacao entre a temperatura de cada camada de uma atmosfera estelar e a
profundidade 6ptica no caso da atmosfera cinza com a aproximacao de Eddington

pode ser escrita
4= 378 (742
T4 3

Compare esta relacao com valores mais precisos, obtidos a partir de modelos
numéricos para atmosferas estelares. Considere uma estrela A0 V tipica, com
temperatura efetiva T,y = 10000 K e gravidade log g = 4, ou seja, g = 10* cm/s?.
A tabela abaixo mostra os resultados de um modelo (Cox 2000, p. 395) para
alguns pontos na atmosfera da estrela. Obtenha os resultados correspondentes
usando a aproximacao acima, e faca um grafico de T em funcao de 7 incluindo
todos os resultados.

T T(K)
-3.0 7586
-2.0 8030
-1.0 8982

0.0 11655
1.0 16287

Solucgao

Os resultados estao na figura a seguir. No intervalo considerado,
0.001 < 7 < 10, a diferenca entre os resultados é inferior a 10%.

o
~
Tol _
o -
o Cox
o
~
™~
= o |
- (1)
0 \ \
-2 0
log T
*x kK

50. O ion H™ tem um potencial de ionizacao de 0.75 eV. Supondo que o Sol
emita radiacao como um corpo negro a uma temperatura de 5800 K, que fragao
do ntmero de fétons emitidos pelo Sol pode ionizar o H™?
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Solugao:
B, 2hv3 1 1 B 22 1
YT hy 2 hu ew/kT —1 T 2 ehw/KT _
;o Ly aort—= A
roo 24y
fo ehu/ksz 1
fazendo
B hv do — h dv
TSR YT RT
= 1.50 = —
To = a v ( . ) T
obtemos
f f,’EO 6z dx

fO ez

podemos obter uma solucao aproximada considerando
e’ —1~¢e”

que deve ser uma boa aproximacao para a integral no numerador. Obtemos
2 —x
x e Tdr
fu e de 1
i oo
fo 2erdxr I

a integral pode ser resolvida por partes, e o resultado é
/a:2 e vdr = —e " (22 +2x +2)
portanto

oo
I = / v?e " dr = e ™ (33 + 270 + 2) = 1.62
x

(0]
IQZ/ e dr=e"(0+0+2) =2
0

e a fragao é

L 162
~ -~ ~ (.81
/ IQ 2
Este é na realidade um limite superior em vista da aproximacao feita acima.
para obter uma aproximagcao melhor, podemos calcular a funcao

2

F(x) = dx

et —1

e integrar nos limites devidos (ver figura a seguir)
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os valores das integrais sao

S1=0.66715, S2 =1.73568, S1+ 52 =2.40284

Sy 1.73568

~ ~ (0.72
S1+S2  2.40284

f=

*x X %k

51. A linha Ha do hidrogénio (A ~ 6563 A) é uma das linhas espectrais mais
brilhantes em muitas estrelas e nebulosas. Mostre que esta linha corresponde a
transicao entre os niveis caracterizados pelos nimeros quanticos principais n = 2
en=3doH.

Y

Hd H ¥ Ha )
4102 4340 4861 5007 6563 A
Solugao:

1 1 1 1 1 1 1
=1 ()= ()= n (i)
R = constante de Rydberg = 1.097 x 10% cm™!

A = 6563 A
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52. Considere a linha Ha (A ~ 6563 A) em absorc¢io na fotosfera solar, com uma
temperatura 7' = 5800 K. Admitindo alargamento Doppler, determine (a) a largura
Doppler Avp, (b) a largura total & meia altura FWHM em Hz e A; (c) a largura
natural desta linha Avy,(N) em A, considerando Ay; ~ 1.0 x 10° Hz.

Solugao:

(a) Usando m = my = 1.67 x 10724 g, o parametro b é
2kT\ "

b= <—) ~9.79 x 10° cm/s ~ 9.8 km/s
my

a largura Doppler é

Avp=b Yt = % 149 %1001y

C )\jk

(b) A FWHM ¢

Avp(D) =2 Avp vVIn2 ~ 2.48 x 10'1° Hz

Al/h(D) 2 Al/h(D)

AN, (D) = \ji S A ~3.56 x 1072 cm ~ 0.36 A
J

(c) A largura natural desta linha pode ser estimada por

_Te Ak 7
AVh(N) = ﬁ =~ ﬁ =1.59 x 10 Hz
medindo esta largura em A
A2, Avp(N
AN, (N) = Ajk Avn(N) ~2.28 x 1072 cm =228 x 107* A

c
ou seja, a largura natural é cerca de 1500 vezes menor que a largura Doppler.

*x k%

53. Mostre que a equacao de Saha

. 3/2
n(X"™) ne [ 2mmckT / o Jrell (—AE,/kT)
TL(XT> o h2 gr1

pode ser colocada na forma

X"t n, 2 g, 4
log u = 15.38 + log 29r+11 + 1.5 logT — 5040 AFE,
n(Xr) Jr1 T

onde T estd em K, AE, em eV e n em cm™3.
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Solucgao

Tomando os logaritmos

n(X ™) n, 21 mek
log| ———%—| =151 — 1.5logT
og[ n(X7) 5 log % + 1.5log T+

2.97"—1—1 1 AET
1 =) - 1
Og( g1 ) T oge

n(X ) n, 29,411 AE,
log| ————1| = 15. 1.5logT +1 =) — 1
og{ (X7 5.38 + 1.51log T + log o L loge

o ultimo termo fica

AE, (erg) AE,(eV) (1.60 x 10'2) loge 5040
2E8) Joge = ~ ZAE,
kT 8¢ (1.38 x 10-16) T T (eV)
portanto
X n, 2, 4
log{u} —15.38 + 10g(w) + 15107 — 2200 A
n(Xr) 9r,1 T

onde T estd em K, AE, em eV e n em cm 3.

54. Considere um ponto da fotosfera solar onde a densidade eletronica é n, ~
2 x 108 ecm~3. Adote os valores 13.6 eV para o potencial de ionizacao do H, e os
pesos estatisticos g1 = 2 (para r = 1, ou seja, dtomos neutros de H, com densidade
nig) e g2 = 1 (para r = 2, ou seja, prétons, com densidade n,). Obtenha uma
expressao para o grau de ionizagdo do H, z = n,/ny e faga um grafico de x em
funcao da temperatura.

Solucgao
A equacao de Saha pode ser escrita

log(w) ~ 15384 1.5 log T — 00044
nyg T

com T em K en em cm™3. O grau de ionizacdo do H é

Np _ (np/nm)
mp b 14 (npfng)

Admitindo n. constante, podemos obter n,/ny e o grau de ionizagdo para
cada temperatura. Os resultados para temperaturas 4000 < T'(K) < 12000
estao na figura a seguir. Nas condicoes adotadas o H esta essencialmente
neutro para as temperaturas mais baixas, 7" < 8000 K.



55. Admita que a atmosfera de uma estrela estd em equilibrio termodinamico.
Qual seria a energia média dos fétons na atmosfera? Aplique este resultado para
a atmosfera solar, admitindo que a temperatura é T' ~ T,y ~ 5800 K.

Solucao

A energia média dos fétons E pode ser obtida por

_ fooo E,n,dv

- fooo n, dv

onde F, = hv é a energia do féton de frequéncia v e n, é a densidade

de fétons, ou seja, n, dv é o nimero de fétons por unidade de volume com
frequéncia entre v e v+dv. Este niimero pode ser relacionado com a densidade
de energia U, por

U, dv
n, dv = ;V
a densidade de energia é
U, = 87rf;1/3 . 1

c ehv/kT _ 1
portanto

8 v? d
n, dv = v v

2 hv/ET _q

de modo que

kT [P alda I
E:%:kT—l
m,dm 12

0 er*—1

onde z = hv/kT. A primeira integral tem um resultado conhecido,
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I > 23dx 4
1= —_
0 et — 1 15

a segunda integral é

> x2dx
I = T = 2(141/841/2T4 /644 .. ~ 2,404
o € —

a energia média ¢é

E=2701kT
para a atmosfera solar F ~ 2.16 x 1072 erg = 1.35eV

*x kX %k

56. Modelos para a fotosfera solar mostram que em uma regiao onde a tempera-
tura é da ordem de T" ~ 5800 K, a temperatura varia cerca de AT ~ 200 K em uma
distancia AR ~ 25km. (a) Em ordens de grandeza, qual seria a escala de altura
para as variagoes de temperatura? (b) Considere a fotosfera solar composta de
atomos de H, com uma densidade ng ~ 10" cm™3. A secao de choque de colisdes
entre os atomos de H é dada aproximadamente por og ~ a3 ~ 1071%cm ™2, onde
ap ~ 10~8cm ¢é o raio da primeira érbita de Bohr. Qual é o caminho livre médio
dos atomos de H? A aproximacao de ETL é boa neste caso?

Solucgao
(a) A escala de altura pode ser estimada por
T 5800
|dT/dR| ~ 200/25
(b) O caminho livre médio é, aproximadamente
1 1
A >~ p— ~ (1077) (10-16) ~ 0.1cm

como \g < hp, a aproximacao de ETL é uma aproximagao razoavel

~ 700 km

hTﬁ

*x kX %k

57. O fluxo observado da estrela AGB rica em carbono TT Cyg em A\ = 5um é
de cerca de 20 Jy (Jorgensen et al. 2000), enquanto que a emissao continua do
melhor modelo para esta estrela indica um fluxo de cerca de 60 Jy. Qual é o erro
cometido pelo modelo? Qual seria a causa mais provavel desta discrepancia?

Solucgao

O erro médio é
AF  60—-20 B

~ 2.
F, 20 0
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ou 200%. A diferenca é provavelmente devida a uma banda molecular
nao considerada no espectro continuo. Como se trata de uma estrela AGB
carbonada, a banda é provavelmente de moléculas de C, especialmente Cs.

*x X %k

58. O Sol tem um raio fotosférico Ry = 6.96 x 10!°cm e as dimensdes de sua
fotosfera determinadas a partir de modelos tedricos precisos, sao da ordem de
AR ~ 500km. A estrela Betelgeuse (o Ori) tem um raio da ordem de 900 Rg, e
sua atmosfera é extensa, alcancando uma fracao consideravel de seu raio. A Terra
tem um raio de 6400 km, e a maior parte dos gases atmosféricos esta contida
dentro de uma altura AR ~ 100km. Verifique se a hipdtese de uma atmosfera
plano-paralela é valida nestes casos.

Solucgao

Sol: AR/Rg ~ 500/700000 ~ 7 x 10~4

AR < Rg a fotosfera solar corresponde a cerca de 0.07% do raio solar.
Assim, a hipdtese de uma atmosfera plano-paralela é valida.

Betelgeuse: R ~ AR, a hip6tese nao é valida.
Terra: AR/R ~ 100/6400 ~ 0.016, a camada atmosférica corresponde a
1.6% do raio, e a hipdtese plano-paralela é também razoavel.

*x X %k

59. A estrela supergigante a Ori (M2Iab) tem uma temperatura efetiva Toy =
3900 K e seu raio é R ~ 860 Ry. (a) Qual é sua luminosidade em erg/s e em W?
(b) Quantas vezes esta estrela é mais luminosa do que o Sol?

Solucao:
(a) L=4nR*0 T} = 5.91 x 10%® erg/s = 5.91 x 10°* W

L 91 x 1038
(b) - = % — 1.54 x 10° = 154.000 vezes
@ .

*x X %k

60. Tomando o valor médio do campo magnético solar como B ~ 103G = 0.1 T,
(a) qual é a densidade de energia magnética do Sol? (b) compare este resultado
com a densidade de energia gravitacional.

Solucgao:

(a) A densidade é dada por
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2
~ — ~4.0x 10* 5
Uup = o erg/cm
(b) A densidade de energia gravitacional pode ser estimada por
u o G2
Y
R@

portanto

~ 1.1 x 10"%erg/cm®

up 32 Ré _12
UB L 20 L35%10
ug  87G M2 8

* Kk %

61. Considere uma regiao na coroa solar onde a intensidade do campo magnético
é B ~ 10G, a densidade média do gis é n ~ 10°cm™3, e a temperatura T ~

2 x 10 K. Mostre que a pressao magnética é muito superior a pressiao do gas nesta
regiao.

Solucgao:
B%Z 100

Pg~— ~ _— ~4.0dina/cm® ~ 0.4N/m* ~ 0.4 Pa
8w 87

Py ~nkT ~ (10°%) (1.38 x 10710) (2 x 10°)

P, ~ 3.0 x 10~*dina/cm® ~ 3.0 x 1075 N/m”

62. Uma estrela Ap tem um campo magnético com intensidade de 102 G. Con-
sidere uma regiao na atmosfera desta estrela onde p ~ 1072 g/cm?® e T ~ 10000 K,
e compare a pressao magnética com a pressao do gas nesta regiao.

Solucgao:
B? 10°
Pp ~ rye e 4.0 x 10* dina/cm”

_kpT (138 x10719)(107?) (10%)
opmpyg (0.5) (1.67 x 10—24)

P, ~ 1.7 x 10% dina/cm®

Pgp
— ~ 24
Py
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63. Uma estrela tem massa, raio e temperatura efetiva dados por M = 5 Mg,
R =10Rs e T,y = 12000 K. Sua luminosidade estd acima ou abaixo do limite de
Eddington?

Solugao:
L= 47rR20T€4f = 7.16 x 1030 erg/s = 1860 L,

O limite de Eddington pode ser escrito como

4drcGmyg
Lgg=———"
Oc
onde 0. = 6.65x1072% cm~2 é a secao de choque de espalhamento por elétrons.

temos aproximadamente

L M

ZEd L33 % 10Y = ~ 1.7 x 10°
Lg Mg

portanto

L < LEd

*x X %k

64. O fon H~ ¢é muito importante na opacidade continua da fotosfera solar. A
opacidade por este fon é também importante na fotosfera de uma estrela quente,
com temperatura efetiva da ordem de 10000 K? Considere que a energia de ligagao
do segundo elétron do fon H™ é de 0.75¢eV.

Solugao:
Para esta estrela temos

E~FkT ~(1.38x 10716) (10%) ~ 1.38 x 10~ 2 erg ~ 0.86 eV
como E > 0.75eV, muitos fétons da estrela podem ejetar o segundo elétron,
assim a abundancia e opacidade de H™ devem ser pequenas.

*x kX %k

65. O coeficiente de absorcao ligado-livre (b-f) maximo do fon H™ (kg-) em uma
regiao da fotosfera solar corresponde aproximadamente ao comprimento de onda
Amaz =~ 8500 A e o valor méximo da opacidade é dado por

1020 Ky - cm*

P.ng ~  dina

onde P, = n.kT é a pressao eletronica, n, ~ 2 x 108 cm™3 é a densidade

eletronica, ny ~ 101" cm™2 é a densidade de H neutro e T ~ 6300K ¢é a tem-

peratura. Estime o coeficiente de absorciao méximo kgy_ em cm™!.
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Solugao:
O coeficiente de absorcao ligado-livre (b-f) é

(3.5) (2 x 10'3) (1.38 x 10~16) (6300) (1017)

kg = 1026

k- ~6.1x10"%cm™?
*x k%

66. (a) Estime o coeficiente de absorgdo maximo para transicao ligado-livre do
ion H™ na fotosfera solar, considerando que a secao de choque maxima para esta
transicdo é oy- ~ 4 x 10717 cm?. A densidade de dtomos neutros de H é ny ~
1017 em ™3, e existem 4 x 107 d4tomos de H neutro para cada fon H~. (b) Compare
seu resultado com o valor obtido no exercicio anterior.

Solucgao:

nH 7
~4 x 10
(a) 7~ 4 x

_ (ax107')(a0'")

ky- ~ (og-) (ng-) ~ 1107 ~1.0x 10 "cm™!

k- 1.0x1077

~ ~ 1.6
kg - 6.1 x 108

(b)

67. A tabela a seguir mostra o fluxo emergente Fy (erg cm ™2 s ! A‘l) em diversos
comprimentos de onda em uma estrela com temperatura efetiva T,y = 10000 K de
acordo com modelos de Kurucz (1979, cf. Cox 2000, p. 394). (a) Qual é o
fluxo total emergente da estrela? (b) Que fracdo do fluxo total é emitida entre os
comprimentos de onda A1 = 3636 Ae Xy =5025A7

A (A) lOgFA F)\ A (A) lOgFA F)\

506 —6.26 5.50x 1077 5025  7.92  8.32 x 107

890  1.11 1.29 x 10! 5525  7.79  6.17 x 107

920 3.73  5.37 x 10° 6025  7.68  4.79 x 107
1482 828  1.91 x 108 7075 7.46  2.88 x 107
2012  8.12 1.32 x 108 8152  7.26  1.82 x 107
2506  7.98  9.55x 107 8252  7.33  2.14 x 107
3012 7.89  7.76 x 107 10050 7.03  1.07 x 107
3636  7.79 6.17 x 107 14594  6.47  2.95 x 10
3661 833  2.14x 108 27000 5.48  3.02 x 10°
4012 8.21 1.62 x 108 50000 4.45  2.82 x 104
4512 806  1.15x 10% 100000 3.27 1.86 x 103
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Solucgao:
a) F~oT* ~ (5.67 x 107°) (10000)* = 5.67 x 10 ergcm 257!
ef

(b) Podemos estimar os fluxos F'1 entre 3636 e 3661A, F2 entre 3661 e 4012A,
F3 entre 4012 e 4512A, F4 entre 4512 e 5025A por (ver figura abaixo)

To)
N |-

_2 1 q-—
15 20

10

(6.17 + 21.4) (107)

Fl1= 5 (3661 — 3636) = 3.45 x 10% erg cm ™25~ *
21.4 + 16.2) (107
o LAt 5 ) (107) (4012 — 3661) = 6.60 x 10" erg cm2s™*
7
F3 = (16-2+ 121‘5) (107) (4512 — 4012) = 6.93 x 10"%erg cm™2s™*
11. .32) (107
pg o (5% 823 ) (107) (5025 — 4512) = 5.08 x 10"% erg cm™2s™*
F (3636 — 5025) ~ F1 4+ F2+ F3 + F4 ~1.90 x 10" erg cm™?s7*
a fracao é
F(3636 — 5025)  1.90 x 10!
f~ 7 ~ e o 20335 — 33.5%
*x k%

68. Mostre que a média de Rosseland é uma média direta tomada em relacao ao
fluxo do campo de radiagao, isto é

1 oo
= — k, F,d
k‘R F/O 14
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Solugao:

O fluxo monocromaético em equilibrio radiativo pode ser escrito

47 dB,
F,= 11, Odw=—
/ cos 0 dw 3k dr
portanto
dB, 3
=——Fk, F,
dr 47
B S k, F, dv
dr 4 )y

a média de Rosseland é definida por

L Joow e dy

- 0 dr

ki dB

portanto

r — dB/dr (=3/4m) [k, F,dv
i f(% df;")dy_ [(=3/4m) F, dv
k —l /Ook F,d

R_F 0 v L'y av

* Kk %

69. Na definicao do coeficiente médio de Rosseland, admitimos implicitamente
que o coeficiente de emissao j, é isotréopico. Quando as emissoes induzidas sao
consideradas, isso nao é verdade, pois essas emissoes funcionam como absorgoes
ao contrario, colocando fétons preferencialmente na direcao da radiacao original.
Como poderia ser definida a média de Rosseland para levar em conta as emissoes
induzidas?

Solucgao:

O coeficiente deve ser definido por

00 1 dB,
r Jo R (i=eToreTy ar AV
. % dB,
kr Jo < dv
* x

70. Na aproximacao de Eddington a relacao entre a temperatura e a profundidade
6ptica pode ser escrita como (cf. Exercicio 49)

3 2
T =214 -
1 ef (T+3)
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onde T¢y ¢ a temperatura efetiva da estrela. Mostre que a equacao de equilibrio ra-
diativo pode ser obtida a partir da equagao acima, com uma definicao conveniente
da profundidade 6ptica.

Solucgao:

A profundidade éptica pode ser definida por

dr = —kgrdr
ar*  dT* dr 3
- = — =T —k
dr — dr dr (4 ef) (=Fr)
onde kr é o coeficiente médio de Rosseland. O fluxo total é
F ~ UTef = Z Tef
onde

4
a=-2 = 7.57x 107 P ergem 3 K4
c

usando estas equagoes

4 F T4
3k: d

PPy

ac dT* _dac 73 ar

3]€R dr 3]€R dr
* Kk %

71. Mostre que a fronteira entre o dominio de espalhamento puro e o das transicoes
ligado-livre ocorre para

t
p~ 47 x107% ——

gvf Z 757 gfem”

onde Z ¢ a fragao por massa de elementos pesados, g,y ¢ um valor médio do fator
de Gaunt, e t é o fator de guilhotina, relacionado com o niimero de elétrons restante
no ion considerado.

Solucgao:
Usando a aproximacao de Kramers para as transicoes ligado-livre temos

b p
Kpp = 4.3 x 10% TfZ(HX)ﬁ

onde X ¢ a fracao por massa de H.

O coeficiente de espalhamento por elétrons é

Te
Re = O —

p
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onde 0. = 6.65 x 10725 cm? é secao de choque de espalhamento de Thomson.
Usando o peso molecular por elétron dado por

p 2
nemyg 1+X

Me =

(ver Exercicio 87) obtemos
o e Oc 1+ X

= ~ ~020 (1+X
fpempg — mpyg 2 (1+X)

A fronteira pode ser estimada fazendo ks = K., portanto

0.20 t 3.5
~ T
4.3 x 10%° g4 Z

p

t
p= 4.7 % 10_27 m T3'5 g/Cm3
*x Kk ok

72. Estime o caminho livre médio para espalhamento Thomson em dois pontos
no interior do Sol, onde p ~ 140 g/cm? e p ~ 1.4 g/cm?, respectivamente. Adote
X =0.70. Como esse valor se modifica, se houver outros processos de absor¢ao ou
espalhamento?

Solugao:

O caminho livre médio é
1 1 1

A — ~

ke Rep  020(1+X)p
p =140 g/cm® — X\ ~0.02 cm

p=14g/em® — A ~2.1cm
se houver outros processos \' < A

* Kk %

73. (a) Estime o “tempo de v60” de um féton produzido no centro de uma es-
trela gigante vermelha (M = 1 Mg, R = 100 Ry) para atravessi-la totalmente,
desprezando as absorgdes. (b) Estime esse tempo levando em conta as interagoes
(absorgoes e espalhamentos) no interior da estrela.

Solugao:

R 6.96 x 10'? ,
(a)tQQZ:W:%Os:Zme
(b) A densidade numérica de particulas pode ser escrita

p 3 M 24 M/Mg 18 -3
~ ~ e ~ ]_7 ]_O —_ ~ 17 ].O m
" pumyg  4dmpmy <R3) % (R/Rg)3 x ¢
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onde adotamos p ~ 0.5. Tomando um valor tipico para a secao de choque
o~ 1072* cm?
1

1
— ~ 5. 10°

o~ (L7 x 101 (10-21) ~ 9 107em
N

Y c A

)\bﬁ

ou seja, tp ~ 2.7 x 10°s ~ 90 anos
* x ok

74. Na fotosfera solar, a opacidade em A = 5000A é k) = 0.3 cm? /g, onde Ky
é o coeficiente de absorgdo por massa, definido por k) = ky/p, onde p ~ 2.1 X
10" g/cm? é a densidade tipica da fotosfera. Qual é a distancia média percorrida
por um féton com A = 5000 A na fotosfera solar?

Solucgao:

A distancia pode ser obtida por
1 1 1

d~ — ~ ~
k?)\ KAP (03)(21 X 10_7)

d~1.59 x 10" cm ~ 160 km

INTERIORES ESTELARES

75. Um ponto tipico no interior do Sol, onde r = R /2, tem pressao total P ~
1.3 x 1015 dina/cm? e T ~ 4.4 x 10 K. Mostre que, nessas condicoes, a pressao
da radiacao é muito menor que a pressao do gas.

Solugao:
1 1
P=3 aT* = 3 (7.56 x 10719) (4.4 x 10%)* = 9.4 x 10! dina/cm?

como P ~ 1.3 x 10%5 dina/cm?, temos
P~P, P <P
* Kk K
76. Estime a pressao do gas, a pressao da radiacao e a pressao total em um ponto

no interior de uma estrela da sequéncia principal de tipo espectral O3. Qual é o
termo dominante da pressao?
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Solugao:

Para uma estrela de tipo espectral O3V temos M ~ 120My e R ~ 15R;
(Maciel 1999, tabela 1.7).

a pressao do gas pode ser estimada por

M/Mg)?
Py~3.1x 10" % ~ 8.8 x 10 dina/cm?
©

para a temperatura temos
7 M/Mg

~13x10® K
R/Ro 8

T ~1.6x10

portanto
1

P, ~ 3 aT* ~ 7.2 x 10" dina/cm”
P~ P, + P. ~ 8.1 x 107 dina/cm?
a pressao da radiacao P, é dominante

*x kX %k

77. Considere uma regiao do interior estelar em uma geometria plano-paralela, de
modo que a intensidade especifica depende apenas da coordenada polar 6. Suponha
que o campo de radiacao possa ser expandido em série de Fourier

I(0) =1y + Iy cos O + . ..

onde I é a componente isotrépica e I é uma pequena anisotropia. Qual seria a
intensidade média, fluxo, densidade de energia e pressao da radiacao neste caso?

Solucgao

Aplicando a defini¢ao da intensidade média obtemos

1 ™
J = 3 / (Ip + I cos @) senf df = I
0
ou seja, a intensidade média depende apenas da componente isotropica

T 4
o fluxo é F = 27r/ (Io + I cos @) cosOsend df = %Il
0

ou seja, o fluxo depende apenas da componente anisotropica I

a densidade de energia fica
2 T 4
v==:" (IO-1—11(3089)sen0al9:—7T I
C 0 C

e a pressao da radiacao pode ser escrita



W. J. Maciel - 500 Exercicios Resolvidos de Astrofisica . .......ouii it nnneeennnns 47
27 [T 47
P.="= [ (Io+ I cosf) cos® O send df = e Iy
& 0 C

nos dois ultimos casos obtemos as mesmas expressoes vélidas para o ET.
* x x

78. Determine o comportamento da massa M (r) e da pressao P(r) na vizinhanca
do centro de uma estrela. Use uma expansao em série de Taylor na forma

dF 1 (d*F 1 [(d3F
F=rF + (% S(ES ) 2o (2) B4,
(cf. Prialnik 2009).

Solugao:

Para a massa, usando a equagao de continuidade
dM (r)
dr

dM
_ :4 2 c =
(dr)c T (rep)e=0

d*M 5 dp
() o (roeri) -0

d>M dp dp o d%p
) =an(2p+2r L 2r L4280 Zgrp,
(dr3 )C W( - rdr—i_ rdr—i_r drz)c Smp

portanto

=d7nr?p

1 4
M(r) == (87 per®) = s mper”

para a pressao, podemos usar a equacao de equilibrio hidrostatico
dP(r)  GMp

dr r2

ar\ _ (GMp\ _ G(4/3)mperdp o 4w G p2r _0
dr ). 2 ). r2 . 3 .
ﬂ _ (dpGM  pGdM 2pGM

dr?2 ). dr r? r2 dr r3 .

dQ_P L @GM+_G4 o 2pGdmp

dr? ), dr r? 2z TP 3 .

d*P dp GM , 8mGp?

(%) = (& 5 wmer -5,
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d?P\ (120G p*-8nGp*\ _ 4nGp}
dr?2 ). 3 .

portanto

147Gp? ,

2
P(r)=P. 5 5 7 :Pc—ngpzr2

79. A energia térmica de uma estrela pode ser escrita

3 M P(r)
Pr=3 / o) M

Mostre que, para uma estrela em equilibrio hidrostatico, esta energia também pode
ser escrita

R
E,=27G /0 M(r) p(r)r dr

Solucgao:

Da equacao de continuidade

dM =47r?pdr
3 [Rp R

E, = - / (r) 4mr?p(r) dr:67r/ P(r)r? dr
2 Jo plr) 0

integrando por partes com

P=wu, dP =du

3
2 r
dr =d = —
r<dr v, v

obtemos
R

/ORP(r)r?dr: [P(;)TS —/?dPL

aoor](75), - [ (5) (<52 o]

onde usamos a equagao de equilibrio hidrostatico. O primeiro termo
do segundo membro é nulo, portanto

R
E,=271G /0 M(r) p(r) rdr
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80. Em diversas situacoes astrofisicas temos informacoes sobre apenas uma com-
ponente da velocidade, a velocidade radial. Neste caso, a distribuicao maxwelliana
de velocidades pode ser escrita

1/2
f(vg) dv, = (%) exp (—mov? /2kT) dv,
m

onde f(v,)dv, é a fracdo das particulas cuja componente de velocidade na dire¢ao
x estd compreendida no intervalo entre v, e v, + dv,, independentemente das
outras componentes. (a) Mostre que esta distribuigdo é normalizada. (b) Mostre
que, neste caso que a média rms é

o= [Hesie] = ()

Solugﬁo:

) Da distribuigao de Maxwell temos

12 oo
/ f(vg) dv, = (2 kT) / exp (—muv? /2kT) dv,

fazendo

/ m
vx—u, 2de’UI—d
1/2 1/2 oo
2% T ,
/ f(vg) dv, = (2 k:T) (T) /_OO exp(—u~) du

a integral é dada por

/00 exp(—u?) du = /7

— 00

portanto

27rk:T
/ f(ve) L Vi kT\/

) Da definigao da média é necesséario provar que

_ffvx vmdvx_kT
e I [E% T

com a condicao de normalizacao temos que provar que

= /f(vm) v2 dv, = %

substituindo a fun¢ao de distribuicao com a mudanca de varidveis acima
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2kT o
2\ _
<Ux>_ ﬁm e

com o valor da integral

exp(—u?) u? du

/OO exp(—u?) u? du = T'(3/2) = g

— 0

obtemos a média rms procurada

81. Considere uma distribuicao maxwelliana de uma componente da velocidade
considerando (i) uma nuvem interestelar com temperatura tipica 7’ = 100 K e (ii) a
fotosfera solar, com uma temperatura 7' = 5800 K. Admita que em ambos os casos
o gas é composto apenas de H atomico e faca um grafico da funcao de distribuicao
f(vz) em funcdo da velocidade v,.

Solugao:

Usando a expressao (ver exercicio anterior)

m
2rkT

1/2
f(vg) dv, = < ) exp (—mv? /2kT) dv,

o

0.4

T=100K

0.3

0.2

f(v,) (s/km)

T=5800K

v, (km/s)

obtemos os resultados mostrados no grafico. A distribuigao é isotrépica,
e torna-se mais estreita para temperaturas mais baixas.
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82. Vamos considerar o caso em que f(v)dv é a distribuicao de particulas com
v = |v| entre v e v+ dv, independentemente da direcao do vetor velocidade. Nesse
caso a distribuicao maxwelliana é

3/2
_ 2 2
fw)dv = 47T(27rkT) v°exp (—mv=/2kT) dv

Considere um gds composto de H a uma temperatura T' = 10* K. Estime a fracao
f dos dtomos do géas com velocidades entre 20 km/s e 25 km/s.

Solucgao:

Podemos obter uma média para a velocidade dada por
20+ 25

U= Ulgvz = ; = 22.5km/s

nesse caso obtemos f(22.5) = 2.5 x 107" scm™

1-
Uma vez que a distribuigao é normalizada, a fracao de d&tomos entre vy e vy é
f o~ (vo —v1) f() >~ (25 — 20) (10°) (2.5 x 1077) ~ 0.13 oul3%
alternativamente, podemos obter
f(v1) = 3.78 x 107 "sem ™!, f(vg) ~ 1.51 x 10~ "scem ™!
usando a regra do trapézio
v1) + (v
fZ(vz—vl)ﬂ 1) ! f(v)

(3.78 + 1.51) x 10~7

f =~ (25 —20) (10°) 5

~0.13, oul3%

*x X %k

83. A partir da funcao de distribuicao de quantidade de movimento de um gas
de elétrons que obedece a estatistica de Maxwell-Boltzmann, (a) obtenha a dis-
tribuigao das particulas segundo sua energia cinética; (b) obtenha a energia cinética
média das particulas; (c) qual é a energia cinética média por particula?

Solugao:

(a) A distribuicao de quantidade de movimento é

47 p?dp .2
dp = p=/2mkT
n(p)dp =n (2mmkT)3/2 ¢
considerando
P2

T 2m
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pdp: 2mEd :21/2E1/2dp

b = m m ml/2

portanto obtemos
2 1
V7 (kT)3/2

n(E)dE =n(p)dp=mn EY? =B/ g

(b) (E) = /OOOE n(E) dE = —— nkT

/OO E3/2e—E/ET gF
VT 0

(RT)572
E dE
rT=— dr= T
2 > 3/2 —=x
N nkT x? % e " dx
T 0

usando a fungao I

(E) =

['(n) = /OOO 2" te dr = (n—1)I'(n—1)
['(1/2) = V7
/OO 2264y = T(5/2) = (3/2) (1/2) T(1/2) = 2YT

4
portanto
3

(c)<—n>:ng

*x kX %k

84. A pressao de um gas perfeito pode ser escrita

p= gfooopmp)n(p)dp

onde n(p)dp é a densidade de particulas com quantidade de movimento entre p e
p+ dp e v(p) é a velocidade correspondente da particula. Integre esta expressao
no caso de um gds perfeito, nao degenerado, nao relativistico, monoatomico e
sem interacoes, e mostre que P = nkT, onde n é a densidade do gas e T sua
temperatura.

Solugao:
A relacao entre a quantidade de movimento p e a velocidade v é

p=muv



W. J. Maciel - 500 Exercicios Resolvidos de Astrofisica . .......ouii it nnneeennnns 53

a distribuicao em termos de p pode ser escrita

47 p?dp 2
dp = p=/2mkT
n(p)dp =n (2mmkT)3/2 ¢
introduzindo a integral 1

7= /OO p(p/m) 4mp*dp o—P>/2mkT
0 3kT  (2mrmkT)3/2

P=nkT I
T = P
2mkT

g pdp _21/2x1/2,dp
- mkT  (mkT)Y?

4
I = 3/2 -z
A

usando o resultado (ver exercicio anterior)
o0
_ 3/
22 vy — VT
0 4

temos I = 1, portanto

P=nkT

*x X %k

85. Se as forcas coulombianas entre as particulas forem importantes, as trocas
de energia cinética e potencial produzirao um desvio classico da distribuicao dos
gases perfeitos. Mostre que isso ocorrera se T < 105(p/ u)l/ 3 em unidades cgs.
Isso ocorre no Sol?

Solucgao:

Neste caso

a separacao entre as particulas pode ser estimada por

1/3
r o~ (%) n_1/3

considerando que n ~ p/umy, temos
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5 1/3 o 1/3
r<(sg) % ()
3*mpy kE \p

portanto
1/3
T < 1.5 % 10° <3>
"

para o Sol, com T ~ 10 — 107K, p ~ 1g/cm? e p ~ 0.5, a desigualdade
nao ¢ satisfeita.

*x kX %k

86. Considere o peso molecular em um gés perfeito totalmente ionizado onde X,
Y e Z sao as fragoes por massa de H, He e elementos pesados. Definindo o peso
molecular médio por
p
N nmpg

onde p é a densidade do gas, n é o numero de particulas por unidade de volume
e my a massa do atomo de H. Obtenha uma expressao para p em funcao das
abundancias na forma

1 2
P OX 1 3Y/4+2/2 143X +Y/2

Solucgao

Para um gés de H puro, completamente ionizado, a massa de H por cm?

é pX; o nimero de nicleos de H por cm?® é pX/my, e o niimero de
particulas livres por cm?® é 2pX/my. Para o He e elementos pesados o
raciocinio é o mesmo, e obtemos os valores da tabela abaixo.

elemento  massa nucleos particulas particulas
p/ cm? p/ cm? p/ nicleo p/ cm?
H pX pX/mpy 2 20X /mpy
He pY pY /dmpy 3 3pY /dmpy

Para a densidade total n temos, entao

2pX  3pY pZ | Z;+1
n= + +
mey dmy mpy A;
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onde introduzimos um valor médio para os elementos pesados.
Usando a aproximagao ((Z; +1)/A;) ~ 1/2, temos
Y 7

n= mL;[ <2X + e + 5)
portanto

1 2
W OX 13Y/4+2/2 1+3X+Y)2
onde usamos o fatode que X +Y + Z =1

* Kk %

87. Definindo a massa média por elétron livre, ou peso molecular por elétron

He = P
Ne My
mostre que
N 1 2
He = XTYye+22 1+X
Solucao

Com o mesmo raciocinio do exercicio anterior, obtemos os resultados
da tabela abaixo.

elemento  massa ntcleos elétrons Ne
p/ cm? p/ cm? p/ nicleo
H pX pX/mpy 1 pX/mpy
He pY pY /Admpy 2 pY/2mpy

como no caso anterior, podemos fazer uma aproximacao com relagao
aos elementos pesados, obtendo

X oY  pZ |Z
no— PX Y <_>

myg  2myg  mpyg \A;
considerando (Z;/A;) ~ 1/2, temos

p Y Z
= (x+ 42
" mH<+2+2)
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e finalmente
B 1 2
CX+Y/2+Z/2 1+X

He
* Kk %

88. Um gés completamente ionizado contém 1.15 x 1024 particulas por cm?®. O
gds contém apenas H, He e O, na proporcao He/H = 0.10 e O/H = 10~% por
numero de dtomos. (a) Qual é a densidade eletronica n. do gas? (b) Qual é a
densidade total p? (c) Calcule as abundancias por massa, X, Y, Z. (d) Qual é o
peso molecular médio p? (e) Qual é o peso molecular por elétron .7

Solucao:

(a) ne =ng + 2nge + 8no

n=ng+nge+no+n.=2ng+ 3nge + 9o
n

— =243x%x010+9x107*~23
ng

ng =5x10% cm™3
NHe =5 x 1022 cm ™3,
no =5 x 10" cm =3

ne = 6 x 1022 cm 3

(b) p=ngmpg +4ngemyg + 16 no myg + neme = 1.17 g/cm3

no. part. livitesde H  2p X

Iny = _
(c) 2 cm? mey
X
ng =02 .y x 2 MHMH gy
myg p
Y Anpe
3nHe:3p_ Ly = XHeMH _  9g
dmpy p
Z 1
Ong = 2PZ ., z_Yomomm _ 4001
16 mpyg 1%
(d) p = 2 — 0.61
PeTsx+@e)
9
= —— =11
() ne = 1% 7
* X x

89. Escreva as equacoes de Saha para um gas contendo H e He nas proporgoes
X e Y. Considere que existem 6 tipos de particulas, H°, HT, He®, Het, Hett e
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elétrons. Determine os graus de ionizacao do H e He para um gés com P ~ 10°
dina/ecm? e T ~ 10% K.

Solucao:

Os graus de ionizagao sao definidos por

ngo ng+
T go = T+ =
ng ng
NHeo NHe+ Nget++
THeo = THet = THett = —
NHe NHe NHe
ng =ngo + nNg+ NHe = NHeo + NHet + NHe++

xgo +rp+ =1 (1)
THeo + THet + THet+ =1 (2)
FE: nimero de elétrons por atomo

XHO, XHe0s XHe+: PoOtenciais de ionizacao

1
E = X.’IZ‘H++—Y(.CCH6+ +2.’13He++) M (3)

4
et 2 Kne  (5)
e S Ky ()

u,: funcao de particao do estado r

urp1 2 (2mme)*? (kT)%2 o= Xi /KT
u,. P h3

(cf. Kippenhahn & Weigert 1994, p. 113).

K" —

(2

i=H He (7)

As equagoes (1)—(6) envolvem as varidveis zgo, L+, THeo, Lo+, THet+ € E.
Kpyo, Kgeo e Ko+ sao dadas por (7), conhecidas as fungdes de particao

e potenciais de ionizacao, além de p, T, X e Y.

Tomando P ~ 10'° dina/cm?, T ~ 10° K, X ~ 0.70, Y ~ 0.3, temos

rgo ~0, zg+ 21, xgeo 20, Tge+r ~ 0.5 e xge++ >~ 0.5

* Kk %
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90. A condicao para que a densidade de energia potencial coulombiana de um gas
perfeito seja desprezivel com relagao a sua energia cinética pode ser escrita como

1/2 3/2
af T pC 3 k
— — L ——pT
‘ <kT> <mH) 2Hme
onde p, T, i1 sao a densidade, temperatura e peso molecular do gés, e é a carga do

elétron, k a constante de Boltzmann e ( é uma funcao adimensional representativa
da composicao quimica do gés. (a) Mostre que esta condi¢ao pode ser escrita como

T>> 1.6 x 10° p2/3 pt/3 ¢

em unidades cgs. (b) Verifique se esta condigao é satisfeita em um gas de He puro
comT ~ 10K e p ~ 1072 g/cm?. Considere que para um gés de He puro ¢ = 3/2.
Solucgao:

(a) Da condigao dada podemos escrever

2mpy 2/3 o (T 1/3 1 9
T 2 - _— /3 ,1/3
> K 3k ) e A - wepte(

calculando a constante acima obtemos a relagao procurada.
(b) Nesse caso u = 4/3 = 1.33. Aplicando a condigao

10% > (1.6 x 10°) (4/3)%/3 (10=2)1/3 (1.5)

10° > 6.3 x 10*

portanto a condicao ¢ satistfeita
* x x

91. O hélio tem trés estagios de ionizagao: neutro (He®), uma vez ionizado (He™)
e duas vezes ionizado (He™™"). Podemos definir as fragoes de cada estdgio por

_ n(He?) _ n(He") _ n(He™)
o= n(He) T n(He) T T “n(He)

onde n(He) = n(He®) + n(He™) + n(He™™). (a) Obtenha expressdes para z,, =
e x4, em funcdo das razdes n(He')/n(He®) e n(He™)/n(He™). (b) Faca um
grafico mostrando as variacoes de z,, x4 e x44 com a temperatura. Considere
que a pressdo eletronica é P, = n.kT = 1 dina/cm?. Dados: g, = 1, g4 = 2,
g++ =1, AE, =24.58eV e AEL = 54.41€V.

Solucgao

(a) Vamos definir
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T n(He™
Ry =— = (He')

zo  n(He?)
iy n(He™)
T4 n(He™)
v,y n(He™)
1= n(Fc°) 32 It21

temos entao

. n(He®)
° " n(He®) + n(He") 4+ n(He™ ™)

1 1
~ 1+n(He)/n(He®) +n(He™ ) /n(He®) 1+ Ro1 + Rsz Ros

B n(He™)
B n(He®) + n(He™) + n(He™™)

Lt

1 1

1y n(He®) /n(Het) + n(He™)/n(He™) 14 (1/R21) + Rz

n(He™ ™)
n(He®) + n(He') + n(He™™)

LT+ =

1 1
T + n(He®)/n(He™ ) + n(He™) /n(Het™) 1t [1/(R32R21)] + (1/R32)

(b) Usando a equagao de Saha (ver Exercicio 53)

5040
log F = —0.48 + log4 + 2.5 logT — —5 (24.58)
Mo
4
log "t — 0,48 + 2.5 log T — 5040 (54.41)
ny4 T

Como n4 /ne = Ry € nyy /ny = R3o, para cada valor de T' os valores de x,,

x4 e x4 podem ser calculados, ver tabela e gréafico a seguir.
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logT Zo Ty Tyt
3.70 1.000 4.51(—16) 5.11(—62)
3.80 1.000 9.73(—11) 3.52(—45)
3.90 1.000 1.89(—06) 1.05(—31)
3.95 1.000 1.25(—04)  5.29(—26)
4.00 0.995 5.39(—03)  6.74(—21)
4.05 0.862 0.138 2.22(—16)
4.10 0.227 0.773 7.51(—13)
4.15 0.018 0.982 2.97(—10)
4.20 1.56(—03) 0.998 5.21(—08)
4.25 1.66(—04) 1.000 5.30(—06)
4.30 2.17(—05) 1.000 3.36(—04)

4.35 3.39(—06) 0.986 0.138

4.40 4.61(—07) 0.714 0.286

4.45 1.53(—08) 0.108 0.892

4.50 2.78(—10) 7.91(—03) 0.992

4.55 6.73(—12) 6.81(—04) 0.999

4.60 2.28(—13) 7.38(—05) 1.000

x0 x+ x++

» fe}
2 |
o \ ‘ ‘ \ \
3.8 4 4.2 4.4 4.6
log T
* k%

92. Estime em ordem de grandeza a pressao no interior de uma estrela de massa
M e raio R, considerando que o peso de uma coluna de 1 cm? de secao transversal
e altura igual ao raio da estrela é equilibrado pela pressao do gas no interior da
estrela. Obtenha valores numéricos para o Sol.
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Solugao:

Seja p a densidade média do interior estelar, S = 1 cm? a 4rea da secio
transversal e M,.,; a massa da coluna. Temos

Moy ~2pSR>~pR

G M (pR)
Po My g~ —— 7Y
YT TR
b 4GMp AGMlgpym] 3 G
- R R 1 Rf
Para o Sol P ~ 1016 dina/cm?
*x Kk ok

93. Usando argumentos de natureza energética, mostre que os atomos de H no
interior do Sol estao ionizados. O que acontece com o He?
Solugao:
A temperatura média no interior solar é
T(R/2) ~ 3.4 x 105K (cf. Allen 1973, p. 163)
correspondendo a energia cinética
Ep~(1/2)kT ~2.3 x 10" Verg
o potencial de ionizagao do H é
I,(H)=13.6 eV ~ 22 x 107! erg
correspondendo a uma temperatura
T~FE/k~16x10°K
ou seja Ey > I,
para o Helio, ocorre o mesmo, pois
I,(Hel) =24.6 eV =39 x 107 erg, T ~2.9 x 10°K
I,(Hell) =54.4 eV =87 x 107t erg, T ~ 6.3 x 10°K

*x kX %k

94. Resultados de um modelo para uma estrela com 15 Mg e 5 R mostram que
P. ~ 5 x 1016 dina/em?, T, ~ 3 x 10" K e p. ~ 10 g/cm®. Considerando que
P. o« M?/R* T, < M/R e p. o M/R3, use os dados do modelo solar, onde
P.~ 3.1 x10'"dina/ecm?, T, ~ 1.6 x 10" K e p. ~ 150 g/cm?, para estimar P., T,
e p. nesta estrela e compare seus resultados com o modelo.
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Solugao:

P, ~3.1x 1017% ~ 1.1 x 10'" dina/cm?
P!/P, ~22

T ~ 1.6 x 107]\;7;;9 ~48x 107 K

T!/T. ~ 1.6

pr. ~ 150 (R]W//% ~ 18 g/cm?

pl/pe~ 1.8

* Kk %

95. Mostre que, em ordem de grandeza, T' o< M /R no interior estelar. Obtenha a
expressao abaixo, onde 71" estd em K.

7 M/Mg

T ~ 10
R/Rg

Solucao
P PR?

T o —
ocpocM

mas
P Mp
JE— & _
R R?
portanto
Mp MM M?
R R R3 R
com essas duas relagoes obtemos
R} M?R3 M
B T T T
usando as equacoes

P x

T:umH B
ko p
P GMp P GM
R~ R » R
TNG,umH% G umpg My M/Mg
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Com p~ 0.5, Mo = 1.99 x 1033 g, Ry = 6.96 x 10'% cm

07 M/M®

T~12x1
Y R/R,

*x X %k

96. A quantidade de movimento de Fermi para um géas de elétrons degenerados
nao relativistico pode ser escrita

3h3 1/3
PFr = ( ne)
T

onde n, é a densidade eletronica. Mostre que a equacao de estado deste gas pode
ser escrita

32/3 2
n?/3 =23 x 10727 n?? dina/cm®

¢ 0myn2/3 e

onde 7. estd em cm™3. Sugestdo: use a equacao da pressao dada no Exercicio 84
e considere p = me v.

Solucgao:

Temos que

1

Pe= g /Opppv(p) n(p) dp

a densidade total de elétrons é
8T o

1 [P p 87
Pe=§/0 pmeﬁpdp

Ne

5
_ 8T PpE
¢ 15m.h3
usando a equacao para pr dada acima temos
32/3 2

P, nd? = 2.3 x 10727 n3/3 dina/cm”

- 20m, w2/3

* Kk %

97. No caso de elétrons degenerados relativisticos a pressao e a densidade sao

dadas por
4.5
Tmg

T

f(@) ~6x 10?2 f(z) dina/cm?
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8mmicd
e = s

(cf. Clayton 1983) onde usamos:

1/3
oo Pr _ D (ine) ~ 10710,1/3

MeC  MeC \ 8T

f(z) = 2222 — 3)(z? + 1)Y2 + 3In[z + (1 4 2*)Y/7]

2 a pressdo eletronica é

Mostre que no caso ultra-relativistico, onde E, > mec
dada por

e = R 1/3 nd/3 ~ 2.4 x 10717 né/?’ dinab/cm2

Solucgao:
Neste caso, z > 1 e a fungao f(x) é

~Y 4 ~Y
fl) =22" = A A gA/3 gaj3 e

portanto a pressao fica

P, ~ 31/3hcn4/3
€= gql/3 e

~ 2.4 x 10~'7 n*/3 dina/cm®
x x %

98. Considere o exercicio anterior e mostre que, para pr < mec?, isto é, para
r < 1, temos f(x) = (8/5) x°. Utilize essa expressao e reobtenha a relacao P,(n.)
valida para um gas de elétrons degenerados nao relativisticos.

Solucgao:

f(x) = z(22% = 3)(2® +1)/2 + 3 senh '
2 4

()

2 1/2 _ T z 2
D=1y 2 T 1
(x+1) to g1 (" < 1)
1 3 15
senh 'z =2— 2%+ 2 - —a2"+... (z|<1)

6" 10" 336"
(cf. Abramovitz & Stegun 1965, p. 15, 88)

f(a:):(2x3—3m)<1+x—2—$—4+x—6—...)—l—

3 x—x—g-l-ﬁ—l—g)x?—i-
6 40 336
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considerando s6 os termos em z™, com n < 7

3 9 1 3 45
B I T O I AR W
/(@) <+8+40)x <4+16+336)x

8 4 8
f(x):ng—?:c?:ng
b tmic 8 B 35/3 s 32/3 2 o3
T "33 5 mbcd 2575/3 © T 20m,m2/3 ©
x x *x

99. O interior de uma estrela esta a uma temperatura de 107 K e pressao de 102!
dina/cm?. Essas condigoes ajustam-se melhor a um gas nao degenerado, a um gas
degenerado nao relativistico, ou a um gas degenerado relativistico?

Solugao:

A figura abaixo (Maciel 1999) mostra esquematicamente um diagrama p x T'
indicando a delimitacao das regides nao degenerada (ND), degenerada (D),
nao relativistica (NR) e relativistica (R).

10

Para um gas nao degenerado

P~ —k'OT
K

PmH
kT

para um gas degenerado nao relativistico

~ 108 g/cm3, logp ~ 6

p=

P~2x10727 ng/?’ — n.~4x10®cm3
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p~Tx10g/cm®, logp ~ 4.8

para um gas degenerado relativistico
Pr~24x10-17 023 5 p,~2x10%cm—3
p~3x10* g/cm3, logp ~ 4.4

pela figura o gas é degenerado e nao relativistico.
* Kk ok

100. Mostre que a energia produzida por grama de matéria pela conversao de
H em He corresponde aproximadamente a 70% do total das reacoes nucleares de
fusao nas estrelas semelhantes ao Sol. Considere que essas reacoes processam-
se até o 9°Fe, e que na conversio de H em He a energia liberada por grama é
E/g=6.4x10%erg/g.

Solugao:
H — He
Energia liberada por g

AE

—— =6.4x 10" erg/g

g

H — Fe
Z=2A=4—72=26A=56,A—Z=N =230

2
m(Fe) = 55.8470 v (u=1.66 x 1072 g)
14 m(He) = 14 x 4.0026 = 56.0364 u

AE = (56.0364 — 55.8470) (1.66 x 10724) (3 x 10'°)2 = 2.83 x 10™* erg

AE 2.83 x 1074
g 14 x4x1.66x10-24

=3.0 x 10'® erg/g

AE
(—) = 6.4 x 10 +3.0 x 10*® = 9.4 x 10'® erg/g
g total

portanto, de H — He
6.4 x 100

*x kX %k

101. Mostre que, se toda a massa do Sol for convertida em He, a energia li-
berada seria suficiente para manter a luminosidade atual do Sol por um tempo
t ~ 10! ano.
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Solugao:

Na transformagao de 4 protons em um nicleo de He temos
Amc? =26.6 MeV = 4.26 x 10~ ° erg

portanto, a energia liberada com 1 My ¢é

(426 x107°) (1.99 x 10%%)
~ (4) (1.0078) (1.66 x 10—24)

AE 1.27 x 1052

t~ ~

~ Lo (3.85 x 10%3) (3.16 x 107)

AE =1.27 x 10 erg

~ 1.0 x 10" anos

* Kk %

102. Usando apenas ordens de grandeza, mostre que a taxa de producao de energia
das estrelas da sequéncia principal pode ser colocada na forma € o T"™. Estime o
valor do expoente n.

Solucgao:

Podemos escrever

L
€ o (1)
adotando uma relacao aproximada entre a massa e a luminosidade
Lo M~ (2)
mas
T % (3)
M x R® (4)

usando (1), (2), (3)

eoxx Mot oc To~1 Re=1 (5)
usando (3), (4)

TxR>— RxT'Y? (6)
usando (5), (6)

€ ox T~ 1 Tla=1)/2 5 73(a=1)/2
por exemplo, se a =3, n =3

*x Kk %

103. A taxa de producao de energia nuclear do Sol pela cadeia pp é aproximada-

mente € ~ 103ergem™3s~!. Supondo que esta energia seja produzida em uma
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regiao no interior do Sol com raio R ~ 0.1 R; e densidade média p ~ 100 g/ cm®,
(a) qual é a taxa de producdo de energia nuclear por unidade de massa (erg g=*
s71)? (b) Qual ¢ a luminosidade produzida por este processo?

Solucgao:
1 3
(a) € ~ % ~ W?O ~10erg g 's™!
4 o3 4 3 10\3 (103 33
L~ 3 R’ e~ 3 (3.14) (0.1)° (6.96 x 10"7)° (10°) ~ 1.4 x 10°° erg/s
x x *x

104. Compare os valores da densidade de energia integrada U no interior de es-
trelas de tipo espectral M da sequéncia principal e do ramo das gigantes.
Solucgao:

Para uma estrela da sequéncia principal

M/Me
10" =—/—=
R/Rq

considerando uma estrela com tipo espectral MOV
M ~0.5Mg, R~ 0.6Rs, temos T ~ 1.3 x 10" K
UMOV) ~aT* ~ 2.2 x 10'* erg/cm?

T ~1.6X

para uma gigante a equagao acima da um limite inferior
para queima de He devemos ter T ~ 103K
considerando uma estrela com tipo espectral MOIII

M ~12Mg, R~ 40Rg

U(MOIIT) ~ 7.6 x 10'7 erg/cm3

* Kk *
105. Determine a temperatura aproximada em que as taxas de producao de ener-
gia pela cadeia pp e pelo ciclo CNO sao iguais.
Solucgao:

As taxas podem ser escritas como (cf. Maciel 1999, capitulo 12)
1/3

—-2/3 _
€pp ~ 2.4 X 105 f,, 1) gpp X2 p Ty 2/3 e=338/T;

o ~8.7x 102 fogo X Xy p Ty 2/% e 152:3/T,

onde X, Xy sao as abundancias de H e N por massa, respectivamente,
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Ts ¢ temperatura em unidades de 106K, f,p, ¥, gpp, fo € go sdo fatores
da ordem da unidade.
tomando €,, ~ ec
2.4 x 100 X2 pT5 23 e=338/T5"° 877 x 1027 X Xy p Ty 22 = 1923/T57°
adotando Xy ~ 1072 X, obtemos
Ts ~21.3, T ~2.1x10"K

*x Kk %

106. Admita que a producao de energia em uma estrela com T ~ 4 x 10"K e
p =~ 100 g/cm3 é feita pelo ciclo CNO. (a) Estime a taxa ec considerando X ~ 0.7
e Xy ~ 1073 X. (b) A partir do valor obtido em (a), estime a taxa ro de reacoes
pOT esse Processo.

Solucgao:
(a) Usando a relagdo para ec do exercicio anterior
ec ~ 1.66 x 10% erg/g s, logec ~ 6.22
(b) A taxa rc pode ser estimada de
rc AE

P
onde AFE é a energia liberada pela reacao

AE ~4x 102 erg

€C =

obtemos
_pec 10% x1.66 x 10° 12 —3 _1
re ™ R 1% 105 ~4x10" cm™" s

* Kk %

107. A taxa de produgao de energia pelo processo triplo-a pode ser escrita
€30 = 5.1 x 10 f3q Y3 p2 T3 e~ 440/ Ts

(Maciel 1999, capitulo 12), onde Y é a abundancia de He por massa, p é a densidade
do gés, Ty é a temperatura em unidades de 103K, e f3, é o fator de blindagem.
Uma expressao aproximada para esta taxa pode ser escrita

€30 =~ KY3p? f3, T3

Determine a constante K de modo a obter a mesma taxa pelas duas equagoes em
T ~ 108 K.
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Solucgao:

Considerando as duas relagoes

KY3p? f3o TE0 ~ 5.1 x 1011 Y3 fa, p? Ty ? e=44/Ts
obtemos

K~51x101Ty* e /T ~ 4 x 1078

*x kX %k

108. O fluxo total de neutrinos solares detectado na Terra pelo processo de quebra
de deutério, é f(v) ~ 5.09x 10% cm~2 s~1, compreendendo neutrinos dos tipos v,
v, e vr. O fluxo detectado pelo processo de absorcao de neutrinos, sensivel apenas
aos neutrinos de elétrons v, é f(v.) ~ 1.75 x 10° ecm™2 s71. (a) Supondo que os
fluxos de neutrinos dos tipos v, e v, sejam iguais, qual seria o valor do fluxo de
cada um desses tipos? (b) Considere que o raio do Sol é Ry = 6.96 x 10 cm e
que a distancia média entre a Terra e o Sol é dr = 1.5 x 10'3 cm. Qual deve ser o
fluxo total de neutrinos na superficie do Sol?

Solucgao:

(a) fu=fr= (5.09 — 1.75) x 10° = 1.67 x 106 cm 257!

N —

[f(v) = fe] =

N —

(b) F(v) = f(v) (;—2)2 =236 x 10" cm 257!

*x Kk %

109. No experimento da mina Homestake para deteccao dos neutrinos solares, é
utilizado um tanque contendo 610 toneladas de C5Cly. (a) Considerando que 24%
do cloro esta na forma 37Cl, o restante sendo 3°Cl, quantos ntcleos-alvo estdo
disponiveis para as reagoes nucleares? (b) Suponha que a taxa de captura seja
de 1 SNU. Em média, quanto tempo seria necessario esperar para ocorrer uma
captura?

Solugao:

(a) M =610T =6.1x10% g

M = Mc + My
~ Nc (12mpy) + N3z (37Tmpy) + N3s (35my)
_ Na

~ (12 mH) 4+ 0.24 N¢y (37 mH) + 0.76 N¢y (35 mH)

~ (6 +0.24 x 374 0.76 x 35) Noympy ~ 41.5 Neympy

6.1 x 108

~ 77 8.8 x%x 1030
1 5my %

Nc¢y
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N3z ~ 0.24 Ny ~ 2.1 x 1030
(b) O nimero de capturas por segundo é

R, ~10"30 N3- x 1 ~2.1x 107651
1

~ R_y ~ 5.5dias

t
* Kk *x
110. Estime a taxa de captura de neutrinos solares produzidos pela reacao
7 - T
Be+p35~ — ‘Li+v

2

considerando que o fluxo esperado é F,, ~ 5 x 10? cm~2 s~!. Considere uma secio

eficaz média o, ~ 2 x 10745 cm?.
Solucgao:
A taxa de captura pode ser escrita
R, ~F,o, N

onde 0, é a secao eficaz de captura média e N é o nimero de nicleos-alvo.
No sistema cgs R, ¢ dada em s~!. Temos entdo

R, (s ~(5x10%)(2x 107%)N ~ 1.0 x 1073 N

10% R, (s71)

R,(SNU) ~ ~ 1.0 SNU

*x kX %k

111. Mostre que a energia de Gamow pode ser escrita
21 5
EG = (271‘0421 ZQ) i,uc

onde Zy, Zs sao os pesos atomicos das particulas 1 e 2, p é sua massa reduzida e
a = e?/hc ~ 1/137 é a constante de estrutura fina.

Solugao:

A energia de Gamow é dada por (cf. Maciel 1999, capitulo 11)

Stimper A A, 9 9
Fao = 77
¢ h2 A+ A, 172

considerando que a massa reduzida é

my me A Ay

= m
mi + ms A+ Ay H
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obtemos

5 _87r4mHe4 W 72 72

G — h2 mH 1 2
472) (272) et

Bo =TI ETE g2 73 e

e finalmente
1
Eq = 2naZ, ) §uc2

*x kX %k

112. Definindo o parametro de Sommerfeld n = Z; Z; e?/hv, onde v = (2E/p)*/?
é a velocidade relativa das particulas de cargas Z;, Z5, mostre que o fator-S as-
trofisico pode ser escrito:

S(E) = o(E) Ee*™

Solucgao:

A variagao da segao de choque de colisao o(FE) com a energia e o fator
exponencial devido a barreira coulombiana pode se escrita

S(E
o(E) ~ S(E) e~b/VE
E
onde E é a energia das particulas em seu centro de massa e b um fator que

. ~ 1/2 , )
depende dos ntcleos em questao, tal que b = EG/ , onde Eg é a energia
de Gamow (ver o exercicio anterior). Temos entao

S=cEe/VE
o fator b é
b:2\/§7T2«/mH62 A1A2 1/2 2122
h A+ A2
mas
1 1 mimo 1 AL Ay
ol Ty T, © 2 MY A+ A
portanto
b 271'622122 9
— =27 —————= =27
VE ho 1
S =0 Ee?™
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113. Determine a posicao do maximo do pico de Gamow para a reacao

204 p— 13N 44
com T ~ 3 x 107 K.

Solucgao:

A taxa de reagoes ou o numero de reagoes por centimetro ctbico e
por segundo pode ser escrita

r— K / o—(B/RT)+(Ea /D)2 4p

onde K é uma constante, de modo que

1/2
RN

dE | kT E kKT 2
TN\ 2/3
By = EY? (—)
2
do Exercicio 111 temos
g A1 A
FEqg~157Tx107 ——=_ 7272
G X AL+ A, 1 4o €rg

Eg ~5.22 x 1075 erg ~ 32600 keV
portanto

Ey ~6.07 x 1078 erg ~ 37.9keV

* Kk K
114. Um movimento convectivo é caracterizado pela velocidade v e densidade p.
Mostre que a “pressdo convectiva” é dada por P ~ (1/2) pv?.
Solucgao:

Vamos considerar um cubo elementar de lado L, drea A e volume V = A L.
Se o cubo estiver se deslocando com velocidade v, a energia cinética por
unidade de massa é (1/2) v? e a energia cinética por unidade de volume é
(1/2) pv?. O trabalho realizado ao deslocar a superficie A pela distancia L é

TFXL~PXAXL~PxV
onde F' ¢é a forca exercida e P a pressao sobre as faces do cubo

como 7 =~ (1/2) pv? V, temos P ~ (1/2) pv?.

* Kk %



Parte 1 - Astrofisica Estelar ... ...ttt ittt ittt ittt ittt ennenenessas 74

115. Uma regido no interior de uma estrela de 2.5 Mg tem T ~ 1.5 x 107K
e P ~ 6.4 x 101%dina/cm?. Um modelo para essa estrela obtém um gradiente
dT/dP ~ 3.0 x 10710 K/(dina/cm?). Esta regido é convectiva ou radiativa?

Solucgao:
Para haver conveccao
dT/dP > V44

o gradiente adiabatico é

2 T
Vaa = ¢ 5 294 10" K/(dina/cm?)

portanto dT/dP > V .4, a regiao é convectiva.
* Kk *

116. Considere uma regiao no interior de uma estrela de 10 massas solares, onde
cerca de 10% da massa da estrela estd contida. Esta regiao seria dominada pelo
transporte radiativo ou convectivo?

Solugao:

As regoes de transporte radiativo e convectivo estao delineadas de maneira
aproximada na figura a seguir (Maciel 1999, capitulo 10). Neste caso,
o transporte é convectivo.

1.0
camadas
0.8 convectivas
<
=]
So6F camadas radiativas
5 0.
©
&
©
n0.4r-
©
B camadas
02k convectivas
|
,,,,,,,,,,,,,,,,, - _ _
0.00 1 | !
-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
log M/Mg
*x Kk Kk

117. A razao entre a diferenca dos gradientes de temperatura do gas e adiabatico
com relagao ao gradiente do gas pode ser escrita
dT _ (dT

SZWTW 1)
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e de maneira aproximada temos para o interior solar

F, 2/3 (i)B/S(L)M%
£~34x1077 (F) RQ(Mﬂ)j/i (2)

onde F,. é o fluxo convectivo e F' o fluxo total. Qual é o valor de £ no caso do
interior do Sol, admitindo que todo o fluxo é convectivo? Como este resultado
pode ser interpretado?

Solucgao:

(a) Neste caso, para o interior solar F./F ~1e £ ~3.4x 1077,

Como £ < 1, mesmo se a convecgao transportar toda a energia (F = F,),
a diferenca entre os gradientes é insignificante. Assim, o gradiente real
dT'/dr é essencialmente igual ao adiabatico (dT'/dr)qq-

*x kX %k

118. Mostre que havera conveccao se a luminosidade radiativa ultrapassar o limite

L>

16 TacG T* M(r) ( 1)

1— —
3/63 P F2

onde kg é o coeficiente de Rosseland e I'y 0 expoente adiabatico de Chandrasekhar.

Solucao:

Para haver conveccao devemos ter
dT S T I's—1

dP -~ P Iy

usando a equacao de equilibrio hidrostatico obtemos

Ty Gpmu BM(r) ([ 1
dr k r2 I's
onde = P,/P.
o gradiente de temperatura em equiibrio radiativo pode ser escrito
dr . 3 KRR P L
dr| 4ac T3 4nr?

usando estas equacoes obtemos

16macG T* M(r) <1 1)

L > - =
3KR P I'y

*x Kk %
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119. Mostre que, para elétrons com energia cinética E, o fluxo condutivo pode

ser escrito . iE
F cond = — % Ne v A 5
d 6 fle¥ dr

onde v é a velocidade média e A o caminho livre médio dos elétrons.

Solugao:

O fluxo condutivo pode ser escrito de maneira aproximada
(Maciel 1999, capitulo 9)

3 k3 dT
Fcon - eATl/Q_
d 16 m, " dr
com
_ 3kT
D~
me
E = (1/2) m, 0*
obtemos
dFE dv 3k (1 dT
L =MV — =MD gy b Vo Rl
ar el T~ e’ Me (2 dr)

dE [ 3k% L dT
O =N e U ar

explicitando dT'/dr e substituindo na equagao acima encontramos
1 dE

Fcond ~ _6 ne@AW

* Kk %

120. Mostre que a transicao entre o dominio da opacidade b-f e a opacidade

condutiva ocorre para
T ~2x10° pl/ 2

onde T estd em K e p em g/cm®. Adote uma composicao solar.

Solucao:
Usando o coeficiente de Kramers para as transigdes (ver Exercicio 71)

b P
Kb ~ 4.3 x 102 Tf Z(1+X) 755

a opacidade condutiva pode ser escrita (Maciel 1999, capitulo 9)

2 wracetmi/? T2 ~ 102 /2

_ 2
Reond = (3 k’)7/2 P P cm /g
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fazendo
Kyf = Keond
adotando valores tipicos
gy =1, t~10, Z~0.02, X ~0.7
obtemos
T ~ 2 x 10° p'/?
* Kk K

121. Estime a opacidade radiativa e condutiva para um ponto no interior de uma
estrela onde T ~ 10" K e p ~ 10°% g/cm®. Qual dos dois processos domina a
opacidade total?

Solugao:

Usando os resultados do exercicio anterior temos

Keond =~ 0.32 cm? /g

Krad = Kb = 5 x 10* cm? /g

Krad =2 Keond
1 1 1 1

— ~

Rtot Rrad Reond Recond

Ktot = Keond € a conducao domina.

*x kX %k

122. Mostre que a relacao

x? x?

AN
y ¢ T "120

¢é solucao da equacao de Lane-Emden para n =0 e n = 1. Mostre ainda que essa
expressao satisfaz as condicoes de contorno: para z — 0,y = 1,3" = 0.

Solugao:
A equacao de Lane-Emden pode ser escrita

d*y 2 dy

de? 'z dzx

temos entao

+y" =0

p__x et



”—_1+n_332_
Y30
n=20

2
x
=1- =
Y 6
7T
Y773
1
/l___
Y =73
portanto
1 2
————+4+1=0
3 3+

aplicando as condicoes de contorno

r—0, y=1, vy =0

n=1
213’2 334
ST T
y’:_§+x_3_
3 30
g Ll
3710

aplicando as condicoes de contorno

x—0, y=1, v =0

123. Mostre que a relacao

Asenx Bcoszx
+

y:
T T

é solucao da equacao de Lane-Emden com n = 1, e mostre que A=1e B =0.

Solugao:

, Axcosx— Asenx — Bxsenx — Bcosx
y et

2
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, —Axsenx— Acosr Ax’cosx —2Axsenw
Yy = - -
2 i
Bzxcosr — Bsent —Baz?senx — 2 B xcosx

x? x4
Substituindo y, ', 4", a equacado de Lane-Emden é satisfeita.

Aplicando as condicoes de contorno

paraxz — 0, v =1, y" =0

A B
i, sen x n cosz] _ i, sen x B lim, CoS T
x x
= A+ B lim,_,g cos e =A+Bm=1 (m— o)

portanto A =1, B=0

124. Mostre que a relacao

1 ~1/2
Y= (1 + 3 1’2)

é solucao da equacao de Lane-Emden para n = 5.

Solugao:

A equacao de Lane-Emden é

2
v+ -y Y =0

com a solucao proposta

22 —1/2
—(14+ =

3 3 2,5 3
" x 2 Y 2 4 Y -y Yy
= —_— 3 _— = — _ — —_ —
( 3)( yy) -3 zyy =3 3 3
substituindo
{132y5 y3 2y3 5 5 .’132 3 y5 3
3 T3 3 TV (”?)‘y V0
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125. A pressao central em uma estrela de massa M e raio R aplicada a um
politropo de indice n é dada por

1 GM? _ GM?
4r(n+ 1)y (R)2 R* " R*

P, =

(a) Determine a constante k,, paran = 0 usando os resultados do Exercicio 122. (b)
Determine esta constante para os politropos com n = 0, 1, 2, 3 usando os resultados
da tabela abaixo.

n  z(R) -z(RPy(R)  kn

0.0 2.4494 4.8988 0.119
1.0 3.1416 3.1416 0.393
2.0 4.3529 2.4111 1.638
3.0 6.8969 2.0182 11.051

Solugao:

(a) O resultado do Exercicio 122 paran =0 é

x

=1-=
Y 6

x

I _ [
Y773
para estrelas politropicas temos
y— 0,2 =z(R)

R 2

portanto 0 =1 — x(6)

z(R) V6

/
Rl=—-——"7=_""
y'(R) 3 3
a constante kg fica
1
ko 3 ~ 0.119

T an(0+ 1) (—V6/3)? 8w

(b) Os resultados estao incluidos na tltima coluna da tabela

* Kk %

126. (a) Aplique a solugdo de um politropo de n = 3 ao Sol, e obtenha os valores
centrais de densidade, pressao e temperatura. (b) Um modelo para o interior do
Sol produz os resultados a seguir, onde r estd em unidades de 10'°cm e P em
10*¢ dina/cm?. Compare esse modelo com seus resultados.
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0.00
0.07
0.15
0.42
0.63
0.84
1.16
1.41
1.71
1.96
2.21
2.58
3.15
4.25
5.08

30.5470
30.2590
29.2000
22.8900
16.6350
11.8740
6.7633
4.2491
2.3515
1.4573
0.8747
0.4103
0.1333
0.0178
0.0041

Solucgao:

(a) Para um politropo de indice n = 3 podemos escrever

P=Kp** (1)

do exercicio anterior z(R) = 6.8969 ¢ y'(R) = —0.0424

a variavel x estd relacionada com o raio R por

R=az(R) — a=1.01 x10%cm

a densidade média p é dada por

4
M = §7TR3/3—> p= 1.41g/cm3

a densidade central pode ser obtida por

Pc 1 ZC(R) 3
— =3 — pe=47.7g/cm
p 3y (R) /
a constante K é dada por
4 3/3 2
K = W = 7.05 x 10* dina cm? g_4/3

a pressao central pode ser obtida pela relagao (1) (alternativamente pela

equagao do exercicio anterior)

P.=1.22 x 10'7 dina/cm?

a temperatura é dada pela equacao de estado com p ~ 0.5
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NmHPc

T, =
k pe

=1.55 x 10" K

(b) A variacao P(r) pode se obtida pela relagao (1) considerando que a posigao
r e a densidade p da estrela estao relacionadas com as variaveis adimensionais

x ey por

r=aw,p=pcy’

(ver tabela abaixo). O resultado estd na figura a seguir

/

15

P(10'® din/cm?)

£ Y3 Y3

0.0 1.0000 0.0000
0.5 0.9598 -0.1548
1.0 0.8551 -0.2521
1.5 0.7195 -0.2799
2.0 0.5829 -0.2615
2.5 0.4611 -0.2240
3.0 0.3592 -0.1840
3.5 0.2763 -0.1488
4.0 0.2093 -0.1202
4.5 0.1551 -0.0976
5.0 0.1108 -0.0801
5.5 0.0743 -0.0666
6.0 0.0437 -0.0560
6.5 0.0179 -0.0478
6.897 0.0000 -0.0424

I \
L \ modelo
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FORMACAO E EVOLUCAO ESTELAR

127. A luminosidade atual do Sol é Lg =~ 3.85 x 1033 erg/s e sua idade é de 4.5
bilhoes de anos. Supondo que sua luminosidade, ao chegar a sequéncia principal
de idade zero, era L; ~ 2.7 x 1033 erg/s, (a) qual foi, em magnitudes, o aumento
do brilho do Sol nesse periodo? (b) Qual é a taxa média de aumento do brilho do
Sol a cada 10° anos?

Solucgao:

L; 2.
(a) Am = —2.5 log — ~ —2.5 log 27 ~ 0.39

Lo 3.85
A :
(b) Tm ~ 0—359 ~ 0.09 mag/10° anos
x *

128. Uma estrela com 30 My chega a sequéncia principal com log(L/Lg) ~ 5.0
e logT.s ~ 4.6, aproximadamente. (a) Qual é o valor do raio dessa estrela? (b)
Compare o resultado obtido com o raio de uma estrela supergigante vermelha de
mesma luminosidade com T,y ~ 3500 K.

Solugao:

L
(a) Ry~ [ ———1 ~ 4.6 x 10" cm ~ 6.7 R,
dmo T,

(b) Para uma supergigante com log(L/Lg) ~ 5.0 e T,y ~ 3500 K o raio é
Ry, ~ 6.0 x 10" cm ~ 860 R,
x x

129. Estime a duracao da fase na sequéncia principal para uma estrela com 5
M. Admita uma relagao entre a massa e a luminosidade da forma L o« M™ com
3<n<A4.

Solucgao:

Podemos escrever aproximadamente
M /Mg
L/Lg

tsp =~ (1019) (5) (57™) =~ (5*™) (10'?) anos

tsp ~ 1010

n=3, tgp ~ 4 x 10® anos

n=4, tgp ~ 8 X 107 anos
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130. Uma estrela T Tauri tem L ~ 10 Ly e T,y ~ 4000 K. (a) Qual é o valor do
raio dessa estrela, em unidades solares? (b) Suponha que a estrela pertence a um
estagio pré-sequéncia principal de uma estrela de 1 M. Qual deve ser o valor da
massa da estrela T Tauri, considerando que esse estagio dura aproximadamente
105 anos nos quais a taxa de perda de massa é de 5 x 107 Mg /ano?

Solugao:

L

1/2
m] ~ 4.6 X 1011 cm =~ 6-6 R@

(a)R:{

(b) Mypr ~ Mo + AM ~ Mg + M At
Mpr ~ 1.0+ (5 x 1077) (10%) ~ 1.0+ 0.5 ~ 1.5 M,

*x k%

131. Uma variavel cefeida tem periodo de 10 dias e temperatura efetiva de 6000 K.
(a) Use a relagao periodo-densidade e determine a densidade média da estrela. (b)
Use uma relagdo periodo-luminosidade do tipo L/Lg ~ 370 P, onde o periodo é
dado em dias, e determine a luminosidade e o raio da estrela. (¢) Com os resultados
anteriores, estime a massa da estrela.

Solugao:
(a) A relag@o periodo-densidade pode ser escrita

P LZQ
Po

onde () ~ 0.05dias ¢é a constante de pulsacao média das cefeidas.
A densidade média é

Q2
P~ —=5 Po = 3.5 X 1075 g/cm®

com pe ~ 1.41g/cm3.
(b) L/Le =~ 370 P ~ 3700
-~ {L
- 47raTe4f
4

(c) M ~ gwR?’ﬁ:&?x 1033 g ~ 4.4 M,

1/2
] ~ 3.9 x 102 cm ~ 56 R,

*x kX %k

132. A ana branca Sirius B faz parte de um sistema bindrio, o que permite deter-
minar sua massa, M = 1.05 Mg, e seu raio, R = 0.0074 Rs. Considerando que a
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massa limite das anas brancas é dada pelo limite de Chandrasekhar, Mo < 1.4 Mg,
qual é o valor do raio limite dessas estrelas? Sugestao: admita uma relagao entre
a massa e o raio das estrelas da forma R = aM + b.

Solucgao:

B .My
Ro "My

para M /Mg ~ 1.4, R/Rs ~0

para M /Mg ~ 1.05, R/Rg ~ 0.0074
a~ —0.0211, b=~ 0.0296

Ry ~limpr 0 R >~ b~0.03 R

*x kX %k

133. O ponto de virada (turnoff) do aglomerado M67 tem indice de cor em
(B—V)p ~ 0.6. (a) Estime a massa e a luminosidade das estrelas correspon-
dentes a esse ponto. Sugestdo: use as tabelas 1.6 e 1.7 de Maciel (1999) ou
equivalente. (b) Estime o tempo que a estrela permanece na sequéncia principal,
que é essencialmente a idade do aglomerado. Admita que a escala de tempo na
sequéncia principal é proporcional & razao M /L e calibre esta relagdo usando o
Sol. (c) Repita o cédlculo da letra (b) usando uma expressao mais correta para a
escala de tempo, dada por

logt (ano) = 10.0 — 3.6 log M /My + (log M /M)?

Solugao:
(a) Para (B — V) ~ 0.6 as tabelas 1.6 e 1.7 indicam
0.18 > log L/Le > 0.04, 1.5> L/Le > 1.1
1.1>M/Mg > 0.9
(b) Considerando tgp o< M/L temos
o M/Mg
L/Lg
de modo que

1 x 1019 > ¢(ano) > 6 x 10°

t~ 10"

(¢) Aplicando a relagao dada obtemos

1.5 x 10'% > #/(ano) > 7 x 10°
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134. Considere uma nuvem molecular esférica com densidade média p, tempe-
ratura 7' e massa M. Usando apenas relagoes de proporcionalidade, mostre que a
nuvem podera se condensar se

M > M oc T3/? p_1/2

Solugao:

Para haver colapso da nuvem

GMm>mv2
R 2
M > 2R

2
mas v &T,pocﬁ

1/3
M>T (%)
p

M2/3 > T p=1/3
M > Mj; o T3? p=1/2

*x kX %k

135. Considere uma nuvem esférica com massa M, raio R, densidade p, tempera-
tura T' e peso molecular y. Mostre que a massa minima para que esta nuvem se
condense para formar estrelas pode ser escrita na forma

T3/2

M>MJ2KW

que é a massa de Jeans. Determine o valor da constante K.

Solugao:

Para haver colapso

|Ep| > E.

onde E, ¢ a energia cinética térmica do gas e E, a energia potencial.

Temos aproximadamente

M? M
¢ >NET ~—kT
K

mas
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4 M3
M=_7mRp — R= M
3 A1 p

portanto a condicao fica
Anp\'? kT

GM | —— > —
( 3M ) pmy

313k T
Gmy (4m)1/3 M pt/3

3\ k \Y? 3/2 —3/2 —1/2
M>M;=|-— T 1 p
41 Gmpy

M?/3 >

que é da forma
T3/2
My~ K 113/2 pl/2

onde

3\ /2 I 3/2
K=|— ~ 2.13 x 10%* g3/2 cm 32 K3/2
47 GmH

=1.07 x 107" My, g'/? em=3/2 K—3/2

*x Kk %

136. A massa de Jeans é frequentemente aproximada pela relacao

ok T \32 7 1\1/2
MJZ —_—
Gumg 4p

mas uma expressao mais correta é

5T \*? [ 3 \?
MJZ E
Gumyg 4mp

Em ambos os casos temos My oc T3/2 u=3/2 p=1/2 ou My = K T3/? y=3/2 p=1/2,
onde K é uma constante e M; é dada em My, T em K e p em g/cm?. Determine

a constante nos dois casos.

Solucgao:

K (2) (1.38 x 10~16) 2N 1
" 1(6.67 x 10-8) (1.67 x 10—24) 4 1.99 x 1033

K1 =310x 107" Mg K™3/2 g1/2 cm=3/2
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K (5) (1.38 x 10~16) 3\ 1
27 (6.67 x 1078) (1.67 x 10—24) A

Ky =120 x 10719 My K=3/2 g!/2 cn=3/2

*x kX %k

137. Chamando R o raio da esfera de massa M ;, conhecido como Raio de Jeans.

Mostre que
7\ /2
m= (2)"
Hp

Vs

R;y=Ky —= (2)
p1/2

onde v, é a velocidade do som no meio. Determine as constantes K3 e K.

Solugao:
Considerando o exercicio anterior adotando K = K5, temos

T3/2

4 3
MJ_—WRJ/)—KQW

3

desta relacao obtemos

3K, (T \?
= ()

4 ﬁ
ou seja
7\ /2
e ()
Hp

que é da forma da equagao (1) onde

1/3
()
47

considerando o valor de K5 do exercicio anterior temos

K 5k 1/2 i 1/2_ 15k 1/2 (3)
3 GmH 47 N 47TG777,H

para unidades cgs, K3 = 3.85 x 107 g'/2 cm~1/2 K—1/2

para obter a relacao (2) consideramos a velocidade do som vy
kT

2= 102
wmpg

onde y é a razao dos calores especificos. Desta relacao
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T mgv?
T_mat g
poooy
usando (1) e (4)
1/2

M V: 1
RJ:KB( vk ) pr/?
R; =K, 1/2

que é da forma (2). Usando (3) com v =5/3

K, = Ky (22 1/2: 15 1/2~3300g1/20m_3/28
* S\ vk 47 G~ -

*x Kk %

138. Considere uma nuvem protoestelar esférica com densidade média p. (a)
Mostre que o tempo de queda livre, que é o tempo necessario para o colapso da
nuvem sob a agao da gravidade, pode ser escrito, aproximadamente,

tqlﬁ—

N

(b) Qual é o valor da constante K, se a densidade estiver em g/cm? e o tempo em
segundos? (c) determine a constante para medir o tempo em anos.

Solugao:
(a) Chamando g a aceleragao gravitacional, podemos usar as relagoes
R~ gt?

GM
9= RZ

M

P = 4)3)r RS
obtendo
R R3 3
g GM 4nGp

e

) Com unidades cgs a constante K é

K~ = 1.89 x 10% cm—3/2 /2
\/47rG \/ (3.14) ( 667><10) em e s

12~
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(c) medindo ¢ em anos, considerando lano = 3.16 x 107s

1.89 x 10°

= m = 5.98 x 10_5 Cm_3/2 g1/2 ano

* Kk %

139. (a) Mostre que o tempo de queda livre pode também ser escrito na forma

R/R 3/2

o i (BIRO)
(M M)

determine o valor da constante K’ para obter o tempo em segundos. (b) Estime

o tempo de queda livre para o Sol, para uma gigante vermelha com M = Mg e

R =100 R, e para uma ana branca com M = 0.6 Mg e R = Rg/50.

Solucgao:

Da equagao de equilibrio hidrostéatico temos
1LdP GM

0
p dr r2

Se a estrela colapsar sob a acao da forga gravitacional, o termo dP/dr se anula
e podemos escrever
d?r GM R
a|— R* t

RrRP 3
GM 47Gp
onde tomamos r ~ R e M(r) ~ M e usamos a densidade média p.
Em termos solares, obtemos

(R/Re)*?

(M/Mg)'/?

2 ~Y
2, ~

tqlﬁK’

medindo ¢, em segundos obtemos K’ ~ 1.6 x 10?
(b) Para o Sol, ty ~ 1.6 x 103 s = 27 min
para uma gigante vermelha t, ~ 18 dias

para uma ana branca t;; = 5.8 s
* Kk *
140. Considere uma nuvem esférica de raio R = 100 pc composta de H, com uma

densidade ny = 1cm™3. (a) Qua é a massa da nuvem? (b) Qual é seu tempo de
queda livre?
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Solugao:

(a) p=ngmpg = (1) (1.67 x 10724) = 1.67 x 10724 g/cm®
4
M=pV=p (5) T R?®=2.06 x 10°®* g = 1.04 x 10° M,

(b) Usando o resultado do Exercicio 138

Lo 1.89 x 103 . 189x 103
T V6T x10 23

*x kX %k

~ 1.46 x 10°s ~ 4.62 x 107 anos

141. Considere uma nuvem protoestelar composta de hidrogénio molecular em
processo de colapso, tendo atingido uma densidade média de 10* cm=3. Sua tem-
peratura é de T'= 100 K. (a) Qual é a massa de Jeans da nuvem? (b) Qual é seu

tempo de queda livre?

Solugao:
(a) p=ng pmy = (10%) (2) (1.67 x 10724) = 3.34 x 10720 g /cm®
Usando o resultado do Exercicio 136
T3/2
Mj;~1.2x10 EEYIE

(1.2 x 10710) (100)3/2
(23/2) (3.34 x 10—20)1/2

1.89 x 103
b) ty o~ —
()q \/ﬁ

MJZ 2230M@

~ 1.03 x 10" s ~ 3.26 x 10° anos

*x kX %k

142. Considere uma nuvem protogaldctica que sofre um colapso em queda livre,
segundo o modelo de Eggen et al. (1962). A nuvem tem massa comparavel a
massa da Galdxia, M ~ 5 x 10! M, e estd contida em um volume esférico de
raio R ~ 50kpc. (a) Qual seria a densidade média da nuvem? (b) Qual seria seu
tempo de queda livre? Dé suas respostas em g/cm?® e em anos, respectivamente.

Solucgao:

(a) p~ 3M (3) (5 x 10M1) (1.99 x 1033)
P= 47 R~ (4)(3.14) (50 x 103 x 3.09 x 1015)3
1.89 x 10?

b) tg ~ —

( ) q \/ﬁ

—=6.44 x 10" g/cm®

~ T7.45 x 10" s ~ 2.36 x 10% anos
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143. Considere uma nuvem protoestelar de massa M e raio R e determine a cons-
tante K na relagdo entre o tempo de queda livre e a densidade do gas (Exercicio

138) considerando que a velocidade do colapso em queda livre é dada por

o(r) = {2GM (% - %)T/Q

Solucgao:

O tempo de colapso é (cf. Ryan & Norton 2010)

0
dt
ta= | =—d
al /Rdr’“

como v(r) = —dr/dt e dt/dr = —1/v(r) obtemos

0 1 1\1" V2 R /2 cor 12
we [ e G-g)) o -Gew) LS

usando a varidvel z tal que r = x R, temos dr/dz = R, com os limites

xr =1, x =0, de modo que

RS O\Y2 pipo, 712
tql:(2GM) /0[1—33} dr

com uma nova mudanca de varidveis, = sen? 6 e dx/df = 2sen @ cos 6,

com os limites § =0 e 0 = 7/2:

RS 1/2 w/2 )
tql = (m) A 2sen” 6 do

considerando que 2sen? = 1 — cos 20 obtemos

R \Y? /2 R3 \'/? sen 20717/?

finalmente

72 R3 1/2
tal = | ———
at <8GM)

como M = (4/3) ™ R3 p obtemos

¢ 3 1/2
= \32G)

isto é, a constante é dada por

K— 3 1/2
332G
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PARTE 2 - VENTOS ESTELARES

EQUACAO DE CONTINUIDADE

144. Mostre que a hipotese do continuo é verificada pelo ar em uma sala de aula.

Solucgao:

A pressao na sala pode ser escrita

P
P ~nkT ~
n - n T

adotando P ~ 1 atm ~ 1.0 x 10° dina/cm?, T ~ 300K
n~2.4x10" cm™3

o caminho livre médio para colisoes entre particulas do ar é
A~ 13~35%x1077 cm

considerando uma dimensao tipica R para a sala

R~3m ~300 cm — A\ < R, a hip6tese ¢é verificada

* Kk *x
145. Mostre que a hipétese de continuo ¢ valida para um copo de agua.

Solucgao:
Considerando a densidade da agua nas condigoes usuais, temos
~ 3
p=1g/em
a massa de uma molécula é m ~ 18mpy, onde my = 1.67 x 10724 g
a densidade numérica de moléculas de agua no copo é

p p
/”LN ~

m 18mpy

~ 3% 10*? cm 3

o caminho livre médio das moléculas pode ser aproximado pela
separacao média entre as moléculas

A~n /3 ~3%x1078 cm

tomando a dimensao da base do copo como R ~ 5 cm, temos

A < R, a hipdtese é valida.
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146. Mostre que a hipdtese de continuo é valida para um envelope circunstelar
de uma gigante vermelha considerando colisoes entre graos e o gas no envelope.
Considere graos esféricos com raio a ~ 1000 A = 10~° c¢m e um envelope com uma

densidade numérica de particulas n, ~ 10% cm 3.

Solucgao:

A segao de choque para colisoes graos-géas é da ordem da secao geométrica
dos graos, dada por

oc~ma?~3x 10710 ¢cm?

o caminho livre médio dos graos para estas colisoes é

1
Agr > —— ~ 30 cm
Nng o
tomando uma dimensao caracteristica do envelope como igual ao raio
da estrela, R ~ 10 cm, vemos que Agr < R, justificando o tratamento

do envelope de gds e graos como um fluido.

* Kk %

147. Considere as condic¢oes do exercicio anterior. (a) Qual seria o caminho livre
médio para interagoes entre as proprias moléculas do gas? Compare este resultado
com o caminho livre médio para interacoes gas-graos obtido no exercicio anterior.
(b) Qual seria tipicamente a densidade numérica dos graos? Adote uma razao
grao-gas dada por pg./py >~ 1/200 e graos de silicatos com densidade interna
s =3.0g/cm3.

Solucgao:
1 1
(a) Ay =~ ~ ~2x10"%cm
9 ngl,/g (108)1/3
Ag K Agr
(b) Com a razao graos-gas dada temos
NgrMgr 1
ngmg 200
Mg My

9T 200 my,

Semy~mpg =167Tx10"*g

com ng ~ 108 cm™
~ V.. ~ é 3 ~ 1.3 1 —14
Mgr =~ Sgpr Vgr =2 Sgr 5 ma® ~1.3 x10 g

portanto

Ngr ~ 6.4 X 1075 cm™3
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Mor 6.4x 10713
g

ou seja, ng, K ng

*x Kk %

148. A partir da equagao de continuidade na forma vetorial

dp

8t+v() 0

escreva a equagao de continuidade no caso unidimensional. Como fica esta equagao
no estado estaciondario?

Solucgao:

Da equacao de continuidade, tomando a velocidade unidimensional u

ap 9p 8u_
o "o TP ar Y

no caso estacionario

dp dp ou  J(pu)
=0—u = =0
ot oz Por T oa
portanto
pu = constante
* Kk ok

149. Seja p a densidade de uma grandeza fisica qualquer, que pode ser a carga,
a massa, energia, etc. Chamando () a quantidade dessa grandeza criada por

centimetro cubico e por segundo, mostre que a equacao de conservagao de p pode
ser escrita
o

SV =0

Solugao:

Integrando em um volume V' em torno de uma superficie de area S

6/,udV— f,uﬁ-ﬁdS-i—/QdV
ot v

(ver por exemplo Maciel 2005, se¢ao 1.3)

usando o teorema da divergéncia

gt/udwr/v (u¥)dV = /de
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/V{g—’:+ﬁ(m)}dv:/vcgdv

portanto

R S
5 TV W) =@

150. Em diversos casos sao obervados discos em torno das estrelas, de modo
que a ejecao de matéria pode ser bem descrita com a utilizagao de coordenadas
cilindricas. Escreva a equacao de continuidade nessas coordenadas.

Solucgao:

Usando as coordenadas r, 6, z temos
dV =rdrdfdz
para o vetor fY(AT, Ag, A,)

. . 190 104y  OA,
VoA=L AT 5 o,

Considerando V(Vm Vo, V2.), da equagao de continuidade temos

op 10 10(pVe) , O(pV2)
+7° T(M)VT)—'— 00 + 0z

(Exercicio 148). Com simetria azimutal Vg =0

dp 10 A(pV.)

o trar eV + =52

no estado estacionério

10 A(p V)
- (rpVy) + oz

=0

=0

=0
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151. (a) Escreva a equagao de continuidade em coordenadas esféricas. (b) Como
fica esta equagao se houver simetria esférica? (¢) Como fica a equagao em estado
estaciondrio?

Solugao:
Z
v/
|
6 |
|
! y
\ I
¢ <
\
X \I

Considerando as coordenadas esféricas 7, 6, ¢, temos as seguintes relagoes
xr=rsenf cos ¢,y =rsenf sen¢p, z=r cos 6
o elemento de volume dV pode ser escrito

dV =12 sen® dr df d¢

a equacao de continuidade pode ser escrita em coordenadas esféricas como

op 10, 19 19

ot T2 o PN T g gp om0 P i g (o) =0

onde (v, vg,vy) sdo as coordenadas do vetor .

(b) Com simetria esférica, vy = vy = 0, 0 escoamento ¢ unidimensional e
a equacao de continuidade fica

ap . 1

ot r2 or

onde consideramos v, = v.

(r*pv) =0

(c) Se o escoamento for unidimensional e estacionério, temos
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152. A partir da equacao de continuidade com simetria esférica e no estado esta-
cionario obtida no exercicio anterior, obtenha uma expressao para a taxa de perda
de massa, dM/dt.

Solucgao:
A equacao é facilmente integravel com a solugao
r? p v = constante

Esta equacao significa que o objeto est&fm continuamente fornecendo matéria
ao gds em movimento. Seja dM/dt = M a taxa de perda de massa. Pela
conservacao da massa, essa taxa deve ser igual a massa por unidade de tempo
que atravessa uma casca esférica de espessura dr, massa dM, na posicao r,
onde a densidade do gas é p e a velocidade é v = dr/dt, ou seja
dM =47 r?pdr

daM . dr

——— =M=4nr’p = =4dnripv

dt N P

* K x

153. Obtenha uma relagao entre a taxa de perda de massa em Mg /ano e g/s.

Solugao:

Podemos escrever para a taxa de perda de massa

dM
UL (/) = 4mr? (m?) p (gfem®) v (cm/s)
portanto
dM dM 3.16 x 10" s Mg
g Vs -7
dt (Mo/ano) dt (8/5) 1.99 x 1033 ano g
M M
dd—t (M /ano) ~ 1.6 x 10726 dd—t (g/s)
* Kk ok

154. Uma estrela esférica perde massa a uma taxa constante. (a) Se a velocidade
do gas for constante, como serd a variacao da densidade com a posic¢ao no envelope?
(b) O que acontece com a densidade do gés na regiao de aceleracdo, em que a
velocidade do escoamento aumenta?

Solucgao:
(a) Da equagao de continuidade
72 p v = constante

com v constante, p r—2
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podemos escrever ainda

9 constante k&
T p = - = —
Vo Vo

portanto p = —-
Vo T
(b) Nesse caso

_k
P=u
para v > vy a densidade p cai mais rapidamente. Por exemplo, se v o< r®
com « > 0 temos
_k
P = 7«2+o¢

*x X %k

155. As equagoes de continuidade e de equilibrio hidrostatico podem ser escritas
como

dM

L — Ayl

o e p(r)
P GM(r)
dr r2

Estas sao as formas Fulerianas das equagoes, em que a variavel independente é a
posicao r. Escreva estas equagoes na forma Lagrangeana, em que a massa M é a
variavel independente.

Solucgao:

Da equacao de continuidade podemos escrever simplesmente
dr 1

dM  4dxr?p(M)

para a equagao de equilibrio hidrostatico

ar _G Mp 1

dM r2 4dwr?p
dP GM

dM —  Axr(M)*

*x k%

156. (a) Escreva a equagao de continuidade segundo a notagao tensorial carte-
siana. (b) Como fica esta equacao no caso de um fluido incompressivel?
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Solugao:
(a) A equacao de continuidade na notagao vetorial é (cf. Maciel 2005)

dp =

Lav.-(pd) =0
5 TV (p7)
que pode ser escrita em notacao tensorial cartesiana na forma
0 0
Op  9pve) _
ot 8azk
usando a expressao
d(pv; vg) ov; d(p k)
axk — Pk axk + al‘k

a equacao de continuidade pode também ser colocada na forma

d(pv;vg) ov; dp

T 0w " om ot

(b) No caso de um fluido incompressivel dp/dt = 0, e
V- (p?) =0

pV T+ (7-V)p=0

pﬁ -U=0

V-7=0

em notacgao tensorial cartesiana temos

ou _

oxy

VENTO SOLAR

157. O vento solar é um fluxo de particulas carregadas que atinge a orbita da
Terra. (a) Estime o fluxo de massa considerando que a densidade observada de
prétons a distancia de 1 UA = 1.5x10'3 ¢cm do Sol é ny ~ 10 cm 3, com velocidades
v ~ 400 km/s. (b) Qual é o fluxo de particulas correspondente? (c) Estime a
taxa de perda de massa do Sol.

Solugao:
(a) O fluxo de massa pode ser escrito
J=pv =2ny,mypv~6.7x 10716 gem 2571

(b) O fluxo de particulas é simplesmente
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J ~nyv~4.0x10% cm 257!

(c) A taxa de perda de massa do Sol é

amM
o (Mg /ano) ~ 2.0 x 1072 72 pu

onde r estd em cm, v em cm/s e p em g/cm?. O valor obtido é

dM
—r =30 107 Mg /ano

*x Kk %

158. Consdere que o Sol tem uma taxa de perda de massa M = dM/dt ~ 3 x
10714 M /ano e uma idade de 4.5 bilhes de anos. Supondo que a taxa de perda
de massa observada hoje tenha permanecido constante durante toda a vida do Sol,
qual era sua massa no inicio de sua evolucao? Esta hipdtese parece razoavel?

Solugao:

Para estimar a massa original podemos escrever

. AM
M ~ At
AM ~ M At ~ (3 x 10714) (4.5 x 10%) ~ 1.35 x 10~* M,
portanto
My = Mg 4 1.35 x 10~* My, = 1.000135 M,

a hipdtese nao é razoavel, pois no inicio de sua evolucao a taxa de perda
de massa deve ter sido mais alta.

* Kk %
159. Considere a taxa de perda de massa do Sol dM/dt ~ 3.0 x 10~1* M /ano e
estime a luminosidade perdida por esse processo, comparando-a com a luminosi-
dade de fétons.
Solucgao:

Adotando v ~ 400 km/s para a velocidade do vento solar

dM

Ly~ ——v? ~ 3.0 x 10°7 erg/s
dt

Le = 3.85 x 1033 erg/s

L, _7
— ~T. 1
s 7.9 x 10
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160. Compare a taxa de perda de massa do Sol dM/dt ~ 3.0 x 10~* M /ano
com a taxa de perda de massa termonuclear do Sol, que é a taxa necessaria para
que o Sol mantenha a luminosidade observada de L = 3.85 x 1033 erg/s.

Solucgao:

A taxa de perda de massa termonuclear é aproximadamente

) Lo 3.85 x 1033 19 —14
MTgc_zgmgél.?)xlO g/s=6.8 x 107" Mg /ano

ou seja, M /My ~ 0.44
* Kk *

161. Considerando que o Sol é uma estrela esférica com massa M = 1.99x 1033 g
e raio Ry = 6.96 x 10'° cm, estime em ordem de grandeza o valor do gradiente de
pressao no Sol. Compare seu resultado com o valor obtido pelo chamado “modelo
padrao do Sol” para a regiao do interior solar onde r = Rg /2, dP/dr ~ —1.3 X
10° dina/cm3.

Solucgao:

O gradiente de pressao pode ser escrito

ap  GM,.p
dr r2
dP\ _ GMgps = GMy M, _ 3GM?
dr ) o R: — R% (4/3)mR¥ ~  4nmR}

P
d_> ~ —3.9 x 10* dina/cm?
dr o

ou seja

(dP/dr)mod
apjar =03

*x X %k

162. (a) Considere a coroa solar isotérmica com uma temperatura 7'~ 1.5x 10% K.
Admita que o vento solar é iniciado em uma distancia de referéncia dada por ry ~
Rs = 6.96 x 10'% cm com uma densidade de prétons e elétrons ng ~ 4 x 10% cm ™3
e que a coroa esta em equilibrio hidrostatico. Neste caso, a Terra, situada a 1 UA
= 1.5x10'3 ¢cm do Sol, esta envolvida por um material coronal de alta temperatura.
Estime a densidade do gas coronal na posicao da Terra.

Solucgao:

A equacao de equilibrio hidrostatico pode ser escrita
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dP G Mg nmyg

dar 2

supondo que o plasma contém protons e elétrons em partes iguais, podemos
escrever a equacao de estado na forma

P=2nkT

temos entao

dP dn GMonmpyg

— =2kT — = ————

dr dr r2

de modo que

dn_ GMomyg _, 1 [ 2
DY A i S W
onde introduzimos a escala de altura h dada por
1 . GM@ mpg

h 2kTr2

integrando a relacao para dn/n entre o e r, onde a densidade de particulas
tem valores ng e n, respectivamente, obtemos

com os valores dados de T', ng, e rg obtemos
h~9.0x10°cm = 9.0 x 10* km

portanto, em r = 1 UA a densidade do gas coronal é
n(1UA) ~ 1.8 x 10° cm ™3

A hipdtese de coroa isotérmica é muito grosseira, e um calculo mais realista
produz valores mais baixos para a densidade em r = 1 UA (cf. Maciel 2005)

*x kX %k

163. Considere o caso de uma coroa solar hidrostatica adiabdtica, mantidas as
hipéteses do exercicio anterior, com T ~ 1.5 x 10°K, ng ~ 4 x 103cm™3 e rg ~
Rs = 6.96 x 101 cm e estime a densidade do gés coronal na posicao da Terra,
comparando com o resultado do exercicio anterior.

Solugao:
Usando as equagoes de equilibrio hidrostatico e de estado obtemos

dP dn dI  GMgnmpyg

em uma expansao adiabatica, lembrando que p ~ 2nmy, temos



g

onde v é a razao dos calores especificos. Derivando esta relacao e usando
a expressao para dP/dr obtemos

2vkTy -1 d_n _ _GM@an

n)~t dr r2

com a escala de altura h (em T'= Tj) do exercicio anterior temos

n) =t r2
n"2dn=—--9_20,r"2¢r
vh
que pode ser integrada entre rg a r € ng a n, com o resultado

1

_ At L N A B
n(r)—no[ 5 h(ro r

As solugbes interessantes sao aquelas em que (y — 1)/v < h/rg ~ 0.13, com
os dados do exercicio anterior. Por exemplo, tomando v = 1.05, obtemos
n~4.6x10*cm™ em r = 1UA = 1.5 x 10'® cm, valor 40 vezes menor

do que a densidade obtida com o modelo isotérmico.

* Kk %

164. Em um modelo mais realistico para a coroa solar, a variacao de temperatura
é dada por T(r) = Ty (ro/r)?/7, onde ry ~ Ry = 6.96 x 10 cm e Ty ~ 1.5 x 106 K
sao os valores da posicao r e temperatura 7' em um certo nivel de referéncia
préximo a superficie do Sol. (a) Qual seria a temperatura do gés coronal na érbita
da Terra? (b) Suponha que a coroa solar estd em equilibrio hidrostético. Qual é
a variacao da densidade do gas coronal com a distancia? Qual é a densidade em
r =1UA? (cf. Maciel 2005)

Solucgao:

6.96 x 100

2/7

(a) T(1 UA) = 1.5 x 10° (

(b) Como no exercicio anterior, podemos escrever

dP _ GMgnmyg

dr r2
P=2nkT
dP dn dT

dr 2 (ro\ T (ro\_ 2 Toro (r )\
a7 %\ r r2) 7 2 \rg
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dn dI'  GMgnmyg
2RT Gt 2nk o= m
2/7 5/7
70 dn 2 Toro (7 GMonmpg
2Ty | — — =(2nk) = — - -
0(7“) dr (n)7 72 <7°0) r?

dn 1y, 2Toro (1 YT (e N GMemy (1T dr
n a 7 7’2 To 2]{7T0 To 2]€T07’2 To

com a mesma escala de altura h

l . GM@TH,H
h  2kTyr?
dn

—12/7
|2 _L(r dr
n r  h \ro
[ [iL(r iy
ng M N ro LTT  h \ 70

r r —12/7
lnn:lnno-i-g @—1 / (L) dr
To

T ) T h ro

2 r Tro 70 5/7
Inn =1 —In[{ — | —— |1—( —
nn nng + - n<r0) 50 l <T>
obtemos

2/7 . 5/7
n—ng (- exp _Tro[l = (ro/r)>"]

To 5h

n(1 UA) = 4.7 x 10* cm™3

*x kX %k

165. Em um vento coronal, parte da energia pode ser transportada pela conducao
eletronica. O fluxo condutivo (erg cm™2 s71) é F, = —k. (dT/dr), onde k. é o
coeficiente de condutividade térmica, dado por k. = ko T2, onde Ky = 1.0 X
10 %erg em~! s=! K=7/2. (a) A luminosidade condutiva L. (erg/s) é a energia
total conduzida por segundo através de uma esfera de raio r. Como deve ser a
variacao da temperatura com a posicao r para que a luminosidade condutiva seja
constante? (b) Em um modelo para a coroa solar, a temperatura decresce com a
posicao de acordo com a tabela abaixo. Qual é o valor da luminosidade condutiva
neste modelo? Como varia L. com a posicao r? Que fracao da luminosidade solar
é transportada pela conducgao?

r(Ra) 1.0 50 100 20.0 300 40.0 50.0
T(10°K) 2.0 1.15 0.90 0.75 0.70 0.65 0.60
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Solucgao:

dr
(a) Lo =4nr*F, = —4717r? K, e —47r? ko T
T

Para L. constante temos

T5/2 (Cil_T o 7,,—2
r

ou seja

d
T5/2 4T —g s T2 o™ s T ™27
r

—2/7

se T' decrescer mais rapido que r — L. diminui

—2/7

se T' decrescer mais lento que r — L. aumenta

(b) Interpolando os dados obtemos os resultados da tabela e figura a seguir.

r(Ry) T(10°K) dT/dr (K/cm) L. (erg/s)

1.0 2.00 —3.02x107%  1.04 x 10*7
3.0 1.58 —3.05 x 1075  5.24 x 10?7
5.0 1.15
7.5 1.03 —7.18 x 1077 2.65 x 10?7
10.0 0.90
15.0 0.83 —2.16 x 1077 1.86 x 10?7
20.0 0.75
25.0 0.73 —7.18 x107%  1.24 x 10?7
30.0 0.70
35.0 0.68 —7.18 x 1078  2.04 x 10?7
40.0 0.65
45.0 0.63 —7.18 x 1078  2.79 x 10?7
50.0 0.60

L. 279 x 10%7
c 20X 731077
Lo~ 3.85 x 10 8
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*x Kk x

166. O fluxo de massa j = pv (unidades: g cm™2 s~ !) pode também ser con-
siderado como uma densidade de quantidade de movimento, ou quantidade de
movimento por unidade de volume (unidades: g cm s~! cm~3). Considerando que
o Sol tem um raio Rs = 6.96 x 10'° cm, determine o fluxo de massa préximo a
superficie do Sol. Compare seu resultado com o valor em em r = 1 UA.

Solugao:

A taxa de perda de massa do Sol pode ser escrita

dM
- = 47 R2 (pv)py ~ 3.0 x 107 Mg /ano

portanto

_ 3.0x1071 1
~ 1.6 x 10726 47(6.96 x 1010)2

(pU)R@ = jR@

JRy = 3.1 X 107" gem™2 57!

comparando com o fluxo em 1 UA (Exercicio 157)

Jjua~6.7x107% gem 257!

JRo 4.6 % 10
JUA

pois
P\ (WANT (15X 108N
Ro ~\ R / \6.96x1010) 7

*x Kk %
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PERDA DE MASSA DAS ESTRELAS

167. As estrelas gigantes vermelhas apresentam evidéncias de ventos lentos, com
velocidades tipicamente da ordem de v ~ 10km/s. As dimensoes dos envelopes
dessas estrelas sao da ordem de 7 ~ 10'*cm, e as densidades das particulas do
gds sdo da ordem de n ~ 3 x 108cm™3. (a) Estime a taxa de perda de massa
destas estrelas. (b) Suponha que o gas atinja a velocidade terminal na regiao onde
r ~ 10 R ~ 10'*cm, onde R é o raio da estrela. Qual seria a luminosidade da

estrela, considerando que sua temperatura efetiva é T,y ~ 2500 K?

Solucgao:
(a) Temos
p~nmyg~5x 100 g/cm3

e a taxa de perda de massa é

dM
—— = 20x% 1072° 2 pv ~ 1.0 x 107 M, /ano

(b) L=4nR*0 T}, = 2.8 x 10% erg/s =~ 720 Lg
log L/Lg ~ 2.86

*x Kk %

168. Uma estrela gigante fria tem um vento impulsionado pela acao da pressao
da radiacao estelar sobre a poeira circunstelar com uma velocidade terminal vy =
30 km/s. Considere uma regiao na faixa do infravermelho préximo onde A ~ 1 um.
(a) Qual é o deslocamento Doppler maximo que poderia ser produzido nesta regiao
espectral pelo movimento de expansao do envelope? (b) Qual seria a importancia
das variacoes da opacidade no continuo e do campo de radiagao estelar nesta regiao
espectral causadas pelo efeito Doppler?

Solugao:
AN v
@ =
Ar— Yo (10000) (30) ~ 1A
c 300000

(b) muito pequena

*x Kk %

169. (a) Mostre que a taxa de perda de massa pode ser escrita

dM
o ~2x1072 72 pu
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onde dM /dT estd em Mg /ano, r em cm, p em g/cm?® e v em km/s. (b) Estime a
densidade no envelope circunstelar de uma gigante vermelha, considerando que a
velocidade do vento é de 10 km /s, as dimensdes do envelope sdo da ordem de 10**
cm e a taxa de perda de massa é de 107 M, /ano.

Solucgao:
(a) dM/dt ~ 4mr?pv
dM _ (4m) (10°) (3.16 x 107) 90 o
o (Mg /ano) = 109 % 105 repv~2x10""r°pv
dM /dt 10~ .

b) p ~ ~ ~ 5 x 10716
(b r =~ G T0-my,70 = @x 10720 (105 (10) ~ < g/cm
n:L:i’»xlOg cm 3

mpg

* * ok

170. Estrelas quentes, como as supergigantes de tipo espectral B, apresentam
ventos rapidos, com velocidades tipicamente da ordem de v ~ 2000 km/s. Essas
estrelas tém luminosidades da ordem de L ~ 10° L e temperaturas efetivas tipicas
Ter ~ 20000 K. Admita que os ventos se originam nas vizinhangas da superficie
da estrela, onde 7 ~ 2 R e a densidade média é da ordem de p ~ 10~ g/cm?, e
estime a taxa de perda de massa das estrelas.

Solucgao:

O raio das estrelas pode ser estimado por

L=4nR*0 T}

obtemos R ~ 1.8 x 102 cm ~ 26 R

dM/dt ~ 47 (2R)? pv~33x 10" g/s ~ 5.2 x 1075 M /ano

* Kk ok

171. A estrela central da nebulosa planetaria He2-99 tem uma taxa de perda de
massa dM /dt ~ 4 x 10~% M /ano, medida a partir de um estudo da composicao
quimica do vento. A velocidade do vento alcanca 1200km/s. A estrela tem uma
luminosidade log(L/Lg) ~ 3.2 e sua temperatura é de 27000 K. (a) Supondo que
a velocidade dada seja alcancada em r ~ 10 R, onde R é o raio da estrela, qual é
a densidade de massa do vento nessa regiao? (b) Suponha que o vento seja cons-
tituido apenas de H e He neutros, com uma proporgao de 10 d&tomos de H para
cada dtomo de He. Qual ¢ a densidade média de particulas por cm® no vento?

Solugao:

(a) O raio da estrela pode ser obtido por
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L =4rR*cT),

como log(L/Lg) = 3.2 — L =158 x103Lg = 6.10 x 103¢ erg/s
temos R = 1.27 x 10! ecm = 1.8R,,

de modo que

r~10R ~1.27 x 10*2 cm

A taxa de perda de massa pode ser escrita
M
dd—t(M@/ano) =2.0 x 1072° 72(cm?) p(g/cm®) v(km/s)

p~1.0x10"1 g/cm?
(b) A densidade média de particulas é

. p
n—= ——
pwmpg
mas
o MHMUH  geMpe 1 +4(nge/nm) .
pm N + NHe 1+(nHe/nH) "
14+4x0.1
=" " ~1.3
H= T o1
e a densidade fica
13
n 1.0x 10 ~ 4.6 % 10" cm—3

T 1.3(1.67 x 10-24)
* k%

172. Uma relacao empirica entre a taxa de perda de massa e o periodo de pulsacao
em estrelas AGB pode ser escrita

dM

onde dM/dt esti em Mg /ano e P em dias, vélida para perfodos P < 600 dias
(Vassiliadis & Wood 1993). (a) Qual seria a taxa de perda de massa para uma
estrela Mira com um periodo igual a um ano? (b) Acima de P = 600 dias a taxa
permanece essencialmene constante, constituindo o chamado “supervento”. Qual
seria o valor desta taxa méaxima?

Solucao:
(a) P = 365dias, logdM/dt ~ —6.9 e dM/dt ~ 1.3 x 10~ M /ano
(b) P = 600 dias, obtemos logdM /dt ~ —4.0 e dM/dt ~ 10~* M, /ano

*x Kk %
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173. Uma relacao frequentemente usada para a taxa de perda de massa de estrelas
gigantes vermelhas é a férmula de Reimers (1975)

(L+/Lo) (Ri/Ro)
M, /Mg

M~4x10"13y

onde dM/dt esta em Mg, /ano, a luminosidade, raio e massa da estrela sao dados em
termos das quantidades solares, e 7 é um parametro ajustavel. (a) Qual seria a taxa
esperada para uma estrela gigante com L = 103 Lo, M = 1.0 Mg e R = 100 R?
Adote o parametro n ~ 3.0. (b) A estrela 6 Sge (M2 II) tem log L/Ls ~ 3.4,
R/Rs ~ 140 e M ~ 8.0 M. Sua taxa de perda de massa estimada é dM /dt ~ 2 x
1078 Mg /ano. Qual seria o valor correspondente do parametro 1 para reproduzir
esta taxa com a férmula de Reimers?

Solucgao:

(a) Com os valores dados temos
dM/dT = 1.2 x 10~7 M /ano
(b) Neste caso

M (M/Mo)
4x1071%) (L/Lo) (R/Ro)
* Kk Kk

~1.14

772(

174. Uma estrela chega a sequéncia principal com 2 Mg, permanecendo durante
10%° anos nessa fase, com uma taxa de perda de massa de 10~!* Mg /ano. Em
seguida, desloca-se para o ramo das gigantes frias, onde a taxa de perda de massa é
de 5 x10~7 Mg, /ano por um perfodo de 2 x 10 anos. No topo do ramo assintético
das gigantes (AGB), é ejetada uma nebulosa planetéria, cuja massa é de 0.2 M.
Nessa fase, a taxa de perda de massa da estrela central é de 5 x 107 M, /ano,
durando cerca de 2 x 10* anos até a formacao de uma ana branca. Qual é a massa
da ana branca formada?

Solucao:

My, =~ Mgp — Msptsp — Myty, — My, — Mectee

Msp ~ 2.0 Mg, Mgp ~ 10714 Mg /ano, tsp ~ 10'° ano
M, ~ 5 x 10~7 M, /ano, t, ~ 2 x 10% ano

My, ~0.2 Mg

M ~ 5 x 1076 Mg, /ano t.. ~ 2 x 10* ano,

Mgy >~ 0.7 Mg
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EQUACAO DE EULER

175. (a) Escreva a equagao de Euler em coordenadas esféricas, admitindo simetria
esférica. (b) Como fica a equagao obtida em (a) admitindo estado estacionério?
(c) Mostre que a relagao obtida em (b) no caso estacionario se reduz a equagao de
equilibrio hidrostatico.

Solucgao:

(a) A equacao de Euler pode ser escrita na forma vetorial

Dy 0v > 1o 1=
— = — v.V)i=—-—-VP+-F

7 5 + (U . V)v 5 + p

em coordenadas esféricas, com simetria esférica

ov, ov__10p 1,
ot or por p

(b) No caso estaciondrio v =0

dpP

2 _F

dr

(c) As forcas de pressdo devem equilibrar a forga gravitacional, ou seja
dP GM((r)p(r)

ar SEETIE T e

*x kX %k

176. Um gradiente de pressao negativo (dP/dr < 0) é necesséario para haver equi-
librio hidrostatico. Imagine que este gradiente se anula repentinamente, deixando
o gas em um envelope estelar sob a acao apenas da gravidade. Considere um ponto
inicial a distancia rg da estrela, onde vy = 0, e (a) obtenha a velocidade atingida
pelo elemento de fluido ao se aproximar da superficie da estrela, onde r = R.
(b) Estime o tempo de queda livre, isto é, o tempo necessario para que o gas no
envelope caia sobre a superficie da estrela. (c) Aplique seu resultado a uma estrela
gigante vermelha com M =1 Mg, R =100 Rg e 1o ~ 2 R. (cf. Maciel 2005)
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Solugao:

(a) Da equagao de Euler com dP/dr =0
dv
VvV — ~ —g,

dr

integrando esta equacao, admitindo g ~ G M/R? ~ constante

v(R) R
/ vdv:—/ gx dr =~ g.(ro — R)
0

To

ou seja
v(R)? ~2 g.(ro — R)

v(R) =~ /2 g«(ro — R)

(b) O tempo de queda livre pode ser estimado considerando que

dv _ dvdt dv
Yar " Vatar  at Y
v(R) 2g(ro — R) 2(ro — R)

t~ = ~

9 9 9

(c) Neste caso

v(R) ~ 29 R

para a estrela gigante vermelha temos

g~2.74cm/s

v(R) ~6.18 x 10%cm/s ~ 61.8 km /s

t~2.26 x 10°s ~ 26.1 dias

* Kk

177. Considere novamente o exercicio anterior, mas obtenha seu resultado sem
admitir g constante. (a) Mostre que, neste caso, v(R) ~ 44km/s para a gigante
vermelha. (b) Qual é o tempo necesséario para o colapso?

Solugao:

Neste caso a integral é

v(R) R R oM
/ vdv:—/ gdr:—/ G2 dr
0 L) ro T

2 R R
olB) :—GM/ r—er:GMH =GM <i—i)
T0 r

2 R

To
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1 1 2GM R R
RP?=2GM|(=-—)="—"-—(1-—)=2¢.(R)R(1-=
R I (R e )
do exercicio anterior, com ¢ constante e rg = 2 R
ve(R)? =2g(R) R

se g nao for constante

o(RY = 29(R) R(1 - 1/2) = g(R) R.= J ve(R)’
_ velR) 618 m/s
v(R) = 5~ 5 =Tk /

(b) Célculo do tempo de queda livre

Célculo aproximado

Temos

o(r)? = 2GM(1 - i) (1)

r To

considerando uma média para a velocidade tomada em r = 1.5 R

52— 2 _1y_26M(2 1
”_QGM(3R °oR) - R \3 2
L, GM,

V=S v ~ 25.2km/s

R
t~ = ~27x%x10%s ~ 32 dias
v

Célculo correto

Podemos escrever

d_v_ GM
dt | r2?
r2dv=GMdt

v(R)
GMt= / r? dv (2)
0

considerando (1) obtemos

2udv = —2G2M dr
T
Tsz:_GMdr:_ GM dr (3)

v V2GM (1)r—1/rg)t/?
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B GM, dr

_ 1 /R dr
 V2GM Jry ()7 —1/ro)1/?

com a mudanca de variaveis

r=pR,dr=Rdp

temos p=2parar=rgep=1parar =R

. /2 Rdp 1
T V2GM i (1/p—1/2)/2 R-1/2
3/2 2
po 1 dp —KI
V2GM Ji (1/p—1/2)1/2
onde

3/2 3/2
R _ (100Rs) ~1.13 x 108 s ~= 13 dias

K: p—
vV2G M /2G Mg
2 dx V2
I:/l EE i (7 +2) ~ 3.64

1 _ %)1/2 2

€T

portanto ¢ ~ 4.11 x 10°s ~ 47.6 dias (cf. Maciel 2005)

*x Kk %

178. Considere a equacao de Euler em um envelope circunstelar com simetria
esférica e no estado estaciondrio sob a acao da atracao gravitacional g, e de uma
forga externa por unidade de massa na mesma dire¢ao e sentido inverso ao da forga
gravitacional. Esta pode ser, por exemplo, devida a transferéncia de quantidade
de movimento do campo de radiacao estelar ao gas em um envelope em expansao,
caracterizada pela aceleracao radiativa g,. Definindo a gravidade efetiva g.y =
g« — gr e introduzindo o parametro I', = g¢,./g., mostre que a equagao de Euler

pode ser escrita

dv 1 dP
— =— — —g,(1-T,
v p dr 9:( )

Solucgao:
A gravidade efetiva pode ser escrita
Gef = G — Gr = Gx (1— z—:) =g« (1—-1T%)
a equacao de Euler neste caso é
dv 1 dP

L
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considerando a relagao acima para a gravidade efetiva, temos
dv 1 dP
V—=—- — —g(1 =T
dr p dr 9:( r)
* Kk ok
179. Considere a equacao de Euler obtida no exercicio anterior e mostre que esta
equagao se reduz a equacgao de equilibrio hidrostatico no caso de equilibrio entre
a forca gravitacional e as forcas de pressao, isto é, um envelope estatico.

Solugao:

Neste caso, I, =0 e v =0 de modo que

1dP  GM
pdr =TT
dP G M, p
ar P T T

que é a equagao de equilibrio hidrostatico.

* Kk %

180. Estime o parametro I', = g,./g. nos envelopes de estrelas quentes de tipos es-
pectrais O e B, considerando o espalhamento por elétrons como fonte de opacidade.
Adote L ~ 10% a 10° L, e M ~ 10 a 50 M, e um coeficiente de espalhamento por
elétrons por massa k. ~ 0.30 cm?/g.

Solucao:

Um féton com energia hv espalhado transporta uma quantidade de movimento
hv /e, de modo que a razao entre as aceleragoes devidas ao processo de
espalhamento e gravitacional é

r _ge  Lke r? N Lk,

g, 4mr2c GM T 4ncGM

onde L é a luminosidade (erg/s), L/4mr? é o fluxo em r (erg cm=2 s71), de
modo que o termo Lk, /4 7r?% c é essencialmente a aceleracao (forca/massa)
devida ao espalhamento por elétrons. Com os valores adotados, obtemos

0.056<TI. <23

ou seja, nessas estrelas a aceleracao devida ao espalhamento por elétrons
pode eventualmente dominar a aceleracao gravitacional.

* Kk %

181. Estime o parametro I', = g,./g« nos envelopes de estrelas gigantes frias, con-
siderando que a contribuicao g, a gravidade efetiva seja devida a acao da radiacao
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estelar sobre os graos de poeira imersos no envelope. Adote a ~ 1000 A = 107° cm
para o raio dos graos, admitidos esféricos, sq ~ 3 g/cm? para sua densidade, ade-
quados a graos de silicatos, p/pg =~ 200 para a razao gas-poeira e valores do fator
de eficiéncia para pressao da radiacao no intervalo 0.01 < @) < 1 e considere uma
estrela com L ~ 103 Lo e M ~ 1M,

Solugao:

O coeficiente de espalhamento dos graos kg pode ser escrito
Ta’Qng

—

onde ng é a densidade numérica de graos (cm™3), e Q é o fator de eficiéncia
para a pressao da radiacao. Em analogia ao exercicio anterior, o parametro
I'y devido aos graos é dado por
L Kd
2 e —
ArcGM
a massa de um grao com densidade interna sg é

mg ~ (4/3)masy

Rq =~

Iy

a densidade numérica de graos ng pode ser escrita

_pa _ 1 pa

mq mq P

na _ pa/p 1
p mg  200my

nq

com os valores dados, obtemos

mg~1.3x1071g

M 38% 10 g1

p
kg ~ 120 Q cm?/g
o parametro I fica

0.1<Tyg<92

também neste caso os valores da gravidade extra podem ser da ordem
ou superiores a gravidade da estrela.

*x kX %k

182. (a) Considere uma particula de massa m e velocidade v & distancia r do
centro de uma estrela de massa M e raio R, e mostre que a velocidade de escape

nesta posicao é
12G M
Ve
r
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(b) Estime a velocidade de escape em uma estrela supergigante de tipo espectral
B, adotando M ~ 25Mg e r ~ R ~ 30 Rs. Compare seu resultado com as
velocidades finais dos ventos destas estrelas, v, ~ 2000 km/s.

Solucao:

(a) A velocidade de escape é definida pela condi¢do E. = |E,|, onde

E. = (1/2) mv? é a energia cinética da particula

GM.m . : <
|E,| = ———— ¢ a energia potencial em r, sendo r > R,. Temos entao
r
1 s GMm
—muv’ =
2 r
de onde obtemos
2GM
vf =
r

(b) Com os valores dados
Ve ~ 5.6 x 107 cm/s ~ 560 km /s
as velocidades terminais sao superiores a velocidade de escape, vy > v..

*x X %k

183. (a) Estime a velocidade de escape no caso de uma estrela gigante vermelha
com M ~1MgeR >~ 100 R;. Compare esta velocidade com a velocidade terminal
dos ventos destas estrelas, da ordem de vy ~ 10km/s. (b) Essas estrelas estao
envolvidas por um gigantesco envelope, de modo que a posicao r na qual se deve
aplicar a condi¢ao E, = |E,| ocorre a uma distancia muito maior do que o raio da
estrela. Considere um ponto a cerca de 30 raios estelares e estime a nova velocidade
de escape.

Solugao:

(a) Usando a velocidade de escape do exercicio anterior, obtemos
ve =~ 6.2 x 10% cm/s ~ 62 km/s

com r ~ R, isto ¢, neste caso vy < ve.

(b) Tomando 7 ~ 30 R obtemos v, ~ 1.1 x 10%cm/s ~ 11 km/s, semelhante
a velocidade terminal do vento.

* Kk %

184. Estrelas quentes de tipos espectrais O, B e temperaturas efetivas acima de
21000 K apresentam uma razao entre a velocidade terminal do vento vy e a veloci-
dade de escape efetiva v, dada por vs/v. =~ 2.6, sendo

B \/2(1—re)GM
Ve = R
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A estrela ¢ Pup tem tipo espectral O4f, temperatura efetiva T,y ~ 42000 K, massa
M ~ 60 Mg, raio R >~ 20 R, e um vento com velocidade terminal vy o~ 2200 km/s.
(a) Qual é o valor médio do parametro I'. da estrela, definido como a razao entre
a gravidade devida ao espalhamento por elétrons e a aceleragao gravitacional da
estrela? (b) Considerando que a luminosidade total da estrela é L ~ 8 x 10° L,
qual é o coeficiente de espalhamento eletronico (cm?/g) no envelope estelar?

Solugao:

(a) Como vy /ve =~ 2.6 temos

o b 200
Ve 5 a5 o ~ 846 km/s
da relacgao
. _\/2(1—F6)GM
c R

v R
Fe=1-5cm

com os valores de R e M, temos I', ~ 0.37

(b) O parametro I' é dado por (ver Exercicio 180)

Ke L

lNe=———

AdnrcGM
portanto

4d7cG M, T,
ne:”—:o.% cm? /g

L,
* x ok

185. Considere um vento estelar em que o termo gravitacional da equacao de
Euler é desprezivel, isto é, o gas é acelerado em um envelope de espessura Ar para
fora da estrela pelas forgas de pressao. Estime a velocidade final no envelope de
uma estrela gigante vermelha com uma temperatura 7' ~ 103 K.

Solucgao:

A equacao de Euler fica
dv 1 dP

V— o~ —— —
dr p dr
considerando uma aceleracao média dada por

1 |dP
a~ = |—
p |dr

o gas é acelerado até atingir a velocidade final




com T ~ 103, obtemos vy ~ 4 km/s.

O comportamento de v(r) é mostrado pela figura abaixo para Ar ~ R.

v (km/s)

*x kX %k

186. Uma aplicagao do caso em que a atracao gravitacional nao é importante (ver
exercicio anterior) ocorre nas nebulosas planetédrias, em que o envelope expande-se
com velocidade aproximadamente constante em regioes muito distantes da estrela
central. Mostre que a energia cinética de um proton a uma distancia r ~ 0.2 pc da
estrela é superior a sua energia potencial, de modo que o préton escapa da estrela.
Mostre que sua velocidade ¢ entao superior a velocidade de escape nesta posicao.
Considere um estrela com M ~ 1 Mg, e uma velocidade de expansao v ~ 20 km/s.
Solugao:
A energia potencial do préton é
m
|E,| ~GM —L ~3.6x10"erg
r
com v ~ 20 km/s, a energia cinética do préton é
E.~(1/2)m,v* ~ 3.3 x 1072 erg
portanto E, > |E,|, de modo que o envelope escapa da estrela.

A velocidade de escape do gas é

2GM
Ve = 4/ ~21x10%ecm/s ~ 0.2km/s — v > v,
r

*x Kk %
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187. A variagao da velocidade de um vento estelar com a distancia da atmosfera
da estrela v(r) é chamada uma lei de velocidade. Uma relagao aproximada é a lei
beta, que pode ser escrita

z@ﬁ:vm+wf—%><y-§)ﬁ

r

onde vy ¢ a velocidade inicial do vento, vy é a velocidade final (v > vg), R é um
nivel de referéncia, geralmente da ordem do raio da estrela R,, e 8 é um parametro
que caracteriza a aceleracao no envelope. Faca um grafico da lei beta nos casos
em que B ~ 0.5 e § >~ 0.8, apropriados para estrelas quentes e 3 ~ 2, apropriado
para estrelas frias. O que ocorre para r — R e para r — 00?

Solugao:

O gréfico estd na figura abaixo

1.0 —
// )
0.8 Pd
[e]
> /
I /
5708 /
\o /
1 /
Looar y —— £=05
- — = 0.8
/ 4
o2 d/ f=20
/
0.0 L= :
1 10 100

r/R,
Para r — R temos v — vy, e para r — oo temos v — vy. (cf. Maciel 2005)
* Kk *
188. Considere a equacao de Euler aplicada a uma estrela sob a acao apenas
das forcas de pressao e da forga gravitacional. Suponha que a estrela estd em
equlhbrlo e que a forca gravitacional pode ser derivada de um potencial na forma

F= pg=—p ng, o qual satisfaz a equacao de Poisson. Neste caso, mostre que a
equagao de Euler pode ser escrita

6~<%6P):—4wap
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Solugao:

Considerando a equagao de Euler na forma vetorial

ov - 1

b 5 i— __VP4+g
5 + (- V) VP +g
com U = 0, obtemos

1 -

-VP=g=-V¢

P

L /1 - Lo

V- <; VP) = V- (Vp) =-V?¢
usando a equacao de Poisson
V2p=4mGp

obtemos a equacao de Euler na forma solicitada.

*x kX %k

189. Considere uma lei beta de velocidades para um vento estelar em que o nivel
de referéncia R esteja relacionado com o raio R, da estrela por

1
wen = (3) |
vy
(a) Qual é o valor de R, em termos do raio da estrela, para uma estrela quente
de tipo espectral O, cuja temperatura efetiva é T,y = 40000 K, com um vento de
velocidade terminal de 2500 km/s e 8 = 0.87 Suponha que a velocidade inicial do
vento seja essencialmente igual & velocidade do som na base do envelope circuns-
telar, v3 ~ c2 ~ k Tef/pmp, onde >~ 0.6 é o peso molecular médio das particulas
do gés. (b) Use a lei beta do Exercicio 187 e faga um grafico de v(r) em funcao

de r/R.. A que distancia da estrela, em termos de R, o vento alcanca 60% da
velocidade terminal?

Solucgao:
kT,
(a) vy = MTI{[ ~ 5.51 x 10'% cm /s’

vo = 23.5km/s

1/8
£ _ { _ (@) } ~ 0.997
R* ”Uf

(b) v(r) ~ 23.5 + (2500 — 23.5) (1 - %)0-8
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0.997 )0'8

0.60)(2500) ~ 23.5 + (2500 — 23.5) (1 —
(0.60)(2500) = 23,5+ ) (1

0.997 \**®
(1 ) ~ 0.596

760/ R+
760
— ~2.09
R,
(@]
O
'onnl i
N L
o [ 1
o [ _
O L 4
N L 4
—~ 9 [ ]
n O L l
~. O L i
E I 1
~x O [ ]
\/Oi |
> 9 1
o L 1
07 —
O T 1
ot 1

O
O

190. Uma estrela de tipo espectral O4, temperatura efetiva T,y = 40000 K e raio
R =15 R tem uma lei de velocidades dada por

o(r) _ [, 09983 R
Vf B r

a qual se ajusta ao perfil de um vento impulsionado pela radiacao em linhas es-
pectrais, levando em conta o disco finito da estrela. Suponha que o vento se inicie
em r/R ~ 1 e que a velocidade inicial é igual & metade da velocidade térmica
média dos prétons na fotosfera da estrela. (a) Qual é a velocidade terminal do
vento? (b) Qual deve ser a taxa de perda de massa da estrela? Considere uma
relacao aproximada dada por logM ~ 1.75log L/Ls — 15.48, onde a taxa estd
em Mg /ano. (c) Supondo que a eficiéncia para para transferéncia de quantidade
de movimento da estrela para o vento seja 7 ~ Ncf (vs/c) ~ 0.4, qual deve ser,
aproximadamente, o nimero efetivo Ny de linhas necessarias para impulsionar o
vento?

Solucgao:

(a) A velocidade inicial é



Parte 2 - Ventos Estelares . ..o i ittt ittt ittt ittt ittt 124

1 [2kT,
v = % =3 me = 1.29 x 108 cm/s = 12.9km/s

com a relagao dada

0.83
Vg = vUf [1 — 0.9983} =5.03x 1073 vf

vy = 2.57 x 108 cm/s = 2570 km /s

(b) A luminosidade da estrela é

L=4nR*0T}; =1.99 x 10% erg/s = 5.16 x 10° L
log L/Le = 5.71

portanto log M = —5.49, M = 3.25 x 10~° Mg /ano

(¢) O numero efetivo de linhas é

Nefﬁ ~ 47

Ui
(vr/e)

*x kX %k

191. Considere a equacao de Euler sem forcas externas na notagao vetorial e
obtenha esta equagdo na notacao tensorial cartesiana (cf. Maciel 2005).

Solugao: A equacao de Euler na notagao vetorial é
ov - 1 =

— 4+ U-V)i=—-— VP

5 T (V) P

neste caso obtemos

(91]2' 81)1' 1 0P

ot Y ox,  p on

que é a equacao de Euler sem forcas externas em notacao tensorial
cartesiana. Usando a expressao

dpvs)  Ov op

a e TV

esta relacao pode ser escrita

d(pvi) opP ov; ap
ot \ o Y oax; )TV ot

_op (9w 0p
T 0m MY ar U o

usando a equagao de continuidade (Exercicio 156), obtemos

Aov) __[0P 0l
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que é uma forma alternativa da equacao de Euler sem forcas externas.
Esta equacao pode ainda ser simplificada definindo o tensor do fluxo
de quantidade de movimento II;; por

ILix = P dir + p v; vg

com unidades de IT;,: dina/cm? = (gems™2) em™2 = (gems ') cm 27!
ou seja, unidades de quantidade de movimento por unidade de area e
por unidade de tempo. Podemos verificar que

Y

Oll; . 8(P Oir + P U; Uk)
8a:k N 8a:k
O(P ;1) n d(pvivg)  OP n A(pv; vg)

oxy, oxr Oz oxy,

de modo que a equacgao de Euler sem forcas externas fica
(9(,0 ’UZ') . 8H2k
8t N 83: k

*x kX %k

192. Escreva a equacao de Euler na forma tensorial cartesiana incluindo uma forca
externa F' (dina/cm?).

Solucgao:

Neste caso, a equagao de Euler na forma vetorial é

ov - 1 = 1 =
- 0-V)i=——VP+ - F
5 + (U V) 5 + p
usando a notacao tensorial temos
6vi (%i _1 oP 1

il Y% 2 - F
ot T 0x; P 8:(:Z~+p

com o mesmo raciocinio do exercicio anterior, esta equagao também ser escrita
6(p Ui> . _6Hik
ot oxy,

o tensor I1;; é um tensor de segunda ordem, e o termo O0Il;x/0xy, divergéncia
de Il;x, é um tensor de primeira ordem, ou um vetor, como a forca Fj;.

+ F;

*x Kk %

193. Considerando um gas composto de particulas de diferentes espécies, podemos
definir o tensor do fluxo de quantidade de movimento II{, para uma particula de
tipo s, com massa mg e densidade numérica ns,. Admitindo que o gas é homogéneo
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com equiparticao de energia, de modo que todas as espécies de particulas tém uma
mesma distribuicao de velocidades, considerada isotrépica e caracterizada por uma
mesma temperatura, mostre que o fluxo de quantidade de movimento de todos os
tipos de particulas é ainda dado por

1Ly, = Pdsr + pvsvg

Solucgao:

Nas condicoes acima, o tensor do fluxo de quantidade de movimento
para as particulas de tipo ¢ é

13, = (nSkT) dik + Mmsnsv; v = Psdir + msnsvivg

o tensor do fluxo de quantidade de movimento total é

i = (3, Ps) i + (O, mang) vivg

ou seja

I = Pdir + pvivg

onde Py é a pressao parcial da espécie s e P a pressao total do gas

* Kk *

194. Considere um fluido viscoso com um coeficiente de viscosidade dinamica ),
em um escoamento caracterizado pela velocidade v, densidade p e dimensao linear

L. Mostre que o unico numero adimensional que pode ser formado com essas
quatro propriedades é dado por

Este é o numero de Reynolds, essencialmente uma medida da razao entre as forgas

inerciais e viscosas que atuam no fluido. Valores baixos de R estao associados

a escoamentos laminares, em que as perturbacgoes introduzidas sao rapidamente

amortecidas, enquanto que valores altos de R aplicam-se a fluxos turbulentos.
Solucgao:

Em termos dimensionais temos

v— L/T p— M/L3 n— M/LT

v LLT L*
n T M M
vp LM 1
n MIL3 L
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portanto
vLp
n

R é um numero adimensional

R

EXPANSAO DE GASES PERFEITOS

195. (a) Calcule o peso molecular de um gas composto de hidrogénio ionizado,
com 10% de He uma vez ionizado, isto é, ngcrr/ngrr = 0.10. (b) Qual é o valor
do peso molecular se o He estiver duas vezes ionizado?

Solugao:

(a) eIl — .10

NHII
Ne =NHIT + NHeIT

1 npgrrmy +neme + nperrmue 1+ 4(nperr/nuin)

==

mg NHIT + Ne + NHeIT - 2(14+ngerr/nHir)
1.4
~ — =0.64
H=%3
b) S _ .10
NHIT

Ne = NEIT + 2NHeITT

1 nurmug +neme + ngerrrmae 1+ 4(nperir/nain)
mpy NHIT + Ne + NHelI1 2+ 3(nmerrr/nurr)
1.4

~ — =10.61
pegg =06

n =

*x kX %k

196. Calcule o peso molecular de um gés contendo H e Hy a 50%.

Solucao:

ng =nNH,

o~ 1 ngmyg+npg, muy, - 14+ 2(np,/nu) — 150
my nH + N, L+ (nmy/nm)

*x kX %k

197. Calcule o peso molecular de um gas contendo quantidades iguais de H e Hy
e cerca de 10% de He relativo ao H.
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Solugao:
1 ngmyg+4ngemy +2ng,my
mg ng +nge +ng,

ILL:

ng = NH,, nHe/nH:O.lo

ng +4nge +2ng B 3ng +4nge

2ng + nie 2ng +npe
_ 3+4(npge/nm) _3+4x01 34 169
2 + (nge/np) 2+0.1 2.1 '
* Kk K

198. Uma nebulosa planetdria composta de gds ionizado de H e He a 10% tem
temperatura eletronica T, = 10*K e densidade eletronica n, = 10%ecm™3. (a)
Qual é a pressdo média na nebulosa? (b) Admitindo que a nebulosa esteja se
expandindo com uma velocidade de 20 km/s, qual é o fluxo de massa transmitido
ao meio interestelar? (c) Considerando que a nebulosa tem um didmetro angular
de 1 minuto de arco e estd situada a 2 kpc do Sol, qual é sua idade, considerada
igual a escala de tempo de expansao?

Solugao:

(a) P=nkT = (10%) (1.38 x 10716) (10%) = 1.38 x 1078 dina/cm?
(b) Com o resultado do Exercicio 195 temos

p=npmy =~ (10%) (0.64) (1.67 x 10724) = 1.07 x 1072 g/cm?
pv=(1.07x 10729) (20 x 105) =2.14 x 10~ g cm=2 s~1

(c¢) O raio angular o da nebulosa é

a=30"=1.45x 10 *rad = %

onde R é o raio e d a distancia. Temos
R = (1.45 x 107%) (2000) = 0.29 pc = 9.0 x 10'" cm

R 9.0 x 10"
S 20>:<7105 ~ 4.5 x 10"s ~ 14000 anos

*x X %k

199. Uma estrela gigante vermelha com tipo espectral M5III tem massa igual a
1 My, temperatura efetiva de 3000 K e gravidade superficial (cm/s?) dada por
logg = 1.0. Um modelo para sua atmosfera resulta na pressao total (dina/cm?)
log P = 3.5 em uma regiao onde a temperatura é dada essencialmente pela tem-
peratura efetiva. (a) Qual é a densidade nesta regidao, se o peso molecular da
atmosfera é = 1.37 (b) A estrela tem um envelope circunstelar com T' = 103K
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a cerca de 5 raios estelares do centro, e o gas escapa com uma velocidade de 20
km/s a uma taxa de perda de massa de 10~ My /ano. Qual é a pressio média no
envelope? Compare seu resultado com a pressao tipica na atmosfera da estrela.

Solucgao:
_ kpoTo
K

_ pmp P
kTh

(1.3) (1.67 x 10724) (3.16 x 103)

(a) Py = 10>® = 3.16 x 10° dina/cm?

Po

_ =1.66 x 1078 3
po (1.38 x 10-16) (3000) x 107" g/cm
ng = -0 —7.65x 105 cm?

pmp
GM
M 67 x 10-9) (1.99 x 1033
R— G_:\/(667X 07%) (1.99 < 10%%) — 3.64 x 10'%cm ~ 52 Ry,
g 10
dM
o drrpu
_dMydt (1076)(1.99 x 1033)

P= drr2n ~ (3.16 x 107)(4m)(25)(3.64 x 1012)2(20 x 105)
p="T7.56x10"1% g/cm?
n=3.48 x 10? cm ™3

kpT  (1.38 x10716)(7.56 x 10712) (10%)
pmyg (1.3)(1.67 x 10—24)
Py 3.6 x 103

_ _ 6
P T aslx10-1 027 x10

P = — 4.81 x 10~ *dina/cm”

*x k%

200. A temperatura das camadas fotosféricas de uma estrela com T,y = 20000 K
aumenta cerca de 50% da superficie da estrela até a regiao caracterizada por sua
temperatura efetiva. (a) Considerando que a densidade na fotosfera varia de 2.0 x
1071 g/ecm? até 9.0 x 1071%g/cm? na mesma regido, qual é a variacao esperada
para a pressao do gas? Considere p = 1.0. (b) Considerando que a pressao é devida
essencialmente aos elétrons, qual é a variacao da densidade eletronica nessa regiao?

Solucgao:

(a) Usando o indice “1” para a superficie da estrela, temos
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T.;
T, = = ~13300K
=915

_ 3
p1=2x10""g/cm
a pressao na superficie é

kpi Ty  (1.38 x 10716) (2 x 10711) (13300) , 2
— — — 22.
e 1.67 x 1024 0 dina/em

na regiao onde T' =Ty = Tey

kpaTy _ (138 x 10719)(9 x 10-19)(20000) o,
B - — 1490.
KM 1.67 x 10—24 90.0 dina/cm

(b)2e = £ — 45
Nel P1

P

Py

nep = 22 = 1.20 x 103 cm—3
myg

Neg = P2 _ 5.39 x 10'* ¢cm—3

my
* K x

201. Mostre que, para um gas perfeito com peso molecular p caracterizado pelos
calores especificos cp e ¢y podemos escrever as relagoes

CP:CV+—
u

R
y=1+—
onde R = 8.31 x 107ergmol "K' é a constante dos gases.

Solucgao:

Da equacao de estado

T

py 'R
14

onde v é o numero de moles. Para P constante temos
R

pav =Y ar
1

da primeira lei da Termodinamica

dQ:chdTJr%dT

portanto
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P=vor P_V L
e _wtR/w L R
Cy Cy mcey

*x Kk %

202. Considere uma expansao isotérmica em um gas perfeito e mostre que a ve-
locidade do som é dada por

Solucgao:

A velocidade do som é

9 ((9P)
i
op ) 1

como a temperatura é constante, equacao de energia é simplesmente
T = constante

usando a equacao de estado dos gases perfeitos

kpT
p_ kT
Hm e
admitindo p constante, obtemos
kT P
=" ==

2 _
pmg p
* X %k

203. Considere uma expansao adiabatica em um géas perfeito e mostre que a ve-
locidade do som é dada por

vkT

wmpg

P
c —
P

s =7

Solucgao:

A velocidade do som neste caso é

9 ((9P)
i
op ) 4

podemos substituir a equacao de energia por uma relagao do tipo

P = constante x p?
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onde v = cp/cy é a razao dos calores especificos. Portanto,

() ¢
p ) 4 T

P
2
Cs =7 ;
considerando a equagao de estado podemos escrever
s kT
cg = ——
Hm e

*x Kk %

204. Mostre que, para um gas ideal e monoatomico em uma expansao adiabéatica,
temos dIn P/dInp = 5/3.

Solugao:
dFE
dQ:dE-i-PdV:ﬁdT-l-PdV
_18Q _1dE
CV_V@T V_ydT
)
P ar p
vRT
P:
%

onde novamente v é o numero de moles e R a constante dos gases.

Podemos escrever

dQ:ucvdTJr#dV:O

ar R4V _,

T va_

L L
Cy Cy Cy

AT AV

il 1) =

T (v )V 0

po L ap _dT' _dv
v P T Vv

e _ oy _ A dV

FZ R VN VA
1 dp av

pX = — — =——
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AP __dp
P -7 p

dlogP dlnP

dlog p dlnp

* Kk %

205. Mostre que, para uma expansao adiabatica em um géas perfeito e monoato-

mico, (dT'/dP)qq = (2/5)T/P.

Solugao:

Para um géas perfeito P o< p T'

dP dp dT

P p T

ar T T dp

dP P p dP

para expansao adiabatica

P =k po/3

dP:gkp2/3dp:§£dp
p

@) _3r

arj)., 5P

dT) T 3T _2T

ar),, P 5P 5P

206. A partir da expressao TV7~! = constante, valida para uma expansio adia-
bética, obtenha todas as relagoes semelhantes possiveis envolvendo P, p,V e T.
Escreva essas expressoes também na forma diferencial.

Solucao:
aT av
TV7~! = constant — -1) =0
constante =~ — T—i—(’y )V
av dp
V-1 — =
T d
T p'~7 = constante — — + (1 —7) S
T p
ar 1 dpP
T P5~! = constante  — T + (; -1) 5 = 0
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PVYT = tant — — — =0
constante P—f—v v
dP d
P p~7 = constante — ——7—/):()
P p
* kX

207. Mostre que a relacao entre os 3 expoentes adiabaticos I'1, I's e I'g é

Ty —1)

I's—1=
3 T,

Solucao:

Usando a definicao dos expoentes adiabaticos

dT av

— I's—1) — = 1
-0 Y=o
aP, Ty dT_
P 1-T, T
dP dv

bl AP
P+ Ly 0 (3)
por exemplo, de (3)
dP av
2

P LV

usando (2)

Ty dT . dv
1-T, T 'V

Ty dT  _ dV
L,-17 'V
desta relagao e (1)
P:il(rs—l)QZHQ

V 1%
ou seja

0 (2)

ry(Ty—1)

I's—1=
3 T,

* x ok
208. Vamos considerar a equacao de energia em um escoamento estaciondrio uni-

dimensional esfericamente simétrico, desprezando a conducao eletronica e concen-
trando em @ (erg cm 3 s71) a taxa de energia total depositada por processos como
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a deposicao de energia acustica, etc. O sistema esta sujeito a forca gravitacional
da estrela central de massa M, dada por 7-F = p@-g§ = —pv (G M/r?). Nesse
caso, a equagao de energia é

1 d GM
3 ar [rzpv(v2/2+e+P/P)}:_PU 2 +Q (1)

onde e é a energia interna por unidade de massa. (a) Mostre que esta equagao
pode ser colocada na forma

d [v? P GM 47 r?
e A

dr \ 2 p r M

que é a equac¢do de Bernouilli. (b) Obtenha a equagao equivalente para o caso de
uma forca externa adicional F' (dina/cm?®) além da forca gravitacional.

Solucgao:

2

(a) Multiplicando a equagao (1) por 7* e considerando um fluxo estacionério,

r? pv = — = constante
41

de modo que

: 2
d {M (U—-l-e-l-%)] =—pvGM+1r*Q

dr 47 \ 2

M d [v? P )
E%<§+e+;)——vaM—i—r Q

d (v2 P) ArGMpv 47mr?Q

— (= te+r=) =~ : +

dr \ 2 P M M

mas

d( GM\ GM GM 4drripv 4T GMpv
dr r o2 g2 M M

portanto obtemos a equacao (2). @ é a taxa de deposicao de energia por
unidade de volume (erg cm™2 s 1), e o termo 4712 Q/M representa o
gradiente de energia depositada por unidade de massa (erg g=! cm™1).

(b) Neste caso a equacao (1) fica

1 d [, v? P GM

2 dr { ’”(?*”Zﬂ = pv g FulHQ
com o mesmo procedimento anterior obtemos

d [ v? P GM 47r?2Q  4dmrPvF
— s tet—— ="+

dr \ 2 p r M drr?po
d [ v? P GM 47r?2Q F
% ‘|‘ = ‘|‘ —

M p

* Kk %
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VENTOS ESTELARES E DINAMICA

209. A figura abaixo mostra o espectro da estrela central da nebulosa planetaria
NGC 7009, obtido com o Far Ultraviolet Explorer (FUSE, Iping & Sonneborn
2003). Observe o intenso perfil P Cygni do dubleto 1032/1038 A do OVI. Supondo
que a maior parte do perfil observado seja determinada pela linha mais intensa
do dubleto, cujo comprimento de onda de repouso é A\g = 1031.928 A, estime a
velocidade terminal do vento desta estrela.

—

«

Fluxo

1020 1030 1040 1050

Comprimento de onda (&)

Solucgao:

Da figura o comprimento de onda limite é X ~ 1023 A.
A velocidade é entao

AN 1023 — 1031.928
=c—— =3x10%
UrEe, T 1031.928
* Xk  x

~ —2600 km/s

210. Considere um vento estelar propagando-se com uma velocidade terminal vy
e taxa de perda de massa dM/dt = M. (a) Qual é energia cinética por unidade
de massa do vento? (b) Qual é a energia cinética depositada no meio interestelar
por unidade de tempo? (c) Considerando que o vento age durante um intervalo
de tempo At, qual é a energia cinética total depositada no meio interestelar? (d)
Considere o caso de uma estrela quente com vy =~ 2000 km/s, M ~ 1075 M, /ano,
e que o estagio correspondente da evolucao da estrela tem uma duracao At ~
10° anos. Qual é a taxa de deposicdo de energia cinética? Qual é a energia total
depositada pela estrela? Compare este resultado com a energia total envolvida em
uma explosdo de supernova de tipo II, da ordem de 10*° a 10°!erg. (e) Repita
os calculos no caso de uma estrela gigante fria, adotando M ~ 1075 Mg /ano,
vy ~ 10km/s, e At ~ 10° anos. Compare esta energia com a energia produzida na
explosdo de uma nova, da ordem de 10*3 a 10** erg.
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Solugao:
(a) A energia cinética por unidade de massa do vento é
E./M ~ (1/2)v;

(b) Pela conservagao da energia, a energia cinética depositada no meio
interestelar por unidade de tempo é

E/t ~ (1/2) M v}

(c) A energia cinética total depositada no meio interestelar é

E, ~ (1/2) M v? At

(d) Para esta estrela a taxa de deposicao de energia cinética é

E./t ~ 1.3 x 1037 erg/s

a energia total depositada é

E, ~ 4.0 x 10* erg

Os valores sao menores ou da ordem do valor associado com a supernova.

(e) Para a gigante fria

E./t ~3.1 x 103! erg/s

E,~ 9.9 x 10*erg

Esta energia é da ordem ou maior que a energia da explosao de uma nova.

* Kk K

211. Considere um vento estelar isotérmico, esfericamente simétrico e estacionario
(independente do tempo), onde a forga dirigida para fora da estrela é devida essen-

cialmente a pressao do gas. Mostre que a equacao da conservacao da quantidade
de movimento pode ser escrita (cf. Maciel 2005)

rdv_ A

vdr v?—c2

com oM
A=2c— r

r

onde ¢s = \/kT/umpg é a velocidade do som no meio.

Solucgao:

A equacao de continuidade pode ser escrita

dM
o Arr?pu
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e a equacao do movimento é

Jdv, 1P GM
dr = p dr r2

a equacao de energia é simplesmente

T = constante

ou seja, algum mecanismo nao especificado mantém a temperatura
constante em todo o envelope circunstelar. Considerando a equacgao
de estado dos gases perfeitos, e derivando, o gradiente de pressao é

1 dP kT 1dp

p dr  pumg p dr

derivando a equacao de continuidade considerando que dM /dt é constante
Ldp 1dv 2
pdr  vdr T

com estas duas relagoes e a equagao do movimento, obtemos

S BT (1 2y, 6N,
dr  pmpyg v dr T r2
1dv ([, kT \ 2T GM
55@ _MmH) Copmg 2
usando a velocidade isotérmica do som
2
2¢2 GM
Ldv oy = 2
v dr 02 — 2
r dv dlnv A
vdr dlar V2 — 2
onde definimos
A=2c2— GM
r
* K K

212. (a) Mostre que a solucao do vento isotérmico vista no exercicio anterior deve
satisfazer a condigao no ponto sénico onde v = ¢,

GM

2
2cz

r=r.

v(r) =v(r.) = cs
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(b) Qual é o valor do gradiente de velocidade da solugao critica no ponto sénico?

Solucgao:

(a) Da solugao do exercicio anterior

2¢2 GM
Ldv 7 7,2
v dr w2 —c2

o numerador do segundo membro se anula na posicao 7. = G M/2c2, o
que define o raio critico r., ou ponto critico. Para que este ponto esteja
localizado acima da base do envelope rg, devemos ter

GM
2¢2
ou seja

M
G >02

> T

2T0 s

No ponto critico, o gradiente de velocidade deve anular-se, a nao ser que
v(r.) = ¢s. Da mesma forma, se v = ¢, o gradiente de velocidade serd infinito,
a nao ser que isto ocorra em r = r.. Portanto, a tinica solugao que pode
manter um gradiente de velocidade positivo em todo o envelope deve passar
pelo ponto critico, sendo chamada solucao critica. Nesse caso

GM
2 c2

S

r=r.=

v(r) = v(re) = cs

(b) Da solugao para dv/dr, aplicando a regra de I’'Hopital

vdr  cs \dr), 2¢, (%)TC
mas r. = G M/2c?
de modo que
dv\” 2 GM 8¢S 48 4c8
(), =5+ ~ e e~ e

Te

dv B 2¢3
dr /.. GM

213. Mostre que, em um vento isotérmico sob a acao do gradiente de pressao, a
velocidade do gas no ponto critico é dada por

v(re) =1/2 wve(re)
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onde v, (7.) é a velocidade de escape do gas no ponto critico.

Solucgao:

Para a velocidade de escape, E. = |E,|

1, GM
— V¢ =
2 r
no ponto critico
2GM
Ve(re) =
Tec

mas devemos ter no ponto critico

GM
re =
2¢2
portanto
GM
v(re) =cs = T

v(re) =1/2 ve(re)

* Kk %

214. Considere que o vento solar é isotérmico com uma temperatura coronal média
de 1.5x10% K e uma taxa de perda de massa de 2x 10~ M, /ano. A base da coroa

est4 localizada em r ~ 1.003 Re, onde a densidade ¢ p(ro) ~ 1.0 x 10~ g/cm®.
(a) Calcule a energia potencial a energia cinética e a entalpia do gas em ry. (b)
Calcule as mesmas quantidades no ponto critico. Qual dessas energias absorveu a
maior fracao da energia injetada pelo vento?

Solucgao:
GM  —(6.67x107%)(1.99 x 10°3)
ro (1.003) (6.96 x 1010)

para a entalpia temos

T
h=2FT 516 % 10" erg/g
2 pmpy

(a) B, = — = —1.90 x 10"° erg/g

onde tomamos pu >~ 0.6.
Para calcular a energia cinética E. escrevemos
47 T(Q) Po Vo = M
o
R 2 po

com os valores dados temos
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vo = 2.06 x 10% cm/s

E.= (1/2)v3 = 2.12 x 10%erg/g

(b) Podemos estimar o raio critico por

_— GM _ GM pmpyg
© 0 2¢2 2 kT

a velocidade v, é igual a velocidade do som cg

=3.21 x 10" cm = 4.61 Ry,

kT
Ve=cs = | —— =144 x 10" cm/s = 144 km /s
Hm
a densidade é entao
M
e=—— =6.75x 1072 3
P 47r?v, x g/cm

as energias sao

GM
E,=— — = —4.13 x 10" erg/g
E.=(1/2)v? =1.04 x 10 erg/g
5 kT
h = 5 MTH = 5.16 x 1014erg/g

portanto a maior absorcao corresponde a energia cinética.

* Kk %

215. Considere um envelope estelar com simetria esférica em expansao adiabdtica
caracterizada pela velocidade v(r), pressdo P(r), gravidade efetiva g.¢. Admita o
parametro v = cp/cy constante e mostre que a equagao do movimento pode ser

colocada na forma
r dv A

vdr v?—c2

onde
A=2c2—ger

e cs ¢ velocidade do som. Como poderia interpretar a equagao do movimento?

Solugao:

A equacao da conservagao da quantidade de movimento é
dv 1 dP

Car T T A 9

a equacgao de conservacao da massa pode ser escrita

72 p v = constante
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derivando esta relagao com relacao a r e simplificando, temos
1dp 1dv 2

Tpdr vadr 1

considerando a equagao de energia na forma P o p? temos

dP P dp 4 dp

%_7; dr % dr

manipulando estas duas relagoes e a equacao do movimento obtemos

A\ dv  2c2
v— =] — = —
v ) dr r Jef

multiplicando ambos os membros por r

2 d
(’U—C—S) Y 2c§—gefr:A

r— =
) dr
que pode ser escrita
r dv A

vdr  v?—c2

Em analogia ao Exercicio 211, esta relagao mostra que no ponto sonico, onde
v = cg, ocorre uma singularidade na equacao do movimento, de modo que os
fluxos de massa reais devem ter necessariamente A = ( neste ponto, para que
o gradiente de velocidade seja finito. (cf. Maciel 2005)

*x kX %k

216. Em um vento estelar adiabatico com simetria esférica, a temperatura média
no envelope é T' ~ 1000K e o peso molecular médio é pu ~ 1.2. (a) Qual é
a velocidade do gds no ponto soénico? Considere v ~ 5/3. (b) Sabendo que a
velocidade terminal é vy ~ 10km/s, que fracao desta velocidade é alcancada no
ponto sénico?

Solugao:
vkT (5/3) (1.38 x 10—16) (1000)
(@) v=rco =4/ —— = =
LM (1.2) (1.67 x 10—24)
v =234 km/s
3.4

(b)fzﬁz?)él%

* Kk %

217. A partir da aplicacao da teoria dos ventos impulsionados pela radiagao ao
caso de estrelas quentes, € obtida uma correlagao entre a quantidade de movimento
do vento modificada, M vy VR e a luminosidade da estrela L dada por

log(M v v/R/Rg) ~ —1.37 4+ 2.07 log(L/10°L,)
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onde a taxa de perda de massa estd em Mg /ano, a velocidade terminal vy estd em
km/s e o raio e a luminosidade da estrela estao em unidades solares. A quantidade
de movimento modificada depende fracamente da massa da estrela, de modo que
a relacao acima nao inclui esta dependéncia. A estrela e Ori tem tipo espectral
B0Ia, temperatura efetiva T,y = 28000 K e raio R = 33 Ry. Apresenta um vento
intenso, cuja velocidade terminal, estimada a partir de perfis espectrais do tipo P
Cygni, é vy = 1500km/s. (a) Estime a taxa de perda de massa da estrela. (b)
Suponha que a velocidade terminal é alcancada em r ~ 2 R,. Qual é a densidade
do géas circunstelar nesta regiao?

Solucgao:
(a) L = 47rR20Te4f
L =47 (33 x6.96 x 10'9)2 (5.67 x 1077) (28000)* = 2.31 x 103 erg/s
L/Ls = 6.0 x 10°
—1.37 4 2.07 log(L/10° L) = —1.83
M ~ 1.7 x 1076 M, /ano
(b) M =47r?puy
M (1.7 x 1079) (1.9910%3)

P = Aoy (4m) (2 % 33 x 6.96 x 1019)2 (1500 x 10%) (3.16 x 107)
p=~2.7x1071 g/cm?

*x kX %k

218. A estrela HD 36486 (09.5 II) tem uma temperatura efetiva log T, ; = 4.49,
um vento estelar com velocidade terminal vy = 2000 km/s e taxa de perda de massa

M = 1.0 x 1075 M /ano. (a) Use a relacdo entre a quantidade de movimento
modificada do vento e a luminosidade estelar do exercicio anterior e determine a
luminosidade da estrela. (b) Qual é a energia por unidade de tempo comunicada
pelo vento ao meio interestelar?

Solucgao:

(a) L = 47TR20Te4f

r= 2 —4MTe4fR<29<R>2—818x10—4<R)2
10 Lo, 100Le,  \Ro ‘ Ro

R T 1/2
Ro (8.18 X 10—4)

log(M vy) +log(R/Re)"/? = —1.37 + 2.07 log x
—2.70 + 0.25log z — 0.2510g(8.18 x 107%) = —1.37 + 2.07 log x
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—2.70+ 0.25logx + 0.77 = —1.37 4 2.07 log
(2.07—0.25) logx = 1.37 — 1.93
logx = —0.31, = =0.49

L L
— =4.9x 10°, 10g<—) = 5.69
Lg Lg

L=1.89x10%erg/s (R=245Rg)

E. 1 . 5 (0.5)(107%) (1.99 x 10%3) (2000)2 (10%°)
(b) 5 =5 Mvy = 3.16 x 107
B,
— =~ 1.26 x 100 erg/s = 1.26 x 10* J /s = 1.26 x 10*° W

*x kX %k

219. Podemos ter uma idéia da taxa de perda de massa em um vento radiativo
admitindo que todos os fétons da estrela sao absorvidos uma tnica vez, o chamado
“limite de espalhamento simples”. Neste caso, a quantidade de movimento por
unidade de tempo do vento é M v £, que deve ser igual a quantidade de movimento
radiativa da estrela por unidade de tempo, dada por L/c, de modo que

M~ —
fo

No espalhamento simples esta expressao ¢ um limite superior, pois nem todos os
fotons da estrela sao absorvidos. Entretanto, um mesmo féton pode ser absorvido
e reemitido ou espalhado varias vezes, o que pode aumentar a taxa de perda de
massa. Estime as taxas limites no caso de (a) uma estrela quente com luminosidade
L ~10° L e vy ~ 2000km/s e (b) em uma gigante vermelha com L ~ 103 Lg e
vy =~ 10km/s.

Solucgao:
dM 3.85 x 1038 19 6

(a) ke (2.0 % 105) (3.0 x 1010) ~ 6.4 x 10" g/s ~ 1.0 x 107° Mg /ano
dM 3.85 x 103¢

~ 1.3 x10%° g/s ~ 2.0 x 107¢ M, /ano

(b) 3 = {105 (3.0 x 101

220. Em uma aproximacao mais correta, a taxa de perda de massa em um vento
radiativo dada pela expressao do exercicio anterior pode ser escrita

v=-2
vy C
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onde 7, ¢ a profundidade éptica do vento na regiao supersonica. Considerando
que a energia cinética total do vento é limitada pela energia radiativa da estrela,
caracterizada por sua luminosidade L, mostre que existe um limite superior para
T, dado por

Solugao:
Podemos escrever

1.

usando a expressao dada
L 2L

— Ty < 5
vy C ’Uf

portanto

*x X %k

221. A estrela a Sco tem tipo espectral M1.5 I, massa M = 18 M, raio R =
600 R e luminosidade log(L/Lg) = 4.6. Seu vento tem uma velocidade terminal
vy = 20km/s. (a) Determine sua taxa de perda de massa usando a expressao

aproximada
. L
M ~ —Z7d
CUf
em que a perda de massa é devida a poeira, sendo 74 a profundidade 6ptica total
dos graos. (b) Repita o célculo da taxa de perda de massa usando a férmula de

Reimers (L/Ls) (R/Ro)
M/M,

onde a luminosidade, raio e massa da estrela sao dados em termos das quantidades
solares, e  é um parametro ajustavel. (c¢) Considerando que a taxa obtida por
métodos mais precisos é dM /dt = 1.0x 1075 M, /ano, qual é a profundidade éptica
total dos graos 747 Qual é o valor do fator de eficiéncia 1 na férmula de Reimers?

MR:4><10_1377

Solugao:

L
(a) I~ 3.98 x 10, L =1.53 x 1038 erg/s
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: 1.53 x 1038 01
M ~ (3 % 1019) (20 % 10°) Ta > 2.55 x 10" 74 g/s

M ~ 4.05 x 1075 74 Mg, /ano

(3.98 x 10%) (600)
18

(b) Mr~4x 10713 g ~5.31 x 1077 5 Mg /ano

1.0 x 1076

(c) Ta
* X  x

222. No processo de perda de massa pela acao da pressao da radiacao em li-
nhas opticamente espessas, a taxa de perda de massa pode ser escrita de maneira

aproximada
L

M~N —
c

onde N é o numero efetivo de linhas de absorcao opticamente espessas e L é a
luminosidade da estrela. Considere uma estrela quente com L/Lq ~ 10°. Quantas
linhas de absorcao precisariam ser incluidas para reproduzir uma taxa de perda

de massa dM/dt ~ 107 Mg, /ano?

Solucgao:

Neste caso

N Mc® (1.0 x 1079) (1.99 x 10%3) (3 x 1010)2 150
L (3.16 x 107) (105) (3.85 x 1033) -

*x k%

223. A linha espectral em A = 1238.8 A do NV é uma das mais importantes nos
ventos das estrelas quentes. (a) Qual é o acréscimo em velocidade em um fon de
N*4 a0 absorver um féton? (b) Supondo que a velocidade terminal do vento seja
vy = 2000km/s, quantas absorgoes seriam necesséarias para o fon N™* alcangar
a velocidade terminal? (c) Parte da quantidade de movimento adquirida pelo fon
N+4 ¢ transmitida s particulas mais abundantes do gés, como prétons, elétrons,
etc. Supondo que a abundancia de nitrogénio seja cerca de 10~% da abundancia
de H, quantas absorcoes seriam efetivamente necessarias para o fon N*# alcancar
a velocidade terminal?

Solugao:

O acréscimo na velocidade é aproximadamente

hv h
(a) Av= o =

comm=mpy ~ 1ldmg
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6.63 x 10727
Av >~ -9
v (1238.8 x 10-8) (14) (1.67 x 10—24) 3 cm/s

”Uf 2 % 108
N~-*1 ~
(b) Av 23
~ ~ ~ 8.7 x 10
(c) Av 102 23 1014 .

* Kk %

~ 8.7 x 10°

224. Uma estrela quente tem R = 20 Rg, T.5 = 20.000K, L = 10° L, e um vento
com uma taxa dM/dt = 1075 M, /ano. Sua lei de velocidades é dada pela lei beta
(Exercicio 187), em que a velocidade inicial vy é igual & velocidade térmica média
vy com T' =~ T¢ ¢, velocidade terminal vy = 2000 km/s e indice 8 = 0.8. (a) Estime
a profundidade 6ptica dada por

O¢ Ut P

T dv/dr

em r = 1.10 R. Adote o valor de referéncia para a opacidade de espalhamento
eletronico o, = 0.3cm?/g. (b) Estime o multiplicador de forga M(7) para o
mecanismo de aceleracao radiativa dado por M(7) ~ K77% com K ~ 0.71 e
a ~ 0.47. (c) Estime a aceleracao radiativa total (cm?/s) em r. Compare seu
resultado com a aceleragao gravitacional g,, adotando uma massa de 20 My, para
a estrela.

Solugao:
(a) Para a lei beta obtemos

o(r) = vo + (vf — v0) (1 _ E)ﬁ

r

dv 1 R\"!
2~ _ — (1=
dr (v Uo)ﬁer < r)

usando a a velocidade térmica média

vy ,/% ~1.82 x 10%cm/s ~ 18.2km/s
mmg

obtemos
v(r) = 3.09 x 107 cm/s ~ 309 km/s
d

0 152x 1074572

dr

a densidade pode ser obtida por

_ daMydt

~ g, =0.92x 107 g/em’

p
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a profundidade 6ptica é entao

0.3) (1.82 x 10°) (6.92 x 10~ 14
7~ (03) (182 X 107) (6.92 ) 249 x 10~
1.52 x 104

(b) Usando a aproximacao dada

M(7) ~0.71 77947 ~ 35.1

(¢) A aceleragao radiativa pode ser escrita
e L
gr =
drric
considerando o multiplicador de forca, a aceleragao radiativa efetiva é

= 130 cm/s”

gey = M(7) gr ~ 4600 Cm/s2

para comparagao, a aceleracao gravitacional é
GM 9

G — 5 = 1130 cm/s

ou seja

gey _ 4600

~ ~ 4.1
Jx 1130
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PARTE 3 - ASTROFISICA GALACTICA

COORDENADAS - DISTANCIAS - CINEMATICA
225. Obtenha as coordenadas equatoriais do centro galactico a partir de suas
coordenadas galacticas ¢ = 0°, b = 0°

Solucgao:

Considerando a relagao

send =sendpyg senb + cosdpyg cosb cos(Upyc — ¥)

com

dpng = 27.12825° [2000.0] (polo norte galdctico)

lpyc = 122.932° (polo norte celeste)

send = sen (27.12825) sen 0 + cos(27.12825) cos0 cos(122.932 — 0)

send = (0.8900) (—0.5436) = —0.4838

0 = —28.93°

usando a relacao

cosd cos(a — apng) = cosdpng senb —sendpng cosb cos({pne — ¥)

com

apne = 192.8548°[2000.0] (polo norte galactico)

cos(—28.93) cos(a — 192.85948) =

cos(27.12825) sen 0 — sen (27.12825) cos0 cos(122.932 — 0)

(0.8752) cos(a — 192.85948) = (0.4560)(0.5436)
cos(a — 192.85948) = 0.2832
o — 192.85948 = 73.55

o = 266.41°

*x Kk %

226. Obtenha ss coordenadas galacticas do polo celeste sul a partir de suas coor-
denadas equatoriais, a (nao definida), 6 = —90°.
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Solugao:
Usando a relagao
senb = cosG send — sen G cosd sen (o — ayq)
com
G = 62.87° (inclinagao do plano galdctico)
Qe = 282.85°[2000.0] (nodo ascendente)
senb = co0s(62.87) sen (—90) — sen (62.87) cos(—90) sen (o — 282.85)
senb = (0.4560) (—1) = —0.4560
b= —-27.13°
usando a relacao
send =sendpyg senb + cosdpyg cosb cos(pync — ¥)
com
dpnG = 27.12825°[2000.0] (polo norte galactico)
lpne = 122.932°  (polo norte celeste)
sen (—90) = sen (27.12825) sen (—27.13)+
cos(27.12825) cos(—27.13) cos(122.932 — /)
(—1) = (0.4560) (—0.4560) + (0.8900)(0.8900) cos(122.932 — ¢)
c0s(122.932 — () = —1
122.932 — ¢ =180
¢ = —57.07° — ¢ = 360 — 57.07 = 302.93°
*x * x
227. Considere a direcio do apex solar para a época 1950.0 como ag ~ 18", §y ~
30°. Quais sao as coordenadas galacticas (¢, b) correspondendes a esta direcao?
Solucgao:
ap = 18" =270°, §p = 30°
Usando a relagao
senb = cosG send — sen G cosd sen (o — ayq)
com
G = 62.87° (inclinagao do plano galdctico)

Qe = 282.25°[1950.0] (nodo ascendente)
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senb = cos 62.87 sen § — sen 62.87 cos d sen (o — 282.25)

senb = (0.4560) (0.500) — (0.8900) (0.8660) sen (—12.25)

senb = 0.2280 4 0.1635 = 0.3915

b =23.04°

usando a relacao

cosb cos(l — lpg) = cosd cos(a — apg)

com

lna = 33.0° (nodo ascendente)

cosb cos({ — 33) = cosd cos(a — 282.25)

(0.9202) cos(¢ — 33) = (0.8660) (0.9772)

cos(¢ — 33) = 0.9196

¢ —33=2313 — (=056.13°

* Kk ok

228. Obtenha as coordenadas galdcticas da nebulosa planetaria Mz 3 a partir de
suas coordenadas equatoriais, o = 16%17™13%, § = —51°59’08” (época 2000.0).

Solugao:

Fazendo as conversoes

17 13 , .
a =16+ o + o0 = 16.2869" = 244.303
59 8
= (514 o= + ——) = —51.986°
0= —(51+ 5 + geo5) = 51986

usando a relacao
senb = cosG send — sen G cosd sen (o — ayq)
com
G = 62.87° (inclinagao do plano galactico)
ne = 282.85°[2000.0] (nodo ascendente)
senb = cos(62.87) sen (—51.986)—
sen (62.87) cos(—51.986) sen (244.303 — 282.85)
senb = (0.4560)(—0.7879) — (0.8900)(0.6159)(—0.6232)
senb = —0.3593 4+ 0.3416 = —0.0177
b=-1.01°
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usando a relagao

send = cos G senb +sen G cosb sen (¢ — ;)

com

lna = 33.0° (nodo ascendente)

sen (—51.986) = cos(62.87) sen (—1.01) + sen (62.87) cos(—1.01) sen (¢ — 33)

—0.7879 = (0.4560) (—0.0176) + (0.8900)(0.9998) sen (¢ — 33)

sen (¢ — 33) = —0.8764

{— 33 =—-61.22

(= —28.22° — ¢ = 360 — 28.22 = 331.78°

x K, *x

229. A nebulosa planetaria IC 2003 tem coordenadas equatoriais a ~ 3"56™ e
d =~ 33°52" (época 1950.0). Quais sdo suas coordenadas galdcticas? (a) Use um

diagrama de conversao entre as coordenadas equatoriais e galdcticas. (b) Use as
equagoes de conversao.

Solucgao:

(a) Pelo diagrama temos ¢ ~ 163°, b ~ —14°

80 == = ) I B
70 o \\0 " | —1 LOD '7‘ = /’_100 4
. S WA Y ! S obd
e N ;SN R | TN T 1A TR Lo
ol R [\ H— - 1710/ sl 20°—|
0P o 11 L v W A 0 ) 1
e E AR 1
I GT Saus== - SESSSIVATIAS: a8
g 10° %>/\ e %Léc\)(‘ g&im:‘ox} 7& ?503J Y% nslqo
Z 0 2
& IR XN SIS T o 7 STy
510D 0% 'U\ S 0 < \\Z?
£2018 A2 N h e [] ¥ AN ;%DZJ\ SRNEY
phedcicas IS LA THINK A, NiNE
ol =i X SNSRI N R0, A T 3
50° S N ]:6§~% 2T\ Dte = 0%
o N R N D Ly s ey A o N s
:700 R | | > [ T=' NI = LA%OL_)
o _>_‘\/ ] LT 10 N ~ . >‘\7£l.'0‘_
-90° = i — 30°—
2 23 22 21 20 19 18 7 16 15 14 13 2 0 1 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0O

Right ascension (1950.0) Ch 1

convertendo as coordenadas
a = 3.93F ~ 59.0°
6 = 33.87°
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usando a relacao

senb = cos G send —sen G cosd sen (o — aupg)

com

G = 62.87° (inclinagao do plano galdctico)

Qne = 282.25°[1950.0] (nodo ascendente)

senb = cos 62.87send — sen 62.87 cosd sen (o — 282.25)

senb = (0.4560) (0.5573) — (0.8900) (0.8303) (0.6852) = —0.2522

b= —14.61°

ussando a relagao

cosb cos(f — lpq) = cosd cos(a — pg)

com

lnq = 33.0° (nodo ascendente)

cosb cos({ — 33) = cosd cos(a — 282.25)

(0.9677) cos(¢ — 33) = (0.8303) (—0.7284)

cos(¢ — 33) = —0.6250

¢ — 33 =128.68

¢ =161.68°

* x x

230. A nebulosa planetaria He2-9 tem uma longitude galactica ¢ = 258.1°, e esta
localizada no plano galactico. Quais sao suas coordenadas equatoriais? Resolva
questao de duas maneiras: (a) Usando o diagrama de conversao de cooordenadas,
e (b) usando as equagbes trigonométricas de conversao. Note que as equagoes

podem produzir uma ambiguidade nas solucgoes, que pode ser resolvida usando o
diagrama de conversao.

Solugao:

(a) Usando o diagrama com ¢ ~ 258.1° e b = 0°, a ~ 8125™  § ~ —38°
(b) Usando a relagao

send = cos G senb +sen G cosb sen (¢ — £,,,)

com

G = 62.87° (inclinagao do plano galactico)

lna = 33.0° (nodo ascendente)

send = (sen62.87) (1) sen (258.1 — 33) = (0.8900)(—0.7083) = —0.6304
0 = —39.08°
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usando a relagao

cosb sen ({pno — ) = cosd sen (a — apnG)
com

lpnc = 122.932° (polo norte celeste)
apng = 192.8548°[2000.0] (polo norte galactico)
sen (122.932 — 258.1) = cos(—39.08) sen (o — 192.8548)
—0.7050 = 0.7763 sen (o — 192.8548)

sen (o — 192.8548) = —0.9082

a — 192.8548 = —65.26

o =127.59° = 8h31™

alternativamente usando a relagao

cosb cos(f — lpq) = cosd cos(a — pg)

com

lnq = 33.0° (nodo ascendente)

Qe = 282.85°[2000.0] (nodo ascendente)
cos({ — 33) = cosd cos(a — 282.85)
cos(225.1) = cos(—39.08) cos(a — 282.85)
cos(a — 282.85) = —0.9093

Solugao 1:

a1 — 282.85 = 155.41

oy = 438.26 = 78.26°

. 154
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Solugao 2:
g — 282.85 = 360 — 155.41 = 204.59
o = 487.44 = 127.44° = 8h30™

© O s
C\j L 4
e L il
| 78.26 127.45 ]
| ot | i
8971 | l ]
| l ! ]
© [
O L | ‘ |
- —— ]
| | | | Ly | | | ‘\ | | |
0 50 100 150
(o4
*x Kk Kk

231. O aglomerado estelar NGC 1502 tem coordenadas equatoriais para a época
2000.0 dadas aproximadamente por: a = 4P7™49% § = 62°20’. Quais sdo suas
coordenadas galacticas?

Solucao:

Como uma primeira solugao vamos usar o diagrama abaixo

90°

e = ]
70° NG [ I —Teg—1 N0 7 e 0%
o = 50° 21 %

<
B L N 2 o B W o
e WA S 970 NeY el A WA S A NS | ~%, ‘ 20
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3 20 LRSS B AT 2 SSSeaNeAVATEA S $YaN\ Bk
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Right ascension (1950.0) Ch 1]

obtemos ¢ ~ 144°, b ~ 8°
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para um resultado mais preciso as coordenadas em graus sao

_ 7 49 h
a—4+@+m—4.13

o =4.13 3 = 61.95°

§ =62+ 2 =62.33°

usando a relacao

senb = cos G send —sen G cosd sen (o — aupg)

com

G = 62.87° (inclinagao do plano galactico)

Qe = 282.85°[2000.0] (nodo ascendente)

senb = cos 62.87 sen 62.33 — sen 62.87 co0s62.33 sen (61.95 — 282.85)
senb = 0.4039 — 0.2706 = 0.1333

b= 7.66°

usando a relacao

cosb cos(l — lpq) = cosd cos(a — apg)

com

lna = 33.0° (nodo ascendente)

cos 7.66 cos(f — 33) = c0s62.33 cos(61.95 — 282.85) = —0.3510
cos(¢ — 33) = —0.3542

¢ —33=110.74

¢ =143.74

* Kk ok
232. Mostre que 1 parsec corresponde a 3.26 anos-luz.

Solugao:
1pc = 3.0857 x 10'® cm
Lano luz = ct = (2.9979 x 1019) (3.1558 x 107) = 9.4608 x 10'7 cm

3.0857 x 108

— m ~ 326 anos luZ

1pc

* Kk X%
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233. A Lua tem um diametro de cerca de 3480 km e estd a uma distancia de
3.84 x 10'° cm da Terra. Qual é seu diametro aparente, vista da Terra?

Solugao:

R= @ = 1740km = 1.74 x 108 cm

d=3.84 x 1019 cm

R 1.74x10%
180) (60
¢ =2a = 0.00906 rad = 0.00906 % ~ 31.2min ~ 18707 ~ 0.52°
*x Kk %

234. Até que distancia uma moeda de 1 real poderia ser vista pelo Hipparcos? e
pelo GAIA? Compare seus resultados com distancias astronomicas relevantes.

Solugao:
Hipparcos: pg > 0.001”
GATA: pg > 0.00001”

o didmetro da moeda é D ~ 2.7cm

4. < D _ (2.7)(180) (3600)
=Py~ (0.001)(3.14)

di < 5.57 x 108 cm = 5570 km = 0.87 Rp

onde Rt = 6400km é o raio da Terra

5. < D _ (27)(180) (3600)
“=pe  (0.00001)(3.14)

dg < 5.57 x 101 cm = 1.45d;,

onde d;, = 3.84 x 10'% cm é a distancia Terra-Lua
* x x
235. O aglomerado globular M4 (NGC 6121) tem um didmetro aparente maximo

de 36 minutos de arco. Sabendo que o aglomerado esta localizado a uma distancia
de 2200 pc, qual é sua dimensao em pc, anos luz e cm?
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R
(0.4
d
Solucgao:
36 T

= — =18 =18 ————— = 0.00524 rad
‘T (180) (60) e
o = E

d
R=ad=1153pc = 3.56 x 10 cm = 37.6 anos luz
D =2R=23.06pc="7.12 x 10'° cm = 75.2 anos luz

*x X %k

236. Uma estrela tem uma paralaxe p = 0.1”. (a) Qual é sua distancia em parsecs
e em anos luz? (b) Qual seria sua paralaxe se ela estivesse 10 vezes mais distante?

Solucgao:
1 1
(a) d = b 01 10 pc = 32.6 anos luz
1 1
b / = — = —— = U. 1”
O T

*x kX %k

237. A estrela de Barnard tem o maior movimento proprio conhecido, e deslocou-
se no plano do céu cerca de 17.5 minutos de arco de 1900 até 2000. Qual é o
valor de seu movimento proprio? Compare seu resultado com dados do Hipparcos,
p = 10.358” /ano.

Solucgao:
At = 2000 — 1900 = 100 anos
(17.5) (60)

= 057

! 100 0.5” /ano
W 10.5

— =——=1.014

g 10.358

O erro é de 1.4%
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238. A estrela de Barnard tem um movimento préprio g = 10.36” /ano. A Lua
tem um raio de 1740 km e estd a uma distancia de 384000 km da Terra. Quanto
tempo seria necessario para a estrela de Barnard cobrir uma distancia no plano
do céu equivalente a uma Lua cheia?

Solucao:

O angulo correspondente ao didmetro lunar é
_ 2R,  2x1740

oL = d; 384000

b1 ~9.06 x 10~3rad = 0.52° = 31.2' = 1870”
¢, 1870

t~1 " ~_—__ ~180.
p 1036 80.5 anos

*x Kk %

239. Mostre que a velocidade angular pode ser escrita como

w(rad/s) = 3.24 x 10717 w(km/s/kpc)

Solugao:
10°
(103) (3.0857 x 1018)

w(rad/s) = 3.24 x 1077 w(km/s/kpc)
w(km/s/kpc) = 3.09 x 1016 w(rad/s)

*x kX %k

w(rad/s) =

w(km/s/kpc)

240. Uma estrela tem velocidade tangencial v;, movimento préprio u e estd a uma
distiicia d. (a) Mostre que

" 1 v(km/s)
p("fano) = =1 = o0)

(b) Considere uma estrela com velocidade tangencial de 10 km/s, e distancia de
10 pc. Qual é seu movimento préprio, em segundos de arco por ano?

Solugao:
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(a) Vamos considerar que a estrela desloca-se por um angulo «
correspondendo a uma distancia R no plano do céu. Temos

_R
“Ta
de dR1 Vg
R="a " atd d
ve(km/s) ve(km/s)

plrad/s) = =00y~ = [3.09 % 1019 d(po)

u(” /ano) = (180) (360(;?1(316 X 107) p(rad/s) = 6.52 x 10'? p(rad/s)

portanto

. 652 x 10" vy(km/s) 1 v (km/s)
u(” fano) = 300 1073 d(pc) 474  d(pc)
) _ w(km/s) 10 _ 1

(b) u(* fano) = T ve) ~ 471y (10) ~ 474

= 0.21” /ano

*x X %k

241. Uma estrela do aglomerado das Hyades tem movimento préprio dado por
1 = 0.10” /ano, velocidade radial v, = 39km/s, e # = 30°, onde 6 é o dngulo entre
a linha de visada da estrela e a direcao do ponto de convergéncia do aglomerado.
Qual seria a paralaxe do aglomerado, usando o método dos aglomerados méveis?

Solucgao:

Por este método podemos escrever
o 4rdp 4ATdp 4T4p
b= vy wvsenf v, tanf

d=47.6pc

= 0.021”7

* Kk %

242. Uma estrela tem uma velocidade radial v, = 100km/s, e sua distancia é de
d = 1000 pc. Supondo que sua velocidade espacial seja isotrépica, qual seria seu
movimento préprio esperado?

Solugao:
v ~ v, = 4.74d (pc) u (7 /ano)
) Ut (km/s) _ ”
(7 /ano) Td(pe) 0.02” /ano

*x Kk %
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243. A velocidade radial de uma estrela é v, = 20 km/s, e sua velocidade tangen-
cial é também vy = 20km/s. (a) Qual é o valor de sua velocidade espacial? (b)
Em que direcao a estrela se move com relacao a linha de visada?

Solucgao:
(a) v? = v2 + v = 20 + 20% = 800
v =28.3km/s
2
b)tanf— L — 20 _ 1, g— 450
v 20

*x X %k

244. A velocidade do Sol em relagao ao LSR (Local Standard of Rest ou Padrao
Local de Repouso) é de cerca de 20 km/s. Qual é o valor desta velocidade em
UA /ano?

Solugao:

20) (3.16 x 107)

|
Vo = 150 x 106

= 4.2UA/ano
x x *x

245. Em 23 de Marco de 1989 o asterdide Asclepius 4581, com dimensoes da ordem
de 300 m, atravessou a érbita da Terra, passando a 700 mil km de nosso planeta.
Considerando que, em seu movimento de rotacao em torno do Sol, a Terra ja tinha
passado pelo ponto onde as duas orbitas se cruzam, quanto tempo antes a Terra
tinha passado pelo ponto onde o asterdide cruzou sua orbita?

Solucgao:

L 2mdr _ 2w (150 x 10%)
7T T (365) (24)
d 700000

b @ WU e
vr . 1.08 x 105 oras

~ 1.08 x 10° km/h

* Kk %



Parte 3 - Astrofisica Galactica . .. oottt ittt ittt ettt e 162

246. A nebulosa planetaria A53 observada na linha Ha tem um diametro de 28.8”.
Sua distancia, determinada por métodos estatisticos, é de 2000 pc. (a) Estime o
raio da nebulosa em parsecs. (b) Considere que a nebulosa estd se expandindo
a uma velocidade de aproximadamente 15 km/s. Supondo que esta velocidade é
constante, qual seria a idade dinamica da nebulosa, isto é, ha quanto tempo ela
foi ejetada pela estrela central?

Solugao:

(a) O raio angular do objeto é
288

— =14.4".
T
considerando que o objeto estd a uma distancia d = 2000 pc
R = a(rad) d
14.4
R=——"" 9000 = (6.98 x 107°) (2000) = 0.14 pc

(180) (3600)

(b) Supondo que a velocidade de expansao é constante, a nebulosa comegou
a se expandir ha um tempo dado por
R (0.14) (3.09 x 10'®)

~Y — = == 11 ~
t~ o 15 % 105 2.88 x 10** s ~ 9130 anos

* Kk %

247. As primeiras 4 linhas da série de Balmer do H tém os seguintes compri-
mentos de onda: Ha (6562.8A), HB (4861.3A), Hy (4340.5A), HS (4101.7A). Uma
estrela tem 4 linhas de absorcao cujos comprimentos de onda medidos sdo 6558.5A,
4858.1A, 4339.2A, 4098.9A. Supondo que estas linhas correspondam as linhas de
Balmer do H com desvios Doppler, qual seria a velocidade radial aproximada da
estrela? Qual das medidas esta provavelmente errada?

Solucgao:
v —cg—c)\_)\o
DV Ao

com os valores das medidas, temos
Ha v, ~ —196.4km/s

HS v, ~ —197.3km/s

Hy v, ~ —89.8km/s

H§ v, ~ —204.6km/s

a velocidade radial média com as 4 linhas é v, ~ —172.0km/s
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a velocidade radial média excluindo Hvy é v, ~ —199.4km/s
a medida de Hy estd provavelmente errada

*x Kk %

248. A linha Ha do H é observada na estrela Vega (« Lyrae) no comprimento de
onda A = 6562.51 A, e seu comprimento de onda de repouso é de A = 6562.81 A.
A estrela tem uma paralaxe medida p = 128.9 mas, e seu movimento préprio é
p = 0.35077 ” /ano. (a) Qual é a velocidade radial da estrela em km/s? (b) Qual
é sua distancia em parsecs? (c) Qual é sua velocidade tangencial? (c) Qual é sua
velocidade espacial?

Solugao:
)\0 N c " )\0

6562.51 — 6562.81

. 10° =—-13.7k
v~ (3 x 107) SEE3E1 3.7 km/s
1 1
(b)d= 2 =Tog9x103 — "TOPC
oon 0.35077
(c) vy =4.74 P 4.74 1980 < 103 — 12.9 km/s

(d) v2 =v2+v? — v =188 km/s
* ok ok
249. Uma estrela estd se aproximando de nds com uma velocidade de 30 km/s. Em

que comprimento de onda devemos observar uma linha espectral que, no sistema
de referéncia da estrela, tem um comprimento de 6000 A?

Solucgao:

AN v

N ¢

A) —-30

_ _ —4
6000 300000 10

AX = (—107%) (6000) = —0.6 A
A =g+ A\ = 6000 — 0.6 = 5999.4 A

*x Kk %

250. Uma galdxia que emite radiacdo no comprimento de onda A = 5000 A se
afasta de nés com uma velocidade v = 3000 km/s. Em que comprimento de onda
podemos observar a emissao desta galaxia?
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Solugao:

Pelo efeito Doppler temos

AN _A=h v
A N c
v 3 %103
)\—/\0<1—|—E)—5OOO<1+3X105)—5O5OA
* Kk %

251. Considerando o movimento da Terra em torno do Sol, (a) Qual é a sua
velocidade em km/s 7 (b) Qual seria o deslocamento de uma linha espectral cujo
comprimento de onda de repouso seja A\g = 6000 A, devido a este movimento?
Solucgao:
(a) A distancia da Terra ao Sol é
dr = 1.5 x 103 cm
o periodo é P = 365 dias
U 2mdr (2)(3.14) (1.5 x 10")

~Y 6 ~o
vr 7= 316 % 107 ~ 3.0 x 10° cm/s ~ 30 km/s
(b) Ao = 6000 A
A _vr
/\0 N C
vTr 30
AN = Ny — = 6000 =0.6A
07 300000
* Kk K

252. No Universo de Kapteyn, a maior parte dos objetos da Galaxia esta con-
centrada em um disco com raio da ordem de 8 kpc e altura total da ordem de
3 kpc. Considerando que a Galaxia estd essencialmente contida em uma esfera de
diametro da ordem de 50 kpc, qual seria a relagao entre os volumes da Galéxia e
do Universo de Kapteyn?

Solugao:

Vi = 7 R% hy ~ 1.78 x 1057 cm?® ~ 600 kpc®
4

Vo~ 7 R, ~ 1.93 x 10%° cm® ~ 65000 kpc®

Va
— ~ 108
Vi
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MAGNITUDES - LUMINOSIDADES

253. A distancia de uma estrela, obtida a partir da paralaxe trigonométrica, é de
20 pc. Considerando que a paralaxe pode ser medida com uma incerteza de 0.005”
e que a magnitude aparente da estrela é bem determinada, qual seria a incerteza
em sua magnitude absoluta?

Solucgao:

m— M =5logd—5=—5logp—5

M =m+5logp+5

M+ AM =m+ 5log(p+ Ap) +5

m+5logp+ 5+ AM =m + 5log(p+ Ap) + 5
A AP
AM:5m<p;p):M%O+77)

1
comd=20pc — p= 20 = 0.05”

Ap = 0.005”

AM = 5log(1 + %) =blogl.1 =0.2mag

* Kk

254. As estrelas de um sistema triplo tém magnitudes visuais aparentes iguais a
2.0, 2.5, e 3.0, respectivamente. Qual é a magnitude aparente do sistema triplo?

Solucao:

V=-251logF+C

F=F+F+F;

Vi==-25loghky+C — F|= 100-4(C=V1)

Vo=-25logFy + C — Fp=10%4C"12)

Va=—25logFs+C — Fy=1004C"1s)

F = 100.40 10—0.4V1 + 10—0.4V2 + 10—0.4V3

F =10%1¢10.16 4 0.10 4+ 0.06] = (10°4¢) (0.32)
V = —2.5log(0.32 x 10°4¢) 4 C
V = (-2.5) (log0.32) — (2.5) (0.4C) + C = (—2.5) (—0.49) = 1.23

*x Kk %
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255. Observacdes feitas na banda R de Cousins (A ~ 6470 A) de uma varidvel
cefeida na galdxia de Andromeda (M31) mostram que R = 20.48, com um periodo
P = 7.459dias. Uma relagao periodo-luminosidade para a banda R pode ser

escrita:
Mgr=a (logP—-1)+b

onde a = —2.94 e b = —4.52, com o periodo em dias. (a) Use esses dados e estime
a distancia de M31, desprezando a extingao interestelar. (b) Repita o cdlculo
admitindo uma extincao total na banda R de 0.3 magnitudes.

Solucgao:

(a) Mp=a (logP —1)+b

Mpr = (—2.94) (log7.459 — 1) — 4.52 = —4.15

R—Mpgr =5 logd—5

logd =0.2(R— Mr+5) =0.2 (20.48 + 4.15 4+ 5) = 5.93

d ~ 850 kpc

(b) R— Mr =5 logd—5+0.3

logd =02(R— Mr+5—-0.3) =0.2 (2048 +4.15+5—0.3) = 5.87

d ~ 740 kpc

* Kk *

256. O aglomerado estelar galactico NGC 2243 tem um moddulo de distancia de
m — M = 12.83 e seu excesso de cor é E(B-V) = 0.01. (a) Qual é a distancia do
aglomerado? (b) O numero observado de estrelas por minuto de arco quadrado
no plano do céu mostra que a maior parte das estrelas estd concentrada no raio
angular de aproximadamente « ~ 10’. Qual é o tamanho do aglomerado em pc?

Solucgao:

(a) m—M =5 logd—5+ A

m—M =5 logd—5+ Ry E(B-YV)
logd =02[m— M +5— Ry E(B—-V)]
adotando Ry ~ 3.1

logd = 0.2[12.83 +5 — 3.1 x 0.01]

logd = 3.56 — d ~ 3630 pc

(b) R=a (rad) d

com o ~ 10’
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10 =
R=|(—= —) 3630 ~10.6
(60 180) pe
* x x

257. A magnitude aparente visual da estrela de Barnard é m, = 9.54 e sua
distancia é d = 1.83pc. (a) Qual é sua magnitude absoluta visual? (b) Qual
é sua luminosidade? (dado BC = —2.7).

Solucgao:

(a) My, =m, — 5 logd+5=9.54 —5log1.83+ 5 =13.23

(b) A magnitude bolométrica é

My = M, + BC =13.23 — 2.7 = 10.53

L
log L— =-04 (Mbol — Mbol@)
©

com Mpoie >~ 4.75

L
log — = —0.4 (10.53 — 4.75) = —2.31

L =1.89 x 103t erg/s

*x Kk %

258. a estrela de Kapteyn (HD 33793), localizada em o = 5P11™41%, § = 45°016”
tem uma paralaxe p = 255.26 mas, e seu movimento préprio é u = 8.73” /ano. Sua
magnitude aparente visual é V' = 8.86. (a) Qual é sua distancia, em pc e anos luz?
(b) Qual é sua velocidade tangencial? (c¢) Qual é sua magnitude absoluta visual?

Solucgao:
1 1
(a)d=-= 5EE 96 < 10=3 = 3.9pc ~ 12.8 anos luz
p :
w1(” /ano) 8.73
b =474 ————= =4.74 ~ 162k
(b) e (") 255.26 x 10-3 m/s

(¢) Desprezando a extingao
V—-M,=5 logd—5
M, =V —5 logd+5=886—5 log3.92+ 5~ 10.9

*x Kk %



Parte 3 - Astrofisica Galactica . .. oottt ittt ittt ettt e 168

259. Duas estrelas tém a mesma magnitude aparente e o mesmo tipo espectral.
Uma delas estd a uma distancia duas vezes maior que a outra. Qual é o tamanho
relativo das duas estrelas?

Solugao:

do = 2dy

m— M, =5 logdy —5 — My =m —>5logdy +5

m— My =5 log(2d;) —5 — My =m —5logd; —5log2+5

M2 — M1 = -5 10g2 = —1.51

considerando os fluxos das estrelas Fi, F»

F:
M2 — M1 = —-2.5 10g—2
Fy

Fy
Fy

B _ (B
o\ R

—Z=V4i=2

— 10—0.4(]\/[2—]\/[1) — 100.6 ~ 4.0

* Kk %

260. A estrela HD 3026 tem magnitude aparente V' = 9.26 e uma paralaxe p =
9.57mas. (a) Considerando que a corre¢do bolométrica para esta estrela é BC =
—0.16, qual é sua luminosidade? (b) A temperatura efetiva da estrela é Toy =
6000 K. Qual é seu raio? (c) Adotando uma gravidade efetiva logg = 4.0 (cgs)
qual é a massa da estrela?

Solucao:
(a) V.— My =5logd —5=—5logp—5
My =V +5logp+5=926—-10.10+5=4.16

My = My + BC = 4.00
log == = L (Myuie — M) = —= (4.75 — 4.00) = 0.30
& Lo 2.5 \belo T Mbel) = 5 =
L~2Lg~T7.70x 1033 erg/s

_ 2 4
(b) L=4m R0 T,
R=913x10"cm ~ 1.3 Ry
GM

(c) g



W. J. Maciel: 500 Exercicios Resolvidos de Astrofisica

261. Um aglomerado A tem um diagrama HR observado dado no lado esquerdo
da figura abaixo. Por outro lado, um diagrama HR calibrado de outro aglomerado
B estd mostrado no lado direito da figura. Use o método de ajuste de sequéncias

com logg = 4.0, ¢ =10*cm/s
M =125 x 10% g ~ 0.63 Mg

*x Kk %

principais e determine a distancia do aglomerado A.

Magnitude Aparente

10

D
% A s -2
~ . =
P e e}

. 4 o
: . <<
-‘... . )
.
R N T +2
foe o 3
. o st
°® o o =]
0.: ot %D +4
=
fe +6
\ \ \ \
BO B5 A0 A5 FO F5 GO

Tipo Espectral

Solugao:

BO B5 A0 A5 FO F5 GO

Tipo Espectral

Inicialmente ajustamos uma curva média para a sequéncia principal do
aglomerado A. Em seguida selecionamos algumas estrelas, por exemplo
B0, A0, F5 e obtemos m,, da figura da esquerda e M, da figura da direita,

e portanto o moédulo de distancia m, — M,,.
Tipo My (A) Mv (B) my, — Mv
BO 3.4 —2.0 5.4
A0 7.6 +2.0 5.6
F5 10.1 +4.9 5.2

tomando a média

(my — M,) =5.4=05logd—5

logd = 2.08

d =120 pc ~ 390 anos luz
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262. O fluxo observado da fonte de raios v GRB990123 é de aproximadamente
2 x 1071W/m?2. A fonte estd provavelmente associada a uma supernova, cuja
distancia é de cerca de 2000 Mpc. Qual seria a luminosidade da fonte (em W e

erg/s)?
Solugao:
2 x 10710) (107)
104
d ~ 2000 Mpc = (2 x 10) (10°) (3.09 x 10'®) = 6.2 x 102" cm
L~4nd?F
L~ (4)(3.14) (6.2 x 102")2 (2 x 1077) ~ 9.7 x 10¥ erg/s ~ 104* W

2 -1

Foe2x1070 Wm2 ~ ( ~2x 107 "ergem s

* Kk %

263. A faixa visivel do espectro eletromagnético varia de A ~ 400 nm (violeta)
a A ~ 700nm (vermelho), aproximadamente. (a) Qual seria a variagdo em com-
primentos de onda, medidos em Angstroms (A)? (b) Qual seria esta variacdo em
frequéncias, medidas em Hz?

Solucao:
(a) A\; = 400 nm = 4000 A
As = 700nm = 7000 A

c 3 x 1010
b)yj=—=—"———_ =750x10""H
(b vi = 57 = 2000) 10 % g

10
= Lo XMW 9 10" Hy

A;  (7000) (10-8)
* X %k

264. Qual é a frequéncia de uma onda eletromagnética cujo comprimento de onda
é A =1 m? Em que faixa do espectro eletromagnético esta onda pode ser obser-
vada?

Solucgao:
c 3.0x10%
——_ =" _ 3, 108 Hz = MH
v 3 100 3.0 x 10° Hz = 300 v/

A onda pode ser observada em radio

*x kX %k

265. Os radioastronomos usam frequentemente uma unidade de densidade de
fluxo chamada Jansky (Jy), tal que 1 Jy = 10726 W m~2 Hz~!. (a) Qual é
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a equivaléncia desta unidade com o sistema cgs? (b) Considere uma fonte com
uma poténcia P = 600W localizada na Lua, cuja distancia é de 384000 km.
Supondo que a energia é emitida uniformemente entre as frequéncias v; = 2.7 GHz
e vy = 2.8 GHz, qual é a densidade de fluxo da fonte, em Jy, W m~2 Hz"! e erg
cm~? s7! Hz=1?

Solucgao:

(a) Ly = w =10 2 ergem 25 P Hz ™!

(b) Av = vy — vy = 0.1 GHz = 100 MHz = 10® Hz

S, P 600 =3.24x 107 Wm ?Hz '

T And2Av (47) (3.84 x 108)2 (109)
S, =324Jy =324 x 1072 ergem 25 ' Hz !
* Kk ok

266. Uma pessoa consome 3000 kcal em um dia. Se toda esta energia for perdida
na forma de calor durante este tempo, qual seria a poténcia emitida, em W e

erg/s? (1 cal = 4.185 J)
Solugao:
AFE = 3000 kcal = (3000) (103) (4.185) = 1.26 x 107 J = 1.26 x 10 erg/s

AE  1.26 x 107
P = = ~ 146 W = 1.46 x 10°
At~ (24) (3600) 6 W 6 x 107 erg/s

* X %k
ESTRUTURA GALACTICA - CURVA DE ROTACAO

267. O aglomerado globular M13 em Hercules tem coordenadas galacticas ¢ =
59.0° e b = 40.9°, e sua distancia até nés é de 7 kpc. A nebulosa de Orion tem
coordenadas ¢ = 209.0° e b = —19.4°, com uma distancia de 450 pc. (a) A que
distancia acima (ou abaixo) do plano galdctico estao estes objetos? (b) Com base
nessas informacoes, a que populacoes estelares eles devem pertencer?

Solugao:
(a) Para M13: z = d senb = (7000) (sen40.9) ~ 4.58 kpc
Para Orion: z = d senb = (450) (sen — 19.4) ~ —149 pc

(b) Com estes dados, M13 — populagao II, Orion — populagao I

*x Kk %
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268. A regiao HII S294 tem longitude galactica ¢ = 224.19°, e sua velocidade
radial relativa ao LSR é v, = 32.9km/s. Sabendo que a distancia a esta regiao
HIT é d = 4.6 kpc (a) Qual é sua distancia galactocéntrica? (b) Qual é a velocidade
angular na posigao da nebulosa? (c) Qual é a velocidade linear de rotagdo nesta
posicao? (Ry = 8kpc, Og = 200 km/s)

Solugao:

(a) A distancia galactocéntrica R pode ser obtida por
R*=R:+d?>—2Rod cost

com os dados, o resultado é R ~ 11.74 kpc

(b) A velocidade angular w é dada pela relacgao
Uy

Rysen/t
com wy = ©g/Ry = 25 km/s/kpc, temos
w ~19.10km/s/kpc ~ 6.19 x 10~ % rad/s

w = wqy +

(c) A velocidade linear © é
© =wR ~224.23km/s
* Kk x
269. A nebulosa NGC 7293 esta localizada na longitude galdctica ¢ = 36.17° e
latitude galactica b = —57.16°, e sua distancia é d = 200 pc. Qual é sua altura z
com relacao ao plano galdctico? Adote Ry = 8.0 kpc.
Solugao:
z = dsenb = 200 sen (—57.16) = —168 pc
R? = R2 + (d cosb)? — 2 Ry (d cosb) cosl ~ 62.6
R ~7.9kpc
* Kk *
270. Considere o movimento das estrelas no plano galactico admitindo que as
orbitas dos objetos contidos neste plano sejam circulares, isto é, todos os objetos

movem-se em torno do centro galactico em orbitas circulares a uma distancia R do
centro. Mostre que a velocidades radial e tangencial podem ser escritas na forma

v = Ry (w— wp) sen? (1)

vy = Ry (w—wp) cosl —w d (2)



W. J. Maciel: 500 Exercicios Resolvidos de Astrofisica . ........cc.iiiiiiiiii i 173
onde v, é velocidade radial da estrela com relacao ao Sol, Ry ¢é a distancia galac-
tocéntrica do Sol, w é a velocidade angular da estrela, wy é a velocidade angular
na posicao do Sol, £ é a longitude galactica da estrela, v; é a velocidade tangencial
da estrela, e d é sua distancia.

Solucgao:

Considerando a geometria indicada na figura, podemos escrever

Sol

R,

90° — | -«

Centro Galactico

v, =0 cosa — Qg sent

onde © ¢é a velocidade linear (km/s) da estrela com relacao ao centro galdctico,
O¢ o valor correpondente em Ry e o é o angulo entre a direcao da
estrela e a diregao de sua velocidade de rotacao.

Usando a lei dos senos

senf sen(90+a) cosa

R Ry Ry

a equacao anterior fica

v, = 0O % senl — O sen/t

introduzindo a velocidade angular w

O=wR

R
Uy = <® fo - @0) sen {
e portanto

vr = Ry (w—wp) sent (1)
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para obter a segunda equagao temos

vy = O sena — Oy cos’t
como
Rsena = Ry cosl —d

temos

v = © (Ro cosl —d) —©q cost

R

de modo que

vt:<@%—@o) cosf—%

portanto

ve =Ry (w—wp) cosl —w d

d

(2)

*x kX %k

271. Mostre que a relagao entre a velocidade de rotagao galactica © e distancia
galactocéntrica R valida para rotacao rigida

pode ser obtida admitindo que a densidade p do disco da Galéxia é constante.

Solucgao:

A aceleragao centripeta é

02 GM
Qg = — = —
R R2
a massa contida em R é
4
M~ - n1R?
g T
portanto

©O=wR

Ch G\ (4 4 4

4

0% = 3 7GpR?
4 1/2
@:<§ ’ﬂ'Gp) R=kR

para mostrar que k = w podemos usar a terceira lei de Kepler:
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27 GM \'"* [rGaMm\?
Ww=— =27 | —5—== =
=2 (m) = (%)

como M = (4/3) 7R3 p, temos

4 1/2
W= (g’/TGp)

272. Considere o movimento de rotacao galactica, admitindo que as orbitas sao
keplerianas. Obtenha expressoes para a velocidade de rotagao e velocidade angular
em funcao da distancia galactocéntrica.

* Kk %

Solucgao:

Considerando M a massa interna a R temos

GM e

R? R

de modo que

1/2
- (%)
R

ou seja, © «x R~1/2

para a velocidade angular temos

e) G M\ Y2
wWw=—=
o= (%)

ou seja, w ox R3/2
* Kk *
273. Mostre que a relacao para Orbitas keplerianas do exercicio anterior pode ser
obtida a partir da terceira lei de Kepler.
Solugao:

Da terceira lei

p2_ 42




o GM @_<GM)1/2
- = _ (¢

274. Considere orbitas keplerianas no plano galdctico adotando Ry = 8kpc e
©p = 200km/s e faga graficos da velocidade linear e da velocidade angular em
funcao da distancia galactocéntrica.

Solucgao:

Neste caso podemos escrever simplesmente
O

wo = — =25 km s~ kpe ™t = 8.1 x 10716 rad/s
R,

a velocidade linear de rotacao é

1/2
o= (G_M)
R

de modo que a massa interna a posicao Ry é
02 Ry
G

a velocidade angular é dada por

0 (/G M\Y?
w=— =
- (%)

M = ~ 1.5 x 10% g ~ 7.4 x 10'° M

600
200

400
\
150
\

0 (km/s)
w (km/s/kpc)
100

200
\

275. Considere novamente 6rbitas keplerianas nas mesmas condicoes do exercicio
anterior, obtenha expressoes e faca graficos da velocidade radial em funcao da
distancia. Considere 4 casos segundo os valores da longitude galactica: 0° < £ <
90°, 90° < £ < 180°, 180° < £ < 270° e 270° < £ < 360°.
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Solugao:

Com as equagoes do exercicio anterior e usando a lei dos co-senos
para o plano galdctico (b = 0°)

R?=R:+d*—2Ryd cost (1)

o ()"

-3-(5)"

vr = Ry (w—wp) sent (4)

Fixada a longitude /¢, para cada valor de d podemos calcular a distancia
galactocéntrica R por (1), a velocidade linear © por (2), a velocidade angular
w por (3) e a velocidade radial v, por (4). Os resultados estao nas figuras

a seguir, considerando ¢ = 30°, 120°,210°, 300° como exemplos.

o
N T T T
0 < longitude < 90 |
O
n O
\ —
E
)
o _>C o __
90 < longitude < 180
(@)
o L
I O 5 10 15 20
d (kpc)
o
(@]
~
—~ 8 180 < longitude < 270
I =
£
&
oy 2 ___
270 < longitude < 360
o
© \ Lo 0
I O ) 10 15 20
d (kpc)
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276. Considere uma curva de rotagao galactica da forma
OR)=a+bR+cR?

véalida no intervalo 4 < R(kpc) < 13, onde a = 223.40, b = —6.45 e ¢ = 0.44, de
modo que a velocidade © esteja em km/s. Estime a massa da Galdxia interna ao
raio R = 10kpc. Obtenha o valor da massa em g e em massas solares.

Solucgao:
Para R = 10kpc temos O(R) ~ 202.9 km/s
GM _©

R?2 R

©%R
M ~
G

(202.9)%(10) (10'°) (3.09 x 1021)
(6.67 x 10~8) (1.99 x 1033)

M ~9.6x1010 M, ~1.9x10%g

M(Mg) ~

*x X %k

277. A nebulosa planetaria NGC 6803 esta proxima do plano galactico e localizada
na longitude galdctica ¢ = 46.44°, com uma distancia d = 2.5kpc. Considere a
curva de rotagao do exercicio anterior e (a) estime sua velocidade linear de rotagao,
adotando Ry = 8.0kpc. (b) A velocidade radial observada da nebulosa relativa ao
LSR é v, = 30.4km/s. Pode-se dizer que ela participa do movimento de rotacao
diferencial? (c¢) Qual é a velocidade angular na posigao da nebulosa?

Solugao:
(a) Admitindo b ~ 0, temos
R?=R3+d*—2Ryd cos/

R ~ 6.5kpc

da curva de rotacdo O(R) ~ 200.04 km/s, ©¢ ~ 199.96 km /s
Ry

(b) v.(cr) = B9 = 1) sent ~32.6km/s

como v, ~ 30.4km/s ~ 0.93 v, (cr)
a nebulosa participa do movimento de rotagao.
(¢) v, = Rp (w — wq) sen ¥

(%5
w=wy+ — sen’t
Ry
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©
wo = —2 = 25 km /s /kpc
Ry

30.4
=2 — = 30.2k kpc =9. 10~ rad
w=25+ (8 sen 46.44 30.2km/s/kpc = 9.8 x 10™ " rad/s

*x Kk %

278. A nebulosa Hb) esta localizada préximo ao plano galactico com uma lon-
gitude ¢ = 359.35°, e sua distancia ao Sol é d = 1.2kpc. A velocidade radial
relativa ao LSR é v, = —17.9km/s. (a) Qual é sua distancia galactocéntrica? (b)
Supondo que a nebulosa participa do movimento de rotagao galdctica, qual seria
a velocidade linear de rotacao na posicao em que a nebulosa se encontra? Adote
Ry = 8.0kpc e ©g = 200km/s.

Solucgao:

(a) R?2 = R2 + (d cosb)? — 2 Ry (d cosb) cos/
R ~6.80kpc

(b) v, = <@ % — @0) sen ¢

R Uy
0= Ry (@0 N senﬁ)

O ~ 1500km/s
Este resultado nao faz sentido. Para ¢ ~ 0 a velocidade radial

v, deve ser aproximadamente nula. Se v, >~ 0

O ~ £l (©p +0) ~170km/s
Ry

*x Kk %

279. Considere novamente uma curva de rotagao galactica da forma
O(R)=a+bR+cR?

vélida no intervalo 6 < R(kpc) < 10, onde a = 250km/s, b = —11km/s/kpc
e c = 0.6 km/s/kpc™2, e a velocidade © estd em km/s. Adote Ry = 7.5kpc e
determine as constantes de Oort.

Solugao:
Neste caso, em R = R( temos © = Oy ~ 201.3km/s

derivando © temos

do
iR =b+2cR
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e
dR

1 {6 d©® 1 /201.3
A= Qo (dO) ) 12013,
2 [Ro (dR)RO] 2 ( 5 )

A=144kms *kpe!

1 [6y  [(doe 1 (2013
b= 5[%*(@)30}— 2(7.5 2)

A=—-124kms kpe!

) —b+2cRy~—2kms ' kpe!
Ro

*x Kk %

280. A curva de rotagao galactica pode ser representada aproximadamente pelas
relagoes

a R?
cb R

O(R) = para 0 < R < 2 kpc

O(R) =c para R > 2 kpc

onde a = 720 km s™! kpc™2, b = 4/3 kpc™!, ¢ = 200 km/s, O estd em km/s e R
em kpc. (a) Faga um grafico para a curva de rotagao. (b) Com base no dados,
quais seriam os valores das constantes de Oort, A e B? Considere a posicao do
Sol em Ry = 8.0 kpc.

Solucgao:

(a) O gréafico estd a seguir.

A ]
Of —
N, .
] ]
T ]
£ -
© ]
Of —

£ | | | b

0 3 10
R (kpc)

(b) As constantes de Oort sao dadas por
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410 _(do
2[Ry \dR/pg,

10O doO
B=__|2° @z
sl ().

© 200
wo = R—z =5 = 25 km s~ ! kpe™?
do
_) 0o
dR Ro
portanto

A=125kms ! kpe!
B=-125km s ! kpc!

* Kk %

281. Suponha que o disco galactico tem um movimento de rotagao rigida em
suas regioes mais internas, tal que a velocidade de rotacao O(R) = 0 em R =0
e ©(R) = 250 km/s em R = 2kpc. Considere que, a partir de R = 2kpc o
movimento de rotacao do disco seja kepleriano, e que toda a massa do disco esta
contida dentro de 2 kpc do centro. (a) Qual seria a massa do disco? (b) Qual seria
a velocidade de rotacao esperada na posicao do Sol, onde Ry = 8 kpc?

Solucgao:
=GN
R R?
0% R
M ~
G
com © =250 km/s e R =2 kpc
(250%) (2) (14572 (103 18
M~——" (1 1 . 1
667 % 105 (10°) (10°) (3.09 x 10°°)
M ~5.79 x 10% g ~ 2.91 x 10'° M
(b) R =8 kpc
o~ (CM Y2 OT(6.67x107%) (5.79 x 109)]1? 1
R (8) (10) (3.09 x 1018) 10
© ~ 125 km/s
*x kK

282. Uma nuvem de CO tem velocidade radial maxima v, = 84.52km/s relativa
ao LSR, e sua longitude galactica ¢ = 35.63°. (a) Qual é a distancia galactocéntrica
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da nuvem? (b) Qual é a velocidade de rotagao esperada nesta posicao? (Ry =
8kpc, ©¢ = 200km/s).

Solucgao:

(a) R= Rgpsent (1)

R = 4.66 kpc

(b) Podemos escrever

v = R (w —wp)sent (2)

O=wR (3)

usando (1), (2), (3)

Uy
O =wRysenl = [wo + W] Rysent

vy

@0 Ur
= | — _ Z =
© [Ro + Ry senﬁ] Fo sen {60 *

© =wv, +BOgsen/t

} sen ¢

sen ¢

com os valores dados, temos
© ~201.03km/s, w ~ 43.14km/s/kpc

*x kX %k

283. Medidas da emissao de CO nos pontos tangentes em diversas longitudes ga-
lacticas produzem os resultados mostrados nas duas primeiras colunas da tabela a
seguir, onde ¢ é a longitude e v, a velocidade radial maxima em km/s relativa ao
LSR. Admitindo que as nuvens de CO tém um movimento de rotacao em torno do
centro galactico, determine a curva de rotagao para a regiao onde estao localizadas
as nuvens. (Adote Ry = 8.0kpc e ©g = 200 km/s)

14 v, R C)

14.92  140.99 2.06 192.48
17.91 129.53 246 191.03
22.80 114.13 3.10 191.63
32.17 99.50 4.26  205.99
42.65 70.32 5.42 205.82
48.37 58.29 5.98 207.78
61.95 30.80 7.06 207.31
82.98 8.68 7.94 207.18
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Solugao:

R=R,, = Rysent (1)

Uy

— (2
Ropsen/ (2)

w = wg +

O=wR (3)
com os dados temos

wo = R 25km/s/kpc

com a longitude ¢, a distancia R pode ser calculada por (1)
com ¢, v, a velocidade angular w pode ser calculada por (2)
com R,w, a velocidade linear © pode ser calculada por (3)

os resultados estao nas duas iltimas colunas da tabela e na figura abaixo.

210

205

O (km/s)
195 200
T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T

190

O

(@)
o

284. A figura abaixo mostra a velocidade radial de algumas estrelas cefeidas em
funcao de sua longitude galactica. Admitindo que essas estrelas sao objetos rela-
tivamente préximos, qual é a distancia da estrela indicada por uma estrela?
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40

20

V. (km/s)
0

—40 —-20

L
0 100 200 500

Longitude

Solucgao:

Para estrelas préximas podemos escrever

v, ~ Adsen 2/

do grafico temos

vy ~ 13.7km/s e ¢ ~ 50.6°, de modo que sen 2¢ ~ (.98
com A =16 km/s/kpc, a distancia é

Uy 13.7

d ~ ~ ~ 0.87kpc ~ 870
Asen2¢ — (16) (0.98) Pe pe

* Kk %

285. Considere as duas estrelas marcadas com as letras A e B na figura do exercicio
anterior. Considerando que essas estrelas sao objetos proximos, e que a estrela A
estd cerca de 900 pc mais distante que a da estrela B, determine a constante A de

Oort.
Solugao:
Da figura, temos aproximadamente
04 ~45° vy ~ 36.2km/s
(g ~ 225° wvp ~ 22.4km/s

v, = Adsen 2l
com A =16 km/s/kpc
VA 36.2
Ady = = ~ 36.2
A sen2f4  sen 90
224
Adp= 8 _ ~ 224

sen2fp  sen4b0
A(dg —dp) ~ 36.2 —22.4
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36.2 —22.4
A — T ~ 15.3km/S/kpC

*x kX %k

286. Uma estrela cefeida classica tem magnitude aparente m, =V = 10.6 e mag-
nitude absoluta M, = —4.0. (a) Qual seria sua distancia desprezando a extingao
interestelar? (b) Admita que a estrela estd relativamente préxima e faz parte do
movimento de rotagao circular em torno do centro galactico. A estrela tem uma
longitude galactica ¢ = 160° e velocidade radial relativa ao LSR v, = —21km/s.
Qual seria sua distancia neste caso? (c) Admitindo que o resultado em (b) é mais
correto, qual é a extingao interestelar na direcao da estrela?

Solucgao:
(a) my — M, =5 logd — 5

10.6 + 4.
logd = w = 3.92

d ~ 8000 pc ~ 8.0 kpc
(b) v, >~ Adsen2(
com A =16 km/s/kpc

J— Uy B —21
~ Asen2l  (16)(—0.64)

(¢c) my — M, =5logd -5+ A,

~ 2.1kpc

Ay, =my— M, —5logd+5=10.6+4.0—-16.6+5 ~ 3.0

com A, ~ 3.1.

E(B-V)~ =" ~0.97

S|

287. A estrela Sirius (o« CMa) estd a uma distancia d = 2.7 pc e suas coordenadas
equatoriais sdo aproximadamente a ~ 6"40™, § = —16°35’. Qual deve ser sua
velocidade radial esperada?

Solucgao:

Da figura a seguir temos aproximadamente ¢ ~ 225° e b ~ —10°

para objetos proximos temos

v, ~ Adsen2l ~ (16) (0.0027) sen 450 ~ 0.04 km/s
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*x k%

288. Duas estrelas A e B estao localizadas na mesma longitude galactica, £ = 30°,
e ambas tém latitude b = 0°. Suas velocidade radiais observadas sao v,(A4) =
12km/s e v, (B) = 83km/s, e suas velocidades tangenciais sdo v;(A) = —8km/s e
v(B) = —85km/s. (a) Admitindo que essas estrelas participam do movimento de
rotacao galdctica, determine suas distancias d4 e dp. (b) Determine as distacias

d e dp usando a aproximagao de Oort. Qual dos resultados deve ser mais correto?
(Adote Ry = 8kpc, ©¢g = 200km/s, A = 16 km/s/kpc)

Solucao:

(a) v, = Ry (w — wp) sen ¥
vy = Ry (w—wp) cosl —wd
-0 Rgsen/t

com
wy = So _ 25km/s/kpc
Ry
podemos escrever as relagoes
12
(8) (0.5)
wp =25+ 8 45.75km/s/kpc
(8) (0.5)

Ry (w —wp) cosl — vy

wa =25+ = 28 km/s/kpc

d =
w
1 BEOS)ES
28
g, - B)20T5) (08D +85 Lkpe

45.75
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com a aproximagcao de Oort
(b) v, ~ Adsen2(

. VA . 12

~ Asen2/  (16) (sen60)

83
(16) (sen60)

A resposta (a) é mais precisa. Para a estrela A, mais préxima, a diferenca
é menor, e a aproximacao de Oort é melhor; para a estrela B é pior.

da ~ (.87 kpc

dp = ~ 5.99 kpc

*x Kk %

289. O Sol esta localizado a 8.0 kpc do centro galédctico e participa do movimento
de rotagao com uma velocidade de 220 km/s. Considerando que sua idade é de 4.5
bilhoes de anos, e admitindo que sua velocidade de rotagao nao sofreu alteragoes,
quantas voltas em torno do centro galactico ja foram dadas pelo Sol?

Solucgao:
t t

e o fo 8
P@ 2 7TRO

(45 x107) (3.16 x 107) (220) 50
~ (27)(8000) (3.09 x 10%3)

*x Kk %

290. Podemos usar o movimento do gas nas regioes centrais da Galaxia para
estimar a massa total naquela regiao. Uma nuvem de gas a uma distancia de 0.3
pc do centro galdctico tem uma velocidade de 260 km/s, com relagao ao centro.
Use esses valores e estime a massa total interior a regiao onde estd localizada a
nuvem de gas.

Solucgao:
GMm mv?

r2 = r
> (260 x 10%)* (0.3) (3.09 x 10'%)

M - v
TG (6.67x10°8) (1.99 x 10%3)

M ~ 4.7 x 10° M
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291. Considere o movimento de translagao da Terra em torno do Sol e mostre que
o teorema do virial pode ser aplicado neste caso.

Solugao:

A distancia média entre a Terra e o Sol é dp ~ 1.5 x 10'® cm com um periodo
P ~1 ano ~ 365 dias ~ 3.16 x 10 s. Sua velocidade média é

. 2 7TdT
P

com um raio médio Ry = 6400km e uma densidade média pr ~ 5.5g/cm?,
a Terra tem massa

4

My ~ 3 7R3 pr ~ 6.0 x 10" g

a energia cinética média do movimento de translacao é

v ~ 3.0 x 10°cm/s ~ 30 km/s

1
E. = 5 My v? ~ 2.7 x 10%° erg

a energia potencial gravitacional correspondente é

G Mg M
E, = —#T ~ —5.3 x 10%erg

a energia total é

1 G Mg M E
Bip=FE.+E,== Mpv? — =971 ~ 96 x10% erg ~ =2
2 drp 2
portanto obtemos entao
E
EC:—TP — 2F.+FE,=0
* Kk ok

292. Jupiter tem uma massa 318 vezes maior que a Terra, e gira em torno do Sol
a uma distancia média de 5.2 UA com um periodo de cerca de 11.86 anos. Mostre
que o teorema do virial aplica-se também a este movimento.

Solugao:

My =318 My = (318) (6.0 x 10?7) = 1.91 x 1030 g

d; =52UA = (5.2) (1.5 x 10'3) = 7.80 x 10'® cm

P; =11.86 ano = (11.86) (3.16 x 107) = 3.75 x 10%s

2wdy;  (2)(3.14) (7.80 x 10'3) 6
= = ~131x1 ~13.1 k
P, 375 % 108 31 x 10°cm/s ~ 13.1 km/s

Vg
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1
Ee~ 5 M, v = (0.5) (1.91 x 10%°) (1.31 x 10°)% = 1.64 x 10** erg

2F,. ~3.28 x 102 erg

B~  GMgM; (667 x107%) (1.99 x 10%) (1.91 x 10°) or
P=T TR, 7.80 x 1013 8

E, ~ —3.25 x 10*? erg
2.~ E, —2E.+FE,~0

*x kX %k

293. Considere o movimento do Sol em torno do centro da Galaxia mostre que o
teorema do virial se aplica neste caso.

Solucgao:

Considerando Ry ~ 8.0kpc e ©p ~ 220km/s, e tomando a massa do Sol
como Mg = 1.99 x 1033 g, a energia cinética do movimento de rotagao é

1
E.=3 Mg 0% ~ 4.8 x 10*" erg
a massa da Galaxia M interna a Ry pode ser estimada por
G Mg Mg N M, 62
R3 Ry
com o resultado

_ O% R
G

Mg ~ 1.8 x 10* g ~9.0 x 10'° M,

portanto a energia potencial gravitacional é

Mg M
E, = —GTGO@ ~ —9.7 x 10* erg

E
ousejaEC:—Tp — 2E.+FE,=0
* Kk x

294. A partir do teorema do virial, mostre que em um sistema em equilibrio
hidrostatico a pressao média necessaria para suportar um objeto autogravitante
¢é igual a menos um tergco de sua energia potencial gravitacional por unidade de
volume

1
P=—-—=
3V
Solugao:

Considerando o gas constituido de N particulas de massa m e velocidade v,
a quantidade de movimento das particulas é p = mwv e sua energia cinética
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(1/2) mv?. A pressao do gds pode ser escrita como

1 N 1N 21 1
pP==-__ — - 2 — “ - N = 2
v (v) ()= (G7) (vam?)

a energia cinética total das N particulas é

1
EC:Nimv2

temos entao

*x X %k

295. Considere uma estrela esférica de massa M e raio R em equilibrio hidrosta-
tico. Use o resultado do exercicio anterior e mostre que

G M?
P
Solugao:

A energia potencial gravitacional é, aproximadamente,
G M?
R

usando o resultado do exercicio anterior temos
P _1 B G M? N G M?
o 3 RV )] 3RV
usando a relacao V = (4/3) © R, temos
P G M? 3 B G M?
o 3R A7TR3) 4Anw R4

ou seja, P oc G M?/R*.

E, ~

*x kX %k

296. Obtenha o resultado do teorema do virial na forma do Exercicio 294, isto é,
P~ —(1/3)E,;/V a partir da equacao de equilibrio hidrostético.

Solucgao:

Da equacao de equilibrio hidrostatico
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dP(r) _ GM(r)p(r)

dr r?
dividindo por 4 712 p(r)
dP(r) _ GM(r)
4rr2p(r)ydr  4mrd

mas dM (r) = 4w r? p(r) dr, de modo que
dP(r) — GM(r)
dM(r)  4xwrd
_GM(r)
T
como V(r) = (4/3) wr3

~GM(r)

4rr3dP(r) = dM (r)

3V(r)dP(r) =

r=R M
3 / V(r) dP(r) = —/ G M(r) dM (r)

=0 0 r

dM (r)

a segunda integral é igual a E/;. A primeira pode ser feita por partes

r=R r=R Vv
3 / V(r) dP(r)=3V(r) P(r) -3 /0 P(r)dV(r) = E,

=0

r=0

a integral da esquerda é nula, portanto
V —
—3/ P(r)dV(r)=-3PV =E,
0

a notacdo P mostra que se trata do valor médio da pressdo.

portanto

_ 1 FE

p=--2
3V

*x kX %k

297. Considere o caso extremo de um gas ultra relativistico, em que as particulas
responsaveis pela pressao movem-se com velocidades proximas da velocidade da
luz. Como fica a expressao para o teorema do virial?

Solugao:

Neste caso, a relagao para a pressao média é

p=-=
3 v P

mas v ~ ¢, de modo que
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P~—- —
3 v Pe

a energia cinética de cada particula é igual a pc, entao
E.~Npc
ou seja

1 E,
P=-—
3V
combinando esta equagao com a relagdo P ~ —(1/3) E;/V temos
1 E. _ 1E,
3V 3V
de modo que
E.+E,=0
neste caso a energia total ¢ By = E. + E, = 0.

*x kX %k

298. Considere uma nuvem molecular com temperatura 7', densidade p e raio R.
(a) Aplique o teorema do virial ao processo de formagao estelar e mostre que o
raio da nuvem deve satisfazer a condicao aproximada dada por

]{7 1/2 <T)1/2 (T)1/2
R~ | ———r — ~2x107 [ =
<4GmH> p p

(b) Obtenha o valor de R para uma nuvem molecular tipica com 7" ~ 10K e
p~10"" g/cm . A que massa corresponde este valor?

Solugao:
(a) Neste caso o teorema do virial pode ser escrito

E
Et:——p
2

onde E,; e E, sao as energias térmica e potencial gravitacional. A energia
térmica pode ser escrita

Et ~NEkT
chamando M a massa da nuvem, temos, aproximadamente
G M?
R

supondo que o gas é composto de moléculas de H, M ~ 2 N my.
Usando o teorema do virial, obtemos

E, ~
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GM?2 GM
NET ~ ~ N
2R r
KT GM
mH_ R

a massa da nuvem é aproximadamente M = (4/3) w R p ~ 4 R3 p, portanto

kT
C ~4GR?p
mgy

de onde tiramos

]{7 1/2 (T)1/2 (T)1/2
R~ — ~2x107 [ =
<4GmH> p p

(b) Neste caso obtemos

T\ /2
R~2x10" (—) ~ 10" cm ~ 0.03 pc
p

correspondendo a uma massa M ~ 1033 g, da ordem da massa do Sol.

*x X %k

299. Considere um sistema composto por particulas de massa m; situadas na
posicao 7; e sob a acao da forga F; tal que

—

- dp;
F;, =
dt

=i

onde p; é a quantidade de movimento da particula i. Mostre que o teorema do
virial pode também ser escrito na forma

Bo=—5 (B

Solugao:

A energia cinética E. do sistema é
Bo=g Yomidiwi=g YA
c= 3 miv; -V = 3 i T
2 Z 2 2P
podemos entao escrever a relagao
d . ) .
— i Ti =) Di-Tit ) piri=2E.4 ) F;-r;

tomando as médias de ambos os membros em uma escala de tempo 7
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T d R
%/O{E ;P_;'ﬁ}dt:@Ec—f—;Fr?‘_»

Em um sistema isolado e estavel o vetor de posicao r; é sempre finito.

p; também é sempre finito, pois a energia total do sistema é finita.

Portanto, a somatéria > p; - 7; é finita, assim como a integral acima.

O primeiro membro é uma quantidade finita dividida pela escala de tempo 7,
que pode ser tao grande quanto se queira, ou seja, 7 — 0o, de modo que

o primeiro membro tende a zero. Nesse caso, podemos escrever

(2Ec+ Y F-)=2(E)+ () _F-7) =0
desta relacao temos

1 —t —
(Ee) = —3 O _F;-w)

O “virial”, ou “virial de Clausius” é definido como 1/2 (>, F - 7)

*x Kk Kk

300. Considere um aglomerado estelar de raio R com N estrelas de massa m.

Chamando v2 a velocidade quadrética média das estrelas do aglomerado, use o
teorema do virial e mostre que é valida a relagao

L GM

2R

Solugao:
O ntumero de pares de estrelas do sistema é

N(N-1) _N?

N, = ~
P 2 2
a energia potencial gravitacional dos pares de estrelas do sistema é
- G m?
p=———=— Np
R

onde R é a distancia média entre as estrelas do par, admitida R ~ R.

a energia cinética média total do aglomerado é
_ 1 —
E.~ - Nmuv?
2
usando o teorema do virial na forma 2 E, + Ep = 0 obtemos

_ N2 2
va222LRm
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de modo que
- NGm GM
2R 2R

* Kk %

301. Considere o aglomerado globular M13 = NGC 6205 em Hercules, o qual
tem um tempo de relaxacao bem abaixo da idade da Galdxia. A dispersao de
velocidades é da ordem de v ~ 8km/s, e o aglomerado estd a uma distancia de 8
kpc, com um diametro angular de cerca de 8 minutos de arco. Determine seu raio
e sua massa.

Solucao:

O raio é dado por

9
R~3d

com ¢ = & obtemos
4
~ (@ 180
aplicando a relagao obtida no exercicio anterior, obtemos para a massa total
do aglomerado

2Rv? _ (2) (2.9 x10) (8 x 10°)?

G 6.67 x 10—8
x x ok

) (8) (10%) (3.09 x 10*®) ~ 2.9 x 10*° em = 9.3 pc

M ~ ~ 5.6 x 1038 g ~ 2.8 x 10° M,

302. O Aglomerado de Coma Berenicis estd a uma distancia de cerca de 99 Mpc, e
seu diametro aparente é de cerca de 3 graus. A dispersao de velocidades radiais do
aglomerado, dada por o, ~ [(1/M) 3" m; v?]'/? ~ 1000 km/s, onde M é a massa
total do aglomerado, m; a massa das galdxias componentes, e v; sua velocidade.
(a) Estime seu raio em Mpc. (b) Estime a massa total do aglomerado. (c) O
aglomerado tem aproximadamente 1000 galdxias. Estime a massa média dessas
galaxias.

Solucgao:

05~

R~ % ~ % X 99 ~ 2.6 Mpc ~ 8.0 x 10** cm
2R (1000 x 10°)2(8.01 x 10**

(b) M = Uzé ~ ! X6.67)><(10—8X )

M ~12x10*g ~6.0 x 10 M
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M 6.0 x 10
(c)mzﬁ:%ZG.OxlonM@:lelO%g

*x Kk %

303. Considere um aglomerado rico em galdxias com uma dispersao de velocidades
o, ~ 1000km/s e um raio R ~ 2Mpc e determine sua massa. Supondo que

o aglomerado tem cerca de 100 galaxias, qual serd a massa média de cada uma
delas?

Solugao:
Considerando que o sistema é gravitacionalmente ligado, temos
o2 R

G
M o2R
mo~ — ~

N NG

neste caso obtemos

M ~93x10*g ~ 4.7 x 10** M,
m ~ 4.7 x 10*2 M,

M ~

* Kk %

304. O tempo de relaxacao em um sistema estelar contendo n estrelas por unidade
de volume, cada uma delas com massa m movendo-se com velocidade v pode ser
escrito de maneira aproximada como

1)3

trziz 5
7G2nm

(a) Mostre que esta expressao fica

3
to~ 1.7 x 1010 L
n

considerando m = M, e medindo v em km/s, n em parsec > e t, em anos. (b)
Estime o tempo de relaxacao para a nossa Galéxia, adotando uma velocidade da
ordem das velocidades de rotacao no disco galdctico, v ~ 100 km/s e considerando
N ~ 200 x 10? estrelas concentradas essencialmente no disco espesso, com raio
R ~ 30kpc e altura h ~ 1 kpc.

Solugao:

(a) Da relacao dada

L (10%°) (3.09 x 10'8)3 v
"7 (m) (6.67 x 1078)2(3.16 x 107) (1.99 x 1033)2 n

w
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3
to~1.7x 1010 L
n

(b) O volume do disco é

V ~mR?*h~(3.14) (30 x 10® x 3.09 x 10'8)% (103 x 3.09 x 10'®)
V ~ 8.3 x 105" cm?

de modo que a densidade de estrelas é

200 x 10°
"= 83 % 1007

neste caso obtemos ¢, ~ 2.4 x 107 ano, muito maior que a idade da Galaxia,
ou seja, nosso sistema nao é relaxado colisionalmente.

~24%x107°"ecm™ ~0.07pc 2 ~0.1pc?

*x Kk %

305. Considere o aglomerado NGC 104, e suponha que ele contenha cerca de 10°
estrelas em um raio da ordem de R ~ 3pc. Admitindo que as velocidades das
estrelas sao da ordem de v ~ 5km/s, qual seria seu tempo de relaxacao?

Solugao:
10°
~ ~9.3x 10%pc™3
" @en be
125
t~ ]_7 X 1010 m ~ 23 X 109 ano

* Kk %

306. O aglomerado aberto M11 tem cerca de 7000 estrelas, seu raio é de apro-
ximadamente R ~ 3pc, e as velocidades tipicas das estrelas sdo v ~ 1.2km/s.
Determine a densidade de estrelas no aglomerado e seu tempo de relaxacao.

Solucgao:

Temos

_ N 7000
TARY T (4)(27)
1.2)3
t, ~ 1.7 x 1010 % ~ 4.5 x 10% ano

Esta escala é menor que a idade da Galaxia, de modo que um aglomerado
nestas condigoes pode estar relaxado.

~ 65 p(:_3

n

*x Kk %
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307. Considere um sistema estelar de raio R contendo N estrelas movendo-se com
velocidade v. Definindo o tempo de cruzamento por

(b) Aplique este resultado a um aglomerado globular com raio R ~ 2.9 pc, densi-
dade de estrelas n ~ 103 pc™3 e v ~ 10 km/s.

Solugao:

Usando a expressao para o tempo de relaxacao do Exercicio 304 temos
tr - v3 v v?
te wG?2nm? R 7G2nm2R
se o sistema estiver virializado, podemos usar relagao
s GM GNm
ve o~ ~
R R
portanto
b G? N2 m? 1 N 2
te R? 7G?2nm?2R| 7wnR3

em ordem de grandeza temos N ~ n7 R3, portanto

[

L ~N
te
(b) O tempo de relaxacao é

(1.7 x 1019)(103)

~ ~ 10
t, ~ 108 ~ 1.7 x 10" ano
o tempo de cruzamento é
18
b R N 29pc (2.9) (3.09 x 10'°) ~ 9.9 % 10° ano
v 10km/s  (10)(10°)(3.16 x 107)
portanto
t, 1.7 %10 4
E =~ 729 X 105 ~59x10

Este valor é semelhante ao nimero de estrelas no aglomerado,

N~nrnR?~77x10%
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308. O aglomerado aberto Trumpler 37 tem um raio da ordem de 5.7 pc e a
dispersao de velocidades das estrelas é de 1.4 km/s. (a) Estime o tempo de cruza-
mento do aglomerado e sua massa total. (b) Compare seu tempo de cruzamento
com o valor mais correto determinado na literatura, ¢; ~ 3.5 x 10° ano e com uma
estimativa da idade do aglomerado, ¢t ~ 5.0 x 105 ano.

Solucgao:
R (5.7) (3.09 x 10'®) p
e~ — ~ 4, 1
(&) te = = T 109 (316 x 107) ~ 0> 107 ano
2, GM
" R
o2 R (1.4)2(10'9) (5.7) (3.09 x 10'8)
M ~ ~ ~ 2.6 x 10°> M,
G (6.67  10-5) (1.99 x 10%) 8 ©

(b) te >~ 11, t. < to

*x kX %k

309. (a) Estime o tempo médio necessério para uma colisdo entre duas estrelas
do disco galactico. Considere o disco como um cilindro com raio R; = 30kpc e
altura hg = 1kpc, contendo N = 2 x 10! estrelas. As estrelas tém raios iguais ao
do Sol, R = Ry = 6.96 x 10'° cm e sua dispersao de velocidades é v ~ 10km/s.
(b) A idade do disco ¢é de aproximadamente 13 Gano. Compare o valor obtido em
(a) com esta escala de tempo. Interprete este resultado.

Solugao:

A escala de tempo de colisao pode ser estimada por
A

Te ™ —
v

onde A é a distancia média percorrida pela estrela

 no NwRﬁ
. V N R2% hy

“NrRlv N R%u
. (900) (1) (3.09 x 10%%)3
“ 7 (2 x 1011) (6.96 x 1019)2 (10 x 10)

T. 8.7 x 10
() o 22
Td 13

portanto 7. >> 7,4, e assim nao ha colisoes.

~27x%x10% s~ 87 x 10" Gano

~ 6.7 x 100

A escala de tempo 7. pode alternativamente ser estimada por
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3
7o~ 1.7 x 1010 2 ~ 10° Gano
n

resultado também consistente com o fato de que 7. >> 74

*x Kk %

310. Um aglomerado globular esférico contém N = 2 x 10° estrelas com massa
m = 1Mg. A velocidade média das estrelas do aglomerado é v ~ 10km/s. Con-
sidere que o aglomerado esta em equilibrio (virializado) e (a) Estime seu raio (em
pc). (b) Estime o tempo médio de cruzamento (em anos) das estrelas do aglome-
rado.

Solugao:
(a) Usando o teorema do virial, 2 E, = —E,
1 1
EC:§va2:§M1)2
B~ GM?*  GN?*m?
P R R
G N? m?
Nmo?~ 2221
mu 7
GN
R~ 2m
v

R~ (6.67 x 1078) (2 x 10°) (1.99 x 1033)
- (102) (1019) (3.09 x 1018)

R (8.6) (3.09 x 10'8) 5 13
b) t, ~ — ~ ~ 8.4 x 10 ~ 2.7 x 10
(b) te = = H0) (109 (3.16 x 107) A0 ane s

*x Kk %

~ 8.6pc~ 2.7 x 10 cm
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PARTE 4 - MEIO INTERESTELAR

PROPRIEDADES FISICAS

311. Considere uma nuvem interestelar composta de hidrogénio atoémico, com
uma densidade de 10 particulas por centimetro ciibico e uma temperatura cinética
de 100K. (a) Qual é a densidade da nuvem em g/cm3? (b) Estime a pressao no
interior da nuvem. Compare seu resultado com a pressao de um vacuo tipico de
laboratoério.

Solucgao:

(a) p~nmpy ~1.67 x 1023 g/cm?

(b) P~nkT ~1.38 x 10713 din/cm? ~ 1.36 x 1071% atm

P, ~107%din/cm? ~ 107N/m? ~ 107 Pa ~ 10~ atm ~ 7.5 x 10~ Torr

P/P,~108% — P<P,

* Kk *

312. Suponha que uma nuvem interestelar com uma densidade de 10 particulas
por centimetro ciibico e temperatura de 100 K esteja em equilibrio de pressao com
o meio internuvens, cuja densidade é de 0.1 particulas por centimetro cibico. Qual
seria, em ordem de grandeza, a temperatura do meio internuvens?

Solucgao:

ni T1 ~ N9 T2

ny Th

Ty ~ ~ 10K

n2
* Kk %

313. Considere um gés de H ionizado (HII) com densidade n ~ 100 cm ™3 e tempe-
ratura 7 ~ 10*K imerso em uma nuvem interestelar com n ~ 20cm™3 e T ~
100 K. O gas ionizado estara em equilibrio de pressao com a nuvem? O que podera
acontecer?

Solucgao:

Para o géas ionizado

Poocn; T, ~100K em ™3

P, ~n; kT, ~1.38 x 10710 dina/cm2
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para a nuvem

P, xn,T, ~2x 102K cm ™3

P,~n, kT, ~2.76 x 10713 dina/cm2

como P; > P, o gas ionizado se expande, e nao ha equilibrio de pressao

* Kk *

314. Um grao sélido esférico em uma nuvem interestelar tem um raio a ~ 1000 A=
107° cm e uma densidade interna sq ~ 3 g/cm3. (a) Qual é a massa do grao? (b)
Considere uma nuvem interestelar tipica, onde a concentracao de graos é ng ~
10~ ¢cm~3. Qual seria o volume ocupado nesta nuvem por uma pessoa de 70

kg, se todo o seu corpo fosse pulverizado em graos interestelares e espalhado pela
nuvem?

Solugao:

(a) mg~ - ma®sy ~1.26 x 1071 g

3

myg ~ 1.67x107%g
7,54 % 10°
my

N
b)n~ —
B)n~
N Mma M 70000

- n on nmg  (10711)(1.26 x 10—14)

V ~ 5.56 x 10? cm?
comparando com o volume da Terra, com Rp =~ 6400 km

Vr ~ 1.1 x 10" cm?

%
— ~ 500
Vr

* ok ok

315. Considere a densidade de massa de gas no plano galdctico como py ~ 3 X
10724 g/cm® e determine (a) a massa total de gés no disco galactico. Admita que

o disco tem um diametro de 30 kpc e espessura de 300 pc. (b) Que fracdo da
massa total da Galdxia corresponde a massa de gas?

Solugao:

(a) a massa de gas é

My~ p,V >~ p,m R*h
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My ~ (3 x 10724) (3.14) (15000 x 3.09 x 10*¥)? (300 x 3.09 x 10*®)
My ~1.9x 1018 g~9.5 x 10° M

tomando Mg ~ 1.5 x 10" para a massa da Galaxia

Mg
f = = 0.063

*x kX %k

316. Suponha que as nuvens difusas tém raios R,, ~ 5 pc, havendo cerca de v ~ 5
nuvens por kpc no disco galactico. Considere que o disco tem um raio Ry >~ 15kpc
e espessura total de 300 pc. (a) Qual é o niimero total de nuvens no disco? (b) Qual
é a fracao do volume do disco ocupada pelas nuvens? (fator de preenchimento).
(¢) Qual é a separacao média das nuvens?

Solugao:

4
(a) V,, ~ 3 T R3 ~ 1.54 x 10°® cm® ~ 524 pc?
Vi~ mR2 h=~6.26x 10 cm3 ~ 2.12 x 10! pc?

N

v V2/3
Vg "

vV >~
Va
1273
NV,
Vg

VoA /3
(c) r~ <ﬁd> ~ 24 pc

N~y ~ 1.6 x 107

~ (.04

(b) f

*x kX %k

317. Medidas da linha de 21 cm do hidrogénio em uma certa direcao no plano
galdctico indicam uma densidade de coluna Ny = 2 x 102 cm~2. (a) Supondo
que o hidrogénio esta concentrado em 10 nuvens interestelares idénticas com di-
mensoes de 5 pc cada uma, qual seria a densidade volumétrica ny destas nuvens?
(b) Medidas da linha do H em absorgao mostram que a temperatura das nuvens
interestelares é da ordem de 80 K. Neste caso, qual seria a pressao do gas nas

nuvens?

Solucao:

Ny

ND

com N=10e D =5pc

(a) nyg ~
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ng ~ 2 x 10%° ~1.3cm?
77110) (5) (3.09 x 1018) —

(b) P~nk T~ (1.3) (1.38 x 10716) (80) ~ 1.4 x 10~ din/cm?

*x kX %k

318. A densidade de coluna de nicleos de H no plano galactico tem o valor medido
Ny = 10 x 10?° cm~2. Considerando que as abundancias por massa de H, He e
elementos pesados nesta regiao sao dadas por X =0.704, Y = 0.281 ¢ Z = 0.015,
qual é a densidade de massa correspondente ¥, medida em Mg, /pc??

Solucgao:
Se houvesse apenas H, a densidade seria
_ (10 x10%) (1.67 x 1072%) (3.09 x 10'%)*

Y =N ~ 8.0 My, /pc?
HT 1.99 x 1033 o/pc
considerando H, He, Z
YXm=Ngpmp+XYge+Xz
0.281
EH@ 07O4NHmp_O4ONHmp
0.015
EZ = WNHTHP ~ 0.02 NHmp

Ya =~ (14 0.40 4 0.02) Ny my, =~ 1.42 Ny m, ~ 11.4 M, /pc?

*x kX %k

319. Estime as velocidades médias tipicas dos dtomos do gas em algumas situacgoes
astrofisicas. (a) Uma nuvem interestelar difusa de H neutro com uma tempe-
ratura cinética 7' ~ 100K. (b) A fotosfera do Sol, tomando T' ~ T,y = 5800 K,
e admitindo que o gés é composto essencialmente de H. (c¢) O gds quente que
envolve o disco galactico, observavel pela presenca do ion OVI, considerando que
o potencial de ionizagao para transformar OV em OVI é PI = 114eV.

Solucao:

(a) Neste caso o peso molecular é p ~ 1. Admitindo uma distribuigao
maxwelliana, a velocidade média das particulas é

(1. 10—16) (1
v~ \/ \/ 38 x 1077%) (100) = 9.1 x 10%cm/s ~ 0.9km/s
Hm g

(1.67 x 10—24)

) Neste caso, com p ~ 1

(1.38 x 10-16) (5800) .
v \/MmH \/ (1.67 % 10-24) =6.9 x 10°cm/s ~ 6.9 km/s
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(c) Para que este ion exista, é necessario que a energia média do gas seja

da ordem do potencial de ionizacao, ¥ ~ kT". Portanto

PI(114) (1.6 x 107'?)
E — 1.38x10°16

com este valor a velocidade tipica dos atomos de oxigénio é

(1.38 10 16) (1.3 x 106
UN\/ \/ a ) (1.3 x 10°) ~ 2.6 x 10%cm /s ~ 26 km/s
K

T ~ ~1.3x 10°K.

(1.67 x 10-2)

*x kX %k

320. O fon OVI é detectado no meio interestelar quente e ionizado por meio de
observagoes do dubleto ultravioleta em A\ = 1032A e A = 1038 A. (a) Supondo
que a ionizagao do oxigénio € colisional, qual seria a temperatura tipica da regiao
interestelar? (b) A regido quente e ionizada parece estar em equilibrio de pressao
com a regiao neutra, a uma pressao da ordem de 10713 dinas/cm?. Qual seria a
densidade eletronica média da regiao quente ionizada? Considere um gés composto
essencialmente de H e He, com abundancia normal. (c¢) Compare seu resultado
em (b) com a densidade eletronica média calculada a partir do fluxo observado de
raios X moles, 0.0037 < n.(cm™3) < 0.0047.

Solucgao:

he  (6.63 x 10727) (3 x 1019) _
(a) E=hv = S 035 < T0=% =1.92x 10" erg ~12.0eV

1 3
E:EczimevgzikT

2 E .
T g ~928x10'K

(b) A pressao total é
PoenkT ~ (np+npge+ne) kT >~ (nyp+0.1ny, +ne) kT >~ (L.1ny,+ne) kT
Ne =Np + 2Npe =np + (2) (0.1) ny, = 1.20,

portanto
1.1n,
n=-""%4n,=092n,+n, =192n,
1.2

P~192n.kT

P -3
Ne 1920 T = 0.0041 cm
(c) com os valores extremos

0.0037
fmin ~ ———= =~ 0.90
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0.0047
0.0041

f ~Y
maxr —

321. Na propagagao de ondas planas em um meio ténue dissipativo, uma medida
da mobilidade dos elétrons é a frequéncia de plasma w,, dada por

2
o 4dme

w, = e
e

3/2 41/2 o—1

onde n, é a densidade eletronica do plasma e e = 4.8032 x 10710 cm3/2 g!/2 s
é a carga do elétron no sistema cgs. (a) Mostre que esta relagdo é equivalente a
relacao

vp >~ 8970 /ne

onde v, = w,/27 e n, estd em cm 3. (b) Considere uma regiao interestelar com

densidade eletronica n, = 0.1cm™3. Qual é a frequéncia de plasma v, para a

propagacao de ondas planas nesta regiao?

Solugao:

wp 1 dmelne  2/Te\/ne

(a) vp =

T o2n 2rm Mo 27T /Me
4.80 x 10710
Vp = © \/MNe = . \/Ne

/T M
vp >~ 8970 /e
(b) v, ~ 8970 /ne ~ (8970) (10~ 1)1/2 ~ 2.84 kHz

/(3.14) (9.11 x 10-2)

*x Kk %

322. A comparacao de resultados de medidas de dispersao de pulsares, rotacao
de Faraday e medidas da emissao total em radio sugerem que o campo magnético
galactico regular tem intensidade B ~ 2 — 5 uG. Supondo que este valor possa
ser generalizado para todo o disco galactico, qual seria a densidade de energia
magnética do disco? Dé seu resultado em eV /cm3.

Solugao:
_B* (2 -5)x107°
8T 8T

U= (16 — 9.9) x 10" erg/cm®
U = (0.10 — 0.62) eV /em®
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323. O valor médio da intensidade do campo magnético no meio interestelar di-
fuso é de 5uG. Mostre que a densidade de energia magnética do gas difuso (em
eV /cm3) é semelhante & densidade de energia térmica deste gds, considerando uma
densidade numérica n ~ 50cm =3 e T ~ 100 K.

Solucgao:

B2 (5% 1079)2 1 5
B ER Y T 8x Lexio-E - 02eV/em

3 (1.5) (50) (1.38 x 10~16) (100) 3
er = nkT ~ 16 % 10-12 ~ 0.65eV/cm

ou seja, ep >~ er

*x kX %k

324. Considere um choque interestelar intenso adiabatico, ou seja, sem emissao
de radiagao, com um fator de compressao p1/po ~ 4. (a) Como varia a pressao
magnética? Considere By ~ 3 x 1075G. (b) A presio do gas é da ordem de
P, ~ 2 x 10~ dina/cm?. Compare os dois resultados.

Solucgao:

(a) A pressao magnética P varia de Py = B2 /8 para P, = B? /8w
de modo que

2 2 2
p=PL_Bo(m) _4p
8t 87 \ po

obtemos Py ~ 3.6 x 10713 dina/cm? e P; ~ 5.8 x 1072 dina/cm?

(b) Neste caso temos

Py
—~ ~35
Py

ou seja Py > P

*x kX %k

325. (a) Medidas da emissdo Ha difusa do meio interestelar no plano galdctico
(z = 0) produzem uma medida de emissdo de 20 pc/cm®. Considerando que o
caminho livre médio para absorcao de fétons Ha no disco galactico é de 2 kpc,
qual seria o valor médio da densidade eletronica da regiao interestelar emissora?
(b) Na borda do disco galactico, onde z ~ 500 pc, a medida de emissao é cinco
vezes menor que no plano galactico. Admitindo uma distribuicao exponencial para
a densidade eletronica dada por

n(z) = n(zp) e */*
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qual seria a escala de altura zy para a distribuicao da emissao Ha?

Solucao:

(a) A medida de emissao é
ME:/nde:ngL

onde L ¢é a dimensao da regiao contendo n. elétrons por unidade de volume

ME
e — =~ 1
n \/ 2000 0.100 cm™

L MEG) _ [@F) o
(2) ~ 2000 = W_O.O%cm

da distribuicao exponencial temos
z N 500
In(ng/n)  1n(0.100/0.045)

*x kX %k

AR ~ 630 pc

326. Por meio de um tratamento tedrico dos movimentos oscilatorios perpen-
diculares ao plano galdctico, House e Kilkenny (1980) derivaram uma expressao
analitica para a aceleracao gravitacional g, valida para |z| < 1 kpc

2
9. = Ao Sen(f + BO) + Cp exp (—az)

onde Ay, By e Cy sdo constantes, R é a distancia ao eixo galactico e « = 1/h, sendo
h a espessura efetiva da camada de gas e estrelas acima do plano galactico. As cons-
tantes foram determinadas por medidas das velocidades radiais de estrelas OB na
vizinhanca solar, sendo Ag = 9.6 x107% cm/s?, By = 5rad e Cy = 9.0x 1079 cm /s2.
Considere um valor médio 2h ~ 800 pc e R ~ 8.5kpc e determine a densidade de
massa total no plano galactico para a vizinhanca solar. Compare seu resultado
com o valor obtido por Oort, baseado na analise das gigantes K.

Solucgao:

dg. 2 z

5 - T Ay cos<2R —|—BO) aCy exp(—a z)
dg. 2

( dgz )z:O =5 Ay cos By — aCy

com R = 8.5kpc obtemos

(dgz) — _7.07 x 103052
=0

dz
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usando a relacao

1 [dg.
PO="1rG \dz 4—0

obtemos

po = 8.43 x 10724 g/cm®

com o valor obtido por Oort pyors ~ 10 x 10724 g/cm? temos

pHK/poort ~ (.84

*x Kk %

327. Em um estudo da distribuicao de velocidades de estrelas quentes da vizi-
nhanca solar foram obtidos os resultados mostrados na tabela a seguir, onde a
aceleracao gravitacional g, na direcao perpendicular ao disco galactico é dada
em funcao da altura z. (a) Estime a densidade do material no disco p(z = 0) na
posicao z = 0 em g/cm?® e em M, /pc®. (b) Repita o célculo na posicao z = 0.5 kpc,
obtendo p(z = 0.5). Supondo que este valor seja representativo de todo o disco,
e que o material do disco estd na forma de estrelas com 1 Mg, quantas estrelas
haveria no disco? Considere um disco cilindrico de raio 25 kpc e altura 1 kpc.

z (kpe)  —g(2)(1072 cm/s?)

0.00 0.21
0.02 0.63
0.04 1.04
0.06 1.42
0.20 3.61
0.30 4.74
0.40 5.60
0.48 6.13
0.50 6.24
0.52 6.35
0.54 6.45
0.60 6.72
0.70 7.07
0.80 7.32
0.90 7.48

1.00 7.58
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Solugao:

Do exercicio anterior

(a) p(0) = —ﬁ (CZZ)FO

dg. Ag (—0.63 + 0.21) 10~ Cwo s
~ | —= ~ ~ —6.80 x 10
( dz )Z_O (Az)zzo (0.02 — 0.00) (3.09 x 1021) % i

1
p(0) = ——— (—6.80 x 10730) ~ 8.11 x 10~ g/cm?
417G
8.11 x 10724) (3.09 x 108)3
p(0) = B0 BOIXN0T)T 1y pr e

1.99 x 1033

dg, (6354 6.24)10°°
“”( )z:o_5‘<

Iz ~ —1.78 x 10730572
dz 052 — 0.50) (3.09 x 10%1) x i

p(05) = ——= (-1.78 10739) ~ 2.12 x 10~ ** g/cm®

(2.12 x 10724) (3.09 x 1018)3 3
p(0.5) = 199 x 1073 ~ 0.031, Mg /pc
Vg ~m R*h ~ (3.14) (25000)2 (1000) ~ 1.96 x 10'2 pc3

N % N Nm
P=v =7y
NPV 61k 101
m

*x X %k

328. Determinacoes da distribuicao da densidade de massa na forma de estrelas
na vizinhanca solar produzem os seguintes valores: 0.038 M, /pc® para as estre-
las anas de tipos espectrais G, K e M; 0.020 M /pc® para as anas brancas e
0.006 M, /pc? para as demais estrelas. Qual é a massa total na forma de estrelas,
em Mg /pc® e em g/cm3? Compare seu resultado com o limite de Oort.

Solucgao:

px = > pi = 0.064 M /pc® = 4.3 x 1072  g/cm?

0—24

adotando pyort ~ 6 X 1 g/cm?

i20.7

Poort
tomando um valor mais preciso poort =~ 4 X 10724 g/cm? ~ 0.05 Mg /pc3,
P 108

Poort
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CAMPO DE RADIACAO

329. A figura abaixo (Maciel 2002, Mezger 1978) mostra o campo de radiagao
observado na Galaxia, desde as ondas de réadio até os raios 7. A abscissa é o
logaritmo da frequéncia v, e a ordenada ¢ o logaritmo do produto v U,, onde U,
¢ a densidade de energia. Mostre que o produto v U, representa a densidade de
energia do campo de radiagao por intervalo logaritmico de frequéncia.

A

12 10m 10cm 1mm 10um 10004 104 0,18
- I I I I I I I

—14 D

| log(vU,) gerg/cms)

_20 \ | | | | | |

log v (Hz)

Solucgao:

U, é a densidade de energia em erg cm™2 Hz ™!, portanto U, dv é a densidade
de energia em erg cm~3. Seja x a densidade de energia por intervalo
logaritmico de frequéncia. Entao devemos ter

rdlny =Uvdyv
dv

r=U dlnv
mas

dlnv 1

dv v
portanto

x = v U, é a densidade de energia por intervalo logaritmico de frequéncia e

/Uydl/:/VUydlny

330. Mostre que a radiacao cosmica de fundo em microondas, remanescente do
Big Bang, alcanca um maximo dado pelo pico da curva B da figura do exercicio
anterior. Qual é o comprimento de onda correspondente a este maximo?

* Kk %



Parte 4 - Meio Interestelar . ..o v vt ittt ittt ettt ettt et ettt e e 212

Solugao:

Na figura o pico esta aproximadamente em logr ~ 11.2, alcancando
o valor logr U, >~ —12.6.

Admitindo uma emissao de corpo negro, temos pela lei de Wien
hVmar = 2.821kT
obtemos T ~ 2.7 K, que é a temperatura da radiagao césmica de fundo.

Podemos estimar a densidade de energia por

U _87rhv3 1
Y3 exp(hv/kT)—1
VUV:87rhV4 1

3 exp(hv/kT)—1

com os valores de v e T'

vU, ~2.48 x 1073 erg/cm3

log(r U, ) ~ —12.6, semelhante ao valor do grafico
*x Kk ok

331. Suponha que a curva C da figura do Exercicio 329 represente a emissao por
graos solidos idénticos, com temperatura 7. (a) A partir da curva mostrada na
figura, qual seria esta temperatura? (b) Medidas do satélite COBE mostram que o
pico da emissdo dos graos é da ordem de A F) ~ 102 ergs~2s~! para A ~ 130 yum.
Qual seria o valor da temperatura média dos graos neste caso?

Solugao:

O pico indicado na figura é

108 Vnaz ~ 12.2 —  Vpae =~ 1.58 x 1012 Hz

usando a lei de Wien

h Vimaz = 2.82kT

(b) Anaz ~ 130 um = 130 x 10~% cm
pela lei de Wien
Amaz 1T~ 0.29

0.29
- 130 x 1074 22K
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332. A componente D na figura do Exercicio 329 é basicamente a radiagao estelar
integrada, que pode ser observada no meio interestelar. Considere que a densidade
de energia em A = 5500 Aé Ussoo ~1.2x10716 erg cm ™3 A-1. Estime o produto
v U, para esse comprimento de onda e compare seu resultado com o valor indicado
na figura.

Solugao:

Com o valor dado de Usggg temos

vU, = AUy ~ (5500)(1.2 x 1071¢) ~ 6.60 x 10713 erg cm ™3
logr U, ~ —12.2

c 3 x 1010
— S 2 X 545 x 10MH
Y= X~ (5500 (10-9) . g
logv ~ 14.7

da figura, temos para esta frequéncia logr U, ~ —12.2
ou seja, o acordo é bom.

*x Kk %

333. No diagrama do campo de radiacao interestelar, a curva E do Exercicio 329
¢ identificada como uma radiagao de alta energia, na faixa dos raios X. Considere
a radiacao com frequéncia v = 10' Hz. Nesta faixa, os raios X siao conhecidos
como raios X “duros”. Qual é a energia do quantum associado a esta radiacao,
em ergs e keV?

Solugao:

E =hv~(6.63 x 10727) (1019)

E ~6.63 x 1078 erg ~ 4.14 x 10*eV ~ 41.4keV

* Kk K

334. Na faixa optica e ultravioleta do espectro é costume medir as frequéncias
em Hz e os comprimentos de onda em A, mas na regido de alta energia (raios X
e 7) ¢é mais usual relacionar a energia dos quanta em eV (ou seus multiplos) e
os comprimentos de onda em A. Obtenha (a) uma expressio para a frequéncia v

em Hz em fungdo do comprimento de onda A em A, e (b) uma expressao para a
energia do quantum E, em eV em funcio do comprimento de onda A em A.

Solugao:

(a)uz%
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3x 10" (3 x10")(10%) 3 x10'®

=N T 2@ T A

(b) B, = hv = %

F(erg) = (6.63 x 1(;22)(3 x101) 2.0 ;6112_16

E(eV) = (6.63(? Qgiﬁ(i;} 1;):;))(108) N 15(4;(\))0
T

335. Na faixa radio do espectro eletromagnético podemos medir as frequéncias em
GHz e os comprimentos de onda em cm. Obtenha uma expressao para a frequéncia
v em GHz em funcao do comprimento de onda A em cm.

Solucgao:

_ ¢
DY

3.0 x 1010 (cm/s)
v(Hz) = NE)
3.0 x 10 (cm/s)

9 _

10" v(GHz) = X (em)
30

v(GHz) ~ X (em)

* x x
336. O fluxo de radiacao no meio interestelar pode ser aproximado por uma com-

posicao de corpos negros, afetados por um fator de diluicao. No modelo proposto
por Werner e Salpeter (1969) o fluxo pode ser escrito

4
1

Os valores das temperaturas e fatores de diluicao de cada componente estao rela-
cionadas na tabela abaixo.

T; (K) 14 500 7500 4000 2.7

W, 4 x 10716 1.5 x 10~ 14 1.5 x 10713 1
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Use este modelo e (a) Calcule a densidade de energia Uy no centro da faixa visivel
do espectro, onde A = 5500 A. (b) Uma solucio mais detalhada resulta em uma
densidade de energia em 5500 A de U} (5500) ~ 1.32 x 10716 erg em™3 AL
Compare seu resultado com este valor.

Solugao:

(a) A densidade de energia pode ser escrita

47
U =5 S Wi BA(T,
A= A1)

para este modelo

47 2hc? 4 x 10716 1.5 x 10~ 1.5 x 10713

Ur=— " | = + + +0
c A e c/)\le_]_ ehc/)\sz_]_ ehc/)\kTg_l
87ThC —16 —16 —16

Uy =0.76 x 10716 erg ecm™3 A~!
(b) Com o valor dado encontramos
U/ (5500) =~ 1.7 Ux(5500)

*x X %k

337. Suponha que o campo de radiagao em um ponto qualquer do meio interes-
telar possa ser caracterizado por um corpo negro com 7' = 10*K e um fator de
diluigdo W = 1074, (a) Qual seria o fluxo esperado em A = 2000 A em unidades
de erg em™2 g7t A—17 (b) Compare seu resultado com o valor previsto para o
modelo com quatro componentes do exercicio anterior. (c¢) O fluxo obervado pelo
satélite TD1-A é Fps ~ 7 x 107" erg cm™2 s} A1 Qual dos dois modelos
melhor se ajusta as observacoes, o deste exercicio ou o modelo com 4 componentes
do exercicio anterior?

Solucgao:

2hc? 1
N> ghe/ART _ |

(a) F)\:W

Para T = 10K, W = 107'* e XA = 2000 A=2x10"" cm temos
Fy~28x10Tergem 2s 1 A-!

(b) Para o modelo com 4 componentes

Ty = 14500K, Wy =4 x 10716, [} ~1.04 x 10~ 7erg em=2 s~ A1
Ty =7500K, Wy =1.5 x 107", F», ~0.38 x 10 "erg cm 2 s~ ! A1
Ty =4000K, W3 =1.5 x 10713, F3 ~ 838 x 10 M ergcm 2 s~ A~!
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T,=27K, Wy =1, Fy € Fj3
S F;~14x10""ergem=2 s~ A1

Fy
~ 2
> F;

(c¢) O modelo deste exercicio é um pouco melhor.

*x kX %k

338. Na determinacao do campo de radiagao ultravioleta interestelar, medidas da
Apollo 17 indicam um fluxo ny = 1.2 x 10° fétons ecm~2 s~1 A~1 para A = 1500 A
(Henry 2002). (a) Calcule o fluxo de radiagao interestelar neste comprimento de
onda. (b) Compare seu resultado com o valor estimado pelo ajuste dado na figura
abaixo (Maciel (2002, p.50).

T
o<}
‘T L]
b
£
8]
j=Ti]
5
?
2
: | | |
1000 1500 2000 2500 3000
A (B)
Solugao:
(a) O fluxo é
h
F\~hvny = ne N\
A
(6.63 x 10727) (3 x 1019) 5 6 o g g-1
Fy ~ 500 10°8 (1.2 x 10%) ~ 1.6 x 10 %erg em 2571 A

(b) Da figura temos aproximadamente
F{ ~27x10 %erg cm™2s™! A!

Fy 27x107°

2~ ~ ],
Fy, 16x10-6 7
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EXCITACAO E IONIZACAO

339. Processos colisionais, absorcao da radiagao, recapturas a partir do continuo
etc. mantém a populacio de um certo nivel de energia k em 10® dtomos. O
coeficiente de emissdo de Einstein relativo a um nivel inferior j é Ag; ~ 108s71.
(a) Qual é o nimero de emissdes espontaneas por segundo para o nivel j? (b)
Qual é o tempo de vida radiativo do nivel k£ em relacao as emissoes para o nivel 57

Solugao:
(a) Chamando N o nimero de emissoes espontaneas por segundo
N =ny Ag; = (108) (10%) = 101671

1

~_— =108
k Ak:j S

(b) ¢

340. Prove as relacoes abaixo entre os coeficientes de Einstein. Considere que, em
ET, as taxas de emissao e absorcao de energia devem ser iguais, e use a equacao
de Boltzmann.

9; Bjr = gr Brj (1)

8mhvj,
=5 D (2)
kj = 3 ’ g_szk (3)

Solucgao:

No equilibrio termodinamico (ET), as taxas de emissao e de absorgao
de energia sao iguais, portanto

ny Akj ny Ly,
Sk R _ (B, — kB
ny 4w ( ! n; kj) c

J J

I,

* [Ap:  Bgj L. _
/n‘_]: [ k] + k] Jk:| — B]k jk
n; | 4w c c
% —1
n_l: _ |:Bj Iij} [Akj + B Iij} _ 9k e~ wir/kT
n; 4 c gj

desta equacao podemos escrever

I,
Arj Bk =2 (95/9%) _ By Ly,

dr e—hvjx/kT c

usando a funcao de Planck obtemos
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_ 87hvdy By, (g5/gx) €T — By
ki = 73 ehvik/kT _ 1

como os coeficientes de Einstein dependem apenas dos parametros atomicos,
e nao de grandezas macroscépicas como a temperatura, devemos ter

9 _p,

B.
! gk

que é a equacao (1). Substituindo na equacao anterior obtemos (2), e usando
(1) obtemos (3).
x x *x

341. Prove as relacoes abaixo entre os coeficientes de Einstein e a forga de os-
cilador.

2
Te
Bin=—"" 1. (1
ik mehfyjk; f]k ( )

By =" 9
ki = ——— 2 fik
T mehvi g Y
87T2621/2k g
Akj:TC?)J g—‘; fix (3)

Solugao:

Podemos escrever para a secao de choque integrada

o= thk Bjk . e
Cc meC

obtendo a rela¢do (1). Usando as relagoes entre os coeficientes de Einstein
do exercicio anterior obtemos as equagoes (2) e (3).

*x kX %k

342. A forca de oscilador de uma transicao envolvendo os niveis j e k esta rela-
cionada com o coeficiente de emissao espontanea de Einstein pela relacao

3
F— mec® g Agj
kTR 22 . 2
8mw=es g Vik

Calcule a forga de oscilador f;i para a linha de 21 cm do hidrogénio neutro, para
a qual o coeficiente de emissao Ay; ~ 2,9 x 1071°s~. Considere g;/g; = 3 para
a razao dos pesos estatisticos dos dois niveis. Qual seria a forga de oscilador da
transicao inversa, f;?
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Solugao:

vip = Aik — 1420 MHz
J

fir = 5.8 x 10712

frj= -2 f=—1.9x 10712
gk

343. Considerando os processos colisionais de excitagao de niveis de energia ato-
micos, (a) quais sao as diferencas entre a probabilidade R;i, a taxa de excitacao
colisional 7,1, a secao de choque de excitagao o, e a intensidade ou for¢a de colisao
Q(j,k)? (b) A transicdo do nivel 1 Dy para o nivel 2P do [NII] tem um coeficiente
de excitacao y; = 4.6 x 108 cm?s™! para colisdes com elétrons em regides com
T ~ 10*K e densidade eletronica n, ~ 10% cm™3. Qual é a taxa média de colises
neste caso?

Solugao:

(a) Rji, é a probabilidade por unidade de tempo da transicao colisional j — k

(unidades: s~ 1)

vk € a taxa de excitacao colisional por unidade de tempo por particula

de campo (unidades: cm?® s~ 1)

o ¢ a secao de choque de excitagao, ou rea efetiva (unidades: cm?)
Q(j, k) é a intensidade ou forca de colisdo (adimensional)

(b) Rjk >~ ne vk =~ (10%) (4.6 x 1073) ~ 4.6 x 1075571

*x k%

344. Considere as linhas de emissao do [NTI] em \6548/6583 A em uma nebulosa
com T, = 10*K. (a) Calcule o coeficiente de desexcitacao colisional 7j; do nivel
1Dy para os niveis 2P. Os dados relevantes estdao na tabela abaixo (Maciel 2002,
p. 131) e gr = 5. (b) Qual é a probabilidade total por unidade de tempo de
emissoes espontaneas do nivel 1Dy para os niveis inferiores? (c) Como se dard a
desexcitacao do nivel ' Dy em uma regiao com n, ~ 103 cm™3?



nivel )\jk (A) Ejk (eV) Q(], k’) Akj (S_l)
3Py — 3P, 204 um  0.006 040 2.1x10°6
3Py — 3P, T76um  0.016 028 1.2x10712
3Py — 3P, 122um  0.010 1.13  7.5x 1076
3Py — 'Dy  6527.1  1.900 268 54x10°7
3P, — 'Dy,  6548.1 1.894 total 1.0 x 1073
3P, — 'Dy, 65834  1.883 total 3.0 x 1073
3P — 18, 3062.8  4.048 0.35 3.4 x1072
3Py, — 15,  3070.8  4.038 total 1.5 x 1074
Dy — 1Sy 5754.6  2.155 0.41 1.1

Solugao:
(a) Temos que

h? Q(j, k)
gr (2mme)3/2 (kT)1/2

Vkj =

(b) YAk =54%x1077T+1.0x 1073 +3.0 x 1073 ~ 4.0 x 10737}

~ 4.6 x 1078 cm? /s

(¢) ne vk = (103) (4.6 x 1078) ~ 4.6 x 107>~}

Ne Vi <K Y Agj

a desexcitagao é radiativa.

Para estimar as escalas de tempo

1
te = ~2x 10%s
NeVkj

~ 250s

1
t, >~
> Agj

ou seja, t, < t.

345. Em um atomo com apenas dois niveis j e k a desexcitacao sera radiativa se
Ay > ne ;e colisional se Ay; < ne yi;. Podemos definir a densidade critica n.

que separa os dois regimes por

Ne

_ Ak
Vij
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Esta expressao pode ser facilmente generalizada para atomos com muitos niveis.
Determine a densidade critica para as transicoes A4959/5007 A do [OITI] em uma
nebulosa com T, = 10* K. Use os dados da tabela abaixo (Maciel 2002, p. 131).

nivel )\jk; (A) Ejk: (eV) Q(]? k) Akj (S_l)

3Py— 3P, 88.4um  0.014 054 2.6x107°
3Py — 3P, 32.7pum  0.038 0.27 3.0x 1071
3P, — 3P, 51.8um  0.024 129  98x107°
3Py — Dy 4931.0 2.515 217 27x10°6
3P, — Dy 4958.9 2.500 total 6.7 x 1073
3Py — 'Dy  5006.9 2.476 total 2.0 x 1072
3pp— 1S,  2321.0 5.342 028 22x107!
3Py — 1S, 23314 5.318 total 7.8 x 1074
1Dy — 1Sy 4363.2 2.842 0.62 1.8

Solucgao:

Usando a relagao para 7;; do exercicio anterior temos

Vij = 3.7 X 1078 cm3s7!

portanto

C27x107%+6.7x107% +2.0 x 1072
fle = 3.7 % 105
usando apenas a linha 4959

6.7 x 1073 5 _3
~ W ~ 1.8 x 10° cm

usando apenas a linha 5007

2.0 x 1072 5 s
~ e 108 = 5.4 x 10° cm

somando as duas linhas: n, ~ 7.2 x 10° cm™

~7.2x10%°cm™3

Ne

Ne
3

*x Kk %

346. O coeficiente de desexcitacao dos niveis hiperfinos do hidrogénio para colisoes
com outros atomos de H pode ser aproximado pela expressao

Yij =~ 0.005 T + 0.400

no intervalo aproximado 30 < T'(K) < 300, caracteristico das nuvens interestelares
difusas, onde T estd em K e yx; é dado em unidades de 107! cm®/s. Qual é o erro
cometido pelo uso desta expressao para uma nuvem interestelar com 7' = 100 K?
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Solugao:

Usando a relacao dada

Vi;(100K) == [(0.005) (100) + 0.400] x 1071 ~ 9.0 x 10~ cm® /s
com o valor 7, (100K) = 9.5 x 107! cm?3 /s (Maciel 2002, p. 134)

temos

. A i
e(%) = [ ks = | 100 = 5.3%
Vkj

*x kX %k

347. Considere um modelo com 3 niveis para o fon ST tal que: nivel 3 —

?D5/2; nivel 2 — 2Dg0; nivel 1 —  4S53,5. As transi¢oes correspondem as
linhas A(2,1) = 6730.8A e A(3,1) = 6716.4A. (a) Quais sdo as energias Fy; e
Fs3, correspondentes as linhas 6730.8 e 6716.4 A? (b) Estime os coeficientes de
desexcitacdo colisional o1 e 3, para os niveis 2Ds /2 € 2Ds /2, respectivamente.
Adote g =4, g3 = 6, Q(2,1) + 2(3,1) ~ 7.0 (c) Considere que a probabilidade
de emissdao espontanea do nivel 2D seja dada por Az; ~ 2.6 x 10~*s~!. Como
serd a desexcitacao na nebulosa planetaria NGC 3132, adotando T, ~ 10*K e
Ne ~ 620 cm ™37

Solucgao:
hc hc

(a) By = o = 67308 = 2.96 x 1072 erg ~ 1.85eV

he hec
FE3 = — = ~ 2. 1072 erg ~ 1.
31 a1 67164 96 x 10™ “erg 85eV

h2Q(2,1)
92 (2mme )32 (K T)1/2
Q(2,1)

(b) 721 =

Y1 =~ 8.63 x 1078

4
Q3,1

6
com (2,1) = 7.0 — 721 < 1.5 x 1077 cm?/s

com Q(3,1) 7.0 — 731 < 1.0 x 107" cm?/s
Yeotal = (1.0 — 1.5) x 10~ " em? /s

~—

31 ~ 8.63 x 1078

(c) mey =~ (620) (1.0a21.5) x 1077 ~ 6.2 x 1075 2 9.3 x 1072 s~1
com A3 ~ 2.6 x 1074571, A3, > n. v e a desexcitacao é radiativa

*x Kk %
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348. A linha de 21 cm do H é produzida por uma transicao radiativa entre dois
niveis hiperfinos do estado fundamental, os quais correspondem as duas orientagoes
possiveis do spin do elétron e do niicleo. Os dois niveis tém uma diferenga de ener-
gia hvis = 5.9 x 1079 eV. (a) Qual é a frequéncia da radiacdo emitida? (b)
A probabilidade de transicao espontanea do nivel 2 para o nivel 1, medida pelo
coeficiente de Einstein é As; = 2.9x 10715 571, Qual é a escala de tempo necessaria
para o decaimento ao nivel inferior? (c¢) O tempo obtido é muito longo, havendo
uma grande probabilidade de colisoes com outras particulas, de modo que as po-
pulacoes dos niveis de energia sao caracteristicas de ET. Qual seria a razao entre
as populacoes dos niveis 2 e 1, no/n; em uma nuvem interestelar com 7' = 100 K?

Solucgao:
(a) A frequéncia é dada por
AE  (5.9x107%) (1.6 x 10712)
14 = =
2T 6.63 x 1027

o 1
A21 - 29x10-15

~ 1.42 x 10 Hz = 1420 MHz

(b) ta1 ~ ~ 3.4 x 10" s ~ 107 ano

(c) neste caso, podemos usar a equagao de Boltzmann
n2 _ 92 o hviz/kT

ni g1

com go =3 e g = 1. Considerando T'= 100K

hl/12 0.068 —4
~ —— ~ 0. 1 1
T T 6.8 x 107"«

podemos desprezar o termo exponencial na equacao acima, de modo que

@Ngﬁzézg
ni g1 1

ou seja, 3/4 dos atomos de H estao no nivel superior, e 1/4 no nivel inferior

*x X %k

349. Compare as escalas de tempo de vida de algumas linhas de emissao intensas
observadas nos espectros de nebulosas fotoionizadas: (a) As linhas permitidas do
hidrogénio Lyman-a (A = 1216 A), Ha (A = 6563 A) e HB (A = 4861 A), para as
quais as as probabilidades sdo A = 4.7 x 108571, 4.4 x107s7! e 8.4 x 10557, (b)
As linhas proibidas do [OIII] em A = 4959 e 5007 A, com probabilidades médias
A=6.7x10"3s"1e2.0x 107257

Solugao:
(a) Tomando tj, ~ 1/A;i, obtemos para as linhas permitidas

Lyman-a, A1216A — t~2.1x 10 %s
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Ha, \6563A — t~2.3 x 1075

Hj, M861A — t~1.2x10"s

(b) Para as linhas proibidas

M959A — ¢ ~ 150 x 10%s

A5007TA — t ~ 505

portanto, ¢(permitidas) < t(proibidas)

* Kk

350. Os espectros da radiacao integrada do disco galactico na regiao optica e
ultravioleta mostram uma queda abrupta do fluxo observado para A< 1000 A
(ver figura do Exercicio 329). Por que isto ocorre?

Solucgao:

Em A = 912 A (limite de Lyman) existe um corte no ntimero de fétons pela
absorcao do H. Por exemplo, considerando Ny ~ 102°cm™2 e

og ~ 6 x 107 cm?, a profundidade 6ptica é

T~ Nyog~6x102> 1.
* Xk X

351. Sabendo que a energia do primeiro nivel excitado do atomo de H é de 10.2
eV, qual sera o comprimento de onda da transicao ressonante correspondente a
este nivel?

Solugao:
AE = h Ay =
A
he  (6.626 x 10727) (2.998 x 1010) 5
= = =1.216 x 10~ = 1216 A
AE (10.2) (1.602 x 10-12) e

*x kX %k

352. A secao de choque de fotoionizacao a partir do nivel n para atomos hidro-
genodides é dada por
16 e* R2Z*
Ovf = n
! 33 mec ndu3 Inf

onde R é a constante de Rydberg, Z ¢ a carga nuclear, v é a frequéncia, e gpf ¢
o fator de Gaunt para transigoes ligado-livre. (a) Mostre que a segao de choque
pode ser colocada na forma, em unidades cgs

logo,r =29.45 — 3logv — 5logn + 4log Z + log gn ¢
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(b) Calcule a segao de choque méxima para transi¢oes ligado-livre no continuo de
Balmer do H. A que comprimento de onda corresponde esta transicao? Qual é o
erro cometido nesta aproximagao, considerando g,y ~ 17

Solucgao:
(a) Da primeira relagao
16 €2 R? }
logo,r =log|——| —3logr —>51logn+4logZ +logg,
gOvf g[i’»ﬁmec g g g g9nf

16 (4.8x10719) (3.29%x10%°)2
logo, s = log[ 3\(/5(;11“0)_(28)(311010)) } —3logr —5logn +4 log Z + log gnr

logo,r =29.45 — 3 logr — 5 logn + 4 log Z + log gn ¢
B R Z?

b)v >y = =8.22 x 10" Hz

A < Ao =~ 3650 A

our(max) = oy, ¢

log 0,5 = 29.45 — 3 log(8.22 x 10'*) —51log2 + 0+ 0 ~ —16.8

O = 1.6 x 10717 cm?

com g ~ 0.9 o erro é de 10%.

usando o valor mais correto o ~ 1.4 x 10717 ecm? (Cowley 2000),

com g ~ 0.9 o erro é de 12%.

* Kk

353. Qual é o valor da secao eficaz méaxima para fotoionizacao do H a partir de
seu estado fundamental?

Solugao:

Usando a relacao do exercicio anterior

16 e R?Z*
o= 3v3 mec ndud Inf
considerando
v=1v,=RZ?~3.29 x 10" Hz
Z=1, n=1
obtemos

16 e 1

O1f = = — g1
! 3v3 mec 1/1gf
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o1y~ 7.89 x 107 g1 4 cm?
com g1y ~ 0.8 temos
o1y ~6.31 X 10718 cm?

*x X %k

354. Mostre que a taxa de fotoionizacao do hidrogénio pode ser escrita
Ao, d,
po [Ty,
” hv

onde v; = 3.29 x 10'°Hz, 0, é a secao de choque de fotoionizacao e .J, é a
intensidade média do campo de radiacao.
Solucao:

A densidade de energia é

Ul,:1 /L,dw
c

a intensidade média é

I,dw cU,
J]j: p—
/ 47 47

a taxa de fotionizacao é portanto

< cU, o, Cdro,d,
= dv = —d
b /l,l hv v /,, hv v

1

*x kX %k

355. Estime a fracao de fons de Cal, Call e Calll em uma nuvem interestelar com
T = 100K e n, = 10~* cm~3, considerando apenas fotoionizacdo e recombinacao
radiativa. Dados: taxas de fotoionizacao 8(Cal) = 3.8 x1071%s~1 B(Call) = 4.0x
10712571, coeficientes de recombinacao ag(Cal) = 5.1 x 10712 cm? /s, ag(Call) =
2.6 x 1071 em?3/s.

Solucgao:

As equagoes relevantes sao
n(XII) ~(XT)

n(XI)  nea(XI)
n(XIII) ~(XII)

R = 2 R0y = XD

n(XIID)
R = n(XD) Rrrror Rrrr

Rirr =




W. J. Maciel: 500 Exercicios Resolvidos de Astrofisica . ... ... ittt eenneens 227

1
T Rrrr+ Rrrrr
B 1
=T 1/Rrrr + R /Rir g
1
T =

14+ 1/Rrrrr+ 1/ R ar

os resultados sao

Ry~ 17.45x 10°

Rrrrr ~ 1.54 x 103

Rrrrr ~1.15 x 10°

z(Cal) ~ 8.6 x 10719

x(Call) ~ 6.4 x 10~*

x(Calll) ~ 1.0

* Kk

356. Considere um atomo X que pode ocupar os estdgios de ionizacio X" e X" 11,
com densidades n(X") e n(X"*!), respectivamente. Chamando 3(X7) a taxa
de ionizacdo e a(X") o coeficiente de recombinagao total, escreva a equagao de
equilibrio de ionizacao deste dtomo. Qual é o significado fisico desta equagao?

Solucgao:
n(X7) B(X") = n(X"H) ne a(XT)

O numero de ionizacoes por cm?® por segundo igual ao nimero de
recombinacdes por cm? por s.

*x Kk %

357. Os atomos de H em uma nuvem interestelar com 7' = 100 K sao ionizados
por particulas de alta energia (raios césmicos e raios X) segundo uma taxa (g =
10716571, Admita que a densidade de &dtomos de H estd no intervalo 0.01 <

ny(cm™3) < 1 e que a densidade de prétons é n, ~ 3.75 x 1073 nllq/Q. (a) Calcule
a densidade eletronica n. e (b) o grau de ioniza¢ao do H.
Solucgao:
(a) O coeficiente de recombinagao radiativa até o nivel n pode ser escrito
o™ =21x107" 227712 ¢, (8) cm®/s

onde 8 = hvy /kT = 158000 Z2 /T, ¢,,(3) é uma fungao tabelada na literatura,
no caso ¢g =~ 3.4. Temos



Parte 4 - Meio Interestelar . ..o v vt ittt ittt ettt ettt et ettt e e 228

0~211x 1071 22~ 71 % 1072 em? /s
VT

A equacao de equilibrio de ionizacao para os elementos pesados, quando a
fotoionizagao é contrabalangada pela recombinacao radiativa ou dieletronica,
pode ser escrita

NH CH X~ Np Ne O

ou seja

npne |, CH

nyg «
e a densidade eletronica é

CHMH
o np

Ne

(b) O grau de ionizagao é dado por

n
r~ L
ng

os resultados estao na tabela abaixo.

ng (cm™3) Ny Ne x

0.01 3.75 x 1074 3.76 x 10~4 0.0375 — 3.75%

0.1 1.19 x 1073 1.18 x 1073 0.019 — 1.9%

1.0 3.75 x 1073 3.76 x 1073 0.00375 — 0.37%
* Kk *k

ALARGAMENTO - LARGURA EQUIVALENTE

358. A figura a seguir mostra a variacao da temperatura de brilho T, com a
velocidade relativa ao Local Standard of Rest, ou Padrao Local de Repouso (LSR)
na direcao da nebulosa planetaria NGC 2371, obtida a partir da linha de 21 cm
do H em emissdo. Faga um ajuste de gaussianas pare este perfil, (a) admitindo
uma Unica nuvem interestelar na diregao considerada e (b) admitindo que existem
quatro nuvens interestelares nesta direcao. Quais seriam as densidades de coluna
de cada uma dessas nuvens?
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10

0 \ \ \
—40 —-20 0 20 40

Vigr (km/s)

Solugao:

(a) Ajustando uma gaussiana tnica temos

_2 ("uf"uc)2

A
T o= = "
’ wA/m/2 ‘

obtendo
A=231.83, w=17.41 v, = 2.73

neste caso a densidade de coluna do H é

Ny ~ 1.8 x 10% /Tb dv ~ 4.17 x 10%° cm 2

(b) Com 4 gaussianas obtemos os resultados abaixo

A w Ve Ng (cm™2)
1 194.54 13.49 4.08 3.50 x 1020
2 26.27 6.98 -9.88 4.73 x 101?
3 3.91 2.59 -16.19 7.03 x 108
4 20.20 11.30 -22.21 3.33 x 1019

total: 4.38 x 1020

*x Kk %

359. Mostre que o perfil Doppler é normalizado e que a largura méaxima a meia
altura (FWHM ou Avy,) é

Ay =2 Avp, Ving = 2bvj, Vin2 _ 2b+vVIn2
c

Ajk
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Solugao:

O perfil Doppler pode ser escrito

1 2
Ay) — —(Av/Avp)
¢(Av) NI

onde Ay, é a largura Doppler. Podemos escrever
o ,—(Av/Avp)? 00

I :/ e d(Av) _ 1 / .
— 0o ﬁAVD ﬁ — 00

onde definimos

_ Av

N AI/D

Portanto

/ e dr =i —T=1

— 0

xT

A FWHM pode ser calculada usando

1 1 1 2
A 2 = — — _ —(AVh/2AVD)
d(Avy /2) 2(\/?3VD) NG e

e a relacao

e(AVh/QAVD)Q — 2
e o resultado é

Avy, =2 Avp vVIn2 =

20vjp,vIn2  2bVIn2
C N )\jkz
* Kk ok

360. Mostre que o perfil Lorentz é normalizado e que a FWHM (largura total a
meia altura) neste caso é Ay, = T'y /2.

Solugao:
O perfil de Lorentz é
[y/47?
(v —vsi)? + (T /4m)?
integrando
° I'y/472
1= [ o g 4

com uma mudancga de varidveis

I_l/OO adx
o ) 22 +a?

P(Av) =
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onde
CAr

temos

/ adx 1 T
——— = —arctan
24+ a2  a

1 x\]1° 1 |« T
I =— t — =— |=— | —= =1

para obter a FWHM usamos

a

|

Iy, /4m? 4
dmaz) = 9(0) = (LT =
4 2
A(Avy /2) = T, T
portanto
2 Fk/4ﬂ‘2

Tr  (Av2/4) 4 (T /4m)2
A or? T2
2 16m2 472
Avi T?2 T2 1%

2 472 872  8x?2

*x X %k

361. Uma linha espectral de comprimento de onda central A é formada em uma
regiao caracterizada por uma temperatura cinética T' e uma velocidade de micro-
turbuléncia v;. (a) Admitindo que o processo de alargamento da linha seja Doppler,
como poderia ser escrita a largura Doppler desta linha? (b) Considerando a linha
do SiIll com A = 1206 A em uma nuvem com T = 80K, que valor deve ter a
velocidade de turbuléncia para que a largura Doppler aumente por um fator dois?

Solugao:
(a) A largura Doppler é
1/2
Avp — 1 (2 kT )
A m

incluindo a turbuléncia podemos escrever

1 /2kT 1/2
(Avp)' =+ (7“‘”?)
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(b) Com A = 1206 A=1.206 x 10~°cm, T = 80K m = 28 mpy
(AI/D), =2 AVD

L (2KT V29 rokT\'?
A m ¢ A m

obtemos os resultados

vy = 3.8 x 10*cm/s = 0.38 km/s
Avp = 1.8 x 109 Hz

(Avp) = 3.6 x 109 Hz

*x Kk %

362. Admita um perfil Doppler para a linha K do Ca II interestelar, para a qual
Ajk = 3933.66 A ou vjr = 7.63 x 10 Hz. Adote T ~ 100K para a temperatura
da nuvem e obtenha (a) a largura Doppler Avp, (b) a largura total a meia altura
(FWHM) e (c) a largura de uma regido caracterizada por uma largura Doppler
em termos do comprimento de onda, A\p.

Solugao:
(a) Para o Ca temos mgc, ~ 40 myg = 6.68 x 10723 g.

o parametro b pode ser obtido por

2k T\
b= (—) ~ 2.0 x 10*em/s
m

a largura Doppler é

Avp=b 25 = % 51 %108 Hz
C

b
Ak
(b) A FWHM §

Avy, =2 Avp VIn2 ~ 8.5 x 108 Hz

TAVAN
(¢) A\p =~ Ajk AVD ~ 0.003 A
Vik
*x * x

363. A linha espectral Hf estd centrada em Ay = 4861 A. (a) Supondo que esta
linha sofre alargamento Doppler, calcule sua FWHM Av, em A em uma nuvem
de gas com T = 10* K. (b) Qual seria a largura natural da linha?
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Solugao:

comm=mpg e T =10*K temos

[2kT
b=1/"—— =129 x 10%m/s
m

2brvyVvIn?2 B 2bvIn2

—=4.42 x 10'°Hz
C /\0

FWHM = Ay, =

)\2
AN, = 22 Ay, =348 x 107 % em = 0.348 A
C

A2 X T A~
(b) A/\N:?AVN:?ﬁ:?ﬁ
usando a relacao cldssica
_2e*(2mw)?
 3m.c3
N 2e*(2mp)? Ame?
21c¢  3mec®  3mec?

Ay ~1.18 x 1072 em ~ 1.18 x 1074 A

ANy =

*x kX %k

364. A linha Lyman-a do H envolve uma transi¢ao entre dois niveis j e k, cujos
parametros sao: Ajp = 1215.67 A, 9i = 2, g = 6 e Ap; = 6.265 x 10851,
(a) Calcule a forca de oscilador f;; para esta linha. (b) Calcule a constante de
dissipacao I'y. (c) Calcule a largura Doppler Avp, admitindo uma temperatura
cinética T' = 80 K para a nuvem de H. (d) Considere uma regiao nas asas radiativas
da linha, onde Av ~ 10 Avp. Mostre que, neste caso, (Av)? > (I'y/4m)2. (e)
Estime a profundidade éptica nas asas da linha, se a densidade de coluna do H for
Ny = 3x10%° cm~2. Que fracao da intensidade original é absorvida nesta regiao?
Admita que todo o H estd no estado fundamental. (f) Calcule a profundidade
6ptica no centro da linha. (g) Calcule a FWHM. (h) Em que regido a linha torna-
se suficientemente fraca para que 7 ~ 17

Solugao:

(a) A forga de oscilador é
_ MeC Gk 5
fin=g 523 o Apj A3y, ~ 0417
o valor dado por Morton e Smith (1973) é f;, = 0.4162

(b) Tx = D", o Arj = 6.265 x 10%s™" ~ 0.6 GHz

2ET 1
(c) Avp = |/ —— — =9.46 x 10°s7! ~ 9.5 GHz
mgyg )\jk
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(d) Av ~9.46 x 1019571

(Av)? ~ 8.95 x 10?1 572

(Tg/4m)% = 2.49 x 1015572

(Av)? > (T /47)?

(e) A profundidade éptica nas asas da linha pode ser estimada por

62 )\4 fjk Nj Pk . 62 fjkz Nj Fk

= drmecd (AN2 drmec(Av)? ~ 587 10°

1% ~e M~

(f) 7e = N ;i fir #(0) = N; Wf;efcjk NG 1.97 x 10®
(g) a= MZ“VD =0.005 < 1

F(a,u)=0 para u ~ 3
FWHM ~2+vIn2Avp ~ 1.58 x 1019 s7! ~ 16 GHz
e? fix N; T
dTmmec
Vi, = 2.47 x 10'° Hz
Av =17.24 x 10'2Hz ~ 765 Avp ~ 458 FWHM ~ 10'3 Hz ~ 10* GHz

(h) (Av)? =

*x kX %k

365. Considere uma linha espectral em que a intensidade no continuo é I., a
intensidade na linha é Iy e a largura equivalente é Wy. Por que a integral

f6-2)

tem o nome de largura equivalente?

Solucgao:

A largura equivalente W) de uma linha espectral pode ser definida por

[ 1.~ 1, B I
[ (- 5)a
onde a integral é feita ao longo da linha. A area S é dada por
S=[(I.—1)) dx=1.W,

W) é a largura de uma linha de absorcao total com a mesma energia
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366. A figura abaixo mostra a linha do Cr IT A\2062 A em absorcio de origem
interestelar na direcdo da estrela & Persei (Cardelli et al. 1991). A ordenada
mostra o fluxo normalizado, e a abscissa é a velocidade heliocéntrica. (a) Estime
a largura equivalente da linha, expressando seu resultado em km/s e em mA. (b)
O valor da largura equivalente, determinado por Cardelli et al., é Wy = 20.92mA.
Compare seu resultado com este valor e estime o erro cometido.

—

—

Fluxo Normalizado
0.8 0.9

0.7

Solugao:

(a) Pela figura, podemos estimar os valores dos parametros a, b, ¢ fo
a~3.14km/s

b~21.14km/s

¢~ 10.0km/s

fo ~0.67



Parte 4 - Meio Interestelar . ..o v vt ittt ittt ettt ettt et ettt e e 236

a area S é
1 1 1-—
S~ (b—a) x 1.0 — * Jo (c—a)+ +fo (b—c)| ~(b—a) Jo
2 2 2
da definicao da largura equivalente W,
1—
W,,:%z(b—a) fo ~ 2.97km/s
em termos de W)
Wy~ A 2+ 9041 mA
c
(b) O erro cometido é
20.41 — 20.92
* Kk K

367. A linha Lyman-a (Ao = 1216 A) em absorcio de origem interestelar na
direcao de uma estrela quente pode ser representada aproximadamente pela funcao

I, ~50—4.0sen«

onde a intensidade I estd em unidades arbitrarias, o angulo a estd em radianos,
e a relacao é valida no intervalo 0 < a < w. O angulo « esta relacionado com o
comprimento de onda em A por

(A —1212)
8

=

(a) Faga um grafico da intensidade I, em funcao do comprimento de onda \ para
a linha espectral. (b) Determine a largura equivalente da linha em A.

Solucgao:

(a) O gréafico estd mostrado abaixo.
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1220 7 (kL
(b) W}\:/ 1. — I, d)\:/S (5 —4sena) d)\:/leznad)\
1

212 I, 5
T
dao = — d\
‘73
sz/ Sena§daz3—/ sen « da
0 5 T Jo

32 32
Wy~—|— ~— [1+1
A [ Cosa}o 57r[ +1]

4
W) ~ 56_ ~ 4.07 A

™
*x Kk %

368. A largura equivalente W, para um perfil Doppler no caso de linhas fracas,
onde a profundidade 6ptica 7, < 1, pode ser escrita

W me?
V‘; = Vi fie Mg (1)

onde Aj; ¢ o comprimento de onda central da linha, N; é a densidade de coluna
dos atomos responsaveis pela linha, e fj; a forca de oscilador. No caso mais geral,
temos

%ZQbF(To) (2)

)\jk C

onde o parametro b é dado por b = (2kT/m)'/? e a funcao F é dada por

F(ro) = /Ooo [1 — exp (—7‘0 e—fz)} dz (3)

Mostre que a equagao (2) reduz-se a equagao (1) quando 7, < 1.

Solucgao:
Considerando as equagoes (2) e (3) temos

W 2b e .2
—2 =" 1-— — I d
or - . [ exp(—mpe * )] dx

com 7o < 1 temos
Wy 2b [

= 1—(1—e ™ m)]d
e e O[ (1—e™ m)]dz

Wy 20 /‘X’ 2
——=—"10 e " dz
Ajk ¢ 0
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Wa _ 2bm v

/\jk N C 2

usando a relacao

0 =T(Av =0) = Nj m fik

obtemos a equagao (1)

369. Medidas da largura equivalente das linhas D do Nal em A = 5890 A em ab-
sor¢ao na direcio da estrela HD190066 (B1I) produzem o resultado W =~ 400 mA.
(a) Suponha que a linha é fraca e calcule a densidade de coluna dos d4tomos de Na
neutro na direcao da estrela. Mostre que, neste caso, é valida a relacao

113 W
N~ ——
A2 f

onde N estd em cm™2, W em mA e X\ em cm. Use f = 0.65. (b) Uma anélise da
saturacao da linha sugere um fator de corregao da ordem de 6 para a densidade de
coluna. Aplique este fator ao resultado (a) e estime a densidade de coluna total
de Na, considerando que 99% dos atomos de sédio estao ionizados. (c) Estime a
densidade eletronica da nuvem interestelar considerando que a taxa de ionizacao e
o coeficiente de recombinacao do Na’sao I' ~ 2x 1071 s ea ~ 1x 107 em?/s,
respectivamente.

Solucgao:

(a) A largura equivalente é

7T62

W = N f A2

Me C2

de modo que

el W
- ome2 N\2f
_ W (mA)
2 ~Y
N(em™) ~11.3 N2 (em?) |

portanto

N'(Na®) ~ 2 x 102cm—2

(b) Neste caso

N(Na®) ~6 N'(Na®) ~ 1.2 x 1013 cm ™2

Mwogg Mwom e )
N(Na) N(Na) — N(Na%)
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N(NaP)

o 1.2 x 10" ¢cm—2

N(Na) ~

(¢) Da equacao de equilibrio de ionizagao
N(Na®)T'(Na®) = N(Na™)n. a(Na)

N(Na®) T'(Na?) 5 3
e ™ ~2x1
e = N(Nat) a(Nad) — 27107

370. As linhas D1 (A = 5896 A) e D2 (A = 5890 A) do Na I sdo formadas a partir
do estado fundamental, e a forca de oscilador de D2 é o dobro da forca de oscilador
de D1. Determine a razao das larguras equivalentes dessas linhas, Wps/Wp1 nos
seguintes casos: (a) linhas fracas, na parte linear da curva de crescimento; (b)
linhas moderadamente fortes, na parte de saturagdo da curva de crescimento; (c)
linhas fortes, na parte raiz quadrada da curva de crescimento.

Solugao:
(a) W oc f

We B2 s
Wy i

(b) WocvIn f

(c) W /f
W o /T2~ 14
Wi

* Kk %

371. A figura a seguir mostra o espectro ultravioleta na direcao da estrela central
da nebulosa planetaria NGC 2392, obtido com o International Ultraviolet Explorer
(IUE). A estrela é muito quente, e a linha Lyman-a (A = 1216 A) aparece em
absor¢ao de origem interestelar. (a) Estime o fluxo no continuo na regiao da linha;
(b) Estime a drea S dentro da linha; (c) a largura equivalente da linha em A.
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15

10~

y (107'% erg em ™ s 87Y)

0 | | | | |
1100 1200 1300 1400 1500 1600
» (8)

Solucgao:

(a) O fluxo continuo é aproximadamente
F.~10(10"2erg cm=2s7! A_l)

(b) A drea S dentro da linha é aproximadamente
S ~100(107!2 erg cm=2 s71)

(c) A largura equivalente pode ser obtida por

S
Wi =+ ~100/10 ~ 10A
*x kK

372. Considere o resultado obtido no exercicio anterior e note que a area S é
uma medida do fluxo da radiacao da estrela removido do feixe que atravessa a
nuvem interestelar. Compare este valor com o fluxo total que efetivamente seria
observado se nao houvesse extingao interestelar. Adote uma temperatura efetiva
T,y ~ 70000 K, uma luminosidade L ~ 103 L, e uma distancia d ~ 1kpc para a
estrela.

Solucgao:

O fluxo total na superficie da estrela é

Fre~oT}; ~(5.67x107°)(70000)* ~ 1.36 x 10" erg cm—?s~"

o fluxo total que seria observado se nao houvesse extingao é

R 2
lﬂi >~ l:}Q (:;Z:)

mas L =47 R? Fp

de modo que
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L
47TFR

portanto

R~ ~15x%10"%cm

1.5 x 1010

2
W} ~32x1078 ergcm™ 2 7!

F(d) ~1.36 x 10" {

F;, 32x10°8
“d 22T T 390
S T 1.0x10-10

o fluxo correspondente a linha Lyman do H é cerca de 320 vezes menor
que o fluxo total observado na distancia d.

*x Kk %

373. Considere novamente o Exercicio 371, admita que a linha é saturada, ocu-
pando a regiao de raiz quadrada da curva de crescimento. Nesse caso, considerando
apenas dois niveis de energia j, k, a largura equivalente pode ser escrita

2me? gj 1/2
=" .. 222 N.
Wi P Jik Ajk < 0 3)

onde \j, = 1215.67 A, fir = 0.4162, g; = 2, g = 6. Use o resultado obtido para
a largura equivalente estime a densidade de coluna do H interestelar. (b) Admita
que a distancia da nebulosa é d ~ 1.0kpc e que o gas interestelar estd uniforme-
mente distribuido, e estime sua densidade volumétrica média. (c) Considerando
uma nuvem interestelar “tipica” com dimensoes de 10 pc, qual seria a densidade
volumétrica da nuvem?

Solucgao:

Com os valores dados dos parametros a largura equivalente fica
Wy =73x10"1%/N;

com Wy = 10 A, obtemos

Ny =19 x10"® W ~ 1.9 x 10*° cm 2

(b) A densidade volumétrica é

Ny 1.9x10% 5
4 = 3.09x 10z ~ V-06em

(c) Neste caso temos

1.9 x 1020
ey ~61cem 3
Me = 3709 % 1019~ 01 om

ny =~
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AQUECIMENTO E RESFRIAMENTO

374. Uma nuvem interestelar é aquecida por dois processos: (i) pela ionizacao
do H pelos raios césmicos a uma taxa (g = 5 x 107'6s~! correspondendo a
fotoelétrons com energia média de 5 eV e (ii) pela radiagao estelar, por meio da
fotoionizagao do carbono. O resfriamento da nuvem é feito exclusivamente pela
excitacdo colisional do C pelos elétrons. A nuvem tem uma densidade ng = 1 cm™3
e uma ionizacdo fracional z = n./ny = 0.1. Admita que todos os dtomos de
carbono estao ionizados e que a abundancia de carbono é de 4 x 10~% ny e, ainda,
que 75% dos atomos de C estao armazenados nos graos interestelares. (a) Estime
a funcdo aquecimento (erg cm=2 s™1) pelos raios césmicos. (b) Estime a funcio
aquecimento pela radiacao estelar para as temperaturas tipicas das nuvens. Qual
dos processos é dominante? (c) Estime a funcdo resfriamento pelos fons de C. (d)
Estime a temperatura da nuvem.

Solucgao:
(a) TrRe @ ng g E= (1em™3) (5 x 10716s71) (5eV)
Fre ~25x107%eVem ™3 s ~4.0 x 10727 erg cm™3 57!

A funcéo de aquecimento radiativo pode ser escrita (Maciel 2002, cap. 7)
1
(b) Tpag ~ 1.3 x 10726 2, T71/2 (Z) ~ 3.25 x 10728 7~1/2

Os valores obtidos estao na tabala a seguir.

T 10 20 30 40 50
1028 Ty qq 1.03 0.73 0.59 0.51 0.46
1028 Ty 41.03 40.73 40.59 40.51 40.46
102 A 0.23 16.25 61.48 114.61 162.29

0s raios cosmicos sao dominantes.

(c) A fungao resfriamento pode ser aproximada por (Maciel 2002, cap. 7)
;B0
9

onde F é a energia perdida pelo elétron na excitacao colisional, e €2
¢é a forca de colisao. Para o CII podemos adotar os valores

E ~0.0079eV, Q2 ~1.33,9g=2

A~86x107% n.ne T—1/2 = E/k

temos
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Ne ~0.1nyg ~0.lecm™3

ne = <i) 4x107*ng ~1.0x 10*cm ™3

A~7.23x 107277 1/2e7920/T opg cp3 §71
(d) Ftot =AN— T~25K
* Kk

375. Considere uma nuvem interestelar com ny = 20cm~3 aquecida pela ioni-
zagao do H por particulas césmicas segundo a taxa (g = 1071%s71. (a) Estime
a energia por cm® por segundo fornecida ao gés, admitindo que a energia média
dos elétrons ejetados pelos raios césmicos é de 3.4 eV. (b) Admita que a nuvem
interestelar é resfriada apenas pela excitagao colisional do CII por atomos de
H. Considere um parametro de deplecao do = 0.2 e obtenha a temperatura de
equilibrio da nuvem.

Solucgao:

(a) A fungao de aquecimento pelos raios césmicos é dada por
Trro~nglgE~68x10""eVem™3 s ~1.1 x 107 erg em 3 57!
(b) Neste caso, a funcao resfriamento pode ser escrita (Maciel 2002, cap. 7)
Ag.crr 7.9 x 1027 n%[ do e 92.0/T ~ 6.3 x 10725 ¢792.0/T ergcm S5t

Os valores de Ay crr para diversas temperaturas estao na tabela a seguir

logT log A
1.4 -25.8
1.6 -25.2
1.8 -24.8
2.0 -24.6
2.2 -24.4
2.4 -24.4

Para I'y pc >~ Ac,mr1(Tr) obtemos Tp ~ 53K

*x Kk %

376. Uma nuvem interestelar com densidade de 102 nticleos de H por centimetro
cubico é aquecida essencialmente pelo processo fotoelétrico envolvendo graos, com
um eficiéncia de 30%. (a) Desprezando a atenuagao da radiacao dentro da nuvem,
qual é o ganho de energia (erg cm ™3 s71) devido a esse processo? (b) Supondo que
o resfriamento se d4 pela excitacao colisional do fon CT por elétrons de acordo com
a figura a seguir, qual é a temperatura da nuvem? Adote uma ionizacao fracional
ne/ng = 1073,
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(&) N
N @
T T

—log A,/n.ny (erg em® s7Y)
IS
o
I

26

2% | | |

Solucgao:

(a) Para o aquecimento fotoelétrico podemos usar a aproximagao
(Maciel 2002, p. 203)

I, ~18x107%y.nge "erg cm 35!
com os valores y ~ 0.30, ng ~ 100cm ™3, 7 < 1
I, ~54x10"2erg cm™3s7!

(b) Com o valor obtido em (a)

. 54x 10724
neng 1073 n%

=54x 10" erg cm 357!

em equilibrio devemos ter

I A

NeNHy NeNHy

tomando o logaritmo

Le
log( ) ~ —24.27
NeNyg

da figura obtemos logT ~ 1.65, ou T'~ 45K

*x kX %k

377. Admita que os graos sélidos de uma nuvem interestelar sao esféricos, com
raio a = 100 A e densidade interna s = 3g/cm®. (a) Qual é a secio de choque
geométrica dos graos? (b) Qual é a massa dos graos relativamente a massa do
atomo de H? (c) Estime a area projetada dos graos por nicleo de hidrogénio
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Y4, admitindo que a razao entre a massa total de graos e a massa total de gas
(razao grao-gés) ¢ da ordem de 1/200. (d) Estime a energia fornecida para aquecer

a nuvem por emissdo fotoelétrica, considerando uma nuvem com ny = 1cm™2.

Admita que o fluxo dos fotoelétrons é F, = 2 x 10°cm™2 s~!, e a energia média

do fotoelétron é de 5 eV.

Solucgao:
(a) oy ~ ma? ~ 3.1 x 10712 cm?
4
(b) mg ~ 3 ma®s~1.3x1077 g ~7.5x 10%my
() o~ Mo _ Ps _ Mgy
200 My PH nNHMH
n

“9 ~6.7x 10710
ng

Sy =0y —% =21 x 10-2! em?
np

(d) A energia formecida para aquecer a nuvem é, aproximadamente,
Leqg ~ng Xy FyF,~21x104eVem 3s 1 ~3.4x%x1026 ergcm 357!

*x Kk %

378. (a) Estime o tempo de resfriamento para uma nuvem HI com T = 100K,
ng = 10cm™3 e ne/ny = 1073. Adote A/n% ~ 4 x 107" erg cm® s™! para a
fungao resfriamento. (b) Estime o tempo de recombinagao para captura radiativa
de um elétron por um elemento pesado X", definido por 1/t, = n.a(X"), onde
a(X") é o coeficiente de recombinacao radiativa. Compare as duas escalas de
tempo.

Solugao:

(a) O tempo de resfriamento pode ser escrito

e AT

vélido para n./ng < 1. Obtemos entao

tr ~ 5.2 x 101 s = 1.6 x 10* anos

(b) O coeficiente de recombinacao pode ser estimado por
10-13

(T/10%)1/2

o tempo de recombinacao ¢é entao

o~ ~1.0x 1072 cm3s™!
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1
Ne O

t, ~ 1.0 x 10'*s ~ 3.2 x 10% anos

t,

12

t
t—T ~52x107% <1

T

* Kk %

379. Suponha que a funcao resfriamento para as temperaturas caracteristicas do
meio internuvens seja dada por A/n% =~ 3 x 107%¢erg cm?® s7!. O modelo de
Bakes e Tielens (1994) prediz uma taxa de aquecimento por atomo de hidrogrénio
da ordem de 7 x 10727 erg/s. Qual é a densidade desta regido interestelar?

Solucgao:

A/n3 ~3x 10" ergem®s™?

L/ng ~7x 107 erg/s

'~ A
7x 1072 ng ~ 3 x 10726 2,
7 x107%7 s

*x kX %k

380. A regiao do meio interestelar local chamada Bolha Local pode ser caracte-
rizada por uma emissao em raios X moles correspondente a cerca de 200 luminosi-
dades solares. (a) Mostre que esta emissao pode ser produzida por um gas quente
com T ~ 10K de baixa densidade, com n ~ 0.1 cm™3, localizado em uma regido
de raio R ~ 100 pc, considerando que a escala de tempo de resfriamento deste
gas é da ordem de t ~ 2 x 107 anos. (b) Um processo alternativo para produzir
a emissao observada é devido ao fluxo observado de raios césmicos, da ordem de
F ~ 107 %erg cm™2 s~!. Admitindo que essas particulas estdo confinadas den-
tro de uma superficie esférica de raio R ~ 100 pc, mostre que elas tém energia

suficiente para prover a luminosidade observada.
Solucgao:
(a) A energia emitida é
E~nkTV ~(0.1)(1.38 x 10716) (105) (4/3) 7 (100 x 3.09 x 10'¥)3
E ~1.7x10%" erg
t~2x107ano ~ (2 x 107) (3.17 x 107) ~ 6.3 x 10'*s

portanto, a luminosidade do gas é
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E
Lo —~=27x% 103 erg /s ~ 700 L,

(b) Neste caso a luminosidade é
L~nR*F ~(3.14) (100 x 3.09 x 10'%)? (107°)
L ~3.0x 1030 erg/s ~ 780 L,
* Kk K
381. A emissao livre-livre (bremsstrahlung) do H pode dar uma contribuigao a

funcao resfriamento em regioes HII. Para um ifon com densidade n; e carga Z;, a
perda de energia por cm? e por segundo ¢é dada por

Me

25 7 eb Z2 {Qﬂ'kT

1/2
Arp = i Ne
Ir 3\/§hmec3 ] grr

onde gy ~ 1 é o fator de Gaunt. (a) Estime Af¢/n,n. para uma regiao HII de H
puro com 7' = 10* K. (b) Estime Afs/nyn. para uma regiao HII contendo H e He.
Admita que ambos estao uma vez ionizados, e considere uma abundancia normal
para o He. (c¢) Compare seus resultados com os valores equivalentes obtidos para o
resfriamento devido & excitagao colisional, Aco/nyne >~ 2.8 X 10~2*erg cm? s 1.
Solugao:

A
(a) 2L = (1.426 x 10727) (10?) = 1.426 x 10~ erg cm? 57!
Ny Ne

A A A
(b) ff Ht | DHet

NpMNe  NpNe  Np Ne

A
ASE 1496 % 10725 TR T M fog » 10725 (1 4 "He+)
Ny Ne Ny Ny

A
I 1426 x 10725(1 4 0.1) ~ 1.57 x 102 erg cm3 5!
Np Ne

A Aco
(c) =1L « 2ol
Ny Ne Ny Ne

* X x

382. O coeficiente de emissao j, para radiacgao livre-livre pode ser escrito

321%/2e8 72 [2m N
. e ) —hv/kT
47TJV - 33/2 mg CS k,’Te geff(y7 Te) /n‘l ne €

(Kwok 2007). Mostre que esta expressao pode ser colocada na forma

47, ~6.84 x 10738 Z%n; n, Te_l/2 Gesf(v, Te) e—hv/kTe ergem Ss 1Hz !
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Solugao:
A expressao pode ser escrita
A7, ~ K Z%n;ne Te_l/2 Jeff e~ hv/kT.

onde

3273/2e¢8 [2m, a8
K = Bl & - = 6.84 x 10

47 j, tem unidades ergecm =3 s~ Hz ™

*x kX %k

383. Explique qualitativamente a existéncia de um meio interestelar com duas
fases a partir da andlise de instabilidades térmicas.

Solucgao:

Considerando processos de aquecimento e resfriamento, sao obtidos graficos
como os da figura a seguir, mostrando a variacao da temperatura de
equilibrio e da pressao com a densidade numérica do gés. Regioes estéaveis,
onde P aumenta com n, ocorrem para baixas densidades e altas temperaturas
(meio internuvens, MI), e altas densidades e baixas temperaturas (nuvens, N).
As regioes intermediarias sofrem instabilidades térmicas, onde P decresce
quando n aumenta.

1.0 | | |

oy
<}
T

P/k (K/cm®)
w
o

N
=}

Iy
=)

-1.0 0.0 1.0 2.0

log n (cm™)
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NEBULOSAS FOTOIOINIZADAS

384. A tabela a seguir (Maciel 2002, cap. 8) relaciona as temperaturas efetivas
(Tey) e raios (R.) de estrelas quentes da sequéncia principal. Considere esses
dados e estime o numero de fétons ionizantes emitidos pelas estrelas por segundo
Q.. Use fluxos de corpo negro, e compare seus resultados com os valores dados na
tabela, os quais foram obtidos com o uso de modelos de atmosferas.

tipo Tef R, Q(m)
(K)  (Ro) (10%¥s7h

05 47000 13.8 51
06 42000 11.5 17.4
o7 38 500 9.6 7.2
08 36 500 8.5 3.9
09 34 500 7.9 2.1
BO 30900 7.6 0.43
B1 22600 6.2 0.0033

Solucgao:

O fluxo “astrofisico” é
27 /2
f,/:’/TF,/:ﬂ‘F,j_:/ dgb/ I, cos@senfdf = B, (T.¢)
0 0

o numero de fétons ionizantes por segundo é

o :47TR2/00 T F,dv :47rR2/OO WBV(Tef)dI/

Vo hv 0 hv
27 [ V2 dy
L =4mR?* =~
@ T /,,0 exp (hv/kT.f) — 1
com a mudanca de variaveis
hv d hdv h vy
xTr = €r = T =
kT dT,; ° T kT
0. = 872 R? (kT.s 3 /OO z? dx
2 h b €% —1
h 13.6) (1. 10-12
como x > rg = Y _ (13.6) (1.6 x 10~ ) ~ 3.35

kTey  (1.38 x 1016) (47000)
onde usamos T,y = 47000 K
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e’ > 29 er —1~e

chamando

I:/OO z? dx :/OO
2 e’ —1 )

integrando por partes
2

U =2 du=2zdx
v=[eTdr=—e"

I=-2?e®— [(1—e")2xde=—2’e"+2[ze"da

dv=e"%dx

x2dx

el‘

Jrede=—ze - [(1—e®)de=—xe®—e "

u =x du = dzx
dv' = e *dx v = —e"
=22 +2(—ze ™ —e %)

tomando limites

I=0—e% (=2 —220—2) = (2% + 230 +2) e %

obtemos
_ 87?R? (kT
- h

Q«

c2

os resultados estao na tabela a seguir

3
) (3 +2x0 +2) e

05 06 o7 08 09 BO B1
Ter (K) 47 42 385 36.5 345 30.9 22.6
(10°K)
R/Rg 13.8 11.5 9.6 8.5 7.9 7.6 6.2
Q- 52.6 20.7 9.0 5.2 3.2 1.5 0.1
(1048 S_l)
Q(m) 51 174 72 39 21 043 0.0033
(1048 S—l)
Q./Q(m) 1.03 119 125 133 152 349  30.3

* Kk %

385. A medida de emissdo na direcio de uma regidao HII é de 10%pc/cm® e a

densidade de coluna de nicleos de hidrogénio na mesma direcdo é de 10%° cm™2.

Estime a densidade eletronica e as dimensoes da regiao HII.

2
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Solugao:

Chamando ¢ a dimensao da regiao HII
ME = /ngdﬁ ~ n2 ¢ = 10° pc/cm®

a densidade de coluna é

Ny ~n,l~n.l~10% cm?

ME n%¢ 102 pc 17 18 5
N, :negznezm - cm? ~ (10717) (3.09 x 10'®) cm

-3

ne ~ 30 cm
ME 103
{0~ —— n2 _Wzl.lpc

* Kk %

386. A regiao HII galdctica W49 tem uma medida de emissao dada por log M E =
6.23 (unidades: pc cm™%). As dimensoes da regidao HII sdo da ordem de 7 pc.
(a) Estime sua densidade eletronica, admitindo que o géds estd uniformemente
distribuido na nebulosa. (b) Qual seria a massa total da regiao HII?

Solugao:

A medida de emissao pode ser escrita

ME:/n dﬁ’vn /dﬁ—n L

L é a dimensao da regiao HII, com uma distribuicao uniforme do gas.

A densidade eletronica é

6.23 6
o \/ME \/10 2\/1.7>;10 490 em-?

(b) Adotando R >~ L/2 e n, ~ n., a massa da regiao HII é

4 4 (L\®
~ — 3~ = — e
M 37er 37r<2) Ne MY

M ~ 4.3 x 1036 g ~ 2200 M

*x kX %k

387. Regioes HII emitem radiagao térmica em ondas de radio, onde pode ser usada
a distribuicdo de Rayleigh-Jeans, onde I, oc v~2. Nesta faixa, a profundidade
6ptica é 7, o< 2, de modo que para frequéncias mais baixas a profundidade
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Optica é alta (caso opticamente espesso). A medida que a frequéncia aumenta,
a profundidade 6ptica diminui, até alcancar uma situagdo em que 7, < 1 (caso
opticmente fino). A figura a seguir mostra um espectro radio da Nebulosa de Orion
onde a ordenada é a densidade de fluxo, dada em Janskys (1 Jy = 10723 erg cm ™2
sT! Hz7! = 10726 W m~2 Hz™!). Em que frequéncia ocorre a transicao entre os
regimes opticamente espesso e opticamente fino?

2.5

log F (Jy)
. 2
T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T ‘ T T T T
1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1 ‘ 1 1 1 1

o
O

10

N
N

logv (Hz)

Solugao:

Para distribuicao de Rayleigh-Jeans a intensidade é

I, x v?

no caso opticamente espesso, a intensidade é proporcional a funcao fonte

I, xS, x v?

no caso opticamente fino

I, xS, 1,

2 2

como S, x v° e 7, x v~ °, a intensidade fica aproximadamente constante.

Do espectro, a transi¢ao ocorre para
logv ~ 9.4, v~25x 10°Hz ~ 2.5 x 103 MHz
* X x

388. Considere uma regiao HII esférica em torno de uma estrela de tipo espectral
O6 V com temperatura efetiva T,y = 42000 K, contendo apenas hidrogénio com
nyg = ne = 100cm™3. Estime o raio de Strémgren da regiao (em pc), considerando
que sua temperatura eletronica é T ~ 8000 K.
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Solugao:
O raio de Stromgren pode ser escrito como

350, }1/3

Rg~|——
o [47rnenHa

Q«: ntmero de fétons ionizantes emitidos pela estrela por segundo
a: coeficiente de recombinacao para os niveis acima do primeiro nivel

admitindo corpo negro (cf. Exercicio 384) obtemos

Q. ~2.07 x 1049571

3 1

tomando v ~ 3.1 x 10~ 3 cm3 s~

Rg ~ 1.2 x 10" cm ~ 3.8 pc
usando um modelo de atmosfera temos
Q. ~1.74 x 1049571
Rg~1.1x10¥cm ~ 3.6pc

* Kk K

389. Uma estrela com 2.0 Mg na sequéncia principal alcanca o ramo das gigantes,
onde mantém uma taxa de perda de massa de 107¢ M, /ano por um periodo de
108 anos. No topo do ramo assintético das gigantes (AGB), ejeta uma nebulosa
planetdria com massa My, cuja estrela central evolui para tornar-se uma ana
branca com massa de 0.7 My. (a) Qual é a massa da nebulosa planetéria? (b)
Admitindo que a escala de tempo da nebulosa planetaria seja de 20 mil anos, qual
é a taxa de perda de massa média necessaria ao processo de formagao da nebulosa?
Despreze a perda de massa durante a sequéncia principal.

Solucgao:
(a) My, ~ Msp — Myt, — Mg
My >~ 2.0 — (107°% x 10°) — 0.7~ 2.0 — 1.0 — 0.7 ~ 0.3 My,

. M, 0.3 _
(b) M, ~ tnpp ~ 5101 = 1.5 x 107° M, /ano

*x kX %k

390. Medidas das intensidades das linhas do oxigénio e enxofre na nebulosa plane-
taria NGC 6302 produzem os seguintes resultados, ja corrigidos pela extingao in-
terestelar, em uma escala onde I(H ) = 100.0. [OIII]: 1(4959) = 361.4; 1(5007) =
1352.0; 1(4363) = 17.0; [OII]: I(3729) = 51.1; I1(3726) = 53.9; [SII]: I(6716) =
11.3; I(6731) = 11.1. Estime a temperatura e a densidade da nebulosa com base
nas linhas do O1II e OIIL.
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Solugao:

Podemos considerar as correlagoes entre as razoes de linhas, a densidade
eletronica e a temperatura mostradas nas figuras abaixo (Maciel 2002)

4

log R(OIII)

0 | | | 1 | 1
1 2 3 4 5 6000 10000 15000 20000

log n, (em™3) T, (K)

de modo que as razoes R(OII) e R(OI11I) sao dadas por

1(3729)
1(3726)

1(4959) + 1(5007)
1(4363)

das figuras obtemos
ne ~ 500 — 600 cm 3
T, ~ 13000 K

R(OII) ~ ~ 0.95

R(OIII) ~ ~ 100.79

*x kX %k

391. A nebulosa planetaria NGC 6853 (M27) tem temperatura eletronica da or-

dem

de T ~ 10* K, densidade eletronica n, ~ 10* cm ™3, dimensées R ~ 0.1pc e o

fator de preenchimento € ~ 0.10. (a) Qual é a energia térmica total armazenada
na nebulosa? (b) Admita que a nebulosa tenha se originado a partir de uma es-
trela gigante vermelha com luminosidade L ~ 103 L. Estime a escala de tempo
necessaria para que a energia radiativa da estrela seja suficiente para manter a

ener

gia térmica da nebulosa.

Solucgao:

(a) A energia térmica é

4
Et ~ §7TR3€nekT

E; ~ (g) (3.14) (0.1 x 3.09 x 10'®)3 (0.1) (10*) (1.38 x 107'%) (10%)

Ey ~ 1.7 x 10" erg
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(b) A escala de tempo pode ser estimada por

E, 1.7 x 1044
At ~ =t ~ ~4.4%x107s~ 1.4
L~ (10%) (385 x 10%9) © s Aane

a energia térmica armazenada na nebulosa corresponde a energia emitida
pela estrela em apenas 1.4 ano

*x Kk %

392. As maiores nebulosas planetarias observadas tém raios ionizados da ordem
de R ~ 0.5pc. (a) Considerando que a velocidade de expansao média das camadas
externas da nebulosa é da ordem de 20 km/s, qual é o tempo de vida médio do
estagio observavel destes objetos? (b) Admita que na vizinhanga solar existem
cerca de 0.08 estrelas por pc?, e que a densidade espacial de nebulosas planetérias
seja n ~ 40 kpc™3. Em média, quantas estrelas existem na vizinhanca solar para
cada nebulosa planetaria? (c¢) Admita que o resultado em (b) seja vélido para toda
a Galaxia. Qual seria enao o niimero total de nebulosas planetarias na Galaxia?
(d) Admitindo que a massa média das nebulosas planetarias é da ordem de 0.2 M,
que fragao da massa total da Galaxia estaria sob a forma destas nebulosas?

Solucao:

AR _ (0.5)(3.09 x 10'%)
v (20 x 105) (3.16 x 107)

n., _8x10°

(b) Ty 40
np

(c) Tomando N, =~ 10! para o ntimero de estrelas na Galéxia, temos

N,

p

~ 24000 anos

(a) 7 ~

~ 2 x 10°

~ 2 % 109

Z

N,
b~ 5gs = 90000

d) Adotando Mg ~ 1.5 x 10! M, a fracdo é
®
fe Nup My (5x10%) (0.2)
~ Mg 15x 10U

Z

~6.7x 1078

*x k%

393. A massa ionizada de uma nebulosa planetéaria pode ser escrita

4
M, = gwa’,uneemH

onde R; é o raio ionizado, u é o peso molecular médio, n. ¢ a densidade eletronica,
€ é o fator de preenchimento, que leva em conta a distribuicao do gas ionizado na
nebulosa e mpy é a massa do dtomo de H. A densidade eletronica pode ser escrita

neocFl/Qe_l/QRi_S/zd (1)
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onde F' é o fluxo livre-livre observado em 5 GHz e d é sua distancia. (a) Mostre
que a massa ionizada pode ser escrita na forma

M; = constante x F'/2¢'/293/245/2 (2)

onde # = R;/d é o raio angular da nebulosa. (b) Mostre que a distancia da
nebulosa pode ser escrita

d=KF~V/5e 5935 M2 (3)

onde K é uma constante. Este é o Método de Shklovsky para determinacao de
distancias de nebulosas planetérias. (c) A constante K ~ 50 se o fluxo em 5 GHz
estiver em mJy, # em segundos de arco, M; em massas solares e d em kpc. Deter-
mine a distancia da nebulosa NGC 7009, com os seguintes dados: F' ~ 700 mJy,
e~1,0~15" e M; ~0.2Mg [1 mJy = 1072 W m~2 Hz1].

Solucao:

(a) A massa ioinizada é

M; o< Rf’ Ne €

da relagao (1)

Ne X F1/26_1/2R;3/2d

portanto

M; o FY/2 /2 R3/2 g

M, o F1/2 /2 93/2 5/2

que é a relagao (2).

(b) da relagao anterior temos

d= K F-1/5 1/59—3/5 Mi2/5

que ¢é a relagao (3).

(c) neste caso

d(kpc) ~ (50) (700~1/%) (1) (1573/5) (0.22/%)

d~1.4kpc

* Kk

394. A tabela abaixo (Stasiniska 2000) mostra propriedades médias das nebulosas
planetarias galacticas, de acordo com o esquema de classificacao de Peimbert. M

¢ a massa da estrela progenitora e M.. é a massa da estrela central. Use estes
dados e faga um grafico da idade logt da progenitora da nebulosa em funcao da



W. J. Maciel: 500 Exercicios Resolvidos de Astrofisica . ... ... ittt eenneens 257

sua massa. Compare este resultado com idades obtidas admitindo simplesmente
que t(Gano) ~ 10/M (Mg).

M (Mg) M. (Mg) Idade (Gano) tipo

24-8.0 > 0.64 1 I
1.2-24 0.58 —0.64 3 IT
1.0-1.2 0.56 6 II1
0.8—-1.0 0.555 10 vV

Solugao:

O grafico estd abaixo. A aproximacao é razoavel para os tipos II, III, IV

-
\
s \
° AN
S m >
o O ~ b
DDO \\
o] ~
9 - _
v 1 I T~
o ! \ \
0 2 4 6 8

GRAOS INTERESTELARES

395. Um grao esférico de olivina (MgsSiO4) tem raio a = 0.3 um e densidade
interna s = 3 g/cm®. Quantos 4tomos ao todo estdo contidos no grao?

Solugao:
A massa do grao é
4
mg = —ma®s~3.39 x 10_13g

considerando a composicao do grao, com A(Mg) = 24, A(Si) = 28,
A(O) = 16, a massa da molécula de MgsSiO4 é
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My = [(2 X 24) + 28 + (4 x 16)] X 1.67 x 10724 ~ 2.34 x 107* ¢
o numero de moléculas por grao é

mg  3.39x 107"
My 2.34 x 1022

o numero de atomos no grao é

Ng >~ Ty =~ 1.02 x 1010

~ 1.45 x 10

Nm —

*x kX %k

396. (a) Mostre que o acréscimo na magnitude de uma estrela produzido pela
absorcao interestelar pode ser escrito como

Am(}) = 1.086 /O 0y (1) 5(N) Qunt(A) dr

onde d ¢ a distancia da estrela, n, é a densidade de graos, o(\) a secdo geométrica
dos graos para a radiagao, e Q..+(A) o fator de eficiéncia para extingao. (b) Como
se modifica a expressao acima para uma distribuicdo homogénea de graos?

Solucgao:

(a) A razao entre a intensidade observada I e a original Iy é

I —_—
Iy
onde 7 é a profundidade éptica. Portanto

Am(X\) = —2.5log(I/Iy) = —2.5 loge™™ = (—2.5) (—7) loge ~ 1086 7

—T

e

a profundidade 6ptica é

S / 0y (1) o(A) Qear(N) dr
considerando as duas ltims equagoes obtemos a relacao procurada.
(b) Neste caso a relagao é simplesmente
Am(A) >~ 1.086 14 0(N) Qext(N) d
* Kk *x
397. (a) Mostre que a razao graos-gis no meio interestelar pode ser escrita apro-
ximadamente
Py (4/3) Ry a s,
pr 1.086 Qext (Nu/Ep—v)mu

onde py e pg sao as densidades dos graos e do gas, respectivamente, Qqz¢ ¢ o fator
de eficiencia para extincao, Ny é a densidade de coluna do géds, EFg_y 0 excesso
de cor e Ry a razao entre a extingao geral e a seletiva. Os graos sao considerados
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esféricos, com raio a e densidade interna s. (b) Estime a razao p,/pp usando
valores tipicos de Ry e Ny /Ep_v. Use Qezt ~ 1, s ~ 3 g/cm3 e dimensoes tipicas
dos graos de silicatos.

Solugao:

(a) pg ~ngmy

pgzngmgzgﬁag’sng

pr i mu _nu _mu_ Np mu
N, (4/3)ma3s

pg  mng mg  ng (4/3)mats

considerando a razao entre a densidade de coluna de gas e o excesso de cor

Ny  R,Ny R, Ny _ Ny R,
Epv A,  1.086N,7a?Qest Ny 1.0867a2Qeut

X:

obtemos

p_H N 1.086 7 a2 Qemt X mp —~ 1.086 Qemt xXmmg
~ (4/3)Ryasy

Pg R, (4/3) a3 s
de onde obtemos a relagao procurada.

(b) Com os valores dados de Q..+ e s, adotando Ry ~ 3.2 e

x ~ 5.9 x 10! cm~2mag ™!, obtemos
pu _ 83600
py  a(A)
considerando valores tipicos para o tamanho dos graos
PH g3 P9 ~12%x1073  (a=100A)
Pg PH
PH 167 P92 ~60x107°  (a=5004)
Pg PH
PH gy P9 ~192%1072  (a=10004)
Pg PH
* Kk *
398. Uma estrela quente sofre avermelhamento interestelar com Eg_y = 0.3.

A largura equivalente da linha D do Nal (A = 5890 A, f = 0.65) interestelar na
direcio da estrela é Wy = 700 mA. (a) Qual é a densidade de coluna de H na direcio
da estrela? (b) A curva de crescimento obtida estd mostrada a seguir. Estime a
abundancia interestelar de Na relativa ao H, ou seja, ¢(Na) = log(Nno/Np) + 12.
(c) Qual é o fator de deplegao do Na, considerando uma abundancia césmica
¢(Na) = 6.37
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—log(W,/A)

log(N £ A) (em™?)

Solucgao:

(a) Podemos utilizar a relagao

Npg ~6x10*' Eg_v

obtendo

Ng ~ (6 x 10%1) (0.3) ~ 1.8 x 10*! cm 2
(b) Com os dados temos

log(Wy/A) = log(0.7/5890) = —3.93
usando a curva de crescimento, temos
log(Nna f A) 2 10

Nyao f A~ 101

1010 1010
= FX T (0.65) (5890 x 108

émi(Na) = log(Nno/Ngy) + 12 ~ 5.2
(c) O fator de deplegao fy(Na) é
fa(Na) ~ €,,;(Na) — e.(Na) ~ 5.2 - 6.3 ~ —1.1

~ 2.6 x 10" cm 2

NNa

*x k%

399. O objeto infravermelho TRC+10216 tem um didametro de 0.4 segundos de
arco, correspondente a uma camada de poeira. (a) Considerando que o objeto
esta a uma distancia de 200 pc, qual é o diametro da camada de poeira em cm
e em unidades astronoémicas (UA)? (b) A luminosidade total do objeto é 12000
vezes mais alta que a do Sol. Qual seria o seu raio (em cm e Rg ), adotando uma
temperatura efetiva de 2000 K7
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Solugao:

(a) Com d =200pc e ¢ =0.4” temos

o 7 D

- =0.27=09. 1 d=

p =02 =910 rad = o g 10

de onde obtemos
D=12x10%cm~3.9x 107*pc~ 80 AU
(b) A luminosidade é

L=47R’0 Te4f

e o raio pode ser obtido por

po (L N\ (12000 x 3.85 x 10%\ 12
B 47raTe4f B 470 (2000)%

R~6.4x 10" cm ~ 915 R,

*x Kk %

400. A distribuicao de energia no infravermelho produzida pela poeira interestelar
na vizinhanca solar, obtida pelo satélite COBE, apresenta um pico localizado em
Amaz = 140 pm. Qual deve ser a temperatura dos graos responsaveis pela emissao?

Solucgao:

De acordo com a lei de Wien temos

Amaz T =~ 0.290

onde )\ estd em cm e T em K. A temperatura dos graos deve ser

0.290
T~———"" _ ~9K.
(140)(10—4)

* Kk %

401. A densidade média do gas interestelar na vizinhanca solar é de 1 4&tomo por
cm?. (a) Quais devem ser as dimensoes de um cubo de gas interestelar que, ao
ser comprimido até um volume de 1 cm?, alcance a densidade média da atmosfera
terrestre? Considere que, ao nivel do mar hé 6.0 x 1022 4tomos em um volume de
22.4 litros. (b) Suponha que os graos de poeira sejam esféricos com raio a = 1000
A, e que a razdo gds-poeira seja de 102 dtomos de H por griao. Que fragio da luz
de uma estrela seria interceptada ao atravessar uma espessura de 1 cm neste gas
comprimido?

Solugao:

(a) Com as definigdes
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np: densidade na atmosfera da Terra
ng: densidade do gés interestelar
N: nimero de atomos em um cubo de lado L,

temos

o 60 10** 6.0 x 10*
T 240 T (224)(109)

N:ngL?’:nTV

~2.7x%x10¥em ™3

com V = 1cm?® temos

n 1/3
L:(—T) ~ 3 x 10%cm ~ 30 km

Ng
(b) I(x) =Ipe "
Ip—I(x)=Iy—Ipe " =I(1—e )

a fracao interceptada é

I() — I(.’E)
=——~=1—-¢e"
f T
a profundidade é6ptica é
n
T~kgx 271‘&211933 ~ 7 a? Fix

para x = 1cm e 7 ~ 0.0085 obtemos
f =~0.0085 ~ 0.85%
* Kk %

402. A curva de extin¢do média de Mathis (1990) é normalizada relativamente &
banda J (A = 1.25 um), o que a torna essencialmente independente da linha de
visada. A tabela a seguir relaciona os valores de A(\)/A(J) para alguns compri-
mentos de onda, onde foi adotado Ry = 3.1, apropriado as nuvens difusas. Calcule
as razoes F(A,V)/FEp_y para os comprimentos de onda da tabela.

A(pm)  AN/AT)  AN/AV)  EANV)/Ep v

0.20 10.08 2.839 +5.70
0.55 3.55 1.000 +0.00
1.25 1.00 0.282 —2.23
2.20 0.382 0.108 —2.77

10.0 0.192 0.054 —2.93
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Solugao:

AN AN A(V)

A(T)  A(V) A(J)

AV) _

M = 3.55

AN 1 AN

A(V)  3.55 A(J)

E\V) AN —AWV) AN - AV) _[AN)
Es_v ~ Ep_y A(V) fiv = [A(V) 1} v
L

As colunas 3 e 4 mostram os resultados para A(A\)/A(V) e E(A\,V)/Ep_v

*x kX %k

403. Adotando um valor Ry = Ay /Ep_y = 3.1, a extingao interestelar na regiao
espectral caracterizada pelo comprimento de onda A = 1250 A é Ax/Arc ~ 6.0,
onde I refere-se & banda I do sistema de Cousins, para a qual A\;jc ~ 8020 A. (a)
Em uma linha de visada onde Ry = 5.5, devemos esperar um valor maior ou menor
para a extin¢ao Ay/A;c? (b) Estime a extingao Ay/Ajc para a linha de visada
onde Ry = 5.5. Adote uma curva de extingao tal que E(\,V)/Ep_y ~ 6.55 para
A=1250A e E(\,V)/Eg_y ~ —1.60 para a banda I.

Solucgao:

(a) Ry(2) > Ry (1), a linha 2 deve ter Ay/Aj;c menor

(b) Ay _ Av-I-E()\,V> _ [Av—i-E(/\,V)]/EB_V
Al Av+E(Ae,V)  [Av + E(Are, V)]/Eg-v

Ax Ry +EW\V)/Ep v

Arc Ry +E(\o,V)/Ep-v

com E(1250,V)/Ep_yv ~6.55 ¢ E(lc,V)/Ep_y ~ —1.60

Ay _ 554655
A,  55-160

*x X %k

404. A regiao HII W51 estd localizada na direcao do plano galactico e apresenta
uma atenuacao da radiacao na regiao visivel do espectro de 25 magnitudes, apro-
ximadamente, causada pela extincao interestelar. No infravermelho préximo, esta
atenuacao é de apenas 2.5 magnitudes. Qual é a reducao do fluxo observado deste
objeto nas faixas visivel e infravermelha?



Parte 4 - Meio Interestelar

Solugao:

F
Am =251
" °8 Fobs

no visivel:

Am =25 — —— ~ 10
obs
no infravermelho:
Am =25 — ~ 10
" Fobs

*x Kk %

405. (a) A partir da definicao do grau de polarizagao P, mostre que a polarizacao
em magnitudes é dada por p ~ 2.17 P para P < 1. (b) A polarizagao interestelar
méxima na direcdo de uma estrela é de 6.1%, ocorrendo para A = 5400 A. Medidas
da polarizacao nesta direcao na regiao azul do espectro produzem os resultados
P =55%¢e P =>5.1% para A = 4000 A e A = 3700 A, respectivamente. Aplique a

lei de Serkowski

P

_ .k 1n2(>‘maz/>‘)
=€
Pmax

e determine o valor médio da constante k para esta estrela.

Solugao:

(a) Pela definigao do grau de polarizagao

I = Imax + Imin

P— Imax — Imin o Imax — Imin o (Imax’/Imin) —1

B I B Imax + Imin B (Imax’/Imin) + 1

I I

P max 1) = max 1

Imax Imax
P P= -1

Imin N Imin
Imam Imam 1+ P
a polarizacao em magnitudes é

Ima Imam 1 P

p =2.5log —— = (2.5) (loge) In ——— = (2.5) (loge) In 7 i iz

p = (25)(0.4343) In |

usando

Lt IJZ — (2.5)(0.4343) [In(1 + P) — In(1 — P)
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In(1+x)=2—22/2+23/3 — ... x| <1
obtemos
p=1.086[P+ P|~217P
(b) Da lei de Serkowski

_ 0(Ppas/P)

In® (Apaz /)

com os valores dados, P,,., = 6.1 para A, = 5400 A
P =55 A\ =4000A— ki = 1.15
P, =51 X =3700A— ky =125
considerando o valor médio
k ~1.20

*x kX %k

406. A luz galactica difusa é produzida basicamente pelo espalhamento da ra-
diacao estelar pelos graos interestelares. Considere uma nuvem de graos esféricos
com raio a = 1000 A e densidade interna s = 3 g/ cm® e uma densidade numérica
ng (cm™®) em uma nuvem interestelar onde ny = 10cm™>. (a) Adote a razdo
graos-gas dada por py/pm ~ 1/160 e estime a densidade de graos n,. (b) Es-
time o coeficiente de absor¢ao pelos graos definido por unidade de volume (cm™1),
ky >~ o4ng, onde o, é a secao geométrica dos graos. (c) Estime o coeficiente de
absorcao correspondente para os atomos do gas para o espalhamento Rayleigh, em
que or ~ 1072*cm?. Que processo serd dominante?

Solucgao:

A razao graos-gas pode ser escrita

(a) Py 1 (4/3) ma3 sn,
PH - 160 ngmg

temos entao
ng My N (10) (1.67 x 10724)
(160) (4/3)mads  (160) (4/3) (3.14) (10~15) (3)

ng ~ 8.3 X 102 em—3

’I’Lgﬁ

(b) kg ~oyng, ~ma*ng ~2.6 x 1072 cm™*
(c) ki ~orng ~ (10724) (10) ~ 10723 ecm ™!
ky > kg — o espalhamento pelos graos é dominante.

*x Kk %
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407. O fator de deplecao de um elemento X pode ser definido como
Ja(X) = [X/H] = ¢(X) — e(X)o

onde ¢(X) = log(X/H) + 12 é a abundéncia interestelar por nimero de dtomos
medida do elemento e €(X)s = log(X/H)g + 12 é a abundancia solar de referéncia.
Mostre que a concentracao do elemento X relativa ao H armazenada na poeira
interestelar pode ser escrita

(), (), L]

Solucgao:
Da definicao de fy
fa(X) =log(X/H) —log(X/H)g

1 — 2/

(-0 -
) -] ). o

*x Kk %

MOLECULAS INTERESTELARES

408. A separacdo internuclear de equilibrio da molécula CS é 7o = 1.535 A. Qual
é o comprimento de onda da transicao rotacional correspondente a J =1 — 07

Solucgao:

A energia de rotagao é

E=BJ(J+1)
J=0 E=0, J=1 E=2B
hc hc
h2
- 872 (2)

I=prg (3)
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I: momento de inércia da molécula

w: massa reduzida da molécula

Me Mg 12 x 32

= ——— = 2132 mp ~8.73my ~1.46 x 1073 g
usando (3)

I ~344x1073g cm?

usando (2)

B~1.62x10"%erg ~ 1.01 x 1074eV
usando (1)
A =6.1mm

*x Kk %

409. A energia de dissociacao da molécula de HoO é D ~ 5.1eV. No processo de
dissociagao

qual é o maior comprimento de onda da radiacao que pode causar a dissociacao?

Solucgao:
hv = % ~5.1eV

h
56 ~ 2.44 x 1075 cm ~ 2440 A

)\mam -

*x Kk %

410. Uma expressao aproximada para a energia potencial de um estado ligado de
uma molécula diatomica em uma dada configuracao eletronica é o potencial de
Morse, dado por

2
Ey(r)=D [1 -~ e—a“—m)}

onde D, a e 1y sao constantes definidas para cada molécula. (a) Faca um grafico de
E,(r) em funcio de r, adotando D = 4.48eV, a = 2 e 7o = 0.74 A. (b) Mostre que
a funcao E,(r) tem um minimo para r = ry, que é interpretado como a separacao
de equilibrio. (c¢) Mostre que E,(r) — D para r — oco. O que acontece para
r— 07

Solucgao:

(a) O grafico estd mostrado a seguir
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,(r) (eV)
2

r (A)

(b) Devemos ter

dE,

=P _
dr

portanto

9 Dgeatr-ro) {1 _ e_“(r_m)} —0

e—alr=ro) =1 5 p= To

(c) Ep(ro) =0

r— 0 E,(r) = D: energia de dissociagao

r— 0 E,(r) nao tende a oo, mas

E,(r) — D(1 —e?™)? ~51.6eV

* Kk

411. Uma molécula de Hy em seu estado fundamental absorve um féton com
comprimento de onda A = 1000 A. Apés a excitacio, a molécula se dissocia com
a emissdo de um féton de comprimento de onda A = 1700 A. Considerando que a
energia de dissociacao da molécula é D = 4.48 eV, qual é a energia cinética média
de cada atomo de H?

Solugao:

A1 = 1000 A

vy =c/A = 3.00 x 10'° Hz

hvy =124eV

A2 = 1700 A

vy = 1.76 x 1015 Hz



W. J. Maciel: 500 Exercicios Resolvidos de Astrofisica . ... ... ittt eenneens 269

hvy =7.30eV
hl/1 :hV2+D+2EC
PO _Z”Q—D ~0.31eV

*x X %k

412. A linha espectral da molécula de CO correspondente & transicao rotacional
J =1 — 0 estd centrada em vy = 115.27 GHz. (a) Suponha que esta linha sofre
alargamento Doppler e calcule a largura total a meia altura FWHM em uma nuvem
molecular com 7" = 50 K. (b) No modelo classico de formacao de linhas espectrais,
0 atomo é aproximado por um oscilador harmoénico, de modo que a constante de
amortecimento pode ser calculada por

22
2 efwp

7_§ me 3

onde wy é a frequéncia angular da oscilacao, e e m, sao a carga e massa do elétron,
respectivamente. Estime a largura natural desta linha, e compare seu resultado
com o valor obtido em (a).

Solugao:
(a) No caso do alargamento Doppler temos

2kT
b=4/"—— =172 x10*cm/s
m

onde
m=mco = (124 16)my = 4.68 x 1072 g
a FWHM ¢é dada por

~ 110kHz

2bvgVIn 2
(FWHM)p = (Avy)p = 07

(b) A largura natural é

2 2w 2e24n 8wt

_ = - = ~ 3.28 H
" 3mecd 3 mec3 3m, c3 3.28 Hz
(FWHM)y = (Av)y = —£ ~ 7 ~ 0521y

N NTo9r T o

(AI/)N < (AI/h)D
A partir do momento de dipolo medido desta linha, pode-se mostrar que
(FWHM) N é ainda muito menor que o valor calculado acima

* Kk %
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413. Suponha que as abundancias moleculares possam ser calculadas a partir do
equilibrio quimico. Nesse caso, o equilibrio entre as moléculas mais abundantes,
Hs e CO, e as moléculas CH4 e HoO pode ser escrito

CO +3H2 — CH4 +HQO
Definindo a constante de equilibrio K, podemos escrever
n(CH,) n(Hy0) = kn(CO) n(Hy)?

A constante pode ser obtida a partir da variacdo da entalpia da reacao, sendo
k ~ 1072 cm®, para T ~ 200 K. As nuvens interestelares tém 7' < 100 K, de modo
que este valor deve ser considerado um limite inferior. Considere uma nuvem em
que n(Hy) ~ 10*cm=2 e n(CO)/n(Hs) ~ 106, Admitindo n(CHy) ~ n(H,0),
qual é a abundancia de equilibrio do metano? Compare seu resultado com a
abundancia de H>O. Que conclusoes vocé pode tirar sobre o equilibrio quimico na
nuvem?

Solugao:
n(CO) ~ 107 %n(Hy) ~ 1072 cm 3
n(CH,)* ~ K n(CO) n(Hy)®

1/2 1/2
n(CHy) ~ [lm(CO) n(Hg)?’] ~ [(10—2)(10—2) (1012) ~ 10*cm—3

k é limite inferior, portanto n(CHy) > 10*ecm ™3 > n(Hy)

CH, deve ser muito menos abundante que Hs, portanto o equilibrio
quimico nao se aplica.

414. A reacao

tem uma constante determinada experimentalmente, k4 = 4 x 107! c¢cm?/s em
T = 300K. (a) Adotando um fator pré-exponencial médio A ~ 1.0 x 10710 cm?3 /s,
qual é a energia de ativacdo da molécula? (b) Qual é a taxa de formagao do
formaldeido (HoCO) em uma nuvem com n(Hz) ~ 10* cm =3, n(OH) /n(Hs) ~ 1073
e n(CHy)/n(Hy) ~ 10787

Solucgao:

(a) A taxa de reagao é

— dn(HgCO)

o = kan(CHz)n(OH)
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b= Ao Ee/iT

obtemos

E
1 =InA- —=
nky =In T

E, ~3.79 x 107 erg ~ 0.024eV
(b) 7~ (4 x 10711) (107%) (10) ~ 4 x 10~ ecm 357!

*x kX %k

415. A reacao

pode ter grande importancia no interior de nuvens moleculares densas. Chaman-
do k4 a taxa de reacao, podemos escrever de forma aproximada a equacao de

Arrhenius
ka=Aexp(—E./kT)

onde F, é a energia de ativacao da reacao e A é um fator pré-exponencial, ambos
independentes da temperatura. Medidas da taxa de reacao mostraram que kg =
1.0 x 1071 cm3/s para T = 600K e kg = 2.5 x 10716 ¢cm?®/s para T = 400 K. (a)
Determine os valores da energia de ativacao e do fator pré-exponencial para esta
reagao. (b) Estime o valor da constante de reagdo para uma nuvem interestelar
tipica, com T'= 100 K. (c) Estime a taxa de destruigao de dtomos de oxigénio pela
reacdo acima na nuvem interestelar na direcao de ¢ Oph, onde n(Hs) ~ 10* cm=3
e n(0) ~ 7 cm™3. (d) Estime a taxa de formaciao da molécula OH nas condicdes
da letra (c).

Solugao:
(a) Da equagao de Arrhenius

FE, 1
h’l]{?A:hlA—?T

E, 1
—-3224=InA—- =2 _—
3 1 k 600

FE, 1
-3593=1nA— =% _—_
35.93 n % 100

obtemos

E./k ~ 4428, E, ~6.11 x 1073 erg ~ 0.38eV
A~1.60x 107" em3 /s

(b) Usando a equagao de Arrhenius

koo 1.6 x 10711 e=4428/100 ~ 9 4 % 10731 cm? /s
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d(n
(€) 210) v ey n(0) n(iy)
d(ZtO) ~ —(9.4 x 107%) (7) (10%) ~ —6.6 x 107 cm™*s ™"
(d) dnon) , _d10) _ 66 10-2 cp=3 51

dt dt
* x x

416. Considere o processo de destruicao das moléculas nas nuvens interestelares
difusas pela fotodissociacao. (a) Seja fy o fluxo ultravioleta do campo de radiacao
interestelar (fétons cm=2 s=! A=1) e o¢ a secao de choque de fotodissociacao
(cm?) em uma banda de largura AX (A). Qual é a escala de tempo necessaria
para a fotodissociagao ? (b) Estime o tempo ¢; para um campo interestelar com
fluxo fy ~ 10° fétons cm™2 s~! A~1 com uma secio de choque of 107 cm? e
A ~ 100 A.

Solucgao:
O numero de fotodissociagoes por unidade de tempo é dado por
ny >~ frop AN

a escala de tempo para fotodissociagao pode ser escrita

P .
F= ny - f>\ of A\
(b) Com os dados obtemos

1

~1.0x 10's ~ 32
(105) (10-17) (100) 0 x 107" s ~ 320 anos

tfﬁ
*x Kk ok

417. A escala de tempo de fotodissociacao de moléculas em nuvens interestelares
pode também ser escrita na forma

S h
P78, ~ U\ Aosdr

onde B; é a taxa de fotodissociages (s™!), Uy (erg cm™ A1) é a densidade do
campo de radiacao no comprimento de onda A e oy (cm?) é a secao de choque de
fotodissociacao. Mostre que, em ordens de grandeza, esta equacao pode ser escrita
na forma obtida no exercicio anterior.

Solugao:

Da relagao dada podemos escrever
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h h
b= Tnordh ~ Ushos Aa
mas
onde Fy é o fluxo em erg cm™2 A=, Como

. F o IW
= hv  he
obtemos
4 h fy
Uy ~ )\f
portanto
h 1

b Thfo AN Fros B

que ¢é a relacao obtida no exercicio anterior

malis rigorosamente temos
1

tepoy ——
I~ T fosdn

*x kX %k

418. A secao de choque de fotodissociacao da molécula de HoO varia com o com-
primento de onda do féton da maneira indicada aproximadamente pela figura a
seguir. Suponha que o fluxo ultravioleta do campo de radiagao interestelar na
faixa de 1200 a 1800 A seja de 10° fétons cm™2 s~ A=1. Qual é a escala de tempo
de vida (em anos) da molécula para fotodissocia¢ao?

©
\

log o (cm®)
—-17

-18

— | |

1200 1400 1600 1800

A (Angstroms)
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Solugao:

Usando a relacao do exercicio anterior a escala de tempo é
; 1
= h o) dA

pela figura podemos escrever

%:Ja Ulaf(A) d)\—i—/Haf(A) dA+/mo—f(A) dA}

fazendo um ajuste linear da forma logo; = A 4+ B ), obtemos
RegidoI: A= —11.80 B = —4.33 x 1073

Regido II: A= —25.80 B =5.00 x 1073

Regido ITI: A =11.60 B = —1.70 x 102

fazendo as integrais

A2
/ o d) :/101““3A dx =104 /10BA d\ = 104 /eBA/loged)\
A

1

A

A2 ord\ = 10A loge BX/loge ’ _ 10A loge BXs/loge _ _BXi/loge

f = 7B (& = 7B (& (&
A A1

1
calculando para as 3 regioes I, 11, I1I

I [opd\=—1.59x 10710 [3.20 x 1077 — 6.37 x 107%] = 9.62 x 10~1¢ cm? A
II: [o;d\=1.38 x1072* [3.16 x 10% — 3.16 x 107] = 3.92 x 10~ 6 cm? A
L [opd) = —1.02x 10" [2.51 x 10731 —1.26 x 107%°] = 1.26 x 10716 cm? A

portanto
1
= 10°[0.62 10710+ 3.92 10710 4 1.26 x 1071) =~ 148 x 1071057
!
ty ~6.76 x 10s ~ 214 anos

*x Kk %

419. A abundancia de Hy nas nuvens moleculares pode ser estimada a partir de
medidas da intensidade de linhas do CO, que pode ser observado em radio em sua
linha de 4.6 um. Admita que a intensidade da linha de CO possa ser obtida da
relacao

oo = / Ty (v) d

onde Ty(v) d4 a variagao da temperatura de brilho em funcao da velocidade radial
observada. Nese caso, a densidade de coluna de Hs pode ser estimada por

N(Hg) ~ XCO ICO
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onde Xco =~ 4 x 10*°cm™2K~! (km/s)~!. (a) Considere uma regiao préxima
ao plano galdctico com uma temperatura de brilho aproximadamente constante
T, ~ 2 K em um intrvalo de velocidades radiais Av ~ 20km/s e estime a densidade
de coluna de Hs. (b) Admita que a regiao tem dimensdes L ~ 1pc e estime a
densidade volumétrica da nuvem de Hs. (c) Qual seria a densidade de coluna de
CO admitindo que as abundancias de C e O sao semelhantes ao valor solar?

Solugao:
(a) Da primeira relagdo acima obtemos

Ico ~ Ty Av ~ (2)(20) ~ 40K (km/s)

de modo que

N(Hy) ~ 1.6 x 1022 cm—2

(b) A densidade n(Hs) pode ser estimada por
N (Hs)

n(Hy) ~ ~52x10%°cm™®

(c) Tomando

n(CO) nc _no _
n(H2> ng ng

420. (a) Determine a densidade de coluna do Hy em uma diregao préxima ao plano
galdtico para a qual o excesso de cor é Eg_y = 2.0. Admita que 1/3 dos nticleos
de H estao na forma atomica, e o restante na forma molecular. (b) Medidas da
intensidade da transicao J =1 — 0 em 2.6 mm do CO na mesma direcao indicam
uma temperatura de brilho 7T}, ~ 2 K, aproximadamente constante em um intervalo
de velocidades radiais de cerca de 20 km/s. Considere um fator de calibracao tipico
para a relagao entre a intensidade da linha do CO e a abundancia de Hy e determine
a densidade de coluna N(Hj). Compare seu resultado com o valor em (a).

Solucgao:
(a) Podemos usar a relagdo aproximada

N(H) = N(HI) + 2N (H,) ~ x Ep_v

considerando
N(HI) = %N (H)

IN(Hy) = - N(H) — N(H;) =  N(H)
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N(H,) = %EB_V — 3.9 x 10*! cm 2

onde usamos um valor médio (cf. Exercicio 397)

X =5.9x 10! cm™? mag !

(b) Pelo exercicio anterior a intensidade da linha de CO é

Ico = /Tb dv ~ Ty, Av ~ 40K (km/s)

usando o valor

Xco = N(Hz) ~4x 10 cm™2K~! (km/s)™*
Ico
N(Hs) = (4 x 102°) (40) = 1.6 x 10?2 cm 2
N(H2>b
~4.1
N(Hz),

MASSA DE JEANS E FORMACAO ESTELAR

421. Considere uma nuvem esférica com densidade constante p, temperatura 7' e
peso molecular p. Mostre que a massa minima para que esta nuvem se condense
para formar estrelas pode ser escrita na forma

T3/2

My~K 113/2 pl/2

que ¢ a massa de Jeans. Determine o valor da constante K medindo 7" em K, p
em g/cm® e M; em M. (cf. Exercicio 136)

Solucgao:

Considerando o teorema do virial, temos

2FE.+E,=0 — 2E.=|E,| (1)

onde E. é a energia cinética térmica do gas e E, a energia potencial.
A energia potencial pode ser escrita

F | ~ - 2
Bz T (2)

a energia cinética pode ser escrita
3 M
~— —— kT (3)

T2 umpy
considerando (1), (2), (3) obtemos

C
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3T 3GM
pmyg  BR

(4)
a massa M pode ser escrita

4 3M\'?
M= —-7R? = —

37TR p — R (47rp) (5)
considerando (4) e (5) obtemos

1/3

TG () P s
g ) 3
explicitando a massa

aers_ 3K 5 (3 NP
umg3G\4mp

ou seja
T3/2
M=K 1372 p1/2

onde

3/2 1/2
P L 3
Gmpyg 4
medindo M em g — K = 2.38 x 1023 g3/2 K—3/2 ¢cm—3/2

medindo M em My: — K = 1.2 x 10710 My K=3/2 g!/2 cm=3/2

*x kX %k

422. Que temperatura deve ter uma nuvem molecular com raio R = 0.5pc e
densidade n = 10* cm ™3 para evitar o colapso gravitacional?

Solucgao:
Para evitar o colapso, a massa deve ser menor que a massa de Jeans
T3/2
~ —10
M< Mjy~12x10 B2

onde My estd em My, T em K e p em g/cm?

portanto

M3/2 p1/2M
1.2 x 10-10
Iupl/S M?2/3
(1.2 x 10—10)2/3

T3/2 >

T >
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usando
4
M = g s R3 P

1 p'/3 (4/3)2/3 72/3 R2 p2/3

> (1.2 x 10—10)2/3 (1.99 x 1033)2/3
substituindo
p=pnmmg

3/2 2/3
> 1302 104—7;:)15.99 T ] B
T>1.1x10"3npu? R?
com p =~ 1/2
T > 59K

*x k%

423. Considere uma nuvem esférica de raio R, massa M e densidade p tal que
M = (4/3) 7 R3p. (a) Mostre que, em ordens de grandeza, o tempo de queda livre

da nuvem é
/3
to ™ 1
ql 47TG/) ()

(b) Mostre que, mais rigorosamente,

[ 3w
ta ™ 2
ql 32GP ( )

(c) Qual é o tempo de queda livre de uma nuvem com R = 30pc e M = 500 My?

Solugao:

(a) A aceleragao gravitacional na superficie da nuvem é aproximadamente

GM
>R R GM G 4
—~ = ~¢g(R) ~ ~ — — 7R3
e 7 IR > T = g gty

b~ 3
@ = 47w Gp

que é a equacao (1)

(b) Mais rigorosamente
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2 r R
0 gt OrogM  2G M]3
tg = —dr = — — dr
R d'r R T R

/1 Rdz
tqr =
0 /2GM 1/2

fazendo

1 (dr\’ GM GM
)

_r dr

A
oG M —z| “=V3gu 2
pois

1 1/2

X T
/Oll—x} dx—g

w2 R3
b=
9t SGM
com
3M
47rR3

3M | 3w
8GM 4p V' 32Gp
que é a equagao (

M
~—— ~ 3 107% 3
(c) p A3) 7 P 3.0 x 107’ g/cm

usando (2)
g~ 3.84 x 10195 ~ 1.2 x 10% anos
x x

424. Uma nuvem esférica de H atomico tem raio R = 100 pc, temperatura T' ~
100K e densidade n = 1ecm™3. (a) Qual é a massa da nuvem? (b) Qual é a massa
de Jeans associada a esta nuvem? (c¢) Qual é o seu tempo de queda livre?

Solugao:

(a) p=ngmpg = (1) (167 x 1072%) = 1.67 x 10724 g/cm?

4
V= 3 TR3 ~1.24 x 10%2 cm?
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M ~pV ~2.06x 103 g ~ 1.04 x 105 Mg

T3/2

~ —10

~93x10* My =1.9x10%g
3T

(c) tq = 352G ~1.6 x 10 s~ 5.2 x 10" ano

* Kk %

425. Considere o ntcleo denso de uma nuvem molecular gigante de hidrogénio

com temperatura T = 10K, e densidade ny, = 10 cm™3. (a) Qual seria a massa

de Jeans desta nuvem? (b) Qual seria seu tempo de queda livre?
Solugao:

(a) Com p = 2, temos

P2 g, mpg = (2) (10%) (1.67 x 10724) ~ 3.34 x 10720 g/cm®

T3/2 (1.2 x 10710) (10%/?)
-~ ~10 ~ ~
My = 12X 1070 s = o e gy = 13 Mo
3
(b) tg =~ 322/} ~ 1.2 x 10 s ~ 3.8 x 10° ano

*x kX %k

426. A nuvem de alta velocidade (HVC) conhecida como “Complexo C” é res-
ponsavel por uma queda de matéria em nossa Galdxia da ordem de 0.2 Mg, /ano.
(a) Supondo que este processo ocorreu nos ultimos 10 Ganos, qual é a massa total
depositada na Galaxia? (b) Considere que o gés acrescentado é usado para formar
estrelas de 1 M e 10 M, havendo cerca de 10 estrelas de 1 Mg, para cada estrela
de 10 M. Quantas estrelas de cada tipo teriam sido formadas?

Solugao:
(a) M = (0.2) (10) (10%) = 2 x 10° M,
(b) M =nqy My +n10 Mg =n1 My + 10019 My = (n1 + 10n10) M,y

—:n1—|—10n10:n1+n1:2n1

M,

M 2 x 10°
ny = 50, = 5x1 = 107 estrelas com1 Mg
N1y = T—é = 108 estrelas com 10 Mg

* Kk %
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PARTE 5 - EVOLUCAO QUIMICA

ABUNDANCIAS - COMPOSICAO QUIMICA

427. A tabela a seguir (Maciel 2020) dé as abundéancias na atmosfera solar dos ele-
mentos com 2 < Z < 92, medidas com relagao ao H, na forma €(X) = lognx /ng +
12, onde nx e ny sao abundancias por numero de atomos. Calcule a contribuicao
dos elementos C, N, O para a metalicidade Z. Adote os valores Z ~ 0.0134 e
Z/X ~0.0183

Z «z2) Z e2) Z e(Z)
1 H 1200 29 Cu 419 58 Ce 158
2 He 10.93* 30 Zn 456 59 Pr  0.72
3 Li 105 31 Ga 304 60 Nd 142
4 Be 138 32 Ge 365 62 Sm  0.96
5 B 270 33 As 230 63 Eu  0.52
6 C 843 34 Se 3.34% 64 Gd  1.07
7 N 783 35 Br 254%* 65 Tb  0.30
8 O 869 36 Kr 3.25% 66 Dy  1.10
9 F 456 37 Rb 252 67 Ho  0.48
10 Ne 7.93* 38 Sr 287 68 Er  0.92
11 Na 624 39 Y 221 69 Tm  0.10
12 Mg 7.60 40 Zr 258 70 Yb  0.84
13 Al 645 41 Nb 146 71 Lu 0.0
14 Si 751 42 Mo 1.8 72 Hf 085
15 P 541 44 Ru 1.75 73 Ta -0.12%
16 S 712 45 Rh 091 74 W  0.85
17 Cl 550 46 Pd 157 75 Re 0.26%
18 Ar  6.40% 47 Ag 094 76 Os  1.40
19 K 503 48 Cd 1.71% 77 I 1.38
20 Ca 634 49 1In 080 78 Pt  1.62%
21 Sc 315 50 Sn 204 79 Au  0.92
22 Ti 495 51 Sb 1.01* 80 Hg 1.17*
23V 393 52 Te 218% 81 Tl  0.90
24 Cr 564 53 1 155% 8 Pb 175
25 Mn 543 54 Xe 2.24% 83 Bi  0.65%
26 Fe 750 55 Cs 1.08%* 90 Th  0.02

499 56 Ba 218 92 U  -0.54%

NN
0 =
zZ Q
=5

6.22 57 La 1.10
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Solugao:

e(C) =8.43 Ac =12.0110

e(N) =17.83 An = 14.0070

€(0) = 8.69 Ao = 15.9990

no/npg = 2.69 x 1074

nx/ng = 6.76 x 107°

no/ng = 4.90 x 10~4

e(He) = 10.93 — nge/nug = 8.51 x 1072
Neste caso temos

> A;ni/ny=Z/X =0.0183

1+4 nge/ng + > A; n;/ny = 1.3587

AC (nc/nH)
o= = 0.0024
¢ 1+4 nge/nu + > Ai ni/nu
Ax (nn/nul)
Ty — = 0.0007
N 1+4 nHe/nH"‘ZAi TLl/TLH
Ao (no/nul)
- = 0.0058
© 1+4 nHe/nH+2Ai TLi/TLH
com Z ~(0.0134
Zc/Z ~0.18
ZN/Z ~0.05
Zo/Z ~0.43
Zeno ~ 0.0089 ~ 0.66 Z7 — 66%
* Kk ok

428. Use os dados de abundancias da tabela do exercicio anterior e determine as
abundancias relativas de Ne e Ar relativas ao oxigénio, isto é, nxe/n0 € nar/no-

Solucgao:
€(0) = 8.69 e(Ne) = 7.93 e(Ar) = 6.40
nNe/no =~ 107937869 ~ 107076 ~ 0.17 — log nne/no =~ —0.77

nar/no ~ 109407869 ~ 107229 ~ 0.005 — logna,/no ~ —2.3

* Kk %
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429. Considere uma estrela de tipo solar com X = 0.7200 e Y = 0.2500. Qual
é a abundancia de elementos pesados Z desta estrela? Qual é sua razao Z/X?
Compare este resultado com o valor na fotosfera solar.

Solucgao:

Os valores solares e da estrela estao na tabela a seguir.

solar estrela
X 0.7381  0.7200
Y 0.2485  0.2500
Z 0.0134 0.0300
Z/X 0.0182 0.0417
temos para a estrela
X+Y+7~1
Z=1—X-Y ~1-0.7200 — 0.2500 ~ 0.0300
Z/X ~0.0417

Z/X _0.0417
(Z]X)s  0.0182

~2.29 — 129% maior que solar

*x Kk Xk

430. A fracao de massa de He na zona de convecgao solar ¢ Y = 0.2485 e a dos
elementos pesados é Z = 0.0134. Qual seria a abundancia de He por nimero de
atomos e(He) = log(nme/nu) + 12 neste caso?

Solugao:

. 4(nHe/nH)
14 4(nue/nu) + Y A (ni/nu)

fazendo a substituicao
x=npe/nu o => A;(n;/ny)
de=Y +4zY +o0Y
4x(1-Y)=Y (1+0)

_Y(1+o)
Cia-n W

desprezando os elementos pesados, o ~ 0, temos

Y
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Y 0.2485
~ ~ ~ 0.0827
YT U —Y) T 4(1-0.2485)

€(He) ~ 10og0.0827 + 12 ~ 10.92

considerando agora o valor dado de o, podemos usar a relacao para Z

7 - > Ai (ni/nu)
1+ 4(npe/nu) + > Ai (ni/nu)

de modo que

Y_4x

Z o
da 7

= 2

o="22 (2)

substituindo (2) em (1)
Y(1+42Z/Y) Y 4427

11-Y) 11-Y)
dz(1-Y)=Y +42 2
de(1-Y-2)=Y

Y 0.2485
~ ~ ~ (0.0842
T Iy —2) " 1(1-02485—0.0134) ~ 08

e(He) 4+ 12 ~ 10g 0.0842 ~ 10.93

* Kk %

431. A abundéancia de Li no Sol é dada por ¢(Li) = 1.05, enquanto que nos
meteoritos é de €(Li) = 3.26. Quantas vezes a abundancia de Li nos meteoritos é
maior que no Sol?

Solugao:
"Li) = 1080712 = 107109 ~ 112 x 1071
ny o
”Li) = 1032712 = 107%™ ~ 1.82 x 107°
ny /.,
1.82 x 1079
~ ~ 1.63
1.12 x 10-11

*x Kk %

432. As abundancias fotosféricas de oxigénio e ferro no Sol dadas na tabela do
exercicio anterior sao €(O) = 8.69 e ¢(Fe) = 7.50, respectivamente. Admita uma
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relacao entre a abundancia de elementos pesados por massa, Z, e as abundancias
de oxigénio e ferro por nimero de atomos, no/ny e np./ny na forma:

no ng
Z =Ko — 7 = Kpo —
ny nu

Determine as constantes Ko e Kp, para a atmosfera solar.

Solucgao:

no/ng = 107331 =490 x 1074
npe/nu = 10745 =3.16 x 107°
considerando Z ~ 0.0134

A
Ko=——+—~273
[no/nu]

Kre = L ~ 424
[nFe/nu]

*x X %k

433. Considere que a porcentagem de atomos de H na fotosfera solar é de apro-
ximadamente 91.2%, e a porcentagem de dtomos de Fe é de 0.003%. Qual seria o
valor da abundancia de Fe relativa ao H, €(Fe) na fotosfera solar?

Solucgao:

n : numero total de atomos por centimetro ciibico na fotosfera

e(Fe) = log OFe |12 = log [npe/n} +12
ny ny/n
¢(Fe) ~ log{%} 12 ~ 1og(3.29 x 107°) + 12 ~ 7.52
O G

434. Estrelas cuja razdo O/C = no/nc > 1 sado geralmente chamadas “estrelas
oxigenadas”, enquanto que as estrelas com a razao O/C < 1 sdo chamadas “estrelas
carbonadas”. Use os dados da tabela do Exercicio 427, e verifique que tipo de
estrela é o Sol.

Solucgao:
e(0) = 8.69 e(C) =8.43

0/C = Z—O = 103697843 — 10026 ~ 1 82 — oxigenada
C

* Kk %
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435. A estrela HD 230409 esta localizada a uma distancia galactocéntrica R =
6.39 kpc, e sua velocidade de rotacao galactica é de aproximadamente © = 80 km/s.
Estime a quantidade de movimento angular por unidade de massa desta estrela
em unidades de 100 kpc km/s. Compare seu resultado com o valor solar, adotando
O©p = 180km/s e Rg = 7.6. Considerando que a metalicidade da estrela é [Fe/H]
= —0.81, que conclusoes pode tirar sobre a variacao da quantidade de movimento
com a metalicidade?

Solugao:

A quantidade de movimento por unidade de massa é

h~©R~(80)(6.39) ~ 511 kpc km/s ~ 5.1 (100 kpc km/s)

he ~ Og Rg ~ (180) (7.6) ~ 1368 kpc km/s ~ 13.7 (100 kpc km/s)

Como [Fe/H] = —0.81 e [Fe/H]s = 0, a quantidade de movimento é

proporcional a metalicidade

*x X %k

436. Mostre que, para um elemento quimico qualquer X, podemos escrever:

[X/H] = [X/Fe] + [Fe/H]

X/H] = log(X/H) —log(X/H)e
X/Fe| = log(X/Fe) — log(X/Fe)q
Fe/H] = log(Fe/H) — log(Fe/H)q
= [log(X/Fe) + log(Fe/H)| — [log(X/Fe)s + log(Fe/H) ]
= [log(X/Fe) —log(X/Fe)o] + [log(Fe/H) — log(Fe/H)o]
= [X/Fe| + [Fe/H]

e
~
sz =

X/H
*x k%

437. Estrelas muito pobres em metais refletem a composicao quimica em uma
época mais primitiva da evolucao do universo. A estrela pobre em metais HE
1327-2326 tem abundancia de Fe (NLTE) dada por [Fe/H|] = —5.16 £ 0.12. Seus
parametros estelares estimados sao T,y = 6130K e logg = 3.7. Qual ¢ sua
abundancia de Fe por niimero de 4tomos €(Fe)? Compare as razdes de abundancias
NFe / nyg entre esta estrela e a fotosfera solar.
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Solugao:
[Fe/H| = ¢(Fe) — e(Fe)q
¢(Fe) = ¢(Fe)e + [Fe/H] = 7.50 — 5.16 = 2.34
log(npe/nu) = €(Fe) — 12 = 2.34 — 12 = —9.66
(nFe/npu) = 2.19 x 10710
log(npe/nu)e = 7.5 —12 = —4.5
(npe/nH)e = 3.16 x 107°

(npe/nn)

~ 6.93 x 1076
(nFe/nH)o

(re/mitdo. g gy 5100
(nFe/nu)

438. A metalicidade [Fe/H] é inversamente proporcional ao excesso de ultravioleta
d(U-B), uma vez que os metais atuam como absorvedores da radiagdo. Uma relagao
aproximada entre estas quantidades pode ser escrita como

§(U — B) ~ —0.0377 [Fe/H]® — 0.1626 [Fe/H]* — 0.3020 [Fe/H] + 0.0122

valida para 0.4 < B—V < 0.8. (a) Faga um grafico do excesso de ultravioleta
em fungao da metalicidade. (b) O Sol tem B —V =~ 0.65, e metalicidade [Fe/H]
= 0, enquanto que a estrela HIP 19814 tem B — V ~ 0.58, e metalicidade [Fe/H]
= —0.70. Quais seriam os valores esperados para o excesso de cor em cada caso?
Indique estes objetos no grafico.

Solucgao:

(a) O gréfico estd na figura a seguir
(b) Com os valores dados, temos
(U - B) ~ 0.01 para o Sol

d(U — B) ~ 0.15 para a estrela.
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439. As abundancias protosolares de N e O, ¢(N) e €(0O), sdo dadas nas colunas 2 e
3 da tabela a seguir, incluindo também uma regiao HII e uma nebulosa planetéria.
Que conclusoes vocé pode tirar sobre as abundancias destes objetos?

N O N/O

protosolar 7.87 8.73 —0.86
HII 7.85 875 —0.90
NP 855 870 —0.15

Solucao:

Na tltima coluna estao as razoes N/O para os 3 casos. As abundancias de
O (metalicidades) sao semelhantes & do Sol. A regiao II tem abundancia de
N préxima da do Sol, e N/O = —0.90, comparével a razao solar, N/O = —0.86.
A nebulosa planetaria tem uma abundancia superior a do Sol, €(N) > €(N)g),
e razao N/O = —0.15, ou seja, a estrela progenitora da planetaria teve uma
producao adicional de N

*x Kk %

440. A tabela a seguir mostra valores médios da abundancia de N e O (em ppM)
na Nebulosa de Orion, no Sol, e na nebulosa planetdaria NGC 7027 (Stasiriska
2000). (a) Determine em cada caso as abundancias logaritmicas, definidas por
e(X) =log(nx/ng)+12. (b) Determine a razao N/O para os 3 objetos da tabela.
Comparando os resultados, o que vocé pode concluir sobre a nucleossintese do
nitrogénio?
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N O
Orion 62 360
Sol 93 576

NGC 7027 224 552

Solucao:
(a) Os resultados estao nas colunas 2, 3 da tabela a seguir

(b) Os resultados estao nas colunas 4, 5 da tabela a seguir

¢(N) ¢0) N/O log(N/O)

Orion 7.79 856 0.17 -0.77
Sol 797 876 0.16 -0.79
NGC 7027 835 874 041 —0.39

As razdes N/O para o Sol e Orion representam os valores originais.
Para NGC 7027 houve enriquecimento de N

441. A figura a seguir (adaptada de Ibata e Gibson 2007) mostra a abundancia
de ferro relativa ao Sol (Fe/H)/(Fe/H)s para um grande nidmero de estrelas da
Galéxia observadas entre a ascensao reta @ = 220° e o = 245°. Nesta figura ha
um grupo de estrelas, conhecido como “Corrente de Palomar 5”7, que se destaca
com relacao as demais estrelas. Este grupo tem massa estimada em 5000 My, e
sua provavel origem é o aglomerado globular Palomar 5, tendo sido incorporado
a nossa Galaxia. Qual é a metalicidade deste grupo, medida pelo parametro de
metalicidade [Fe/H] = log(Fe/H) — log(Fe/H)o? Suas estrelas devem ser jovens
ou velhas?
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tam . o A X . M e T . ' AL

Abundancia de Fe relativa ao Sol

o W |1;11J ln-i'l o LN R R T
245 240 235 230 225
Ascensao Reta

Solucao:
Da figura temos

Fe/H
———— ~0.007
(Fe/H)o
[Fe/H] ~ log 0.007 ~ —2.15

com esta baixa metalicidade as estrelas devem ser velhas

*x Kk %

NUCLEOSSINTESE

442. Resultados observacionais da nucleossintese do Big Bang sugerem um valor
para a razao de barions sobre fétons n ~ 6.1 x 1071°. Qual é a densidade barionica
(g/cm?) correspondente a este valor? Compare seu resultado com determinacoes
recentes da densidade, pf ~ 4 —5 x 10731 g/cm?3.

Solugao:

A relacao entre a densidade barionica (g/cm?) e o parametro 7 pode ser escrita
pp =~ 6.6 x 10722 5 (T/2.7)3

para T '~ 2.7TK

pB =~ (6.6 x 10722) (6.1 x 10719) ~ 4.0 x 103! g/cm?

PE 1 0.8—1.0

PB
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443. Nos primeiros instantes do Universo, durante a época dominada pela ra-
diagao, a relacao entre a idade t e a densidade de energia da radiacao pr era da

forma
327G

3

(a) Mostre que isto implica uma relagao entre a idade ¢ e a temperatura da radiagao
césmica de fundo 7T, da forma

prt?~1 (1)

2~
tT5 ~ constante (2)

(b) Na época anterior a aniquilagao pésitron-elétron a relacao t(7’,) era aproxi-
madamente
t T3 ~ 0.738 MeV?s (3)

Qual seria a temperatura (em K) quando a idade do Universo era de 10 s?

Solucao:

(a) Da relagao (1)
pr t? ~ constante
mas

pr o< T}

T3 t* ~ constante
t T2 ~ constante
que é a relagao (2)

(b) da relacao (3)

0.738
T2 ~ 27 MeV? ~ 0.0738 MeV?
g 10
T, ~ 0.27 MeV
(0.27) (10%) (1.6 x 10712) 9
T. ~ ~ 3.1 x10°K
g 138 x 1016 S0
* X  x

444. (a) Qual é o valor da densidade critica p., supondo que a constante de Hubble

estd no intervalo
50 < Hy (kms™ " Mpc™) < 100

3 3

Expresse seu resultado em g/cm?, dtomos de H por cm? e dtomos de H por m?.
(b) Compare seu resultado com algumas densidades astrofisicas tipicas, como a
densidade média do Sol, a densidade das nuvens interestelares, e a densidade
média do meio intergaléctico.
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Solugao:
(a) A densidade critica pode ser escrita
3H?
Pe=387G
com os valores de Hj do intervalo acima, temos

4.7 % 10730 < p, (g/em”) < 1.9 x 1029
2.8 x 1076 < p, (H/em®) < 1.14 x 1075
2.8 < p. (H/m") < 11.4

(b) Tomando p, ~ 1072% g/cm®, e adotando
po ~ 1.4g/cm3
Npi ~10em™3 — pp; ~ npi mg ~ (10) (10724) ~ 10723

-3

Nmig = 1073 em™ — prig ~ Nmig my ~ (1073) (10724) ~ 10727

portanto

Pe K Po; Pni =2 Pc Pmig > Pe

*x X %k

445. Mostre que 1 Gano ' = 980 km/ (s Mpc)

Solugao:

km km cm (3.156 x 1065 Mpc
i 10° ==
980 s Mpc (980 sMpc) ( 0 km) ( Gano ) (3.086 x 1024 cm)

km  (980) (10%) (3.156 x 10'9) )
990 S Mpe 3.086 x 104 0 Gano

* Kk %

446. No processo de expansao do Universo, as particulas constituintes tém suas
abundancias congeladas quando a taxa de interagoes fracas fica abaixo da taxa
de expanao. Suponha que isto ocorre em energias da ordem de 0.8 MeV, carac-
teristicas das interagoes-3 que controlam as abundancias relativas de néutrons e
prétons. Qual seria a temperatura do Universo nesta época?

Solugao:
E~kET
E  (0.8)(10% (1.6 x 10712) 9
T~ "— ~ ~ 107 K
2 1.38 x 10-16 910
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447. No processo de formagao de néutrons apds o Big Bang, uma vez estabelecido
o equilibrio térmico, a razao entre néutrons e prétons é dada por

Mn | o= (mu—my)c® /kT

Np

(a) Estime esta razao para T' ~ 10'° K. (b) Mostre que esta equacido pode ser
escrita na forma

nn -Q/T(MeV)

— ~e

Np

onde @ = 1.30 MeV ¢é a diferenca de massa entre néutrons e prétons.

Solucgao:

(a) Da equagao dada, com m, = 1.007276 uma e m,, = 1.008665 uma
uma = 1. x107** g) obtemos
1.660540 x10~24 b

N /1y = 1/5
(b) Podemos admitir vélida a relacao

M ,—Q/T(MeV)

Tp

desde que

(mn —mp)c® — Q
kT(K) T (MeV)

ou seja

T(MeV)  (my, —my)c?
2 ~ P ~1.30M
FT(R) ~ 1.602 x 106 = 130MeV

Q ~ (my —my)c

448. A figura a seguir (Maciel 2020, cap. 2) mostra os resultados da nucleossintese
primordial para os isétopos “He, D, 3He e "Li, em funcao da razao n entre barions
e fotons. Considerando que resultados observacionais sugerem um valor de 7 =~
6 x 1071° (linhas tracejadas verticais), (a) Qual seria a abundancia primordial
de “He por massa Y,? (b) Qual seria a abundancia de *He correspondente por
nimero de atomos, isto é, n(He)/n(H)?
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Solucgao:
(a) Da figura Y, ~ 0.25
NHe MHe
(b) Yy =

NHMH + NHe MHe + XN Moy,

em primeira aproximagao, desprezando os elmentos pesados
dnpgempy _ A(nme/nm)

ngmg +4nge my 1+4(TLH8/TLH)

sz
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NHe -~ Yp
ng — 4(1-Y)
considerando os elementos pesados

NHe _ Y, 1+ (Anm/nH))
ng 4(1—Yp)

por exemplo, com (An,,/ng) ~ 0.1 obtemos ng./ng ~ 0.09

~ 0.08

*x kX %k

449. As galdxias compactas azuis (BCG, de Blue Compact Galaxies) estao entre
os objetos com a menor metalicidade, de modo que podem ser utilizadas com
sucesso para a determinacdo da abundancia primordial de He por massa (Y,). A
tabela abaixo relaciona abundancias de He por massa e abundancias de oxigénio
por nimero de atomos O/H = np/ny para um conjunto de regides HIT em BGCs.
(a) Faga um grafico de Y em fungao de O/H. (b) A partir dos dados da tabela
estime a abundancia pregaldctica de He. (c) Estime a razao de enriquecimento
entre o He e os elementos pesados, AY/AZ. (d) Qual seria o valor correspondente
da razao de barions sobre fétons n? (e) Onde estaria localizado o Sol no grafico?
A relacao obtida é valida para a metalicidade solar?

Objeto 106 (O/H) Y Objeto 10 (O/H) Y

01 78 0.248 15 71 0.248
02 72 0.244 16 29 0.244
03 111 0.252 17 62 0.247
04 38 0.245 18 48 0.252
05 79 0.247 19 98 0.244
06 89 0.248 20 65 0.251
07 30 0.247 21 108 0.246
08 109 0.253 22 134 0.256
09 10 0.251 23 141 0.250
10 68 0.246 24 65 0.251
11 103 0.254 25 93 0.247
12 o4 0.244 26 83 0.257
13 63 0.241 27 142 0.251
14 105 0.255

Solugao:
(a) O gréfico estd a seguir.

(b) Fazendo uma regressao simples obtemos
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0.25

0.24
\
\

0 50 100 150
105%(0/nH)

Y=Y,+a(0O/H)
onde

Y, = 0.243 4 0.002

AY

AY AY  AZ
() X0/m ~ 2z A0/m
AY _ AY/A(O/H)

AZ Z/(O/H)

adotando Z/(O/H) ~ 23 temos AY/AZ ~ 2.9
adotando Z/(O/H) ~ 25 temos AY/AZ ~ 2.7
adotando Z/(O/H) ~ 30 temos AY/AZ ~ 2.2

(ver Exercicio 432).

(d) Com Y, =~ 0.243 usando por exemplo a figura do Exercicio 448 temos
aproximadamente 10199 ~ 4.0.

(e) Para o Sol, Y ~ 0.26 e 105(O/H) ~ 500. O Sol estaria fora da escala,
mas a relacao obtida é aproximadamente valida.

*x kX %k

450. A maior parte das determinagoes da abundancia pregalactica de He medida
por massa estd no intervalo

0.23<Yp <0.25

Qual é o intervalo correspondente para a abundancia pregalactica de He por
nimero de atomos, nye/ny?
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Solugao:
A abundancia de hélio por massa Y pode ser escrita

Y = 4<nHe/nH) ~ 4(nHe/nH)
1+ 4(nge/nu) + 3 Ai (ni/nu) 1+ 4(npe/nn)

de modo que

Yy
e/ Y
portanto

0.075 < npe/nu < 0.083

* Kk %

451. A abundancia primordial de ?H é da ordem de 10~°, enquanto que a abun-
dancia de *He é da ordem de 10~!. Apesar disto, o 2H é um barémetro melhor

que o *He. Por que isto ocorre?

Solucgao:

O 2H varia fortemente com a razao de barions sobre fétons, enquanto que
o “He tem uma variacao logaritmica, mais lenta. (ver por exemplo a
figura do Exercicio 448).

*x Kk %

452. As abundancias de “Li em estrelas de baixa metalicidade, com [Fe/H] < —2,
tém valores médios €(Li) ~ 2.2. Previsdes da nucleossintese do modelo padrao do
Big Bang indicam ¢(Li) ~ 2.65 (cf. Exercicio 448). Qual é a razao média entre as
abundancias previstas e as observadas?

Solugao:
A razao r pode ser estimada por

1 t t . X o
Li/H); _ 10° 12 447 x 10 10
(Li/H), ~ 10¢—12 7 1.58 x 1010

ro~28

rx~

*x Kk %

453. Na formacao de '2C pelo processo triplo-a, a massa do ®Be é maior que a
massa dos dois nicleos de *He. A energia necessaria para a reacdo ocorrer é de
91.8 keV. Qual é a diferenca entre as massas dos nicleos envolvidos na reacao?
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Solugao:
3 —12
AM — AFE - (91.8) (10°) (1.602 x 10~*°)
c? (2.998 x 1010)2

AM ~1.64x 10728 g

*x kX %k

454. Considere a ejecao de 90 pelas supernovas de tipo II adotando uma pro-
ducdo média de 6O de 3 M por estrela e supondo uma taxa de uma supernova
a cada 100 anos durante 10 Ganos. (a) Qual seria a abundancia de 0 por
massa devida a esse processo, Z(0)? Considere a massa total da Galdxia como
Mg ~ 10" M. (b) Compare seu resultado com o valor de Z(O) obtido a partir
da abundancia solar ¢(O) = 8.69.

Solucao:
(a) Mo =~ (3)(1019)(1072) ~ 3 x 108
Mo 3 x108 3
70 ~ ~ ~ 1 ~ (.
0 M o1t 3 x 10 0.003

(b) €(0) =8.69 — no/nu ~4.9 x 1074

_16no/ng _ (16) (4.9 x 107

/ ~
7'(0) = = =~ o ~ 0.0056

*x kX %k

455. Admita que 65% da abundancia de Fe no Sistema Solar foram produzidos
por supernovas de tipo Ia, e 35% pelas supernovas de tipo II. Qual é a abundancia
relativa que foi produzida pelas supernovas de tipo II medida por numero de
atomos, np./ny?

Solugao:

Da tabela do Exercicio 427

e(Fe) =17.5

e _ 1g75-12 = 1045 ~ 3.16 x 10~°

ng

Ta: 65% — 7;2 = (0.65) (3.16 x 1077) ~ 2.05 x 1077
IT:35% — ’:j{ = (0.35) (3.16 x 1075) ~ 1.11 x 10~°

* Kk %

456. Considere que o B é formado pela interagao de prétons césmicos com ntcleos
de CNO interestelares. A secdo de choque para este processo é o ~ 6.5 x 10726
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cm

2

e a abundancia de CNO é ngyo/nu ~ 1073, Suponha que todos os dtomos

formados permanecem no meio interestelar. Qual deve ser o fluxo de prétons para
reproduzir a abundancia “césmica”, de B, ¢(B) = 2.77

Solucgao:
A taxa de formacao de B por este processo pode ser escrita
d(n
(np/nm) ~Fo NoNO p
dt ng

onde np/ny é a abundancia de B relativa ao H, F' é o fluxo de raios c6smicos,
o é a secao de choque de espalacao, ncyo/ng é a abundancia de CNO, e
P ¢é a probabilidade que o elemento produzido permaneca no meio interestelar.

Neste caso temos
d(np/nm)
dt
d(np/nm)
dt

podemos estimar ng/ng por

~ (6.5 x 10720) (1073) (1) F

~6.5x107%° F

d
LN % Te~ (6.5 % 10729) (3 x 10'7) F ~2.0x 10711
ng

onde Tz ~ 100 anos ~ 3 x 107 s é a idade da Galdxia.

considerando a abundancia césmica de B, ¢(B) = 2.7 obtemos
2B 102712~ 5.0 x 10710
ng
de modo que
_ 5.0x1071°

o -2 —1
= Q0x10-T  oem s

*x kX %k

457. O espectro observado dos raios césmicos sugere uma diminuigao exponencial
do fluxo para energias no intervalo entre cerca de 10'°eV e 10?°eV, com um
“joelho” em uma energia de cerca de 10'° eV, onde o fluxo é aproximadamente
log F' ~ —13.5, dado em ntimero de particulas m=2 s=! sr=! GeV~!. Use esses
dados mostre que o fluxo corresponde a cerca de uma particula por m? por ano.

Solugao:
Com log F' ~ —13.5 temos
Fe~107135~32%x107 Y m 2 s tar! GeV!
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2

o fluxo f em particulas m~2 ano~! pode ser escrito

f~FFE
3.2x 107 GeV 3.16 x 107s
~SE T 10%eV
/ m2ssr GeV ¢ 109 eV ano

ou seja f ~ 1 particula m~2 ano™! sr!

* Kk K
458. Um préton césmico pode alcancar energias da ordem de 10'* MeV. Mostre
que esta energia corresponde a energia cinética de uma bola de ténis de massa 50 g

viajando a 90 km/h.

Solugao:

E, =10 MeV = (10'%) (10°) (1.60 x 107'?) = 1.6 x 10® erg

1
Eczimv2
2FE, 2x 1.6 x 108
v =/ p—— %zQﬁxlO?’cm/S:QOkm/h

*x kX %k

459. Considere um préton césmico com energia cinética da ordem de 102°eV.
Mostre que este proton move-se praticamente com a velocidade da luz.

Solucgao:
2
E.=mc®>—myc? = L—moc2
V1 —v2/c?
1
B, =mo [7_1}
V1 —v2/c?
E. 1
moc? /T —v2/c2
simplificando
2 2
v mg ¢

com o resultado

v mo 2 2
c E.+mgc?

com os valores dados
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mo =1.67x1072%g, ¢ =3 x 10%cm/s
E.=10%"eV = (10%°) (1.6 x 10712) = 1.6 x 10%erg

temos v >~ ¢

*x kX %k

460. A figura abaixo mostra uma estimativa da acao das diferentes fontes galac-
ticas de Li em fungao da metalicidade [Fe/H], incluindo a abundancia total de Li
(linha sélida superior, WMAP, NBB), e as contribuicoes para a formacao de "Li e
6Li pelos raios césmicos galdcticos (RC), a formagao de "Li nas estrelas (asterisco)
e pela nucleossintese induzida por neutrinos (NN). Com base nestes resultados,
qual seria a contribuicdo da nucleossintese do Big Bang (NBB) para a formagao
de Li para [Fe/H] = 0.07

00
e B B S S

"Li(WMAP,NBB) /@

log n(Li)/n(H)

Solucgao:

Com base na figura, o valor total das contribuigoes corresponde a
logny;/ny ~ —8.60. Para os 4 componentes [estrelas, NN, "Li(RC), °Li(RC)]
temos os resultados da tabela abaixo

log nLi/nH nLi/nH fracao
Total —8.60 251 x 1072 1.0
estrelas —8.96 1.10 x 10_9 0.44
NN —9.36 437 x 10719 o017
"Li(RC) —9.60 2.51 x 10710 ¢.10
SLi(RC) —9.80 1.58 x 1071%  0.06

portanto, a contribuicao de NBB ¢

1.00 — (0.44 + 0.17 + 0.10 + 0.06) ~ 0.23, ou 23%

* Kk %
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461. As estrelas pobres em metais G64-12 e HD19445 tem abundancias [Fe/H|=
—3.45 e —2.10, ¢(Be) = —1.43 e —0.48, respectivamente. Observa-se uma cor-
relacdo entre as abundancias de Be/H e [Fe/H] dada por

"Be A+ B [Fe/H]
nH

log

onde A = —10.6 e B = 1.0 para elementos primarios e B ~ 2.0 para uma producao
secundaria. Com base nesta correlagao, pode-se concluir se o Be é primério ou
secundario?

Solugao:

Podemos escrever para a abundancia de Be

log(nge/nu) = €(Be) — 12

temos entao

log(npe/nu) = —1.43 — 12 = —13.43 (G64 — 12)

log(npe/ny) = —0.48 — 12 = —12.48 (HD19445)

Os valores previstos de log(nge/ny) pela correlagao sao —14.05 e —12.70 para
elementos priméarios e —17.50 e —14.80 para producao secundaria, portanto
as estrelas se ajustam melhor a correlagao dos elementos primarios.

*x kX %k

PROPRIEDADES DAS ESTRELAS

462. Mostre que o tempo de vida médio de uma estrela de massa m e luminosidade
L na sequeéncia principal pode ser escrito na forma

m/Mg

t ~1.0 x 100
T

anos

Solucgao:
Adotando como primeira aproximacao a escala de tempo par a cadeia pp

Amc® am
o

4m, L

onde
Am: Diferenca de massa entre 4 prétons e um nicleo de He

Am =4my, —mpe = [(4) (1.0078) — (4.0026)] (1.66 x 1072%)
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Am ~4.75x 1076 g

correspondendo a energia

Amc? ~4.27 x 10 5 erg

a: fracao da massa da estrela que pode sofrer reacoes nucleares
adotando o ~ 0.10

obtemos

(427 x107°) (0.10) (1.99 x 10%%) m/Mg }
T (4)(1.67x 10724)(3.85 x 1033)  L/L¢

M M
t ~3.30 x 10'7 M s~1.0x 109 M anos
L/Lo /Lo
* * x

463. Considere a solucao do exercicio anterior, em que a escala de tempo na

sequéncia principal é
P
(X —_—
L

Admita que a luminosidade estd relacionada com a massa da estrela na forma
L o« m3®. Como ficaria a relacao entre a escala de tempo ¢ e a massa da estrela?

Solucao:

Setoc% e Loxcm®

temos

m _
tox — =m!=@
mOé

logt = constante + (1 — «) logm
com o = 3.9
tocm ™20
logt = constante — 2.5 logm

* x x

464. A tabela a seguir relaciona massas e escalas de tempo das estrelas na se-
quéncia principal. Obtenha um ajuste polinomial de segunda ordem da forma

logts, = a + b logm + ¢ (logm)?
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onde tg, estd em anos e m em massas solares. Compare as constantes a, b, c
determinadas com valores mais precisos determinados por Bahcall e Piran (1983),
que sao a = 10.03, b = —3.56 e ¢ = 1.0.

m(Mg) tsp (Gano)

120 0.0030
60 0.0035
40 0.0044
20 0.0082
12 0.016
7 0.043
5 0.094
3 0.35

2 1.2
1.5 2.7
1.0 10.0
0.9 15.5
0.8 25

Solucao:
Um ajuste polinomial produz os resultados
logts, = 10.03 — 3.56 logm + 0.90 (logm)?
¢ ~ @ ~ 1.00
app 10.03
b 3.56
— ~ —— ~1.00
bpp  3.56
c 0.90
—~ —— ~0.90
CBpP 1.00
a razao entre as escalas de tempo esta no intervalo
logts,

~09al.l
logtpp

*x kX %k

465. A relacao entre a escala de tempo das estrelas na sequéncia principal e sua
massa tem diversas aproximacoes, como

logt ~ 10.0 — 2.5 logm (1)
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ou a a relagdo de Bahcall & Piran (1983)
logt ~ 10.0 — 3.6 logm + (logm)? (2)

Em (1) e (2) t estd em anos e m em massas solares. Uma terceira aproximacao é
dada por Romano et al. (2005)

(logt = —0.6545 logm + 1 (m < 1.3)
logt = —3.7 logm + 1.35 (1.3 <m < 3)
logt = —2.51 logm + 0.77 B<m<T)
logt = —1.78 logm + 0.17 (7 <m < 15)
logt = —0.86 logm — 0.94 (15 < m < 60)
( t=12m" 1% 1+0.003  (m > 60)

onde t estd em Gano e m em Mg. Calcule o tempo de vida para estrelas no
intervalo de massa 0.1 < m(Mg) < 100 usando as 3 formulagoes acima e faga um
gréafico de log t(anos) em fungao de logm em M. Considerando as formulagdes (2)
e (3) para que massas ocorrem as maiores discrepancias? Quais seriam as razoes
para isso?

Solucgao:

O gréfico estd a seguir. As maiores incertezas ocorrem para para m < 1 Mg,
e M > 2.5 Mg. As incertezas para m < 1 Mg devem-se principalmente as
baixas luminosidades das estrelas. Para m > 25 Mg, as extrapolacoes sao
inadequadas. Outras causas seriam: binaridade, heterogeneidade da
composicao quimica, inadequacao dos modelos, rotacao e convecgao.

<

12
7

|‘
|
|
|

O | - '&
|
|
|
|
|
|

log t (anos)

g L L
= 0 1 2

log m (Mg)

*x kX %k

466. A tabela a seguir (Maciel 1999, cap. 1) mostra valores médios da magnitude
absoluta visual M, luminosidade log(L/Lg) e massa m em Mg para um conjunto
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de estrelas da sequéncia principal. (a) Obtenha correlages entre estas quantidades
na forma

log(L/Lg) =a+bM,
log(m/Mg) = c+ d M,

(b) A partir destas duas correlagoes obtenha uma terceira correlacao entre a lu-
minosidade e a massa e mostre que L x m®. Qual é o valor de a? Faga gréficos
mostrando as correlagoes obtidas. (c¢) Use diretamente os dados da tabela e estime
um novo valor para a constante a.

Sp M, log(L/Lo) m/Mq

03 -6.0 6.15 120.0
05 -5.7 5.90 60.0
06 -5.5 5.62 37.0
08 -49 523 23.0
BO -4.0 4.72 17.5
B3 -16 3.28 7.6
B -12 292 5.9
B8 -0.2 226 3.8
A0 0.6 1.73 2.9
A5 1.9 1.15 2.0
FO 2.7 0.81 1.6
F5 3.5 0.51 1.4
GO 44 0.18 1.1
G5 5.1  -0.10 0.9
KO 5.9 -0.38 0.8
Kb 74 -0.82 0.7
MO 8.8 -1.11 0.5
M2 9.9 -1.35 0.4
M5 123 -1.96 0.2
M6 135 -2.28 0.1

Solugao:

(a) Aplicando as correlagoes aos dados da tabela temos
a=2.662, b= —0.443

c=0.751, d=—-0.135

com estes valores é facil ver que

log(L/Le) = e+ [ log(m/Mg)
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onde

e=a— % ~ 0.198

f= g ~ 3.281

de modo que

L oxcm3?® o~3.28

(b) Usando diretamente os dados da tabela obtemos
e ~0.210, f'~3.244

de modo que

Locm?2 o/ ~3.24

467. Uma estrela da sequéncia principal com tipo espectral A0 tem M, = 0.65 e
BC = —0.30. (a) Estime sua luminosidade, log(L/Lg). (b) A mesma estrela tem
Tef = 9790K e R = 2.4 Ry. Estime sua luminosidade a partir destes dados. (c)
Compare os resultados anteriores com o valor dado na tabela do exercicio anterior.
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Solugao:

(a) Neste caso, My, = M, + BC = 0.35
Mo, — M2, = —2.5 log(L/L¢)
log(L/Le) = 0.4 (Mpo — M2,) ~ 1.76

L
% ~ 57.0

_ 2 4

(b) L=4r R0 T,
L _AmBoTy |y
Lg Le
log(L/Lg) ~ 1.68

(c) Da tabela temos
logL/Lg) ~1.73

L

— ~53.7

Lg

*x Kk %

468. A tabela abaixo mostra valores da magnitude absoluta visual M, e da massa
m para estrelas da sequéncia principal (Cox 2000, p. 489). Faga um gréfico de
M, em funcgao de logm e obtenha ajustes de primeira e segunda ordem para esta
fungao. Onde estaria o Sol neste grafico?

M, m(Mg) M, m(Mg)

18.00 0.070 3.46 1.274
16.96 0.085 2.00 1.862
15.45 0.116 1.00 2.512
14.36 0.147 0.00 3.467
13.21 0.193 -1.00 5.248
12.47 0.240 -2.00 7.943
11.73 0.317  -3.00 12.023
11.08 0.394 -4.00  18.197
9.96 0.502 -5.00  26.915
8.35 0.626 -6.00  41.687
6.43 0.780 -7.00  63.100
5.08 0.950




W. J. Maciel: 500 Exercicios Resolvidos de Astrofisica . ... ... ittt eenneens 309

Solugao:

log m (MQ})

O gréfico esta na figura acima. Os ajustes sao

M, = a+blogm + ¢ (logm)?

onde m estd em massas solares e
a=6.532,b=—-8.799 e c=0 (caso linear)
a=>5457, b= —9.676 e ¢ = 1.530 (caso quadrético)

O ajuste de segunda ordem é razoavel para as massas muito pequenas
ou muito grandes, e pior para as massas intermediarias.
A posicao do Sol estd assinalada, adotando logm = 0. e M, = 4.82.

*x kX %k

469. Uma aproximacao para a relacao massa-luminosidade de estrelas de pequena
massa 0.1 < m(Mg) < 1.0 pode ser escrita na forma

M, = ki + ko logm + ks (logm)?

onde k1 = 4.78, ko = —10.19 e k3 = 2.34, e m estd em massas solares. As estrelas
A, B, C, D tém valores de massa e magnitude absoluta visual dados na tabela
abaixo. (a) Faga um grafico de logm x M,, inclua a relacdo aproximada e estas
estrelas. Em que intervalo de massas a aproximacao é melhor? (b) Admita que a
relacao entre a luminosidade e a magnitude absoluta seja exatamente a mesma do
Exercicio 466. Neste caso podemos escrever que L o« m®? Qual seria o valor do
expoente a?

A B C D

M, 5.0 9.0 12.0  15.0
logm 0.0 -0.25 -0.60 -1.0
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Solugao:

(a) O ajuste e as estrelas A, B, C, D estao na figura a seguir. As estrelas
A e C tém um bom ajuste, enquanto que as estrelas B e D apresentam maiores
desvios. A relagao parece se ajustar melhor aos intervalos

logm > —0.2 — m > 0.6Mg
—0.8 <logm < —-0.5 — 0.16 <m/Mg < 0.32

log m/Mg

(b) Usando a relagao do Exercicio 466 temos

log(L/Le) = a+ blky + ko logm + k3 (logm)?]

log(L/Le) = (a+bky) + (bksg) logm + (bks) (logm)?

No Exercicio 466, com uma variagao linear entre log(L/Lg) e log(m/Mg),

o expoente « é simplesmente

 dlog(L/Ly)
- dlog(m/Mo)

no presente caso, temos

 dog(L/Lo)
- dlog(m/Mp)

com 0s valores numeéricos temos

a =4.514 — 2.073 log(m/Mg)

— f~3.28

= (bka) + (2bk3) logm

portanto o parametro o nao € mais uma constante, variando de o ~ 6.59
para logm = —1 a a >~ 4.51 para logm = 0.
* Kk %

470. A funcao de luminosidade das estrelas anas brancas pode ser usada para
estimar a idade do disco galdctico. As anas brancas mais quentes e luminosas
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resfriam-se mais rapidamente que as mais frias, de modo que sua densidade espacial
deve aumentar a medida que a luminosidade das estrelas diminui. Por outro lado,
para estrelas com luminosidades muito baixas, os tempos de resfriamento sao muito
longos, eventualmente da ordem ou maiores que a idade da Galaxia, de modo que
a funcao de luminosidade deve cair abruptamente quando os dois tempos forem
iguais. Considere a fungdo luminosidade dada na figura abaixo (Cowan et al.
1991), e estime a idade do disco.

h
NR L . /.)—\ |
= -
- o |
ED A~ \
S <[ .t B
~ e \
Z, e
b /./ °
%DL? = o/ | —
, -
TE g,
\ \ \
0 2 4 6
—(log L/Lg)

Solucgao:
Da figura pode-se estimar que a luminosidade onde ocorre a queda abrupta
¢ de aproximadamente log(Lgq/Lg) ~ —5, ou Ly/Le ~ 1075,
Usando por exemplo a relagao de Iben & Laughlin (1989)
10-4.710-28
La/ LQ}

#(Gano) ~ 9[

obtemos
10—4. 7

0.28
t ~ 9[ } ~ 10.9 Gano ~ 1.09 x 10*° ano

*x Kk %

IMF - SFR - AMR

471. Considere a IMF de Salpeter (1955) mostrada na figura abaixo, e dada por
&(m) =mao(m) = Km™>

Suponha que a “constante” K seja dada por meio da solucao analitica de Miller e
Scalo (1979), de modo que

2
K =0.383 m'3% exp [—1.09 <logm + 1.02) ]
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onde m estd em massas solares. Calcule a IMF na forma £(m) e inclua seu
resultado no grafico. Considere o intervalo de massas 15 > m(Mg) > 0.4.

Salpeter

log & + 10

log m (Mg)

Solugao:

Com a relagao de Miller e Scalo, obtemos os resultados da tabela a seguir

logm(Mg) m(Mg) K log & + 10

1.2 15.8 0.074 7.25
1.0 10.0 0.100 7.65
0.8 6.3 0.125 8.02
0.6 4.0 0.142 8.34
0.4 2.5 0.147 8.63
0.2 1.6 0.141 8.88
0.0 1.0 0.123 9.09
-0.2 0.6 0.099 9.27
-0.4 0.4 0.073 9.40
* Kk x

472. Suponha que a IMF seja dada pela aproximagao de Salpeter (1955)
¢(m> ~ K m—2.35
(a) Use a constante K obtida com os limites m; = 0.1 Mg e my = 100 Mg e deter-

mine a fracao de massa de estrelas que formam nebulosas planetarias, admitindo
que o intervalo de estrelas de massa intermediaria que podem dar origem a essas
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nebulosas seja de 0.8 a 8 M. (b) Repita o célculo anterior usando a constante
original obtida por Salpeter, K ~ 0.03.

Solucgao:

(a) Com a condicao de normalizacdo podemos escrever

mf
I:/ mo(m)dm =1
I—/m —2:35 )dm = K/m_135dm

Ik m—0-35 100_ K 1 1
B —0.35],,  0.35 [1000-35  (.10-35

K 1 1 2.04
0

— 0.35 | 0.1935 ~ 1000-35 = 0.35
K ~0.17
8
K 1 1 0.60
= d — N _
d 0.8m¢(m> " 0.35 {0,80-35 80~35] 0.35
f~029 — 29%
(b) K ~0.03
fe 0.60 K  0.60 x 0.03
T 035 035
f~0.05 — 5%
* K *x
473. A IMF de Salpeter pode ser escrita na forma
d
£(logm) dlogm = C 2725

onde m estd em massas solares. (a) Mostre que esta IMF pode ser colocada na
forma

¢(logm) = C M

onde I' é uma constante. Qual é o valor de I'? (b) Use esta IMF e calcule a
fracao de estrelas formadas na Galdxia com massas acima de 8 M. Considere os
limites observados das massas estelares dados por m; = 0.07 Mg e mgs = 150 M.
(c) Qual é a fragao de massa total contida nas estrelas? (d) Qual é a fracao de
massa total contida nas estrelas que formam nebulosas planetarias, considerando
que para estas estrelas 1 < m(Mg) < 87
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Solugao:

(b) N(> §) = J mror _ mh =
fnTZS miilnjr mg - m{

_ 1507135 87185 5922 x 1072

©150-135 —0.07-135 3623 x 10!

N(>8) = 1.635 x 1073

ms mdm T'+1 T'+1
fm mi-T _ Mg —m

(C)F(>8): ms mdm
fmi mld*F m£+1 - m{"‘l
15079-35 — 8—0.35 —3.098 x 1071
- - =0.131 13
150 035 — .07 035 9363 — 13%
8 mdm gr+1 _ I+1

o 1 mi—-T
(d) F(1<m <38) = [ mdm = 50T — 0,070+

mi mli-T

—0.517
= =0.21 — 22
—2.363 0-219 %
* x x

474. Considere a IMF definida por intervalo logaritmico de massa na forma

AN ¢

1
dlogmocm (1)

{(logm) =

e a IMF definida por intervalo de massa na forma ¢(m)

o) = o e )
(a) Mostre que ¢(m) = ! &(logm)

 m In10

(b) Mostre que a = 2.35 para I' = 1.35

Solugao:

(a) Temos
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De (1) e (3)
dN dN dN

Jlogm = T In10 = L In10 (4)

De (1), (2) ¢ (1)

Hm) = ——— €llogm) ~(5)

que ¢é a relagao procurada

(b) De (1), (2) e (5)

_ m _
m=* o —— ocm~ T+
m

a=I'+1, — a=235paral =1.35
* Kk *x

475. Considere a IMF de Maciel e Rocha-Pinto (1998) na forma

6
log &£(logm) = Z an(logm)”
n=0

Com os coeficientes dados na tabela abaixo

n an

1.557462
—0.879337
—0.574181
—0.311909
—0.186031

0.562851
—0.186622

S UL W N~ O

Supondo que esta IMF possa ser representada por uma lei de poténcias, qual seria
o expoente I' correspondente para m =1 Mg e m = 10mg 7

Solucgao:

Neste caso podemos escrever

E=Km™T

logé =log K — T logm
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dlog&(logm
i - s
—T'(m) = 22:0 nan,(logm)"~ ! = a; + 2as logm + 3 a3 (logm)?
+4 a4 (logm)? + 5 a5 (logm)* + 6 ag (logm)®
(1) ~a; ~0.88

['(10) ~a; +2a2+3as+4as+5a5+ 6ag >~ 2.01

*x kX %k

476. Considere a IMF definida por

dN _
x(m) = 2y XM

«

onde @« = I' + 1. Admita que o indice I' tenha uma variagdo com a massa das
estrelas dada pela tabela abaixo para os pontos A, B, C, D.

logm r
A —1.00 —-0.50
B —0.40 0.40
C 0.00 1.35
D 1.00 1.35

(a) Determine o valor da IMF para os 4 pontos A, B, C, D. Para calibrar a IMF use
a IMF das Hyades, mostrada na figura a seguir considerando o valor maximo, que
corresponde aproximadamente a logm = —0.4. (b) Inclua seus resultados para os
4 pontos na figura.

Solucgao:

dN _
x(m) = am ()

fazendo

y = log(dN/dm) + constante = —(I" + 1) log m
y(—0.4) ~ —3.00

Y. = Yy + constante

constante = y. —y = (—3.00) — (0.56) = —3.56
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N
L B ]
o)
o | Ay _ed o ]
+ [ ///. ® .'."\_kc ]
Ex L * ]
¢ N
z, N
T o[ LN B
ao | N
S N
© DF. -
L ! N
-2 —1 0 1
log m (Mg)

os resultados estao na tabela a seguir, incluidos na figura

log m m r —(T+1) Y Ye

A —1.0 0.1 -0.5 —-0.5 0.50 —-3.06

B —-04 0.4 0.4 —1.4 0.56 —-3.00

C 0.0 1.0 1.35 —2.35 0.00 —3.56

D 1.0 10.0 1.35 —-2.35 —-2.35 —-5.91
x * %

477. Para uma SFR como a de Schmidt (1959), Miller e Scalo (1979) obtiveram
a relacao
N
b(t) =5b0) |14+ —
0 =00 (1+ )

onde b(0) = [(1 — P)7]' e 7 = P/(1 — P), sendo P ~ 0.1 a razao atual entre a
massa interestelar (gds + poeira) e a massa total na vizinhanga solar. Mostre que
esta relacao satisfaz a condicao de normalizacao dada por

t1
/ b(t)dt =t
0

Solucgao:
t1 t1 " -2 t1 " -2
I:/ btdt:/ bO{l—l——] dt:bO/ {1—1——} dt
wwa= | o)1 O | e
t dt
r=1+-— dr = —

t17' tlT
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1+1/7 21 1+1/7
I =0b(0)t 7‘/ x2dr =b(0)t, T {—1}
o1

| }:b(o)ﬂ&l[l— ! }

[ 1+ 1+1/7
1/7 b(0) t
T“LH/J 1+1/1r
1-P
= (1—P)T1+(1—P)/Pt1:(1—P)PPt1:t1
*x Kk K

478. A correlagao entre a SFR e a densidade superficial do gas em galdxias normais
e galaxias starburst encontrada por Kennicutt (1998) pode ser escrita

SFR~25x10"* 5 *

onde a SFR estd em My kpe 2ano! e a densidade ¥, estd em Mg /pc?. As
galdxias A e B tém densidades de gas dadas por ¥4 = 10 Mg /pc? e Xp =
10* Mg /pc?, respectivamente. (a) Qual é a SFR destas galdxias em unidades
de Mg pc=2 Gano '? (b) Compare o resultado em (a) com a taxa média atual da
Galaxia, que é da ordem de SFR ~ 5 Mg pc—2 Gano™!. Alguma das galdxias A e
B pode ser considerada como starburst?

Solucgao:
—4 1.4 3 Mo
(a) SFRA=(25x107%) (107%) =6.28 x 1077 ——5——
kpc” ano
SFRp = (2.5 x 107%) (10")"* =9.95 x 10 —;
kpc® ano
My Mg _ 103 Mo
kpc?ano 10002 pc? 10~9 Gano pc? Gano
Mg

SFRp ~6.28 —————

A pc2 Gano

M,
SFRp ~9.95x 10* ——2
pc? Gano

SEFR, 6.28
b ~
(b) SFRq 5
SFRp _ 9.95 X 104
SFRa — 5

~1.3

~ 2 x 10* — starburst
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479. Em um estudo da taxa de formagao estelar em galdxias Kennicutt (1989)
encontrou que a densidade limite para formacao estelar em uma galdxia é Xy ~
4 Mg /pc?. (a) Qual é a densidade de coluna de H (Ng) (em cm™2) correspondente
a este valor? (b) Supondo que o H estd concentrado em uma nuvem com densidade
nyg ~ 10em™3, qual seria a dimensao tipica desta nuvem (em cm e em pc)?

Solucgao:
(8) Ny = = Mo (1.99 x 10%3) g x H pc?
A= 20 562 My (1.67 x 10-24) g (3.086 x 1018)2 cm?
1.99 x 1032
Ny = 99 x 10 Si=1.25 x 1020

(1.67 x 10-24) (3.086 x 10'8)2

Ny ~ 5.0 x 1029 cm—2

(b) N~nlL
N 5x10%
L:—:Xizf)xlolgcm:mpc
n 10

*x kX %k

480. A taxa de formacao estelar na regiao entre as distancias galactocéntricas
R =0e R = 10kpc é da ordem de logX¥spr =~ 0.6, onde Ygpr é dada em
Mg pc=2 Gano~'. Qual seria o valor correspondente da taxa de formacéo estelar
em Mg /ano nesta regiao?

Solugao:
Ysrr ~ 1006 ~ 4.0 Mg pc—2 Gano ™
S =mR?=(3.14) (10%)? = 3.14 x 108 pc?

M, Gano
Sepp =% ~ (4. o 14 x 10% pe?
SR SFR S ( 0 pc? Gano) (109 ano) (814> 107pc™)

spr =~ 1.26 My /ano
x x *x

481. A figura abaixo mostra diversas possibilidades sugeridas na literatura para
a variagao temporal da taxa de formagao estelar. (a) Suponha que a Galaxia teve
uma taxa de formagao estelar essencialmente constante, desde ¢t = 0 até t = tg,
sendo tg a idade da Galaxia, cerca de 13.6 Ganos. Qual das SFR mostradas
na figura seria mais adequada para descrever esta evolugao? (b) Suponha agora
que, entre as épocas tg/5 e 4tg/5 houve uma queda de matéria (infall) causada
pela captura de uma galaxia do Grupo Local. Qual das SFR da figura seria mais
adequada para descrever esta nova situagao?
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N
ol
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o
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t/t
Solucgao:
(a) Curva c, (b) curva f
*x * x

482. A evolucao da metalicidade galactica média com o tempo, conhecida como
relacao idade-metalicidade, pode ser escrita de maneira aproximada como

B
Fe/H] ~ A — ———
[Fe/H C+t

onde A = 0.68, B = 11.2Gano, C' = 8 Gano, e o tempo t estd em Gano (Rana
1991). Estime a idade média e o intervalo de idades correspondente para uma
estrela com [Fe/H] = —0.2dex, considerando (a) a dispersao o[Fe/H] ~ 0.26 dex
de Edvardsson et al. (2000) e (b) a dispersao média o[Fe/H] ~ 0.13 dex de Rocha-
Pinto et al. (2000). Considere a idade da Galdxia como 13 Ganos.

Solugao:

(a) Da relacao de Rana t,, ~ 4.73 Gano
o intervalo de ¢ é

1.82 < t(Gano) < 10.0
aidade é I =tg —t

portanto

I, =13.0 — 4.73 = 8.27 Gano

3.0 < I(Gano) < 11.2

(b) Neste caso t,, ~ 4.73 Gano

o intervalo de t é
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3.09 < t(Gano) < 6.93
I,, =13.0 — 4.73 = 8.27 Gano
6.07 < I(Gano) < 9.91

* Kk %

483. O aglomerado estelar das Hyades tem metalicidade dada por [Fe/H] >~ 0.13.
Considere a relagao idade-metalicidade do exercicio anterior e determine qual seria
a idade aproximada do aglomerado. Considere a idade da Galdxia como 13 Ganos.

Solucao:

Da relagao do exercicio anterior

B
— ~ A — [Fe/H
C+i [Fe/H
B
Ot~ R/
t ~ B - C 11.2 — 8 ~ 12.36 Gano

A—[Fe/H] =~ 0.68_0.13
idade I ~13.0 —12.36 ~ 0.64 Gano

*x Kk %

484. Uma relacao idade-metalicidade aproximada para as estrelas do disco fino,
disco espesso, halo e bojo galdcticos estd mostrada na tabela abaixo (Gibson et
al. 2003). Faga um grafico da metalicidade [Fe/H] em funcao da idade de acordo
com os dados da tabela. Assinale a posicao do Sol neste grafico.

Idade (Gano) [Fe/H]

Halo 14 —1.78
Disco espesso 11 —0.78
Disco fino 6 —0.14
Bojo 10 0

Solugao:
O gréfico esta a seguir. Na posi¢ao do Sol temos

[Fe/H| =0, idade I = 4.5 bilhoes de anos



Parte 5 - Evolugao Quimica ... ..ttt ittt i e i e e e 322

0
ST
- Sol B
o + [ -
.\DF
10 RN
——_— - ]
g > <, DE
L b
= b \ —
\
) \
TF N\ H 7
®
C‘\‘ | | L
0 5 10 15
idade (Gano)
* X %k

485. Uma determinacao aproximada da relacao idade-metalicidade pode ser es-
crita
[Fe/H] = ag + a1 t + ay t* 4 ag t3 + ay t*

onde ag = 0.19833, a; = 0.00991, as = —0.02318, a3 = 0.00410, ay4 = —1.40361 x
1074 et é a idade em Gano. (a) Considerando uma dispersao da ordem de 0.20
dex, qual seria a metalicidade para o Sol, com idade de 4.5 Gano? (b) Qual seria
a metalicidade esperada para uma estrela com idade de 10 Gano?

Solucgao:

(a) Para t = 4.5 Gano, obtemos

([Fe/H]) ~ 0.00

—0.20 < [Fe/H] < 0.20

(b) Para t = 10 Gano, obtemos

([Fe/H]) ~ —0.30

—0.50 < [Fe/H] < —0.10

*x ok x

486. Abundancias médias de oxigénio €(O) = log(O/H) + 12 em nebulosas plane-
tarias do disco galactico localizadas em diferentes distancias galactocéntricas R e
com idades tipicas estdo dadas na tabela a seguir. (a) Use estes dados e estime uma
relagao idade-metalicidade (AMR) na forma [Fe/H] = f(t) para a vizinhanca solar,
admitindo Ry = 8.0kpc. Adote uma calibracao [Fe/H] = f(O/H) correspondente
aos valores solares, €(0O) ~ 8.7 e ¢(Fe) ~ 7.5, e admita a idade da Galdxia como de

13 Gano. (b) Faca um grafico de [Fe/H] em funcao do tempo, inclua seus resultados
da letra (a) e também a relacdo média de Rana (1991) definida no Exercicio 482.
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idade €(0) €(0) €(0) tempo  [Fe/H]
(Gano) 4.0kpc 8.0kpc 12kpc (Gano)

1 9.10 8.80 8.50 12 0.10
2 9.05 8.75 8.45 11 0.05
3 9.00 8.70 8.40 10 0.00
4 8.90 8.60 8.30 9 —-0.10
5 8.80 8.50 8.20 8§ —0.20
6 8.70 8.40 8.10 7 =030
7 8.60 8.20 8.00 6 —0.50
8 8.50 8.10 7.80 5 —0.60

Solucgao:
(a) Definindo

npe _Fe mo _ O
B H

nyg H, nyg

com a calibracao adotada temos

Fe O
"o g

107512 — }. 108712
k= 0.063, logk = —1.20

log (Fe/H) = log k + log (O/H)

[Fe/H] = log k + log (O/H) — log (Fe/H), = —1.20 4 ¢(0O) — ¢(Fe)q
[Fe/H] = ¢(0) — 8.70

Os resultados estao nas duas tltimas colunas da tabela. A coluna 5 mostra
o tempo t = 13 — idade, e a coluna 6 os valores calculados de [Fe/H]

(b) O gréfico estd a seguir, incluindo a relacao de Rana. O acordo é bom para
metalicidade solar e pobre para as metalicidades mais baixas, provavelmente
pelo erro nas idades.
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VINCULOS OBSERVACIONAIS

487. Considere a distribuicao de metalicidades do disco galactico dada nas duas
primeiras colunas da tabela a seguir (Rocha-Pinto e Maciel 1996), onde sao dadas
as fracoes de estrelas N/Ny,: em fungao da metalicidade [Fe/H]. (a) Obtenha a
distribuicdo cumulativa de metalicidades S(Z) em fungao de Z/Z;, onde Z; é a
metalicidade atual, admitindo que Z ~ 600 (ng./nu) = (F/H), tomando e(Fe) =
7.5 e Zy ~ 0.028. Faca um grafico de S(Z) em fungao de Z/Z;. (b) O resultado
obtido com o modelo simples pode ser expresso pela relacao

onde p; ~ 0.10 é a fragao de gas atual. Obtenha a distribuigdo esperada para
—1.2 < log(Z/Z1) < 0 e inclua seus resultados no grafico.

Solugao:
Temos

[Fe/H] = log(Fe/H) — log(Fe/H)

log(Fe/H) = [Fe/H] + log(Fe/H)o, = [Fe/H] — 4.5
Como Z = 600 (Fe/H) temos

Z 600 600
Z = " (Fe/H)= —— (Fe/H) = 2.14 x 10* (Fe/H
7, = 7, \Fe/H) = gog (Fe/H) x 107 (Fe/H)
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[Fe/H] N/Niot log Z/ 7, S(Z)
—1.2a —-1.1 0 —1.37a —1.27 0

—1.1a-1.0 0 —1.27 a —-1.17 0

—1.0a —0.9 0 —1.17 a —=1.07 0

—0.9a —-0.8 0.0104 —1.07 a —0.97 0.0104
—0.8a —0.7 0.0209 —0.97 a —0.87 0.0313
—0.7a —0.6 0.0279 —0.87 a —0.77 0.0592
—0.6 a —0.5 0.0523 —0.77 a —0.67 0.1115
—0.5a —0.4 0.0732 —0.67 a —0.57 0.1847
—0.4a —0.3 0.0941 —0.57 a —0.47 0.2788
—0.3 a —0.2 0.1951 —0.47 a —0.37 0.4739
—0.2 a —0.1 0.1568 —0.37 a —0.27 0.6307
—0.1 a 0.0 0.1429 —0.27 a —0.17 0.7736
+0.0 a +0.1 0.1274 —0.17 a —0.07 0.8990
+0.1 a +0.2 0.0766 —0.07 a 4+0.03 0.9756

+0.2 a +0.3 0.0209 +0.03 a +0.13 0.9965
+0.3 a +0.4 0.0035 +0.13 a +0.23 1.0000

desta relacao podem ser obtidos os resultados da coluna 3 da tabela.
A coluna 4 pode ser obtida somando cumulativamente os dados da coluna 2.
O gréfico esta a seguir.

0

2 _

©L modelo _
- O
= simples |
0p]

n S(Z) [col. 4] |

N

o | _ B

@) oo ‘

—1 -0.5 0

log (Z/Zl)

(b) A solugao para o modelo simples estd mostrada na figura. O modelo
simples superestima o ntimero de estrelas de baixa metalicidade.

* Kk %
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488. A figura abaixo mostra esquematicamente a relagao entre a razao [O/Fe| em
fungao da metalicidade [Fe/H] para a vizinhanca solar, bojo e Nuvens de Maga-
lhaes. Como vocé poderia explicar as principais diferencas observadas entre essas
trés regioces?

[0/Fe]

Solucao:

e A formacao estelar foi mais rapida no bojo do que na vizinhanca solar

e A formacao estelar foi mais lenta nas Nuvens do que na vizinhanca solar
e A razao [O/Fe| permanece alta no bojo mesmo para metalicidades altas
e Nas Nuvens [O/Fe] torna-se solar para metalicidades abaixo da solar

e O bojo tem [O/Fe| mais altas que a vizinhanga solar, pois se formou logo
apds as primeiras supernovas de tipo II terem espalhado oxigénio

e Nas Nuvens a formagao de estrelas foi mais gradual, de modo que a maior
parte das estrelas tem um maior contetido de Fe, ou menor [O/Fe]

e A vizinhanca solar forma um caso intermediario entre o bojo e as Nuvens
* Kk ok
489. Um modelo de evolucao quimica da Galaxia produz uma relagao entre a
razao [O/Fe| e a metalicidade [Fe/H] dada por
[O/Fe] = ag + a1 [Fe/H] + ay [Fe/H) + a3 [Fe/H)?

onde ag = 0.03442, a; = —0.56544, as = —0.23052 e ag = —0.03131. Uma estrela
do halo tem [Fe/H] = —3.0 e [O/Fe] = 0.60, enquanto que uma estrela do disco
fino tem [Fe/H| = 0.0 e [O/Fe] = 0.0. Qual destas estrelas é melhor representada
pelo modelo de evolugao quimica?

Solucgao:

Os valores calculados de [O/Fe|. estdo na coluna 4 da tabela a seguir.
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para a estrela do halo

AlFe/H] = 0.50 — 0.60 ~ —0.10
para a estrela do disco
A[Fe/H] = 0.03 — 0.00 ~ 0.03

a estrela do disco é melhor representada.

estrela [Fe/H] [O/Fe] [O/Fe].

halo -3.0 0.60 0.50

disco fino 0.0 0.0 0.03
*x x ok

490. A figura a seguir mostra a relagao [O/Fe] x [Fe/H] para algumas estrelas
da vizinhanca solar na Galdxia (Gratton et al. 2003). Considere os objetos que
tenham metalicidade [Fe/H] ~ —1. (a) Qual é a razao [O/Fe| para estas estrelas?
(b) Considerando que a abundancia de Fe no Sol é e(Fe)g = log(Fe/H)n+12 = 7.5,
qual é a abundancia de Fe nas estrelas consideradas, e(Fe)? (c) Qual é a abundancia
de oxigénio destas estrelas, €(O) 7 Considere a abundéancia de oxigénio do Sol como

— T T T T T T T T T

° e
Sroe % o,% e 7
[ ] .‘.‘ .‘
°
E o F F 4 o..‘ ‘.‘o B
E <~ ." o" [ ] B
— o e® " e o

o~ e ©®
o o ® B

°

o \ \ ‘
-3 -2 —1 0

Solugao:

(a) 0.75 > [O/Fe] > 0.32 — (|O/Fe]) = 0.54

(b) [Fe/H] = log(Fe/H) — log(Fe/H) = e(Fe) — e(Fe)
e(Fe) = e(Fe), + [Fe/H] = 7.5 — 1.0 = 6.5

(¢) [X/H] = [X/Fe] + [Fe/H]

[O/H] = [O/Fe] + [Fe/H] ~ 0.54 — 1.0 ~ —0.46
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[O/H] = log(O/H) —log(O/H)o = €(0) — €(0)
€(0) = €(0), + [O/H] ~ 8.7 - 0.46 ~ 8.24

*x Kk %

491. Considere uma calibracao para a relagao entre as abundancias de O e Fe
relativas ao Sol para a vizinhanca solar na forma

[O/H] = 0.5 [Fe/H]  [Fe/H] > —1.2

[O/H] = [Fe/H] + 0.6  [Fe/H] < —1.2

(a) Use essa relagdo e obtenha uma relagdo entre a metalicidade [Fe/H| e a
abundancia de oxigénio por nimero de dtomos, ¢(O) = log(O/H) + 12. Adote
o valor €(O)s ~ 8.70 para a abundancia solar de oxigénio. (b) Nesse caso, qual
seria a relagao entre a abundéancia relativa de [O/Fe] e a metalicidade [Fe/H]? Faca

graficos de [Fe/H] em funcao de €(O) e de [O/Fe] em fungao de [Fe/H].
Solugao:
(a) [Fe/H] = A+ B €(0)
[Fe/H] = 2[O/H] = 2 [log (O/H) —log (O/H) ]
[Fe/H] = 2 [log (O/H) + 12] — 2[ log (O/H),, + 12]
[Fe/H] = 2 €(O) — 2 €(0),
A=-2 €<O)® = —2x8.7=-17.40 B =20
[Fe/H] = —17.40 4+ 2 ¢(O) para [Fe/H] > —-1.2 (1)
[Fe/H] = [O/H] — 0.6 = ¢(O) — ¢(O),, — 0.6
[Fe/H] = —8.7 — 0.6 + ¢(O)
[Fe/H] = —9.3 + €(0O) para [Fe/H] < —-1.2 (2)
(b) [O/Fe] = C + D [Fe/H]
[O/Fe] = log (O/Fe) —log (O/Fe), = 1log O — log Fe — log O, + log Feg,
=log O — logH — log Fe + logH — log O, + log Hg + log Fe, — log Hp
= log (O/H) —log (Fe/H) —log (O/H), + log (Fe/H)
isto é
[0/Fe] = [O/H] — [Fe/H]
portanto

[O/Fe] = —0.5 [Fe/H] para [Fe/H] > —1.2 (3)



W. J. Maciel: 500 Exercicios Resolvidos de Astrofisica . ... ... ittt eenneens

[O/Fe] = [O/H] — [Fe/H] = [Fe/H] 4+ 0.6 — [Fe/H] = 0.6
[O/Fe] = 0.6 para [Fe/H]< —1.2 (4)

A I — T T N —— T

[Fe/H]
—1

[0/Fe]
0

[

o T \ B — [
| - L
[
|

P"?"“‘\““\““’ [ N B
7 8 9 10

log(0/H) + 12 [Fe/H]

* Kk %

492. A figura a seguir, a partir de dados de Bensby et al. (2005) mostra abundan-
cias de [Mg/Fe] em fungao da metalicidade [Fe/H] para estrelas do bojo (circulos),
disco espesso (triangulos) e disco fino (cruzes). As estrelas 1,2 e 3 tém abundéancias
de [Fe/H] e [Mg/H] dadas na tabela a seguir. Inclua estas estrelas no grafico e
indique a que populacoes devem pertencer.

- ]
=
<
ol
=)

| 1

[Fe/H]

estrela [Fe/H] [Mg/H] [Mg/Fe|.
1 0.0 0.0 0.0
2 0.0 0.3 0.3

3 -1.0 —-0.7 0.3
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Solugao:
As abundancias de [Mg/Fe] das estrelas estao a iltima coluna da tabela
[Mg/Fe] = [Mg/H] - [Fe/H]

pela posigao no gréfico, a estrela 1 deve estar no disco (fino/espesso),
a estrela 2 no bojo, e a estrela 3 pode estar no bojo/disco espesso

* Kk *
493. A variacao da densidade de gas atomico pode ser colocada na forma
lOgEat = Qg —|—CL1R—|—CL2R2 +CL3R3

valida no intervalo 4 < R (kpc) < 15, onde os coeficientes sdo ag = —0.88379,
a; = 0.63848, as = —0.06334 e az = 0.00187, e as unidades sao M /pc?. (a) Qual
é a densidade de gés atomico, dada em My /pc?, na distancia galactocéntrica
do Sol, adotando Ry = 8.5kpc? (b) Admita que esta densidade é vélida para a
vizinhanca do Sol, e que o disco tem uma espessura h = 300 pc. Qual é a densidade
de gés nesta regiao, dada em ntimero de 4tomos de H por cm?3?

Solucgao:
(a) Para Ry = 8.5kpc, log¥,¢ ~ 1.12
Yot = 10112 ~ 13.18 M /pc?

(13.18) (1.99 x 1033)

Yat = GO x 10z = 2.75 x 107°% g/cm
Yat (2.75 x 1073) .
b) 7t = = ~18H
(b) mar = ™ (300 x 3.00 x 1075) (167 x 10-21) fem
*x k%

494. Um ajuste para a densidade superficial de massa total no disco galactico
(Mg /pc?) pode ser escrito como

o = 09 e~ (R—Fo) (1)

onde o¢g = 54 My /pc?, a = 0.269kpc™! com Ry, = 8.5kpc. Este ajuste pode
também ser escrito na forma

o = o e T/ Ha (2)

onde definimos a constante o. e a escala de altura R;. Quais seriam os valores
correspondentes de 0. e Ry para o ajuste (1)?
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Solugao:

Igualando as densidades

or = 0 e—a(R—RO) = 00 e—aR—l—ozRo = 0p eozRo e—ozR =0, e—R/Rd
portanto
0. = 0g e ~ 531 M, /pc?
1
o= —
Ry
1
R;=— ~3.Tkpc
«
* X x

495. Os gradientes radiais de O/H e Fe/H podem ser escritos como
E(X) =Ax +Bx R

onde Ap = 9.26, Bpo = —0.055 dex/kpc, Ap. = 8.09 e B, = —0.060 dex/kpc.
Obtenha uma expressao para a abundancia de Fe/H em funcao da abundéancia
de O/H. Com base neste resultado, vocé pode concluir que o oxigénio é um bom
indicador de metalicidade, assim como o Fe?

Solucgao:
6(0) =Ao+Bo R
€(Fe) = Ape + Bre R

_€0) - Ao
f=——p
0O)—A Bpe €(O Br, A
e(Fe) = Ap. + Bre E()B’ioo — Ape + FBZ( ) FBO 0
_ BF@ AO BFe
e(Fe) = lAFe By ] + [BO} €(0)

que pode ser escrita
e(Fe) = a+ 5 €(0O)
(—0.060) (9.26)

— 8.00 — ~ 201
“ (—0.055)
—0.060
= ~ 1.
P= 0055 =109

ver grafico a seguir
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Sim, O/H varia linearmente com Fe/H (in lockstep)

496. Suponha que o gradiente radial de oxigénio medido para as nebulosas fo-
toionizadas da nossa Galédxia seja dado por ¢(O) = a + bR, onde a = 9.5dex,
b = —0.05dex/kpc e R é a distancia galactocéntrica em kpc. O gradiente de Fe
pode ser medido em estrelas e aglomerados, com o resultado [Fe/H] = ¢+d R, onde
¢ = 0.5dex e b = —0.08 dex/kpc. Faca uma grafico das abundancias de oxigénio
€(O) e de Fe €¢(Fe) em fungao da distancia galactocéntrica para 2 < R < 15kpc.
Onde esta localizado o Sol neste gréafico?

Solucgao:

Para o Fe temos

[Fe/H] = €(Fe) — e(Fe)q

¢(Fe) = ¢(Fe)o + [Fe/H =754+ 0.5 —-0.08 R =8 — 0.08 R
o grafico esta abaixo, adotando para o Sol

€(0) ~ 8.7, e(Fe) ~ 7.5, R~ 7.6

[@N]
2 €0) Sol 2
ol G(Fe)\
@ = —
| | | |
0 5 10 15
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497. Supondo que o gradiente radial de abundancia na Galdxia seja linear, a
abundancia de um elemento X a distancia galactocéntrica R pode ser escrita como
€(X) = a+b R, onde €(X) estda em dex e R em kpc. O gradiente de oxigénio medido
pelas regioes HII é aproximadamente dlog(O/H)/dR ~ —0.040 dex/kpc (Stasiriska
(2000). Adotando o valor para a abundancia de oxygénio no Sol ¢(O)s = 8.70,
quais seriam os valores das constantes a e b7 Considere a distancia do Sol ao
centro da Galdxia como Ry = 7.6 kpc. Comente seu resultado.

Solugao:

Admtindo que o Sol estd no plano galictico, e que sua abundancia de O
é representativa da abundancia interestelar em Ry, temos

b = —0.040 dex/kpc
a=e(X)—bR=e(Xp)— bRy =8.70 + (0.040 x 7.6) = 9.00 dex

*x Kk %

METODOS BASICOS - MODELOS

498. Vamos considerar um sistema fechado, sem queda de matéria (infall), com-
posto de um gas inicialmente pobre em metais. Admita reciclagem instantanea,
e que a massa total do sistema M estd inicialmente na forma de gés M, que a
IMF ¢ constante, de modo que a fragao retornada R e o yield y sao constantes no
tempo. (a) Obtenha uma expressao para a metalicidade Z em fungao da fragao de
matéria na forma de gas yu = My /M onde M = M, + M, e M, é a massa na forma
de estrelas. (b) Faca um grafico da metalicidade Z em fungao da razao p para o
intervalo 0 < p < 1 adotando y = 0.010. (c¢) Admita que o valor atual da fracao
de gas para a Galaxia seja u = pu; =~ 0.1. Qual seria o valor maximo alcancado
pela metalicidade Z7 (d) Obtenha uma expressao para a razao p e a metalicidade
Z em funcao do tempo e faca um grafico de Z x t, com t = t; para a época atual.

Solucgao:
(a) Neste caso a variagdo da massa de estrelas e de gds pode ser escrita
dM,

S = (1= R)$ (1)
dMg —
L ——(1-R)y (2

onde 1) é a taxa de formacao estelar. A variacao da metalicidade com o tempo
pode ser escrita

—ya-R)Y ()

considerando que dZ/dt = (dZ/dM,) (dM,/dt) temos

M,
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dZ My (dzZ/dt) y(1—R)v

M, = = - _
9aM, ~ (dM,/dt)  —(1-R)p '
dM,
dzZ = —y M,

considerando Zy = 0 e Myo = M temos

M M,
Z:ylnﬁg:yln/flzylnll—i—ﬁ] (4)

este é o chamado modelo simples de evolucao quimica da Galaxia.

(b) O gréfico esta a seguir. A medida que p decresce, a abundancia
dos elementos pesados aumenta.

0.02

0.01

Neste caso, para g ~ 0.1, temos Z ~ 0.02 com o valor dado para o yield.

(c
(d

MQ
/ dM, = —(1-R ¢/dt
Mgyo

Mg =M — (1-R)yt (5

com a definicao da fragao de gas p temos

)
)

Integrando a relacao (2) temos

M, (1= R) vt

= —= = 1 _——
h= o i (6)
adotando pu = pq parat =t

1—-R)Yt
pr=1-— U-Rjvh ]\4) v
M = (1-R)vi
L=
substituindo na relagao (6)
t

p=1=0=pm)— (7)

3]
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considerando as relagoes (7) e (4) obtemos

1
L—(1—p1)(t/t1)

a variacao temporal de Z estd mostrada na figura a seguir, que pode ser
comparada com a figura anterior.

Z =yl

0.02
T
|

0.01
T
|

o : \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t/t,

*x Kk %

499. Considere a evolucao quimica de um sistema semelhante ao do exercicio
anterior, mas incluindo um processo de queda de matéria (infall) em que o gas
ejetado pelas estrelas esta em equilibrio com a formacao estelar. Admita que o gés
do infall tem metalicidade nula. (a) Mostre que a metalicidade Z pode ser escrita
neste caso

Z=y(l—-e")

onde y é novamente o yield e o parametro v é definido como a razao entre a massa
acrescentada ao gas e a massa inicial M

M — M,
y=— "
My

(b) Faga um gréfico da metalicidade Z em fungao do parametro v considerando
os limites 0 < p < 1, onde i é novamente a razao da massa de gas para a massa
total. Considere y = 0.010 e p1 ~ 0.1

Solucgao:

(a) Neste caso a taxa de formagao estelar 1 fica

y=E+f

onde F é a taxa de matéria ejetada pelas estrelas e f a taxa de infall.

A variacao da massa de gas do disco é
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dM,
dt
ou seja, a massa de gas permanece constante. Nas condi¢oes dadas temos

E=Rqy

= Y+ E+[=0

de modo que

Yv=Ry+f
f=v(1-R)
a equacao para a variacao da metalicidade é
d(ZM
% =—Z(1-R)Yv+y(1-R)v+2Zs f
onde Zy ¢ a metalicidade do infall. Podemos escrever
d(ZM,) dM, az
=7 M. 22
dt a M
de modo que a variagao da metalicidade dZ/dt fica
dz
My—=W-2)A-R)o+Zs f=y-2+2;)1-R)Y
a variacao da massa de estrelas é como no exercicio anterior
dM,
—(1—
= =(1-R)Y
como dZ/dt = (dZ/dM) (dM/dt) e dM/dt = dM, /dt obtemos
az
considerando Z¢0 = 0 temos a equagao final
az
Mo =v =4

como M, = constante, a massa na forma de estrelas aumenta e a massa total
também aumenta. Considerando o parametro v

M —M 1
i R
M, 7
onde usamos a fragao de gas u. A solugao da equagao para Z é entao
Z=y(l—e")

que ¢é a relagao procurada.
(b) para p =1, M, -0, My = M,ev—0,2Z—=0
para pu — 0, v cresce indefinidamente e Z — y

para p — g ~ 0.1,y ~9, Z ~y
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5x107°

500. Considere novamente a evolucao quimica de um sistema com massa M, massa
de gds M, e massa em estrelas M,, com formacao estelar a uma taxa 1, sendo F
a taxa de gas ejetada pelas estrelas. O sistema sofre infall a uma taxa constante
[, de material com metalicidade Zy. Neste caso, o infall nao estd em equilibrio
com o gas processado nas estrelas (formagao estelar e ejecdo de matéria), mas
corresponde a metade do gés envolvido nesses processos. Considere reciclagem
instantanea, de modo que ' = R, onde R é a fracao de retorno do gis. Admita
que inicialmente nao havia estrelas e que a metalicidade do gés era nula. (a) Quais
sao as condicoes iniciais envolvendo M, M,, M,, as metalicidades Z e Zy e a fracao
de gas u? (b) Como a massa de gés varia com o tempo? (c) Obtenha uma equagao
diferencial para a metalicidade Z em funcao da massa total M. (d) Obtenha uma
solucdo analitica para a equac@o encontrada em (c). Considere que Zy = 0 e que
a massa associada ao infall é pequena com relacao a massa original do sistema,
ou seja, ft < My. Qual é o valor esperado de Z para a fracao de gas atual da
Galaxia, p ~ 0.10? (d) Faga um gréfico da metalicidade Z em fungao da razao de

gas .
Solugao:
(a) As condigoes iniciais podem ser escritas como
M =My, M,=M,=0, My=My=DMy, Z=2Zy=0,
Zy=Zsy, p=DMg/M=Mgy/My=1
(b) A variacao da massa total M é
dM/dt = f (1)

a variacao da massa em estrelas é dada por

O —4-B=y-Ro=(0-R)y (2)

para a variacao da massa de gds M, temos
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O Gt Bt =0t RO+ f=—(1-R)o+] (3
para variagao da metalicidade podemos escrever

WMD) z0-muwsyQ-Rv+27 @)
portanto

My 2y Ryt Z-2) )

a hipdtese bésica pode ser escrita como
b-F=y-Ry=2f
(1-Ryyp=2f

_(-R)Y
f=520

usando (3) e (6) temos

dM,
=2+ =1 (D

integrando

M, t
/ m%z—ﬁ/w
My 0

Mg = Mgo— ft (8)

que é a variacao da massa de gas com o tempo. Temos
f>0, t>0, My;< My — M, diminui

(c) A variagao dZ/dt fica

az  dZ dM  dZ

— = = 9
dt  dM dt dM ;o)
usando (5) e (9) temos

My f 92—y (- R) et (2 - 2) ]

dZ 2y (1—R)%

M = Ze— 7
9 dM (1-R)¢ +(2y = 2)
dz

que é a equagao procurada.

(d) com Zf =0 temos

dz

My 37

—2y—2 (11)
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podemos escrever a relacao procurada
Z=2y(l—e") (12)

onde usamos novamente o parametro v

M — My

=——— (1

v= S 13)

obtendo
M M M 1

V= —1=—"9 1~=-_1 14
MO MgMO U ( )

com a hipétese feita temos ft < My, portanto
Mg=Mg—ft=DMy—ft~ My
%2@2@21

My My My

os limites sao

u—1, v—=0, Z—-0

uw—0, v—o0o, Z—2y

w—0.10, v—=9, Z—=2y

o grafico esta a seguir

0.02
T
|
0.02
T

0.01
T
|
0.01
T
|

501. Estime a fracao R de matéria retornada ao meio interestelar pelas estrelas
admitindo que os remanescentes estelares conservam 90% da massa das estrelas, e
que a IMF para estrelas com massas m < 1 Mg é ¢(m) = a = constante. Considere
a massa limite m; = 1 M, e adote a = 0.1 M(gz.

Solugao:

R= [ =) 6(m) = [ (= 0.9 m) o) dm

mi mi
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R=01 /loom¢>(m) dm (1)

pela condicao de normalizagao
o0 1 o)

/0 m¢>(m)dm:/0m¢(m)dm+/1 m ¢(m) dm =1
00 1

/ m ¢(m) dmzl—/ m ¢(m) dm (2)
1 0

de (1) e (2)

R:0.1{1—/01m¢(m) dm} :0.1{1—/01amdm}

a

R=0.1 {1 - 5} =0.1 (1-0.05) = (0.1) (0.95) = 0.095

*x kX %k

502. No modelo padrao de Clayton (1985), com a aproximacao de reciclagem
instantanea, IMF constante e yields constantes a variagao temporal da massa de
gas M, pode ser escrita
dM,
dt

onde f(t) é a taxa de infall e w um parametro tipicamente da ordem de w ~
0.3 Gano '. Mostre que a solucio desta equacio pode ser escrita

=—wMy+f (1)

t /
M, =e [Mgo -I—/ ft) et dt'} (2)
0

Solucgao:

Para resolver a equacao (1) basta multiplicar pelo fator integrante e*?

dM
wt g wt wt
et —= +e M,=fe
g T eMe=g
que pode ser escrita
d w w
pr (M, e") = fe*t
integrando esta equacao

t
/ d(M, e*t) = / fet dt’
0

Mgewt t
Mg ewt :/ f(tl) ewt dtl
0

Mgo
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t
Mg ewt _MgO :/ fewt’ dtl
0
portanto
t
M, =e*" {Mgo + / Ft) et dt'}
0

que é a equacao (2)

* Kk %

503. No modelo padrao de Clayton a relagdo entre a massa de estrelas M, e de
gas M, pode ser escrita

M, B wfg(t/ZAyt e—wt'dt/
My () et

onde w, A e k sao parametros a serem definidos. Quais sd@o os valores da razao
M, /M, e da fragao de gas p para t = 5 Gano? Considere k =0, w = 0.3 Gano ™!
e A =1 Gano.

Solugao:

A razdo M,/M, fica

t —wt’ /
M, w [j e adt
o —wt
M, e
com a mudanca de variaveis

r=—wt, dr = —w dt

M, w fox e’ (—dz/w)

com os valores de w e t

X ~3.48
g

s
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a fracao de gas pode ser escrita
B 1

1+ (M. /M)

=~ 0.22

0

*x kX %k

504. No modelo padrao de Clayton para o disco galactico a metalicidade relativa
ao valor atual Z/Z; pode ser escrita como

Z  [t+A [t AT+ A (AT
Zy | A A A A

onde t; é a época atual e A e k sdo parametros, como foi visto no Exercicio 502. (a)
Esboge o grafico da metalicidade relativa Z/Z; em funcao do tempo. (b) Qual era
a metalicidade Z quando a Galaxia tinha uma idade de 5 Ganos? (c¢) Suponha que
a abundancia de oxigénio nessa época era €(O) = 8.5. Que fracdo da metalicidade
por massa Z era devida ao oxigénio? Adote a abundancia de He por nimero de
atomos He/H= 0.10. (d) Em que época ocorreu o méximo de infall? Adote os
pardmetros k = 2, w = 0.3Gano !, A = 1 Gano, t; = 13Gano, Z; = 0.028 e
Z¢ = 0 para a metalicidade do infall.

Solugao:

(a) Neste caso a metalicidade fica

Z  [t+1 (t+I1\ ] [+l (1]
Z, |1 1 1 1

Z () - () -1
1

Z 1 1

Z {(Hl)_ (t+1>2} 14-1/142

O resultado estd na figura a seguir. Como (¢ + 1) é geralmente muito maior
que 1/(t+1)2, o grafico somente se desvia de uma linha reta para t < 2 Gano.

—

©

Z/7,
0.4

0.2

Tempo (Gano)
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(b) Para t = 5 Gano, Z/Z; = 0.427 — Z =0.012

(c) Podemos escrever

Zo=fZ (1)

B 16 (O/H)
Zo = oMo =5 Ay 2
7 YoAing/ng (3)

T 1+ 4He/H+ > Ay n;/ng
> Aini/ng =Z+4(He/H)Z+ (> Avni/nu) Z
simplificando a notacao

SY(1—Z) = Z[1 + 4 (He/H)]

d = é [1 4 4 (He/H)]
com Z = 0.012 e He/H= 0.10 obtemos ) = 0.017
usando (1) e (2)
16 (O/H) = fZ [1 +4 (He/H) + 3 A;n;i/ngy)

16 (O/H)
= A Ao/ + 5 Ay g
com ¢(0) = 8.5, (O/H) = 3.16 x 1074

()

obtemos
f>~0.30, Zo ~0.0036

(d) No modelo padrao com infall continuo a taxa f(t) pode ser escrita

k—1
t+ A
t) = — e vt
1= o5
onde fy é a taxa inicial. Para obter a época do maximo t,;, temos

ftum) = {dfd—(;)LM =0

de modo que

k1
ty=———A
w

neste caso
2—1

ty = o3 1 ~ 0.3 Gano
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505. No melhor modelo de acréscimo de Lynden-Bell (1975) podemos definir a
razao s entre a massa na forma de estrelas M, e a massa inicial de gas My e a
razao g entre a massa de gds M, e a massa inicial de gas M,y de modo que

o= (- 5)(- )

onde M ¢ a relacao entre a massa total final My e a massa inicial de gas M.
Considere este modelo e faga um gréfico para a variagao da massa de gas g(s) com
a razao s. Use os valores M =5, M =10 e M = 20.

Solucgao:

Os resultados estao na tabela e figura a seguir

S gs S g10 S 920
0 1.00 0 1.00 0 1.00
1 1.44 2 2.24 4 3.84
2 1.56 4 2.76 8 5.16
3 1.36 6 2.56 12  4.96
4 0.84 8 1.64 16 3.24
5 0.00 10 0.00 20 0.00
[€@]
M=20
<+ L |
ap
M=10
(\‘ — —
M=5
o Lo Loy T R
0 5 10 15 20
S
* K %

506. No modelo analitico para a evolugdo quimica do halo (cf. Pagel 1997, 2009),
a variacao com o tempo da metalicidade para elementos de pronta producao pode
ser escrita

Z =ywt
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onde y é o yield e w é uma constante de proporcionalidade tal que a massa s na
forma de estrelas tomada com relacdo & massa inicial do halo é ds/dt = w g, sendo
g a massa de gds. (a) Mostre que para o oxigénio esta relagdo pode ser escrita

[O/H] = log Zyé?(%) +logwt

onde y(0) é o yield do oxigénio e Z5(0) é a abundancia de oxigénio no Sol. (b)
Para os elementos que tém producao “atrasada”, a relagao acima ainda pode ser
adotada, admitindo reciclagem instantanea. Estime os valores de [O/H] e [Fe/H]
para wt ~ 0.5, adotando y(0)/Z5(0) = 0.8 e y(Fe)/Zs(Fe) = 0.25.

Solugao:

(a) Temos

[O/H] = log(O/H) —log(O/H)e (1)

da solugao do modelo

Z(0) =y(O)wt (2)

adotando Z(0O) = ko (O/H), temos Z(O) = ko (O/H),,  (3)

(1) e (3)

Z(0)

O/H] = log 2L9) _ 154 Z2(0)
ko ko

=log Z(0) — log Z(0)
usando (2)
[O/H] = logy(0O) 4 logwt — log Z(O)
e YO)
[O/H] = log 700 +logwt

que é relagao desejada

(b) Para o oxigénio temos

[O/H] ~ log 0.8 + log 0.50 ~ —0.10 — 0.30 ~ —0.40
para o ferro

[Fe/H] ~ log 0.25 + 1og 0.50 ~ —0.60 — 0.30 ~ —0.90

*x Kk %

507. Considere um modelo “didatico” simples para a evolucao quimica galactica
supondo que desde o inicio da formacao da Galaxia em t = 0, as estrelas estejam
evoluindo de forma que o aumento na abundancia Z dos elementos pesados seja
constante, ou dZ/dt = C, onde C é uma constante a determinar. (a) Obtenha
uma expressao para a variacao de Z com o tempo. Admita que Z = Z; = 0.028
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em t = t; = 13Gano. (b) Admita uma relacdo entre a metalicidade Z e as
abundancias por nimero de dtomos do elemento X na forma Z = kx (X/H).
Adote Z = Zy = 0 em t = 0, o valor global solar Z = 0.0142 e as abundancias
solares de O e Fe, ¢(O) = 8.69 ¢ ¢(Fe) = 7.50 e determine as constantes ko e
kre. (c) Obtenha relacoes para as abundancias relativas ao Sol [O/H] e [Fe/H]
em fungao da metalicidade. Como fica a relagao para [O/Fe]? (d) Considere que
a producao de Fe sofre um atraso com relagao ao oxigénio, uma vez que o Fe é
produzido principalmente pelas supernovas de tipo Ia, formadas por estrelas de
massa intermedidria, com tempos de vida mais longos. Admita que kg, ~ 1420
para [Fe/H|] < —1 e que kpe = —216 t + 1874 para [Fe/H| > —1, enquanto que
ko ~ 29 = constante. Faga grafico das relagoes [Fe/H| xt e [O/Fe| x [Fe/H].

Solucgao:

(a) Integrando a relacdo dada entre ¢t =0 e t, e escrevendo Z(t =0) = Z
z t

/ dZ:C’/ dt — Z=27y+C't

Zo 0

como Z1 = Zy + C't; temos

Zy — Zy
tq

com Zy = 0 temos

Z(t) = 0.00215¢ (1)

C:

(b) Com a definicao das constantes temos

kx = Z 10127<X)

onde €(X) = log X/H + 12. Com os valores de Z e das abundancias obtemos
ko ~ 29

kre ~ 450

(c) Da definigao de kx temos

log (X/H) = log {é}

[0/H] = log(O/H) — log(0/H)s = log{%} +3.31 (2)

[Fe/H] = log(Fe/H) — log(Fe/H)e = log {k:Z

Fe

} +4.50 (3)

[O/Fe] = [O/H] — [Fe/H] = log[IZZj] —1.19 (4)

(d) Para baixas metalicidades [Fe/H] < —1 a relacao idade-metalicidade
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[Fe/H]

[Fe/H] x t e a relagao [O/Fe] x [Fe/H] sao dadas por

[Fe/H| ~ logt — 1.32

[O/Fe] = log {’;;LO} ~1.19=0.5

Para as metalicidades mais altas, [Fe/H] > —1, tomando ¢ como parametro,
obtemos kg, pela relagdo dada; Z pode ser calculada por (1); [Fe/H] por (3)

e [O/Fe] por (4). Os resultados estao na tabela e figuras a seguir.

. Z [Fe/H| [O/Fd]
0.1 450  0.0002 —2.32 0.50
0.2 450 0.0004 —2.02 0.50
0.3 450 0.0006 —1.84 0.50
0.4 450 0.0009 —1.71 0.50
0.5 450 0.0011 —1.62 0.50
1.0 450  0.0022 —1.32 0.50
1.5 450  0.0032 —1.14 0.50
2.0 450 0.0043 —1.02 0.50
2.1 1420 0.0045 —1.00 0.50
2.5 1334 0.00564 —0.89 0.47
3.0 1226 0.0065 —0.78 0.44
4.0 1010 0.0086  —0.57 0.35
5.0 794 0.0108 —0.37 0.25
6.0 578 0.0129 —0.15 0.11
6.6 448 0.0142  +0.00 0.00
¢
2,
o L
‘2 | 4‘¥ 6 10 (‘D *‘2 *‘W
t (Gano) [Fe/H]
*x Kk Kk
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508. Considere o modelo “didatico” de evolugcao quimica do exercicio anterior.
Adote Zg = 0.015, €(O)g = log(O/H)g + 12 = 8.70 ¢ e(Fe)n = log(Fe/H)n +
12 = 7.50 para a composi¢ao quimica solar. (a) Nas relagoes Z = ko (O/H) e
Z = kpo (Fe/H), quais seriam os valores das constantes ko e kr.? (b) Considerando
um atraso na produgao de Fe tal que a razao [O/Fe| seja igual a 0.5 para [Fe/H]
< —1, qual seria o novo valor da constante kg, para [Fe/H] < —17

Solucgao:
Z 0.015
(a) O (O/ ) O (O/H) 108712 30
Z .01
Z ~ ke (Fe/H) —> ko — 0015 470

(Fe/H) ~ 107512

(b) [O/H] = log[%} +3.30

[Fe/H| = log [kZ

] + 4.50
Fe

[0/Fe] = [O/H] — [Fe/H]

temos

[0/H] = [0/Fe] + [Fe/H] = (0.5) + (—1) = —0.5
Z =0.00475

ke ~ 1500

*x kX %k

509. A relacao [Mg/Fe| x [Fe/H] para uma amostra de estrelas do bojo mostra um
decréscimo continuo de [Mg/Fe| para metalicidades —1.0 < [Fe/H] < 0.0. Aplique
o “modelo didatico” do Exercicio 507 de acordo com o seguinte roteiro: (a) Estime
a constante kyig definida pela relacao Z = kv (Mg/H), adotando a metalicidade
global do Sol, Z = 0.0142 e o valor fotosférico da abundéancia de Mg, e(Mg) = 7.60.
(b) Considere o modelo em que a producao de Fe tem um atraso com relagdo a
producao de Mg, de modo que kg, nao é uma constante, mas depende do tempo.
Neste caso, como fica a relagdo para a razao [Mg/Fe] em fungao da metalicidade
Z?7 (c) Obtenha uma relacao [Mg/Fe] x [Fe/H] como uma fung¢ao implicita do
tempo. (d) Adote a relacdo kp. = 1874 — 216 ¢ no intervalo —1.0 < [Fe/H] < 0.0
e admita que Z = 0.00215¢, com ¢ em Gano. Obtenha a razao [Mg/Fe] para os
valores da metalicidade [Fe/H] = —1.0, —0.5 ¢ 0.0.

Solucgao:

Z
(a) kmg = Ng/H) (1)
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e(Mg) = log (Mg/H) + 12
0.0142

To76-12 ~ 357

(b) [Mg/H] = log (Mg/H) — log (Mg/H)e

de (1)

kavg =

log (Mg/H) = log {k—ig}

M) = 1o 2| = [e(vtg) - 12 ]

[e(Mg) - 12] =76—12=—44
©

[Mg/H] = log [k—ig} +44 (2)

(c) A relagao para [Fe/H] pode ser escrita (cf. Exercicio 507)

[Fe/H]zlog[kZ ] 445 (3)

Fe
de (2) e (3)
[Mg/Fe| = [Mg/H] — [Fe/H] = log Z — log kmg + 4.4 —log Z + log kpe — 4.5
portanto

[Mg/Fe| = log {];Fe—l\/g} —-0.1 (4)

(d) Usando a relagdo dada para Z e a equagao (3) eliminamos Z
[Fe/H] = log(0.00215) + logt — log kpe(t) + 4.5 (5)

logt = [Fe/H] + log kpo(t) — 1.83

t = 10[Fe/HI=183 ko (1) (6)

da relagao kpo(t) e a equagao (6) eliminamos t

216 t = 1874 — kpe(t)

1874 kpe(t) kre(t)
b= 216 216 = 8.68 216 (7)
(6) e (7)
kre(t) . (Fe/H]—1.83
8.68 — <5~ =10 ke (t)

1
kpo(t)|10Fe/HI-1:83 L~ | — g 68
re(?) * 216
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1
_ [Fe/H]—1.83
kpe(t) = 8.68 |10 o5l ©®

dado [Fe/H] podemos calcular kpe(t) por (8)
com kpe(t) podemos calcular [Mg/Fe] por (4)
t pode ser calculada por (7) ou (6) e Z pela relacao Z(t)

os resultados estdo na tabela a seguir (cf. Exercicio 492)

Fe/H] kp. [Mg/Fe] ¢ z

A —-1.0 1420 0.50 2.10 0.0045

B —0.5 933 0.32 4.36 0.0094

C +0.0 447 0.00 6.61 0.0142
* Kk Kk

510. Um modelo tedrico para o bojo obtem uma massa dinamica total de 1.8 x
101 M. (a) Admitindo que cerca de 20% desta massa ¢ de matéria escura, qual
seria a massa estelar do bojo? (b) Qual é a fracio da massa estelar da Galdxia
contida no bojo? (c) O modelo considera o bojo como uma caixa com as dimensoes
2.2x1.4x1.2 (kpc). Qual é a densidade de massa na forma de estrelas no bojo? (d)
Qual seria a densidade de massa estelar do bojo projetada sobre o plano, medida

em Mg /kpc??
Solugao:
(a) Mg = M, + M,
M, = Mg— M, = Myg(1-0.2) = (0.8) (1.8 x 10'9) ~ 1.4 x 10'° M
(b)f ~ j\\jg N 1.4]\><4G1010
considerando o intervalo
5.0 x 1010 < Mg (Mg) < 15 x 100
obtemos 0.10 < f < 0.30
() V~22x14x12~37kpc

1.4 x 1010
n~y —m———
3.7

(d) £ =nhy ~ (3.8 x 10%) (1.2) ~ 4.6 x 10° M, /kpc®

~ 3.8 x 10° Mg, /kpc?

*x kX %k
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