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Na década de 1970, o método dos elementos finitos foi lecionado pela primeira vez neste
Departamento de Engenharia de Estruturas pelos professores Carlos Alberto Brebbia (Universidade
de Southampton) e Walter Bosshard (ETH, Zurique). A primeira tese de doutorado, no Departamento
de Engenharia de Estruturas, sobre o emprego do método dos elementos finitos em estruturas, foi
defendida por este autor no ano de 1972. Depois, a partir de 1973, coube a este autor encarregar-se
dessa disciplina, primeiramente na pds-graduacdo, até 1993, e, logo em seguida, 1975, propondo e
ministrando a disciplina Introducdo ao método dos elementos finitos, optativa para a graduacao.

Tendo permanecido como Professor Colaborador Senior, desde a aposentadoria, 1993,
dentre outras atividades, ministra disciplinas optativas. Em uma delas (Complementos de Resisténcia
dos Materiais) hd um capitulo dedicado ao método da energia potencial total, em publicacdo
especifica. Tendo-se em vista a necessidade de preparar os alunos dos cursos de graduacao, de modo
gue tenham capacidade para utilizar os extensos recursos computacionais disponiveis para analise
estrutural, durante alguns anos o autor resolveu outros exemplos, supostamente adequados para
cativar e formar esses futuros profissionais. Dai resulta parte da coletdnea de exemplos apresentados
nesta publicacdo, complementada com material de Savassi, 1996. A intengdo é mostrar os aspectos
basicos do método da energia, de maneira detalhada e, inicialmente, somente restritos a sua
esséncia, sem referéncia a aspectos puramente operacionais (para computador). Como é sabido,
embora as primeiras propostas do método dos elementos finitos tenham surgido na engenharia
estrutural de forma um tanto intuitiva, posteriormente foi possivel demonstrar que podiam
enquadrar-se como aplicacdo do método da energia. Posteriormente, e até hoje, novas versdes
foram sendo desenvolvidas e aplicadas.

O método da energia potencial total estacionaria pode ser empregado, por via analitica, para
obter as equacgdes diferenciais regentes e suas condi¢cdes de contorno para um determinado tipo de
elemento estrutural. Porém, sua maior utilidade pratica reside na possibilidade de obtencdo de
solucBes aproximadas para as incognitas envolvidas (deslocamentos, quando for utilizado o processo
dos deslocamentos) sem necessidade de empregar as equacdes diferenciais. O procedimento
constitui o que se conhece como a versao classica do método dos elementos finitos.

E claro que as equagdes diferenciais podem também ser obtidas pela via classica de
abordagem local e, portanto, sob este ponto de vista, ndo haveria vantagem no emprego do método
da energia.

Esta publicacdo procura expor, com uso de elementos estruturais simples (tirantes, vigas), os
fundamentos do método e sua aplicacdo. A escolha de elementos estruturais simples, no inicio da
publicacdo, visa ndo envolver expressdes extensas nas varias etapas da apresentagdo. Também é util,
para os objetivos desta publicagdo, adotar essa escolha, porque se conhecem as solugdes analiticas
exatas e, por causa disto, mostrar como agir com o emprego do método aproximado para conseguir
solucBes aproximadas de boa qualidade, pois podem convergir para as respostas corretas.

Portanto, preliminarmente, e durante razoavel extensdo do texto, essas estruturas simples,
também chamadas elementos estruturais unidimensionais, serdo alvo de aten¢ao. De modo geral as
fungdes de aproximagdao empregadas para os deslocamentos sdo polindbmios algébricos de grau n.
Para facilitar a exposicao considera-se que um determinado tipo de elemento estrutural, para o qual
se admite uma fungdo de aproximac¢do com grau n definido, constituird um modelo. Serd mostrado
que a medida que se empregarem, para uma série de modelos desse tipo estrutural, sucessivamente,
polinbmios com n crescente, a resposta aproximada convergird para a analitica fechada. Note-se que
havera resposta, mesmo que o grau n seja inferior (obedecido certo minimo, dependendo do tipo de
solicitagdo a instalar no elemento estrutural) ao grau correspondente ao da resposta analitica. Nesse
caso, tem-se efetivamente uma resposta aproximada. Mostra-se também que, se n, for o grau do
polindmio que descreve a solucdo exata, a aplicacdo do método com a utilizacdo de polindmio com
grau maior do que n, dara resposta com valores nulos para os coeficientes dos monémios que
tenham n > n,. Isso estabelece um “critério de parada”, dentre outros possiveis, conforme sera
visto.

O fato de permitir obtencao de respostas aproximadas que podem convergir para a resposta
exata constitui uma das caracteristicas de maior utilidade do método dos elementos finitos, porque
no caso de estruturas bi e tridimensionais (chapas, placas, cascas, blocos) raramente sdo conhecidas
respostas analiticas fechadas. Entdo, nesse caso, somente solugdes aproximadas serdo passiveis de



procura, com a subdivisio em subdominios (elementos finitos) e a ado¢do de func¢des de
aproximacao, do tipo polinémios algébricos. E o procedimento para essas estruturas complexas sera
0 mesmo apresentado para as estruturas simples. Em resumo: Utilizam-se, propositalmente, as
estruturas simples para a apresentacdo do método sem complicagdes. A extensdo do procedimento
para estruturas complexas sera entdo mais facil.

Como subproduto do trabalho tem-se uma colecdo de elementos finitos que permitem
resolver exatamente estruturas isostaticas ou hiperestaticas compostas por barras (trelicas,
porticos), com carregamentos constituidos por forga transversal linearmente distribuida, forca e
momento concentrados.

Apesar de ndo existir intencdo explicita de detalhar aspectos relacionados com emprego de
computadores, para a solucdo de estruturas em geral, alguns detalhes e orientacGes sdo oferecidos
oportunamente, de maneira que o leitor tenha facilidade quando for utilizar pacotes computacionais
comerciais, para emprego do método em trabalhos académicos ou profissionais.

Acredita-se que parte do material aqui apresentado possa servir de base para a adaptacao e
substituicdo de alguns temas abordados nas disciplinas de Estatica das Estruturas, permitindo que
seu conteldo fique mais proximo do que se deva ensinar, atualmente, visando o uso de
computadores, para a solugdo de problemas da pratica cotidiana.

Embora, propositalmente, no inicio, ndo se exagerou no uso de linguagem matricial, para a
apresentagdo do assunto, aproveitou-se para enquadrar nesse formato algumas passagens das
formulagGes. A linguagem matricial ndo é parte da conceituacdo do método da energia. Porém, para
a aplicagdo pratica serd necessario compor, ou usar, programas computacionais, cujos algoritmos
precisam da linguagem matricial para facilitar a programacao.

Na abordagem de exemplos que utilizaram mais do que um subdominio, para compor uma
estrutura, também procurou-se expor o procedimento de tal modo que ja se transmitisse o que uma
codificacdo para linguagem de computador devera considerar.

De modo geral, os exemplos apresentaram caracteristicas geométricas e mecanicas
expressas literalmente, com um minimo de envolvimento com valores numéricos fixos. Isso permite
oferecer ao leitor a oportunidade de examinar as respostas obtidas com uma analise paramétrica,
que pode enriquecer a formacgdo sobre a correta percepg¢ao do comportamento estrutural dos casos
considerados.

Alguns dos exemplos, em parametros generalizados, foram aproveitados da apostila de
Complementos de Resisténcia dos Materiais, do Departamento de Estruturas da EESC, de autoria de
José Elias Laier, Jodo Carlos Barreiro e Walter Savassi.

O autor agradece a notavel colaboracdo dos colegas Professores Marcio Roberto Silva Corréa
e Rodrigo Ribeiro Paccola, no exame do material, sugestées apresentadas e principalmente
estimulando o prosseguimento da preparacdo da publicacdo. Agradece também a sempre pronta
disposicdao do prezado colega Dr. Dorival Piedade Neto, do Laboratério de Informatica e Mecanica
Computacional do Departamento de Engenharia de Estruturas, para processar alguns dos exemplos,
visando conferir resultados e, também, para providenciar a figura da capa.

Também agradece aos prezados funciondrios Francisco Carlos Guete de Brito pelo
competente e caprichoso trabalho de elaboragdo dos desenhos e Antonio Valdair Carneiro pela
digitacdo da parte inicial do texto.

Por ultimo, o autor agradece a colaboragdo de leitores que porventura detectarem alguma
incorreg¢ao involuntdria no texto.
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1 METODO DA ENERGIA POTENCIAL TOTAL ESTACIONARIA
1.1 APRESENTAGAO

A intencdo principal ao elaborar este texto é motivar o estudo do emprego do método da
energia potencial total estaciondria, com a utilizacgdo de numerosos exemplos de elementos
estruturais e estruturas compostas, proporcionando aos estudantes a oportunidade de obter
familiaridade com os fundamentos do hoje extensamente empregado método dos elementos finitos,
em sua versdo baseada no principio dos trabalhos virtuais, para a determinacdo de solugbes
aproximadas de boa qualidade.

Para tanto, apresentam-se desde as formula¢des mais elementares, empregando parametros
generalizados para exprimir as intensidades na descricdo das fun¢Ges de aproximacdo, até aquelas
gue empregam parametros nodais, mais apropriados para a utilizacdo pratica mediante uso de
programas para computador.

Também intencionalmente, comega-se com o estudo das pegas ou elementos estruturais
simples, unidimensionais, que sdo os tirantes, para a apresentacdo da aplicacdo dos procedimentos
do método.

E evidente que para tais elementos estruturais s3o sobejamente conhecidas as solu¢des
tradicionais, oriundas da aplicagdo da estatica, com integracdo das equacdes diferenciais. Porém, sdo
aqui utilizados para descrever com facilidade as etapas de célculo, quando se emprega o método da
energia, para obter solugdes aproximadas. Uma outra vantagem da utilizacdo desses exemplos de
estruturas muito simples reside no fato de permitirem comprovar, com pouco volume de calculo,
que, mesmo fazendo-se uso de método aproximado, pode-se chegar a solugcGes de precisdo muito
satisfatoria.

No caso de outros elementos estruturais, tais como vigas, colunas, chapas e placas, repete-se
a aplicacdo dos procedimentos empregados naquele caso mais simples.

Enfatiza-se nos exemplos que, além do principio dos trabalhos virtuais aplicado a estruturas
deformaveis, é necessario conhecer apenas os aspectos do modelo cinematico admitido para o tipo
particular de elemento estrutural em foco. Desse modelo cinematico decorre a formulagdo do
relacionamento entre deslocamentos e deformacdes especificas para o elemento estrutural
estudado (caso dos tirantes — se¢Bes transversais mantém-se planas e sofrem apenas translagdes
segundo a direcao do eixo da pega; escoras ou pilares, vigas — secOes permanecem planas, podendo
apresentar translagdes segundo a diregao ortogonal ao eixo da peca e rotagdes em torno de eixo
ortogonal ao plano médio da peca). Desse modo, todos os casos poderdo ser tratados com uso de
expressao basica Unica para a energia de deformagdo, calculada como a integral, no volume do
dominio (ou subdominio), da energia de deformacdo especifica. Isso significa ndo ser necessario
recorrer a qualquer expressao particularizada da Resisténcia dos Materiais para a citada parcela da
energia acumulada.



Sdo sugeridos varios exercicios no decorrer da exposicdo do texto; alguns bastante
elementares, outros mais trabalhosos. Recomenda-se que o leitor, realmente interessado, aborde
esses exercicios, assim como, quando sentir necessidade, complemente alguma passagem ndo
explicitamente oferecida na publicacdo. Estudo que consistir apenas na leitura do texto pode nao
produzir aproveitamento integral de aprendizado e ndo dara informac&o sobre o volume de trabalho
dedutivo, que é inerente ao desenvolvimento do método em todas as suas etapas. E correntemente
sabido que se aprende melhor quando se faz.

No texto, as palavras elementos finitos sdo utilizadas com parcimonia, pelo menos no inicio,
preferindo-se subdominio, quando se trata de uma parte do dominio do elemento estrutural. Na
verdade, ao final do estudo, ou até antes disso, ficara evidente que subdominio e elemento finito sdo
sinbnimos.

Tem-se a expectativa de que um leitor interessado que procure aprender, adicionalmente,
apenas mais alguns detalhes relativos a operacionalizacdo do método, estard habilitando-se para
entender e utilizar programas computacionais que empregam o método dos elementos finitos na
andlise numérica das estruturas.

Quando se pretende resolver um problema da mecanica das estruturas, a abordagem
classica (equilibrio, compatibilidade, relages constitutivas) nos conduz a uma equacao diferencial
(ou sistema de equacdes diferenciais). Diz-se que o problema estad formulado. Para tanto admitiu-se
valido um determinado modelo cinematico, que define como o elemento estrutural podera
deformar-se. Para elementos estruturais simples existem solu¢Ges analiticas para as equacgdes
diferenciais. Mas para casos mais complexos (mesmo unidimensionais) pode ndo existir solucdo
analitica fechada.

Diante disto, torna-se necessario encontrar algum caminho para obter solu¢gdo. O caminho
dos métodos numéricos é o que geralmente é adotado. Poderia ser também por via experimental
(modelos reduzidos ou o préprio protétipo).

Ha mais de 60 anos foi lancado o método numérico que depois recebeu a denominagdo de
método dos elementos finitos. Inicialmente desenvolvido e empregado por engenheiros de
estruturas, hoje encontra aplicagdo em multiplos campos, tais como a dinamica dos fluidos (fluxo
sanguineo em vasos, etc.). Esse método, em contraposicao ao método classico “local” (ponto) que
formula o problema via equacdo diferencial, considera porg¢des “finitas” do elemento estrutural e
para elas admite fun¢des de aproximacao para os deslocamentos procurados. Essas fungdes tém
forma pré-escolhida e parametros incégnitos a determinar. Exemplo de fung¢bes de aproximagdo
frequentemente usadas sdo os polinémios algébricos, que sdo o somatdrio de fun¢des de poténcias
de coordenadas multiplicadas por coeficientes que dardo as intensidades do que se esta procurando
encontrar. No caso das estruturas podem ser escolhidos os deslocamentos dos seus pontos como
incégnitas. E o caso do chamado “processo dos deslocamentos”.

Esta publicagdo tem a intencdo de apresentar de forma gradual os fundamentos e a
aplicacdo da versdo classica do método dos elementos finitos aos problemas da mecanica das
estruturas em regime linear. Embora, inicialmente, o método tenha sido proposto de forma um tanto
intuitiva, por engenheiros de estruturas, posteriormente foi possivel identificar as bases tedricas que
o colocaram no ambito do que aqui estd sendo denominado “método da energia potencial total
estacionaria”. Inimeras outras versGes do método, aprimoradas ao longo do tempo, estdo
disponiveis ou em desenvolvimento.

1.2 METODO DA ENERGIA POTENCIAL TOTAL NO CALCULO DE ESTRUTURAS

Apresenta-se a seguir, com base nas fontes mencionadas, um breve histérico sobre as
origens do que veio constituir o atual método dos elementos finitos.

Nesta publicacdo, o método da energia potencial total serd utilizado para solucdo
aproximada de problemas estruturais.

Tendo sido proposto hd varias décadas, pode ser também utilizado para a formulag¢éo de



problemas estruturais, chegando-se, de forma alternativa, a obtencdo das equacgdes diferenciais e
condic¢Bes de contorno mecanicas que regem o problema tratado. Vide item 1.9. Esse ndo tem sido,
ainda, o caminho usualmente empregado para formular os problemas estruturais em cursos de
graduacdo. Realmente, para seguir esse caminho, de forma conceituada, seria necessario empregar
recursos matematicos ndo usuais em cursos de graduacdo — cdlculo das variagGes, funcionais, etc.

Mas a grande utilidade do método reside na sua capacidade de resolver aproximadamente
os varios problemas de elementos estruturais, ou de estruturas completas empregadas na
engenharia, sem passar diretamente pelo tratamento da solu¢do das equacdes diferenciais regentes.
E uma das grandes virtudes do método reside na possibilidade de obter as respostas aproximadas
com convergéncia para os valores corretos.

Quando ainda ndo se dispunha de computadores, suas primeiras versées vieram a publico
para permitir a procura de solugGes numeéricas aproximadas, em casos de estruturas cujas equacoes
diferenciais tinham solucdo trabalhosa, ou impossivel, sob o ponto de vista analitico. Sabe-se, por
exemplo, que grande parte de casos usuais de estruturas bidimensionais (placas ou lajes)
enquadram-se nessa situagdo. Tém formula¢do pronta, em termos de equacdes diferenciais e
condicGes de contorno, mas a solugdo analitica sera dificil e ou impossivel!

Por esse motivo, tem grande interesse a procura de solugdes aproximadas de boa qualidade,
quer dizer, que apresentem convergéncia para a solugdo exata, por exemplo.

Segundo Bosshard, 1971, a primeira proposicdo, utilizando subdivisdo da estrutura em
subdominios, (posteriormente chamados de elementos finitos) é historicamente atribuida a Richard
Courant, registrada em seu livro Métodos da Fisica Matemadtica, 1924, embora esse mesmo autor
tenha relatado ideias bdsicas atribuidas a Euler, sobre discretizagdo em subdominios da estrutura.

Vale lembrar, para perceber a distancia no tempo, que Euler viveu de 1707 a 1783.

Courant apresentou um exemplo numérico para o problema da tor¢do de barra, cujas secbes
transversais foram subdivididas em triangulos. A proposta de Courant ficou desconhecida dos
engenheiros habituados a calculos de tensdes e deslocamentos por mais de 10 anos.

Antes de Courant, proposta de uso de funcdo de aproximacdo fora descrita por John William
Strutt, 32 Lord Rayleigh (1842 — 1919) e por Walter Ritz, em 1909, este aprimorando a ideia ao
propor uso de combinagdo linear de fungdes de aproximagdo e ndo apenas uma funcdo. A Ritz
também se atribui o estabelecimento de bases matemadticas seguras ao procedimento, conforme
relatado em Timoshenko e Gere, 1983.

O uso intensivo e mais amplo dessas ideias somente foi possivel com o advento dos
computadores, nos anos cinquenta. Primeiramente, antes do método dos elementos finitos, mas ja
na era dos computadores, surgiram formulacées hoje englobadas no campo do que ficou conhecido
como “andlise matricial de estruturas”, segundo a qual a estrutura completa era discretizada com a
subdivisdo em elementos estruturais, cujo relacionamento forca/deslocamento (estabelecido pela
rigidez), ou o relacionamento inverso (flexibilidade) era deduzido com particularizacbes dos
conhecimentos da estatica cldssica. A sistematizagdo do cdlculo, com algoritmos adequados para
processamento por computadores, permitiu resolver com rapidez e confianga uma série de
estruturas compostas por barras (porticos, grelhas, trelicas). Varios livros sobre a “Analise matricial
de estruturas” foram publicados. Diante do sucesso possibilitado pela formulagdo de um método
adequado para seu emprego mediante uso de computadores, engenheiros do projeto e analise de
estruturas aeroespaciais procuraram determinar, inicialmente de maneira intuitiva e aproximada, as
rigidezes de elementos estruturais bidimensionais, estendendo assim a aplicagdo daquilo que ja se
utilizava para as estruturas de barras. Aproximadamente uma década depois, com o envolvimento de
pesquisadores matematicos, associados aos engenheiros estruturais, bases matematicas foram
colocadas para esse novo procedimento, conhecido desde seu inicio, como ja citado, pelo nome de
“método dos elementos finitos”. Posteriormente, houve a extensdao para outros campos tais como
eletromagnetismo, mecanica dos fluidos, etc., tendo-se hoje aplicacdes tdo importantes quanto
aquelas relacionadas com o estudo do que ocorre com fluxos sanguineos em artérias e valvulas, por
exemplo, assim como na biomecanica, etc.

Progressivamente, além da versdo acima relatada do método dos elementos finitos, baseado
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no método da energia potencial, muitas outras versdes foram sendo formuladas e utilizadas.

Neste trabalho sera abordada a versdo baseada no principio da estacionariedade da energia
potencial total.

Serdo resolvidos problemas de elementos estruturais e de estruturas compostas. Admite-se
gue os materiais se comportam em regime elastico linear e que os deslocamentos lineares e as
rotagGes sejam pequenos.

1.3 ELEMENTOS ESTRUTURAIS DEFORMAVEIS

Sob a agdo dos carregamentos externos os elementos estruturais componentes sofrem
deformacgdes. Internamente ocorrem alteracdes nas deformacdes especificas que, integradas em
todo o volume do elemento estrutural, revelam externamente as mudangas de comprimento,
curvatura, rotagdes, etc.

Mesmo no caso de estruturas bem projetadas, obedientes a normalizacdo (padrdes) e
adequadamente calculadas, as deformacdes causadas pelos carregamentos sempre ocorrem, mesmo
qgue a olho nu parecam inexistentes.

Essa pequena ordem de grandeza das deformacbes é o que se supde, (ou se impde),
usualmente, quando é feito o célculo dos elementos estruturais e da estrutura resultante. Na maioria
dos casos, supbe-se que as deformacoes e os deslocamentos em geral serdo pequenos e, ao terminar
a etapa de célculo, verifica-se se essa hipdtese estd sendo obedecida pela estrutura dimensionada.
Quer dizer, além de ser resistente, a estrutura deve ter limites quanto as deformacgdes, por causa da
necessidade de ndo provocar desconfortos ou desconfiangas sobre sua integridade futura.

E claro que, dependendo do tipo de utilizacdo que a estrutura deva ter durante sua vida util,
ha casos em que a hipdtese acima podera ser diferente e, consequentemente, a formulacdo da teoria
sobre o seu comportamento devera levar isto em conta.

Aqui, conforme adiantado, sera admitido que as deformacoes e os deslocamentos lineares e
angulares sejam pequenos.

1.4 TRABALHO DAS FORCAS EXTERNAS

Neste e nos itens seguintes recordam-se alguns temas da mecanica das estruturas,
abordados também nas disciplinas de resisténcia dos materiais, apenas para reaviva-los.

Durante o carregamento das estruturas, de forma lenta e gradual, ocorrerdo deslocamentos
e, portanto, as forgas externas executarao trabalho.

Suponha-se, em particular, o caso de um elemento estrutural genérico, isolado e
adequadamente vinculado, por exemplo uma viga simplesmente apoiada (Fig. 1.1). Escolhe-se o
elemento estrutural unidimensional viga porque é facil visualizar, em desenho, os deslocamentos
transversais ampliados, provocados por carregamentos. No caso de uma for¢a concentrada genérica,

. = . ~ . . i "~ .
de valor final P, que, durante sua aplicacdo progressiva sobre a viga, se move t, em decorréncia da
deformacdo também progressiva da viga, ocorrera a execugao do trabalho

—

T=2P.t=LPtcosa=1Pd (1.1a)
2 2 2

onde a é o angulo entre as linhas de acdo dos vetores forca e deslocamento respectivamente e d
é a projecdo do deslocamento na direcdo da forga.

Figura 1.1 - Viga simplesmente apoiada
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De forma andloga, um momento externo M executaria um trabalho, sobre a
correspondente projecdo 6 da rotacdo, descrito por

T=-M®6 (1.1b)

1.5 ENERGIA DE DEFORMAGAO ELASTICA

Para ilustrar essa grandeza, apenas por simplicidade, suponha-se que a viga simplesmente
apoiada tenha sec¢do retangular constante, com momento de segunda ordem J, material com
madulo de elasticidade E, vdao ¢ e uma Unicaforca P vertical para baixo, concentrada no meio do
vdo. O sistema de referéncia tem um eixo x horizontal positivo para a direita e um eixo y vertical
positivo para baixo. (A partir deste ponto deixa-se de utilizar a seta indicativa de vetor, nas grandezas
consideradas pois, na quase totalidade, os vetores sdo praticamente colineares).

Como é sabido, é usual denominar-se com a letra v a projec¢do vertical dos deslocamentos
da viga provocados por carregamentos, segundo o eixo Y, assim como os deslocamentos na diregdo
de x sdo designados por u.

Adotado o sistema de eixos acima definido, sabe-se que, com as deformacg&es ocorridas, uma
secdo transversal sofre translagdo segundo a direcdo y e rotagdo, segundo o eixo z, ortogonal ao
plano médio (x,y). Vide Fig. 1.2.

I M \
Fee e — o ———>
T Y | X

i i

v | ~ |

} M’?\ u(x)=-y sen0

N X |

\

\

|

)
/

Figura 1.2 - Sec¢ao transversal em repouso e deslocada (translagao e rotacdo)

Pela geometria dessa figura e diante da hipdtese de deslocamentos e rotacdes pequenas,
pode-se escrever, conforme ensina a Resisténcia dos Materiais, (Proenca, 2001), para o ponto T:

u=-y_— (1.2)

Revendo-se algo sobre o comportamento do material da viga, suponha-se determinado, em
ensaio adequado, o diagrama tensdo x deformacao da figura abaixo (Fig. 1.3)

Gp,,,

!
!
!
!
!
!
!
|
€p
Figura 1.3 — Diagrama tensao deformagao

Esse diagrama representa o que ocorre em um ponto do material ensaiado, no qual a tensdo



12

o corresponde uma deformacdo especifica €. Ele representa, no trecho reto do diagrama, a
descricdo grafica do que expressa a lei de Hooke em um ensaio unidimensional. Sendo E o mddulo
de elasticidade do material, o relacionamento entre tensao e deformacao pode ser expresso por

c=FEc¢ (1.3)

Pode-se calcular a integral da tensdao o quando a deformacdo correspondente variar no
intervalo entre o valor nulo (em repouso) e um valor final &.

Com auxilio do diagrama pode-se ver que um valor elementar dessa integral, indicado por
dU, valerd

dUy, =ode (1.4)

Utilizando-se a relagdo tensdo x deformacdo, dada pela lei de Hooke, e integrando-se, resulta

’UO=ngEsd£=%as (1.5)

Essa grandeza recebe o nome de energia de deformacdo especifica. Tem, como pode ser
verificado, a dimensao de trabalho, ou energia, por unidade de volume.

Resulta que se pode calcular, para obter a energia de deformacdo elementar armazenada no
volume dV,

dU =UydV (1.6)
Entdo, para uma estrutura com volume V

U= [, UydV (1.7)
A energia de deformacdo especifica terda uma expressdo particularizada para cada tipo de

elemento estrutural, de acordo com o seu modelo cinematico.
No caso das vigas, conforme o modelo cinematico definido anteriormente, tem-se que

__du d?v

o Ve (1.8)
Entdo a energia de deformacgédo na viga sera calculada com
1 0t azv\? 2 1 0t azv\?
U= [, UpdV =2 [JE(L2) [, y?dAdx=1[ E](L2) dx (1.9)

O nome completo para essa grandeza é energia potencial de deformacao elastica.

Por ter sido admitido que a viga esteja em regime elastico, essa energia é recuperdvel
guando o carregamento que a produziu for removido lentamente. Pode-se chamar U de energia
potencial das forgas internas. Ela é uma parte da energia potencial total do sistema mecénico viga
gue estd sendo analisado.

1.6 ENERGIA POTENCIAL DAS FORCAS EXTERNAS

A outra parte da energia potencial do sistema mecanico, neste caso chamado viga, esta
associada ao carregamento externo.

Suponha-se o carregamento constituido pela forca concentrada de 1.4 e também forca
vertical q(x) distribuida em todo o vdo. A posicdo do eixo da viga descarregada pode ser
considerada coincidente com a do eixo x. Essa é uma configuracdo de repouso. Sob a atuacdo do
carregamento gradual, o eixo da viga ocuparda uma posicao de equilibrio denominada configuracdo
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deformada, (“a eldstica”) definida pela expressdo de v(x), que descreve o andamento dos
deslocamentos transversais ao eixo.

Considere-se o trabalho realizado pelo carregamento (com valores finais e constantes) para
fazer a viga retornar a posicdo de repouso.

No caso de forgas positivas (para baixo) esse trabalho sera negativo pois, para que a viga
chegue a posicdo inicial de repouso, os deslocamentos terdo sentido para cima, de médulo igual ao
v(x) que essas mesmas forgas gradualmente haviam provocado.

O trabalho descrito é, por definicdo, a energia potencial do carregamento ou das forgas
externas

Q=-Pv G) - f(f qu(x) dx (1.10)

Como consequéncia da definicdo do trabalho T das mesmas forgas externas, durante o
carregamento gradual da estrutura, pode-se escrever

Q= 2T (1.11)

porque, enquanto T representa o trabalho considerando forca e deslocamento correspondente
crescendo gradualmente desde zero até os valores finais, o ) é calculado com as forgas constantes
(valor final) multiplicadas pelo correspondente deslocamento que elas provocaram, com o sinal
trocado.

A soma das duas parcelas de energia potencial interna e externa é denominada energia
potencial total da estrutura

N=U+0 (1.12)

Para uso posterior, observe-se que

n=u+Q=T—2T=—T=% (1.13)

Comentarios

Note-se que o procedimento utilizado até aqui para calcular a energia de deformacdo da viga
néo precisou da expressdo do momento fletor M(x) que é funcéo de x e da forca. Relacionamento
desse tipo é utilizado na Resisténcia dos Materiais quando se tem o M(x). Aqui, porém, conforme
serd visto, na procura de solu¢des aproximadas, o ponto de partida serd sempre a ado¢do de
expressbes que descrevem a aproximagdo para os deslocamentos do elemento estrutural, ou seu
subdominio, segundo o modelo cinemdtico definido.

Admitida uma aproximagdo possivel, no caso das vigas, o valor de U serd obtido com
emprego da seqgunda derivada de v(x), conforme expresséo (1.9). O valor de U ficard dependente
de pardmetros a determinar, conforme serd visto na sequéncia desta publicagdo. Do mesmo modo, os
valores de () e Il ficardo dependentes desses pardmetros incognitos. Serd visto também que,
obedecendo certos requisitos, as solugées com as fungées de aproxima¢do conduzem a resultados
bastante satisfatorios. E, conforme adiantado, é com essa intengdo que este assunto estd sendo
abordado, isto €, para procurar solugdes aproximadas de problemas estruturais em geral.

1.7 PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Seja a viga simplesmente apoiada, conforme Fig. 1.4, e o carregamento indicado.

Nessa figura estdo registrados (com ampliacdo para permitir visualizacdo) os deslocamentos
v(x) que ocorreram, na posi¢do de equilibrio, sob a acdo de P, no meio do vido, e de q. Conforme
visto anteriormente, tanto as forgcas como os deslocamentos por elas provocados na viga foram
aplicados e ocorrendo lentamente, desde valores nulos até os valores finais mostrados na Fig. 1.4. E
a situacdo nesse instante é a da configura¢do deformada, da viga em equilibrio estavel (a aplicacdo e
remocao de qualquer perturbacdo na posicdao deformada, modifica a eldstica apenas enquanto durar
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essa perturbacdo, e a viga retorna sempre a configuracdo anterior de equilibrio).
| P

Vw1

q
]

—

L

Figura 1.4 — Deslocamentos transversais v(x) e sua varia¢do

Observe-se que os vetores representativos das forcas deveriam estar desenhados sobre a
curva v(x). Todavia, diante da hipdtese de ocorréncia de deslocamentos e rotacdes pequenas, ndo
haverd qualquer diferenca nos calculos se o carregamento estiver sobre a posicdo do eixo
indeformado.

Imagine-se agora que tanto as forcas P e g quanto as tensdes internas g, permanegam
constantes e que, por meio de algum outro agente, a linha elastica seja alterada até atingir a situacdo
em tracejado da figura e indicada com

v(x) + 6v(x) (1.14)
Como consequéncia dos dv ocorrerdo alteragbes de deformagbes especificas de, no

interior da viga.
Entdo, nela havera o armazenamento de um acréscimo 6U na energia de deformacao

SU= [ff, 0,6e.dV (1.15)
As forcas P e g, constantes, executardao um trabalho
8T = P8v (é) + [ qov(x)dx (1.16)

O “principio dos deslocamentos virtuais” afirma que se a viga esta em equilibrio, conforme
admitido, o trabalho virtual executado pelas forcas externas é igual ao trabalho virtual das forgas
internas.

Entdo

SU = 8T (1.17)

1.8 PRINCiP10 DA ENERGIA POTENCIAL TOTAL ESTACIONARIA
De (1.16) e (1.10) tem-se

oT = —-6Q (1.18)
Portanto
U = -6Q (1.19)

ou

SU+60=0 (1.20)
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Ou, finalmente, indicando-se a energia potencial total com

N=U+0Q
resultara
6l1=0 (1.22)

Essa operacgdo significa que, estando a estrutura em configuracdo de equilibrio, com a
imposicdo de v deve resultar uma primeira variacdo SI1 nula para a energia potencial total.

Em outras palavras, na situagdo de equilibrio, a estrutura estd com sua energia potencial
total estacionaria.

E possivel provar que nos casos de equilibrio estavel a energia potencial total é estacionaria e
minima. 1sso tem a ver com o sinal positivo da segunda variacdo &62I1. Ou, também, pode ser
afirmado que, movendo-se a estrutura da sua posicdo de equilibrio estavel, apareceria um acréscimo
positivo em II, porque na posicdo de equilibrio estavel I1 é minimo.

O procedimento de calculo que decorre de (1.21) é semelhante ao que se encontra no
calculo diferencial, quando da procura de extremos de funcdes . No calculo de extremos de fungdes a
procura é pelo ponto onde a funcdo tera extremos. Porém, no caso de II o que se procura é a
funcdo v(x) quetorna Il (funcdo de v(x))extremo.

Por causa disso a expressdo anterior (1.21) corresponde ao principio da energia potencial
total estacionaria.

No caso de equilibrio instavel ainda se tem (1.21) valido. Mas, nesse caso, a energia sera
apenas estacionaria e ndo minima como no caso do equilibrio estavel.

1.9 PROCURA DE SOLUCOES COM O PRINCIPIO DA ENERGIA POTENCIAL ESTACIONARIA POR VIA
ANALITICA

Este item, por tratar analiticamente da imposicdo da condicdo da estacionariedade de II,
pode ser facultativamente estudado por alunos de graduacao.

Por ser mais simples de ilustrar visualmente, considere-se o caso de uma viga em balanco, de
vao (dominio) ¢, com forca P na extremidade, conforme a Fig. 1.5

Figura 1.5 - Viga em balanco
Nesse caso

n=1fE [dz—"]z dx — Pv(£) (1.22)

dx?

Suponha-se que a variagdo virtual de deslocamentos possa ser expressa como (Langhaar,
1962)

v = An(x) (1.23)
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onde A é um numero tdo pequeno quanto necessario (e que quando feito nulo elimina o acréscimo
virtual de deslocamento) e n(x) é uma fungdo de mesma natureza que a v(x) procurada.
Entdo, a energia potencial total correspondente a posicdo v(x) + év(x) serd

2
N+ AN =2 Ef 57 [v(x) + An(x)]] dx — P[v(£) + ()] (1.24)

donde, usando-se (1.22)

¢ d?v a2 1 £ [d%n1?
AT =2E] [ 2 S dx+ 2 B2 | [d—x’j] dx — APy (#) (1.25)
qgue pode ser vista sob a forma
_ ¢ d?v d?n 1 2 t[d?%n 2 _ 1.5
AL = —2Pn(£) + AE] [, 2% dx + 2 EJA% [ [ﬁ] dx =611+ 6711 (1.26)

onde a primeira parcela 6I1 élinearem A e asegunda parcela 5621'[ é quadraticaem A.

Por hipdtese, se I1 for minimo, AIl deve ser positivo.

Conforme ja constatado, ao mover-se a estrutura da sua posicdo de equilibrio estavel
(energia minima), com a imposicdo de um estado de deslocamento virtual, deverd ocorrer um
acréscimo positivo de II. Quer dizer, o segundo membro de (1.26) deve ser positivo.

Observe-se que, se O8Il ndo for nulo, resulta que 2|8T1| > |6%M|, para valores
suficientemente pequenos de A; entdo SI1 controla o sinal de AIl. Desse modo a Unica maneira de
se garantir que AIl seja positivo, em (1.26), serd impondo que S8I1 deve anular-se.

Simplificando-se a notacdo

d?v " d?n "

m=v e m:n etc.

aintegral em SI1 pode ser trabalhada, com duas integracGes por partes, para ter-se
o 11 LTI " ’ rr. 14 t
Jov'n"dx = [w'n'15 = [ vy dx = v" (O)n' () — [v'"'nl§ + [, v""'ndx =
n ! nr [ rrr
=v"(On' () —v"" () + [, v""'ndx

onde foram impostas as condi¢des cinematicas de contorno.
Entdo, tem-se, segundo (1.26), com 4I1 = 0:

S = —A[P + EJv"" (£)In(£) — AEJv" (£)n' (£) + AE] f(fv””(x)n(x) =0 (1.27)

Diante disto as seguintes condi¢Ges devem ocorrer independentemente, para 8I1 anular-se
para qualquer fungdo n(x) :

v""(x) =0 (1.28)
V"' (&) =0 (1.29)
P+ Ev"(£) =0 (1.30)

Essas sdo condicBes suficientes para que SI1 se anule. E possivel provar-se que essas
condicBes sdo também necessarias (Langhaar, 1962). Neste texto isto ndo sera feito.
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A expressao (1.28) indica que a solucdo deve satisfazer a equacdo diferencial, conhecida da
Resisténcia dos Materiais, (no caso em que nao existe carregamento distribuido sobre a viga):

d*v

m =0 (1.31)

A expressdo (1.29) indica que a segunda derivada (curvatura) deve anular-se em x = £, pois
nesse ponto ndo hd momento aplicado, enquanto que (1.30) indica que a forga cortante no mesmo
ponto deve igualar a forca aplicada P.

Conforme sabido, a equacdo de quarta ordem é a equacgao diferencial que rege o problema
neste caso da viga (sem forga distribuida q) e as duas ultimas equag¢des sdo as chamadas condi¢des
mecanicas de contorno, que expressam o fato de ser nulo o momento fletor na extremidade livre,
onde também a forca cortante deve ser igual a P. No caso da existéncia de uma forga distribuida
q(x) sobre a viga a equagdo de quarta ordem deixa de ser homogénea, aparecendo q(x)/EJ no
segundo membro.

1.10 USO DO METODO DA ENERGIA POTENCIAL TOTAL ESTACIONARIA PARA PROCURAR SOLUGOES
APROXIMADAS

Segundo o escopo desta publicacao, reitera-se outra observacao importante, lembrando-se
gue ndo seria completamente preferivel procurar a expressdao da equacdo diferencial, que rege o
problema que estiver sendo estudado, por meio da aplicacdo do principio da estacionariedade da
energia potencial total, (conforme feito no item anterior) porque, nesse caso, sabe-se chegar a
mesma equacdo diferencial com a imposicdo direta do equilibrio de um adequado trecho
infinitesimal do elemento estrutural. Haveria como vantagem apenas o fato de se obter informacdo
complementar pois, ao exigir que 81 =0, sdo obtidas também as condicbes mecanicas de
contorno, que adicionalmente precisam ser obedecidas. Observe-se que em problemas mais
complexos de estruturas bidimensionais poderia ser mais dificil escrever diretamente as
correspondentes condigdes mecanicas de contorno.

A grande vantagem, porém, do uso do método da energia potencial total, é que ele
possibilita procurar solu¢gbes numéricas aproximadas para os problemas estruturais de qualquer
natureza.

O procedimento é relativamente simples.

Sabendo-se qual o tipo de elemento estrutural que estd sendo estudado, sabe-se construir a
expressdo de II, funcdo das fung¢des incognitas envolvidas [u(x,y,z),v(x,y,z),w(x,y,z)], em
geral.

Adotando-se fung¢ées de aproximagdo (geralmente polindbmios algébricos) para as fungdes
envolvidas, a expressdo de Il ficard apenas fungdo dos coeficientes «;, f3;, etc., dos polinémios. Se,
em um caso unidimensional, cuja funcdo deslocamento incégnita seja u(x), os polinémios forem
descritos por expressdes do tipo

u(x) = Yl a;xt (1.32)
a energia potencial total serd expressa por uma fungao quadratica dos «;
I =[] (1.33)

Aplicando-se o principio da minima energia potencial total, a minimizagdo serd feita sobre
uma funcdo desses coeficientes dos polinGmios.

Como consequéncia, a variacdo primeira O8Il torna-se dIl, ou seja, o diferencial total da
funcdo II.

O problema entdo sera determinar o extremo de uma fungdo Il de vdrias variaveis a; que
sdo os coeficientes dos polindbmios de aproximacdo, obedecidas as condicdes de contorno
cinematicas.

Sendo
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Qj—idai =0 (1.34)

Sll=dll=)
e como os da; sdo arbitrdrios e, portanto, podem ser considerados diferentes de zero, resulta que
cada derivada no somatdrio acima deve ser igualada a zero.

Com isto é obtido um sistema de equacgdes lineares algébricas que (juntamente com as
condicGes de contorno da estrutura em foco) permitem resolver o problema.

Obtidos os deslocamentos, podem ser calculadas as deformacdes, as tensdes, resultantes de
tensoes (forgas axiais, momentos fletores e for¢as cortantes) assim como o valor da energia potencial
total correspondente a aproximacdo empregada.

1.10.1 Funcoes de aproximacao

As fungbes de aproximacdo que serdo utilizadas nesta publicacdo sdao expressas por
polindmios algébricos, como ocorre frequentemente no emprego do método da energia potencial.

E claro que a qualidade da resposta dependera do grau adotado para o polindmio de
aproximacdo. Como saber se essa qualidade é suficiente?

Uma maneira reside no exame da evolugado do valor da energia potencial, para decidir-se se
ja foi obtida uma aproximacdo suficiente para os deslocamentos. A medida que forem sendo
utilizadas aproximagdes sucessivas, com graus crescentes para os polind6mios, a energia potencial
total deve tender para valor minimo.

Outra maneira de avaliar se a qualidade da resposta aproximada é suficiente é observar a
evolucdo dos deslocamentos ou dos esforgos internos (forga axial neste caso) em pontos importantes
da estrutura. E oportuno destacar que os deslocamentos convergirdo mais rapidamente para valores
corretos, em relacdo ao que ocorrera com os esforgos solicitantes, porque os esforcos dependem de
derivadas da fun¢do que descreve os deslocamentos.

Tendo-se em vista que somente as condicdes cinematicas de contorno devem ser
obrigatoriamente impostas, outro procedimento efetivo, para avaliar se a aproximac¢do adotada esta
razoavel, sera verificar se as condicdes mecanicas de contorno (que dependem de derivadas da
funcdo incégnita) estdo satisfeitas. Conforme sera mostrado nos exemplos, a vincula¢do do elemento
estrutural em exame determinard quais as condi¢Ges cinemdticas de contorno (geométricas) que
deverdo ser impostas (obrigatoriamente) sobre o que resulta de (1.34).

Casos de elementos estruturais simples podem ser resolvidos com emprego de fungdes de
aproximagdo vdlidas para o dominio todo. Caso essa aproximacdo ainda ndo seja satisfatéria,
pode-se adotar polinbmio de maior grau e repetir os procedimentos.

Outra maneira de melhorar a aproximacdao pode ser dividir o dominio estudado em
subdominios e sobre cada um deles adotar-se uma fung¢do de aproximagdo polinomial, geralmente
de mesmo grau em todos os subdominios. E claro que, com qualquer desses dois procedimentos,
aumenta-se o nimero de incégnitas do problema.

Se o carregamento distribuido atuar em um trecho menor do que o do comprimento ¢ do
dominio, a ultima integral em (1.10) serd calculada somente no trecho carregado. E ébvio que a
contribuicdo de trechos descarregados serd nula para o valor dessa integral. Oportunamente sera
esclarecido com mais detalhes que nesse caso sera recomenddvel usar uma aproximacdo especifica
para cada trecho carregado, fazendo a imposicdao de compatibilidades de deslocamentos entre
trechos. Em outras palavras, serd o caso de utilizar subdominios distintos para cada trecho com
carregamento diferente.

Os ultimos comentarios sdo gerais e validos, em principio, para qualquer tipo de elemento
estrutural. Os exemplos apresentados nesta publicacdo, e sua sequéncia, servirdo para ilustrar os
pontos acima comentados.

Repetindo, a seguir, fica-se com o exame de elementos estruturais simples, apenas para ter
facilidade de apresentar os procedimentos de cdlculo do método da energia potencial, permitindo ao
leitor absorvé-los integralmente, logo de inicio.

Posteriormente, em outros itens da publicagdo, retoma-se o assunto para generalizar e
detalhar as dedugdes, de maneira a dar-lhes poder para estudar e resolver estruturas compostas.
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Por exemplo, a partir do conhecimento do que ocorre com um elemento estrutural basico,
(primeiro exemplo; barra sob solicitacdo axial), passar-se-a, em capitulo especifico, para a sua
utilizacdo na composicdo de trelicas, com barras orientadas segundo direcdes genéricas do espacgo
bidimensional.

1.10.1.1 Polin6mios dependentes de parametros generalizados

Os polindmios completos de grau n (indicados, eventualmente, com Pn) sdo descritos por
meio da soma de n+ 1 mondmios que contém poténcias de x multiplicadas por pardametros
generalizados «;, portanto sob a forma amplamente utilizada em outras aplicagdes. Por exemplo, se
a fungdo em foco for g(x) tem-se

g(x) = Xf apx’! (1.35)

Por exemplo:

funcgdo linear: gx) = ag + a;x (1.36)

funcdo cubica gx) = ap + a;x + ayx? + azx® , et (1.37)

Sdo essas expressoes de fungbes de aproximagdo que serdo utilizadas desde o inicio desta
publicacdo, pois a intengdo principal é apresentar e aplicar o método da energia potencial,
desvelando os seus aspectos essenciais, sem preocupacao imediata de formulacdo alternativa que
facilite a implementacdo da aplicacdo a estruturas mais complexas, portanto com obrigatdrio
emprego de computadores, como se vera mais tarde.

Também por esses motivos, utilizam-se, em primeiro lugar, exemplos de tirantes como
elementos estruturais mais simples e adequados para essa finalidade. E, com esses elementos
estruturais, ndo surgem volumes significativos de trabalho algébrico, tornando possivel a exposicdo

detalhada, tanto com emprego de parametros generalizados, quanto nodais.

1.10.1.2 Polindmios dependentes de parametros nodais

Todavia, ja ao passar-se, em seguida, para o estudo das pecas fletidas, um volume maior de
desenvolvimento algébrico ficara evidenciado, recomendando alternativa naturalmente mais
apropriada para a sistematizagdo dos calculos. Seguindo-se essa recomendacdo, serdo empregados
os parametros nodais para a descricdo das funcGes de aproximacao.

Parametros nodais sdo valores da prépria funcdo em determinados pontos do seu dominio,
denominados nds. Os valores da propria funcdo (e suas derivadas, com polinémios de grau mais
elevado) sdo utilizados para descrever a funcdo no dominio ou no subdominio. Observe-se que esses
pontos ndo sdo necessariamente articulagdes, embora eles possam coincidir algumas vezes com a
posicdo de articulagdes entre elementos estruturais unidimensionais.

Seja, por exemplo, uma fungdo g(x), linear em um dominio de comprimento ¢ segundo x,
que pode ser escrita como dependente dos valores nodais g; e g, que essa fungdo tem nos
pontos nodais 1 e 2, definidos, por hipotese, nas extremidades x =0 e x = £ do dominio.

Tem-se, nesse caso

900 =(1-2) g, +%g, (1.38)

A obtencdo dessa expressdo a partir de (1.36) é facil de detalhar, como pode ser feito pelo
leitor interessado. Bastard particulariza-la para os ndés e obter os parametros a;, e a;. A
substituicdo desses parametros na expressdo original (1.36) e o rearranjo dos termos dard a
expressao (1.38).

Com os exemplos apresentados nos varios capitulos, empregando-se sucessivamente
polinémios de maior grau nos subdominios (elementos finitos), obtém-se uma biblioteca de casos
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frequentes na andlise estrutural.

1.10.2 Procedimentos de calculo baseados na energia potencial total estacionaria

Retornando-se ao caso do emprego das fung¢bes de aproximacdo descritas por polindmios
dependentes de pardmetros generalizados, sabe-se que, usando-se (1.32), resulta para o diferencial
(variacdo da energia aproximada, neste caso):

dn = 32 28 g, (1.39)

09a;
Devendo ser, conforme resulta da aplicacdo da estacionariedade da energia
dil =0 (1.34)

e sendo os da; arbitrarios, ndo simultaneamente nulos, cada uma das derivadas parciais devera
anular-se independentemente

M _p (1.40)

6ai

Portanto resultara um sistema de equacdes lineares (porque Il é quadratico) que resolve o
problema, apds a introduc¢do das condi¢Ges de contorno cinematicas.

Observe-se que a variagdo 8g(x) para um polindmio genérico de aproximacao serd descrita
em fungdo das variagGes dos parametros generalizados.

Por exemplo, para o polinémio (1.36)

gx) = ag + a;x
a primeira variagdo serd expressa por
6g(x) = bag+ da; x (1.41)

isto é as varidveis (intensidades) sdo os «;, enquanto os mondémios em Xx e suas poténcias definem
a forma das fun¢bes escolhidas para aproximacao.

Uma maneira de se visualizar separadamente a intensidade da forma pode ser com a
descricdo desse polindmio g(x) como produto de duas matrizes (uma linha e outra vetor),
conforme abaixo:

g0 =11 0, (142)

A matriz linha descreve a forma (linear, neste caso) enquanto que o vetor contém as
intensidades, a determinar com o emprego do método da energia.
Note-se que fazer

M _p (1.43)

6ai
significa fazer

on _ou 00 _
6ai - 6ai 6ai -

0 (1.44)

Ora, dimensionalmente, a derivada da energia de deformacdo em relacdo a um parametro
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deslocamento (mesmo que generalizado) é uma forga, também no sentido generalizado. De modo
semelhante, a derivada do potencial das forcas externas em relacdo ao mesmo parametro
deslocamento generalizado é igual a forca generalizada.

Portanto, cada equacdo do tipo (1.43) é uma equacdo de equilibrio.

Essa é a leitura alternativa (ou inversa) do principio dos deslocamentos virtuais. Significa que
aimposicao de

dil =0 (1.45)

resulta na descricdo do equilibrio (isto é, na descricdo daquilo que deve ser obedecido como
consequéncia da imposicdo da estacionariedade da energia total).

Inversamente, a primeira expressdo (1.17) do principio dos deslocamentos virtuais, que foi
aqui utilizada, vale para a estrutura suposta em equilibrio e, por isso, conduziu as expressoes (1.20)
ou (1.40).

O caso da flexdo de vigas foi utilizado, até aqui, por causa da facilidade de visualizar os
deslocamentos transversais v(x) e sua variacdo (deslocamento virtual) Sv(x).

Porém, para introduzir o estudante no detalhamento do estudo da aplicacdo do principio da
minima energia potencial total, na procura de solu¢des aproximadas, prefere-se, para facilitar a
tarefa, deixar de lado as vigas e utilizar um elemento estrutural ainda mais simples, conforme ja
adiantado.

Serd o caso das barras com solicitagdo por forga axial. Comeca-se com o caso de forga axial
de tracdo (tirantes), para ficar livre, por ora, da consideracdo de instabilidades de equilibrio, como
poderia ser o caso das barras com for¢ca normal de compressao (escoras).

E o que se fard no item seguinte, seguindo-se o procedimento acima, segundo o qual,
adotando-se fungdes de aproximacdo para as fungBes incdgnitas, dependentes de coeficientes a
determinar, calcula-se II e sobre ele impde-se (1.21). Disso resultardo equagdes discretas de
equilibrio. Prescrevendo-se sobre elas as condi¢Ges de contorno cinematicas (geométricas),
resolve-se o sistema que fornecera os coeficientes incégnitos. A substituicdo desses coeficientes na
expressao inicial das fungdes de aproximagdo permite calcular tanto os valores dessas fungées em
pontos particulares, para afericdo ou uso dos resultados, quanto os valores de suas derivadas para
obtencgdo dos esforgos solicitantes.
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2 ELEMENTOS ESTRUTURAIS UNIDIMENSIONAIS

2.1 TIRANTES
2.1.1 Introducao

Conforme anunciado na apresentacdo, o assunto principal desta publicacdo serd inicialmente
abordado com o estudo dos elementos estruturais bastante simples, unidimensionais, sob tracao,
conhecidos como tirantes. Posteriormente serdao abordados elementos unidimensionais sob
compressao, flexdo, bidimensionais (chapas e placas) e uma breve introducdo sobre caso
tridimensional sera apresentada. Tratando-se de barras prismaticas isoladas sob a¢do axial, bastara
usar coordenada local x, ao longo do eixo da barra, para expressar a componente de deslocamento
longitudinal u(x). Posteriormente, por exemplo no caso das trelicas, serd necessario o uso de
sistema global de referéncia conforme sera exposto em 2.2.2.

Os tirantes poderdo ser carregados com forgas concentradas P;, em qualquer ponto do
dominio dessa barra, e/ou distribuidas g;(x), ao longo do eixo, no dominio todo ou em partes dele,
Fig. 2.1.

X

Figura 2.1 - Tirante com P no interiore q em parte do dominio

Ja foi salientado que a primeira providéncia, para qualquer elemento estrutural, é saber
como descrever o modelo cinematico suposto para ele, isto é, quais as componentes de
deslocamentos que devem ser determinadas e como esses deslocamentos podem se desenvolver
quando atuarem os carregamentos.

No caso de um tirante, o modelo deve representar aquilo que possa ocorrer em uma barra
solicitada somente por forca axial centrada. E o que pode acontecer nessas barras consiste em
deslocamentos segundo x, fungdo apenas de x, que sdo uniformes em todos os pontos (y,z) de
qgualquer secdo transversal da barra. Portanto, ocorrem apenas translacdes das secdes transversais
(que permanecem planas) na direcdo do eixo da barra, como consequéncia de hipdtese, razoavel,
pois que essas barras devem ter dimensGes das sec¢Bes transversais pequenas em relagdo ao
comprimento da barra. Em resumo, sob o ponto de vista cinematico, admite-se que cada secdo
transversal permanece plana e ortogonal ao eixo longitudinal do tirante. Salienta-se que a adogdo do
eixo coordenado acima definido exige que as forcas externas concentradas ou distribuidas sejam
consideradas positivas quando orientadas no mesmo sentido do eixo x, assim como, obviamente,
ser3o positivos os deslocamentos u(x) que ocorrerem no sentido idéntico ao de x positivo.

Supondo-se carregamento externo constituido por forcas concentradas aplicadas em pontos
discretos e também forga distribuida, por ora ao longo de toda a barra, tem-se para a energia
potencial total

N=U+0Q= %fv 0, &,dV — Pyu(x;) — Pou(x,) — f(fq(x)u (x)dx (2.1)
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Para satisfazer o modelo cinematico, bastara escolher funcdo de aproximacdo para o Unico
deslocamento incdgnito u(x), por ora suposto descrito em funcdo de pardmetros generalizados.
Posteriormente serdo utilizados parametros ditos nodais, para descrever fun¢des de aproximacdo
sob a forma de polindmio algébrico completo de grau n. Também podem ser utilizadas outras
funcbes, como polindmios trigonométricos, por exemplo.

No caso da descricdo dos polindmios algébricos dependentes de parametros generalizados
tem-se, por exemplo,

u(x) = Yl a;xt (2.2)

Entdo, de acordo com o modelo cinematico, em regime de pequenos deslocamentos e
deformacgdes, calcula-se a deformacdo axial especifica com
du . i—1

e=—=2Tia;x*

dx (2.3)

Com a equacdo constitutiva (Lei de Hooke, no caso linear eldstico, aqui admitido) tem-se
o=¢E (2.4)

Resulta para U

,u_l

1 2
=-J, oedV = [, Ee*dV (2.5)

Supondo-se barra prismatica (A = drea da secdo transversal constante), tem-se:

M= %fo{}E (Z—Z)Z (fA dydz )dx—Plu(x1) — Pyu(x,) — f(fq(x)u (x)dx (2.6)

Entdo, finalmente

n=1[EA (Z—’;)Z dx — Pyu(xy) — Pyu(xy) — [ q(u (x)dx (2.7)

Portanto, com a introducdo da aproximacao escolhida, e de sua primeira derivada, a energia
[T (2.7) torna-se fungdo quadratica dos parametros generalizados «;, incégnitos.

A imposicdo da condicdo estacionaria para II permitird determinar esses parametros
incégnitos. Com isto, retornando-se a expressdo original de u(x), pode-se calcular esse
deslocamento aproximado em qualquer ponto, assim como, com a primeira derivada, pode-se
calcular o €(x). Com a lei de Hooke calcula-se a tensdo axial o(x) e com ela determina-se a forca
axial N(x).Finalmente avalia-se a energia potencial total II.

2.1.2 Exemplos

2.1.2.1 Parametros generalizados e uma fungao de aproximagdo para o dominio completo

2.1.2.1.1 T1G Tirante isostdtico com for¢a concentrada P na extremidade e for¢a q distribuida
em todo o comprimento £, admitindo-se u(x) linear para o dominio completo.

Este exemplo, Fig. 2.2, por ser o mais simples possivel, basta para revelar a esséncia do
método, pois tem apresentacdo bastante compacta e contém todos os ingredientes para a sua
aplicacao.

Serd tratado, primeiramente, como dominio Unico, sem discretizacdo em subdominios.
Posteriormente, casos de tirante com carregamento distribuido, ou concentrado no interior do
dominio, serdo discretizados em subdominios, com aproximacdo linear para o deslocamento axial,
para demonstrar que, com a discretizacdo, pode-se obter respostas satisfatérias para problemas
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onde a variacdo real dos deslocamento axial é de grau maior do que a se admitiu para as
aproximacdes nos subdominios.

o <<

\J

Figura 2.2 - Tirante sob carregamento distribuido e for¢a de extremidade

Os exemplos posteriores, evidentemente, seguirdo o mesmo padrdo. Também servirdo,
porém, para evidenciar as caracteristicas gerais e vantajosas do método, no que diz respeito a:

a) possibilidade de melhorar a qualidade da solugdo, com aumento do grau dos polinbmios de
aproximacao;

b) capacidade de abordar casos em que ocorram descontinuidades nas derivadas da funcdo solugao,
com uso de aproximacdes em subdominios da estrutura;

c) possibilidade de fazer verificacdes sobre a qualidade da solu¢do, com avaliacGes da convergéncia
sobre série de resultados sucessivos dos deslocamentos, em pontos particulares da estrutura, do
valor da energia potencial total, ou da obediéncia as condi¢bes mecanicas de contorno, etc.

Além disso, ja foi destacado que o elemento estrutural deste exemplo, sob a acdo de forcgas
axiais de extremidade, é o elemento estrutural basico para a composicdo de trelicas. Para tanto, mais
adiante, esse elemento serd retomado, com orientacdo genérica do seu eixo, para deduzir-se o
relacionamento entre as a¢cOes de extremidade e deslocamentos correspondentes, quando referidos
a eixos coordenados globais.

Aqui, pode-se considerar que o sistema de eixos adotado seja chamado de “local” e nele
apenas o da direcdo axial, x, sera necessario.

Inicia-se também com a aproximacao mais simples possivel, que é a aproximacao linear. A
fungdo apenas contendo o termo constante «a,, evidentemente, ndo servird como aproximagao,
porque ndo haveria deformacdo especifica em uma barra que somente pudesse sofrer translacdo, se
os vinculos permitissem.

A expressdo da energia potencial total contém, no caso dos tirantes, uma derivada primeira
na parcela da energia de deformacdo U. Mostra-se que a aproximacao linear é boa para o caso em
gue somente a for¢a concentrada esteja atuando na extremidade, mas ndo o é para o caso da forga
axial, uniformemente distribuida, atuando sozinha. Exemplo seguinte revelara que, para a forga
externa uniformemente distribuida, uma aproxima¢do com polindbmio de segundo grau é adequada.
Se a forga distribuida ndo estiver em toda a extensdo do tirante, havera necessidade de considerar
diferentes aproximagdes em cada trecho, conforme ja acenado.

Seja o exemplo anunciado, conforme a Fig. 2.2, e seja a fun¢do de aproximacdo dada por
polinémio algébrico de primeiro grau:

ulx) = ay + a;x

Observe-se que cada pardmetro generalizado tem dimensao diferente da dos demais.
A variacdo desse deslocamento, a seguir considerada como “deslocamento virtual”, pode ser
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indicada com

Su(x) = Say+ Sa x

Devendo u(x) obedecer a condi¢do de contorno cinematica

u(0) =a,=0= fixo (portanto Sa, = 0)
resultam

ulx) = a;x e E=—=m

Com a lei de Hooke tem-se

o=¢F =a,F

Introduzindo-se em (2.7), particularizada para este exemplo, tem-se

7'[=’U+Q=%fo{}EAafdx—Pa1{’—qfO{}a1xdx

Integrando-se

EA £?
= Taf{’ —Payt—qa; >

Nota-se agora que m é funcdo de a;. Entdo, a primeira variagdo de II torna-se um
diferencial e ficara com a expressao

dr = a—nda1 = [EAalf— Pt — qﬁ] da; =0
daq 2
Nessa expressdo usou-se a notagdo de derivagdo parcial, prevendo-se que, em geral, m sera
fungdo de varias varidveis «;.
Tendo-se em vista que da, é diferente de zero, para que possa haver deslocamento virtual
du, ou éu, ndo nulo, conclui-se que

[2

EA? ay =Pt +q <
Note-se que essa equacdo pode ser interpretada como uma forma generalizada da “equacao
da mola”, na qual EAf representa a rigidez, @; é o deslocamento generalizado e o segundo

membro é forca generalizada.
Da equacao anterior resulta

1 qt
%=a@+ﬂ

u=i(P+q—€)x
EA 2

Dai decorre que a forga axial na barra sera
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N=cA=EsA=Eu'A=P +q7[ = constante

Examinando-se as respostas, verifica-se que a expressdao dos deslocamentos devidos
somente a for¢a concentrada é exata e, por causa disso, também a forca axial N é exata. Ou seja,
para esse carregamento, a aproximacdo adotada (linear) corresponde a solugdo exata. Também a
condicdo mecénica de contorno N(£) = P fica obedecida.

Por outro lado, se o carregamento fosse apenas com a forga axial uniformemente distribuida,
nota-se que, embora o valor do deslocamento axial maximo tenha resultado igual ao exato

2

Umax = u(f) = % ,
a forca axial ao longo da barra seria constante, o que ndo é verdadeiro para o carregamento
distribuido. Outra constata¢do é que, com esse carregamento distribuido, a condi¢cdo de contorno
N(#£) = 0 n3o estard obedecida.

Conclusdo: a aproximacdo linear é dtima para o carregamento com P na extremidade, mas
nao é boa para o caso do carregamento distribuido.

Calculando-se a energia potencial total tem-se, respectivamente, para forca distribuida e
concentrada:

_Q__q2[3
97 27 8EA

I1

Q _ -P?%¢
np = ;

2EA

2.1.2.1.2 T2G Tirante isostdtico com forca P concentrada na extremidade, com u(x) quadrdtico
em todo o dominio.

Sabe-se que, para efeito geral, ao utilizar o método da energia para procurar solucbes
aproximadas é necessario resolver o problema sob andlise com a ado¢do de uma sequéncia de
funcbes de aproximacgdo e verificar como se comporta a convergéncia dos resultados, até que se
possa decidir pela aproximacao satisfatoria.

Este exemplo da Fig. 2.3 é, entdo, adequado para demonstrar que o acréscimo de mondmio
quadratico ndo é necessario para este caso. Conforme visto no exemplo anterior, para o
carregamento aqui considerado, a aproximacao linear para o deslocamento ja foi suficiente para dar
bons resultados, tanto para deslocamentos, quanto para esforgo interno e condigdo mecanica de
contorno. A solucdo mostrara explicitamente que a adoc¢do de polin6mio quadratico, embora fosse
desnecessdria, ndo perturba o resultado ja obtido, uma vez que resultard na manuten¢do do
monomio linear em x e na exclusdo do monOGmio quadratico da expressdo original. Este aspecto

serd retomado no estudo das vigas.
y

Yx

P

\

Figura 2.3 — Tirante com forga de extremidade
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Seja a fun¢do de aproximacdo descrita por polinGmio algébrico de segundo grau:
u(x) = ag + ayx + ax?
Impondo-se a condi¢do cinematica de contorno:
u(0) =a,=0
fica-se com
u(x) = ayx + a,x?

Observa-se, para uso posterior no exemplo, que um deslocamento virtual possivel para o
caso é descrito por

du(x) = da; x + da, x?
Calculando-se a primeira derivada do deslocamento aproximado tem-se
e=u =a; +2a,x

Introduzindo-se em (2.7),com Py =P, P, =0 e q =0, tem-se
T=U+Q= %fo{}EA (a; + 2a,x)%dx — P(a,f + a,£?)

Integrando-se

= %(af{’ + 2a,a,¢% + %a%iﬂ) — P(ayt + ayt?)

Relembrando-se que o que esta sendo utilizado, na realidade, tem fundamento no principio
dos deslocamentos virtuais, a expressao acima pode ser interpretada como uma soma de produtos
de forcas generalizadas (as derivadas de II) pelos respectivos incrementos de deslocamentos
generalizados. Os da; eda, sdo variagbes (incrementos) das intensidades generalizadas, ou
componentes do deslocamento virtual du(x), conforme expressdo anteriormente explicitada.

Segundo o principio dos deslocamentos virtuais os incrementos sdo arbitrarios e ndo nulos,
pois se nulos fossem n3o ocorreria deslocamento du(x).

Entdo, para que dm seja nulo, cada uma das derivadas de m deve anular-se
separadamente, isto é

on _ EA 2y _ pp—

b = 2 Qa+ 2a,£%) —P£ =0
61'[ EA 2 § 3 2

%, = (2&11{’ + 3 a? ) —P¢t-=0

Tem-se um sistema de equacgdes lineares algébricas, representado matricialmente sob a
forma
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E 8}3] {cf;?} - ﬁ{i}

Observa-se que agora a equacdo da mola estd “ampliada”. E uma equacdo matricial com
duas equacdes de equilibrio entre “forcas” generalizadas. A matriz quadrada, simétrica, é chamada
matriz de rigidez generalizada.

A solucdo desse sistema de equacdes lineares algébricas fornecera

a; = ﬁ ; a, =0

Nota-se, portanto, que se obteve a mesma resposta anterior. Em outras palavras, o
acréscimo de monomio de grau superior aquele que forneceu resposta exata ndo é possivel, sendo
isto obtido com a prdpria utilizacdo do método. Alerta-se o leitor para o fato de que isso sera valido
se a resposta com a melhor aproximacdo ja foi obtida e tentar-se melhora-la. Enquanto isso ndo
acontecer, pode ser que na solugdo tentativa com algum grau de polinbmio posterior resulte algum
coeficiente de monémio com valor nulo, mas isso significando que o modo de deformagdo que ele
representa ndo pode ser exibido pela estrutura em exame, em decorréncia de vinculagao,
carregamento, etc.

Esta observacgdo serd retomada e ilustrada em exemplo futuro de elementos de viga.

Calculando-se a energia potencial total correspondente a aproximacao linear tem-se

Q -P%¢
l_[P = — =
2 2EA

valor coincidente com aquele de 2.1.2.1.1.

2.1.2.1.3 T3G Sugestdo de exercicio: Tirante isostdtico; forca q uniforme; u quadrdtico; Resolver
sem usar o texto abaixo.

Aplicar o principio da minima energia potencial total em tirante com a vincula¢do idéntica a
dos exemplos anteriores, Fig. 2.4, sob for¢a uniformemente distribuida g em todo o comprimento e
aproximacdo u(x) quadratica.

Figura 2.4 — Tirante sob forga uniforme q
u(x) = ayx + a,x?
u'(x) = ay + 2a,x

18 ¢
T=U+Q= Efo EA(a; + 2a,x)*dx — q [, (a1x + apx?) dx
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3 ¢ ¢
aTZ=EAfO(a1+2a2x)dx—qfOxdx=0
on £ )

— =EA[ (a; + 2a,x)2xdx — q [, x*dx =0
da, 0 0

2 2
EA (a11{’ + 2a, %) = q%
[3

EA (20,5 + 40, %) = 5

1
1 1{6!1}:61_{; 2
1 -|lay?f)  Ea)?

3 1
3
qt

a4 = —

17 ga
-q

o, = ——

27 24

qf -q , qf*( x x* qt? 5
ul) = g+ ot =02 -7 ) =g  — )

onde ¢ =x/¢

Resposta: u(x) = q/EA (Ix — x%/2)

Faca o grafico dessa fungdo, nele indicando o valor maximo, o valor no meio do comprimento
e particularidades de tangentes a curva em pontos importantes, para definir precisamente o seu
andamento e conferir condi¢Ges de contorno cinematica e mecanica.

Determine a expressdo de N(x) e faca seu grafico, nele respeitando todas as
particularidades da curva (valor e derivada) definidas em todos os pontos do dominio,
principalmente no inicio e no fim do comprimento £.

Verifique se a condigdo mecanica de contorno estara satisfeitaem x = 2.

Calculando-se a energia total tem-se
Q _ —-q%

. ===
a 2 6EA

valor que corresponde a solugdo exata e € menor do que aquele do item 2.1.2.1.1.

2.1.2.1.4 T4G Sugestdo de exercicio: Tirante isostdtico; forca linearmente distribuida; u de 3° grau;
Resolver sem consultar o texto abaixo.

Aplicar o principio da minima energia potencial total em tirante com a vincula¢do idéntica a
dos exemplos anteriores, sob for¢a q linearmente distribuida em todo o comprimento, Fig. 2.5, e
aproximac3do u(x) de terceiro grau em todo o dominio. Suponha que o valor minimo da forca
externa ocorra em x =0, que o valor maximo seja denominado por g; e que ocorra na
extremidade x = ¥.

Este exemplo mostra que a aproximagdo cubica é boa para esse carregamento. A
aproximacao quadratica ndo seria boa!

Detalhando-se para o caso de forca distribuida constante, tem-se

X
q(x) = 17

u(x) = ag + ayx + a,x? + azx®
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ﬁg’% %

X

Figura 2.5 — Tirante sob forga linearmente distribuida
A condig¢do cinematica de contorno levaa ag = 0.
u' = a; + 2a,x + 3azx?

T=U+Q=-

= Ef(f EA (a; + 2a,x + 3a3x?)?dx — %f(fx(alx + a,x? + azx®) dx

9T EA f(f(al + 2a,x + 3a3x?) dx — %fo{}xzdx =0

daq

9T EA f(f(al + 2a,x + 3a3x%)2x dx — %fo{}x%ix =0

da,

9T EA f{)(al + 2a,x + 3a3x?)3x% dx — ﬁf{}x“’dx =0
das 0 270

ou
EA(art + 20,5 +3a,5) g1 5 =0
EA (2005 + 40,5 + 60, 5) — g 2= 0
EA(3m 5+ 60,5 + 90, 5) g1 5 =0
ou

EA(a1 + a2’€ + a31,02) - CI1§ =0
{ £2 {
EA(ay + 40,5+ 3a:5) — 5 =0
{ £2 {
EA(ay + 30,5+ 90 5) — 5 =0

ou
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1 1 1 ay
1 é E q1¢
3 z|{ati=""115
3 9 5 60EA
1 - el a3’€
2 5
Portanto
q1¢ q1
== a, =0 a3 =
17 2pa 2 3 6EAL
q1¢ q1 3 5I1f2( X x3)
U=—x———x>=—(3=—=
2EA 6EAL 6EA \" ¢ 3
q, > q, >
u(f) = 3—1) =
&) 6EA( ) 3EA
r_ q1t? (3 3x2)
T 6EA\¢ 3
1 _ q1f . . ;.
u'(0) = 2Ed Valor coerente com o da forga axial maxima.

(3 3 A e - A . . .
w@) =4 (— - —) =0 (ldéntico a condi¢do mecanica na extremidade inferior !)

6EA \¢
Resposta:
2 3
u=ulfE_ &)
EA (2 6

Faca o grafico dessa fungdo, nele indicando o valor maximo e particularidades de tangentes a
curva em pontos importantes, para definir precisamente o seu andamento.

Determine a expressdo de N(x) e faca seu gréfico, com todas as particularidades da curva,
definidas em todos os pontos do dominio, principalmente no inicio e no fim do comprimento #.

Verifique se a condigdo mecanica de contorno estara satisfeitaem x = 2.

Calcule o valor de TI.

2.1.2.1.5 T5G Tirante isostdtico com forca P concentrada no interior do dominio; u linear em todo o
dominio

Aplica-se o método da energia ao caso de tirante com vinculagdo idéntica a dos exemplos
anteriores e com forga concentrada P no interior do dominio e u(x) descrito por polinémio linear
para todo o comprimento do elemento estrutural, Fig. 2.6.

Este exemplo mostra que ndo é boa aproximacdo, porque ela ndo serd capaz de captar a
descontinuidade da derivada de u(x) que ocorre no ponto de aplicacio da forca concentrada.

Adotando-se a aproximacao linear, ja obediente a condicdo geométrica (ou cinematica) de
contorno no apoio superior

u(x) = a;x

du
=—=q

£ = =
dx

T=U+Q= %f(fEA a?dx — Pu(xp) = %af{’ — Pa;xp
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Xp P

I

Figura 2.6 — Tirante com forga no interior do dominio

X

dll = 2L day = (EAayt — Pxp)da; = 0
1
Sendo da; nado nulo, resultam

P xp _ P xp
T EA ¢ € u(x)_EA{’x

a
Calculando-se o valor da energia potencial total tem-se

My = Q_ -P2x}
2 2EAf
Fazendo-se os graficos, Fig. 2.7, de u(x) u'(x) e N(x) verifica-se, facilmente, que o
resultado ndo é coerente com a real solicitagdo da barra. Note-se, pelo exame do andamento dos
graficos, que os resultados neles expostos somente seriam corretos se xp =¥, que é caso ja
examinado.

u u' N

<—
y
Xp P

/ ® o ®

7 " Pxp e
PXp EA f PXp
X EA . /

Figura 2.7 — Deslocamentos, deformagodes e forga axial.

No caso proposto, sabe-se que em x = xp ha descontinuidade da forga axial, portanto ha
descontinuidade de o e, por consequéncia, descontinuidade de & =1u'. Isto sugere que a
abordagem deve considerar dois subdominios (trechos) na barra, cada um com expressdo prdpria
para u(x). E o que se apresenta no exemplo seguinte.
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2.1.2.2 Parametros generalizados e subdivisio em subdominios

2.1.2.2.1 T6G Tirante isostdtico, com for¢a concentrada P no interior do dominio e duas funcées
distintas de aproximagdo linear, uma para cada trecho descarregado. Fig. 2.6.

Na formulagdo com pardmetros generalizados, mostra-se a necessidade de usar equacdo
complementar, explicita, para garantir a continuidade de u(x) no ponto de unido (compatibilizacio
de deslocamentos) entre as duas fungGes (ponto de aplicacdo da forca P). Em exemplos seguintes,
utilizando-se formulacdo com emprego de parametros nodais, a compatibilizacdo serd imposta de
maneira direta, implicita.

Aproximagao de primeiro grau para o primeiro trecho (do apoio fixo até o ponto x = x,)

Uy = oy + a1x

Devendo obedecer a condi¢do cinematica de contorno, resulta

uI = alx
Logo

4
U =a

A outra aproximacao para o trecho restante da barra, desde o ponto de aplicacao da forca P
sera

Uy = Po + P1x

Como as expressdes de u; e u; sao distintas, torna-se necessario impor igualdade de
valores dessas duas fungdes no ponto x = x,,, isto é, para garantir continuidade de deslocamento
axial nesse ponto.

Entdo

u;(xp) = uy(xp)

ou seja

ayxp = Po + P1xp

Esta é a expressdo de dependéncia entre os coeficientes presentes em cada uma das duas
aproximacoes adotadas. Dela resulta, por escolha arbitraria

Bo = (a1 — B1)xp

para uso posterior.
Com isto pode-se escrever

EA rx EA ¢
H=’U1+'U”+Q=? Opafdx+?fxpﬂ12dx—Pa1xp

Note-se que, na parcela do potencial da forca concentrada externa, optou-se pelo uso de
u;(xp), como multiplicador da forca. Tendo-se em vista que ja foi imposta continuidade de
deslocamentos axiais nesse ponto, a utilizacdo de u;(xp) ou u;(xp) serd indiferente. Optou-se
pela expressao mais curta!

A integracdo fornecera
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= %afxp + %,312(1? —xp) — Payxp

As derivadas igualadas a zero serdao

ol
aTxl=EAa1xP_PxP=0
O — EAB, (£ —xp) =0
aﬁl_ Bl xP -

Imediatamente tira-se desse sistema que

P

& = p1=0

independentemente da posicdo xp daforga e, como decorréncia

Bo = ayxp
Logo
P
uI = —X
EA

_ _ PXP _
Uy = aiXp = —- = constante

Como consequéncia

N, =EAu, =P Ny = EAul; =0
l_[ — 2 — —PZXP
2 2EA

Como exercicio, fazer os graficos dos deslocamentos e das forgas axiais, ao longo da barra,
verificando se eles retratam a realidade.

Observe-se, ainda, que, pelos resultados obtidos, quando xp = £ resultaria f; indefinido,
0 que n3o é preocupante, porque nesse caso a aproximacdo u;;(x) seria desnecesséria!

2.1.2.3 Parametros nodais e uma fung¢ao de aproximacgdo para o dominio completo

Passa-se a utilizar as fun¢des de aproximacdo descritas por parametros nodais em lugar dos
generalizados.

De modo geral, define-se pardmetro nodal como o valor particular da funcdo de aproximacgao
(e, também de suas derivadas, em exemplos posteriores) em pontos escolhidos, chamados “nds”, do
dominio do elemento estrutural, ou de seus subdominios.

A quantidade de pontos e parametros nodais dependem do grau da fun¢do de aproximacdo
e do tipo de parametros nodais escolhidos. Por exemplo, quanto aos tirantes, no caso de se utilizar
polinébmio de aproximagdo de primeiro grau, os parametros nodais devem ser dois e localizados nas
extremidades do subdominio, para permitir a imposicdo direta de continuidade de deslocamento
axial entre elementos adjacentes. Como se observou em exemplos anteriores, quando parametros
generalizados foram utilizados, foi necessdrio usar equagdo explicita para compatibilizar
deslocamentos axiais em subdominios adjacentes.

Como outro exemplo, se fosse adotada funcdo de aproximacdo de terceiro grau (4
pardmetros) os pardmetros nodais poderiam ser: a) quatro valores da func¢do u(x) em quatro
pontos do dominio do elemento estrutural (dois pontos nas extremidades e dois no interior) ou; b)
os valores da func3o e da sua primeira derivada u'(x) em cada um dos nds de extremidade.
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No caso do subdominio de tirante, para os exemplos apresentados nesta publicacdo, serdo
utilizados apenas os valores da funcdo de aproximagdo em cada né (do interior ou de extremidades).
Ter-se-3, entdo, apenas um parametro por noé. E isto facilita a exposicdo a seguir, assim como a
explicacdo sobre a formacao da matriz de rigidez da estrutura a partir das contribuicdes das matrizes
de rigidez dos subdominios.

Se existirem apenas nds de extremidade (aproximacdo linear), as forcas axiais nos
subdominios serdo constantes. Haverd portanto descontinuidade dessa grandeza nos nds de
subdominios adjacentes. Mas, se o nimero de subdominios crescer, essa descontinuidade tendera a
desaparecer.

Esclarece-se que os pacotes computacionais de andlise de estruturas baseiam-se no uso de
formulacdo com emprego de parametros nodais.

Indicam-se na Fig. 2.8 os dois pontos nodais i e j nas extremidades do elemento estrutural
gue sera considerado como subdominio genérico, ainda nao vinculado, para formar a estrutura.

X; .
1 IX Pl

X X

QO N

]
vPi

Figura 2.8 - Subdominio genérico de tirante; Sistemas local e global

Desse modo, considera-se a situa¢do geral para o subdominio que podera ter carregamento
em cada um dos seus pontos nodais e também ao longo do comprimento.

Seja um subdominio s, conforme a Fig. 2.8, com um né em cada extremidade. Adota-se, uma
aproximagdo com forma linear nesse subdominio. Conforme o procedimento rotineiro, parte-se da
expressao em parametros generalizados

Us = g + a1x
onde x é uma coordenada local, com origem no né i. Particularizando-se para os nds tem-se

us(o) =U = Qg

us(x]-) =uU; = ag + ax;

Com linguagem matricial, pode-se escrever

1 o)) = Gy)
1 X]' aq u]’

Dai pode-se obter

u]-—ui

Qo = U; =
j
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Portanto, sendo x; = £

u]-—ui X

s

U =u; + x=(1— )ui+[ﬁuj (2.8)

N

Comentdrio

Como é sabido, mostra-se que se a forma da func¢do de aproximagdo depender de uma
coordenada global, com origem fora do subdominio, o resultado é o0 mesmo no subdominio.

Seja, entdo, com a coordenada global X

us(X) = ap + 1 X (2.9)

Entdo

us(X;) = u; = ap + a1 X;

uS(X]-) =uj=qp+ alX]-

Com linguagem matricial, tem-se
1 Xi (2 4)) U; n
1 X]] {a1} a {uj} su

onde n refere-se a nodal e com letras em “negrito” passa-se a indicar matrizes.
Disto pode-se obter

o = uiXj-ujX; o = Uj—u;
0 — 1=
Xj—Xi Xj—Xi

Portanto, sendo X; — X; = ¥5 ,
1 1
Us = Z[ulX] - u]-Xl- + (u] - ui)X] = Z[(X] - X)ul- + (X - Xl)u]]

Essa expressdo, assim como a (2.8), interpola ug entre os valores nodais, para qualquer X
no interior do subdominio.
Considerando-se a coordenada local x, com origem no primeiro né i do subdominio, tem-se

X=X,+x
Levando-se isto na expressdo anterior tem-se
Ug = %[(Xj - X —x)u; + xuj] = %[(1{’5 - x)u; + xuj]
ou
ug = [(1 - D + ;‘—Suj] (2.10)

que coincide com (2.8).
Note-se que, com (2.9)
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dug dug Uj—uj
ax dx £
e, também

[9 . ax = [ ...dx

Xi 0

Fica claro, portanto, que serd mais cémodo utilizar coordenadas locais para cdlculos relativos
a cada subdominio.

Entdo, conforme adiantado, tome-se o subdominio genérico da figura anterior, sem
vinculagdo, que tem forgas concentradas nos nés e ao qual acrescenta-se forga distribuida g no
comprimento ;.

Feito isto, ja ficou evidente, durante varios dos exemplos resolvidos com subdivisdo em
subdominios, que a energia potencial total é formada com o somatério das energias de deformacdo
especifica e do potencial de carregamentos de cada subdominio. Isto porque cada parcela do
somatdrio somente depende dos pardmetros generalizados que definem a funcdo de aproximagao
de cada subdominio. A eventual dependéncia indireta, ou interagcdo entre eles, sera estabelecida
com a imposicdo das mencionadas compatibilizacdes de deslocamentos entre subdominios.

Agora, para sistematizar a aplicagdo do método, serdo utilizadas fun¢Ges de aproximacdo
dependentes de pardametros nodais. Nesse caso, fica ainda mais evidente que cada parcela da
energia potencial total, correspondente a cada subdominio, somente depende dela mesma, em
termos de parametros nodais e carregamentos.

Logo, tem-se

— Vs
IMm= "I
onde ng indica nimero de subdominios da estrutura, o mesmo valendo para
n
di = Y° dllg

Portanto, é possivel destacar-se um subdominio genérico, da estrutura e do somatério, e
sobre ele impor a condicdo de minimizagdo dIl; = 0. Serdo obtidas equagdes algébricas que
relacionam os deslocamentos nodais desse subdominio com as respectivas forcas nodais oriundas do
carregamento sobre ele.

Desse modo, como explicacdo diddtica, pode-se dizer que a composicdo da estrutura,
subdominio a subdominio, pode-se associar a correspondente montagem da matriz dos coeficientes
(matriz de rigidez) do sistema de equacgdes algébricas, a partir das relagdes deslocamento/forcas
nodais acima referidas, de cada subdominio. Definindo-se em que ordem os pardmetros nodais da
estrutura figurardo no vetor que os agrupa, resultard a matriz dos coeficientes (rigidez) do sistema.
Essa observacgdo aplica-se, também, a montagem do vetor de forcas nodais do sequndo membro do
sistema de equagdes.

Tome-se, entdo, o subdominio genérico, para o qual ja foi deduzida acima a expressdo (2.8)
de u,(x). Deixa-se para impor posteriormente as condi¢cbes de contorno cinematicas de cada
problema particular. Supde-se, também, a existéncia de for¢a distribuida q.

A energia potencial total sera

1 s ’ s
I, = Efo EAs(ug)?dx — Pu; — Pju; — [ ¥ qugdx (2.11)

Com a expressdo da variacdo linear de u(x), tem-se

u]-—ui

I =%fo{)sEAs( . )de—Piul- — Py, —f(fsq[(l—;—s)ui +;—Suj] dx =
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EAg 2 2 ats
20, (u]- —2uu; + uj ) — Piu; — Piuy — - (ui + uj)
Entdo, aplicando-se o principio da energia estacionaria, tem-se

it = Zau; + Lgu; =0

ou; ouj

Conforme ja visto, é necessario impor que

O0lly _ EAg qls _
o = 2. (2w; — 2w;) — P; ==0
O0lly _ EAg qls
ou; 24 (Zu] Zu‘) y 2 0

ou, sob forma matricial

e (o ats
G- @12
2

qgue pode ser indicada de forma compacta por
kel = fi

onde (*) indica referéncia somente a deslocamentos e forcas na dire¢do do eixo do subdominio.

No primeiro membro dessa expressdo esta o produto de uma matriz quadrada (matriz de
rigidez) por um vetor de deslocamentos incégnitos e no segundo membro tem-se um vetor de forgas
nodais externas conhecidas, composto por forcas concentradas nos nds e também oriundas de
eventuais carregamentos ao longo do interior do subdominio. Estad ai, novamente a “equacdo da
mola”, sob forma matricial.

Entdo, cada resultado desse tipo sera utilizado para compor o sistema de equacbes da
estrutura, a medida que ela for “montada” com o acréscimo sucessivo de subdominios. Pode-se
observar, neste ponto, que as forcas externas, concentradas nos nds de extremidade, poderdo ser
acrescentadas posteriormente ao vetor de forgas nodais da estrutura.

A cada subdominio acrescentado na construgdo da estrutura (tirante!) corresponderd outro
[I; do tipo tratado anteriormente que, por sua vez, com a deriva¢gdo em relagdo aos seus parametros
nodais, contribuird com equacGes algébricas do tipo (2.12), para formar o sistema de toda a
estrutura. Bastara atribuir aos indices locais i,j os ndmeros dos nds na estrutura. No caso de
estruturas unidimensionais, uma numeracdo sequencial crescente dos nds adjacentes da estrutura
pode ser utilizada para basear a explicacdo que segue. Quando todos os subdominios estiverem
considerados, a estrutura estard completa e, em correspondéncia, o sistema de equa¢des estard
formado, bastando haver feito as superposicées dos coeficientes de rigidez nas posi¢cdes ditadas
pelos nimeros dos nds respectivos. Isso vale de forma explicita para este caso, onde cada ndé tem
apenas um grau de liberdade, isto € um parametro por né. Vide 2.1.2.4.2.

A ultima providéncia sera impor as condi¢Ges de contorno cinematicas. Com isto a matriz de
rigidez da estrutura deixa de ser singular e a solucdo sera encontrada.

2.1.2.3.1 T1N Tirante isostdtico; P na extremidade; u(x) linear

N

Aplica-se o procedimento a situacdo do exemplo do tirante isostatico, Fig. 2.9, com
aproximacao linear, ja considerado em T1G, fixo no né superior 1 e livre no né inferior 2, onde
atua uma forga concentrada P, com apenas um subdominio de comprimento £ = ¢:

Conforme deduzido anteriormente, tem-se, neste caso, abandonando-se o indice s:




com

Figura 2.9 - Tirante sob forca de extremidade

Impondo-se a condi¢do de contorno cinematica no nd superior

I

X
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u; =0, com o artificio

abaixo, que ndao modifica a ordem da matriz de rigidez e dos vetores de deslocamento e de forcas

nodais, tem-se

ely 11t =)
Resulta, imediatamente

_ Pt

u_
27 Ea

2.1.2.3.2 T2N Tirante isostdtico; for¢a distribuida constante; u(x) quadrdtico

Trata-se de tirante ainda isostético, com forga uniforme g em todo o comprimento e uma
aproximacdo quadratica para o deslocamento axial.
Mostra-se como utilizar a descricdo da funcdo de aproximacdo quadratica com trés

parametros nodais.

Inicia-se com a descri¢do de u(x) como funcdo de segundo grau, por meio de parametros

generalizados

u(x) = ag + ayx + ax?

Escolhendo-se pontos nodais i,j nas extremidades e m no meio do comprimento ¢ do
tirante, Fig. 2.10, os pardmetros nodais correspondentes podem ser escritos com uso da expressao

acima, particularizada para as coordenadas dos nds escolhidos, respectivamente 0,£/2 e ¥.

ui=a0
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nodais.

[2

!
um=ui+a15+a2:

U =u; + arf + ayt?

-

0/2

0/2

— <_<_<_<T<_

Figura 2.10 - Tirante isostatico, um subdominio, aproximacdo quadratica

Com essas equacoes serao obtidos

1

a2={)—2

Levando-se na expressdo original e colocando-se os parametros nodais em evidéncia tem-se

u(x) = (1_37"+2’;—22)ui+4(§—j—j)um+(%€+2{,—f)uj

Na Fig. 2.11 estdo desenhadas as fun¢des de forma correspondentes aos trés parametros

1

X

Figura 2.11 - Fungdes de forma associadas aos pardmetros nodais u;, u, e u;

Observe-se que no segundo membro da expressdo anterior cada parametro nodal esta
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multiplicado por uma funcdo de forma quadratica, que é combinacdo linear dos monémios originais
1, x, x2.

Aplicando ao caso proposto do tirante com forga uniforme g em todo o comprimento, a
primeira derivada da funcdo de aproximacdo sera

u'(x) = (1—%+4;)ul+4(__2_x)um+(—_1+4x)

2 : T)W

Impondo-se a condi¢gdo de contorno u; = 0 e levando-se na expressao da energia potencial
total tem-se

EA ¢ 1 2x -1 4x -x |, 2x
M=2 402w+ (R4 )] dr—q )y [4 (5w + (F+ 2 ] ax
Esta expressdo pode ser escrita com menos caracteres se passar-se a adotar uma
coordenada auxiliar, adimensional, ja apresentada anteriormente
€ _ X
e

observando-se que quando se usar varidvel x os limites de integra¢do sdo 0 e ¥, ao passo que
para & oslimitesserdo 0 e 1.

Além disso

dx = £d§

Note-se, antes de efetuar substituicdes, que a energia pode ser escrita sob a forma seguinte

pondo-se o fator 1/f em evidéncia em cada uma das duas parcelas da primeira integral e, portanto
1/4? para fora do colchete do integrando:

EA t 2x 4x 2 £ x  x? -x  2x2
=220 [4 (=) + (14 )] dx = {4 (G- 5) wm + (F+57) ] ax
portanto, inserindo-se agora a nova varidvel &, tem-se

= 2 1[40 = 28Dy + (—1 + 40y ] £dg — q [ [4CE — E + (=€ + 26%)uy] £

= 2y ([16(1 — 4§ + 482)ul, +8(—1 + 6§ — 82 )upuy; +
+(1 — 8¢ + 1682)uP]} £dE — q [, [4(5 — ED)um + (=§ + 282)] £dé=
L R I S PR T
el

/)
3

= = {196 — 192 + 128]uZ, + [—48 + 144 — 128]upu; + [6 — 24 + 32]u?} +

{112 — 8lup, + [-3 + 4]}
= 243202, — 32y + 14u?] — 222 [4uy, + 1]
12 m mUj j m j

Calculando-se as derivadas parciais e igualando-as a zero resultam
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=2 (64, — 321) = = g2

2 (—32upy + 281) =L
Resolvendo-se o sistema resultam
Uy = 037595

u; =0,5 %

gue sdo respostas corretas, isto é idénticas as analiticas, por exemplo.
Isso pode ser confrontado com a resposta do problema T3G, anterior.
Calcule o valor de Il e compare-o com o obtidoem 2.1.2.1.3.

2.1.2.3.3 T3N Tirante hiperestdtico; forga distribuida constante; u(x) de segundo grau

Barra idéntica a do caso anterior, porém com apoios fixos em ambas as extremidades,
(hiperestatica), Fig. 2.12, sob carregamento axial uniforme g em todo o comprimento e fungcdo de
aproximacao dada por polindmio de segundo grau. (Pergunta-se: a aproximacdo poderia ser admitida
como sendo linear? Por qué?)

Aproveitando-se a expressdo de u(x) do exemplo T2N, na qual os n6s i e j estdo nas
extremidades da barrae oné m esta no meio do comprimento, tem-se

u(x) = (1_37"+2’;—22)ui+4(§—;—;)um+(%+27f)uj

Y
|
\L/ q

i

|
ol
A

X

Figura 2.12 - Tirante hiperestatico, carregamento uniforme
Impondo-se as condi¢des cinematicas de contorno
u0) =w;=u) =u; =0

resultara

09 =42 Z)u
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=50 [0~ 5) ] [0 (= )

I

o

&y

N
|

¢ 4f? 4{’3) 2 ({’2 {’3)
——+—=us, —4gl———)u

2 243 +3{’4 m q 20 3£2) M

_ BEA(6-1248) 5 (3—2)

) ( 6 )um 4qt 6 ) Um

_ 4 _16EA_5 4 _8EA 5, 2
= o ZUm ~ gqtum = T Um — o qlu, = 5 U — 3 q8Un,

A imposicao da condicdo de estacionariedade requer que

an 16 EA 2
=——u,—-qgf=0
3 ¢ M 3q

oum

Portanto
6 qt> £?
48 EA  8EA
Entao
x  x?\ q¢? qt? (x x?
=4 (i D)= 25 ()
) ¢ ¢2)8EA 2EA\f {2
% (1 2x £ 2x
v =(-8)-£0-3)
2EA\L ¢2 2EA £
f 2x
N=L(1-%)
2 £

gue é a resposta exata. Deixa-se ao leitor a tarefa de calcular o valor de I e compara-lo com o valor
de 2.1.2.1.3. Qual deles deve ser menor, tendo-se em vista a diferenca de vinculacdo?
Faca os graficosde u(x) e N(x).

2.1.2.4 Parametros nodais e subdivisio em subdominios

2.1.2.4.1 T4N Tirante isostdtico; forca externa P no interior; dois subdominios; u(x) linear em
cada um

Seja o caso de tirante idéntico ao caso 2.1.2.1.5, com forga concentrada no interior do
dominio em X = ¢,, Fig. 2.13, utilizando-se dois subdominios que tém fungdo de aproximacdo
distinta e linear em cada subdominio. O comprimento do segundo subdominio é ¢,. Ha trés nds na
estrutura, numerados sequencialmente de 1 a 3.
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R % |: -3
Figura 2.13 - Tirante isostatico com dois subdominios e for¢a no interior do dominio

Esse exemplo ja foi tratado com pardametros generalizados. Serd retomado, agora com a
consideracgdo de parametros nodais.

Conforme adiantado, mostra-se que a continuidade de u(x) estard diretamente imposta no
né intermedidrio, onde a medida u, é comum aos dois trechos do dominio. Explicitam-se os
procedimentos de sistematizacdo de cdlculo, com a montagem da estrutura (ou dominio) por meio
da justaposicdo de subdominios. Também se utilizam sistemas locais e sistema global para
coordenadas, numeracdo de nds, etc., de maneira natural.

Entdo, com vistas na generalizacdao, suponha-se que o tirante seja “a estrutura” e que os
subdominios dessa estrutura sejam elementos estruturais. Pode-se dizer que a estrutura esteja em
um ambiente global e os elementos componentes em ambiente local. Os subdominios somente
apresentam diferenga, neste caso, no comprimento. Indique-se, entdo, com ¢ o comprimento do
subdominio genérico e com L o comprimento da estrutura. Quando a estrutura for montada com a
justaposicdo dos subdominios, o primeiro subdominioterd £ = xp e osegundoterd £ =L — xp.

Seguindo-se o tratamento “local” de um subdominio genérico (elemento genérico), de
comprimento £, onde se admite variac3do linear de u(x) descrita por meio de pardmetros nodais
u; e u; nosndslocais i e j,foi deduzido que

ulx) = (1—%)ui+%uj

Suponha-se, conforme a Fig. 2.13, que os nds na estrutura (barra completa, ambiente global)
sejam indicados com os nimeros 1,2 nas extremidades do subdominio I e 2,3, nas extremidades
do subdominio II.

Entdo, trata-se de particularizar a expressao

e (o ats
IR B
2

para cada subdominio.

Fazendo-se
EA
ki =22
L [i

tem-se:

a) para o subdominio I
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1 =)
k1 =

-1 11, P
notando-se, pela expressao acima, que a forga externa foi incorporada no potencial do carregamento
do segundo né do subdominio I. Pelas observagGes anteriores pertinentes, essa forca poderia ser
adicionada somente ao final, no nd 2, quando o sistema de equac¢des completo estiver formado.
Note-se que os parametros nodais locais foram substituidos pelos correspondentes pardmetros
globais, isto é, ja foi feita a correspondéncia entre numeracao local e global.
b) para o subdominio I

e =0

Disto resultard, para a estrutura composta por esses dois subdominios,

k1 _k1 0 U1 0
_k1 k1 + kz _kz U2 = P
0 -k, Kk, 1luz) Mo

Neste exemplo apresentou-se de maneira sintética o procedimento de montagem das
matrizes de rigidez e de forcas nodais.

No exemplo T5N far-se-d explicagdo ainda mais detalhada sobre a formagéo dessas matrizes.

Impondo-se a condicdo de contorno no né superior U; = 0, o sistema acima pode ser
escrito na seguinte forma:

1 0 0 1(U;1 0
0 k1 + kz _kz U2 = P
0 -k, Kk 1luy) (o

A solucdo para os dois deslocamentos ndao nulos resulta

Pt
Uy=-L1=U
3 EA 2

Pt
U2 == -
EA

Em seguida, as primeiras derivadas e as forcas axiais em cada trecho podem ser calculadas,
conforme realizado anteriormente nos outros exemplos. Os graficos de deslocamentos e forcas axiais
podem ser construidos e o valor da energia potencial total podera ser calculado.

Adianta-se que este é o esquema seguido para a aplicagdo do chamado método dos
elementos finitos para a analise completa de estruturas.

O que esta sendo denominado subdominio pode ser chamado de elemento finito, isto é uma
parte finita da estrutura sobre a qual sdo admitidas validas expressGes de formas de variagdo
conhecida de deslocamentos, multiplicadas por pardmetros incdgnitos (generalizados ou nodais) que
poderdao ser determinados mediante a imposicao da condicdo de estacionariedade da energia
potencial total. A denominacdo elementos finitos é empregada para diferenciar esta abordagem
(formulacdo global) em relagdo ao tratamento classico, via equacgdes diferenciais, que é chamado de
formulacdo local, por considerar imposicao de equilibrio sobre uma parte infinitesimal do dominio.

Entdo, pode-se afirmar que, até este ponto desta publicacGo, a esséncia do método jd foi
contemplada na exposicdo. E 6bvio que, em estruturas cujas solugdes analiticas néo séo conhecidas,
as solugbes via elementos finitos serdo realmente aproximadas. Entretanto, com o uso de elementos
com aproximagoes expressas por funcbes de grau apropriado, ou quando a discretiza¢@o da estrutura
for feita com um numero elevado de subdominios, as respostas aproximadas poderdo atingir a
precisdo desejada.

Outros detalhes, que visam apenas tornar esse procedimento ainda mais sistematizavel e,
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portanto, mais facilmente programavel, podem ser confrontados em publicacGes especificas sobre o
método dos elementos finitos. Isso, na verdade, serd necessario para permitir a aplicacdo do método
a problemas maiores, com muitos elementos estruturais componentes, quando, evidentemente, sera
mandatadrio recorrer a computadores para as tarefas de célculo.

2.1.2.4.2 T5N Tirante isostdtico; forca distribuida constante; discretiza¢Go sucessiva em vdrios
subdominios; u(x) linear em cada um deles

Tirante isostatico, sob forca externa uniformemente distribuida em todo o dominio, com
discretizacdo sucessiva em subdominios, em cada um dos quais se admite variacdo linear para o
deslocamento axial u(x). E o problema 2.1.2.3.2 anterior, porém utilizando-se subdominios nos
quais a variacdo da aproximacdo para os deslocamentos é expressa por polinémio de grau inferior ao
daquele que conduziu a resposta exata.

Essa é uma caracteristica principal que os elementos finitos apresentam em geral, porque,
em problemas de estruturas mais complexas (placas, cascas, etc.) ndo sdo conhecidas as fun¢des das
solugdes analiticas!

Em seguida estdo detalhados os célculos relativos as discretizacdes com 2 (Fig. 2.14) e 4
subdominios. No final do item serdo apresentados os graficos comparativos para 2, 4 e 8
subdominios componentes. Além disso, também para examinar a exibicdo da evolucdo da
convergeéncia, resultados estdo apresentados em tabelas elucidativas, para discretizacées em 2, 4, 8,
16 e 32 elementos.

4

<—<—<
w
—
~
N

\
Q

¢ w(—<—<—

Figura 2.14 - Tirante isostatico, dois subdominios, aproximagdo linear em cada um

Este exemplo permite verificar aquilo que jd fora adiantado em T1G, quando mostrou-se que
a solugdo com aproximacgdo linear para todo o dominio ndo conduz a resultado satisfatorio!

Por outro lado, embora a melhor solu¢do tenha sido obtida no exemplo anterior, quando foi
utilizada uma aproximacdo de sequndo grau vdlida para todo o dominio, (solugcdo coincidente com a
solugdo exata, de sequndo grau!), mostra-se agora que o uso de fungdo de aproximag¢do de menor
grau, porém em vdrios subdominios da barra, também pode levar a convergéncia para a solugdo
correta.

Em particular, chama-se a atenc¢do para a necessidade usual de se fazer o monitoramento da
qualidade da resposta, acompanhando e examinando a varia¢do dos resultados sucessivos. Também
é importante salientar que a sequéncia de discretiza¢des deve ser feita de tal maneira que cada uma
delas contenha os pontos de conexdo entre subdominios das discretizagées anteriores. Portanto, o
conjunto de pontos nodais de uma discretizacdo conterd os pontos nodais de discretizacées
anteriores. Isso garantird a exibicdo de convergéncia monoténica dos resultados para a resposta
correta, no caso em exame. Outros requisitos para obtencdo de convergéncia serdo abordados
oportunamente.
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a) T5NA Primeira discretizacdo - 2 subdominios

Conforme anunciado em 2.1.2.3, e aplicado em 2.1.2.4.1, faz-se um detalhamento mais
explicito e pormenorizado dos passos para a formagdo das matrizes de rigidez e de forgas nodais da
estrutura, a partir das matrizes correspondentes dos subdominios.

Conforme Fig. 2.14, sejam 1, 2 e 3 os nds na numeragao global (da estrutura). Seja £ =+ o
comprimento de cada um dos dois subdominios I e II e L ocomprimento da estrutura.

Para cada subdominio tem-se

mn, =2 [(ul+u])] dx—gq |, [( )ul+ u]]dx

EA ?

= u? —Zuiuj+u]-2)—q5(ui+uj) (2.13)
Portanto para a estrutura com dois subdominios s

O=T1,+10,; =X°L,Us + Q)

Neste caso, por ser estrutura unidimensional, com nés numerados sequencialmente, é
imediata a identificacdo da correspondéncia entre numeracao local e global dos parametros nodais.

Calculando-se, entdo, a expressdo de II, j4 empregando parametros nodais referidos ao
sistema global, sem impor, por enquanto, a condi¢cdo cinematica de contorno, tem-se que

EA
H:E(U1 2U,U, + UZ) — q; [U1+U2] (UZ —2U,U; + U2) — a3 [U2+U3]

EA P
_7[(U12 — 201U,y + U3) + (U7 — 2U,Us + U] _QE(U1+ Uy + Uy + Us)

Intencionalmente, na expressdao acima, deixou-se escrita separadamente a contribuicdo
individual de cada subdominio.

Nas equacgbes seguintes a manutencdao da repeticdo de parcelas iguais visa facilitar a
compreensdo do que sera exposto.

A imposicao de dII = 0 implica em

dIl aUldu1 iduz +;7H3dU3 =0 (2.14)
onde

:—i=%(U1_Uz)—qg

:_;2 =2 (-Us+ Uy + Uy = U3) — g (2.15)

;—11;3:%(—”2 +U3)—q§

A condigdo cinemdtica de contorno U; = 0 tem como consequéncia que dU; = 0, pois o
valor de U; é fixo (nulo), quer dizer ndo pode ter varia¢do. Portanto, em (2.14) dIl, desaparece o
primeiro termo do segundo membro

ol
a—UldUl

Como os demais incrementos podem ser arbitrariamente nao nulos, resulta que as
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derivadas, (2.15), em relagdoa U, ea U; (onde U; = 0) devem anular-se, isto é, tem-se que:

S (2Uz = Us) = q£ =0
(2.16)
£
%(—Uz +Us)—q5=0

Antes, porém, de encontrar essa solugdo, aproveita-se para apresentar outro procedimento
que é util para entender como o sistema de equagées (matriz de rigidez e de forcas nodais da
estrutura) podem, alternativamente, ser obtidos a partir da matriz de rigidez e da matriz de forgas
nodais equivalentes de cada subdominio. Isto ja foi feito em 2.1.2.4.1, de maneira implicita, sem
detalhamento. Posteriormente, estes mesmos procedimentos serdo empregados em outros exemplos,
tal como no caso de viga simplesmente apoiada com forca P concentrada no centro do vdo e de
uma trelica plana. Note-se que as condigcées cinemdticas de contorno ndo serdo aplicadas “a priori”.
Para sistematizar, elas serdio impostas apds completar a formagdo das matrizes da estrutura.

Considere a equacdo basica para um elemento de trelica (2.12), em cujo segundo membro
estdo supostas apenas as forgas nodais equivalentes denominadas, respectivamente, por f,, e fu].,

devidas a carregamentos no subdominio

EA
- (i —w) = f,

(2.17)
EA
- —u + uj) = ﬁl].

Sob forma matricial tem-se

— i fui
E[—11 11] {Z,} ~ Ay

Esse resultado ja foi indicado em 2.1.2.3 e, sob forma compacta, tem-se
k*‘l’l61’l — *Nn
S N N

Isto foi obtido para um subdominio de tirante.

Agora, quando se pretende utilizar dois subdominios no tirante em foco, a notacdo sera mais
explicita para permitir acompanhamento do processo. Além disso, chama-se a atenc¢do para o fato
que, sendo sequencial a numeracdo dos nds da estrutura, fica facil fazer a correspondéncia entre os
nés locais i,j e os nimeros 1,2 e 2,3 dos nds globais da estrutura. Entdo, mesmo nas equagdes
do subdominio, fazendo-se a correspondéncia, os deslocamentos nodais serdo indicados com letra
maiuscula, referindo-se portanto aos deslocamentos globais da estrutura.

Para o subdominio I aequacdo acima ficard sob a forma

L -l

Quanto ao segundo membro prefere-se, pelo menos por ora, manter nota¢do de indices com
letra minuscula para enfatizar que as forgas nodais indicadas sdo oriundas do carregamento ao longo
do subdominio. Eventuais forcas nodais concentradas nos nds serdo acrescidas apés a montagem das
matrizes da estrutura.

Sem promover nenhuma altera¢do de significados, essa relagdo pode ser colocada sob uma
forma “expandida”, envolvendo todos os deslocamentos e forcas nodais equivalentes da estrutura
em analise, que esta subdividida em 2 subdominios, isto é
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1 -1 01Uy}, (fux
[_1 1 0 {U2}=a fiL (Sub1)
0 o ollu; 0

Do mesmo modo, para o subdominio II tem-se

0 1 —1|{Usp=—1fu (Sub 1)
EA
0 -1 11y, 11

E facil perceber que nas expressdes (2.15) das derivadas do I em relagdo aos parametros
nodais do subdominio | (referidos a numeragao global da estrutura) ndo aparecerdo contribui¢cdes
dos parametros do né global 3. Do mesmo modo, nas expressdes das derivadas de Il em relagdo
aos parametros nodais do subdominio II (referidos a numeracdo global da estrutura) nao
aparecerdo contribuicGes dos parametros do né global 1. Isso fica claro ao examinar o aspecto das
matrizes de rigidez e de forgas nodais das expressdes acima (Sub 1) e (Sub I1).

Neste caso, observe-se também que a matriz do primeiro membro em (Sub Il) pode ser vista
como formada pela “translacdo” da submatriz de ordem 2 x 2 da matriz 3 x 3 do primeiro membro de
(Sub 1). A soma dessas duas equagdes matriciais, membro a membro, coeficiente a coeficiente,
fornecera

1 -1 oy L[ S (05
[—1 1+1 -1 {U2}=— fa + i ="—{1,0} (2.18)
EA EA
0 -1 1 1\U; fulg 0,5

Esse resultado pode também ser entendido da seguinte maneira. E como se uma matriz
“gabarito” de ordem 3 x 3, neste caso, fosse preenchida sucessivamente com os valores da submatriz
de rigidez 2 x 2 de cada subdominio, colocados nas posi¢cdes ditadas pela ordem dos parametros
nodais correspondentes no vetor de deslocamentos, fazendo-se a soma dos valores que se
superpuserem. Explicacdo semelhante é valida para o vetor de forgas nodais do segundo membro da
equacao acima.

Destaca-se que ocorre a “translacdao” da submatriz 2 x 2, neste caso, porque a humeragao
dos nds da estrutura foi adotada sequencialmente. Se a numeracao, por alguma razdo, ndo fosse a
sequencial, a contribuicdo da matriz de rigidez de cada subdominio para a matriz de rigidez da
estrutura ocorreria de forma diversa. Vide, por exemplo, o caso da chapa no capitulo 3, item
3.4.1.2.6. Resultaria uma matriz de rigidez com os valores nao nulos posicionados em locais mais
distantes da diagonal principal. Isso pode ser pesquisado pelo leitor, com mais evidéncia, se, como
exercicio, nos casos seguintes de discretizagdo em maior nimero de subdominios, for adotada
numerac¢do ndo sequencial para os nés da estrutura. E claro que no vetor de parametros nodais, por
varios motivos, a lista deles obedecera a ordem sequencial, né por né.

Apenas como ilustracdo vide que, no caso desta discretizacdo em 2 subdominios, se a
numeracdo dos nds, a partir do apoio fixo superior, fosse 1, 3 e 2 o sistema acima ficaria com a forma

seguinte
1
1 0 —17U fu, (05
0 1 -1 |jUx= 4 (=105
-1 -1 1+11\W; fuI +fu” 1,0
2 1

Ha outras maneiras de fazer a formalizacdo das operacdes relativas a formacgdo das matrizes
da estrutura a partir das matrizes dos subdominios!

Impondo-se em (2.18) a condigdo de contorno cinematica U; = 0, que implica em eliminar,
nessa equacao matricial, a primeira linha dos dois membros e a primeira coluna da matriz do
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primeiro membro, como consequéncia do que foi explicado acima, fica-se com a forma seguinte
5 =% los)
-1 1013 Eal0,5
gue coincide com (2.16)
A solugdo do sistema é

_3qf* 3 ql* _ 3 ql?
T 2EA T 2(4EA) 4 (2EA)

2q¢%?  2q L? L?
EA  EA4  2FA
Nota-se que nos nds as respostas coincidem com as exatas. Mas entre os nds a variagdo de
u(x) é linear, conforme admitido pela fun¢do de aproximacdo para cada subdominio. Além disso, a
condicdo mecénica de contorno no ponto x = L, que deve ser N(L) = 0, ndo estd obedecida, pois

N(L) = 2 EA = 2EA(Us — Up) = £ = 0,25qL

Forgas axiais nos subdominios

N 0,75

) = lozs}

Ny 0,25

Na figura (2.16) serdo exibidos resultados desta discretizagdo e das seguintes com maior
numero de subdominios, para comparacao.

O valor da energia potencial total correspondente a solucdo encontrada é
3af2 | at2q?

H _Q_ 1[ ]_ 1q2#3(3 )_ 513 5 q°L3
aprox = 3 = 3|93 Ea T 2 Eal T T2 7Ea \2 T 4EAS8 32 EA

= —0,15625 L2
EA

que é 6,67% maior do que o valor correto

—q213
6EA

M=

2713
--0,16667 LL
EA

b) T5NB Segunda discretizacio — 4 Subdominios

/ \rJ

L/4 subdominio I
L/4 | 9 subdominio II
L/4 | subdominio III
L/4 4 I\‘ | subdominio IV

-

Figura 2.15 - Tirante isostatico, 4 subdominios, aproximacgao linear em cada um

Pode-se melhorar a solu¢3o, discretizando-se o tirante em 4 subdominios, £ = L/4 com
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nos 1,2,3,4e5 nanumeracdo global da estrutura. Nos 1 e 5 nas extremidades do tirante e os nds
2, 3 e 4 nas unides dos subdominios I —II, Il —1II e III — 1V, Fig. 2.15.

Novamente, aproveitando-se a explicacdo relativa a subdivisdo em 2 subdominios, agora, a
montagem do sistema final de equacdes para a estrutura, antes da imposi¢cdo da condicdo cinematica
de contorno no né superior, serd feita com os seguintes passos:

Para o subdominio [

(1 -1 .0 0 Op(Ury (fuy)
-1 1 0 0 of|t| |g]
lo o o0 0 0|4U3¥=40¥
0 0 00 oJIU4,| | o |
[o 0o 00 ollug |y)

0 0 0 0 O7(Ury (9Y
0 1 -1 o of|lu.| |Al]
0 -1 1 0 OI{U3}={fu’;}
0 0 0 0 oJ .| |o|
o o o o o) (y)
0 0 0 0 Oj(Uny (9
00 0o o Offal |01
00 1 -1 0I4U3¥={fu15
00 -1 1 oJIU4I | £ |
oo o o ollw) Uy
0 00 0 07 (9
0 oo o of|u] |0
lo o 0o o 0|4U3¥=49V}
[o 00 1 —1JIU4,| | iy |
000 -1 14l g

A soma dessas quatro equacGes matriciais, membro a membro, fornecera

( fu )
-1 0 0 07 (Un) | | (0,5
-1 141 -1 0o o0[|U| |fetfs | 1]
lo -1 1+1 -1 0|4U¥ {u’ﬁf’”} %415
0 0 -1 1+1 —1JIU4| £ 4 | 1|
[o o o -1 1l l H lo,5)

Impondo-se a condi¢do de contorno cinematica U; = 0, fica-se com a forma seguinte

2 -1 0 017(U: 1
-1 2 -1 o0 |)Us(_q2) 1
0 -1 2 —1|)Us( Ea) 1
0 0 -1 1I\Us 0,5

Aqui, aproveita-se para comentar algo que ficou ainda mais evidenciado neste sistema de
equagles e que é a caracteristica chamada em “banda” da matriz de rigidez da estrutura. Como se
nota, ela se apresenta com os valores ndo nulos agrupados nas adjacéncias da sua diagonal principal.
Define-se largura da semi-banda da matriz como o mdximo dentre os numeros que indicam, em cada
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linha, quantas colunas existem desde a coluna na diagonal principal até o ultimo elemento ndo nulo.
No caso da matriz de rigidez acima a largura da semi-banda é igual a 2. Essa semi-banda depende do
numero de graus de liberdade em cada né e da mdxima diferenca entre os numeros (na numeracgdo
global) dos nds dos subdominios que compéem a estrutura.

Isto pode ser expresso por

LSM = (MAXDIF + 1) x NPARN

onde LSM = largura da semi-banda;, MAXDIF = mdxima diferenca entre os niumeros (numeragdo
global da estrutura) que designam os pontos nodais de cada um de todos os subdominios da
estrutura;, NPARN = numero de pardmetros em cada no.

Aplicando-se ao caso da discretizacdo em andlise tem-se

LSM=(1+1)*1=2

Sabe-se que quanto menor for o valor de LSM, que um sistema de equagdes tiver, menor serd
o numero de operacgdes a realizar para resolvé-lo, o que implica em menor tempo de processamento e
maior precisdo. Conforme comentado anteriormente, a largura da semi-banda depende, além de
NPARN, também da sequéncia da numera¢do escolhida para os nds da estrutura. Foi ilustrado que
com a numera¢do sequencial conseguiu-se a menor MAXDIF. Os pacotes computacionais para
resolver casos de estruturas com emprego de métodos numéricos apresentam embutidos os
algoritmos que promovem a renumera¢@o dos nds para que se tenha a semi-banda mais estreita.

A solugdo do sistema de equacoes fornece

U, 3,5 3,5 0,4375
Us | _qe?) 60 qi2 16,0 qi2 ) 0,75

U, Ea )75 ( 1664 )7,5(  2E4)0,9375
Us 8,0 8,0 1,0

onde foi feita a substituicdo £ = L/4.
Novamente, neste caso, nos nds os valores coincidem com os exatos. A Fig. 2.16 mostra a
evolucdo dos deslocamentos aproximados nos nés, para 2, 4 e 8 subdominios.

2EA
u(x)
0,234375c¢
0,4375c¢ 0,4375c¢
0,609375c¢
0,75¢ 0,75¢ 0,75¢
0,859375c¢
0,9375c¢ 0,9375c¢
c o 0984375c
X
2 Sub 4 Sub 8 Sub

Figura 2.16 - Deslocamentos nodais em 3 discretizagdes sucessivas
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A convergéncia para deslocamentos é notavel.
Os valores das forgas axiais sao

N, 0,875
N[ )o0,625
Ny (= )0375 (4
N, 0,125

llustra-se a seguir o calculo de

Ug—

N(L) = Ny = =5

2
“FA = ZEA(us — us) £- = 2qL(0,0625) = 0,125qL

que resultou mais préximo do valor nulo, em relacdo ao resultado da discretizagdo anterior em 2
subdominios, mas é diferente de zero, como deveria ser, conforme a condi¢do mecanica de contorno

N(L) = 0.
Na origem tem-se

N(0) ==2EA = 0875qL

mais proxima de gL, em relagdo a aproximacgdo anterior, mas ainda ndo aceitavel.
A energia potencial total é

I = —0,1640625 L2
EA

c) T5NC Discretizacées com maior nimero de subdominios

E assim, sucessivamente, foram feitas outras subdivisdes em 8, 16, 32 e 64 subdominios,
seguindo-se a exposicdo anterior, obtendo-se os resultados (com programa para computador)
reunidos nas Tabelas 2.1, 2.2, 2.3, e 2.4, (até 32 subdominios quanto aos deslocamentos e forgas
axiais, Tabelas 2.3 e 2.4).

O exame dos resultados evidencia a convergéncia para os valores corretos, a medida que o
numero de subdominios cresce. Para facilitar a escrita os indices que designam os subdominios estdo
indicados com algarismos ardbicos.

Condicdo mecanica de contorno
Registrada nas ultimas linhas de cada coluna da Tab. 2.4 e estdo reunidas na Tab. 2.1
seguinte

Tabela. 2.1 - Valor da forga axial/(ql) em x = L (Condigdo mecanica de contorno)

Numero de Subdominios

2 4 8 16 32 64 Exato

N(L)/qL 0,25 0,125 0,0625 0,03125 0,015625 0,0078125 0,0

Energia potencial total I1

273
Tabela. 2.2 - Energia potencial total / (%

Numero de Subdominios

2 4 8 16 32 64 Exato

l'l/(q2L3 -0,15625 -0,1640625 -0,1660156 -0,1665039 -0,1666260 -0,1666565 -1/6
EA
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2
Tabela. 2.3 - Deslocamentos nodais/(%)

Desloc/ Numero de Subdominios
2
%) 2 4 8 16 32
U, 0,375 0,21875 0,1171875 0,06546875 0,030761719
Us 0,5 0,375 0,21875 0,1171875 0,06546875
U, 0,46875 0,3046875 0,1699219 0,089355469
Ug 0,5 0,375 0,21875 0,1171875
Ug 0,4296875 0,2636719 0,1440430
U, 0,46875 0,3046875 0,1699219
Ug 0,4921875 0,3417969 0,1948242
Ugy 0,5 0,375 0,21875
Ui 0,4042969 0,2416992
[ 0,4296875 0,2636719
[ 0,4511719 0,2846680
Uss 0,46875 0,3046875
[ 0,4824219 0,3237305
[ 0,4921875 0,3417969
Uiy 0,4980469 0,3588867
[ 0,5 0,375
Usg 0,3901367
Uso 0,4042969
Uso 0,4174805
[ 0,4296875
Us, 0,4409180
Usps 0,4511719
Usy 0,4604492
[ 0,46875
Use 0,4760742
U,, 0,4824219
Usg 0,4877930
Uso 0,4921875
Uso 0,4956055
Uz, 0,4980469
Us, 0,4995117
Uss 0,5
Tabela. 2.4 - Forgas axiais/(qL)
Nos Numero de Subdominios
Subdominios 2 4 8 16 32
/(L) (*)
N, 0,75 0,875 0,9375 0,96875 0,984375
N, 0,25 0,625 0,8125 0,90625 0,953125
N3 0,375 0,6875 0,84375 0,921875
N, 0,125 0,5625 0,78125 0,890625
Ny 0,4375 0,71875 0,859375
Ng 0,3125 0,65625 0,828125
N, 0,1875 0,59375 0,796875
Ng 0,0625 0,53125 0,765625
Ng 0,46875 0,734375
Nio 0,40625 0,703125
Niq 0,34375 0,671875
Ny, 0,28125 0,640625
Ni3 0,21875 0,609375
Nig 0,15625 0,578125
Nys 0,09375 0,546875
Nig 0,03125 0,515625
Niq 0,484375
Nig 0,453125
Nio 0,421875
Nyo 0,390625
Njq 0,359375
Ny, 0,328125
N3 0,296875
Noy 0,265625
Nos 0,234375
N 0,203125
Nyy 0,171875
Nog 0,140625
Ny 0,109375
N3 0,078125
Njq 0,046875
N, 0,015625
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Pela evolugdo dos resultados da forca axial em x = L, na série de discretiza¢des, percebe-se
gue a convergéncia para o valor correto (igual a zero) é muito boa. Isto fica ainda mais evidente
quando o nimero de subdominios é 64 e a for¢a axialem x = L é apenas 0,0078125qL.

2.1.2.4.3 T6N Tirante hiperestdtico; forga distribuida constante; 2 subdominios; u linear

Aplicando-se agora ao caso do tirante da Fig. 2.17, bi-apoiado, hiperestatico, com forca
uniforme distribuida em todo o dominio de comprimento L e adotando-se dois subdominios iguais
(¢5 = L/2), cada um com aproximagcdo linear para o deslocamento axial, tem-se:

a1 -1 o0 Uy 0,5
-1 1+1 —1|{Uz¢=q#:{0,5+0,5
*lo -1 11U, 0,5

Y
9

|
|
|
|
|
|

A

X

Figura 2.17 - Tirante hiperestatico com forga distribuida uniforme

Aplicando-se as condigdes cinematicas de contorno U; = U; =0

1 0 O]ty . O
0 1+1 0|{U, =‘)’5—; 0,5+0,5
0 0 11\U; 0
donde
_ af _ al?
27 25A " 8EA

Esse valor, no no central, coincide com o valor exato. Porém, de acordo com a variagdo linear
adotada para os dois subdominios, entre os nds os valores ndo serdo exatos. Seria necessario fazer
subdivisdes em maior nimero de subdominios, com procedimento analogo ao do exemplo anterior,
para alcangar valores exatos em um maior nimero de pontos nodais, caso necessario.

Pelo andamento das dimensGes das matrizes de rigidez e de forgas nodais é possivel
imaginar o que ocorreria com a consideracdo de 4 subdominios com variacdo linear de
deslocamentos para o mesmo exemplo acima. E, com isto, conforme assinalado anteriormente,
ter-se-a orientacdo para sistematizar o célculo com emprego de computador, quando o nimero de
subdominios (incégnitas) for maior.
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2.1.2.4.4 T7N Sugestdo de exercicio: Tirante hiperestdtico; for¢ca externa P no interior da barra, dois
subdominios; u linear em cada um

E caso semelhante a 2.1.2.4.1 T4N, porém com vinculo fixo também na base. Aproveitar
para examinar o andamento dos deslocamentos e das forgas axiais nos trechos da barra em funcao
da variagdo da posicdo Xp do ponto de aplicagdo de P.

2.2 TRELICAS
2.2.1 Introducao

Até agora, quando foram utilizados subdominios nos exemplos de tirantes, a formulacdo das
equacodes, e sua aplicacdo para compor o tirante, foi bastante imediata, porque todos os eixos dos
subdominios eram colineares. As matrizes de rigidez e de forgas nodais se referiam a deslocamentos
globais colineares.

Quando, porém, for o caso de estrutura (trelica) composta por barras cujos eixos que
concorrem em “pontos”, chamados nds da trelica, ndo sdo colineares é necessario complementar o
tratamento até agora dispensado ao elemento basico chamado “barra de trelica”. Note-se que no
caso de subdominio barra de trelica, com fun¢do de aproximacao linear, os nés das extremidades do
subdominio irdo coincidir com os nés da trelica (encontro de barras componentes).

De modo geral, como ja sabido, a barra de trelica é elemento estrutural cujo comprimento é
bem maior do que as dimensdes da sua sec¢do transversal e que pode estar submetido a esfor¢o de
tracdo (tirante) ou de compressdo. Quanto a compressdo, o desenvolvimento para obtencdo das
matrizes de rigidez e de forgas nodais serd andlogo ao que se fez para os tirantes, desde que se
tomem medidas para que o subdominio esteja adequadamente contraventado, para nao ficar sujeito
a perda de estabilidade lateral.

A eventual flexdo que ocorre em barras componentes de treliga, cujo eixo ndo seja vertical,
produz efeitos que podem ser negligenciados. O peso préprio de cada barra pode ser dividido em
duas partes, cada uma aplicada aos nds de extremidade. (Isto é coerente com aproximacao linear
para u(x) e forca distribuida uniforme no comprimento).

Recorda-se uma conclusGo importante, oriunda de resultados anteriores, que mostrou que o
uso de subdominio formado por barra linear, com dois nés de extremidade e, portanto, com fung¢do
de aproximagdo linear, leva a resultado exato se o carregamento externo for apenas constituido por
forgas aplicadas nas extremidades (nds) na dire¢éo do eixo do subdominio.

Portanto, isto serd util para a abordagem das trelicas.

2.2.2 Generalizacao da relacdo entre deslocamentos e forcas nodais de barras sob acdo axial

Ja é conhecido o relacionamento entre deslocamentos nodais e respectivas forcas nodais,
guando uma barra genérica (Fig. 2.18) estiver referida a eixo local x coincidente com seu préprio
eixo geométrico. Isto, conforme detalhado anteriormente, decorre da minimizacdo de

u]-—ui

2
- ) dx = fuwi— fuy (2.19)

s
I, =3 Jy" EA (

correspondente a um subdominio s, com funcdo de aproximacdo linear, descrita com uso de
parametros nodais locais u; e u;, e em cujas extremidades existam forcas nodais f, e fu].

correspondentes.
A imposicao de dIlg = 0, fornece, como ja visto:
EAs[ 1 —11(% _ fus
vl ]{uj}_{fu,} (220

Isto serviu para determinar deslocamentos dos ndés da barra que somente tém liberdade
para se deslocar na direcao do eixo dessa barra.
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No caso de uma estrutura com multiplas barras de trelica, cujos eixos tém diversas
orientacdes, serd necessario adotar um Unico sistema de referéncia (pelo menos em cada nd) para
gue as contribuicdes da energia potencial de cada barra possam ser acumuladas e compor a energia
potencial da estrutura. Afinal, o equilibrio no né requer derivada de Il em relagdo a uma mesma
direcdo. Isso exige que em cada né r da estrutura seja utilizado um sistema de referéncia para os
seus deslocamentos finais U, e V.. E usual escolher esses sistemas com a mesma orientagdo dos
eixos globais X, Y. Desse modo, em cada nd, ha a necessidade de relacionar o deslocamento local
axial u,, com os deslocamentos globais U, e V,. referidosa X,Y.

X,U

u;(f
i)
\ §
Figura 2.18 - Elemento genérico de treliga
De acordo com a figura anterior em qualquer né r tem-se, pela geometria:
= U,.cos¢p + V,.seng (2.21)
ou, utilizando-se nota¢do mais compacta para cos¢ =c e seng =s,

u=U.c+V.s (2.22)

Retome-se a expressdo (2.19), que integrada dara:

EAs 2
[l = 20, u; — ui) = fu Wi —fu]..u]- (2.23)

Substituindo-se nela a relacdo (2.22), em cada no, tem-se:

EAS

[(U c + Vs) (Uic + Vl-s)]2 — fu,(Uic + V;s) — fu].(U]-c + V]s) (2.24)

Entdo, derivando-se em relacdo aos parametros nodais globais:

oIl EAs
ou; [UC+Vs Uic = Vis](=c) = cfy,, = 0
o=t Ue + Vs = Uie = Vis](=s) = sfy, =
(2.25a,b,c,d)
oIl EAs
50 = S lUye + Vis = Uie = Vis|(h0) — efyy = 0
o, _ £as

2, [Uc+Vs Ul-c—Vl-s](+s) — Sy =
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Com linguagem matricial

c? cs —c% —cs (Ui\ (Cfuz\l
EAsl ¢s  s?  —cs  —s? { Vi } - 4Sf”i ¥ (2.26)
b =2 —cs 2 es|)U | STy | '

J

J

fu
—cs —s% c¢s  s? ijJ \sfu
ou, com forma condensada,
K.D; =F; (2.27)
Para evitar confusdes as matrizes de subdominio sdo indicadas com letras mailsculas com
indice s, para deslocamentos e forgas, pois elas estdo associadas aos pardmetros do sistema global.
Omitiu-se o “expoente” n para simplificar a escrituracgdo.
Esse resultado também pode ser obtido de forma alternativa conforme detalhado a seguir.
Recordando-se resultado obtido anteriormente para tirante, considere-se a expressdo (2.20),

repetida a seguir, que relaciona apenas deslocamentos e forcas nodais na direcdo do eixo da barra
(sistema referencial local).

EAs[ 1 —11(% _ fus
ol Tll= {fu,} (220
Indicando-a com forma condensada, também sem o expoente n, tem-se

kb6 = f5 (2.28)

onde, conforme esclarecido anteriormente, as matrizes sdo relativas apenas aos deslocamentos
segundo x, local.

Seja um vetor com todas as possiveis componentes dos deslocamentos dos nés i e j
referidas ao sistema local

d=1{, (2.29)

e o0 vetor com as componentes dos mesmos deslocamentos dos nds, porém referidas ao sistema
global, ja indicado em (2.26) e (2.27)

D, = { Z; } (2.30)

Em qualquer ponto da barra (subdominio) tem-se

{3} - [g _cs] {1;} (2.31)

Portanto, nos nds tem-se
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(gl\ c —s 0 0] (%
il _|s ¢ 0 0])V
{U;’ 10 0 ¢ -s||W (2.32)
w) lo o s clly

ul: c s 0 0 (gl\
ANEERR
Vj 0 0 —-s ¢ kV]-J
ou
d, = RD, (2.34)

na qual R é usualmente denominada matriz de rotacao.
A relacgdo (2.20) pode ser reescrita de outra forma (sem alterar o significado), para incluir
todos os deslocamentos nodais d;, ficando-se com

1 0 —1 0] (%) (fu)
oo 1 ofwi i, 239
o o o olly) (
ou, sob forma compacta
kod = f (2.36)

Pré-multiplicando-se membro a membro por d

dikeds = dif (2.37)
Usando-se a relagdo (2.34) tem-se

D[R'ksRID = DS[R'f ] (2.38)
Entdo, obviamente, resulta que

K, = R'k,R e F, = R'f (2.393,b)

Efetuando-se as operagdes contidas em (2.39 a,b) obtém-se, novamente a (2.26)

2 s —ct —cs] (U Ifcfui\l I(Fui\l
EAl cs  s? —cs —s? { Vi } - 4 S ¥ = 4 By, ¥ (2.26)
¢l—c2 —cs 2 s ||U | ¢ | |FU1' | .
—cs —s? ¢s s 1\ \sfy)  Fv))

Esta equacdo serd também utilizada, posteriormente, para acrescentar a acdo axial em
subdominios de viga, para solugdo de problemas de pdrticos.



60

2.2.3 Exemplos
2.2.3.1 TR1 Treliga isostatica

Seja a estrutura da Fig. 2.19, composta pelos subdominios I a IX. Adota-se o sistema de
eixos (global) X,Y com origem no né global 1.

Nota-se que em todos os nds concorrem barras com eixos segundo dire¢des diferentes.
Portanto, é o caso em que, em cada nd, o relacionamento entre componentes de for¢a e de
deslocamentos deve referir-se a um mesmo sistema de coordenadas. Esse sistema, por comodidade,
acaba sendo Unico para todos os nds, na maioria dos casos. E o sistema global, com origem no né

Lt @lpx

3m I1I \Y
IV

3m

4m 4m

Y

Figura 2.19 — Treliga isostatica

Aplicando-se ao exemplo da Fig. 2.19, pretende-se determinar os deslocamentos dos nds e
as forgas axiais nas barras dessa trelica plana. Todas as barras sdo do mesmo material, com mddulo
de elasticidade E, e a area da secdo transversal é A.

Seguindo-se a numeragdo de nds globais e barras da figura acima, prepara-se a Tabela 2.5,
para descrever a orientacdo do eixo x de cada barra (com os nimeros de nd inicial e final de cada
uma) assim como a sua diregdo, definida pelo angulo ¢, positivo no sentido dextrorso, entre os
semi-eixos positivos de X (global) e x (local de cada barra), conforme ilustrado na Fig. 2.18.

Tabela 2.5 - Conexdo dos nds e orientagdo das barras

Barra NG i NG j P° cos¢p | seng
I 1 2 0 1 0
1] 2 3 0 1 0
" 1 4 90 0 1
v 4 2 arctgp =-0,75 0,8 -0,6
\Y 2 5 90 0 1
VI 5 3 arctgp =-0,75 0,8 -0,6
Vil 4 5 0 1 0
VIl 4 6 90 0 1
IX 6 5 arctgp =-0,75 0,8 -0,6

Na Fig. 2.19 a numeragdo de nods foi feita de maneira aleatdria. Todavia, em casos de
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estruturas de maior vulto, com muitos graus de liberdade (muitos nds) é preciso procurar numerar os
nos de maneira a obter a menor largura de semi-banda do sistema de equacdes resultante. Com isso
diminui-se o tempo de processamento e aumenta-se a precisdo dos resultados numéricos. Esse
aspecto foi abordado no item 2.1.2.4.2 T5N.

As matrizes de rigidez das barras, referidas aos parametros nodais locais, ordenados
conforme o vetor de deslocamentos presente na expressdo do primeiro membro de (2.35), serdo,
particularizando-a para cada barra:

a) barras horizontais

1 0 -1 O Q 0 —-Q O
k. = 4 0O 0 o0 o _ O 0 o0 o
*4l-1 0 1 0 -Q 0 Q O
O 0 o0 o O 0 o0 o
onde
Q =025EA
b) barras verticais
0O 0 0 o 0O 0 0 o
_EAl0 1 0 —-1|_J0 § 0 =S
ky—30 0 0 o| |o 0o 0 O (2.:40)
0O -1 0 1 0O -S 0 S
onde
S=EA/3
c) barras inclinadas
064 -048 -0,64 0,48 T1T -T2 -T1 T2
k. =4 -0,48 0,36 048 -—-036| |-T2 T3 T2 -T3 (2.41)
¢~ 5|-064 048 064 —-048| |-T1 T2 T1 -T2 ’
048 -0,36 —-0,48 0,36 T2 -T3 -T2 T3
onde
T1=0,128EA T2 = 0,096 EA T3 =0,072 EA

A matriz de rigidez da estrutura, sem impor condi¢cdes de contorno cinematicas, tem ordem
ou dimensdo 12 x 12.

Imagine-se o espa¢o das 12 x 12 posicbes dos elementos dessa matriz disponivel para
“preenchimento”. Esse espaco sera denominado “espaco base”.

Como é comodo e Util, o vetor de parametros nodais da estrutura pode ser definido como
uma sequéncia dos deslocamentos U;,V; de cada nd, desde o 12 até o 62, explicitado abaixo sob
forma transposta

pnt = {Ul V1 U2 VZ U3 V3 U4 V4 U5 V5 U6 VG}

Tendo-se em vista essas definicdes para a sequéncia dos parametros nodais, tanto a nivel de
elemento quanto a nivel de estrutura, ficara simples entender como montar a matriz de rigidez da
estrutura, a partir da contribuicao das matrizes de rigidez dos elementos.

Entdo, repetindo-se explicacdo anterior (2.1.2.4.2), uma das maneiras de entender e
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visualizar a formacdo da matriz de rigidez da estrutura completa pode ser a seguinte:
a) Cada uma das matrizes de rigidez dos 9 subdominios é expandida, de acordo com a numeracdo
global dos seus nds, passando da dimensdo 4 x 4 para a ordem 12 x 12 da matriz de rigidez da
estrutura.

Por exemplo, a expressao abaixo representa a matriz de rigidez expandida da barra VI para a
ordem 12 x 12, com suas submatrizes 2 x 2 ocupando posi¢des correspondentes segundo a
numeracdo dos nos inicial (5) e final (3) na numeracgdo global da estrutura. Vide Fig. 2.19 ou Tabela
2.5.

0,128 -0,096 . . -0,128 0,096

. —-0,096 0,072 . . 009 —0,072

ky, = EA|
-0,128 0,096 . . 0,128 —0,096
0,096 —0,072 . . —0,096 0,072

Nessa matriz indica-se com pontos os valores nulos, para facilitar a leitura dos valores nédo
nulos.

E imediato perceber que isto corresponde a ter escrito a expressdo matricial, para o
elemento VI,

T -T2 -T1 T2 1(U (fi;)
5) |7

-T2 T3 T2 -T3|)Vs 4&,5
|

-T1 12 T1 -T2||Us( £
r2 -13 -2 131\ (g

na forma expandida (com permuta de suas submatrizes 2 x 2, sem altera¢gdes numéricas)

0128 —0,096 . . —0,128 0096 . .|[U,| |fis
—0,096 0,072 . . 009 —0072 . .||V, s

-0,128 0,09 . . 0128 =009 . .[|U; fuis
0,09 -0,072 . . =009 0,072 . |y fi

gue, por sua vez, pode ser entendida como resultante da minimizacao da energia potencial total do
subdominio VI, isolado, mas com nds inicial igual a 5 e final igual a 3, dentro do contexto da estrutura
completa.
b) imaginar que a estrutura serd “montada” peca por peca; no exemplo analisado, uma barra de
trelica de cada vez.
c) simultaneamente, a cada barra de trelica acrescentada, acrescenta-se também a contribuicdo da
sua matriz de rigidez expandida preenchendo posi¢cdes no “espaco base” 12 x 12 da matriz de rigidez
da estrutura, fazendo-se a acumulagdo com valores pré-existentes, de outras barras.

Como decorréncia do somatdrio das matrizes (expandidas) de rigidez dos subdominios para
compor a matriz K de rigidez da estrutura resulta:



63

Q. -0 . . . . .
. S . . . . . )
—-Q . QQ+T1 -T2 -0 . -T1 T2 . .
-T2 S+T3 . . T2 -T3 . )
-0 . Q+T1 -T2 . . —-T1 T2
. . -T2 T3 . . T2 -T3
. —-T1 T2 . . Q+T1 -T2 -0 .
) T2 —-T3 . . -T2 25+ T3 . . . —-25
. . -T1 T2 —Q . Q+T1+T1 -T2-T2 -T1 T2
-5 T2 -T3 . . —T2-T2 S+T3+T3 T2 —-T3
. -T1 T2 T1 -T2
-25 T2 —-T3 -T2 S+ T3
ou, sob forma mais compacta
Q. -0 . . . . .
. S . . . . . )
-Q . QQT1T -T2 —-Q . ~-T1 T2 . .
-T2 ST3 . . T2 -T3 . =)
-0 . QT1 -T2 . . -T1 T2
K= : . -T2 T3 . : T2  -T3
. =TT T2 . . QT1 -T2 —Q . . .
) T2 —-T3 . . -T2 SST3 . . . —-SS
. . =Tl T2 =0 . QT1T1 -T2T2 -T1 T2
-5 T2 -T3 . . —T2T2 ST3T3 T2 -T3
. -T1 T2 T1T -T2
—-SS T2 —-T3 -T2 ST3

onde
QQT1=Q+Q +T1=EA(0,25+ 0,25+ 0,128) = 0,628 EA

QT1=Q +T1=EA(0,25+0,128) = 0,378 EA

25=5+S=SS=EA(§+§)=§EA=0,6666..EA

QT1T1 =Q +T1+T1 = EA(0,25 + 0,128 + 0,128) = 0,506 EA

T2T2 =T2+ T2 = EA(0,096 + 0,096) = 0,192 EA

ST3T3 =S +T3+T3 =EA G +0,072 + 0,072) = “Sﬁ EA =0,4777..EA

1,216

ST3=S+T3 =EA (g + 0,072) = 2218 FA = 0,4053.. EA

SST3=S+S+T3 =EA (g +24 0,072) = 0,7386..EA

Quanto ao vetor de carregamento ha apenas a forca P no né 3 na direcdo de Y, portanto
trabalhando com V3, que ocupa a posi¢ao da sexta linha no vetor de forgas nodais, indicado a seguir
sob forma transposta (t).

F**={0 0 0 0 0 P 0 0 0 0 O O}

As condi¢Ges cinematicas de contorno sao:
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substituindo-se os valores numéricos, fica-se com o seguinte sistema de equacdes lineares:

ou

Entdo, eliminando-se as linhas e colunas 1, 11 e 12, da matriz de rigidez e as linhas 1, 11 e 12
do vetor de carregamento, correspondentes aos deslocamentos nulos nas dire¢cdes dos vinculos, e

r1/3 . . . . . -1/3 A
0,628 —0,096 —0,25 . —-0,128 0,096 . U,
—0,096 0,4053.. . . 0,096 —0,072 . -1/3 V,
—0,25 . 0,378 —0,096 . . —-0,128 0,096 Us
EA| . . . —0,096 0,072 . 0,096 —0,072 |4 V5
—0,128 0,096 . . 0,378 —0,096 —0,25 U,
-1/3 0,096 —0,072 . . —0,096 0,7386.. . . V,
. . —0,128 0,096 -0,25 . 0,506 —0,192 | Us
L . . -1/3 0,096 —0,072 . . -0,192 0,4777.1\Vg
KD™ = F"
O resultado para os deslocamentos desse sistema é
4 —7,594x10716
U, 5,333
v, 10,5
Us b 10,667
Vs = 42,0
U, —2,542
Va —7,594x10716
Us —2,542
Vs 10,5
Com isso as forgas normais serao
U P
N; = 72 = 1,333 —
Us—U 10,667-5,333 P
N” =23 Z = = 1,333 -
4 4 EA
V=V -7,594+7,594).10716 p
NIII — 4 1 — ( ) Rl 0
3 3 EA
(Up—Uy)cosp+(V,—V,)sen¢  (5,333+2,542)0,8+(10,5+7,594x10716)(~0,6) P
5 5 EA
VsV, _ 10,5-10,5 P
NV — 5 2 — L 0
3 3 EA
U3—Us)0,8+(V5—Vs)(—0,6 10,667+2,542)0,8+(42,0-10,5)(=0,6) P P
NVI — ( 3 5) ( 3 5)( ) — ( ) ( )( ) el _1,667_
5 5 A EA
_ Us—U, _ —2542+42,542 P _
Ny = 4 4 EA 0
—VeoVs _ 020 P _
Ny = 3 3 EA_ 0
Us—Ug)0,8+(Us—Ug)(—0,6 -2,542+0,0)0,8+(10,5-0,0)(—0,6) P P
NIX — ( 5 6) ( 5 6)( ) — ( ) ( )( ) Pl _1,667_
5 5 EA EA

OO OO RrRrROOOO

(2.42)

Para conferir, o leitor interessado pode também recalcular esses valores com a aplicagdo da
estatica no plano.
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Comentdrios

Observe-se que o procedimento é bastante vantajoso quando se tiver um problema em que
devam ser experimentadas vdrias alternativas de arranjo das barras da trelica. Para cada alternativa,
bastard fazer as modificacbes correspondentes na matriz de rigidez e vetor de carregamento, ou,
tendo-se programa para computador, reprocessar com alteracbes dos dados.

Também hd facilidade para considerar estrutura com maior numero de barras ou de apoios.
Mesmo que a estrutura seja hiperestdtica, o procedimento é o mesmo, resolvendo-se, diretamente, o
problema com a montagem do sistema de equagdes correspondente.

Como sugestdo de exercicio pode ser considerado o caso em que se adicione um apoio fixo no
no 5. O que seria preciso acrescentar na solu¢do anterior?

Outra observagdo importante diz respeito ao que se deverd fazer para poder considerar, por
exemplo, um apoio mével na dire¢do das barras inclinadas IX e VI no né 5. Portanto, a condigcdo
de contorno cinemdtico que deverd ser imposta serd expressa com a imposicdo de deslocamento nulo
apenas na direcdo ortogonal a dos eixos das barras inclinadas. Entdo, serd necessdrio que o0s
pardmetros nodais no né 5 estejam, respectivamente, na direcdo dos eixos das barras inclinadas e na
direcdo ortogonal a ela. Isto requer que as barras V, VIl e IX tenham os pardmetros locais do
segundo no (5, global) nas direcées mencionadas e que a barra VI tenha os pardmetros nodais do
seu primeiro né (5 global) também considerados nas direcées acima descritas. Quer dizer, haverd
necessidade de fazer as operagdes de transformacdo das matrizes de rigidez e de for¢as nodais desses
subdominios, com emprego das matrizes de rota¢éo R.

A Fig. 2.20 mostra uma outra estrutura, internamente hiperestdtica, para ser resolvida como
exercicio sugerido.

2.2.3.2 TR2 - Sugestao de exercicio:

Para a estrutura da Fig. 2.20 determinar qual o grau de hiperestaticidade. Determinar os
deslocamentos do nd 1 e as forgas nas barras da trelica, com o método da energia. O produto EA
é o mesmo para todas as barras.

%;@ > @

Figura 2.20 - Treliga internamente redundante

Respostas:
Deslocamentos doné 1:

U, = —0,6042%
EA
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v, = —2,311 &
EA
Forcas nas barras:
P{0,396; 0,396; 0,396; —0,604; 0,854; —0,561}

2.3 VIGAS

2.3.1 Introducao

Aborda-se agora o célculo de solu¢Ges aproximadas para elementos estruturais submetidos a
flexdo. Nesses elementos, os carregamentos externos (forgas transversais ao longo do eixo x da
viga ou momentos concentrados em pontos desse eixo x) provocam deslocamentos transversais
v(x), na diregdo do eixo coordenado y, impondo curvatura no eixo da pega. Se x for horizontal
positivo para a direita e y positivo para baixo, o terceiro eixo z serd positivo se dirigido para o lado
de tras do plano do papel. Definidas as orienta¢des dos eixos de referéncia ficam estabelecidos os
sentidos positivos das componentes de deslocamentos lineares u(x), v(x) e da rotacdo v' =
dv/dx, positiva se no sentido dextrorso. Considere-se o caso, mais simples, de um elemento
estrutural como o da Fig. 2.21, de vao ¥, secdo transversal constante, material com méddulo de
elasticidade E e momento de segunda ordem J.

IP

A 2

\L VZX)/
y dv(x)

Figura 2.21 — Deslocamentos transversais e sua variagao

q
Ly

—

Originalmente pode parecer que se tenha um problema bidimensional. Todavia, conforme os
ensinamentos da Resisténcia dos Materiais, para elementos estruturais alongados, ou barras, em que
a altura d esteja compreendida no intervalo 0,33¢ > d > 0,10¢, sabe-se que é razoavel admitir
que, ocorrida a flexdo, as secOes transversais planas permanecem planas e ortogonais ao eixo fletido.
Com isso o problema bidimensional pode ser reduzido a uma dimensdo apenas e a solugdo facilitada.

E a hipdtese cinematica para as pecas fletidas

U= _YZ_Z = —yv/ (2.43)

anteriormente apresentada.
Definida a hipdtese cinematica é possivel escrever a expressdo da energia de deformacgdo do
elemento estrutural em fung¢do dos deslocamentos, isto é

1
U==[, oedV

Da expressdo (2.43) resulta

g_du_ av’ o
T ax ydx_ y

Com a lei de Hooke

o =¢E =—-Eyv"
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Logo
U=, (CEyv")(—yv")av =3 [ EQ"? ([, y*dydz )dx =3 [ EJ0"2dx  (2.44)
27V 2J0 A 2J0 :

Quanto ao potencial das a¢Ges externas, a expressao geral podera contemplar a contribuicdo
de forgas transversais concentradas P;, e/ou distribuidas q;, em trechos, e momentos externos
concentrados M,;.

Relembra-se que essas forcas e momentos terdo valores positivos quando seus sentidos
coincidirem com os sentidos positivos dos eixos y para as for¢ase z no caso dos momentos.

Entdo, no caso de agbes com sentidos positivos, trabalhando-se com os respectivos
deslocamentos positivos, também definidos pelos sentidos dos eixos, tem-se:

— d
Q=-YPv(x)— f;;’ q)v(x)dx — X M; ﬁ y (2.45)
Resulta entdo para a energia total

1 f m2 Xp — dv
M=2J EJ(w")?dx — X Piv(x;) — fxa qCv(x)dx — X M; — . (2.46)

onde x, e x; indicam o inicio e o final do carregamento q(x) de um subdominio. Se existirem
varios subdominios, bastara repetir para cada um o que esta indicado em (2.46), considerando
como comprimento do subdominio e levando em conta os carregamentos que lhe correspondem,
fazendo-se o somatdrio, conforme ja realizado com exemplos de tirantes.

A expressdo (2.46), agora, somente depende de v(x) e suas derivadas. Com a adocdo de
funcbes de aproximacdo para essa funcdo os problemas podem ser resolvidos.

Novamente apresenta-se a observacao de que quando existirem regides com carregamentos
distribuidos diferentes, ou varias forgas concentradas, sera conveniente adotar funcdo de
aproximacgdo distinta para cada trecho com forgas distribuidas e para trechos entre as forcas
concentradas. Esse critério orienta entdo a escolha dos diversos subdominios a considerar para
resolver o problema. Posteriormente, supfe-se que quando o tema estiver suficientemente
desenvolvido, estas observacées ficardo esclarecidas a contento.

No caso de estruturas bi e tridimensionais, a discretizacdo devera ser sempre com uso de
muitos subdominios, principalmente nas regides mais carregadas, ou onde se esperar concentragdes
de tensoes.

2.3.2 Exemplos

Assim como foi feito para o caso dos tirantes, também para as vigas o tema sera abordado,
inicialmente, com emprego de polindbmios de aproximacdo descritos por meio de parametros
generalizados e validos para o dominio completo do elemento estrutural.

Posteriormente uma série de outros exemplos sera apresentada com emprego de
parametros nodais, para o dominio completo ou para subdominios.

2.3.2.1 Parametros generalizados e uma fungao de aproximagdo para o dominio completo

2.3.2.1.1 V1G Viga prismdtica em balanco com forca concentrada na extremidade livre, com
polinémio de 2° grau

Este é um caso bastante simples. O polindmio de menor grau, que pode ser admitido como
funcdo de aproximacgdo para o problema de flexdo, é o do segundo grau, porque a funcdo de
aproximacdo a adotar deve permitir o aparecimento de curvatura (aproximada pela segunda
derivada na teoria mais simples de flexdo).
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donde

Polindmios de grau menor do que o segundo teriam derivada segunda nula!

Figura 2.22 — Viga em balanco
Entdo, adotando-se um polindmio de aproximagao para todo o dominio da viga
v(x) = ag + a;x + ayx?

As condicGes cinematicas de contorno sdo, neste caso,

v(0) =ay,=0
v'(0)=a;=0
Entao

v(x) = a,x?

_EJ \2 2 _EJ 2 2 _ 2 2
M==[ W)%dx-Payt? == [ 4ajdx—Payt? = 2E]ajt — Pay®
Logo

dll = (4E] ayt — P£?)da, = 0

Pt

a —_ —_—
27 4E)

Pe
v(x) = 4_ij2

Calculando-se valores de interesse, para avaliar a qualidade do resultado:

p£3
Umax = 17(1?) = E

Esforgos solicitantes:

M(x) = —EJv" (x) = ==
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Q(x) =—EJv"" =0!

Observacdo: Para as forcas cortantes utiliza-se usualmente a letra V. Mas, nesta publicacdo, sera
utilizada a letra Q para nao provocar confusdao com os deslocamentos referidos aos sistemas
globais, indicados com V.

Q P23
l_[ = —= —
2 4E]

Pela solugdo encontrada verifica-se que as condi¢es mecanicas de contorno
M#)=0 e Q¥)=P

nado estdo obedecidas e, por sua vez, o valor da flecha maxima é bem menor do que o valor exato
(P#3)/3E], conhecido, da Resisténcia dos Materiais, neste caso.

Ja foi comentado anteriormente que é necessario, entdo, prosseguir-se utilizando func¢des de
aproximacdo de maior grau, para poder comparar os valores de interesse de cada uma das
aproximagoes e chegar a aproximacdo satisfatéria. Também, conforme anteriormente salientado,
poderia ser mantido o grau do polinémio e subdividir-se a viga em mais subdominios. Por enquanto,
utilizar-se-a um polindmio de maior grau, para todo o dominio da estrutura.

2.3.2.1.2 V2G Viga prismdtica em balango; for¢ca concentrada na extremidade livre, de acordo com
a figura anterior, com polinémio de 3° grau

A funcdo de aproximagdo tem a expressao
v(x) = ag + a1x + ayx? + azx3

As condicGes de contorno cinematicas sdo

v(0) =ay,=0
v'(0)=a;=0
Logo

v(x) = ayx? + azx®

v"'(x) = 2a, + 6asx

= %fo W'")?%dx - P (apt? + a3?) =

= %f (4a3 + 24aazx + 36a3x?) dx — P(a,0? + azt?) =
= % (43t + 12a,a5¢% + 12a53) — P(ayf? + ast3)

As derivadas, em relagdoa a, e a3, igualadas a zero, sao

an
da,

= (8ayt + 12a36%) — P£2 = 0

2L = D (120,07 + 24a38%) — P£3 = 0

das
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Esse sistema de equacdes lineares algébricas pode ser indicado sob forma matricial

%[g 162] {czzf} = P{i} (2.47)

cuja solugdo é dada por:

o = Pt
27 2g)
o= =F
37 6EJ

e, assim, a funcao de aproximacao fica dada por:

¢
v(x) = szsz —%XS

Os esforcos solicitantes internos sao:
M(x) = —EJv"" = —P(£ — x)
Q=-EJv'" =+P

e a energia total

P2[3
6E]

Com esta aproximacgao de terceiro grau, nota-se que as condi¢des de contorno mecanicas em
x = { estdo satisfeitas exatamente. Isso é indicativo de que, quanto aos deslocamentos, a
aproximacdo também deve ser de excelente qualidade, tendo-se em vista comentarios anteriores
afirmando que os deslocamentos obtidos em sequéncias de solugdes, com graus crescentes das
funcbes de aproximacdo, convergem mais rapidamente do que os valores dos esforgos, pois estes
dependem de derivadas daquelas fungoes.

Quanto a II, o ultimo valor encontrado é menor do que o anterior. Neste caso, como a
solucdo determinada com o polinbmio cubico coincide com a solugdo exata, o valor acima é o
minimo absoluto da energia potencial total neste caso.

Comentadrio:

Assim como jd observado em ocasibes anteriores, novamente pode-se identificar a
generaliza¢do da “equac¢do da mola”, citada vdrias vezes e que surgird novamente nos casos
analisados posteriormente. No sistema de equacdes algébricas (2.47) do problema agora resolvido
tem-se uma matriz de coeficientes numéricos, de ordem (2 x 2) que pré multiplica um vetor (1 x 2) de
deslocamentos generalizados e o resultado dessa multiplicacdo é igualado ao vetor (1 x 2) de forcas
do segundo membro. Apenas para conferir, nesse caso, o produto de cada linha da matriz quadrada
pelo vetor de deslocamentos generalizados tem dimensdo de for¢ca, como se espera, pois cada linha
representa uma equacdo de equilibrio.

Conforme é sabido, a chamada “equacdo da mola” tem por expressdo

k.d=f

onde f é forca que provoca um deslocamento d e k, como se sabe, é chamada rigidez da mola.
Por essa equagdo simples pode-se ver que uma defini¢cdo, também simples, para a rigidez, é:
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rigidez k éaforca f necessdria para produzir, ou manter, um deslocamento d = 1.

Por extensdo, a equagdo matricial, proveniente da andlise aproximada da viga em balanco,
revela o produto de uma matriz de rigidez por um vetor de deslocamentos e igualado a um vetor de
forgas.

A ordem da matriz de rigidez generalizada, neste caso, é (2 x 2) porque ja foram previamente
aplicadas as condi¢des de contorno cinemdticas no engastamento.

2.3.2.1.3 V3G Viga em balanco com forca P na extremidade livre, de acordo com a Fig. 2.22, com
polinémio de grau n

Este exemplo serve para demonstrar que ndo ha necessidade de acrescentar-se outro
monomio de grau superior a 3, porque no exemplo anterior ja foi obtida a solugdo coincidente com a
solucdo exata. Analise semelhante foi apresentada no estudo anterior sobre tirantes!

Entdo, e apesar das conclusdes definitivas emergentes do exemplo anterior, analisa-se o que
ocorreria no caso da viga em balanco com o emprego de um polinébmio cubico acrescido de um
monomio de grau genérico de grau maior do que 3, e ja obediente as condi¢Ges cinemadticas de
contorno, isto é

v(x) = ayx? + azx® + a,x"
Isto leva a

l_[_l

= Ef(fE][Zaz + 6azx + n(n — Da,x" 212 — P(ayt? + azf® + a, ")

Calculando-se as derivadas de Il antes de integrar, pois isto envolve menor volume
algébrico, tem-se

2L = L[ 2E][2a; + 6a3x + n(n — Dayx™2]2dx — PE* = 0

2

an 1 ¢ n—2 3 _

E_Efo 2EJ[2a; + 6asx + n(n — Da,x" %]6xdx — P43 =0

oIl 1 p? n-2 n-2 n
EZEIO 2EJ[2a; + 6asx + n(n — Da,x"?In(n — Dx"2dx — P =0

Resulta, pois, o sistema de equacgdes

4 6 2n a, 1
o 12 sn-y { @t } _ _jH
n?(n— n—2
2n 6(n—1) s an? 1
cuja solugdo é

_P¢ -P

—E a3:a an=0

a;

Isto evidencia que o acréscimo de um termo na solu¢do do exemplo anterior em nada a
modificou.

Portanto, como conclusdo geral, pensando-se em subdominios, jd se pode catalogar que o
polinémio de terceiro grau aproxima bem a descricdo do comportamento de trechos de vigas entre
forcas concentradas e sem forca distribuida. Aproveita-se esta conclusdGo para resolver o caso
seguinte.

2.3.2.2 Parametros generalizados e subdivisdo em subdominios
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2.3.2.2.1 V4G Viga simplesmente apoiada, com for¢a concentrada no meio do vdo £, com
aproximagéo descrita por um polinémio de terceiro grau para cada metade da estrutura

No capitulo anterior sobre tirantes, no exemplo 2.1.2.1.5 T5G, mostrou-se que, no caso de
carregamento por forca concentrada no interior do subdominio, a adog¢do de uma Unica funcdo de
aproximacgdo para o dominio todo ndo leva a solugdo boa, porque ndo ha possibilidade de captar a
descontinuidade de derivada primeira (naquele caso) no ponto de aplicacdo da forca externa.
Mostrou-se, em 2.1.2.2.1 T6G, que ha a necessidade de se adotar duas funcGes de aproximacgdo
(lineares naquele caso), que devem ser compatibilizadas no ponto de aplicacdo da forca externa.

No exemplo agora proposto ocorreria a mesma situacao com a descontinuidade da derivada
terceira. Portanto, adota-se um polindmio de terceiro grau para cada metade do dominio da viga.

Posteriormente este mesmo exemplo serd analisado com parametros nodais, para
comparacgado. Vide V13N.

P

v(X)

l ’ 7777
y

Figura 2.23 - Viga simplesmente apoiada subdividida em 2 subdominios

Seja, para a primeira metade da viga, a aproximacao

v = ap + ayx + a,x? + azx®
e para a segunda

vy = Bo + Brx + Box? + B3x®

Para aliviar o trabalho algébrico, eliminando-se varios dos parametros generalizados
incégnitos, serdo impostas as condicGes, explicitadas abaixo, referentes as cinematicas de contorno
essenciais, as condi¢des de continuidade na abscissa do meio do vdo, a igualdade de momentos
fletores no meio do vdo e também as condi¢cGes mecanicas de contorno relativas a nulidade dos
momentos fletores nas extremidades (embora a imposicdo destas condi¢Ges de contorno mecanicas
nao seja obrigatdria, conforme ja observado anteriormente):

v;(0) =0

v (£) =0

v, (£/2) = v, (£/2)

vy (£/2) = v (£/2)

v,'(0) =0

v (£) =0

v (£/2) = vy (¢£/2)

Explicitando-se essas imposicGes, obtém-se o seguinte sistema de equacdes, relacionando os
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parametros generalizados, tendo-se escolhido o @3 como parametro independente:

1 0 0 0 0 0 0 1(%) 0
o0 o 1 ¢ £ £ 0
8 4f 202 -8 —4f —20° —f° ﬁz —3
0 4 46 0 —4 —40 -3\ (=%)—3¢]
00 2 0 0 0 0 Ay 0
00 0 0 0 2 6f ||P2 0
oo 2 0 o -2 =3¢llp \—3¢

A solucao deste sistema, levada nas expressdes das fungbes de aproximacao de cada metade
daviga, conduz a

v; = az(x® — 602 x/8)
v = az(2¢3/8 — 1802 x/8 + 3£x% — x3)
Entdo, a energia total fica expressa por

m=- [f(f/z EJ(6asx)?dx + ff/z EJ(as(6¢ — 6x))2] .y [a3 (ﬁ _ 6#3)]

2 8 16
Integrando-se, derivando-se em relagdo a a3 eigualando-se a zero, resulta

-p

A2 =
37 12g)

Com isto, os deslocamentos em cada metade da viga serdao

P (6
VI =128 (Efzx - x3)

vy = L(Efzx —2p3 _3px2 4+ x3)
126/ \ s 8

Disso decorrem os seguintes resultados de interesse

M; = —EJv} =Zx

nr P
Q=—Ejv," = Z

My = —EJvjj == (£ - %)

nr P
Qu=—-Ejv, = >
Il = —P%¢3/96E]

Essa solucgdo é igual a exata, que se obtém por via analitica.

Sugerindo-se exercicio, aborde-se o mesmo problema com uma udnica fungdo de
aproximacdo dada por Unico polindmio de terceiro grau para todo o dominio da viga, neste exemplo
de forca externa concentrada no meio do vdo (ou em qualquer outro ponto do interior do vao). Ndo
se conseguird capturar a descontinuidade da forca cortante no meio do vdo, conforme ilustrado pela
solucdo acima com emprego de duas aproximacdes cubicas para cada metade da viga. Quer dizer, a
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solucdo serd péssima, ou imprestavel.

Omitiu-se a apresentacdo da algebra envolvida na solugdo do sistema de 7 equagdes acima,
que seria trabalhosa se executada manualmente.

Conforme sera comentado, posteriormente, a solucdo do mesmo problema com a
consideragdo de parametros nodais elimina parte desse trabalho algébrico. Vide V13N.

2.3.2.3 Parametros nodais e uma fung¢ao de aproximacgdo para o dominio completo

2.3.2.3.1 V5N Viga em balanco com forca concentrada P e momento externo M negativo
(anti-hordrio, ou sinistrorso) ambos aplicados na extremidade livre, com polinémio de
aproximagdo de 32 grau, para todo o dominio.

YV

Figura 2.24 - Viga em balango; polindmio ctibico

Resolve-se o problema empregando-se novamente o procedimento que conduzird a
generalizagdo e sistematizacdo da aplicacdo do método da energia.

Trata-se de aplicar o método tomando-se o elemento estrutural, ou subdominio genérico,
ainda ndo vinculado. Somente depois de obtido o relacionamento final entre os deslocamentos
nodais e as forgas nodais correspondentes (para cada tipo de carregamento sobre o elemento) é que
a vinculagdo serd imposta, para resolver uma viga particular.

Inicialmente, deduz-se, para um subdominio genérico, a descricdo da funcdo de aproximacgao
com participacdo dos parametros nodais, a partir da sua descricdo inicial em termos de parametros
generalizados. Também para facilitar o trabalho algébrico e de integracGes sera utilizada a
coordenada adimensional ¢ = x/¥.

Como consequéncia disto, mas também novamente visando-se apenas a sistematizagdo do
método e para facilitar a dlgebra, passar-se-4, provisoriamente, de parametros generalizados «;
para parametros chamados nodais iniciais D™, relacionados com a descricdo da funcdo de
aproximagao por meio da coordenada adimensional &. Neste ponto destaca-se que na expressdo da
energia [l comparecem derivadas da fungdo deslocamento em relagdo a coordenada dimensional
x - a ordem da derivada dependerd do tipo de elemento estrutural em analise. Mas, por razbes
praticas, tem interesse obter os resultados descritos em funcdo de pardmetros nodais finais,
chamados v™!. Todos esses procedimentos serdo detalhados a seguir e s3o de aplicagdo geral, para
qgualquer outro tipo de elemento estrutural e aproximacado adotada.

Portanto, diante do anunciado, o ponto de partida sempre é a expressdo dependente de
parametros generalizados ay:

V(&) = ap + a1& + a8% + a3é?
Serdo necessarias as derivadas

r_dv _dvdd _ldv _ 1 2y =15
i el T —[(a1+2a2€+3a3€ ) =30 (2.48)

d?v 1 d%v 1 1 _
no__ — = —_ = —_ rn
=T rae o Qa, + 6a3é) = 2V
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Observe-se que as derivadas em relacdo a x sdo indicadas com v’ e v’ enquanto que as
referidasa & sdoindicadascom 7' e 7' respectivamente.

Pode-se, pois, trabalhar com as expressdes em coordenadas homogéneas e oportunamente
fazer a transformacédo dessas expressoes para referi-las a coordenada x.

Seja definido o vetor de parametros nodais iniciais no elemento de comprimento & =1,
comdoisnds i e j, umem cada extremidade:

vt = {v; 7] v; 7} (2.49)

Conforme ja comentado anteriormente, sdo quatro os parametros nodais porque, sendo
cubico o polindmio de aproximacdo, quatro sdo os monémios que o descrevem na expressao inicial.
O vetor de pardmetros nodais finais, para uso posterior, é definido por

vt = {v; v v; v} }

onde, conforme Fig. 2.25,

,_
171'—91'
,_
v = 0;

y .
A

Figura 2.25 - polinomio cubico; parametros nodais finais

Forme-se o vetor de pardmetros nodais iniciais a partir da expressdo inicial de v(¢) e sua
primeira derivada, levando-se em conta o ¥" anteriormente definido:

v; = v(0) = a,

7, =7'(0) =

vi=v(1) =v;+7; +a, + a3

v; =7'(1) = 7} + 2a, + 33

Com as duas ultimas expressdes obtém-se
ay = —=3v; — 20; + 3v; — 7;
az = 2v; + U; — 2v; + 7

Substituindo-se na expressdo original de v(¢) resulta
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v(§) = (1 - 38 +283)v; + (§ — 28> + &) 7] + (38 — 28¥)v; + (=& + %)) (2.50)
gue pode também ser indicada como
v(§) = @1 (v + 02T + 93 + ()T

Observagdo importante, em contraposicdo ao que ocorre com os pardmetros generalizados, é
que todos os pardmetros nodais que foram denominados iniciais tém a mesma dimensdo de
comprimento, enquanto que as fung¢bes de forma ¢; sdo adimensionais.

A primeira e a segunda derivadas em relagdo a varidvel adimensional sdo dadas por

7' = (=68 +682)v; + (1 — 4& + 38)7; + (68 — 6§%)v; + (—2¢ + 3E2)7;
7" = (=6 +12v; + (=4 + 6§)v; + (6 — 128)v; + (=2 + 6§)7; (2.51)

Nestas duas ultimas expressdes estdo presentes entre parénteses as derivadas primeira e
segunda das fun¢des ¢;(¢) da dltima expressdo de v(§).

Para ter a expressdao de Il forma-se, em primeira etapa, a expressdao da energia de
deformacao

1 d?%v

10 (d%)? 1,1 2 E] (Lo
U=30 8 (52) =308 (55g) =55l

para EJ constante (viga prismatica).

Para simplificar a escrituragdo faga-se EJ/2¢3 = C.

Também a derivacdo de U sera feita em relagdo a cada parametro nodal inicial,
preparando-se as parcelas de célculo que comparecerdo na etapa final de imposicdo de dIl = 0.

Notando-se que a expressdo de (#"’)? serd bastante longa, nesses casos é preferivel derivar
U antes de integra-la.

As derivadas de U, antes da integracao, terdo expressdes sob as formas

ou 1,

5o = 2C J 7"(=6 +128)d¢
ou 1,

o7 = 2€ Jy 7" (4 + 68)d¢
ou

2 =2¢ [] 9" (6 — 128)d¢
]

M = 2¢ [T 5" (=2 + 68)d¢E
Jj

Efetuando-se os produtos e integrando-se, obtém-se o seguinte resultado, com a utilizacdo
de linguagem matricial apenas para condensa-lo, isto é:

% —20{12 6 —12 6}o"

ou _ _ —=n
297 = 2C16 4 -6 2w

MU _2¢{-12 -6 12 —6}p"
61;]-
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U

_ = — »n
Pk 2C{6 2 6 4}y
ou
OUN
6vi
au 12 6 —12 6] ()
7] 6 4 -6 2|V
1w (=212 —6 12 -6 {Uj
) 6 2 -6 4]\
ou
\617]’-
No segundo membro, o produto de 2C pela matriz numérica quadrada pode ser indicado
com
12 6 —-12 6
= 6 4 -6 2
k=201 12 6 12 -6
6 2 -6 4

cujo nome é matriz de rigidez do subdominio em relacdo (ou associada) aos parametros nodais
iniciais.
Deve-se lembrar contudo que ela foi obtida com as derivagGes em relacdo aos parametros
nodais iniciais da energia de deformacdo, esta também dependente desses parametros. Mas, o
interesse final é obter-se medidas de deslocamentos e rotacdes em relacdo aos parametros finais.
Entdo, se forem realizadas as derivacGes parciais em relacdo aos parametros finais tem-se

OUY U U

6vi avi 6vi

u du v U, 12 6 —-12 6 1("
ovi | Javlavi| _ |o7 60 40 —60 20 {‘75}

X = = =2C 2.52
=y o (T ~12 -6 12 -6 ||V (2.52)
9v; ov; ov; 60 20 -6t 4¢]\5)

6_‘11 ou 677],' 6_‘U€

\ov; \a_ﬁ]r_a_,,]r_ \07;

Portanto, a segunda e a quarta linhas foram multiplicadas por 2.

Por outro lado, no vetor de parametros iniciais pode-se substituir ¥; por fv; e 17; por

1?17;, conforme (2.48), ou, entdo multiplicar a segunda e a quarta colunas da matriz numérica por £ e
substituir 7™t por v™t. E o que se prefere fazer, ficando-se finalmente com tudo referido aos
parametros finais e sob a forma

U
av;
ou

U

61;]-
U

L]

2C

12

6¢
—12

6¢

6¢
442

—6¢

242

12 66 1(%)
—60 242 ng
12 —6¢ I”{I
—6¢  4¢°1|v))

Pode-se indicar com k a matriz de rigidez referente aos parametros nodais finais:
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12 6 —-12 6

L_n| 66 4 —6e 202
=w-12 -—6¢ 12 —6¢f
60 202  —6f 4

(2.53)

Quanto ao potencial das acdes externas na extremidade da direita tem-se
Q = —Pv; — (=M)v;

As derivadas parciais de Q sao

a0
— =0
6vi

2
61;{

a0
— =P
61;]-

a0

7
6v]-

=M

Logo, apds somar as derivadas parciais de U e {1 em relacdo a cada pardametro nodal final
e iguala-las a zero resultara, para este exemplo

12 60 —-12 621 (') 0
Ej| 6 4¢% —60 247 {Ui}z 0
B1-12 —-6¢ 12 —6£|\|Y P

60 202 —o¢ 42)\v)) \_m
Isso pode ser finalmente indicado como

kv = f"

Impondo-se as condi¢des de contorno cinematicas v; =0 e v; =0 tem-se

g[12 —61’,’]{”1'}:{P_}
el-er 4¢2llvi) ~ \-M
gue tem como solucao

P2 M2

17]' =
3E] 2EJ

¢ _ P2 M¢

v =
J 2E] EJ
coincidente com a solugdo analitica.

2.3.2.3.2 V6N Viga simplesmente apoiada com for¢ca q distribuida constante e polinémio de 22
grau para todo o dominio com dois nés de extremidade i,j e um no centro m

Sendo a fun¢do de aproximacdo de segundo grau, ha 3 parametros generalizados ou nodais a
considerar.
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Considerando-se os parametros nodais v;, v, e v; da segunda figura acima, aproveita-se a
expressdo quadratica de u(x) do exemplo T2N, 2.1.2.3.2, nela substituindo-se u(x) por v(x)

9
%HHHH;ZJJL/ >

L l i

e

yv

Figura 2.26 — Polindmio de 22 grau; parametros nodais.
3 2 2 _ 252
v(x) = (1—79{+ 2;—2)171- +4(§—x—)vm + (—x+i)v]-

£? £ £?

e impondo-se as condi¢Ges de contorno cinematicas

para obter-se

v(x) = 4(%—9;—22) U = 4 = vy

Entao

@ —a2l1—

=V —4{,(1 28)vy,

d?v ' 1 -
az =V = A (DU = Vm

Portanto, a energia potencial total e sua derivada igualada a zero serdao

=226 (v,) eds — q 4G5 — £y, 0d¢

T2

EJ 101 32E] 2
= ﬁ64v,2n —4qf (E_ 5) Un =5 v — e,
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ANl 64Ej] 2
o e —2ql=0
vy, B 7M. 3 q
donde
qt* _ aqtt 5q¢*

)

(o valor correto é

v, = =
M " 96E]  384E] 384E]

A elastica aproximada é, portanto,

v =4(3-5)m = € -5

24E]

Em decorréncia tem-se

" qt® _ ¢
M:—E]U =_E](_2)TE]=§
Q=—Ev"(0)=0
nz_qus

288E]

E evidente que os valores obtidos ndo sdo uma boa aproximac3o para a real situacdo da viga
em foco. Portanto, passa-se ao calculo seguinte, em que para a mesma viga se admite polin6mio de
aproximacdo de 32 grau. E oportuno observar que neste exemplo, por conta da inexisténcia de
derivadas de v(x) como pardmetros nodais, ndo houve necessidade de aplicar alguns dos detalhes
apresentados no exemplo V5N.

2.3.2.3.3 V7N Viga simplesmente apoiada com forca distribuida constante e polinémio de
aproximagdo de 32 grau

9
ngiiliiiib{_ >
L g TR
Yy

i g2

y .
~£9j

Figura 2.27 — Polinomio de 32 grau

Para este caso a energia potencial total tem a forma
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M= —]f (U”)de —f qv(X)dx
2 J0 0

Como a fungdo de aproximacdo é polindbmio de terceiro grau, a parcela correspondente a
minimiza¢do de U é idéntica a do exemplo 2.3.2.3.1 V5N (2.53), lembrando-se que ela é relativa ao
vetor de parametros nodais finais.

A diferenca em relacdo ao caso V5N reside no tipo de carregamento e na vinculagdo da viga.

O potencial da forca distribuida sera, usando-se a expressao (2.50) para os deslocamentos,

QO=- f(f qu(x)dx = — f01 qu(§)¢ds =

—q Jy[(1 =387 + 28w, + (§ — 282 + €)7] + (3¢% — 28%)w; + (=¢2 + £)5jedg =

- aef(1- 1+ Do G-de D (1D + (2425 -

1,1 —1_
=7; +-v; +—17f]
12 2 12

1
= —qf [E Vi +
Lembrando-se que

v =L

——gpl|ty. £ L 11, Lt
0= q€[2v1+12vl+2v]+12v]]

Entdo a derivacdo em relacdo a cada pardmetro nodal final dara:

00 _ —qt, 00 _ —qé? 00 _ —qt, 00 _ qt?

dv; 2’ av] — 12’ w; 2’ ov} 12

Portanto, reunindo-se as parcelas decorrentes da minimiza¢do de Il ter-se-a:

12 60 —12 6£] (") 1/2

Ej| 60 402 —60 242 {”i}_ £/12

el-12 —6¢ 12 —ee|) V(=) 12 (2.54)
60 202 —6¢ 4¢2]\v) —£/12

No exemplo proposto, as condi¢des cinematicas de contorno sdo
v = 17]' =0

Portanto fica-se com

EJ [42 2{)2] vi| {,{4’/12}
al202 42| \v)f T T l-t/12

cuja solugdo é
171{ _q® (1
{v]'} T 24E) {—1}

Com isto a expressdo dos deslocamentos sera dada pela substituicdo simultdnea de v; =
_ —7 __ ! —7 __ !
v;=0, v; =fv; e U; =4fv; em
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v(§) = (1-38% +28%)v; + (§ — 282 + £3)7; + (38% = 28%)v; + (¢ + &)y
obtendo-se

v(&) = (§ — 282 + E3)tv] + (=& + &3)¢v]

q¢* 2 4 3 2, 3 qt* 2
v(€) =—[( —2&° + — (=& + =—(¢ -
) =21 282 +§) - (=82 + )] = 2= (6 - &)

Note-se que a solucdo ndo contém o monbémio cubico! Portanto, a solugdo é idéntica ao do
problema anterior e, também, ndo confere com a solucdo exata. Se o mondmio do terceiro grau
estivesse presente, pode-se verificar que as rotacdes em pontos simétricos em relacdo ao meio do
vdo ndo seriam iguais e de sinais contrarios!

2.3.2.3.4 V8N Viga simplesmente apoiada com forca distribuida constante e polinémio de
aproximagdo de 42 grau

02 02

Vm

RN
' oy

Figura 2.28 - Parametros nodais finais: v e v'nas extremidades e v,, no centro

Para resolver este caso, como alternativa em relagao ao que foi aplicado em 2.3.2.3.1 V5N, a
solucdo considerard diretamente os parametros nodais finais, conforme a Fig. 2.28, indicados por

v ={v; v vy v, v;}

onde

Do mesmo modo que foi detalhado em exemplos anteriores, partindo-se da expressao do
polinbmio de aproximacdo dependente de parametros generalizados e com a escolha dos
parametros nodais da Fig. 2.28, pode-se obter a expressdo da funcdo de aproximacdo dependente
desses pardmetros nodais finais; isto é, iniciando-se com

V(&) = ap + 1€ + a8% + @38 + a8t

obtém-se
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v(&) = (1 — 1182 + 1883 — 8EM)v; + (& — 482 + 583 — 28" 4w +
+(168% — 328 4+ 16§ vy, + (=582 + 1483 — 8§ v; + (82 — 383 + 28") v
Essa expressdo pode ser indicada, de forma mais compacta, para uso posterior, como
v(§) = @1 (v + 02V + 93(Dvm + 9a (D) + 95 (v} (2.55)

Calculando-se a segunda derivada em relagdoa ¢ tem-se:

2
7' = Z—;z’ = (=22 + 108 — 96E2)v; + (—8 + 30§ — 24E2) 4w +

+(32 — 192¢ + 19282 vy, + (=10 + 84& — 968%)v; + (2 — 188 + 2482)¢v)

Entao

U=Z 257 edg = Z [152de = ¢ [L5de
Aqui ndo sera repetido o procedimento mais longo adotado em exemplo anterior 2.3.2.3.1,
V5N. Alternativamente, o cdlculo das derivadas de U serd feito diretamente em relagdo a cada
parametro nodal final, preparando-se as parcelas de calculo que comparecerdo na etapa final de
imposicdo de dIl = 0.
J4 observou-se que, tendo-se em vista que a expressdo de (¥'')? serd bastante longa,
nesses casos, é preferivel derivar a expressdo de U antes de integra-la, obtendo-se

%L = 2C [ 7"(~22 + 108¢ — 96¢2)d¢

IV = 2c¢ [ 9" (~8 + 30¢ — 2462)d¢

- =
av;

9 = 2¢ [} 5" (32 — 192¢ + 192§2)d¢

vy,

U = 2¢ [} 5" (~10 + 84 — 96£2)d¢

61;]-

I8 = 2C8 [ 9"(2 — 18 + 24£2)d¢

7
6v]-

Substituindo-se a expressdo de 7', efetuando-se os produtos, integrando-se e reunindo-se
em matrizes tem-se

OU

6vi

u [ 632 188 —1024 392 —68¢ 7 viy

om | 188¢ 7202 2560 6 —120° || V|

{3o [ =2C|—102,4 -256¢ 2048 —1024 25,6¢ |{Um} (2.56)
ou [ 392 68 —1024 632 —188¢ JIVJ'I

7, 680 120 2560 -188¢ 728 1\v)

U

(9

Quanto ao potencial do carregamento externo, tem-se, aproveitando-se a expressdo de
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v(§) dada por (2.55)
v(&) = @1 (v + 92 (V] + 93(O)vm + 4 (v + 5 ()]
Q =~ [ qu(©)eds = gt [} o1 (Ovi + 92(E)ev] + 93(O)vm + 9u(O)v) + 05 (£)ev)]dé

Derivando-se em relacdo aos parametros nodais finais, antes de integrar, e reunindo em

matrizes, tem-se

09
) 1
o Jy 924§
- 1 14
o, 2 fy 02d¢ ()
o 1 —qq ¥
Voo [ = 794 Jo pads =701 32
Q. 1 14
a_v]_ fol(p4d€ k_th
6_9' U’pfo (p5d€
\617]'-

Portanto, ao impor a nulidade de cada derivada de I1 em relacdo aos parametros nodais
finais obtém-se para o conjunto (derivadas de U e de () somadas e igualadas a zero)

[ 632  188¢ —1024 392 —68¢ 1 Vi) 147
| 18,8¢ 7262 -256¢ 68¢ —1,2¢° ||”i L e

2| -1024 -256¢ 2048 -—1024 256¢ |{"m}=;’—0432¥ (2.57)
[ 392  68¢ -1024 632 —188¢ J | V7] IKMJI
—68¢ —120% 2560 —188¢ 7,2¢% 1\v) —t

Impondo-se as condi¢des de contorno cinematicas

fica-se com

7,202 —256¢ —128%|(vi o (?
—25,60 204,8 256 |{Vmy=2L"137

60E]
1,262 2566  7,20% | (v]

cuja solugdo é

5 qt*
Vp = ———
384 EJ

Pode-se verificar que esta solucdo coincide com a analitica exata.
De fato, utilizando-se o resultado obtido, os esforgos solicitantes na viga serdo obtidos com

derivadas da expressao

v(§) = (§ — 482 4+ 583 — 28")0v] + (1682 — 3283 + 16§Y) v, + (62 — 383 + 254)17;
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1 d%v

M(§) = —E] 55 = L [(—8 + 308 — 2482) v} + (32 — 192¢ + 192§%)v, +

+(2 — 18¢ + 2482 ¢v]|=

16 q#
384 EJ

5 qt*

+(32 - 192¢ +1926%) 5 -

2 [(-8 +30¢ — 24820 = +

9 (1928 — 192¢2)

—(2 — 18¢ + 24§2)p 0.9 ) =1

384 EJ

Conferindo-se o valor no meiodovao (x =£/2; & =0,5)
— 9% (9¢ _ 40) = 9%
M(£/2) = 281 (96 — 48) = 5

e a variagdo é parabdlica (coincidindo com o andamento exato do momento fletor).
Quanto a forga cortante, tem-se

1 d3v

Q) =~E/ 55 = - Zzo-485)e=

16 q#
384 EJ

+(-192 + 3845)%%+

16 qgf
+(18 — 48¢) 384‘;]]

Q&) =22 (192 — 384¢)

384

Verificando-se:

Nos apoios: Q(0) = q?[ =—-Q(1)
No centro dovdo: Q(0,5) =0
gue sao os valores exatos.

Exercicio: Calcular a expressdo da energia potencial total.

Exercicio: Aplicar ao caso de viga engastada a esquerda e apoiada a direita com forga
distribuida g em todo o vao.

Entdo para trechos de viga onde exista carregamento uniforme, pode-se usar este
subdominio com o polinbmio de aproximag¢do de quarto grau para compor a estrutura em
discretizacdo. Todavia, como ficard claro posteriormente, hd um subdominio com aproximagdo de 59
grau, com condensagdo estdtica da matriz de rigidez, que serd ainda mais adequado para resolver
esse caso e, também, o de forc¢a distribuida linearmente ou sem carregamento no seu interior.

Também no caso de subdominio uniformemente carregado e acdes concentradas P e M,
nas suas extremidades, o uso deste subdominio produzird resultados exatos.

2.3.2.3.5 V9N Viga simplesmente apoiada, com for¢a distribuida constante e polinémio de
aproximagdo de 52 grau (parametros nodais: fungdo, primeira e segunda derivadas)

Procedendo-se de maneira andloga a do exemplo anterior, parte-se de

V(&) = ag + 1€ + @82 + a383 4+ a8t + a8
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9
Wiiiiiilllli_ziil_ >

L g T

l/ylv

Figura 2.29 — polindmio de 52 grau: v, v’ e V"

V(&) = ag + a1& + 8% + a383 + a8t + aséd

e definindo-se o vetor de parametros nodais iniciais
vt ={v; T U v v 7'},

obtém-se
v(§) = (1 — 1083 + 15¢* — 66%)v; + (€ — 683 + 8E* — 3¢%)7] +
+(0,5¢% = 1,58 + 1,5¢* — 0,5¢°)7;" + (103 — 158* + 68°)v; +
+(—483 +78* = 385)7; + (0,583 — &* 4+ 0,58%)7;’

qgue pode ser indicado, de forma mais compacta, para uso posterior, como

v(§) = 1 (Ovi + 92()7; + 93(O)T + pu (O + 95(E)T; + 96 ()T}’ (2.58)

Por conseguinte

2
v = Z—; = (—60¢& + 18082 — 12083)v; + (—36& + 96&2 — 6083) 7]
+(1 —9¢ + 1882 — 1083w +

(608 — 1802 + 1203)v; + (—24¢ + 842 — 60&3)7; + (3¢ — 1282 + 10837’

U=Z L] eds = Z [l 5ds = C [ (57)2dg

Q= [ queds (2.59)

Repetindo-se o procedimento adotado em exemplo anterior (V5N), também se faga,
separadamente, o calculo das derivadas de U em relacdo a cada parametro nodal inicial, para
preparar as parcelas do calculo que comparecerdo na etapa final de imposicdo de dIl = 0.

Derivando a expressdao de U antes de integra-la, tem-se
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%L = 2¢ [, 9"(—60¢ + 1807 — 120¢*)d¢
2 = 2C [ 7" (36§ + 96§ — 60¢°)d¢
2 =20 [ 7"(1 — 9¢ + 1882 — 10¢%)d¢
ou 1_, 5 5

5, = 2€ [ 7" (60 — 18087 + 120¢%)dg

2 = 2C [ 7" (—24¢ + 84¢2 — 60¢°)d¢
Jj

ou
ov]' -

2C [} 9" (3§ — 1262 + 10£3)d¢

Integrando-se e reunindo-se em matrizes tem-se

ou

av;

ou

] [ 1200 600 30 -1200 60,0 —3,0](;\.
U | 600 384 22 —600 21,6 -08]||Y|
' 2| 3,0 22 06 =30 0,8 0,1|{”i}
U =71-1200 —600 -30 1200 —60,0 3,0/)Y | (2.:60)
9v; [ 600 216 08 —600 384 —2,2J|17;|
o -30 -08 01 30 22 06l(p)
01/]- J
a_'u

G

Assim como foi feito no caso V5N a expressdo acima poderia ser modificada para se obter as
derivadas de U em rela¢do a um vetor de pardmetros nodais finais, definido abaixo. Todavia, para
mostrar procedimento alternativo, mostra-se que a solugdo pode prosseguir com a utilizagdo dos
pardmetros nodais iniciais e, somente no final, passa-se para os pardmetros nodais finais, porque se
trata de aplicagdo a uma estrutura simples, com apenas um subdominio. Este assunto serd retomado
ao final do presente caso, para mostrar a expressdo (2.60) modificada para aplicacdo genérica a
estrutura onde exista conexdo direta entre vdrios subdominios com comprimentos diferentes.

O vetor de parametros nodais finais é definido por

vt ={v; vi v v v v

Quanto ao potencial do carregamento, a substituicio de v(§) em (2.59), seguida da
derivagdo, antes de integrar, em relacdo aos parametros nodais iniciais, resulta em (reunindo
matrizes)

09 N
v; 1
20 fy 1d¢)
P 1
(:; Jo 9248 |( 036 \|
v’ f()l(l’sdf —q¢ 065
100 (= 9% F=— (2.61)
= fl ) df 6 3
61]]' O1 4 | —0,6 |
o Jy osdé \0,05)
vj 1
6_(). \fo (p6d€
\617]’-’
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Desse modo, a imposicdo de valor estacionario para II, isto é

o1 ol
dll = 6_vidvi + 6_17{

on , _ oIl oIl
O a5 + 2 gy, 4+ 20
o}’ it av;j J + 6v]'-

o, _
dv +Hd17]{’ =0
J

dv; + i

corresponde a igualar o segundo membro de (2.60) ao oposto (-1) de (2.61) isto é

[ 120,0 60,0 3,0 -—-120,0 60,0 -3,0 1 ;3‘ ( \

| 60,0 38,4 2,2 —60,0 216 —081]|_} | |

2c| 3,0 2,2 0,6 -3,0 0,8 0,1 |])Vi q#{ , }
71-1200 —600 -3, 120,0 —-60,0 3,0 1\ v (=6

600 21,6 08 —600 384 —22 J 7] | —0,6]

-3,0 -0,8 0,1 3,0 -2,2 0,6 \17;' k0,0 J

Observe-se que ndo ha a presenca explicita do vdo £ na matriz de rigidez. Como se trata de
resolver uma viga com apenas um subdominio, pode-se prosseguir até o final com essa mesma
matriz de rigidez. Aplicando-se este resultado ao problema em foco de uma viga simplesmente
apoiada, com g uniforme em todo o dominio, resultard, apds a aplicagdo das condi¢des de contorno
cinematicas v; = v; = 0:

384 22 21,6 —087(%)
| 2206 08 01| )7|_q)00s
|V |

71 216 08 384 22
-08 01 =272 0,6

cuja solugdo é

ﬁ{:—ﬁ]’:q_[:q_[:q_[ﬁ’ =11 —rr 0
48C 24x2C 24 E]

Com os valores das rotagdes iniciais U; e 17;, para calcular os valores dos parametros nodais
finais v; e v} bastard fazer

=1 3
r_ Y qf ’

= — = = v
t £ 24E] J

Quantoa v(¢) tem-se:
v=(§ =687 +8¢% —3¢%) 10— (—a8® + 784 - 38%) o = (6287 449

Observe-se que o polinbmio da solu¢o ndo contém o termo de 52 grau, o que significa que
a solugdo anterior, com polinémio de aproximagdo de 42 grau, jd era coincidente com a analitica!
Verificando-se o valor no meio do vao

4
v(0,5) = (1_ 21+i)q_{’ _ 5 af”
2 8 16/ 48C 384 EJ

gue é o valor exato da solucdo analitica.

Se os deslocamentos sdo tdo bem aproximados é claro que os esforcos solicitantes também o
serao.

Observar também que a propria solugdo jaé mostrou obediéncia a duas das condigbes
mecdnicas de contorno, isto é



M(0)=—-EJp; =0
M(1) = —E]ﬁ;’ =0
Quanto as forgas cortantes, sendo
v = (1 — 682 +48%)
n 1
v' = {,—2(—125 +12£82)

mo_ L at
v = = (—12 + 248)

tem-se

-12 qf 243 _ q¢

Q(0) = —EJv""(0) = —Fj =2 L2 _ &

3 48 E] 2

12q02¢3 _  qf

Q) =-Ev" () =-E] 5 -7

348 E] 2

gue sdo respostas exatas e, também, condi¢des mecanicas de contorno!
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Generalizacdo do relacionamento forcas/deslocamentos com emprego de pardmetros nodais com

dimensao.

Conforme adiantado, note-se que no caso em que existam subdominios conectados por nds
comuns, e com comprimentos diferentes, sera necessario utilizar relacionamento entre forgas e
deslocamentos nodais ndo adimensionais. Portanto, na minimizacdao do potencial total as derivagdes

devem ser feitas em relacdo a esses parametros, ja denominados parametros nodais finais.
Seja, como ponto de partida, (2.58), dependente de parametros iniciais

v(§) = 1 (Ovi + 92()7; + 93(OT + pu (O + 95(E)T; + 96 ()T}’

onde & = x /4.
A sua derivada segunda, aqui repetida, resulta:

7' = j—; = (—60¢ + 18082 — 12063)v; + (—36¢ + 9662 — 603)} +(1 — 9¢ + 1862 — 106%) )"+

+(60¢ — 1802 + 1208%)v; + (—24¢ + 84&% — 608%)7) + (3¢ — 1282 + 10&3) )’

Sendo
dv dvd v’ _
P _dvdd T ou v =4V
dx dé dx 4
d?v d (dv 1d (1dv 1d%v v _
17” =_=_(_)=__(__)=__=_ ou 17”=1,0217”
dx?  dx \dx £ d& \¢dx 2 d¢? £2

a substituicdo em v"(§) fornece

=17 dz ,
= 27 = (608 + 18087 — 1208%)v; + (36§ + 96¢% — 605°)£v; +

+(1 —9¢ + 1882 — 1083)0%v]" +

(2.58)

(2.59)
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+(60& — 1802 + 12083)v; + (—24¢ + 842 — 6083)£v] + (3E — 128% + 1063)£%v]'

Sabe-se que

E]f [1 17”] €d€_2[3f (@ ”)de Cf (@ H)de

na qual a segunda derivada estd em funcdo de parametros nodais finais, conforme expressdo
anterior.

Pode-se calcular as derivadas de U antes da integracdao e diretamente em relagcdo aos
parametros finais, obtendo-se

ou _ ou av"

fthad dadl =1/ 92 0”1
av; 09" dv; ZCf ez %

92

ou ou av'"’ 1_, (a @5 )
av] — av' av] 2¢ fo v\ ¢)ds

L

ou ou 61;” =/ (a $3 2)
"~ 9" vl Cf 0§2 e)as

_,,a
=2C [, v Se 48

6‘11_6_‘11617_ (9205
ovl ~ 99" 9v] ZCf ( g2 1(’)) dg

ou ou av'"’ 1_, (a Ve 2)
v’ T o' av)’ 2Cf, v &2 &)

Efetuando-se os produtos, integrando-se e reunindo-se em matrizes tem-se

a_'u

01/i

ou

e [ 1200 60,06 3,002 —1200 60,0¢ —3,0£27] (")

au | 6000 3842 226° -60,0f 21,602 —08||Yi|

o7 _ac| 3002 2200 060t —3002 088 01¢* | {”z} (2.62)

% 7| -1200 —60,0¢6 —3,062 1200 —60,0¢ 3,0£% || | '

o [ 60,06 21,6¢2 0,82 —60,0f 3842 —2,2#3lejl

g ~3,02 —0865 01¢¢ 3002 —2208 o601\

o

01/1'-'

Quanto ao vetor de for¢as nodais equivalentes, sendo

1

Q=— [, qutd¢ (2.63)
e

v(&) = @1(Ov; + @2 (V] + 93 ()2 v] + s (E)v; + 5 (E)Lv) + e (E) €%V (2.64)

resulta
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09 N
v; 1
20 J) p1d€
v’ 1 3
i 2d
o0 ffi’ et [oer |
av;’ p3t7ds | 2
4 ;Q b = —qt+ 013 >=T‘”’{0'0§€ } (2.65)
o, Jo 2 | —o6¢ |
00 J, pstds \0.05¢2)
Py o Ps 0,051?
Jj 1
6_9. Kf() (p61’02d€
\ov!’

J

Igualando-se o segundo membro de (2.62) ao oposto de (2.65), tem-se

[ 1200 60,00 3,062 —1200 60,00 ~—3,0£%7 (V) (3 )

| 600¢ 38462 2268 -600¢ 21662 —o08£ ||V | 06¢ |
E| 3002 2200 060t -302 08 01¢° I{”i }_ﬂ { 0,05{’2}

| -1200 —60,0¢ —3,002 1200 -600¢ 3082|\Y%([ 6 ) 3

[ 60,0 21,602 083 —60,00 38442 —2,2{)3le} I | —0.6¢ |

~3002 —08£° 0,1£* 3002 —220% 0,60 ) \0,05¢2)

Testando-se com viga simplesmente apoiada e carregamento uniforme, depois da imposicao

das condig¢des de contorno cinematicas, fica-se apenas com
384 22 21 6 —0,8 (Vi) 0,6
22 06 4 tvy’ ¥ 7¢¢3 } 0,05
21,6 08 38 4 =22 I 17]' I 6£] | —0,6
-0,8 01 -22 k J 0,05

n
{’v]

Esse sistema tem como solucao

(i) 1
4 1?171 ¥ q[3

17]' [~ 2080 ) -
\evj’) 5

que sdo valores exatos para esse problema, pois o valor B é numericamente da ordem de 1.107%7
isto é, nulo, como deve ser a condicdo mecanica de contorno nos dois apoios!

Exercicio:
Verificar as duas outras condigdes mecanicas de contorno, referentes a forca cortante, que
tém os valores exatos abaixo indicados, conforme sabido

Q(0) = —Ejv"'(0) =L

£

Q1) = —EJv""(1) ==~

Determinar as expressdes de M(x), Q(x) e desenhar os diagramas correspondentes.
Determinar a expressao da energia potencial total I1 e compara-la com a do exemplo V8N.

2.3.2.3.6 VION Viga simplesmente apoiada; forca externa linearmente varidvel; fun¢do de
aproximagdo de 52 grau, sem derivadas segundas; 3 nés

Observa-se que em casos de vigas que tenham momentos concentrados externos, ndo serd
adequado empregar o modelo do subdominio anterior, que tem derivadas segundas como
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parametros nodais de extremidade, pois a descontinuidade de momento fletor ndo sera captada.
Deduz-se entdo uma nova versdao do subdominio de viga com func¢do de aproximacdo ainda
de 52 grau, porém com trés nds cujos parametros nodais sdo escolhidos como os valores da fungdo v
e da sua primeira derivada v'. H4 nés em cada extremidade i e j e um no meio m do comprimento
do subdominio.
Portanto o vetor de parametros nodais iniciais é definido a seguir

=/

vV ={v; U U Tp U 7

0/2 /2

m
1 )
V-
1 v Vm
R Vj
|
Vm

Figura 2.30 - Fungdo de aproximagdo de 52 grau, trés nés comv e v’

Como carregamento sera considerada a forca linearmente variavel, tendo-se em vista que o
polindmio de 52 grau é solucdo exata para esse caso de carregamento.

qi\ e

y

Figura 2.31 - Carregamento linearmente variavel
A funcdo de aproximagdo tem a expressao
V=g + a8+ ay8? + a3é3 + a8t + aséd (2.66)
e sua primeira derivada é
7' = ay + 20,8 + 3a38? + 4a,&3 + Sagét.

Particularizando-as para os pontos nodais forma-se o vetor



(7Y 1o o 0 0 0
[Yi] J10 1 o0 0 0 0
ﬁnz{ﬁn}zh 05 025 0,125 0,0625 003125
m(~lo 1 1 075 05 0, 3125
| vi | l1 1 1 1 1
\z;) bo 1 2 3 4 5
de onde resulta
(%o 1 0 01( %)
[# |0 0 of|%]
{ a; } _|-23 -6 -8 —1|)Vm }
as( “le6 13 —-32 32 5 |)7m
{%J l—68 ~12 —40 —8|| v |
as) L4 16 41\ )

A substituicdo em (2.66) e o rearranjo resultam em

v =(1—238% + 6683 — 68&* + 24&5)v; + (& — 682 + 1383 — 128* + 4E%) 7] +

+(1682 — 3283 + 16§Y)v,,, + (—8&2 + 3283

+(782 — 3483 4 528* — 24&%)v; + (—&% + 583

|
\

)

RR KK

a

0
1
2
3
4
5

|
)

—40&* + 168, +

— 8&* + 48°)7]

que pode ser indicada, de forma mais compacta, para uso posterior, como

v(§) = 1 (OIvi + 92T} + 93(Dvin + @a(E)Tm + 95 (V) + 96 (O V)

A primeira derivada em relagdo a &, em fungdo de parametros nodais finais, é
7' = (—46& + 19882 —
+(32& — 9682 + 64&3)v,, + (—16& + 9682 — 16083 + 80&*) v, +
+(14¢ — 10282 4 2083 — 1208*)v; + (—2¢& + 158% — 3283 + 2054)1?17;

e a segunda derivada

7" = (—46 + 396¢ — 81682 + 48083)v; + (—12 + 788 — 144&2 + 80E3) ¢v] +
+(32 = 1928 + 1928w, + (—16 + 192¢ — 48082 + 320£3)¢v), +

+(14 — 204¢ + 624£2

Entao

u=Z [} [2o7?] eag = £ [} o"yag = ¢ [} 0"y

onde C = EJ/2¢3.

27283 + 12084 v; + (1 — 128 + 3982

— 4883 4+ 20&8Y)¢v] +

— 480&3)v; + (=2 + 30§ — 96&% + 80E) £V

93

(2.67)

Repetindo-se o procedimento adotado em exemplo anterior (V5N), também se faga o calculo
das derivadas de U em relacdo a cada parametro nodal final, para preparar as parcelas do calculo

gue comparecerdo na etapa final de imposicdo de dII = 0.

Tendo-se em vista que a expressdo de (¥'')? é bastante longa, nesse caso, é preferivel
derivar a expressdo de U antes de integra-la. As derivadas de U, antes da integracdo, terdo

expressoes sob as formas seguintes

a‘l]i

I = 2C [ 0" (—46 + 396§ — 816§ + 480£3)d¢
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a—“ = 2C¢ [} 7" (—12 + 78§ — 1442 + 80¢3)d¢

a_’“ = ch 7''(32 — 192¢ 4 19282)d¢

=7 = 2C¢ [ 7" (=16 + 192¢ — 480§ + 3208)d¢

5 =2C [, 7" (14 — 204 + 62482 — 480¢3)d¢

a—“ = 2C¢ [} 7" (—2 + 30¢ — 96§2 + 80&3)d¢

Fazendo-se as multiplica¢des, integrando-se e reunindo-se em matrizes tem-se

ou

av;

ou

a0l [ 5092 11382 —3584 1920¢ —1508  242¢ (i)
U | 1138¢  332¢2 —896¢ 32042  —242¢  38¢% || Vi
ovm | _2c| —3584 -896¢ 7168 0 ~3584  896¢ I{”m} (2.68)
92U (35| 19206 32002 0 12802 —1920¢  320¢% || Vm
ovm [ ~1508 —242¢ —3584 —1920¢ 5092 —1138€J | v |
o 242¢ 3862 896¢ 32002 —1138¢ 332221 \v])
0_’(.[

01/]'-

Fazendo-se agora o calculo do potencial do carregamento externo, tem-se que a forca
linearmente distribuida no comprimento do subdominio pode ser escrita sob a forma seguinte,
dependente dos valores g; e g; nos pontos nodais das extremidades do subdominio

q=q:(1-8)+q;§=q:+(q;—q:)¢

Entdo

Q=-[ quvetds=

= = o (6= O + 481 {01 v + 90} + 93 v +

04(O)Lvp + s(Ovj + e (E) v/} £ dE

As derivadas, antes da integracdo, sao expressas por

a0 \
o o {a:(1 = &) + q;¢ )1 (&) £d¢
g M;{qi(l — &) +q;Elp,(§) £ de

Jo | _ fofqi(l — O +a;8lea@) £dt |
oy 2 [, {q:(1— &) + q;E}@u(8) € d¢
= S a1 = &) + q;E}ps(©) € de

o2 2 (a1 = &) + q;E}p6(8) £ dg

vj
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Realizando-se a integracao tem-se

00
avi
92Q 79q; + 19q; Y
<@}__i<112qi+112qj> (2.69)
o0 (=525 (~8q, + 8g,)? '
Um
o \(—2¢; — 5¢;)¢
6_().
Lav]'-

Finalmente, a aplicagdo do principio da minima energia potencial 11, = 0, implica em fazer-
se a soma de (2.68) com (2.69) e iguala-la a zero, ou escrever-se

v ( 79q; + 19q; )
[ 5092  1138¢ —3584 19200 —1508 242¢ 1( ") | (5 +20)¢ |

| 11382 33202 —896¢ 320£>  —242¢ 38¢% ||V K

| —3584 —896¢ 7168 0 —3584  go6e |[Vml _ o JM2at1l2g (o, o
| 19200 32002 0 128062 —1920¢  320¢2 ||Vm( ~ 420 | (-8, +8q;)? '

l ~1508 —242¢ —3584 —1920¢ 5092 —11384’“ J '

242¢ 38¢2 8967 32042 —1138¢ 3324

'S

|
| |
\(~24; — 54;)¢)
ou
kv" = " (2.70 b)

A deducdo realizada permitira resolver o caso da forga linearmente variavel,

9d
e

Figura 2.32 - Carregamento triangular e fungao de 52 grau; v e v’ em trés pontos nodais

com g; e q; quaisquer, portanto valendo também para o caso de “carregamento triangular” da viga
simplesmente apoiada da Fig. 2.32 Esse problema foi resolvido anteriormente com o subdominio no
qual a descricdo da func¢do de aproximacdo de 52 grau foi feita com outro conjunto de pardmetros

nodais (derivadas segundas incluidas).
Antes, porém, para verificagdo de caso mais simples, aplique-se ao caso de viga

simplesmente apoiada com carregamento uniforme q; = q; = q

5092 1138¢ 3584 19200  —1508  242¢ (Vi) (98
| 11382 33202 —896¢ 320£%  —242¢ 3862 ||V 70
2C| —3584 —896¢ 7168 0 —3584  896¢ |[)Um Q_f’$224L
35| 1920  320¢2 0 1280£2 —1920¢ 3202 ||Vm 20) 0
l 1508 —242¢ -3584 —1920f 5092 —1138{’J|”j| | 98 |
2420  38¢2 896¢ 32002 —1138¢ 332¢21\v)) \70)



96

Com a condi¢do de contorno v; = v; = 0, aplicada com o procedimento que modifica as
matrizes de rigidez e de forcas nodais, sem eliminacdo das linhas e colunas dos parametros
conhecidos, fica-se com a expressao abaixo.

Conforme ja explicado anteriormente, note-se que o procedimento de aplicacdo das
condicOes de contorno anula os coeficientes das linhas e colunas da matriz de rigidez relativas ao
parametro conhecido (nulo, neste caso), com exce¢do do coeficiente localizado na diagonal da
matriz, onde o valor original é substituido pelo valor unitario. No vetor das forcas nodais anula-se o
valor da linha correspondente ao parametro conhecido.

[1 0 0 0 0 0 1" (0
| 0 332¢2 -—896¢ 3202 0 38¢% ||Vi] | 7¢ |
2| 0 —896¢ 7168 0 0 896¢ |{U7,n}=q_{’{224}
35| 0 32002 0 1280£2 0 3202 |\Vm( ~420) 0
[ 0 0 0 0 1 0 JI v | l\ 0 J
0 382 896r 32002 0 332021\v)) —7¢
ou, fazendo-se
_at3s _ at3s _ att
T 4202¢ ° 420 EI T 12E)
23
resulta
33202 —896¢ 32042 38¢2] (Vi) 74
—-896¢ 7168 0 8964 {Ur,n}z K224
32042 0  1280#2 320¢%||Vm 0
3802 896¢ 3200 332021 \v) —7¢

cuja solugdo é

(Vi) 0,5
Um 0,15625

{ } =K "B

va -0,5

onde B é da ordem de 1.10717, quer dizer, é nulo.
Conferindo-se o valor da flecha no meio do vdo com a resposta analitica, sabe-se que

5q¢* 4
Uy = —— = (,15625 ——
384E] 12E]
portanto a resposta esta correta.
Aplicando-se (2.70 a) ao caso de carregamento triangular com q; = 0 e q; = g4 em uma viga
simplesmente apoiada, tem-se

[ 5092  1138¢ —3584 1920¢ —1508 242¢ 1("}) (19
| 1138¢ 33202 —896¢ 32062  —242¢ 3862 ||V 20
2C| -3584 —896¢ 7168 0 —3584  896¢ |[)Um _MinzL
35| 1920  320¢2 0 1280£2 —1920¢  320¢2 |1Vm( ~— 420) 8¢
l 1508 —242¢ —3584 —1920f 5092 —1138{’J [ v | l 79 |
2420  38¢2 896¢ 32002 —1138¢ 332621 \v)) \sp)

Com a condigdo de contorno v; = v; = O resulta
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1 0 0 0 0 0 1" (19
| 0 33202 —896¢ 32062 0 3862 ||Vi | 2¢ |
2| 0 —896¢ 7168 0 0 896¢ |{vr,n}_qi{112}
35| 0 32002 0 128042 0 32042 ||Vm T e |
[ 0 0 0 0 1 0 J | v | =
0 3862  896¢ 32002 0 332221 \v) —5¢
ou
33262 —896f 320#% 38£%] (Vi) 26
—896¢ 7168 0  896¢ {%}:K 112
32002 0 1280£2 320£2|)|Vm 8¢
3802 896¢ 3200 332021 \v) —5¢
onde

_ 3544 _ qaf _ qaf*
T 2cx420  24C  12E]

A solugdo do sistema fica sob a forma

(i)

(
Yot Z;Z,{l
\

\li\lmél\l

!
Yj

4

[ee]
(=}

I3

KN

)
I
} (2.71)
I
)

=
)

5

Com a resposta analitica podem ser verificados os valores acima. Determinar os esforcos
solicitantes M (x) e Q(x) € V-

2.3.2.3.7 V11N Subdominio de viga com fun¢do de aproximagdo de 52 grau, sem derivadas
segundas, com condensacdo estdtica, e forca externa linearmente varidvel

No item 2.3.2.3.6 foi deduzida a relagdo (2.70 a) entre os 6 pardmetros nodais e forcas
equivalentes, referentes ao subdominio com fungdo de 52 grau. A ordenacdo dos parametros nodais,
|4 escolhidos, é

w={v; Vi Uy v V; v}

Figura 2.33 — Polindmio de 52 grau, sem derivadas segundas nodais
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Neste item, aquele relacionamento (2.70 a) sera reescrito tomando-se nova ordenagdo para
os parametros nodais.

Seja o vetor de parametros nodais vZ’Ct, gue serd chamado vetor a condensar, com os
parametros relativos ao né interno colocados em primeiro lugar

v ={vm v v v v V) ={Vm Om v 6 v 6} (2.72)

onde, para facilitar a escrituracdo posterior, fez-se 8 = v’.
Entdo, simbolicamente, o relacionamento entre deslocamentos nodais e respectivas forcas
nodais equivalentes pode ser expresso por

_kvmvm kvam kvmvi kvai kvmv]- kvaj— Uy f;,m\

Kooy Kopm6m Kopv, kone, konv; koo l(gm\l fo,,

kvivm kviGm kvivi kviGi kviv]- kviGj { U; } — ﬁ;i > (2 73)
kown Koo, kow, koo, kow; koo, | zl | fo '
kv]-vm kv]-Gm kv]-vi kv]-Gi kv]-v]- kv]-Gj kgj J ﬁ’i

| Ko,v,  Koj0,, Ko, koo, kow, kel \fo;

ou
n _— fn
kacvac — Jac

Os dois parametros do né interno m somente influenciam, diretamente, as equacgdes de
equilibrio nas direces dos outros quatro parametros, dos dois nds de extremidade, do prdprio
subdominio. Portanto, nas equacgdes acima, é possivel realizar o que se denomina “condensacdo
estatica”.

Em resumo, o que se faz é obter v, em fungdo dos outros 5 parametros na primeira das
equacdes (2.73) e substituir seu valor nas demais 5 equacbes. Em seguida, na segunda equacdo
modificada pela substituicdo de v,,, obtém-se o valor de 6,, em fun¢do dos quatro parametros
restantes, substituindo-se esse valor nas quatro ultimas equagGes. Note-se que os valores do
segundo membro também ficam envolvidos nessas operagoes.

Essas operacdes algébricas correspondem a levar a influéncia das varidveis do né interno
para as varidveis de nds de extremidade. Conforme salientado, a influéncia direta das variaveis
internas somente ocorre no ambito de cada subdominio.

Novamente, para facilitar a escrituragdo, indica-se de maneira mais compacta o
relacionamento (2.73) acima, conforme a expressdo seguinte

kmm kmi km]' dm fm
kin ki kij|{d;}={f; (2.74)
kim ki k|4 fj

onde cada elemento dessas matrizes indica submatrizes (2 x 2 ou 2 x 1) de (2.73), por exemplo:

k”m”i k”mei]
kov; ko0,

_ (fon
fm = {fem}

Da forma mais compacta (2.74), das equacdes de equilibrio, a primeira equacdo escrita de

kmiz[
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forma explicita é
kinmdm + kyid; + kpyjd; = fry
Entdo, pode-se obter

d, = kr_n%n{fm —knid; - kmjdj} (2.75)

Levando-se nas duas ultimas equacdes, resulta
Kim Koo (fm — Kmidi — knjd;} + kyd; + kyjd; = fi]

gue dependem somente dos parametros dos nds de extremidade.
Essas equacdes podem ser reunidas em uma equacgao matricial sob a forma

[kii — kimKmimkmi  kij — kimkr_nlmkm]] {di} _ {fi - kimkr_nlmfm}
j

kii — Kimkpinkmi  kjj — Kimkminkm; | 4 fi— kimkmmfm

ou

o olla)- {7

7]

onde as submatrizes com o “expoente” (+) tém significado imediato pela comparacdo das duas
ultimas equagdes matriciais.
Sob forma compacta pode-se escrever

k+d+ — f+

onde as matrizes com expoente (+) sdo denominadas matrizes condensadas.
O relacionamento original entre deslocamentos e forgas nodais, com C = EJ/2£3, obtido em
2.3.2.3.6,(2.70 a), tem a expressao

79ql + 19¢; )
5092 1138¢ —3584  1920¢ —-1508 242¢

|r 11382 33262 —896¢ 32002  —242¢  38¢2 ]|
| —3584 —896¢ 7168 0 —3584  896¢ |
[ 19200  320¢? 0 1280£2 —1920¢  320£2 |
l 1508 —242¢ —3584 —1920¢ 5092 —1138{’J

2420 382 896¢ 32002 —1138f 33242

112¢; + 112g;

(—8q; +8q;)¢
19q; + 79q;

|
( 2q; — qu){))

R
t!
=3 S
\__ﬁ,__/
-{k|r\

4 (5q1+2qj)£’ l
|
{

Fazendo-se o rearranjo de maneira que os parametros nodais do né interno figuem em
primeiro lugar tem-se

(112qi + 112qj\

7168 0  —3584 -—896¢ —3584 896¢ 7('m) ,
| "0 12802 19200 32002 —19200 32082 ]| Vm | (=8a. +84;)¢
2c| —3584  1920¢ 5092 1138¢ —1508  242¢ |)Vi| _ 79q; +19q;
35| —896¢ 32002 1138¢ 33262  —242¢ 382 || Vi (5q; + 2q;)¢
l —3584 —1920¢ —1508 —242¢ 5092 —1138{’J | v | i 19q; +79q; |
896¢ 32002 2420  38¢* —1138¢ 33221 \v)) \(~2q, - 50,)¢)
3 J
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Entdo as submatrizes 2 x 2, necessarias para efetuar as operagbes de condensagdo, sdo, a menos do

fator 2C /35

k,,=[5092 1138¢
7 11138¢ 33242

. [ 5092 —1138¢
i~ 111382 332¢2

k“:[—1508 242¢
U= 12420 38¢°

k“:[—1508 —242¢
it 1 2426 38¢2

ko = —3584 1920¢
um —896¢ 320¢7

P
m 119200 32047

Kemm = [71068 125?0{)2]

. _[—3584 896¢
mi = 1219202 32042

ko = —3584 -—1920¢
Jm 8967 32042

Dai resultam

i =

1
+_[5092 1138¢ [—3584 1920{)][% 0 |r1-3584 —896¢7 _
0
12

1138¢ 332¢2]  1-896¢ 320¢2 —(l1920¢ 32021
804
_[420 210¢
210¢ 14042
1
k'+'=[—1508 242¢ _[—3584 1920{)] 768 O [—3584 896£1_[—420 210¢
Y —242¢ 38¢72 —896¢ 32047 0 ;2 —1920¢ 32047 —210¢ 7047
12804
ktz[—420 —210¢
It 210¢ 70472
L 0
+ _ 5092 —1138¢ _[—3584 —1920?] 7168 —3584 896¢ _
1 —1138¢ 332¢72 896¢ 320¢72 0 _ 1 [Ll-1920¢ 320¢7
1280¢2
_[ 420 -210¢
—210¢ 140¢2

1
fr=lt 79q: +19q; 73584 —8%6¢ s O |(112a:+112q5) (
¢ 420 ((5q; + 2q;)? —896¢ 32042 L —8q; +8q;)?
J 0 j

1280¢2

_ L{(1176qi + 504q]-)} iy {(147% + 63611)}
3360 | (168¢; + 112q;)¢ (21q; + 14q;)¢

T 420
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ﬁ:i{(63qi+147q,-)}
J 420 (—(14q; + 21q;)¢

Portanto, agregando-se agora o fator 2C /35 que fora cancelado, para simplificar a
escrituracdo das operacgdes, tem-se

. 147q; + 636q;
420 2106  —420 21067 (V) (474 %)
2c| 2106 140£2  —210¢ 7042 {Ui}=i4 (21Qi+14qj)15’$ (2.76)
35 [—420 —210¢ 420 —-210¢| |V 420 | 63q; + 147q; I ’
2106 70¢2  —210¢ 140021 (v]) |- (14, + 21q,)¢)

que é a forma expandida de ktd* = f*
Testando-se com viga simplesmente apoiada e forga g constante resulta, depois de aplicar as
condic¢Oes de contorno,

v.

1 0 0 0 {f\| 0
2|0 1406 0 7082 4”i¥: tq ) 35¢
35[0 0 1 0 Ivjl 20) 0

0 7002 0 140¢2 U’} ) —35¢

ou
[140 70] v; _3{35}
70 140l |v}| ~ ss0c 135
e, com C = EJ/243, (24C = 12E] /%)

vi _ﬂ{0'5}_i{0'5}_£{0'5}_£{1}
v " ga0c|—0,5) * 24c(—0,5) " 126/ (—0,5) * 245/ -1

gue sao resultados exatos.
Indica-se agora, como curiosidade pratica, a formalizacdo das etapas das operacbes de
reordenamento dos parametros nodais; em outras palavras, como passar-se de (2.70a) para (2.73).
No item 2.3.2.3.6 o relacionamento entre deslocamentos nodais e forgas nodais equivalentes
foi deduzido considerando-se a seguinte sequéncia para os pardmetros nodais

!

v¥={v; v U Un v v} (2.77)

O detalhamento do procedimento formalizado para reordenar as matrizes de rigidez e de
forgas nodais equivalentes, para passar de parametros v™ para v}, emprega uma matriz auxiliar A.
Os vetores de parametros nodais (2.77) e (2.72) podem ser relacionados conforme abaixo

(Y'Y 10 0 1 0 0 op("m
| Vi | |[0 0010 o]||vm|
Vm| |1 0 0 0 0 0])Y
vnz{”r'n}ﬂo 100 0 ol{vlf = Avgc (2.78)
[ v | [000010J|Uj|
\v/) oo o oo 1!ly)

O relacionamento original entre forcas e deslocamentos é (2.70 b)
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n — f‘l"l.
Pré-multiplicando-se membro a membro por v™
vntkvn — vntfn
Com (2.78)
VLA KAV, = vILALfT
Logo, pode-se definir
k,. = A'kA (2.79)
nC — Atfn

Aplicando-se ao caso presente, tem-se, a menos da constante 2C /35

0 0 1 0 0 O 5092  1138¢ —3584 19206 —1508 242 10 0 1 0 0 0
[0 0 0 1 0 0ff 1138¢ 332£2 —896¢ 320£2 —242¢ 3862 [[0 0 0 1 0 Of
K _l1 0 0 0o o ol 3584 —896¢ 7168 0 -3584 896¢ ||1 0 0 0 0 O
«=lo 1 0 0 0 ol 19200 320 0 1280#2 —1920¢ 320¢2|lo 1 0 0 o o
lo 000 1 0“ —1508 —242¢ —3584 —1920¢ 5092 —1138#“0 00010
000 0 o 1l 242¢ 3822 896¢  320¢> —1138¢ 332210 0 0 0 0 1
ou
[ 7168 0 —3584 —896¢ —3584 8967 ‘|
| 0 1280¢2 1920¢ 32042 —1920¢ 320¢% |
| —3584 1920¢ 5092 1138¢ —1508 242¢ |
| —896¢  320¢% 11382 33202  —242¢ 3842 |
[—3584 —1920¢ —1508 —242¢ 5092 —1138€J
8967 32042 242¢ 38¢2 —1138¢ 33242

gue é o primeiro membro explicito da (2.73).
Para o vetor de forcas, a menos da constante £/420, tem-se

[0 010 0 O](7qu+19qj . I(ll_Zgi+112qj\l
(00 01 0 of °%+2q q; + 8q;
|1 00 0 0 oli 12q1+112q1£ $79qi+19qj é
fae=1o0 1 0 0 0 o|] -84 +8q (T) sai+2q |
lo 0 0 0 1 0J| 9ql+79qj | | 19¢;+79q; |
0000 0 [ g4 —2q; - 5q;

que é o segundo membro explicito de (2.73).
Testando-se o resultado (2.76), abaixo repetido, em viga simplesmente apoiada, com forca

triangular (0, g), tem-se

. 147q; + 6364,
420 2106  —420 21067 (V) [ 17a %)

2c| 2100 140£2  —210¢ 7042 {”i}=i4 21Qi+14q1’)1’f’¥ (2.76)

35 [—420 —210¢ 420 —-210¢| |V 420 | 63q; + 147q; I ’
2106 7062 —210¢ 140¢21 \v}) \—(14q; + 219,)2)

Particularizando-se e impondo-se as condi¢des cinematicas de contorno, resulta
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17.

1 0 0 0 A ( )
2c[0 140¢2 0 70¢2 {”i}_ { (14611)15’ }
35| 0 0 1 0 Uj 420

0 70£2 0 140¢2 \v) k—(+21q,)€)

ou

2¢ [140¢2 7032] v qﬂ{ 14}
3517002 140421 (vj) 42021

cuja solugdo é

=7

coincidente com as respostas exatas!

2.3.2.3.8 V12N Viga simplesmente apoiada, for¢a concentrada central e um polinémio cubico

Trata-se de viga simplesmente apoiada com for¢a concentrada no meio do vdo e polindbmio
Unico de 32 grau no vao, da Fig. 2.34.

Conforme ja salientado anteriormente, neste caso, em que ha acdo externa dada por forca
concentrada no interior do dominio do elemento estrutural, a ado¢cdo de uma unica funcdo de
aproximacgado para o dominio todo ndo levara a solugdo adequada, por causa da impossibilidade de se
captar a descontinuidade de derivada terceira que ocorre.

Figura 2.34 — Um polindmio para todo o dominio

Aproveitando-se, parcialmente, os resultados do exemplo V5N, tem-se

12 6 —-12 62 (Y )
gl 66 42 —6¢ 202 |)vi =4va¥ 2.50
#-12 —6¢ 12 —6£|) Y | '

6¢ 202 —6¢ 421\vj) |f

onde as forgas nodais equivalentes a acdo de P no centro do vao, que figuram no segundo membro,
devem ser avaliadas.
A expressdo do potencial do carregamento deste caso é

Q =-pPv(0,5)

Quanto a v(§) ja se sabe que em funcdo de parametros nodais iniciais, tem-se



104
v(§) = (1382 +28%)v; + (§ - 282 + v + (387 = 28%)v; + (=87 + £%)p;
ou, passando-se para parametros nodais finais,

v(§) = (1382 +28%)v; + (§ — 282 + £)bv + (382 = 28%)v; + (=87 + ) ¢y;

Entao

1 1, ., 1 -1, ,
v(0,5) = Vi +§1{’vi +5v +?1{’v]-
Logo

1 1 1 -1
Q=-P (5171' +§‘€17£ +517]' +?‘€U]’)

e, portanto,
20 _-P 90 _-P¢ 90 _-P 00 _ Pt
av; 2 '’ 61;1-'_ g '’ 61;]-_ 2’ v} 8

Considerando-se as condi¢des de contorno cinemdticas v; = v; = 0 a equagdo (2.80) fica sob
aforma

&) [442 2{)2] vi (1)
2202 492](vj) 8 -1
cuja solugdo é

{zl’} = 1})6{;321 {—11}

]

Logo

(&) = (£ — 282 + 802 — (—e2 4 £3)0 2L

16E] 16E]

() = ¢ - &)

16E]

Note-se que o0 mondmio cubico resultou ausente!
Com isto, os esforgos solicitantes ficam expressos por

' 1 _, 1 pP£3 Pt
M(x) = —EJv" = —E] 27" = —E] % (~2) (ﬁ) =2

Qx) =—-EJjv'"" =0

Estas ultimas expressdes mostram claramente que as condi¢des mecanicas de contorno nao
ficaram obedecidas, pois os valores corretos dos momentos fletores nos apoios sdo:

M) =M(E) =0

€ para as fOanS cortantes
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P

Q0) = —Q®) =2

Logo, ndo é uma boa funcdo de aproximacgdo, se for admitida para o dominio completo de
todo o vdo da viga. Compare essa situacéo com aquela de bons resultados para a viga em balango
com for¢a P na extremidade livre.

Além disso, sabe-se que neste caso existe uma descontinuidade na terceira derivada (que dita
o andamento da forca cortante ao longo do elemento estrutural). E a solucdo encontrada foi incapaz
de captar essa singularidade.

Diante disto, resolve-se o mesmo caso de viga, porém adotando-se aproxima¢bes por
polinémios cubicos independentes para cada trecho de comprimento £/2, conforme detalhado no
exemplo seguinte.

2.3.2.4 Parametros nodais e subdivisio em subdominios

2.3.2.4.1 V13N Viga Simplesmente apoiada; for¢a concentrada central e dois polinbmios cubicos

Viga simplesmente apoiada com for¢a P concentrada no centro do vdo e com dois
polindmios de aproximacgdo de 32 grau, um para cada metade da viga.

Figura 2.35 — Dois subdominios com polindmio de 32 grau

Agora utiliza-se ainda polindmio de aproximacdo de 32 grau, porém adotando-se um
polindbmio para cada metade da viga. Este exemplo foi resolvido anteriormente (2.3.2.2.1) V4G, com
parametros generalizados.

Indique-se o vdo da viga com L e o comprimento de cada subdominio com ¥ ou, neste caso,

L=2¢

Na estrutura discretizada em dois subdominios existem 3 nds na numeragdo global,
designados com os nimeros 1,2 e 3, da esquerda para a direita.

Particularizando-se, entdo, a expressdo (2.80) para cada subdominio tem-se,
respectivamente, com deslocamentos nodais ja referidos a estrutura com trés nds,

'y
12 6¢ -12 6] (" ﬁ’;
|60 42 —6e 222 )Vi(_ )il (2.5
Bl-12 —6¢ 12 —6¢|) V2 i '
6¢ 202 -6t 4¢21\v, i
Uo:
1IN
12 6t -12 6t](V2 "~
gl et 4z -6t 202|)Vi(_ ot (2.62)
el-12 -6 12 —6L||Vs s '
6 242 —6f 4021\ i}
o

Conforme ja explicado anteriormente, quando se utilizam parametros nodais, a imposicdo de
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compatibilidade de deslocamentos e rotagdes, em nés comuns a subdominios adjacentes, é realizada
diretamente porque no nd de conexdo dos subdominios, para compor a estrutura, os parametros
nodais globais sdo coincidentes na numeracgao global da estrutura.

Ao que foi descrito corresponde, portanto, que o vetor de todos os pardmetros nodais,
referidos ao sistema global, dessa estrutura esta descrito por

Vn't={V1 V1’ V, V2’ V3 V3’}

Seguindo-se procedimento detalhado no caso dos tirantes, pode-se verificar que as duas
equacgOes matriciais (2.81) e (2.82) podem ser escritas sob as formas seguintes (expandidas), sem
alterar o significado original

v for)
12 6¢ —12 6¢ 0 01("1) !
| 6¢ 402 —6¢ 222 0 O||Vi| |/o
E/|-12 —-6¢ 12 —6¢ 0 O|{V2}_<ﬁ}2>
Bl ee 202 —6f 422 0 O|\Vs(~ I
0o 0 0 0 0 OJ|V3| v}
o o o o o olyl (O
0
0
o o o 0 07" 0
[0 0 O 0 0 0 ||| 11
glo 0 12 6¢ -12 6¢ I{ Vz}_< ,2,>
#lo 0 60 42 —er 202 [VV5 (7)ol
[o 0 —12 —6¢ 12 —6£’J|V3| 1
0 0 6 222 —6¢ 42lly;) g

Logo, para obter a equagdo matricial para a estrutura deve-se somar membro a membro
essas duas equacgdes matriciais, resultando em:

fiy )
12 6 @ —12 6¢ o 0 7(") £,
| 6¢ 462  —6¢f 242 0 o || V1| C
B|-12 —66 12+12 —6£+6¢ —12 I{ Vz} forito: |
6o 262 —6L+60 407+ 407 —6{’ 2{)2 NS
0 0  —12 —6¢ {)JI Vil |
0 0 6¢ 2 ep ap W) v
L o

Isto poderia ser obtido escrevendo-se a expressGo completa de Il para a viga com os dois
subdominios e, em seqguida, efetuando-se as derivacées de Il em rela¢do a cada um dos 6 par@metros
nodais dessa estrutura.

Particulariza-se o vetor de pardametros nodais para o carregamento da viga pela forca
concentrada para baixo no centro do vao, que é o local do pardmetro V, do né 2 e aplicam-se as
condig¢des cinematicas de contorno, V; = /3 = 0, com o procedimento ja apresentado em 2.3.2.3.6,
V10N, resultando

1 0 0 0 0o 01(" 0
|ro 402 —6¢ 220 0 ]| (Vl’ | (o\
E|0 —6f 12412 —6£6+6L 0 6{’|$V2L_$PL (2.83)
#lo 202 —6t+60 42+402 0 202\ (" )oO :
0 0 0 0 1 0 J [v.] ol
0 0 60 20 o aellyr) o)



A solucdo, em funcgdo do vao L da viga, é

0,0
(") (99
|Vi| | L0}
{VZ}_PLZ{ 3 }
le'l_lﬁEf.o,o.
Vs [ 00 |
Wi %)

Esse resultado coincide com a resposta analitica e confirma comentarios anteriores.

esquerdo e aq no tramo direito

q !
L
5 = > X
L ’ 7 7

!

Figura 2.36 — Dois subdominios com polinémios de 52 grau; v, v' e v"’
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2.3.2.4.2 V14N Viga continua de dois tramos iguais, com carregamentos uniformes q no tramo

Tendo-se em vista que ndo ha momento externo concentrado, aplica-se o desenvolvimento
feito para o subdominio considerado na primeira parte do item em 2.3.2.3.5 para resolver o presente
caso de viga continua. Também salienta-se que, como os vdos sdo iguais, pode-se utilizar os

parametros nodais (derivadas primeira e segunda),

indicados com traco sobre as

letras

correspondentes! Utiliza-se um subdominio para cada tramo, e ja considerando a numeracao global

dos 3 nds da estrutura.

Cada subdominio tera o relacionamento entre deslocamentos e forcas nodais equivalentes
de acordo com as expressdes seguintes, que somente diferem nos vetores de deslocamentos e nos
segundos membros, neste caso: (vide (2.60) em 2.3.2.3.5, para os primeiros membros).

120,0 60,0
60,0 38,4

2C 3,0 2,2
71 =120,0 —60,0
60,0 21,6

L —3,0 —-0,8
120,0 60,0
60,0 38,4

2C 3,0 2,2
71 =120,0 —60,0
60,0 21,6

L —3,0 —-0,8

3,0
2,2
0,6
-3,0
0,8
0,1

3,0
2,2
0,6
-3,0
0,8
0,1

—-120,0
-60,0
-3,0
120,0
-60,0
3,0

—120,0
-60,0
-3,0
120,0
-60,0
3,0

60,0
21,6
0,8
—60,0
38,4
-2,2

60,0
21,6
0,8
—-60,0
38,4
-2,2

—3,07

-0,8
0,1
3,0

-2,2

0,6

—3,07

-0,8
0,1
3,0

-2,2

0,6

Vi

Expandindo-se cada uma delas para a ordem das matrizes de rigidez e de forcas nodais da
estrutura completa (9x 9 e 9 x 1, respectivamente) e fazendo a superposicdo tem-se
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120 60 3 —120 60 -3 0 0 0 ‘fl,
60 384 22 —-60 21,6 —08 0 0 o ||V
3 22 06 -3 08 01 0 0 o ||V
|~120 —60 -3 240 0 6 -120 60 -3 [V
| 60 216 08 0 768 0 —60 216 —08[{V =
-3 -08 01 6 0o 12 -3 08 01|jpr
0 0 0 -120 —60 -3 120 -60 3 ||,
0 0 0 60 216 08 —60 384 -22||p
0 0 0 -3 -08 01 3 =22 06l(;
3
3
0,6
0,05
31+ a)
qf
=? —O,6(1—a)
0,05(1 + a)
3a
—0,6
0,05«

Aplicando-se as condicdes de contorno

conforme o procedimento correspondente que substitui por valor nulo todos os coeficientes das
linhas e colunas 1, 4 e 7 da matriz de rigidez do primeiro membro, colocando valor unitario nas
interse¢des das linhas e colunas de mesmo numero e anulando, no vetor do segundo membro, os
valores das linhas 1, 4 e 7, tem-se

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 '_/1, 0

0 384 22 0 216 -08 0 O o (|" 0,6

0 22 06 0 08 01 0 0 o [IW 0,05

0 0 0 1 0 0 0 0 0 || 0
27—Co 216 08 0 768 0 0 21,6 -08|JV; =%" -0,6(1—a)

0 -08 010 0 12 0 08 01][|py 0,05(1 + a)

0 0 0 0 0 0 1 0 0 ||, 0

0 0 0 0 216 08 0 384 —22f|p —0,6a

0o 0 0 0 -08 01 0 -22 06] 7 0,05a

ou, ficando apenas com o que interessa, tem-se

[384 22 216 —08 0 0 ](‘_’1\ (06
[22 06 08 01 0 0o ||" 0,05
[216 08 768 0 216 —08|)V;| _ 74 $—0,6(1—a)L
[-08 01 0 12 08 017 sx2)0051+a)
[0 0 216 08 384 _2’2J|'73'| l\ ~0,6a
0 0 -08 01 -22 061|5 0,05
\p;7) @
Fazendo-se
_7q¢
T 6x2C

e resolvendo-se o sistema obtém-se
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(I [ 0267857 —0,00892857a
v’ (—1,73472 +2,08167 )10~
Vo _ K —0,0178571 +0,0178571 a
\ 7~ 0,0535714 (1 + o)
|7 | l\ 0,00892857 — 0,0267857 « J
_ _ -17
kV3”} (1,47029 — 2,5205 a)10
Observe-se que duas das condicdes mecanicas de contorno estdo satisfeitas, porque
Vi’ =73 =0 (valoresdaordemde 1.107171)

Sabe-se, com a estatica classica, que o momento fletor no apoio interno é

_qu
M) =——+a)
16
De fato, pela resposta acima, tem-se

M) = —EJVy' = —E] V3’ = —E] 5;K(0,0535714) (1 + @) =

~EJ Zf £3(0,0535714) (1 + a) = —0,0625 ¢£2(1 + @) = &= (1 + )

As outras condi¢des de contorno mecanicas podem ser verificadas com facilidade.
Particularizando-se o resultado, para @ = 1 (carregamento igual nos dois tramos) tem-se

M(P) = ﬁ

enquanto para @ = 0 (apenas um tramo carregado) resultara

by d by ddvldbd
i ). 2 X

I I

o ¢
by

Figura 2.37 - Dois subdominios com polinédmios de 52 grau; v, v' e v’

M(P) = ﬁ

e, assim, outros valores de interesse poderdo ser encontrados para elastica, momentos fletores e
forcas cortantes. Sugere-se completar esses calculos e fazer os diagramas correspondentes, como

exercicios.

2.3.2.4.3 V15N Viga continua; for¢a uniforme e momento concentrado no apoio interno, 2P4, (2P5
sem derivadas segundas ou 2P5 com condensagdo estdtica)

Este caso, no que se refere ao carregamento distribuido, é particularizagdo do anterior com
a = 1. Todavia, a presenca do momento concentrado recomenda a utilizacdo de funcGes de
aproximagao que ndo incluam a segunda derivada como parametro nodal.

Lembra-se que, no caso anterior, (2.3.2.4.2), a descricdo da funcdo de aproximacdo de 52
grau foi feita com uso de valores nodais para v, v’ e v'' na extremidade.
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d M
W AN
A —= = X

o /
v}

Figura 2.38 — Viga continua; polinomio de 42 grau

A viga é continua, com dois tramos iguais, sob carregamento uniforme g e momento externo
concentrado M de sentido hordrio aplicado no apoio interno. Sera necessdrio subdividir a estrutura
em dois subdominios iguais, numerando-se os nds (sobre os apoios) sequencialmente de 1 a 3, da
esquerda para a direita. Serdo entdo apenas dois subdominios porque ja se tem trés tipos de
aproximacoes preparadas.

Conforme estudo de casos anteriores, percebe-se que:

a) quanto ao efeito do carregamento distribuido, um polindbmio de aproximacdo de 52 grau seria
adequado e com a vantagem de obter diretamente o valor da segunda derivada de v no apoio
interno e, portanto, permitir o célculo direto do momento fletor nesse ponto.

b) todavia, com o momento externo concentrado no apoio interno, sabe-se que havera
descontinuidade de momento fletor nesse apoio. Entdo a aproximagdo por polindmio de 52 grau
como sugerido em a) ndo sera adequada.

c) entretanto, o subdominio com polindmio de aproximacdo de 52 grau, com 3 nds, sem derivadas
segundas como parametros nodais poderia ser utilizado.

d) tendo-se em vista que um polindbmio de aproximacdo de 42 grau resolve exatamente os casos de
forca externa distribuida uniformemente, pode-se utilizar essa aproximag¢do com o conjunto de
parametros nodais empregados no item 2.3.2.3.4 V8N, porque nao esta presente o parametro nodal
da derivada segunda de v.

e) Este caso pode também ser resolvido com o elemento com aproximacdo de 52 grau, que foi
condensado estaticamente; é o caso c) com condensacdo estatica.

f) Observa-se que, se houvesse variagao linear da forca distribuida, deveria ser usado o modelo que
utilizou a funcdo de aproximacdo descrita por polindmio de 52 grau com trés nds e parametros
nodais v, v’ em cada um, tanto com condensacdo estatica, como sem ela.

Sugestdo de exercicio: Com base nos itens a) a f) fazer andlise critica visando escolher outra
alternativa, diferente da adotada a seguir nesta publicacdo (d), que conduza a um menor nimero de
incégnitas no sistema final de equagdes a resolver.

Tendo-se escolhido, portanto, a aproximacdo de 42 grau, alternativa d) acima, para os
deslocamentos transversais v(x), tratado em (2.3.2.3.4), V8N, tem-se para o subdominio da
esquerda e apenas o carregamento distribuido g:

632  188¢ —1024 392 —68¢ (Vi) 143
o| 188L 7202 2560  68¢ —12¢° v NEa
2| -1024 -256¢ 2048 -1024 256¢ |4Vme¥=5432¥ (2.57)
392  68¢ —1024 632 —188¢|| v, | |14 |
_68e —1202 2560 —188¢ 7202 1\vy) o)

Da mesma forma, para o subdominio da direita e o carregamento distribuido:



63,2
| 188e
EIl —102,4
[3

39,2

—6,8¢

18,8¢ —102,4
7,242 —25,6¢
—25,6¢ 204,8
6,8¢ —-102,4
—1,2¢2 25,6¢

392 =682 (V2 143
680 —12¢2 || V5 | ¢ |
~102,4  25,6¢ I{de} 62432¥
63,2 —188¢ || V5 | [ 14 |
—18ge 7202 1\vy) -y
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(2.57)

onde os indices me e md indicam os pontos médios dos subdominios da esquerda e da direita,
respectivamente. Nas duas equag¢des matriciais os parametros nodais foram indicados com letras

maiusculas para fazer referéncia a estrutura.

O momento externo M é aplicado diretamente no vetor de forcas nodais equivalentes da

estrutura na posi¢do correspondente a V;,.
Fazendo-se a montagem do sistema de equacdes da estrutura desvinculada, tem-se

r 63,2 18,8¢ —102,4 39,2

18,8¢  7,2¢2 -25,6f 6,8¢
-102,4 -25,6¢ 2048 -102,4
g7 39,2 6,8¢ —102,4 1264

s —-6,80 —1,2¢2 25,6¢ 0

0 0 0 —-102,4

0 0 0 39,2
0 0 0 —6,8¢

Introduzindo-se as condi¢des de contorno cinematicas, V; = V, = V3 = 0, fica-se com

—6,8¢ 0 0 0 A
—1,242 0 0 0 Vi
25,60 0 0 0 Vine
0 -102,4 392 —68¢ || V,
14,4¢2 -256¢ 68¢ —12¢%2|| V,
—25,6¢ 2048 —1024 256¢ |{V4
68¢ —1024 632 —1882|| 1,
—1,2¢2 256¢ —188¢ 7.2£2 1\ v}

1 0 0 0 0 0 0 0 Vi 0
0 7,202 =256f 0 —1,2¢2 0 0 0 Vi £
0 —256f 2048 0 256¢ 0 0 0 Ve 32
£/|0 0 0 1 0 0 0 0 V, | _at) o
Blo —1,2¢2 2560 0 14,482 —256f 0 —1202|) v ([ e ) 0
0 0 0 0 —256f 2048 0 2560 ||V, 32
0 0 0 0 0 0 1 0 Vs 0
L0 0 0 0 —12¢2 256¢ 0 72221\y; —¢
Entdo, resulta o sistema nos parametros livres
[ 7,2¢> —2560 —1,2¢° 0 0 1(W) (€Y  (0)
L |—256¢ 2048  256¢ 0 0 || Vne| , L3 1ol
J|-1202 2560 14487 -256¢ —1,2e2I4 A &:Z—J 0 $+4M$
0 0  —256f 2048 25,6€J v, | [32] ol
0 0o —1202 260 7200 i) e o)
ou, para simplificar, pode-se fazer
[ 7,2¢ —-25,6¢ —1,2¢ 0 0 1Vt A (0
I —256 2048 256 0 0 I [v..1 [32] 1ol
J|-12¢ 2560 144¢ —256f —12¢ |4V2’£’$:£4 0 $+4M$
0 0 —25,6  204,8 25,6 J [ Vina | [32] ol
0 0 -1,2¢  256f 7,2¢ ng’fJ o) o)
ou
72 =256 -12 0 0 7%t (1Y [0
|-256 2048 256 0 0 [|Vme| {32] | 0 |
E’I—12 256 144 -256 —1.2 |4V2’€$=Z—04 0 $+4M/e$
[ 0 0 —256 2048 2 JIdeI 321 | o |
0 0 -12 256 Wwe) G Lo )

_at

60

14
£
32
28
0
32
14

—f

coo Xoooo

coo oocoo
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Fazendo-se 2C = 5—3]
tem-se
72 =256 —12 0 0 ] (Vit) (1)
|-256 2048 256 0 0 [{Vme| , [32{ |
| -12 256 144 -256 —1,2I4 Véf}:é’T{ 0 ¥+2—
0 0 —256 2048 25,6JIdeI |32 |
0 o -12 256 721yl -1
que, com
L e R =M
~ 120C ~ 2c¢
fica sob a forma
72 =256 —1,2 0 0 ] (Vi€ (1Y (0}
|—256 2048 256 0 0 || Ve | [32] |o]
| -1,2 256 144 —256 —-12|{V,¢;=K<{ 0 }+<R
[321 lol
0 0  —256 2048 25,6JI Vo | 32 0
0 0 ~12 256 72 1\pze) - o)
cuja solugdo é
(Vit (125 (—0,0833333)
[ Ve | , | 03125 | M | —0,03125
’ _q _ —16¥ _4
sz}_—mC{ 8,88x10 +-—1 0,166667
[ Vi | | 03125 | | 0,03125 |
\vie) \ 125 ) \—0,0833333)
ou
(Vit ( 1,25¢ (—0,0833333¢4\
[ Ve | '0312519I | —0,03125¢ |
4V2’1{’ = Wz{ 0,166667¢ ¥
[V | I03125€| | 0,03125¢ |
\vie \=125¢) \-0,0833333¢)
ou
(Vi [ 1,25 (—0,0833333\
[ Vine | '0312515)I | —0,03125¢ |
4 £ 52% zc{’z4 0,166667 ¥ (60.612C
[V | I03125€| | 0,03125¢ |
L) \=1,25 J \-0,0833333)
ou, finalmente
(Vi (1748 (—1/12
| Ve || e/192| | -e/32]
e 02|
[ Vg | | £/192 | | ¢/32 |
\v: ) \-1/48 \—1/12)

_ af’

60E]

)
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Procurando-se conferir com resultados anteriores, o momento fletor serd avaliado com a
expressao obtida para pontos importantes do interior da viga.

Aproveita-se a expressdo ja deduzida para a variacdo da segunda derivada da funcdo v(§)
(de 2.3.2.3.4) reproduzida a seguir, (que ainda nao estad afetada pelas condi¢des de contorno do
problema agora tratado), para cada tramo, isto é

2
7 = Z—;z’ = (=22 + 1088 — 96&2)v; + (=8 + 308 — 24&2)D! +
+(32 — 192¢ + 19262)v,, + (—10 + 84¢ — 9682)v; + (2 — 18§ + 24§2) 7]

Célculo de valores do momento:

a) Para o primeiro tramo T1:
T1q) somente forga distribuida
Impondo-se condigdo de contorno v; =V; = v; =V, = 0 na segunda derivada acima, tem-

se,comv; =V, U=V, evy = Vy

7(0) = (—=8)V; + (32)Vjpe + (2)V) = ﬁ[ 8- +32-|=0=2e2

7"(1) = (—8+ 30 —24)V] + (32— 192 + 192)V;,, + (2 — 18 + 24)V, =

= 2V +32 Ve + 8V = =20V, + 32V, + 88V) =

31—
=24 52y 0] = L [—g 432 = 248 18 _ poyy
EJ 192 19251 192E] ~ 8EJ
Portanto o momento fletor sera:
No apoio esquerdo: MT1q(0) = —EJV{' =0
2
No apoio interno (a esquerda): MT1q(#)~ = —EJV,’ = —%
T1M) somente momento concentrado
7(0) = (—=8)V; + (32)Vpe + (2)V} = —[ 8 +322 +X] = 0= 2y
5"(1) = —20V] + 32 Vo + 82V} —[ 22+ 32488 = M8 = gy
= 1 me 2 =3 =25tz
Portanto
No apoio esquerdo: MT1M(0) = —EJV'=0
No apoio interno (3 esquerda): MT1M(#)~ = —EJV,’ = %

b) Para o segundo tramo T2:
T2q ) somente forga distribuida
Impondo-se condigdo de contorno v; =V, = v; = V3 =0, na expressdo local da segunda

derivada, tem-se,com U; =V, , Uj = V3 e vy = Vipq

= 17! 17/ 4 "
7(0) = (—=8)V + (32) Vg + (V) = [0 +32--2 1] = o=

"’(1)——2{’V2+32vmd+8€V3——[ 20(2)+325+85| = 0= 2y

Portanto
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2 2
No apoio interno (a direita): MT2q(O)t = —-EJV, = —E]% = —%
No apoio direito: MT2q(2¢) = —-EJV;' =0
T2M) somente momento concentrado
—1{’] -Mee

11 =, _ Mty ¢t ¢
7 (0)=(—8)1/2+32de+zv3=E—][—sngﬁuE

5" (1) = =28V} + 320mq + 86V] = ’EV’—;’ |2+ B L+ @] =0= 2y

32
No apoio interno (a direita): MT2M(£)* = —-EJ V) = —E]% =§
No apoio direito: MT2M(2¢) = —EJV3' =0

M/2

mmmﬂﬂm/
_ AW

M/2

Figura 2.39 — Momentos fletores devidos ao momento concentrado

A Fig. 2.39 mostra o diagrama de momentos fletores devidos ao momento externo
concentrado M.
Sugestdo de exercicio: Determinar o andamento do diagrama de forgas cortantes, com utilizagdo da
derivada terceira.

2.3.2.4.4 V16N Exercicio proposto:

Resolver o caso da viga simplesmente apoiada com forca distribuida constante e polinémio
de aproximacdo de 32 grau, sucessivamente, com 1, 2, 4, etc. subdominios e examinar o andamento
dos valores obtidos para v(x = 0,5), M(0), M(¥), Q(0), Q(¥#) e Il. E claro que serd necessario
utilizar programa de computador para resolver os sistemas de equagdes correspondentes aos casos
com maior numero de subdominios.

Sugestdo: Montar manualmente cada sistema, seguindo os procedimentos detalhados nesta
publicacdo, ou seja, utilizar as matrizes de rigidez e de forgas nodais equivalentes (ja disponiveis
neste texto (2.54)) de um subdominio genérico e particularizd-las, em cada discretizagdo
considerada, para formar as matrizes de rigidez e de forcas nodais da estrutura composta.

E exercicio semelhante ao que se detalhou em T5N para tirante.

2.3.2.4.5 V17N Viga continua, de dois tramos, com variagdo de se¢do, carregamento composto por
forgas concentradas em um tramo e distribuida no outro

A viga continua tem dois tramos, Fig. 2.40, conforme Weaver e Gere, 1965, é
engastada/apoiada/engastada, com variacdo de secdo, forgas concentradas no tramo da esquerda e
distribuida no tramo da direita.

Uma escolha para a discretizacdo e as fun¢des de aproximacgdo pode ser: polindbmios cubicos
(V5N) em cada um dos 4 trechos entre forcas concentradas e polindbmio de quarto grau (V8N) no
tramo com forga distribuida. Desse modo existirdo 5 subdominios e nés no engastamento esquerdo
(1), nos pontos de aplicagao de forga concentrada (2, 3 e 4), no apoio central (5), no ponto central do
tramo da direita (6) e no engastamento da direita (7).

Lembra-se que nesse caso havera dois parametros nodais em cada um dos ndés, com excec¢ao
do nd do centro do tramo direito, onde somente o deslocamento transversal é parametro. O total de



115
parametros nodais é, portanto, igual a 13, antes da imposicdo das condi¢cbes de contorno

cinematicas.
O vetor de pardmetros nodais da estrutura é definido segundo a sequéncia

vii={y, Vi Vv, Vo Vs Vi V, Vy Vs Vs Ve V, Vo)

p

p| 20| o o
I A I TURRCEATREY
EJ PLZE]% 2E] . X

YV1/2 l L/2 | L/2 l L/2 J oL

Figura 2.40 — Viga continua com variacdo de se¢do; carregamento composto

Para os trechos entre forcas concentradas e para trecho com forga distribuida tem-se,
respectivamente, com referéncia aos parametros locais:

(12 6 —-12 61 (™M ( ﬁﬁ\.
m| 60 42 —60 20%|)Vi( _ gfﬁ& (2.81)
£l-12 -6 12 —6¢|) V2 | fo, | '
| 60 202 —6f 4£2]\v) \fu1)
63,2 18,8¢ —102,4 392 —68¢ 1 (V1) (14
| osse 7202 2560 68 —1202||wvi| |
5| —1024 -256¢ 2048 —102,4 25,6¢ I{vm¥=5432¥ (2.57)
39,2 68¢ —1024 632 —188¢||v2 1 14|
| —6,8¢ —1,2¢2 25,6f —18,8¢ 7,242 \véj \—¢)

onde ¢ e I sdo valores genéricos, de cada subdominio, que devem ser substituidos conforme a Tabela
2.1 (vide Fig. 2.40).

Tabela 2.1
Subdominio £ £3 1/¢3 I El/£3
1 L/2 13/8 8/13 ] 8EJ/I?
2 L/2 13/8 8/13 ] 8EJ/I?
3 L/2 13/8 8/ 2] 16EJ/LP
4 L/2 /8 8/ 2] 16EJ/1P
5 2L K 1/813 2] E /4L

As matrizes de rigidez dos subdominios, conforme resultados de exemplos anteriores, sdo
mostradas em seguida, expandidas para a ordem 13 x 13 da matriz de rigidez da estrutura de acordo
com os dados de cada subdominio.

Note-se que valores nulos também estdo indicados com “0” ou “ponto”, para facilitar a
leitura.
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Subdominio 1 (PI3)

r 6 1,5L —6 1,5, 0 0 0 0 0 0 O O
1,5L 0,5L> —1,5L 0,252
-6 —1,5L 6 —1,5L
1,5L 0,25L*> —1,5L 0,512
0
0
121351 0
0
0
0
0
L 0 0 0 0 00 00O 0 O0 O0TUDO

Subdominio 2 (PI3)

0 0 O 0 0 0 00 0 0 0O
0 . . . .
0 6 1,5L -6 1,5L
0 1,5L 051> —1,5L 0,252
0 -6 —1,5L 6 —1,5L
168] 0 1,5L 0,251> —-1,5L 0,5L?
= |0
0
0
0
0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O

Subdominio 3 (PI3)

0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0
0 0
0 . . . . 0
0 12 3L -12 3L 0
165 0 3L L? —3L 0,512 0
T 0 -12 -3L 12 -3L 0
0 3L 051% -3L [I? 0
0 0
0 0
0 0
o . . . . . . . .. . .0
10 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 o
subdominio 4 (PI3)
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
165 0 . . . . 0
T 0 12 3L —-12 3L 0
0 3L L2 —3L 0,517 0
0 -12 -3L 12 -=3L 0
0 3L 0,51 -3L 12 0
0 0
o . . . . . . . . . . . 0
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 o

SO0 O0O0O0COO0O0O0 OO0 O

SO OO0 O0O0O0 OO0 OO0O
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Subdominio 5 (Pl4)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
16E 0 O
LS’ 0 0
0 ) } ) ) 0
0 0,9875 0,5875L —-16 06125 —0,2125L
0 0,5875L  0,451> —0,8L 0,2125L —0,075L2
0 . . . ... -1,6 —0,4L 3,2 -1,6 0,8L
0 . . . . . . . 06125 010625L -16 09875 —0,5875L
o0 0 0 00 0 0 0 —02125L —0,075L> 0,8L —0,5875L 0,452

Tendo-se em vista os valores da Tabela 2.1, toma-se o valor 16 E J/L? como referéncia,
colocando-o em evidéncia ao montar o sistema de equacdes. Portanto, monta-se o primeiro membro
do sistema de equacGes fazendo-se o somatério das matrizes expandidas dos subdominios, para
obter-se a matriz de rigidez da estrutura, relativa ao vetor de deslocamentos nodais que por ela é
pré-multiplicado na expressdo seguinte

re 1,5L -6 1,5L 0 0 0 0 0 0 0 0 0o ("
1,5L 05L* -15L 0250% . . . . . . . . . 4
-6 —15L 12 0 -6 1,5L . . . ) . . . V2
1,5L 02512 0 12 —-15L 02512 . . . . . . . 144
0 . -6 —15L 18 1,5L -12 3L . . . . . V3
16E]| O 1,5L 025L* 15L 151> —3L 0,5L? . . . . . 4
| 0 ) -12  -3L 24 0 -12 3L . . . A
0 3L 0,512 0 212 -3L 0,512 . . . A
0 ) . —-12 —-3L 12,9875 —2,4125L -1,6 06125 —0,2125L| | Vs
0 3L 051 -24125L  145L* —08L 0,2125L —0,075L%| V¢
0 . -1,6 —0,8L 3,2 -1,6 0,8L Vs
0 . . . . . . 0,6125 0,2125L -1,6 09875 —0,5875L! |y,
L o 0 0 0 0 0 0 0 —02125L —0,075* 08L —05875L 045 I\y;

Por conta das condi¢cdes cinematicas de contorno, as linhas e colunas de numero
1,2,9,12 e 13 s&o eliminadas juntamente com as incégnitas V5, Vi, Vs, V; e V7. Para identificd-las,
na expressao seguinte as linhas e colunas eliminadas tém o algarismo 1 na diagonal da matriz de
rigidez.

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o o0 0"
01 0 0 0 0 0 0 0 0 0o o of|W
0 0 12 0 -6 15L 0 0 0 0 0 o0 ofl|"
00 O© 2 —15L 02512 0 0 0 0 o o0 of|V:
0 0 -6 -15L 18 1,5, -12 3L 0 0 0 0 o||V
wesy|0 0 15L 02502 15L 151 3L 052 0 0 o o0 ol|vs
=10 0 0 0 —-12 3L 24 0 0 3L 0 0 o0|X%
00 0 0 3L 0502 0 22 0 0,52 o o olyw
00 0 0 0 0 0 0 1 0 0 o0 ol|Vs
00 0 0 0 0 3L 052 0 14512 —08L 0 ol|W/
00 0 0 0 0 0 0 0 -08L 32 0 ol|y
00 0 0 0 0 0 0 0 0 o 1 olly
o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o o iy

Permanecendo-se apenas com as linhas e colunas que ndo foram eliminadas, rearranja-se a
matriz de rigidez para a ordem 8 x 8, ficando-se com

12 0 -6 1,5L 0 0 0 0 1(%
0 1>  —15L 025L2 0 0 0 0 v;
-6 -15L 18 1,5, —-12 3L 0 0 Vs
166/[1,5L 0,251 1,5L  1,51> —3L 0,51 0 0 14
3]0 0 -12 3L 24 0 3L 0 v,
0 0 3L 0,512 0 21% 0,512 0 V)
0 0 0 0 3L 0,5 1,451*> —0,8L||V{
[ 0 0 0 0 0 0 -08L 32 1\y
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Passa-se agora a formacdo do vetor de forcas (segundo membro do sistema de equacdes).
No vdo da esquerda ndo ha forga distribuida; portanto, o segundo membro de (2.81) dos quatro
subdominios desse vdo sdo todos nulos. Nesse vdo tém-se as forcas concentradas 2P nosnés 2 e 4 e
as forcas P nos nds 3 e 5. A essa parte do carregamento correspondem forcas nas dire¢Ges das
incognitas globais I, , V, , V3 e Vs, respectivamente. Tendo-se em vista que Vs ja foi eliminada por
condicdo de contorno, bastara lembrar-se que a reacdo vertical no apoio intermediario devera
considerar essa for¢a P, que ndo figurara no sistema de equagdes, pois ndo contribui para o potencial
das forcas da estrutura. Além disso hd o momento externo M = PL, (no sentido anti-horario) que
pode ser inserido, com o sinal negativo, na dire¢do do parametro V3. Finalmente, a for¢a uniforme do
segundo tramo, contribuird de acordo com a expressao do segundo membro vista em 2.3.2.3.4 V8N,
ou seja, com uso de (2.57)

()

£ 4

“lst v
|14 | |V, |
o) )

qgue corresponde aos parametros nodais locais do subdominio, visto em 2.3.2.3.4, ordenados
segundo o vetor

no qual, por conta das condi¢des de contorno da estrutura, ja estdo indicados os valores prescritos
como nulos. Portanto, do vetor local de forgas nodais, somente haverda contribuicGes provenientes
das suas linhas 2 e 3, correspondentes a v; e 1, para o vetor de forgas nodais da estrutura, isto é

s
60 (32
que irdo para as duas ultimas posicGes do vetor de forcas da estrutura, correspondentes aos
pardmetros Vs e Vg, lembrando-se que £ = 2L eq = P/L

Portanto, o vetor de forcas nodais estara constituido, indicando-se separadamente a
contribuicdo de cada tipo de carregamento, para facilitar a compreensdo. Também estd indicado, ao

lado, o vetor de incégnitas para conferir a correspondéncia entre forgas nodais e os deslocamentos
da estrutura.

2Py 0 0 Va)
0 0 0 V;
P 0 0 Vs
0 -M q2L ] 0 Vs
< < — <
p(tY 0 (Telof ; V4>
0 0 0 A
0 0 2L A
\ 0 \ 0 \32 \V,

Tendo-se em vistaque g = P/L e M = PL, tem-se
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2 0 0 2 V2)
0 0 0 0 V)
1 0 0 1 Vs
0 —Ll,r]Jo0 -L Vs
PittPi o (talo (=P 2 | ; W (
0 0 0 0 v,
0 0 4L 4L/60 Ve
\0 \ 0 \64 \64/60 A

Finalmente o sistema de equacdes a resolver sera

12 0 -6 1,5L 0 0 0 0 V, 2
0 12  —1,5L 025I* 0 0 0 0 v; 0
-6 —15L 18 1,5L —-12 3L 0 0 V3 1
16/|1,5L 0,251 15L 151> -3L 0,512 0 0 Vil _ pl L
| 0 0 12 3L 24 0 3L 0 A 2
0 0 3L 052 0 2[* 052 0 A 0
0 0 0 0 3L 051% 1,451* —08L||v{ 4L/60
L 0 0 0 0 0 o -o08L 32 Iy 64/60

e mudando-se as incdgnitas derivadas primeiras, multiplicando-as por L, ao mesmo tempo que na
matriz de rigidez se divide a coluna correspondente também por L, para ndo alterar o sistema, fica-se
com

12 0 -6 1,5 0 0 0 0 V, 2
0 L —15L 025L 0 0 0 0 ViL 0
-6 -1,5 18 1,5 -12 3 0 0 Vs 1
166/[1,5L 0,25L 1,5L 1,5L -3L O5L 0 0 viL| pl L
2|0 0 -12 -3 24 0 3 0 v, (~ 2
0 0 3. 05L 0 2L 0,5L 0 VL 0
0 0 0 0 3L 05L 1,45L —08L||v/L 41/60
0 0 0 0 0 o -08 32 1ly 64/60

Simplificacdo adicional pode ser feita, dividindo-se por L as equacdes 2, 4, 6 e 7, para obter-

se
12 0 -6 15 0 0 0 0 1(V2 2
0 1 =15 025 0 0 0 0 [|V:L 0
-6 —-15 18 15 -12 3 0 0 Vs 1
16E/[1,5 025 15 1,5 -3 05 0 0 ||viL _p -1
|0 0 -12 -3 24 0 3 0 v, (~ 2
0 0 3 05 0 2 05 0 |{VL 0
0 0 0 0 3 05 145 -08||vL 4/60
0 0 0 0 0 o -08 32lly 64/60
Fazendo-se
_ PL?
T 16EJ

pode-se escrever
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120 -6 15 0 0 0 0 1("% 2
0 1 -15 025 0 0 0 0 [IV2L 0
-6 -15 18 15 -12 3 0 0 Vs 1
15 025 15 15 -3 05 0 0 ||VviL -1
=K
0 0 -12 -3 24 0 3 0 A 2
0 0 3 05 0 2 05 0 ||ViL 0
0 0 0 0 3 05 145 -08||vL 4/60
0 0 0 0 o o -08 32lly 64/60

A resposta é

V2 0,0913525L
VL 0,22767875
Vs 0,13161375L
<V3’L>:£< ~0,121031875 |
A EJ 0,066426875L
V/L —0,14608125
VL —0,084325625
L, \—0,000248015625L

Comparando-se com os resultados de Weaver e Gere, 1965, tem-se concordancia, conforme
pode ser notado nos vetores de deslocamentos (transpostos) indicados a seguir. Observa-se que
Weaver resolveu o problema com a técnica da “andlise matricial de estruturas”, considerando
incognitas apenas nos nds 3 e 5 da Fig. 2.40. E por esse motivo que ndo foram comparados os valores
aqui obtidos para os nds 2, 4 e 6. Os deslocamentos desses nds estdo indicados com x nos vetores
(transpostos) abaixo.

Conforme Weaver:

PL?
3024E]

fx x v3=398L v;=-366 x x 0 vg=-255 x}
Neste trabalho:

2
=%{x x 0,13161376L —0,12103175 x x 0 —0,084325397 «x}

2.4 ESTRUTURA COMPOSTA
2.4.1 EC1 Subdominio com flexo/compressédo e subdominio com agéio axial; carregamento simples

Apresenta-se um exemplo de estrutura composta por um elemento horizontal e uma escora
inclinada, conectados por meio de uma articulacdo perfeita, conforme a Fig. 2.41, formada pelos
subdominios | e IIl. E um exemplo interessante porque, pela presenca da escora inclinada, mostra a
necessidade de acrescentar a acdo axial no elemento horizontal de viga. E claro que, pelo equilibrio
do né 2, também se evidencia a acdo horizontal sobre a viga. Nesse caso ter-se-a um subdominio ja
chamado barra de pértico (subdominio | da figura).

Sejam X, Y os eixos do sistema de referéncia global para a estrutura composta.

O carregamento resume-se na for¢a concentrada no né 2. Portanto, diante da vinculagdo, da
conexdo entre os elementos, da orientagdo dos seus eixos e do carregamento, nota-se que no
subdominio | ocorrerd flexdao (e algo mais, como se verd no decorrer do desenvolvimento da solugdo)
e no subdominio Il havera solicitacdo axial.

Ent3o, para o subdominio I, pode-se usar uma func¢do de aproximacdo v(x) cubica e para o
subdominio Il, sob ac¢do axial, uma funcdo de aproximacdo u(x) linear, onde x é eixo local, distinto,
em cada subdominio.
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Figura 2.41 — Estrutura composta

Para o elemento estrutural Il, barra de trelica, referido ao sistema local x, y, sabe-se que a
parcela de energia potencial é calculada de acordo com a expressao

Uz —Up

1 ch 2
l_[” = Efo EA”( n ) dx — fuz.uz _fu3.u3 (284)

Com a imposi¢do de dIl;; = 0, e considerando-se os parametros locais, obtém-se, como
anteriormente, a relacdo forgas/deslocamentos:

11 - fuz
e 161 255

Mas isto precisaria de um primeiro calculo adaptativo, pois ao considerar-se o né de nimero
2 da estrutura haverd a conexdo desta barra de trelica com a viga. De acordo com o que foi visto em
(2.3.2.3.1 V5N Balango cubico), a viga tem nesse né um de seus parametros nodais v, na diregdo de
Y (global e coincidente com seu eixo transversal y local) e a barra de trelica tem parametro local u,
na dire¢do do seu eixo local x, ndo alinhado com o eixo da viga. Nao seria correto considerar-se soma
de rigidezes relativas a deslocamentos em direcdes diferentes. Note-se que a componente de
deslocamento na dire¢do ortogonal ao eixo da escora ndo participa do equilibrio dessa escora.

De acordo com o que ja foi feito no caso de estruturas em trelica, escolhe-se um sistema de
referéncia Unico em cada no (ou vélido para todos os nés da estrutura) e a ele sdo referidos todos os
deslocamentos da andlise. Seja X,Y, neste caso, esse sistema de referéncia global. Entdo, para
qualquer ponto de barra do tipo do subdominio Il, tem-se, conforme abordado em 2.2.2 para a
anadlise de trelicas:

u = U.cosp +V.seng
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Em um nd i genérico e utilizando-se nomenclatura mais compacta para coseno e seno:
u; = Ul'.C + Vi.S

Entdo, utilizando-se esse relacionamento, a expressado (2.84) integrada pode ser reescrita sob
aforma

EA
;= Z—hH(u3 —uy)* — fuz-uz _fu3-u3 =

= 2L [(Usc + V3s) — WUz + Vo) = f, Uz + Vas) = fy, (Usc + Vss)

Logo, a derivagao da energia I1;;, feita em relagdo aos parametros globais, dara:

% EAH [(Usc + V35) — Uyc — Vps](—c) —cfy,, =0

2

% EAH [(U3C + V3S) — UZC — VZS](—S) - Sfu2 =0
2

% EAH [(U3C + V3S) —U,c — VZS](+C) Cfu3 =0
3

My EA" [(Usc + V38) — Uyc — Vps](+s) —sf,, =0

vy
~ . EAj
Com notagdo matricial, fazendo-se kr;; = o
( fi)
2 s —c* —cs|(U: |
2 _ _2l\w
cS s cs s 2
k { } 2.86
Mhf—c2 —¢cs 2 ¢s||Us Us | (2.86)
—cs —s? ¢s 52 1\V3 Uc J

onde, no segundo membro, ja se indica com indice superior /I as componentes de forcas nodais
equivalentes a acGes ao longo da barra de trelica (quando existentes), referidas ao sistema global.

Quanto a viga (subdominio 1), considerando-se por ora a solicitacdo por flexdo, quando se
utiliza fungdo de aproximacdo dada por polinG6mio de terceiro grau e com a¢bes externas apenas nos
nos das extremidades (2.3.2.3.1 V5N Balango cubico) sabe-se que, utilizando referéncia local, tem-
se

1
12 6 —-12 6L ("1 (}{";}
60 402 —6¢ 2¢2|)vi( _ { ;}
kr 12 —6¢ 12 —62|) (= |fz| (2.87 a)
6 202 —6f 40%]\v;
SOV

onde k. = EJ /3.
Tendo-se em vista que os sistemas local da viga e o global tém dire¢des paralelas e sentidos
coincidentes, pode-se reescrevé-la como
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1

12 6¢ -12 621 ("1 (;‘ﬂ

60 402 —6f 202|)Vi( _ { V;}
k|12 —ee 12 —ee|) Vo If‘}zl (2.87b)

60 202 —6f 4021\ f

kaZ’J

Agora, no né 2, comum a viga e a barra de treli¢a, o deslocamento segundo Y (V,) devera ser
o0 mesmo, quando os dois subdominios se conectarem. Mas a expressao (2.86) mostra que no né 2
ha a outra componente de deslocamento U,. Quando os subdominios se conectarem a viga também
serd afetada por essa componente.

Entdo, neste ponto, nota-se que uma segunda complementacdo deve ser feita sobre (2.87 b),
pois, por causa da presenca da barra inclinada, o equilibrio da articulagdo 2, na dire¢do horizontal,
deve contar com uma forga horizontal entre a viga e essa articulacdo. Entdo, a viga estard também
submetida a solicitacao axial.

Em teoria de primeira ordem (deslocamentos e rotacbes pequenas) pode-se fazer a
superposicdo dos estados de deformacdo provocados pela forga axial e pela flexao.

Entdo, para o subdominio | assim considerado, deve-se usar o seguinte vetor de parametros
nodais, ja expresso em relagdo aos eixos globais

d?t={U1 Vi V1’ Uz VZ Vzl}

onde, para generalizar, além de U,, previu-se também a presenca de U;, no subdominio sem
vinculagdes.

Tudo isso implica escrever-se, para o subdominio |, usando-se (2.86) com c =1 e s =0,
superposta a (2.87 b), a expressao

[kT, 0 0 =k 0 0 ] Uq f \l
| 0 12kp 6ket 0 —12k; 6kpt vy
| 0 6kpt 4kg£2 0 —6kp? ZkF{’Z l & lfw &
| 0 0 kypy 0 fUz
l 0 —12kp —6ke? 0  12kg —6kF[ | V2 | i i
0 6kpt 2kpt? 0 —6kpt Akpt? sz) \ )
EA . ~ .
onde kr; = e A é a drea da segdo transversal da viga.

Seja definido o vetor de parametros globais da estrutura
f=U i V] Uy Vp YV Us V)

Expandindo-se as matrizes do subdominio | para a ordem 8 x 8, para preparacdo visando a
composicao da matriz de rigidez e de forcas nodais da estrutura, tem-se

1
[ kg, 0 0 —kqy 0 0 1 {Ul\ fl;1
| 0 12k, 6ket O —12k; 6kpf A fr?
| o 6kpt  Akpt? 0 —6kpt 2kpt? | o
|[—kr, 0 0 ky 0 0 U\ _ g (2.88)
| 0 -12k; —6kp 0 12k, —6ket . ||V2 £
| 0 ket 2kpl? 0  —6kpl 4kpt? A Y2

1

1)

Para a barra inclinada (subdominio Il, de trelica), usando-se a expressado (2.86) e expandindo-
a para a ordem 8 x 8, tem-se
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. 0
[ 100 o
[ . . . Y 0
I kryc?  kpyes 0 —kpc? —k csl Vi )i
I TII T Tl res| |y, U,
|- kryes  kpys®? 0 —kpyes —kpys?| Al fv’z’
[ 0 0 0 0 0 ||yl 0

2 2 V;
l- —kryc®  —kpyes 0 kpyc kriucs J |U3 | i

. —krycs  —kpys* 0 kpycs krys? kV3) fV’g’

e, com a superposicao, tem-se a expressao final relativa a estrutura completa. Note-se que os valores
relativos as posicGes ndo ocupadas por coeficientes das matrizes anteriores sdo preenchidos por
valores nulos (pontos nas duas matrizes anteriores).

fi
- ko 0 0 —kpy 0 0 0 0 1 Uy fll
0 12k,  Gkgf 0 —12kg 6kt 0 0 ||n| 4
0 6kpt 4kpL? 0 —6kpt 2k 02 0 0 vy fot
—kg; 0 0 Ky + ke c? krycs 0 —keyc?  —kgycs 4 U, & _ sz + fzﬁ (2 89)
0 —12kp —6kg? krycs 12kp + kg s —6kpt —kpyes  —kpys? | v, | T AL+ fE :
0 6kpt  2kpt? 0 —6kg? Ak t? 0 0 vy 1 1
F F , F F , | UZ | for + fut
0 0 0 —kyyc —kgcs 0 k¢ krics k 3) il
0 0 0 —kpycs —kpys? 0 kpues  kpys? 1\Vs flﬁ
V3

Impondo-se em (2.89) as condi¢Ges de contorno

U1=V1=0,V1,=0e U3=V3=0

resulta
krp + kryc? krics 0 U, 0
kT”CS 12kF + kT”SZ _6kF1? VZ = P
0 —6kpt 4kp¢2 |V, 0

cuja solugdo é

U — —PkTHCS

2 7 Bkpkrr+3kpkyc+krrkrys?)
V — PkT[+PkTI[C2

2 7 3kpkrr+3kpkryc+krkrys?)
V, _ 3P(kTI+kTHC2)

2

" 20(3kpkyr+3kpkrrc2+krikris?)

Aproveite-se para testar o resultado, particularizando-se a solug¢do para compara-la com
resultados conhecidos:

a) Se ndo existir a barra de treliga, tem-se apenas a viga em balanco. A isto corresponderd k;; = 0.

Resultam
U2 == 0

p3

VZ = E

r_ P

V2 = 2E]

Essas sao respostas corretas.
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b) Se a rigidez da barra de trelica for muito grande: ky;; = © e ¢ = m/2. A isto corresponde uma
viga engastada a esquerda e com apoio mdvel (na horizontal) a direita. A forca externa P sera
diretamente absorvida pelo apoio da direita, isto é pela barra de trelica. Portanto ndo ocorrem
deslocamentos no nd 2. E, com isto, a viga também ndo se deformara!

U,=0
0
V,=—=0
27k
V2'=0

c)se0 < ¢ <m/2 ekq; = (istoe, apoio mével inclinado em 2!)

—P#3cs
U2 e ——
3EJCc2+EA[#2%s2
V. = P£3c?
2 7 3EJc2+EA 252
' 3P¢%c?

V - -
2 7 2E(3Jc2+A5252)

d) Se ¢ = 0, as duas barras estardo alinhadas, sendoc =1es = 0.

Entdo
0
U2 -_—-——
3kp(Ti+kri)
P(kTI+kTII) P Pf3
Vy=—"rr—rr— == —

© 3kp(kpp+kry)  3kp  3E]

quer dizer, somente a viga suporta a forga P, (porque a barra de trelica é bi-articulada e com for¢a P
perpendicular ao seu eixo horizontal) e

r _ _ 3P(kpy+kry)  _ P?
2 7 2¢(3kpkpi+3Fkry) | 2EJ]

o que é coerente com conclusdo anterior.

Célculo dos esforgos solicitantes para ¢ = /2 e h = 4.
Nesse caso, sendo cos¢ = 0 e sengp = 1, tem-se

U2 = 0
v, = Pkry _ P _ P _ p3
27 Bkpkrrtkrikr)  Gkptkrr) E(j—g+%)] 351(14.%;’2)
V! = 3Pkry _ 3P _ 3P _ pe?
2 2¢QBkpkrr+krikr)  2¢(Bkptkryp) 2E#(2—£+%) 25](1.;.%]42)

Para a barra de trelica a forca axial serd
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V. 1 pe3 PAj£?
N = O-A” = SEA” = _ZEA” = _WEA” = %
£ {’351(1+ 21] ) 3J+At

Quanto a viga tem-se:
2 V2 1
M = —EJv" = —EJ{6 — 12§ £(-2+ 6§)} vz
2

Entao

V. , -p¢
M(0) = —EJ{6 —2{)}{‘/2,}{%2 = —EJ(6V, — 2V5) 5 = ﬁ

3]
V2 1 N 1
M) = —EJ{-6 4¢} v {,_2=E](6V2_4€V2 {,_220

nr VZ 1 i
Q=-EJv'" =-EJ{-12 6¢} {VZ’}F T L Ae
3]

Os resultados acima podem ser conferidos com a solugdo pela estatica classica.

Comentdrio final: Observe-se que a introdugdo de outras barras de trelica, que se liguem ao
no 2, e que tenham a outra extremidade fixa, nGo aumenta o numero de incégnitas.

2.4.2 Generalizag¢do do elemento de portico (exato) Subdominio de pértico

Em edificios usuais de multiplos pavimentos sdo utilizados com frequéncia painéis estruturais
formados por vigas e pilares que sdo denominados pdrticos. Os elementos componentes desses
porticos estardo submetidos a esforcos de flexdo e axiais.

No que diz respeito a flexdo, alguns subdominios anteriormente analisados podem ser
utilizados.

Nos porticos, analisados com discretizacdo da sua estrutura em subdominios, é usual
considerar os pontos de encontro de vigas e pilares como nds. Além desses, no caso de
carregamento concentrado (forca ou momento), adota-se a escolha de nds nos pontos de sua
aplicacdo. Conforme ja esclarecido, esse tipo de carregamento serd incluido diretamente com
componentes nas direcoes dos parametros referidos aos eixos globais.

Se, entre os nds escolhidos, existir carregamento distribuido linearmente varidvel, ou
constante, para a flexdo escolhe-se o subdominio apresentado no item anterior 2.3.2.3.7 V11N com
funcdo de aproximacdo de 52 grau, sem derivadas segundas, com condensacdo estatica.

Se ndo existir carregamento distribuido, entre os nds escolhidos, pode-se adotar (para a
flexdo) o subdominio com func¢do de aproximagdo clibica com dois nds locais de extremidade. Esse
elemento acopla-se com o subdominio, de 2.3.2.3.7, com func¢do de aproximacdo de 52 grau com
condensacdo estatica, porque ele também tera os mesmos dois parametros nodais de extremidade.

Em resumo, no tocante ao tipo de elemento, aquele que contém v e v’ como pardmetros
nodais de extremidade pode ser empregado em todos os casos, entre as forcas concentradas. Nos
trechos onde houver forga distribuida linearmente, deve-se recuperar, apos a solucdo, os pardmetros
vy, € v, para calculo da elastica entre os nds de extremidade e para o calculo dos esforgos
solicitantes.

Como é usual, em teoria de primeira ordem, a a¢do axial é acrescentada ao subdominio com
uso de func¢do de aproximacdo que permite variagdo linear do deslocamento local axial (portanto
coerente com situacdo de subdominio que tenha a¢des concentradas de extremidade).

Como anteriormente, os parametros nodais referidos a eixos globais serdo indicados com
letras maiusculas. Os parametros locais continuardo indicados com letras minusculas.
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Desse modo, para eixos de referéncia locais x, ¥, a matriz de rigidez de um elemento de
portico, cujo eixo estd inclinado de ¢ (dextrorso positivo) em relagdo ao eixo global X, sera obtida a
partir da expressdo (2.76) de 2.3.2.3.7 e com a expressdo (2.35) do item 2.2.2, conforme a seguir
indicado.

Para barra fletida, com aproximacdo de 52 grau, e com condensacdo estatica, encontrou-se o
seguinte relacionamento (eixos locais) (2.76)

. 147q; + 63q;
420 2100  —420 21067 (V0 (14T 039

EJ | 210¢ 14002 —210¢ 70¢2 ”i}:i4 (21Qi+14qj)15’¥ (2.90)

3503 | —420 -—210¢ 420 —210¢ 420 | 63q; + 147q; I ’
2106 70¢2  —210¢ 140621 \v]) \~(14q; + 21q,))

ou

12 6 -12 671 (Y 147q; + 634, o

( Y (v
/ | I I I
2l-12 —6¢f 12 —6¢ T 420 | 63q; + 147q; | ﬁ;] | )

\ ) )

, |
60 202 —6¢ 42 \v)) ~(14q:+210))¢) oy

MAS ESSA MATRIZ DE RIGIDEZ E A MATRIZ QUE RESULTOU COM APROXIMACAO CUBICA!
conforme (2.53) de 2.3.2.3.1 V5N.

Quanto a solicitacdo axial nessa barra tem-se (eixos locais), conforme explicado
anteriormente

1 0 -1 0](w fu;

EAl0 0 0 O0|)vil_)O

ef-1 0 1 of)%( |fy (2.92)
0 0 0 o0l\Y 0

Sejam
EJ EA

kF=‘€_3 e kT=7

Define-se um novo vetor de parametros nodais para o subdominio de pértico, referido aos
eixos X, Y, Z, orientados conforme ja adotado em exemplos anteriores isto é, X horizontal, da
esquerda para a direita, Y vertical, de cima para baixo e Z entrando na dire¢do perpendicular ao
plano dos outros dois eixos, onde sp indica subdominio de pértico.

S

Em relacdo ao sistema referencial local pode-se combinar as duas equacgbes anteriores,
(2.91) da flexdo e (2.92) da solicitacdo axial da viga, da seguinte forma, tendo-se em vista o vetor de
parametros globais acima definido

[ kr 0 0 —ky O 0 70 I(fui\l
| 0 12kp 6kpt O —12ky 6kpt ||Vi fo,
| 0  6kpt 4kgf? 0 —6kpt 2ka2|$1]££_$%{£ (2.93)
[—kr 0 0 kr 0 0 N[ /Ny :
lo —12ky —6kgt 0 12k —6kF£’J|”j| ifvji

0 ket 2kpl? 0 —6kpt 4kpe?] \W])

ou
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kspd?p = f?p

Sabendo-se que a relagdo entre pardmetros nodais globais e locais é

U; c s 0 0]V
vif |-s ¢ 0 0 { Vi }
w(~1lo 0 ¢ s|)|U

Yj 0 0 —-s ¢ U/,J

na qual pode ser inserida a igualdade de rotacdo (quer referida ao sistema local quer ao global),
pode-se escrever, mantendo-se as mesmas denominagdes d?p e D¢, para os vetores de

deslocamentos

(ui\ [c s 0 0 0 0 g‘q
V5] |-s ¢ 0o o o o|”
{Ui}zlo 01 0 o o)Vl
Y~ lo o0 ¢ s o]\YU
[ V)| lo 00 —s ¢ oJ Vi
W) Lo oo o o 1y
ou
dz, = RDY,

Conforme ja mostrado anteriormente, pode-se calcular tanto a matriz de rigidez quanto a
matriz de forgas nodais equivalentes, do subdominio de pdrtico, referidas ao sistema global, com as
transformacdes

F?p = Rtf?p

obtendo-se
kpc? + 12kps?  (kp — 12k —6kpfs —(c%k 12kps? —(ky — 12k —6kpt.
[krc? + rs? (kr Jes s —(c%ky + £S?) (ky F)CS Fs]
I kps? + 12kpc?  6kpfc  —(kp — 12kp)cs  —(kps? + 12kpc?)  6kpfc I
4k 82 6kpbs —6kptc 2kpt?
K, = 2943
sp I krc? + 12kps? (ky — 12kg)cs 6kpts I ( )
l simétrica krs? + 12kpc?  —6kpfc
4k 82
e
FUL'\ fuiC_fViS\
FVL' fuis + ﬁ]ic
F
Ll v \ (2.94 b)
FU]' fu]C - f‘l]js )
FV]' fujs + ﬁ]].C
F /
\ V]- \ fv]-

E preciso recordar que o vetor de forcas nodais, no que diz respeito a flexdo, ja foi afetado
pela condensacdo estatica que considerou forca linearmente distribuida em todo o subdominio!
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2.4.3 Exercicio sugerido Tentar resolver, sem consultar a solugdo abaixo

Seja a estrutura da Fig. 2.42 na qual consideram-se 3 nds; no engastamento, no ponto de
aplicacdo da forca externa e no apoio fixo inferior. Eles serdo numerados sequencialmente, da
esquerda para a direita.

YV (IT)

e

\ xu

Figura 2.42 — Pértico 1 — Carregamento simples

Note-se neste exercicio que a barra (inclinada) de trelica, do exemplo anterior, foi substituida
por uma barra de pértico, apoiada na extremidade inferior. A estrutura fica entdo sem a articulagdo
no ponto de aplicacdo da forca P; serd um “meio-pdrtico”, engastado/articulado, com uma barra
horizontal e outra inclinada. Considerar se¢des transversais e momentos de segunda ordem
respectivamente iguaisa 4;, Aj;; e J1, Jir-

Conforme visto em 2.4.2 o subdominio genérico de pdrtico apresenta o seguinte
relacionamento entre deslocamentos e forcas nodais

[krc? +12kps?  (kp — 12k Jes  —6kpbs —(c?ky +12kps?)  —(ky — 12kdes  —6kpts| o I{fui\l
I kps? + 12kpc?  6kplc  —(kp — 12kp)cs  —(kps® + 12kpc?)  6kpte | [ Vi foy
I 4l 0 6kpts —6kpbc 2Uep £ |lvi¢_ lf%
[ kpc? + 12kps? (ky — 12kp)cs 6kpts || % | fy |
l simétrica kps? + 12kpc? —6kp{’cJ k”{ J | for |
2 Vi
4kpt J UU;)
_EA _EJ
onde k = e kp =

Apenas para abreviar as expressGes, adotam-se os valores: ¢ =30°, h=+4,e E = 1. 10%,
] =1.103, ¢ =100, A = 10 para as duas barras da Fig. 2.42.

Particularizando-se a expressdo anterior para os subdominios | e I, de acordo com os dados
acima e com auxilio da Tabela 2.2 tem-se

Tabela 2.2
Sub | Ndinicial | N6 final | Area J £ cos¢p | sengp | kp kr
I 1 2 10 | 1000 | 100 1,0 0 10 | 1000
Il 2 3 10 | 1000 | 100 |+/3/2| 05 10 | 1000

Entao
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[1000 . . ~1000 . u
[ . 120 6000 . —120 6000 |
P 400000 . —6000 200000 |
=1 . 1000 . o
ll simétrica . 120 —6000JI
. 400000
e
[780 381,051 3000  —780  —381,051  —3000 q
| 340 5196,15 —381,051 —340  5196,15 |
P 400000 3000  —5196,15 200000 |
n=l . 780 381,051 3000
l . simétrica . . 340 —5196,15I
L . . 400000 |

A superposicao de k; e k;; produz K, matriz de rigidez do portico

(1000 . . —~1000 . . 1
| 120 6000 . —-120 6000 |
| 400000 . —6000 200000 . . o
[ . . 1780 381,051  —3000 —-780  —381,051 —3000 |
K=| . . . . 460 —803,85 —381,051  —340 5196,15 |
[ } 800000 3000 —5196,15 200000 |
| ) 780 381,051 3000 |
| . . . simétrica . . 340 —5196,15 |
L ) ) . . . . . 400000 |

Introduzindo-se as condig¢des de contorno U; = V; = U; = V53 = 0e V] = 0, e aplicando-se a
forga P na diregdo de V/,, tem-se

100 0 0 0 00 0 1(% 0
010 0 0 0 00 0 Vi 0
0 0 1 0 0 0 00 0 Vi 0
0 0 O 1780 381,061 —-3000 O O -—3000]||U, 0
0 0 0 381,051 460 —803,85 0 0 5196,15(<V, p=<P
0 0 0 -—-3000 -—803,85 800000 0 O 2000001 |V, 0
0 0 O 0 0 0 1 0 0 U, 0
0 0 O 0 0 0 0 1 0 Vs 0
0 0 0 -3000 5196,15 200000 0O O 4000004 Vi 0
ou, de forma compacta, relativa apenas aos parametros livres
1780 381,051 —3000 —3000 1 (U- 0
381,051 460 —803,85 5196,15|)V2( _ )P
—3000 —803,85 800000 200000|)V.( " )oO
—3000 5196,15 200000 400000 \Vv; 0

cuja solugdo é

U, —0.000843678 —8.437x10~*
V2 _ ) 0.00358599 p =] 3586x107*
Vo () 0.0000156196 ~ ) 0.1562x10~*
4 —0.0000607207 —0.6072x10~*

Sugere-se também como exercicio a determinagdo dos esforcos solicitantes (diagramas) e as
reacOes de apoio.

Nota-se que o elemento a utilizar é o cubico com dois nés de extremidade, considerado no
item 2.3.2.3.1.

2.4.4 Subdominios com flexdo e acdo axial; carregamento composto; Pértico

Trata-se de exemplo semelhante ao exercicio proposto em 2.4.2, porém com vinculagdo
diferente no apoio inferior e carregamento composto por forga uniforme, forcas concentradas e
momento concentrado, proposto por Gere e Weaver (1965) e apresentado na Fig. 2.43.
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Os dados sao: E =10.000 L =100 J=1000 P=10 A=10

2,4P/L

|
J,I’
, M=PL
= N\

3L/4

L L/2 L/2 ﬂ \\\\s

Figura 2.43 - Pértico 2

Para resolver utilizam-se 3 subdominios (1-2; 2-3 e 3-4) de tipos empregados em 2.4.2. O
subdominio I, no tocante a flexdo, tem matriz de rigidez e de forcas nodais equivalentes condensadas
a partir de elemento original com variacdo de quinto grau para v(x) e os subdominios Il e Ill tém
matriz de rigidez do elemento proveniente da aproximacdo com polindmio cubico. Vide observacdo
esclarecedora sobre isto logo a seguir.

Os subdominios empregados em 2.4.2 utilizaram os resultados deduzidos para o elemento de
portico, admitindo-se deslocamentos transversais de flexdo descritos por polindbmio completo de 52
grau, parametros nodais em 3 nds e condensacdo estdtica. Resultou um elemento para flexdo com v
e v’ em cada n6 nas extremidades. Adicionando-se a variac¢do linear de deslocamentos axiais, havera
um parametro local u em cada extremidade. Conforme visto, os parametros nodais locais finais sao,
portanto, 3 em cada né de extremidade, nas dire¢ées do eixo (u), da transversal ao eixo (v) e a
rotacdo (v') segundo z. Essa rotac3o é a derivada de v em relagdo a coordenada x. Este elemento de
portico, obtido com a condensa¢do estdtica da matriz de rigidez original a flexdo, resultante da
adogdo de fun¢do de aproximacdo dada por polinémio de 52 grau, tem a mesma matriz de rigidez
oriunda da aproximac¢do cubica. Nota-se, entretanto, que ao adotar o elemento que é proveniente da
condensagdo estdtica, sobre o elemento de 52 grau, tem-se a possibilidade de encontrar a solugdo
exata para o caso de carregamento com forga linearmente distribuida q(x) ao longo de todo o
elemento, como ocorre com o subdominio I. Apds a solugdo, deverdo ser recuperados os valores
nodais v, e v),, necessdrios para o cdlculo do andamento dos esfor¢os solicitantes de flexdo em cada
subdominio! No caso do carregamento citado, os momentos fletores terdo andamento cubico.

Neste ponto, conclui-se que para o calculo de pérticos pode-se adotar como elementos
“universais” o elemento cubico original para trechos entre forcas e momentos concentrados e o
elemento de quinto grau (que tem a mesma matriz de rigidez, apds a condensacgdo estatica) para
trechos onde existir carregamento linearmente distribuido.

Para a matriz de rigidez referida ao sistema global encontrou-se em 2.4.2

[krc® + 12kps®  (kp —12kp)es  —6kpls —(c*ky +12kps?)  —(kg — 12kp)cs  —6kpts]

[ kps? 4+ 12kpc®  6kpfc  —(ky —12kg)es  —(kps® + 12kpc?)  6kpfc |

. I . 4k, 0 6kpls —6kpbc 2Uep £ I

P . . . krc? 4+ 12kps? (kr — 12kg)cs 6kpds |

l simétrica . . krs? + 12kpc?  —6kgptc
4kpt?

e para o vetor de forcas nodais equivalentes, também referido ao sistema global e relacionado aos
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nés i e j, resultou

Fy, fu,€ = fu;9)

Fy, fu;s + fu€

FVL-' fv{
VFuy [ =V fue = o5 |

Fy, fu]-S + f;]]_c
kFV]-’ \ fv]’

onde as forgas nodais referidas a eixos locais f,,, fy,, f,7, f,,7 sd0 provenientes dos carregamentos ao
L J

longo dos subdominios. Na estrutura analisada, somente havera contribuicdo proveniente do
carregamento distribuido sobre o subdominio horizontal (l). As forgas concentradas serdo aplicadas
diretamente nas direcbes dos parametros nodais, somando-as ao que existir proveniente do
carregamento distribuido.

A Tab. 2.3 retine informacao sobre os 3 subdominios da estrutura em foco.

Tabela 2.3
Sub | Ndinicial | N6 final | Area J £ cosgp | seng | kg kr
I 1 2 10 | 1000 | 100 1,0 0 10 | 1000
Il 2 3 10 | 1000 | 62,5 | 0,8 0,6 | 40,96 | 1600
I 3 4 10 | 1000 | 62,5 | 0,8 0,6 | 40,96 | 1600

Entdo, as matrizes de rigidez dos elementos referidas aos eixos globais X, Y serao
Subdominio | — barra horizontal

[kTI . . —kq; . -]
| 12kp,  60kpy . —12ky  6Ckpy |
. _| Akp > . —6Ckp ZkFIﬁI
. . . ky; . -
[ . simétrica 12kp;  —68kg,
4kpy 02
ou
[1000 . . —1000 -]
| 120 6000 . —-120 6000 |
k _| 400000 . —6000 200000]|
= : 1000 o
[ . simétrica . . 120 —6000 J
. 400000

Para as barras inclinadas Il e lll

(12009472 532,0704 —9216 —12009472 —532,0704 —9216]

| 890,5728 12288 —532,0704 —890,5728 12288 |

o — g | 640000 9216 —12288 320000 |
=t = . . 12009472  532,0704 9216 |
[ . simétrica . . 890,5728 —12288J

. . . . . 640000

Seguindo-se os procedimentos varias vezes utilizados para montagem da matriz de rigidez da
estrutura, com a contribuicdo de cada uma das matrizes dos trés subdominios, o que é simples neste
caso, pois os noés da estrutura estdo numerados sequencialmente, preparam-se as matrizes
expandidas para a ordem da matriz de rigidez da estrutura (12 x 12), indicando-se apenas a metade
superior de cada uma, dada a simetria. Portanto



k=

k=

ki = .

1200,9472 532,0704 —9216 —1200,9472 -532,0704 —9216
890,5728 12288  —532,0704 —890,5728 12288
640000 9216 —12288 320000
1200,9472  532,0704 9216
. . 890,5728 —12288
simétrica . 640000
1200,9472 532,0704 —9216 —1200,9472 -—532,0704 —9216
890,5728 12288 —532,0704 —890,5728 12288
. 640000 9216 —12288 320000
. 1200,9472 532,0704 9216
simétrica . 890,5728 —12288
. 640000
Fazendo-se o somatério, tem-se
. . —1000 . .
120 6000 —-120 6000
400000 —6000 200000 . .
22009472 532,0704 —-9216 —1200,9472 -532,0704 -9216
1010,5728 6288 —532,0704 —890,5728 12288
1040000 9216 —12288 320000 . .
2401,8944 1064,1408 0 —1200,9472 -532,0704 -9216
. . 1781,1456 0 —532,0704 —890,5728 12288
simétrica . 1280000 9216 —12288 320000
. 1200,9472 532,0704 9216
. 890,5728 —12288
. 640000

r1000

120

1000

—1000

6000
400000

1000

simétrica

—-120 6000
—6000 200000

—6000
400000

120
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A imposi¢do das condi¢des de contorno U; =V, = V| = U, =V, =V, pode ser feita com a
eliminacdo das 3 primeiras e 3 ultimas linhas e colunas, ficando-se apenas com

K

|

Quanto as forgas oriundas do carregamento distribuido tem-se, apenas no subdominio I:

2200,9472

\

simétrica

fu1C _fvlsw
fu, S+ fo €
fo!
fuzc _fvzs
fu, S + fo,€

532,0704
1010,5728

fv’

2

—-9216 —1200,9472 -532,0704

6288 —532,0704 —890,5728
1040000 9216 —12288

2401,8944 1064,1408

1781,1456

12288
320000
0
0
1280000

—9216 1
I
I
I
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no qual
fu1 = fuz =0

Comc =1es =0,daTab. 2.3, resulta

Fy,) 0 0
FV1 ﬁilc ﬁ]l
<FVi’>=<fv{>:<fv{>
Fy, 0 0
FVz ﬁ’zc ﬁ’z
\FV], \fvé \fvé

e, conforme expressdes (2.91) do item 2.4.2

(o) 147q, + 634,
4fv; ¥ _ 1 ) 1g; + 14q)L
| fo, [ T 720 63q; + 147,
o) —(14q, + 21q,)L

24P
€q1=q2=9=—"—

fo,

147 + 63 (fvi) 210 0,5 1,2

24p ) Q1+ 14)L ( _ 4fv{ ¥ _24p) 3500 (_,,p5) 100/12 { _ ) 20
420 | 63+ 147 | fo, [ 420) 210 ’ 0,5 1,2
~4+20L) (£, —3500 —100/12 —20

Logo, tem-se a contribuicdo do subdominio | alojada no vetor (12 x 1) de forgas da estrutura

FUlw
Fy, 0 Y
Fyr 1,2
Fu: 200
Fy, 1,2
<II:::Z s =P+ __20>
Fy,
Fys
Fy,
Fy, L
\Fy;

Acrescentando-se as agbes concentradas nos nds, forcas e momentos externos, tem-se, com
P=10
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Fy

Fy, 0 Y 0 Y 0
FVI 112 0 12
P ! 20 0 200
FUZ 0 0 0
FVz 1,2 1 22

v -20 100 800
< = < < = <

Fy. b =P _ b+ P 0 b 0 b
Fy, 2 20
Fys

Fy,

Fy, \ \ \
\Fy;

Diante das condi¢bes de contorno, o vetor de forcas nodais da estrutura, relativo apenas aos
parametros livres e correspondente a matriz de rigidez acima, ficard somente com os valores dos nds
globais 2 e 3.

Isto é
Fy

2

Fy,

(21
2| 22
<FV2’>={800}
2wl
Fy, \ZOOJ

\Fy;

Resulta o sistema de equagdes nos parametros livres

[2200,9472 5320704 —9216 —12009472 —532,0704 —9216 1(Uz) [ 0y

| 1010,5728 6288  —532,0704 —890,5728 12288 ||Va| | 22|

I 1040000 9216 —12288 320000 |{V2’} { 00}

| . . 2401,8944 1064,1408 A 0

[ . simétrica . . 1781,1456 J [V, | {ZOJ
1280000 \V3'J 0

cuja solugdo é
(Uz\ ( —0,020261
|V2| | 0,099360 |
0,001798

{ } { —0,033748 } (2.95)

|V3| | 0,087420 |

\vz)  o0015491)

Os 3 primeiros valores de deslocamentos, correspondentes ao nd global 2, coincidem com
aqueles calculados por Weaver. Esse autor resolveu o problema com uso da “analise matricial de
estruturas”, considerando apenas dois subdominios interligados no né 2 desta publicacédo.

Com os valores de deslocamentos encontrados, os esforgos solicitantes sdo calculados em
cada subdominio, com as expressGes das derivadas das fun¢Ges de aproximacdo, utilizadas para
descrever esses deslocamentos. Tem-se, entdo:

a) Subdominio |
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Os eixos locais e globais sdo coincidentes neste subdominio. Do vetor (2.95) coletam-se os
deslocamentos dos nds de extremidade referidos aos eixos globais X, Y

(Uq ( 0 \
[Vi| | 0 |
=1 }
U, (= -0, 020261
lv,| | 0099360 |
;) \o0017976)

Tendo-se em vista que neste subdominio atua forca distribuida e, portanto, utilizou-se
condensacdo estatica da matriz de rigidez original, oriunda de funcdo de aproximacdo de 52 grau,
deve-se recuperar os deslocamentos locais v,,, e vy, do ponto médio do eixo do subdominio, pois
esses valores figuram nas expressoes das derivadas necessarias para calcular os esforgos solicitantes.

Recorda-se que, no item 2.3.2.3.7, para simplificar a escrita, as submatrizes 2 x 2, que
participam do calculo da matriz de rigidez condensada, ndo foram multiplicadas pelo fator

2 E] _ 10
35  35¢3 35

Sabendo-se que os deslocamentos do ponto médio sdo calculados com

d, = kr_n%n{fm —knid; - kmjdj} (2.75)

deve-se tomar o cuidado de modificar essa expressao adequadamente, porque, embora o citado
fator ndo influencie os 2 produtos kL, k.,; e k,‘nlmkm]- ele influencia o produto kj}, f, que deve
ser dividido pelo fator, por causa da inversa de Kk, .

Entdo, de acordo com (2.75), os deslocamentos do ponto médio do subdominio | sdo
calculados com (lembrando-se que q; = q; = q = 2,4P /L)

1
{"m}z 7ies O | sse (112qi+112¢, |88+ —s9sy0),
Ui 0 —=|l420x20 (—8q; +8q;)¢) L11920¢ 320¢%2110
1280¢

_[—3584 896¢ ]{ 0,099360 } _
[—1920¢ 320¢2110,0017976J)

! 420 192000 32000004 10,0017976
12800000 ]

=_% 0 {ﬁ 35{224} [—3584 89600 {0,099360 }}=

_ |7 O {44,8}_{—195,041} _
1o 1 0 —13324,8)| ~

12800000]

|7 O {239,841} B {0,033460}

1 13324,8) ~ 10,001041
12800000

Sabe-se, de exercicio anterior, (2.3.2.3.6), que, quanto a flexdo

= %2{(—46 + 396& — 816&2 + 48083)v; + (—12 + 788 — 144&2% + 8083)¢v] +
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+(32 —192& + 192&2?)v,, + (—16 + 1928 — 48082 + 32083)¢v), +
+(14 — 204§ + 62482 — 48053)17]- + (=24 308 —96&2 + 8053)1{’17;}
Substituindo-se os valores dos deslocamentos nodais tem-se
v = %2{(32 —192& + 192£2)0,033460 + (—16 + 192& — 48082 + 320£3)0,001041¢ +
+(14 — 204¢ + 62482 — 480£3)0,099360 + (—2 + 308 — 96&2 + 80£3)0,0017976£}
Como ¢ = 100, tem-se

n 1
v = {,—2{(32 —192& + 192£2)0,033460 + (—16 + 1928 — 48082 + 320£3)0,1041 +

+(14 — 204¢ + 62482 — 480£3)0,099360 + (—2 + 30§ — 962 + 80£3)0,17976}

i l 7
‘[2 ! ! ’

Como se nota, a sequnda derivada é quadrdtica, como esperado para o tipo de
carregamento, embora a funcdo de aproximacao seja de 52 grau!.
Entdo

v"(0) = ﬁ0,43664

1
1x10%

v"(0,5) = 0,07977

v"(1) = ﬁo,32288

E os valores de momento fletor sdo

M(0) = —EJv" (0) = =22 0,43664 = —436,64
1x10* 7’ ’
" _ —1x10’ _
M(0,5) = —EJv"(0,5) = ———-0,07977 = ~79,77
' _ —1x10’ _
M(1) = —EJv" (1) = ——--0,32288 = —322,88

Forca cortante

nr 1

v = ={~1,31376 + 2,4¢}
" _ 1 _

v""'(0) = —={-1,31376}

1
1x10°

1
1x10°

v"""(0,5) = {—1,31376 + 1,2} = (—0,11376)

v (1) = xioﬁ {—1,31376 + 2,4¢} = % (1,08624)

1 x106
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Entao

0(0) = —EJv"" (0) = —%(—1,31376) = 131376
7
Q(0,5) = —EJv"(0,5) = — 2 (~0,11376) = 1,1376

0(1) = —EJv""(0) = —2 (1,08624) = —10,8624

106
Forca axial

N, = EA% = 1000 x (—0,020260768653150504) = —20,26

Os valores obtidos coincidem com aqueles calculados por Weaver.
b) Subdominio Il

Coletando-se do vetor (2.95) os deslocamentos dos nds de extremidade, referidos aos eixos
globais X, Y, tem-se

(Uz\ ( —0,020261
[V2| | 0,099360 |
{VZ’}_{ 0,0017976}
Us( ~ ) —0,033748
lvi| | 0087420 |
W) o0015491)

Transformando-os para o sistema de referéncia local x,y do subdominio I, com o eixo x
orientado do né 2 global para o né 3 global, e inclinado de ¢ no sentido hordrio, a partir do eixo X,
tem-se, para os deslocamentos dos nds de extremidade i, j, indicando-se, abreviadamente cos¢ =
c=08esenp =5s=0,6

(Y'Y [c¢ s 0 0 0 0y( —0020261y ( 00434072
[Yi] |-s ¢ 0 0 0 O]| 0099360 | | 0,0916446 |
{Ui}_lo 01 0 0 o|{ 0,0017976}_{ 0,0017976} 5 96
Yyi(“lo 0o o0 ¢ s ol)l—0033748 [ T 0,0254536 (2.96)
| v | lo 0 0 —s ¢ 0J| 0,087420 | | 0,0901848|
W) Lo 00 o o 1l-o00015491) 00015491/

Para este subdominio e o seguinte a fun¢do de aproximacdo é cubica. Entdo, a segunda
derivada tem a expressdo, ja obtida anteriormente, (2.51) de (2.3.2.3.1)

v = 2{(=6+12)v; + (—4 + 6)v] + (6 — 128)v; + (=2 + 68)v]
Substituindo-se os valores dos deslocamentos nodais e de £ = 62,5 tem-se

rn 1
v = [—2{(—6 +12£)0,0916446 + (—4 + 6£)0,11235 + (6 — 12£)0,0901848 +}

+(—2 + 6£)(—0,09681875)}

ou

n 1
v’ = {,—2{—0,2645213 +0,1107051¢}



Portanto, com £ = (5/8)100 = 62,5

v"(0) = 390625{ 0,2645213}
v"(0,5) = 390625{ 0,20916875}
v'"(1) = {—0,1538162}

3906,25

Entdo, os momentos fletores sao

_ " _ 7 (~0,2645213)
M(0) = —EJv"(0) = —1x10 “ae062s =

M(0,5) = —1x107 SO2016875) _ 535 479

3906,25

M(1) =—-EJv"'(1) = —1x1

Forca cortante
1
= [—3{0,1107051}

—1x107
244140,625

Q(0) = —EJv"'(0) =

Forca axial

5
N, = % (uz —uy) = %{(0,0254536) — (0,0434072)} = —28,72576

c) Subdominio Il

= 677,174528

07 (-0,1538162)

= 393,769472
3906,25

{0,1107051} = —4,534480896 = Q(1)
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Coletando-se os valores dos deslocamentos nodais ja referidos ao sistema local (2.96) tem-se (nds 3

ed)
(i (00254536
|"f| | 0,0901848 |
{ } __ { -0, 0015491 }
v | 0 |
kv,’) \ 0 )

Calculando-se a segunda derivada, tem-se

= %{(—6 +12£)0,0901848 + (—4 + 6¢)(—0,09681875)}

3906 25

Portanto

17”(0)

{—0,1538338}
3906,25

{—0,1538338 + 0,5013051¢}
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"(1) = —~{0,1538338 + 0,5013051} = o 7713 _ ) 1000889526528
VY T 390625 ’ = 7390625

Logo, os momentos fletores nas extremidades valem, respectivamente,

M(0) = —EJv"(0) = —1.107v"(0) = —(—0,0000393814528) x 107 = 393,81
valor que coincide praticamente com M(1) do Subdominio Il e

M(1) = —EJ(0,0000889526528)=—1.107(0,0000889526528) = —889,52

A forca cortante, constante no trecho, sera obtida com a terceira derivada

mnr 1
v = (0,5013051)

— — 7
Q =—EJv" ==2.(0,5013051) = —>—0,5013051 = 20,53

£3 244140,625

E a forca axial, também constante no trecho, serd calculada com

EA
Ny =—

; {(0,0) — (0,0254536)} = —40,72576

10°
(U —us) = o5

Como exercicio sugere-se a construcdo dos diagramas de esforcos solicitantes.

Novamente, os valores coincidem com aqueles de Weaver.

2.5 PILARES
2.5.1 Introducao

Quanto aos pilares, serdo procuradas solucdes aproximadas para a eldstica v(x) que
apareceria se ocorresse a perda de estabilidade da posicao inicial de eixo reto para uma posicao
“flambada”. Com esse procedimento poderdo ser encontrados valores de carregamento critico.

Desse modo, os problemas aqui tratados seguirdao os mesmos procedimentos apresentados
no caso das vigas. Conforme é conhecido, no caso da analise da flambagem, chega-se a determinacdo
do valor critico do carregamento do pilar, ficando indeterminada a grandeza da elastica que se
formarial

2.5.2 Exemplos
2.5.2.1 Parametros generalizados e uma fungao de aproximagdo para o dominio completo

2.5.2.1.1 P1G Pilar apoiado/apoiado; for¢a concentrada no topo; com polinémio de 22 grau

p
4 -
\\\
f »

\4

M \ dx
N > v
N v
a) Coluna biapoiada b) Elastica caracteristica ¢) Movimento vertical

Figura 2.44 - Caso simples de flambagem
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Seja a estrutura da Fig. 2.44. Conforme é conhecido, a partir de certo nivel de solicitagdo por
compressdao uma barra de eixo retilineo pode passar a ocupar uma outra configuracdo, com eixo
curvo. E o problema da flambagem. Enquanto a solicitagdo axial permanecer menor do que um valor
limite ou critico, dependente do material da barra, de suas caracteristicas geométricas e de
vinculagdo, a configuracdo de equilibrio estavel é a retilinea original. Ultrapassado esse valor critico
da solicitacdo, a barra apresentara uma passagem para outra configuracdo de eixo curvo, fletido. Diz-
se que ocorreu a flambagem da barra. Deve ser destacado que ao ocorrer essa mudanca de
configuracdo a barra ja sofrera todas as deformacgdes exclusivas devidas a forca axial.

Suponham-se as situagdes imediatamente antes da passagem para a posicao encurvada e,
em seguida, aquela da barra logo apds a fuga para a posicdo curva. Nessa transicdo, os pontos sobre
o eixo inicialmente reto da barra passardo para niveis abaixo das posi¢Ges originais sobre o eixo reto.
Isto ocorre por causa das rotagdes ao longo do comprimento. Logo, se, como no caso da Fig. 2.44, o
apoio inferior for fixo, resulta que a extremidade superior da barra desceu Au por conta da
ocorréncia da flexdo.

Tendo-se identificado que aqui ha também um caso de flexdo, pode-se procurar expressao
aproximada para a elastica exibida na flambagem.

A energia de deformacgdo interna terd a expressdo conhecida, como nos casos de flexdo
anteriormente apresentados, dada por

U= %f(f EJ(v'")? (2.97)

Como carregamento externo tem-se apenas a for¢a axial P na extremidade superior e,
portanto, o potencial correspondente sera calculado como

Q=—(—-P)(—Au) (2.98)

Pela Fig. 2.44c vé-se que um elemento infinitesimal dx da coluna na posic¢do inicial (vertical)
ocupa uma posicdo inclinada na configuracdo deformada. Estando vélidas as hipéteses da ocorréncia
de pequenos deslocamentos e pequenas rotacdes tem-se que o angulo entre os segmentos dx
original e o girado é a prépria derivada da deformada transversal v(x), pois

v =tgh = senf =6 (2.99)

Por outro lado, pela geometria da figura pode-se escrever que

du = dx(1 — cos8) (2.100)

ou
du = dx [cos2 % 4 sen?l— (cos2  _ sen? 9)] =dx (ZSen2 g) (2.101)
2 2 2 2 2
e, finalmente, tendo-se em vista (2.99)
N2
du = %dx (2.102)

Pois bem, com uma integracdao, pode-se obter o abaixamento de qualquer ponto distante
x da origem, isto é

Au(x) = %fg(v’)zdx (2.103)

Esta expressao sera util para resolver os exemplos com forga distribuida no dominio.
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Em particular, para o médulo do abaixamento da extremidade superior, ponto de aplicacdo
da forca externa P

Au = Au(®) = %f(f(v’)zdx (2.104)

Tudo esta preparado para procurar solugdes aproximadas para o primeiro exemplo.
Admita-se o polindbmio de aproximagdo de segundo grau, com parametros generalizados,
obediente as condi¢des cinematicas de contorno v(0) = v(£) =0

v =a,(x? — £x) (2.105)
Logo
M =3[y E/(2a,)?dx — P [;[(2x — £)az]2dx] (2.106)

Deste modo, integrando-se resulta

ase3

6

Il = 2a3E]¢ —P

Derivando-se em relagdo a a, e igualando-se a zero, resultara
[3

(4E/6-PS)a, =0

E uma equagido homogénea que, para ter solugdo nio trivial (a, # 0), conduz a

__12E] _

P 77

Fe

Sabe-se que a solugdo analitica para este caso é dada por

2
= =2 (2.107)

Diante disto constata-se que o valor aproximado obtido é maior do que o analitico (21%).

Cabe, entdo, uma observagdo geral sobre caracteristica de solu¢ées aproximadas para os
problemas de instabilidade. As fun¢des de aproximagdo, dependendo do seu grau, no caso de
polinbmios algébricos, ndo conseguem descrever os movimentos que as estruturas realmente
apresentardo. Isso equivale a dizer que o emprego dessas funcdes de aproximacdo corresponde a
introduzir vinculos adicionais na estrutura que estd em andlise. Dizendo-se de outro modo, a
estrutura em andlise, sendo obrigada a apresentar deformacdo imposta pela fun¢do de aproximacgdo,
comporta-se como sendo mais rigida do que a real. E por esse motivo que, nos casos de estudo de
estruturas que apresentaram equilibrio estdvel, os deslocamentos aproximados resultaram menores
do que os reais.

Agora, com os casos de estruturas que podem apresentar instabilidade, por serem mais
rigidas, quando obrigadas a deformar-se sequndo a aproximag¢do admitida, apresentardo valores
maiores do que os reais para as forgas criticas, como aconteceu neste primeiro exemplo.

Outra observagdo interessante diz respeito a variacdo da energia potencial total com o valor
de P. Primeiramente, note que o valor de Il anula-se para P = P,.. Entdo Il tem sempre valor positivo
para P < P. e valor negativo para P > P.. De fato, no caso de P < P, a energia de deformagdo é
maior do que o potencial da forca externa. Tratando-se de um problema estdvel, a estrutura ndo
aceita uma situagdo flambada, contrariamente ao que ocorre no caso do equilibrio instdavel quando a
estrutura ndo retorna a posigdo de eixo reto.
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2.5.2.1.2 P2G Pilar apoiado/apoiado; P no topo; v do 32 grau

Admitindo-se agora como solucdo aproximada um polinébmio de 32 grau, obediente as
condicGes cinematicas de contorno, isto &,

v = ay(x? — €x) + az(x® — £%x)
tem-se
= %I:f(fE](ZOfZ + 6a3x)2dx — Pf(f[az(Zx — ,f) + a3(3x2 _ €2)]2dx]

A condicdo de estacionariedade para I implica em

p£3 pet 2

PC_agre Eo—eEje {az} _ {0}
4 5

P _egper EL_12pper| 0

cuja solucdo ndo trivial é obtida igualando-se a zero o determinante dos coeficientes do sistema de
equacdes expressa por: (registra-se, porém, que houve um segundo valor de forga critica)

P, = 12E] /2 (2.108)
P, = 60E] /¢ (2.109)

Como o valor que nos interessa é o menor dentre os dois acima, nota-se que ndo houve
melhoria em relacdo a solucdo anterior (2.107) com fungdo de aproximacdo de 22 grau.

2.5.2.1.3 P3G Pilar apoiado/apoiado; P no topo; v de 4° grau e obediente também ds condicbes
mecanicas de contorno.

Para reduzir o trabalho de calculo, sobre o polin6mio de aproximacgao de quarto grau faz-se a
imposicdo das condi¢cdes cinematicas de contorno e também (embora ndo obrigatdria) a imposicdo
das condi¢des mecanicas (momento nulo) nas extremidades.

Resultard

v =a,(x* —20x3 + £3x)

Tem-se, entdo

M= %af fj(lez —12¢ x)?%dx — gaf f(f(4x3 —6€x% + £3)%dx
12 17
= ?E]af{’S — %Paf{ﬂ

A condic¢do de estacionariedade é

Al _ (24 pyps 34 57 -
da4_(5E]1’p 70P€ )a4—0
Portanto
_24x70E] _ EJ
= Sras 2 - 2885 (2.110)

gue é praticamente coincidente com o valor analitico, exato (9,87).

2.5.2.1.4 P4G Pilar apoiado/apoiado; com forga distribuida no comprimento; polinémio de 22 grau
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vy

Figura 2.45 — Agao de forga distribuida
Iniciando-se com adoc¢do de fungdo de aproximacdo de 29 grau, tem-se
v =ay+ ayx + a,x?
Impondo-se as condi¢des cinematicas de contorno
v(0)=ay,=0

v(®) =af +a?=0

resultardo
v = a,(x? — £x); v = a,2x — ¥); v =2a, .
Portanto

EJ (f Y
M==[ 4ajdx =1 [ [ a5(2x — £)2dx dx

Nessa expressdo utiliza-se, na integral interna do segundo termo (potencial da forga
distribuida), aquilo que foi denominado Au(x) quando foi calculado o abaixamento de um ponto
distante x do apoio inferior devido a ocorréncia das rotagdes da eldstica na posicdo flambada. Vide

(2.103) em P1G.
A condicao de estacionariedade conduz a

din
day -

(4B7¢ - 2) @y = 0

donde o valor de forga critica resulta como

24E]
== =q. (2.111)

2.5.2.1.5 P5G Pilar apoiado/apoiado; forca distribuida no comprimento; polinémio de 32 grau

Conforme utilizada em exemplos anteriores, a funcdo de aproximacdo, ja obediente as
condi¢Bes cinematicas de contorno, tem a forma

v =a,(x? — £x) + az(x® — £?x)

Portanto
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1= %[f(fE](Zaz + 6a;0)%dx — q [ [Flay(2x — £) + a5 (327 — £2)]2dx dx]

N | =

4 5 6
|EJ (403 + 12050507 + 1203£%) — q (3= + 13a,05 = + 303 2|

A condicdo de estacionariedade serd imposta com

on _ 2_9(2, p4 £ _
- = Bayl + 12a56? — 1 (aytt +130;5) = 0

on _ 2 3_4 5 £ _
= 120,¢% + 24056 - £ (13a,¢° + 62, =) =0

das
Facga-se

_af®
=1

Entdo as equacdes acima ficam sob a forma
12-21 240 -2 "% 10
30 10

Para obter a solucdo nao trivial, o determinante dos coeficientes do sistema deve ser
igualado a zero, fornecendo

1112 — 2160 2 + 43200 = 0

Ccujas raizes sdo

A, =173,76

A1, = 22,60

Portanto

q=4qc=226027 (2.112)

Este € um valor um pouco menor do que o anterior (2.111). Prosseguindo, passa-se para o
polinébmio de 42 grau.
2.5.2.1.6 P6G Pilar apoiado/apoiado; forga distribuida no comprimento; polinémio de 42 grau

Considere-se agora um polindmio de 42 grau. Novamente, para reduzir o trabalho de célculo,
sobre ele se faz a imposicdo das condi¢cbes cinematicas de contorno e também (embora ndo
obrigatdria) a imposicdo das condicdes mecanicas (momento nulo) nas extremidades. Conforme ja
feito em problema anterior, P3G, resultara

v =a,(x* — 2¢x3 + £3x)

Donde
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v = a,(4x3 — 66x% + £3)

v’ = a,(12x% — 12¢x)

Portanto

— 4t 2,5 _8L6 2,8
[N=EJ ps azt ps qazt
Entao
dn _ 288 5 163,2 g _
da, 60 Ejast 672 qast® =0

Disso resulta
EJ
q=1976, = q. (2.113)
gue é, por sua vez, menor do que o resultado anterior (2.112).

2.5.2.1.7 P7G Pilar apoiado/apoiado; for¢a distribuida no comprimento; polinémio 52 grau

Seja 0 mesmo caso de pilar apoiado/apoiado para cuja elastica de flambagem adota-se
funcdo de aproximacio dada por polinémio de 52 grau em coordenadas homogéneas & = x /¢

— 2 3 4 5
v(§) = ag + a1& + a8% + @38 + auét + asé
sobre o qual sdo impostas, como no caso anterior, tanto as condi¢des cinematicas de contorno

guanto as mecanicas nas extremidades (momento nulo). Como exercicio, o leitor interessado pode
efetuar as passagens omitidas para chegar-se a expressdo seguinte

v =€ —28% +§) + 3 (7§ — 108° + 3¢°)

Entao

av _ 2 3 as 2 4

op = (1= 682+ 48%) +22(7 — 3087 + 15¢*)
2

z—; = o, (=128 + 1282) + as(—20& + 2083)

Portanto

M= %f01[12a4(—5 + &%) + 20ag(—¢ + &3)]? %fdg +

20 S8 a1 — 687 + 48%) +22(7 — 3087 + 1554)]2l£d5 2dé
2 Jo Jo [*4 3 72

Apds extenso calculo algébrico chega-se a

EJ] (144 3200 q
=2 (222 + 240,05 + 22 a2) - 2(0,2428607 + 1,17936a,a5 + 1,43651a?)

Fazendo-se novamente
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_ae
=1

a imposicao da condicao de estacionariedade resulta em

9,6 —0,48572 1 24 —1,17936 4 ]{a4} _ {0}
24 -1,17936 1  60,95283 — 2,87302 A] las) ~ Lo

Para ter solugdo nao trivial

0,00468 A2 — 0,57772 1 +9,14717 = 0

As raizes desta equacgdo sdo

A, = 104,79

A, = 18,65

Como o q critico deve ser o menor valor, resulta

g="52 =g (2.114)

£3 ¢

Processamentos com programas computacionais de elementos finitos mostram que esse
valor esta muito préximo do valor critico correto.

2.5.2.1.8 P8G Pilar engastado/livre; for¢ca concentrada no topo; com aproximagéio de 22 grau.

P
\4

e

’ y
Figura 2.46 — Pilar engastado/livre
A funcdo de aproximacgao
v =ay+ ayx + a,x?
sobre a qual sdo impostas as condi¢des cinematicas de contorno (na base)
v(0) =0 = q

v(0)=0=n
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fica sob a forma
v(x) = a,x?
Entao
EJ (¢ p f 2
m==J dasdx — 2o daix’dx = 2EJa3f — 5Pa§1{’3

Portanto, com

4an _ _* 3 _
i, 4E]a,t 3Pa21{’ =0
tem-se
3E]
P = [—2 (2.115)

que é maior do que o resultado analitico 2,467E]/¢2.

2.5.2.1.9 P9G Pilar engastado/livre; for¢ca concentrada no topo; aproximagéio de 32 grau.

Passando-se para o terceiro grau, a funcdo de aproximacdo obediente as condi¢des de
contorno cinematicas (essenciais) e também a condi¢do mecénica de contorno notopo v'' =0 é

v = az(x3 — 3£x2)
Logo
EJ (f Pt
M= ?]fo a3(6x — 6£)%dx — Efo a3(3x? — 6£x)%dx =
= 6EJa?¢3 — 2,4Pa’>

Entao

M 12E]f3a; — 4,8Past5 = 0
dasg

Donde
EJ
P = 2,5{,—2 (2.116)
valor bastante préximo do resultado analitico exato.

2.5.2.1.10 P10G Pilar engastado/livre; forca concentrada no topo; aproximagéio de 42 grau.

A funcdo de aproximagdo, em coordenadas homogéneas é
— 2 3 4

v=0ag+ &+ a8+ azéC + a,é

Impondo-se as condi¢des de contorno cinematicas

v(0) =ay,=0



resulta

v ) =1 =1q =
L(0)=v'(0) =152 (0) = 7o, =0
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Impondo-se também a condi¢do decorrente da condigdo mecanica de contornoem & =1

d? 1" 1 d? 1
m W =" =555 D) =5 2a, +6as +12a,) = 0

az = _3a3 - 6054,

e fica-se com

v =a3(83 — 382) + a,(8* — 66%)

Portanto
== [ = (a3 (68 — 6) + @, (1262 — 12)]? £d€ +

— L fy L las (382 — 6) + a4 (483 — 128)]2 ¢d¢

Integrando-se

M= %(uag + 60asa, + 76,8af) — 2’;{, (4,8a35 + 24,4aza, + 31,086a%)

Derivando-se e igualando-se a zero, tem-se

2L = 2 (2405 + 60a,) — = (9,63 +24,4a,) = 0

3

;7“ = % (60as + 153,6a,) — 2%(24,40(3 +62,17) =0
4

Fazendo-se C = P£2/E] e usando-se notagdo matricial tem-se

[6204—_ 294,64% 15%(,)6_—235,}1676] {Zi} - {8}

cuja solucdo ndo trivial existira se o determinante da matriz do primeiro membro for nula, isto é

1,47C* —38,6C + 86,4 =0

Cuja menor raiz é

donde

C =247
Portanto

P2

— =247
EJ

E]
P=247 7

gue é coincidente com a resposta exata.

(2.117)
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2.5.2.1.11 P11G Pilar engastado/livre; forca distribuida; polinémio de 32 grau

ou

A funcdo de aproximacgdo é
V=ay+a;& +a,&% + a3él

Impondo-se as condi¢des de contorno cinematicas

v(0) =ay,=0
v o) = 1% -1
2(0) =v'(0) =32 (0) =3, = 0

i

x/l\i
7Ty
Figura 2.47 — Agao de forga distribuida
Portanto
E

1= ] 0 {,4 (20, + 6a3)? dE — ”f ff QQay€ + 3a382)? £déE £dE

421

=2 (4a2 + 240,05 + 3603 g) L (3 a3

9 o 1)
5 + 12a2a3 o~ + = C a3

EJ 1 1,9
{,—3(2a§ + 6a,a3 + 6a2) —p (Ea§ +3apa3 5 + aa%)

Derivando-se e igualando-se a zero, tem-se

on _ EJ _ (%24 393)
E—[3(4a2+6a3) p(3+10)—0
oIl 3a, 9as _
= 2 6a, +12a5) - p (22 4+22) =0

3
(120a, + 180as) — %(100(2 +9a;) =0

3
(180a, + 360as) — %(%2 +9a3) =0

Fazendo-se C = pf3/E] tem-se
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gue tera raiz real se o determinante da matriz quadrada for nulo, isto é
9C?% — 1440C + 10800 = 0

cujas raizes sdo:
C; =152,11 e C, =789
Portanto

PE _ 789
EJ

donde

E

]
p=789=

gue é valor muito préoximo do valor exato
— EJ
p= 7,83{,—3

2.5.2.1.12 P12G Pilar engastado/livre; forca distribuida; polinémio de 42 grau

A funcdo de aproximacgdo é
— 2 3 4
v=0ag+ &+ a8+ azé” + a,é
Impondo-se apenas as condi¢cdes de contorno essenciais (cinematicas)

v(0) =ay,=0

dv 0 =120 =1y =
2(0) =v'(0) =322 (0) =3, = 0

a expressdo da energia potencial total sera

M=Z["22a, + 6as¢ + 12a,¢2]? £dé — §f01 [P L 20y + 3382 + 4, £3)? £dE £dE

2 J0 ¢4 0 2
Integrando-se resulta

m=_=L

= ﬁ(mg + 12,03 + 16aya, + 12a3 + 36aza, + 28,8a2) +

p(l 2,3 16 9 o 4 16 5
—Slzast-aaz + -+ —as -z +—a
2\372 T 5723 T 39204 T 393 T 734 T g6 A

As derivadas, igualadas a zero, serdo dadas por

on - G2 4 30 B

£_8a2+12a3+16a4 C(Z3+ 5 +15)_0
on o (3az | 18az | 4ay) _
2£_12a2+24a3+36a4 C(S + 30 + 7)_0

151

(2.118)
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220 = 160, +36as + 57,60, — C (22 + 202 4 24) — ¢
day, 1
onde novamente

[3
c =2

EJ

ou, multiplicando-se, respectivamente, as equagdes por (15), (35) e (56) tem-se

120 —10C 180 — 9C 240 — 8C a 0
420 — 21C 840 — 21C 1260 — 20C “0{3} = {O}
896 — 29,8667C 2016 —32C 3225,6 —32CI\a, 0
gue tera raizes ndo triviais se o determinante 3 x 3 for nulo, isto é
6,4004C3 — 5273,71C? + 327937,0C — 2257920 = 0
Cuja menor raiz é
C =7,8723
Portanto
p=787234 (2.119)

gue é um valor ainda mais proximo do exato, ja indicado acima.

Exercicios: Como exercicios podem ser sugeridos todos os casos de pilares abordados
anteriormente e refeitos com a utilizacdo de parametros nodais.

2.5.2.2 — Parametros generalizados e subdivisdo em subdominios com fung¢oes correspondentes

2.5.2.2.1 P13G Pilar apoiado/apoiado; com variagéo de secdo; duas aproximagbes cubicas

independentes.
‘l’P

2L EJ

J || _16E]

"

7

y
Figura 2.48 — Pilar com Variacao de se¢ao

Nesta coluna o produto de inércia do terco inferior do comprimento é 16 vezes o produto de
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inércia do restante da altura.

Como existe uma variacdo brusca da secdo transversal, deve-se prever que o uso de uma
Unica funcdo de aproximacdo para o dominio completo da barra ndo conduza a resultado de boa
qualidade. Deve-se, entdo, utilizar uma aproximacao independente para cada trecho do pilar, por
exemplo de 32 grau.

Sobre os dois polindmios de aproximacgdo serdo impostas as condi¢cdes cinematicas de
contorno, além das condicGes de continuidade de deslocamentos e de rotacdo no ponto de transi¢cdo
entre os dois subdominios e, também, embora ndo obrigatdrias, as condicGes mecanicas cabiveis no
contorno e mais a igualdade de momentos fletores naquele mesmo ponto. Com isto, sobre os 8
parametros incognitos das expressdes originais dos dois polin6mios, serdo impostas 7 condicoes.
Restard, portanto, apenas um parametro livre. Todos os outros pardmetros serdo expressos em
funcdo do parametro livre.

Sejam considerados os subdominios I e II na parte inferior e superior do npilar,
respectivamente. E conveniente utilizar coordenadas homogéneas para expressar as funcdes de
aproximacao, pois isso simplificard o cdlculo preliminar envolvendo as imposi¢cdes de condi¢bes de
contorno e continuidades referidas acima.

Entdo

v = ap + ayx + a,x? + azx®

vy = Bo + Prx + Box? + B3x?

Impondo-se as condi¢des de contorno, continuidade, etc., ja referidas, tem-se
v,(0) =0

v,;'(0) =0

v;(L/3) = vy, (L/3)

16EJv}' (L/3) = EJvjj(L/3)

vy (L) =0

vi(L/3) = vy (L/3)

v (L) =0

As duas primeiras fornecem, imediatamente,
ap=0

a,=0

Reunindo-se todas as restantes sob forma matricial resulta

a
[L/3 13/27 -1 —L/3 —1%/9 —13/27] a? (0
|0 32L 0 0 —2 —2L | Bl ol
| 0 0 1 L L2 L |\By (=
[1 123 0 -1 —2./3 —1%/3||p, I\OJI
0 0 0 0 2 oL 1lp) O
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Tem-se, portanto, cinco equacdes condicionantes sobre os seis parametros. Apenas um deles

serd livre. Escolhendo-se 53 como a incégnita independente tem-se

[or 12 —27 oL -3L%](}) (L}
lo 32 o0 0 —zl'ﬂ3| | 2L |
lo o 1 1 1 |{ °}=1334—L3¥
[9 3 0 -9 —6Jlﬂll | 12 |
oo o o 2 1) 61/
que, resolvida, fornece
JGEN (0,6251%)
| az | -0,125 |
il ot |
|51 | 22512 |
\5,) \—3,00L/

Portanto
v = (0,625L%x — 0,125x°) B3
vy = (—=0,25L3 + 2,25L%x — 3,002 + x3)

Para trabalhar com nuimeros inteiros pode-se multiplicar cada uma dessas expressdes por

(—8) sem influir na resposta final, neste caso.

Entao
v; = (=5L%x + x3) 5
vy = (213 — 181%x + 24Lx? — 8x3)

Compondo-se a expressao da energia potencial total tem-se

1= 2{16 " J 2 (685)2d¢ + [}, EJ & (48L — 48x)?¢dg J+

0
_p{
2

Integrando-se

Jy 2 B3(=517 +3x*)?¢dE + [},

. 3283 (—1817 + 48Lx — 24x*)?dg }

[ = 117,333 2 p% — 18,696296 5 3 -
Derivando-se e igualando-se a zero
EJ
P = 12,55{,—2 (2.120)

que é um valor um pouco acima (13%) do exato

E]
P = 11,1{)—2

A adocdo de dois polindmios de maior grau dara melhoria para a resposta.
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3 PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS
3.1 INTRODUCAO

No ambito da teoria da elasticidade bidimensional estudam-se os casos de estado plano de
tensdes e de estado plano de deformacdes.

O estado plano de tenses pode ocorrer em elementos estruturais chamados de superficie
ou laminares, pois tém pequena espessura em relacdo as demais dimensdes, submetidos a acdes que
obedecam simetria em relacdo ao plano médio e, portanto, tém resultante contida nesse plano
médio. E o caso tipico das chapas (vigas-parede, por exemplo).

Observe-se que as vigas podem ser estudadas como caso particularizado, dentro da campo
das chapas.

Além do estado plano de tensGes, ha também o estado plano de deformacGes, caracteristico
de estruturas alongadas (pequena secdo transversal em relacdo ao comprimento na diregdo
ortogonal a secdo) e submetidas a carregamento constante ao longo do comprimento. Nesse caso, o
gue ocorre em uma sec¢do transversal da estrutura alongada, distante das suas extremidades, sera
suficiente para caracterizar seu comportamento. A diferenga entre o estado plano de tensdo e o
estado plano de deformacgdes reside no relacionamento entre as deformacdes e as tensdées.

Considerando-se que o problema bidimensional seja referido a um plano de coordenadas
cartesianas X, y, as grandezas a determinar sdo:

a) as componentes de deslocamentos

u(x,y) e v(x,y) (3.1)
b) as componentes de deformacdes

g (x,y), &,(x,y) e Yxy(x,y) (3.2)
c) as componentes de tensdes

0x (%, y), 0y(x,y) e Ty, (x,¥) (3.3)

3.1.1 Relacdes entre deslocamentos e deformacoes

Conforme a teoria de primeira ordem (pequenos deslocamentos e pequenas deformacdes),
valem as seguintes relagdes entre as componentes de deslocamento e de deformacgdes:

& =5 (3.4)
& =2 (3.5)
Yoy = 5o+ 5 (3.6)
As componentes de deformacgdao podem ser agrupadas em um vetor transposto
et ={& € Vxy} (3.7)
Correspondentemente, pode-se definir o vetor das tensoes
o' ={0x 0y Txy}

(3.8)

3.1.2 Relacdes entre deformacoes e tensoes

Sabe-se que, para material elastico linear e isotropo, a relagdo entre deformacées e tensdes
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(Lei de Hooke) é dada por

Ex 1 -V 0 Oy
]/xy 0 0 2(1 + V) Txy

onde E é o mddulo de elasticidade longitudinal e v é o coeficiente de Poisson.

3.2 CASO BIDIMENSIONAL DO ESTADO PLANO DE TENSOES — CHAPAS

Da expressao da lei de Hooke pode-se calcular a relagdo inversa, que expressa tensdes em
funcdo das deformacdes, isto é

Oy 1 v O &y
{gy} —_E Jv 1 0 tsy } =D, € (3.10)
0 0

1-v2 1-v

Txy 2 ny

mantendo-se a letra & para designar o vetor das trés deformagdes planas e com Dy, referindo-se
a estado plano de tensdes.

3.3 CASO BIDIMENSIONAL DO ESTADO PLANO DE DEFORMAGOES

Neste estado as seguintes deformacdes tém valores nulos
€2 = Vzx = Vzy = 0. (3.11)

Da Lei de Hooke original (do caso tridimensional) pode-se extrair a relagdo seguinte

Ex 1 1 —v  —v) (%%
Eyt = —{-v 1 —vii{oy (3.12)
&z -V -V 1 Oz

Se &, = 0, decorre que
o, = —v(ax + ay) (3.13)

Substituindo-se nas duas primeiras de (3.12) tem-se

{Sx} i[ 1—-v2 -1+ V)V] {Ux} (3.14)

&) T E -1+v)v 1-v% |l

Entdo a relagdo inversa serd expressa por

R ey VAN [ 1 .19

Sendo também, da ultima das (3.9),

_2(1+4v)
xy = T g Txy

resulta
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E
Txy - 2(1+v) yxy (316)

Reunindo-a com as duas outras da tensdo normal (3.15) tem-se

Oy 1—v v 0 Ex
o\ E | v 1—-v 0 e b
{ij;} (1+v)(1-2v) 0 0 1—22v Vx); Dpag (3.17)

naqual D, indica tratar-se de estado plano de deformagdes.

3.4 ESTADO PLANO DE TENSOES — CHAPAS; METODO DA ENERGIA

Aqui aborda-se a procura de solugdes aproximadas apenas para o caso do estado plano de
tensao.

Neste caso u(x,y) e v(x,y) sdo as componentes do deslocamento de um ponto genérico
da superficie média da chapa, onde se posicionam os eixos de referéncia.

Adota-se o processo dos deslocamentos, quer dizer considera-se essas duas componentes de
deslocamento como incégnitas basicas.

O vetor contendo essas duas componentes é definido como

d= {’;} (3.18)

Uma aproximagao para essas componentes de deslocamento pode ser posta sob a forma:

= (=057 il =oe

Ficando-se restritos ao que ocorre com um subdominio genérico, pode-se escrever a
expressao da energia de deformacdo sob a forma

Uy = % f, otedv = % [, otedA.e (3.19)

onde e designa a espessura que pode, por conveniéncia, ser feita igual a unidade de comprimento;
V indicavolumee A aareado subdominio.
Entdo a energia de deformacao fica expressa por

Uy = % [, €Dpie dA (3.20)

Retomando-se as defini¢bes das componentes de deformacdes especificas, correspondentes
as componentes de tensées ndo nulas, tem-se sob forma matricial

(2 0\

Ex | 0x ; |
s={ey}= @H’;}:Bd (3.21)

Vxy I ] F) |

G )

Excetuado o peso proprio, as forgas externas atuam somente na superficie externa de
geratrizes paralelas ao eixo z, ndo tém componente segundo z e devem ser tais que as
componentes p, e p, tenham sua resultante contida no plano x,y.

Suponha-se que o carregamento externo atue apenas sobre a superficie de um lado m
genérico do subdominio, com componentes p, e p,, por unidade de drea da superficie lateral
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carregada, segundo os eixos globais, reunidas no vetor
Ph = {Px Py} 3.22)

Entdo, designando-se com S, a superficie carregada desse contorno, a contribui¢cdo desse
carregamento, no lado genérico do subdominio, para o potencial das forcas externas sera

Qp =—[f; d'PmdS = —d>t J5, ®pm dS = —dyt [, ®'py.edx (3.23)

onde, conforme anteriormente nomeada, e é a espessura, suposta constante e igual a unidade
(poderia ser pouco variavel) e X é coordenada unidimensional ao longo do contorno da superficie
média da chapa.

Havendo carregamento desse tipo em outros lados do subdominio bastard fazer a
superposicao.

3.4.1 Subdominios triangulares com aproximacio de primeiro grau para u(x,y) e v(x,y)

Seguindo-se o procedimento tantas vezes utilizado anteriormente, adote-se, por exemplo,
aproximagdo para as componentes de deslocamento em um subdominio genérico, suposto
triangular, conforme a Fig. 3.1, cujos vértices sdo designados sequencialmente como i,jek,
percorrendo-se os lados no sentido sinistrorso a partir do n6 i.

Se as aproximagbes para u(x,y) e v(x,y) forem lineares, esse serd o subdominio mais
simples, dentre os que sdo utilizados para a analise de chapas. Ele é chamado de CST (constant strain
triangle). Por ser o mais simples, sera utilizado para detalhar todos os passos para chegar-se as
expressdes das matrizes de rigidez k e de forgas nodais equivalentes f.

N2\

Figura 3.1 — Elemento CST

3.4.1.1 Parametros generalizados

As aproximacoes lineares, dependentes de pardmetros generalizados, sdo reunidas no vetor
1]
2

3.24
X l} (3.24)

As expressdes das aproximacgdes sdao semelhantes para u e v, diferenciando-se apenas
quanto aos parametros generalizados a ou f.
Comentdrio
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Recorda-se, imediatamente, que o emprego de pard@metros generalizados nas expressoes das
fungdes de aproximagdo, exigird a imposicdo de continuidade dos deslocamentos (e derivadas, em
certos casos), ao longo dos lados dos elementos adjacentes. E possivel avaliar o enorme trabalho que
isso acarretaria nos casos prdticos, quando uma quantidade considerdvel de triGngulos constituir a
discretizagdo da chapa a analisar. Para dar ideia sobre isso, imagine-se chapa composta apenas pelos
elementos | e Il da chapa do exemplo do item 3.4.1.2.6 Exemplo de aplica¢éo.

Detalha-se apenas o que seria necessdrio fazer para a componente u. Particularizando-se a
expressdo de u, para os dois subdominios tem-se

w =ab+alx +aly
uy = all +allx + ally

Conforme foi feito nos exemplos V4G e P13G (com pouco trabalho pois sfo casos
unidimensionais), é necessdrio impor a continuidade de u no lado 2 —5 da chapa da Fig. 3.3.
Como a variacdo dessa componente de deslocamento foi admitida linear, pode-se conseguir isso no
lado impondo-se continuidade nos nés 2 e 5.

Portanto

ab +alx, + aby, = all + allx, + ally,

ab + alxs + abys = all + allxs + allys

Do mesmo modo, equagdes semelhantes seriam escritas para a outra componente v,
envolvendo os pardmetros f3.

Para um numero maior de subdominios, como seria o caso de chapas de maiores dimensdes,
haveria numerosas equagbes desse tipo, que expressam dependéncia entre os pardmetros
generalizados. Depois de escrever todas as equagbes necessdrias, seriam escolhidos quais os
pardmetros a considerar como independentes, para prossequir na andlise com a expressdo de Il a
ser derivada em relagdo aos pardmetros independentes, etc. E fdcil perceber que o trabalho algébrico
seria volumoso.

A formulacdo com a utilizagdo de pardGmetros nodais evitard esse trabalho de imposicdo
explicita de continuidades de deslocamentos nos nds, conforme amplamente comentado
anteriormente.

3.4.1.2 Parametros nodais

Retornando-se ao procedimento para converter a expressao original da componente u de
deslocamento para outra equivalente, dependente de parametros nodais, particulariza-se aquela
expressdo de (3.24) paraosnos i, j e k daFig.3.1:

u; = ag +a1x; + ayy;

U = ag + a1x; + azy; (3.253,b,¢)

U = g + a1 X + oy
de onde se pode obter a, , a; e a, em fungdo das coordenadas e dos parametros nodais, neste

Caso U;, Uj € Uy:
O determinante do sistema de equagdes acima, em que as incognitas eleitas sdo os «;, é
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A =x;(y; —yi) + i — yi) + xi(yi — v;) (3.26)
Pode ser mostrado que o valor deste determinante é igual ao dobro da area A do
triangulo.

As incdgnitas terdo as expressoes

_ (gye=xeyuit Coeyi—xiyiduj+ (v j=x jy) ug

Qg A
(Vi—yidui+ Gr—yduj+(yi-yj)uk
a1 ==
A
(o2 j)ug+ (o= )uj+ (o j—x Jug
az ==

A

Desse modo tem-se

u =2 {[Govie = 2y ) + Gy — Xy + (xiyy — 2y ] +

+[(y; — yi)wi + O —ydw; + (v — v )weJx + [(—x) + x )wi + (—x + x)w; + (—x; + %) )wg ]y} (3.27)

ou, rearranjando-se de modo a ter os deslocamentos nodais em evidéncia,

u= %{(a? + wix + my)u; + (@) + wpx +1;y)w; + (af + wex + mey)ui) (3.28)

ou, sob forma mais compacta

U;
u= i{‘/’i ®; (pk}{:jj} = i(pu" (3.29)
k

Na expressdo acima tem-se, por definigdo, que as parcelas do multiplicador de u;, explicitas,

al = XjYk — XkYj
Wi =Y~ Yk (3.304a,b,c)
N = —=Xj + X

e, para os demais, basta fazer-se permutacdo ciclica dos indices i,j e k.
Para a outra componente de deslocamento tem-se, de modo semelhante,

v = {(af + o+ miy)vi+ (af + e+ 0,y + (a + 0+ ney)vid = 5 00"

Entao

=(=5l0 Jo s o2

3.4.1.2.1 Relagbes entre deslocamento e deformagoes

Para as componentes de deformacgao tem-se



(2 o) (2 0)
Ex | ox a| | ox aI .

_ 9 u _ _ o\ 1 ou 1
{gy}_40 6y¥{v}_3d_40 6y¥ﬂ{(pv"}_ﬂ
Vol s 5 1, 5|

el G %)

22 o\
[ox 0
d

B=2110 —‘P¥
24 I ay I

ka_‘l’ %

dy 0x

Portanto

Ex wil; + wju; + Wil
1

tfy}zﬂ v +1v; + N vg

Vxy M + 1 + Mty + 00 + 0jv; + vy

que pode ser escrita sob a forma

(¥
Ex [OF (1)] Wy 0 0 0 Iu] |

u
ify}=i 0 0 0 m n mn {v’lf}zgdg
Yxy Mmoo M W W wg |k J

Definindo-se
w={w w wg}
n={m Nj M}
pode-se escrever
Ex 1 w 0 n
u
=lof-aly aftry-ee
Yxy n w

3.4.1.2.2 Energia de deformacgéo

Retornando-se a expressdo (3.20) da energia de deformacdo do subdominio

U=2[, eDyedA
tem-se

1
U==>d} [, B'DyBd?dA

3.4.1.2.3 Carregamento

161

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36 a,b)

(3.37)

(3.20)

(3.38)
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Para adiantar algum detalhamento, necessario para preparar as deduc¢des com forma
adequada para codificacdo em programa para computador, trata-se agora da substituicido das
funcdes p, e py, que representam as componentes reais das acBes externas conhecidas, por
funcdes de aproximacdao com forma conhecida e definidas em termos de valores nodais daquelas
acdes externas.

Por exemplo, admitindo-se que as forgas externas conhecidas sobre um lado genérico do
subdominio triangular sejam descritas, ou aproximadas, no lado j, k, por polindmio linear, como se
indica na Fig. 3.2, tem-se que (X sobre o lado, com origem em j)

y
pyk Pyk
K /[
Pyj
J px]_
1
X
Figura 3.2 — Lado j-k carregado
pxj
_ (Px\ _ 1—3?/1«0]'1( f/w”jk 0 0 Pyi .
Pm = {py} - { 0 0 1—x/€y x/€p)|Pxe( " PpPm (3.39)
vk

Havendo mais algum lado desse subdominio submetido a forcas externas bastara fazer
superposicao de efeitos.

3.4.1.2.4 Energia potencial total e sua minimizagéo

Substituindo-se todas as expressdes naquela da energia potencial total tem-se

M =-d [, B‘D,BdldA—dy}* Js, '@, Pl dS (3.40)

Calculando-se a primeira variacdo (diferencial total) e igualando-a a zero:

8T = 5d3{[, B'D,Bd} dA— [, ®'®,phdx}=0 (3.41)
e,como 8d™" # 0

fA B'D,.Bd} dA — fs_ @ P, pr dX =0 (3.42)

ou
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kyd? = f (3.43)
onde

ks = [, B'D,B dA (3.44)
e

fm= [, ®'®,ds p} (3.45)

Essas sdo, respectivamente, as matrizes de rigidez e de forcas nodais equivalentes do
subdominio triangular de chapa com um lado m carregado.

3.4.1.2.5 Matrizes de rigidez e de for¢as nodais equivalentes

A expressdo explicita da matriz de rigidez tem a forma abaixo:

(w7 +unf  ww;+ wiwg+  vom+ voni+ v +]
unin; Uning Hw;n; Hw;n; HWM;

wf+un;  wjo+  vom+ vom;+ o vom+

UMMk Hw;nj Hwjn HW1

Wp R VO + VRN + Vogn +

k, = 1 HwMg Hwjmy HwgMk (3.46)

UHE ST TR S

Hw;wj Hwiwg

nF+uw?  onm+

simétrica UWjwy

L. . . . . N2 + pw?l

Para o calculo das forcas nodais equivalentes, supondo-se ainda que o lado carregado seja
j — k, como a integragdo deve ser feita sobre esse lado (S,), particularizam-se as fungdes contidas
em ®°

Resultard

Uy = %{(a;’ + wjx + njy)u]- + (a,(g + wpx + Uky)uk} = i{‘pi Pr} {:2(} (3.47)

Exercicio: Mostrar que de (3.28), (3.29) ¢; = 0 sobre o lado j —k do subdominio e por
esse motivo nao figura na expressdo acima de u,!

Ficara mais facil, porém, escrever a variagdo dos deslocamentos ao longo do lado j — k do
mesmo modo que foi descrita a variacdo do carregamento sobre esse lado.

Quer dizer
(‘i
0 1—-x/¢ /€ 0 0 0 ||
_(u —X/tjk X/tjk {uk}_ ' n
”o—{v}a‘{o 0 0 0 1-%/2 f/ejk}lvil‘q’f—k“ff (3.48)
)
v

k
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Desse modo a expressao substituta para o calculo do vetor de forgas nodais sera

0 0
(i - X/ o | Py
_ (tj-k f/'gjk 0 L l_f/'gjk f/'fjk 0 0 pyj _
fm=l"" o o (1l o 0 1-i/ty 7/ P (3.49)
| o 1— %/ | Pyk
L o T/t
Efetuando-se os produtos e integrando-se, resulta:
0 pui
prj + pxk pu]-
+2p p
_ Yk px} xk _ )T
fmn = 0 D, (3.50)
ZPYI + pyk pvj
Pyj + 2pyk Py,
Se fosse o caso de forga externa uniforme sobre o lado j — k:
Px; = Px;, = Px
Py; = Py, = Py
e, portanto:
(0
| px |
. |P
f =2 4 0 é (3.51)
| |
1Py
2y

isto é, cada no recebe metade da resultante externa sobre o lado. Observe-se que isto é correto
apenas porque tanto o deslocamento quanto o carregamento tém variacgdo linear ao longo do lado!

Entdo, todas as deduc¢des estdao completas para poder aplicar os resultados ao caso de um
exemplo.

3.4.1.2.6 Exemplo de aplicagéo:

O exemplo corresponde a uma chapa auto-equilibrada de 40cm x 40cm e espessura e =
0,1cm. Dela, por conta das simetrias existentes, considera-se apenas o quadrante inferior-direito
discretizado em 8 subdominios triangulares, conforme a Fig. 3.3.

A chapatem o nd 7 fixo, os nds 8 e 9 mdveis segundo x e os nds 4 e 1 méveis segundo 7y,
respectivamente, para respeitar as simetrias da chapa completa. O carregamento é com forca
distribuida p = 2.000kgf /cm?, uniforme para baixo sobre a area lateral do contorno inferior.
Conforme poderd ser verificado com deducgGes anteriores, para forcas nodais equivalentes, esse
carregamento corresponde a ter forgas para baixo, respectivamente, de —1.000 kgf nosnds 1 e
3 ede —2.000 kgf em 2. 0 médulo de elasticidade é E = 2 x 10° kgf/cm? e o coeficiente de
Poissoné v = 0,1.

Na figura os algarismos romanos dentro de retangulos identificam os subdominios
triangulares (I a V1II) e os algarismos arabicos adjacentes aos vértices designam nimeros globais dos
9 nos.
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Y
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7 8 9
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Q
=
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p=2.000 kgf/cm?
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10cm { 10cm
f #

Figura 3.3 — Chapa com estado uniforme de tensao

a) Montagem da matriz de rigidez da estrutura

Para montar a matriz de rigidez da estrutura é necessario estabelecer a correspondéncia
entre a sequéncia de numeracdo local — (i, j, k) dos nés de cada subdominio - e a numeragao global
dos nds da estrutura. Isto significa definir qual a posicdo que cada subdominio ocupara na estrutura.

A Tab. 3.1 resume essa correspondéncia local/global para os 8 elementos.

Tabela 3.1
Subdominio NS i N
1 1

=
=~

IV ULl~oU|luv O

OOt |ULT|W|IN|O.

IV [WN
vuiununnihbhiwi~L N

Assim como essas informacBes definem a posicdo que cada subdominio ocupard na
estrutura, também indicardo as posi¢cGes dos coeficientes de cada matriz de rigidez e de forgas
nodais dos subdominios nas correspondentes matrizes da estrutura completa. Idem para formar o
vetor de forcas, quando se tiver lados carregados. Quando os carregamentos forem aplicados
diretamente aos nds a montagem do vetor de forcas da estrutura sera feita diretamente.

Preliminarmente, para que a matriz de rigidez da estrutura tenha largura de banda menor, o
que redunda em menor trabalho computacional, é necessario que o par de parametros U; e V; do
no genérico i da estrutura esteja em posicGes adjacentes no vetor de todos os parametros nodais.
Quer dizer, enquanto ao nivel do subdominio a ordenacdo dos parametros nodais é

dvt ={u; W u V; V; U} (3.52)

para a estrutura é conveniente utilizar o vetor de parametros nodais seguinte:
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p*={pf p{ . . Di .} (3.53)
onde
D; ={U; V3} (3.54)

e U;,V; sdoas componentes do deslocamento doné i da estrutura, segundo eixos globais X,Y.
Aplica-se, entdo a seguir, os resultados para a solucdao do problema proposto da chapa
retangular.
Para efeito de demonstracdo didatica, adota-se o procedimento explicativo ja utilizado no

caso do exemplo V13N.

Suponha que cada matriz de rigidez k, de cada subdominio triangular, seja expandida,
passando-se da ordem local (6 x 6) para a ordem (18 x 18) da matriz de rigidez K da estrutura.

Contribuicdo do subdominio [

Entdo, de maneira simbdlica, a matriz (3.46), particularizada para o subdominio I, contribui
nas posicdes correspondentes aos nés 1,2 e 5, indicadas por I no “gabarito” da matriz de rigidez da
estrutura, mostrada abaixo com as suas 18 colunas e 14 das suas 18 linhas. As posi¢cdes nao
preenchidas com [ terdo valores iniciais nulos, por ser este o primeiro subdominio a contribuir

para K. Apenas para facilitar a visualizagdo, valores nulos estao substituidos pelo sinal “ponto”.
I I 11 I 1
I 1 11 I 1
I 1 11 I 1
I 1 I 1 I 1
(3.55)
I 1 11 I 1
I 1 I 1 I 1

Outra contribuicdo para K, agora da matriz de rigidez expandida do subdominio IV
aparece a seguir, que tem os nds 3, 6 e 5. As posicdes em K onde ha contribuicdo deste subdominio
estdo indicadas com [V.

rl 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18]
2

3

5 . . . wvwv . . Vv IV IV IV

6 ww . . 1w v 1w iIv

7

8 . . . . . . . . . (3.56)
9 . . . 1w v . . IvlI IvI Iv IV

0 . . . v w . . VI vl v IV

1t . . . wvwv . . v IV IV IV

1z . . . v v . . v IV IV IV

13

Os algarismos arabicos ndo correspondem a contribuicdes de outros subdominios para K.
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Estdo em posi¢cdes ocupadas por valores nulos na matriz de rigidez expandida do subdominio IV.
Apenas servem como orientacao para localizacao de linhas e colunas.

Também ndo estdo mostrados outros valores anteriores dos coeficientes da matriz de
rigidez, relativos a subdominios ja contribuintes para K.

Note-se que os subdominios I e IV tém o nd 5 em comum. Portanto haverd soma das
contribui¢cdes nas posicdes 9,9; 9,10; 10,9 e 10,10 da matriz K de rigidez da estrutura. Estes
elementos de K, onde ocorrerdao essas superposi¢oes, estdao destacados com IVI em negrito. Com
idéntico procedimento, as contribui¢cdes dos outros 6 subdominios serdo acrescentadas a matriz K
de rigidez da estrutura. De forma semelhante monta-se a matriz F"* de forcas nodais da estrutura, a
partir das matrizes de forcas nodais de cada lado carregado.

Ficara entdo completo o sistema de equacgdes

KD™ = F" (3.57)
Sobre ele devem ser impostas as condi¢des de contorno, neste caso descritas por:
U1=U4=U7=V7=V8=V9=0 (358)

b) Solucdo do problema

Resolve-se o problema com programa de computador especifico, que processara desde a
formacdo das matrizes dos subdominios, a formacdo das matrizes de rigidez K, F™, imposicdes das
condicOes de contorno, obtendo-se os resultados dos deslocamentos nodais.

Deslocamentos (cm)

U, = U, = U, = +0,000
U, = Us = Ug = —0,001
Us = Ug = Uy = —0,002

(3.59)
V, = Vg = Vo = 40,000
V, = Vs =V, =—0,010
V, =V, =V, = —0,020

Como curiosidade, menciona-se que, embora nao se trate de uma “barra” com solicitacdo
axial, a uniformidade da secdo transversal, a vinculacdo e o carregamento, permitem obter o
alongamento AL, da chapa, na diregdoy, com o célculo

__ NL _ 2000 x 20 x 20
Y T EAT 2x106x1x20

AL =0,02cm (3.60)
que coincide com os médulos dos deslocamentos V3, V,, V3.

Com a solugdo como problema bidimensional obtiveram-se também os encurtamentos U
na dire¢do x, ditados pelo coeficiente de Poisson v = 0,1.

c) Calculo das deformacdes e tensdes

Conforme ja assinalado, a partir dos deslocamentos, o programa de computador calculara
deformacgdes especificas, tensées, etc. Aqui, como se trata de problema relativamente simples, faz-se
a apresentacdo explicita e manual dos calculos, para fins didaticos.

Para o calculo das deformagdes utilizam-se as expressées (3.34) e (3.30 a,b,c), repetidas

abaixo
Ex wil; + wju; + Wil
{sy}zi NV +nv; + N vk (3.34)
Vxy M + N + Mty + 00 + 0jv; + vy
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Wi =Yj— Yk
(3.30a,b,c)
ni=—%+xg
Para sistematizar prepara-se a Tab. 3.2
Tabela 3.2
Subdominio | Nés | x y W n u v & 2A €y. 24 | Vxy 24
1 1 0 0 -10 0 0,000 -0,020 | -0,01 0,1 0,0
2 10 0 10 -10 -0,001 -0,020
5 10 | 10 0 10 -0,001 -0,010
i 2 10 0 -10 -10 -0,001 -0,020 | -0,01 0,1 0,0
3 20 0 10 0 -0,002 -0,020
5 10 | 10 0 10 -0,001 -0,010
1l 1 0 0 0 -10 0,000 -0,020 | -0,01 0,1 0,0
5 10 | 10 10 0 -0,001 -0,010
4 0 10 -10 10 0,000 -0,010
v 3 20 0 0 -10 -0,002 -0,020 | -0,01 0,1 0,0
6 20 | 10 10 10 -0,002 -0,010
5 10 | 10 -10 0 -0,001 -0,010
%4 4 0 10 -10 -10 0,000 -0,010 | -0,01 0,1 0,0
5 10 | 10 10 0 -0,001 -0,010
7 0 20 0 10 0,000 0,000
VI 5 10 | 10 -10 0 -0,001 -0,010 | -0,01 0,1 0,0
6 20 | 10 10 -10 -0,002 -0,010
9 20 | 20 0 10 -0,002 0,000
VIl 5 10 | 10 0 -10 -0,001 -0,010 | -0,01 0,1 0,0
8 10 | 20 10 10 -0,001 0,000
7 0 20 -10 0 0,000 0,000
VI 5 10 | 10 0 -10 -0,001 -0,010 | -0,01 0,1 0,0
9 20 | 20 10 0 -0,002 0,000
8 10 | 20 -10 10 -0,001 0,000

Em decorréncia da variacdo linear admitida para as componentes dos deslocamentos, as
deformacdes especificas serdo constantes nos subdominios!
A seguir calculam-se as tensGes nos subdominios, com

Oy 1 v 0 Ex 1 v 0 Ex
{Gy}: £ v 1 0 {gy}=2x106 v 1 0 igy} (361)
0 0 0 0

1-v2 1-v
Txy ny ny

2

Dada a uniformidade da deformacao, os valores abaixo ocorrerdo em todos os subdominios:

6
2(’)‘;3 (~0,01+0,1 x 0,1) 00
., = 2 =
x (2 x 50) ’
6
2(’)‘;3 {0,1 x (~0,01)+0,1} 5
oy = — = 2000 kgfcm

(2x50)

Txy =0
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gue correspondem a resposta exata para o problema. Isto ocorreu porque o exemplo considerado
apresenta campos de tensdes constantes em face da solicitacao e vinculagdo apresentadas.

Desse modo, as deformagdes também sdo constantes em cada subdominio. Em caso
genérico, cada subdominio teria deformagbes &y, &, e Yx,. Por esse motivo, em um né onde
concorressem os vértices de m subdominios triangulares haveria m valores diferentes para
aquelas deformacdes. Para ter algo representativo, um valor médio poderia ser calculado para cada
uma das trés componentes nesse nd. Outra alternativa poderia ser a consideracdo de valores
daquelas deformacgGes nos centroides dos subdominios.

Conforme o leitor interessado poderd constatar, em textos especializados sobre o método
dos elementos finitos, podem ser utilizados subdominios com fun¢Ges de aproximacdo de ordem
mais elevada que permita adotar, além dos valores dos deslocamentos nodais, valores das derivadas
parciais das componentes de deslocamento nesses nés. Nesses casos, os valores das deformacdes
nodais seriam obtidos diretamente e com valores Unicos.

Observacdo: O exemplo apresentado utilizou sistemas de coordenadas locais (nos
subdominios) e globais com eixos de direcGes e sentidos coincidentes. Caso isto ndo ocorresse
deveriam ser consideradas as adequadas transformacbes durante as dedugbes e as aplicacoes.
Detalhes sobre isto podem ser encontrados em varios textos sobre o método dos elementos finitos,
por exemplo em Rao, S.S., 1989.

3.4.2 Subdominios triangulares com aproximacdo de grau superior

Em casos de chapas com geometria e carregamentos menos regulares sera necessario
fazer-se uma discretizacdo em muitos subdominios para obter tensGes bem aproximadas.

Outra alternativa, preferivel, sera utilizar subdominios com fung¢bes de aproximacdo de grau
superior.

A seguir indica-se a figura de subdominio com 6 nds (3 nos vértices e 3 nos centros dos
lados). Este subdominio é rotulado com a sigla LST (Linear Strain Triangle).

Para aproximar as componentes de deslocamento sdo utilizadas fun¢des de segundo grau

U=ay+ a;x + ayy + azx? + a,xy + agy?

(3.62)
v = Bo + P1x + Boy + B3x? + Baxy + Psy?

y

Figura 3.4 — Elemento LST

Analogamente ao que foi feito para o subdominio com aproximacées lineares pode-se definir
o vetor de parametros nodais

dit ={u; u; uz Uy Us Ug Vi V; V3 V4 Vs Vg} (3.63)
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e, com as expressdes (3.62), particularizadas para os 6 nés do subdominio, determinar os «;, f;
em func¢do dos u;, v;. Substituindo-os em (3.62), ter-se-a as expressdes de u,v dependentes de
parametros nodais. Seguindo-se o procedimento adotado para o subdominio triangular com
aproximacoes lineares, chega-se as matrizes kg e f,, dosubdominio LST.

3.4.3 Subdominios poligonais (quadrangulos, etc.)

Também é possivel utilizar subdominios com outras formas geométricas tais como
retangulos, paralelogramos, quadrangulos, etc. com as fungdes de aproximacdo correspondentes.

Sobre isto também fica a sugestdo de consulta a textos especificos para os leitores
interessados.

3.5 FLEXAO DE PLACAS
3.5.1 Introducao

Os elementos estruturais tratados em 3.4 - chamados de superficie ou laminares, pois tém
pequena espessura em relagdo as demais dimensdes e sdo simétricos em relacdo a um plano médio -
também podem desempenhar a fun¢do de placas, quando submetidos a acGes ortogonais ao seu
plano médio. A espessura pode ser constante ou pouco varidvel. A laje é um caso particular de placa,
constituida de material litéide e cujo plano médio é horizontal.

A consideracdo de certas hipdteses, mencionadas no item seguinte, permite definir um
modelo cinemdtico simples para descricdo do comportamento das placas. Chega-se a algo
semelhante ao que ja se utilizou para as vigas, bastando, no caso das placas, determinar a fungdo
w(x,y) que expressara o estado de deslocamentos transversais, na dire¢do z, dos pontos do plano
médio admitido coincidente com o plano coordenado x,y.

Ao tratar o problema das placas, com um método numérico baseado na discretizacdo da
estrutura em subdominios, serd admitido, como feito anteriormente, que as hipdteses vélidas para a
estrutura também valham para o subdominio. Desse modo, a placa representada pelo seu modelo,
reduzido ao problema bidimensional do seu plano médio, serd dividida em partes formadas por
poligonos planos adequados, que permitam considerar particularidades do interior da placa ou do
seu contorno (onde deslocamentos forem conhecidos). As formas de poligonos mais comumente
empregadas sdo a triangular e a quadrangular (retangulo em particular).

3.5.2 Hipdteses

Somente serdao considerados os casos de placas delgadas que estejam obedientes ao seguinte
conjunto de hipdteses:

a) o material é elastico e segue a lei de Hooke;

b) aespessura d é pequena;

c) asrotacGes das se¢des transversais e os deslocamentos transversais sdo pequenos;

d) as componentes dos deslocamentos contidos no plano médio sdo despreziveis;

e) qualquer reta ortogonal ao plano médio mantém-se reta e ortogonal a superficie média;
f) astensbes g, sdo despreziveis.

A teoria correspondente a esse conjunto de hipdteses é usualmente conhecida como a das
placas delgadas de Kirchhoff.

Pode-se ainda admitir, para o caso correspondente, que o material seja homogéneo e isétropo.
Nesse caso tem-se a teoria das placas isétropas. Em caso mais geral tem-se a teoria das placas
ortotropas.
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3.5.3 Esforcos solicitantes

Para as placas (assim como para outros elementos de superficie) é necessario definir
esforgos solicitantes por unidade de comprimento. Por exemplo, para o momento fletor, que em
uma placa de concreto armado exigisse armadura correspondente na direcdo x, ter-se-ia, na secao
transversal ortogonal ao eixo x:

my = f_dﬁz oy.1.zdz (3.64)

onde a forca elementar o, (1) dz, correspondente a uma érea de superficie elementar de largura
unitdria na dire¢do y, trabalha com o braco z para produzir momento elementar o,.1.zdz em
relacdo ao eixo neutro situado na interse¢do do plano médio com o plano da sec¢ao transversal.
Os outros esforcos serdao definidos, de modo semelhante, por unidade de comprimento e
todos estdo mostrados na Fig. 3.5.
’
Myx

dq
qX+6_XX dx

=
Z
\ 5
~3
(e}
5
o 2
3
Q)QJ
P
<
&
=
X

y
8 q +6_qy_dy
Y oy
a) z b)

Figura 3.5 — Esforgos solicitantes

3.5.4 Energia potencial total; esquema geral para o processo dos deslocamentos

A energia de deformacdo de cada subdominio s é avaliada pela expressao ja apresentada
anteriormente

Us = [, UpdV (3.65)

com V indicando, como anteriormente, tratar-se do volume do subdominio.
Sabe-se que

Uy = %ats (3.66)
ot ={0x 0y 0z Txy Ty; Tz} e e ={& & & ]/xy ]/yz YV} (3.67a,b)

3.5.4.1 Estado de tensdoes em ponto genérico da placa

No caso das placas delgadas, com as hipoéteses ja feitas, resulta que:
0,=0 e V¥, =Vun=0 (3.68)

E isto é valido para qualquer “lamina” a uma distancia y do plano médio e a ele paralela.
Entdo, com uso da lei de Hooke resulta
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Ty, =Tz =0 (3.69)

Portanto, para a citada lamina a situagdo é analoga a de um estado plano de tensdes.

Restam, entdo, dy,0, € Ty, como tensbes ndo nulas e &, €, € Yy, como deformagbes
correspondentes, cujos produtos contribuirdo para U,. Isso significa que em cada cota z pode-se
considerar uma parte dx dy da lamina, (com altura dz), paralela ao plano médio, submetida a
estado plano de tensoes.

Mantendo-se ainda a nomenclatura que toma & e @ como representantes dos vetores que
conterdo apenas as componentes ndo nulas de deformacgdes e tensdes, fica-se com

g={0& & Vy} ot ={0x Oy Ty} (3.70)

Com base na lei de Hooke, tem-se

Oy i 1 v O &y
oyl = — v 1 1(_)v &y (3.71)
Txy 0 0 — Vxy

ou

Mantendo-se nomenclatura anterior, pela teoria de pequenas deformacgdes aqui admitida,
tem-se que:

du OJv Jdu av
t ) = - = -
#={ & 5t (3.73)
3.5.4.2 Modelo cinematico admitido para os deslocamentos da placa
Diante das hipdteses acima enumeradas é plausivel que o campo de deslocamentos, que
pode se instalar na placa, seguirad a hipdtese cinematica analoga a que se admitiu para o estudo da

flexdo de vigas.
Entdo, no problema bidimensional, ter-se-a:

ow ow
U=-z— v= —25 (3.74 a,b)
de onde resulta
92w 9%w 02w
t___)yjgw ow — t
&= {6x2 dy> 6x6y} 2 (3.75)

onde x é o vetor das curvaturas em um ponto genérico da superficie média.

3.5.4.3 Energia de deformagdo

Substituindo na expressdo da energia de deformacdo do subdominio (3.65), tem-se,
considerando-se a integracdo iterada na espessura e na area da superficie,

Ug=1], { f, =2 Dpy(~2) dz} dA (3.76)

Tendo-se em vista que para um ponto genérico x,y,z ndo ocorrem varia¢des das entidades
ao longo do eixo z, pode-se integrar segundo essa direcao e obter-se
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d
) d

Us = EfA {fé z? dz} #t Dy ndA (3.77)
2

Fazendo-se calculo intermediario

@ 5
[2, z%dz = 5 (3.78)

2

e incorporando-se esse escalar como multiplicador da matriz D,,; de constantes elasticas em (3.71),
(3.72), isto é, definindo-se

1 v 0 1 v O
Ed?
Dy=——<v 1 03_pstv 1 0 (3.79)
12(1-v?) 0 0 1v 0 0 1v
2 2
tem-se
U, =§ [, #' D, ndA (3.80)

3.5.4.4 Potencial de carregamento externo

O potencial das forgas externas, quando distribuidas e designadas por p(x,y), serd, por
definicao:

Qs =~ [, wip(x,y)dA (3.81)

3.5.4.5 Energia potencial total

Portanto a energia potencial total do subdominio fica sob a forma
1
n=uUu+Q= ng n" Dy wdA— [, wip(x,y)dA (3.82)

3.5.4.6 Principio da minima energia potencial total
3.5.4.6.1 Solugdo analitica

O principio da minima energia potencial total estabelece que: “se a estrutura estd em
equilibrio estavel a primeira variacdo de I1 serd nula,istoé SI1=0 (e §%I1 = 0)".

Conforme ja mencionado em capitulo anterior, a aplicacdo desse principio, por meio
analitico, requereria conhecimentos de Célculo Variacional.

No caso obediente as hipdteses acima enumeradas em 3.5.3, o resultado a obter,
impondo-se 811 = 0, sera representado pela conhecida equacdo diferencial que rege o problema,
conforme pode ser visto, por exemplo, em Timoshenko e Woinowski-Krieger (1964)

o*w o*w o*w P

i T 2aayr Y oy = (3.83)

e mais equacbes relativas a condicées de contorno. Analogamente ao que ja se comentou
anteriormente, essa equacdo também pode ser deduzida pela via classica da abordagem local.

Na equagdo (3.83) o escalar D;, representa a rigidez da placa, conforme (3.79).

Pode ser mostrado que a solucdo analitica do problema corresponde a valor minimo para II.
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3.5.4.6.2 Solugbes aproximadas com subdominios retangulares

Aborda-se a apresentacao seguinte, com:
a) a apresentacdo do detalhamento da aplicacdo do método da energia potencial total ao
subdominio retangular mais simples, que tem 12 parametros nodais e
b) aplicagdo desse elemento ao caso de uma placa quadrada, para os casos de vinculacdo
correspondentes a apoio simples em todo o contorno, engastamento perfeito em todo o contorno
ou apoios somente nos cantos, com carregamentos constituidos por forga uniforme em toda a placa
ou forga concentrada no centro da placa.

a) Detalhamento do emprego do elemento retangular com 12 parametros nodais

Assim como nos casos de elementos estruturais unidimensionais, o objeto de interesse, aqui,
ndo é a obtencdo da equacdo diferencial, uma vez que para ela, na maioria dos casos, ndo se tera
solucdo analitica exata.

Ent3o, volta ao foco a necessidade de obtencdo de solucdes aproximadas. E nesta etapa,
entdo, que entra em jogo o esquema do método da energia (ou método dos elementos finitos).

De modo andlogo ao que se emprega no método de Rayleigh-Ritz, porém adotando-se
fungbes de aproximagdo no subdominio (elemento finito), para a incdgnita béasica w(x,y), forma-se
a expressao aproximada da energia potencial total para cada subdominio.

Assim como anteriormente, a fun¢do de aproximagdo estara expressa em termos de
parametros incdgnitos (generalizados ou nodais). Tendo-se em vista que II serd formado com
derivadas segundas de w(x,y) em U e com o préprio w(x,y) em Qg, trabalhando com o
carregamento das forcas transversais, conclui-se que Il se tornara fun¢do desses parametros
incognitos. Essa conclusdo é aplicdvel tantoa [l quantoa II pois

Mm=YI, (3.84)

Ficando restritos ao caso de um subdominio, esses parametros incognitos podem ser os
parametros nodais finais, aqui designados como w™.

O subdominio retangular é bastante simples para poder ser utilizado na tarefa de descrever
os passos da aplicacdo do método da energia ao problema das placas.

E claro que somente valores w; nos 4 vértices ndo poderiam ser utilizados para, juntamente
com fungdes de aproximacdo correspondentes, constituir uma aproximacdo para o subdominio
porque, se assim fosse a variagdo de w(x,y), ela seria apenas linear e as derivadas segundas todas
nulas! Essa funcdo de aproximagdo ndo permitiria ocorréncia de energia de deformacdo
correspondente.

Desse modo, além dos w;, outros parametros nodais devem ser acrescidos. As derivadas de
w(x,y) sdo candidatas. Se em um né for escolhida a derivada de w em relagdo a x, para ndo
introduzir preferéncias, a derivada em relagdo a y também devera ser adotada. Com isto, tendo-se
4 nés, o numero total de parametros nodais sera 12.

Considerando-se os mondémios em x,y de grau crescente, que sequencialmente figuram
em um polindmio de grau 4, e mais um mondmio de grau 6, fica-se com a situagdo abaixo

1
X y
x? xy y?
x3 x?y xy? y3 (3.85)
o X3y x2y2 xy? y*
x3y3

Até o terceiro grau completo tem-se 10 mondmios. Faltam dois para ter o numero
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necessario, correspondente aos 12 pardmetros. Para manter simetria geométrica, tem-se trés
escolhas possiveis dentre pares de mondmios de grau superior ao terceiro: (x* e y*),
(x3y e xy3) ou (x%y? e x3y3).

Adota-se, para o que segue, a segunda dupla (x3y e xy3).

Tem-se, entdo, como ponto de partida, com pardmetros generalizados:

w =@ y)a (3.86)
onde
o', y)={1 x y x* . . xy® xy’leat={a, ay as . . . a3} (3.87 a,b)
Conforme comentado anteriormente, para melhor sistematizar o procedimento, visando a

necessaria codificacdo em computador, é necessario passar-se para uso de pardmetros nodais que,
neste caso podem ser, diante do que foi analisado,

Wntz{Wl gxl Hyl %] sz 9y2 « e 93/4} (388)

onde

F) F)
w; = w(x;, ;) Oxi = % (xi,¥i) 0y = —% (xi,¥i) (3.89 a,b,c)

A particularizagdo de (3.86) para a formacdo do vetor de parametros nodais dara
w' = Ga (3.90)

de onde pode ser obtido

a=G6'w" (3.91)
e, portanto
w = @(x,y)G tw" = Gw" (3.92)

A partir dai, a formulacdo tantas vezes empregada nesta publicacdo pode ser aplicada para
obter, com o principio da minima energia potencial, o relacionamento entre forgas nodais e
deslocamentos nodais, por meio da matriz de rigidez, isto é:

kd" = f (3.93)

Ocorre, como é facil observar-se, que a matriz G e sua inversa dependem das coordenadas
dos vértices do retangulo. Entdo cada subdominio diferente exigiria o calculo da inversa de G,
onerando o processamento.

Entdo, assim como foi feito em casos anteriores, pode-se passar a usar parametros nodais e
coordenadas homogéneas no plano do subdominio, conforme a Fig. 3.6 e explicaces subsequentes.

Retome-se a expressdo (3.86), agora com os mondmios descritos por coordenadas
homogéneas definidas por

o Xk p = 2% (3.94a,b)
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X
1 5> 2
v i
9111 C E
Vy N b
4
a qL a 3
X-X¢ y-Ye

Figura 3.6 - Elemento retangular

onde x. e Y. sdocoordenadas do centréide do retangulo.

Tem-se, entao

w(én) =@ na (3.86)

Defina-se o vetor de parametros nodais iniciais relativos as coordenadas homogéneas

wht = {Wl 951 9,71 Wy 952 9,72 - 9,74} (3.95)

Agora, ao particularizar-se a expressdo (3.86) para formar w", as dimensdes dos lados do
subdominio retangular ndo estardo presentes, pois as coordenadas sdo adimensionais.

Tem-se, portanto

w' =Ga (3.96)
o que significa que a matriz G é numérica (n3o literal), pois as coordenadas homogéneas variam
entre os limites [—1,1].

Entdo, apenas uma vez devera ser invertida, para obter-se

a=G61w" (3.97)
portanto

w=Emnetw"

Pretendendo-se passar a usar parametros nodais finais relativos a x,y

wht = {Wl le Hyl Wy sz Gyz e 93/4} (3.98)
observe-se que

F) F) 2 _
Oxi = % (xp, ) = %(fi.m)ﬁ =b716;, (3.99)

-9 -0 5} -
i = ——(x,y) = a—fw(&-,m)ﬁ =a'o, (3.100)

o ax
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Pode-se, entdo, escrever o relacionamento entre os parametros nodais iniciais e finais
mediante uso de uma matriz diagonal [ |, isto é

wt'=[1 b a1l b a1l b a 1 b alw" (3.101)
ou

w' =Zw" (3.102)
onde Z é a matriz diagonal presente em (3.101), de ordem 12 x 12, neste caso.
Entdo

w(€,n) = @& NG 1 Zw" = pw" (3.103)

Essa expressdo conterd uma combinagdo linear das funcdes de @(&,n), afetadas pelas
dimensGes a e b, de um subdominio genérico, que levam em conta a geometria.

Fazendo-se as operagdes, resultam as doze fungdes contidas em ¢ apresentadas a seguir
em (3.104)

$1=—(-1+O1+mM(=2++ & +n+1%)/8
¢2 = —b(§ — D — D*(n +1)/8

$3 = a(=1+&>*A+8)(=1+n)/8

e =1 +H1+M(-2-§+ 5 +n+n?)/8

¢s = b1 +E)(=1+m*(1+1n)/8

bo = a(=1+ (1 + (-1 +1)/8

7 =-A+HA+mM(2-§+&—n+n?)/8 (3.104)
¢s =b(1+O(=1+n(1+n)?/8

$o = —a(=1+&)(1 + (1 +1n)/8
b10=(-1+OA+mM(-2+5+*—n+n?)/8
¢11 = =b(=1+§)(=1+mA +m?/8

P12 =—a(=1+8*(1+&(A+n)/8

Com estas func¢des de forma associadas aos parametros nodais w™ pode-se formar o vetor
de curvaturas »# e, com o tipo de carregamento atuante, calcular o potencial das forcas externas.

Com isso, a energia potencial total pode ser formada, assim como sua primeira variagdo.

Seguindo-se 0s passos usuais de imposicdo do minimo para a energia potencial total,
chega-se a expressdo do relacionamento entre os deslocamentos nodais e as forgas nodais
equivalentes, por meio da matriz de rigidez do subdominio.
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A seguir, apresenta-se apenas a expressao do vetor de forgcas nodais equivalentes ao caso de
carregamento uniforme p = p(&,7n) sobre todo o subdominio. Neste caso, com for¢a externa
constante sobre o subdominio, o calculo do potencial das forcas externas exigira apenas a integracdo
iterada de cada uma das fun¢des de forma na area do subdominio, o que pode ser feito com
facilidade.

Tem-se, entdo, o transposto do vetor de forgas

=223 b -a 3b a3 -b a3 —b —a (3.105)

b) Aplicacdo a placa quadrada

Para ilustrar a aplicacdo do elemento finito retangular deste capitulo, serd considerado o
caso de placa quadrada, de vdo L, sob a acdo de forca uniformemente distribuida em todo o
dominio e sob forca concentrada no centro. A placa poderad estar simplesmente apoiada, ou
engastada em todo o contorno, ou apoiada em quatro colunas de canto.

Para o caso da rede mais simples, com 2 x 2 subdominios quadrados, o cédlculo poderia ser
feito manualmente com pouco trabalho, langcando-se mao de consideracdes de dupla simetria. Assim
fazendo-se, haveria apenas um subdominio a considerar. No sistema de equag¢des correspondentes,
com a imposicdo de condi¢Ges de contorno e decorrentes da simetria restariam poucas incognitas
livres. Esse calculo manual pode ser sugerido como exercicio para leitor interessado.

Todavia, para as redes subsequentes esse trabalho manual seria mais trabalhoso. Foi entado
empregado programa de computador especifico para a solugdo numérica, cujos resultados estdo nas
tabelas seguintes, para dois casos de carregamento (uniforme em toda a placa e com forca
concentrada central) e trés vinculagdes diferentes acima definidas.

Tabela 3.2
Placa quadrada totalmente subdividida
carregamento uniforme (v = 0,3)

Rede nos Simplesmente apoiada Engastada
CWS Cms CWE Cme

2x2 9 0,0050632 0,066018 0,0014796 0,046165
4x4 25 0,0043282 0,052169 0,0014033 0,027783

8x8 81 0,0040169 0,048040 0,0013039 0,024048
16x16 289 0,0040507 0,047912 0,0012752 0,023187

Timoshenko 0,004062 0,04789 0,00126 0,0231
(Cws ou Cwe)qL4 2
Wimax = D Minax = (Cms ou Cme)qL
b
Tabela 3.3
Placa quadrada totalmente subdividida
Forca concentrada no centro (v = 0,3)
Rede nos Simplesmente apoiada Engastada
CWS Cms CWE Cme

2x2 9 0,0137841 0,2282356 0,0059186 0,1846591

4x4 25 0,0123272 0,2954842 0,0061344 0,2439642

8x8 81 0,0116106 0,3647076 0,0058026 0,3131995
16x16 289 0,0116155 0,4375156 0,0056721 0,3843569

Timoshenko 0,01160 - 0,00560 -

_ (Cws ou Cwe)PLZ
Wimax = D*
b

Minax = (Cms ou Cme)P
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Tabela 3.4
Placa quadrada totalmente subdividida
carregamento uniforme (v = 0,3)
Apoiada nos cantos

Rede nos Meio do lado Centro da placa
Cwi CmL Cwc Cmc
2x2 9 0,0145342 0,1741479 0,0217898 0,1175188
ax4 25 0,0167704 0,1530460 0,0242957 0,1155326
8x8 81 0,0174881 0,1510348 0,0251778 0,1126989
16x16 289 0,0176813 0,1505938 0,0254214 0,1119565
Timoshenko 0,0170 0,14049 0,0249 0,1090

_ (CWL ou ch)qL4

Wimax = Dr Minax = (Cms ou Cme)qLZ
b
Tabela 3.5
Placa quadrada totalmente subdividida
Forca concentrada no centro (v = 0,3)
Apoiada nos cantos

Rede nos Meio do Lado Centro da placa
Cwi CmL Cwc Cmc
2x2 9 0,0182148 0,2096379 0,0347041 0,2903620
ax4 25 0,0214593 0,1986987 0,0378162 0,3762874
8x8 81 0,0225340 0,2023024 0,0388261 0,4483472
16x16 289 0,0228167 0,2028681 0,0390712 0,5200372
(CWL ou CWC)PL2
Whmax = D;; Minax = (CmL ou Cmc)P

3.5.4.6.3 Solugoes aproximadas com subdominios triangulares

Além do subdominio retangular, com doze pardmetros nodais, pode-se formular outros,
tanto retangulares, com maior nimero de pardmetros nodais, bem como com contorno poligonal
diferente.

Ha interesse em utilizar subdominios triangulares para casos de placas com perimetro
formado por trechos ndo paralelos aos eixos cartesianos, ou com contorno poligonal irregular.

Ficando restritos a alguns casos de subdominios triangulares, tem-se:

a) Subdominio triangular mais simples

O subdominio triangular mais simples é aquele que apresenta como parametros nodais o
valor de w e das duas rotagbes 6, e 6, em cada vértice. Nesse caso a funcdo de aproximagdo
devera conter nove mondmios extraidos do polinbmio completo. Assim como ocorria com o
subdominio retangular com nove parametros, este caso apresentara descontinuidade da derivada
normal ao lado do tridngulo. Esse fato tera consequéncias sobre o tipo de convergéncia dos
resultados em relacdo a resposta correta.

Tendo-se em vista o carater introdutdrio que se pretende atribuir a este capitulo, ndo sera
detalhado o desenvolvimento do célculo para a obtenc¢do das matrizes de rigidez e de forgas nodais
equivalentes.

O esquema a ser seguido é absolutamente andlogo ao que foi apresentado para elemento
retangular, adaptando-se as passagens ao caso particular do subdominio triangular.

Deixa-se ao leitor interessado a incumbéncia de executar esse desenvolvimento, podendo
ser Util, ou necessario, consultar algum texto basico da bibliografia, por exemplo, COOK (2002).

Nesse, e em outros textos, o leitor poderd encontrar maiores detalhes sobre o assunto,
inclusive no que diz respeito a utilizacdo de coordenadas homogéneas no tridngulo, para maior
facilidade de integracdo das fungdes que se fizerem presentes na expressao que conduz a matriz de
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rigidez k.
Outra possibilidade reside na utilizagdo de integragdo numérica.

b) Subdominio triangular com polinbmio completo de 52 grau

Como fecho para este item menciona-se a existéncia de subdominio triangular associado, por
exemplo, a fun¢do de aproximacdo descrita por polindmio completo de quinto grau em X,y ou
(€,m) que permite a manutencdo de continuidade da derivada de w na dire¢do ortogonal ao lado do
triangulo, o que leva a obtencdo de respostas que podem convergir, monotonicamente por baixo,
para o valor correto dos deslocamentos, quando forem obedecidos certos requisitos quanto a
sequéncia das correspondentes redes de subdominios. Esse elemento, denominado T18, foi utilizado
na EESC, em versdo incorporada a Dissertacdo de Mestrado do Eng. José Carlos Degaspare (1978).

A tabela 3.6 mostra resultados obtidos com a aplicacdo do subdominio T18 ao caso de % de
placa quadrada simplesmente apoiada sob carregamento uniforme subdividido conforme Fig. 3.7.

Tabela 3.6
Rede Graus de Cwe Cme Cmxya
Liberdade
Al 24 0,004092 0,04889 0,03082
A2 54 0,004062 0,04791 0,03204
A3 96 0,004062 0,04789 0,03227
A4 150 0,004062 0,04789 0,03237
Exato - 0,004062 0,04789 0,03246
Wmax = chpL4/Db Myc = My = CmeLZ Myya = meyapL2
¢ = centro da placa a = canto da placa
b c b c
a d a d
Aq Ay
b c b c
a d a d
A; Ay
c =centro a = canto da placa

Figura 3.7 — Discretizacoes de % da placa
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4 ELEMENTOS ESTRUTURAIS TRIDIMENSIONAIS
4.1 INTRODUCAO

O caso mais geral dos subdominios e funcGes de aproximagdo associadas para estruturas
tridimensionais sera abordado resumidamente neste capitulo.

A primeira vista poderia ser afirmado que este tipo de subdominio é o que deveria ser
empregado em qualquer andlise estrutural que se pretendesse efetuar. Todavia, diante da
constatacdo, lastreada nos ensinamentos da teoria da elasticidade, de que uma grande quantidade
de estruturas pode ficar com seu comportamento muito bem definido somente com o estudo do que
ocorre em seu eixo (caso das estruturas reticulares) ou em sua superficie média (caso das chapas,
placas e cascas) é possivel dispensar o uso de tratamento tridimensional, na maioria dos casos, dai
resultando maior facilidade nas tarefas de formulagdo tedrica, computacional, preparagdo de dados
e interpretacdo de resultados. Evidentemente, conforme ja salientado, ao estudar esses elementos
estruturais reticulares e de superficie, que tenham uma ou duas de suas dimensdes pequenas em
relacdo as restantes, parte-se de certas hipdteses fundamentadas na teoria da elasticidade que ja
admitem “a priori” qual o tipo de comportamento cinematico da estrutura segundo as dire¢des das
dimensdes de menor grandeza. E o caso das hipdteses da conservacio das secdes planas, em vigas,
placas, cascas, da distribuicdo uniforme das tensdes normais na largura das vigas e na espessura das
chapas, do desprezo do pequeno valor da tensdo normal a superficie média de placas e cascas, e
assim por diante. E claro que, quando necessdrio, outras hipdteses diferentes serdo admitidas para
melhor modelar os casos ndo atendidos pelas teorias mais simplificadas. Por exemplo, é possivel
incluir o efeito das deformacGes angulares (distor¢cdes) em pegas nas quais isso tem influéncia ndo
desprezivel, etc.

Quando, porém, tratar-se de estudar o comportamento de estrutura na qual nenhuma das
dimensGes seja pequena em relagdo as demais, ou na qual ndo haja respeito as hipdteses das teorias
simplificadas, deve-se utilizar quase sempre o tratamento tridimensional, embora isto seja muito
menos frequente, na pratica.

Tendo-se em vista o carater introdutdrio deste texto, apresenta-se a seguir apenas um
roteiro do que seria feito no caso tridimensional, tendo-se em vista que, sob o aspecto geral da
formacdo das matrizes de rigidez e de forcas nodais equivalentes, muito do que se fez para o caso
plano poderd ser seguido para se chegar a situagao dos elementos tridimensionais.

4.1.1 Relacoes entre deslocamentos e deformacoes

As incégnitas basicas para a andlise segundo a aplicacdo do principio da minima energia
potencial total sdo as trés componentes de deslocamentos

ulx,y,z) v(x,y,2) w(x,y,z) (4.1)

no caso de qualquer forma geométrica do subdominio.

Conforme ja salientado, sao utilizadas expressées das fungGes de aproximacdo em termos de
parametros nodais, visando aplica¢Ges praticas via programa de computador.

Dependendo do tipo de subdominio e do grau dos polinbmios de aproximagdo, os
parametros nodais podem ser apenas os valores das trés componentes de deslocamento, ou, além
delas, valores de suas derivadas parciais, como ja fora empregado no caso de estruturas de barra ou
de superficie.

As componentes de deformacdo sdo seis, definidas no caso da teoria linear como

__Ou _ov __ow
€y = a Ey = 5 €, = E
(4.2)
_Ou | ov _0v  ow _ 0w  du
yxy_g a Vyz_a E yzx_a E

reunidos em vetor transposto
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et = {gx &y & yxy yyz yzx} (4.3)
As tensOes, também reunidas em vetor transposto sdo
ot ={0x 0y 0; Txy Ty; Tz} (4.4)

4.1.2 Relacoes entre deformacoes e tensoes

Da expressdao da lei de Hooke, relacionando deformag¢des com tensdes, pode-se tirar o
relacionamento inverso entre as tensdes e deformacdes, expresso por

1 v/A-v) v/A-v) 0 0 0
Ox 1 v/1-v) 0 0 0 €,
2] T o o5
o E(1-v) o (1-2v) c
{szy } - (1+v)(11:2v)< - stmetrica 2a-w 0 U yxzy (4.5)
IT I (1-2v) 0 I]/ I
kTyZJ 2(1—-v) k sz
= (1-2v) Vzx
L - : . e

Entdo, seguindo-se o procedimento usual, pode-se chegar ao relacionamento entre
deslocamentos e forgas nodais, com o concurso da matriz de rigidez do subdominio.

4.2 FORMAS DE SUBDOMINIOS MAIS SIMPLES E FUNGCOES DE APROXIMAGAO ASSOCIADAS

Um dos elementos mais simples é o tetraedro, cujas faces sdo quatro triangulos. Vide Fig. 4.1
6

Figura 4.1 — Elementos tridimensionais

A aproximacdo mais simples a adotar é aquela que usa nds apenas nos 4 vértices do
tetraedro e associa ao dominio desse sélido polindmios de primeiro grau para as trés funcoes

u= ag+ax+ayy+azz
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v = Bo+ Pix+ By + B3z (4.6)

W= Qo+ 01X + 02y + 032

onde «;,f5; e p; sdo parametros generalizados.

A partir desse ponto, seguindo-se o procedimento anteriormente detalhado para outros
elementos estruturais pode-se examinar casos de estruturas tridimensionais.

Para aproximacGes com mais graus de liberdade pode-se usar tetraedros com os quatro nds
de vértice e mais os seis nds de meio de aresta, associados a polindmios de segundo grauem x,y e
Z, e assim sucessivamente para graus mais elevados.

Além do tetraedro pode-se considerar, por exemplo, pentaedro ou hexaedro (reto ou
obliquo) indicados na Fig. 4.1.

E evidente que serd muito recomendavel a utilizagdo da integracdo numérica, para obter a
matriz de rigidez de um particular subdominio.

Um exemplo de aplicagdo pode ser visto em RAO (1992) que analisa uma viga em balanco,
tratada como estrutura tridimensional, considerando duas discretizacGes distintas: com 7 x 2 x 3
hexaedros e depois considerando cada hexaedro subdividido em 5 tetraedros. A viga é solicitada por
um momento externo concentrado aplicado na extremidade livre.

Dado o cardter desta publicacdo, deixa-se de apresentar detalhes pormenorizados sobre a
formulacdo completa relativa aos subdominios mencionados acima.
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