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Titulo

Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos: problemas olimpicos

Prefacio
Para todo triangulo pode ser construida uma circunferéncia inscrita e uma
circunscrita. O mesmo nao acontece para todo quadrilatero. Quando pode ser
construida uma circunferéncia circunscrita, o quadrilatero é chamado de
inscritivel ou ciclico. Se for possivel construir uma circunferéncia inscrita o
quadrilatero é chamado de circunscritivel ou tangencial. E nos casos que podem
ser construidas as duas circunferéncias o quadrilatero denomina-se bicéntrico. O
entendimento de cada um destes casos ajuda muito na resolucao de problemas
de olimpiadas. Este material didatico foi utilizado durante algumas das aulas do
curso “Geometria Olimpica com GeoGebra’ para professores de Matematica do
Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O texto conta com 47 figuras que
facilitam acompanhar a resolucao. Todas tém como complemento links para os
graficos interativos no site do GeoGebra e, varios, a resolucao em video do
YouTube. A discussao é organizada em trés capitulos: Fundamentos;
Construcoes, exercicios e desafios; Problemas de olimpiadas internacionais. O
diferencial na utilizacao do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita
do software, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As
construcoes geométricas podem ser feitas de forma dindmica, onde exploram-se
diversas configuragoes de um mesmo problema. O GeoGebra serve tanto como
calculadora grafica e numérica, utilizada para a verificacao, como ferramenta
para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa. O GeoGebra

também convida o leitor a interagir, a por as mao na massa.

Palavras-chave: Geometria, Olimpiadas, GeoGebra, Ensino Fundamental,

Ensino Médio, Formagao de Professores.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Organizacao, GeoGebra e publicacoes anteriores

Para todo tridngulo pode ser construida uma circunferéncia inscrita e uma circunscrita.
O mesmo nao acontece para todo quadrilatero. Quando pode ser construida uma circunferéncia
circunscrita o quadrilatero é chamado de inscritivel ou ciclico. Se for possivel construir uma
circunferéncia inscrita o quadrilatero é chamado de circunscritivel ou tangencial. E nos casos
que podem ser construidas as duas circunferéncias o quadrilatero denomina-se bicéntrico. O
entendimento de cada um destes casos ajuda muito na resolugao de problemas de olimpiadas.

O livro faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de estudante e professo-
res com problemas de Olimpiadas de Matematicas. Em particular, este material didatico foi
utilizado durante algumas das aulas do curso “Geometria Olimpica com GeoGebra” para pro-
fessores de Matematica do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O mesmo aconteceu
na modalidade de Ensino a Distancia (EaD) pela plataforma Moodle de Cultura e Extensao
da USP. O texto conta com 47 figuras que facilitam o acompanhamento das resolu¢des. Como
complemento, links para os graficos interativos sao disponibilizados em paginas do GeoGebra.
Varios problemas contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do YouTube.
A discussao é organizada em trés capitulos: Fundamentos; Construgoes, exercicios e desafios;
Problemas de olimpiadas internacionais. Mas sem a pretensao de esgotar os temas abordados.

O diferencial na utilizacao do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do soft-
ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construgoes geométricas
podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuragoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a ve-
rificacao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.
Com uma boa organizacao e programacgao adequada discutir problemas na tela do GeoGebra
permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. En contra partida, na versao

impressa tradicional o aprendente precisa ficar alternando entre paginas para acompanhar uma


https://www.GeoGebra.org/m/vsfydv2v
https://www.youtube.com/watch?v=AEOTmoHzOoQ&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=117&t=300s
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resolucao.

O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto é, pode movi-
mentar pontos da construgao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos mais obsti-
nados é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes. Adicionalmente, a versao online
do GeoGebra funciona como uma rede social de aprendizado e colaboragao. Os profissionais
e alunos podem disponibilizar e buscar construcoes, baixar e modificar ou alterar e salvar no
proprio site. Em resumo, é um local que fornece materiais e meios alternativos para a troca de
conhecimento relacionado ao ensino de Matemaética.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento, curso de
Geometria, Nivel 2, do Prof. Bruno Holanda [3]|, do Prof. Rodrigo Pinheiro [38] e do Prof.
Cicero Thiago [12]. Também serviram como referéncia os livros de Geometria [37], Geometria
Analitica [1] e Matematica Discreta [36] adotados pelo Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional (PROFMAT). Nove livros eletronicos gratuitos com as notas de aulas do
curso Geometria Olimpica com GeoGebra estdo disponiveis em [22], [23], [24], [18], [16], [12],
[13], [5] e [7]. Também foram publicados quatro livros eletronicos dedicados a resolucdo de
problemas de olimpiadas internacionais de Mateméatica para o Ensino Médio: [21], [8], [9] e
[10]. Outros trabalhos da area de Matematica sao [14], [25], [26], [27], [20], [28], [29], [4], [30],
[32], [33], [34], [35], [39], [31], [10], [17], [19], [L1], [41], [6] e [L5].

LOPEZ LINARES, J. Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos:
problemas olimpicos. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de
Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 72 p. ISBN 978-65-87023-34-2 (e-book).
Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023342.
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Capitulo 2
Fundamentos

Para fins didaticos, este capitulo aborda alguns dos mais importantes fundamentos teéricos
e construtivos que serao utilizados nos proximos. O leitor especialista na area pode pular para
a discussao dos problemas olimpicos. Parte do contetido deste e-book esté disponivel em videos
de 2020, 2021 e 2022.

2.1 Construcao do arco capaz

Exercicio 1. Construir o Arco Capaz dado um segmento AB e um /CDE = «. Isto €,

encontrar 0s pontos do plano que sao visto sob o mesmo dngulo o desde AB.

Sera construido a parte do Arco Capaz que fica acima da reta AB (Figura 2.1). A parte

que fica abaixo é encontrada de maneira anéloga.

1. Transportar para o vértice A e o semiplano inferior determinado pela reta AB o angulo

a. Um dos lados do mesmo é denotado pela semirreta .

2. Construir a mediatriz m dos pontos A e B. Denotar por M o ponto médio entre A e B.

Marcar L = m Ni.

3. Passando por A construir uma perpendicular a semirreta AL. Marcar a o ponto O, inter-
secao desta com m. Como LLAO = ZAML = ZOMA = 90°, segue que:

LLAM = ZAOM = a.

4. Construir o arco ¢, maior de AB, com centro em O e raio OA. Como O esta na mediatriz
de AB tem-se que OA = OB, 0o AAOB é isosceles e ZAOM = /BOM = «. De LA ser
tangente a ¢ em A o angulo LAB ¢é chamado de segmento e ZLAB = %LAOB. 0O ZAOB
define-se como central. Em palavras, o angulo de segmento mede a metade do central

correspondente.


https://www.youtube.com/watch?v=RSM3o83-cwQ&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=81
https://www.youtube.com/watch?v=PMPtdPn9xk8&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=131
https://www.youtube.com/watch?v=LCMhfS52ZXk&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=181
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5. Qualquer ponto X ou Y no arco ¢, maior da corda AB (Arco Capaz), é visto com o mesmo
angulo. Vale que ZAXB = ZAY B = « e estes sao chamados de angulos inscritos. Em

palavras, os angulos inscritos medem a metade do central correspondente (Figura 2.1).

Figura 2.1: Construgao do Arco Capaz no semiplano superior do segmento AB. Versao intera-
tiva aqui.

Fonte: O autor.

2.2 Quadrilatero inscritivel ou ciclico

Definicao 1. Um quadrildtero é dito inscritivel ou ciclico quando seus quatro vértices pertencem

a uma mesma circunferéncia.

Proposicao 1 (Critério I). Um quadrildtero ABCD é inscritivel se, e somente se, a soma dos

angulos opostos € 180° :

/BAD + /BCD = 18(°,

LABC + ZADC = 180°.

LOPEZ LINARES, J. Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos:
problemas olimpicos. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de
Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 72 p. ISBN 978-65-87023-34-2 (e-book).
Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023342.
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Figura 2.2: Guia para a ida da Proposicao 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Demonstracao. Inicialmente, suponha-se que ABC' D seja inscritivel na circunferéncia de centro
O (Figura 2.2). Considera-se o arco ADC' de medida 2«. Um angulo inscrito correspondente
ao mesmo ¢ ZABC = a. Por outro lado, seja o arco ABC' de medida 25. Um angulo inscrito

correspondente serd ZADC = 3. Logo, uma volta completa em torno de O permite calcular:
200 + 28 = 360°,

a+ B = 180°.

Isto é,
LABC + ZADC = 180°.

Seja I/ um ponto na prolongacao do segmento C'B, além de B. Vale que:
/EBA=/ADC = .
Analogamente, mostra-se que:
/BAD + /BCD = 180°.

Para a reciproca (Figura 2.3), por hipdtese, a soma dos angulos opostos no quadrilatero

LOPEZ LINARES, J. Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos:
problemas olimpicos. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de
Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 72 p. ISBN 978-65-87023-34-2 (e-book).
Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023342.
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convexo ABCD ¢é 180° :
/DAB + /BCD = 180°.

Seja ZBCD = a, logo:
/DAB = 180° — a.

Suponha-se, por absurdo, que o quadrilatero ABC' D nao seja inscritivel e o ponto C esteja
fora da circunferéncia k, circunscrita ao AABD. Traca-se a reta C'B e marca-se o ponto E na

intersecao com k. Por construcdo, ABFE D é inscritivel e segue que:
ZDAB + ZBED = 180°.

Logo, Z/BED = /BCD = «. Contradicao, pois o angulo externo em E, do ADEC, pode
ser escrito como:

/BED = /BCD + ZCDE.

No caso em que C' esta no interior de k£ a demonstracao é analoga. O

Figura 2.3: Guia para a volta da Proposicao 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Proposicao 2 (Critério I1). Um quadrildtero ¢ inscritivel se, e somente se, o dngulo entre um

lado e uma diagonal € igual ao dngulo entre o lado oposto e a outra diagonal.

LOPEZ LINARES, J. Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos:
problemas olimpicos. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de
Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 72 p. ISBN 978-65-87023-34-2 (e-book).
Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023342.


https://www.geogebra.org/m/umcxfrys
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Figura 2.4: Guia para a ida da Proposicao 2. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

Demonstracao. Inicialmente, suponha-se que ABC'D seja inscritivel na circunferéncia de centro
O (Figura 2.4). A prova segue do Exercicio 1 (Construcao do Arco Capaz). Para a reciproca (Fi-
gura 2.5), por hipotese, no quadrilatero convexo ABC'D vale que /ZBDA = /BC'A. Suponha-se,
por absurdo, que ABC'D nao seja inscritivel e o ponto C' esteja no interior da circunferéncia
k, circunscrita ao AABD. A semirreta BC' intercepta k no ponto E. Por construcao, ABED
é inscritivel. Logo, /BDA = ZBFEA. Segue que /BCA = Z/BFEA. Absurdo, pois no AACFE

tem-se:

/BCA=/BFA+ /ZFEAC.

O caso em que C' esta fora de k é demonstrado de forma analoga. m

LOPEZ LINARES, J. Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos:
problemas olimpicos. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de
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Figura 2.5: Guia para a volta da Proposicao 2. Versao interativa aqui.

D E

Fonte: O autor.

2.3 Teorema de Reim

Teorema 3. Suponha-se que as circunferéncias wy, e wy interceptam-se nos pontos A e B.
Sejam os pontos Ay, By € wy e Ay, By € wy e 0s trios A, Ay, Ay e B, By, By colineares. Entao
as retas A1 By e Ay By sao paralelas (Figura 2.6).

Demonstracao. Seja /ByAs A = a. Como o quadrilatero ABBy A, é inscritivel, entao
/ABB; = 180° — «.
Segue que /B;BA = a. Por outro lado, o quadrilatero AA;B; B é ciclico, entao
/ZAA By =180° — a.
Seja o ponto Ay na semirreta AA;, além A; ou a esquerda de A;. Com isto,
/ZB1A{A) = a.

Da igualdade /B1A1Ag = ZB3sAsA = « e a reciproca de angulos correspondentes entre

LOPEZ LINARES, J. Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos:
problemas olimpicos. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de
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Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023342.
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paralelas encontra-se:
AlBl H AQBQ.

Figura 2.6: Guia para o Teorema 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.4 Quadrilatero circunscritivel ou tangencial

Defini¢ao 2. Um quadrildtero (convezo ou ndo) é dito circunscritivel ou tangencial quando é
possivel construir no interior deste uma circunferéncia que tangencia os quatro lados ou suas

ProTrogacoes.

Na Figura 2.7 sejam as interse¢oes das retas AB e CD e BC e AD os pontos J e I,
respetivamente. Os quadrilateros ABCD e AJCT circunscrevem k ou k esté inscrita em ABC' D
e AJCI.

LOPEZ LINARES, J. Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos:
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Figura 2.7: Guia para a Definicao 2 e o Teorema 4. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Teorema 4 (Ida do teorema de Pitot). Com referéncia a Figura 2.7, se ABCD for um qua-

drildtero circunscrito a uma circunferéncia k, entdo
AB+CD = BC + AD.
Alternativamente, se AJCI for um quadrildtero circunscrito a k, entao
AJ+CI = Al + JC.

Demonstracao. Sejam G, F, E' e H os pontos de tangéncia da circunferéncia k£ com os lados
AB, BC, CD e DA, respectivamente (Figura 2.7). Tem-se:

AB+CD = (AG+GB)+ (CE+ ED).

Utilizando a igualdade dos segmentos tangentes AG = HA, GB = BF, CE = FC e
ED = DH encontra-se:

AB+CD = (HA+ BF) + (FC+ DH),

AB+CD = (BF +FC)+ (DH + HA),

LOPEZ LINARES, J. Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos:
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AB+CD = BC+ AD.

Analogamente,

AJ+CI = (AG+GJ)+ (IF - FC).

Adicionalmente, GJ = JE e I[F = HI. Logo,
AJ+Cl=(AH+ JE)+ (HI — EC),

AJ+CI =(AH + HI) + (JE — EC),

AJ+CI=AI+JC.

Teorema 5 (Volta do teorema de Pitot). Se ABCD for um quadrildtero tal que
AB+ CD = BC+ AD,

entao ABCD estd circunscrito a uma circunferéncia k. Ou seja, ABC'D € circunscritivel.

Demonstracao. A demonstracao é feita por reducao ao absurdo. Suponha-se que o centro [ da
circunferéncia k encontra-se na intersecao das bissetrizes dos angulos CDA e DAB. Ou seja, k
é tangente aos lados CD, DA e AB. Mas nao é tangente ao lado BC' (Figura 2.8).

Seja o ponto E € AB tal que CE é tangente a k. Considera-se o caso em que BC nao
intercepta k. Pelo Teorema 4 (Ida de Pitot) vale que:

AE+CD =CE+ AD.

Por hipo6tese tem-se:
AB+CD = BC + AD.

Da diferenca das duas ultimas equacoes encontra-se:
AB—- AE =EB=BC-CFE.

Ou seja:
CE+ EB = BC.

Mas a ultima igualdade esta em contradicao com a desigualdade triangular aplicada no

ABCE. O estudo do caso em que BC' e k interceptam-se em dois pontos é analogo. O

LOPEZ LINARES, J. Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos:
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Figura 2.8: Guia para o Teorema 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

2.5 Quadrilatero bicéntrico

Definicao 3. Um quadrilatero ABCD é chamado bicéntrico se € inscritivel (pela circunfe-
réncia d, de centro O) e circunscritivel (pela circunferéncia c, de centro 1) simultaneamente
(Figura 2.9).

LOPEZ LINARES, J. Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos:
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Figura 2.9: Guia para a Definicao 3. Versao interativa aqui.

C

Fonte: O autor.

2.6 Caraterizacao de quadrilatero bicéntrico

Proposicao 6. O quadrilitero ABC D, circunscrito a circunferéncia c, com pontos de tangéncia
Pe DA, Qe AB, Re BC e S € CD, € bicéntrico se, e somente se, os segmentos PR e QS
sao perpendiculares (Figura 2.10).
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Figura 2.10: Guia para a Proposicao 6. Versao interativa aqui.

C

Fonte: O autor.

Demonstracao. Inicialmente, suponha-se que ABC'D é bicéntrico. Tem-se que:
/ABC + ZADC = 180°,

por ABCD ser ciclico. Como o quadrilatero QBRI também é inscritivel vale que:
/ZABC + ZQIR = 180°.

Logo, ZADC = ZQIR. Analogamente, ZABC = Z/PIS.
Segue que:
QIR+ ZPIS = 180°.

Nota-se agora que pelo angulo em X ser excéntrico interior de ¢ tem-se:

/QIR + /PIS
2

/QXR = = 90°.

Reciprocamente, partindo do quadrilatero circunscritivel ABCD, onde seus pontos de

tangéncia sao como mostrados e ZQX R = 90°, revertendo os passos mostra-se que:
)

LABC + ZADC = 180°.
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Isto é, ABC'D também é ciclico. Logo, bicéntrico. O

2.7 Porismo ou grande teorema de Poncelet

Teorema 7. Sempre que um poligono estd inscrito em uma secao conica e circunscreve outra,
o poligono deve fazer parte de uma familia infinita de poligonos que estao todos inscritos e

circunscrevem as mesmas duas conicas.

A Figura 2.11 ilustra o caso dos AABC e ANA'B'C’ e circunferéncias k, e kg.

Figura 2.11: Exemplo com triangulos e circunferéncias do grande teorema de Poncelet. Versao
interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

A Figura 2.12 ilustra o grande teorema de Poncelet no caso dos AABC e ANA'B'C’" a

circunferéncia k, e uma parabola p. O ponto F' é o foco de p.
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Figura 2.12: Exemplo com triangulos, circunferéncia e pardbola do grande teorema de Poncelet.
Versao interativa aqui.

o A'

Fonte: O autor.

A Figura 2.13 ilustra o grande teorema de Poncelet no caso dos AABC e NA'B'C’,
a circunferéncia k£ e uma elipse e. Os pontos F; = X13 (Fermat) e 77 = X15 (primeiro

isodinamico), relativos ao AABC, sdo os focos de e.
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Figura 2.13: Exemplo com tridngulos, elipse e circunferéncia do grande teorema de Poncelet.
Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

A Figura 2.14 ilustra o grande teorema de Poncelet no caso dos AABC e AA'B'C’, a
hipérbole h e uma elipse e. Os pontos F; = X13 (Fermat) e 7} = X15 (primeiro isodinamico),

relativos ao AABC, sao os focos de e.
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Figura 2.14: Exemplo com triangulos, elipse e hipérbole do grande teorema de Poncelet. Versao
interativa aqui.

Al

Fonte: O autor.
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Capitulo 3

Construcoes, exercicios e desafios

3.1 Construcao de quadrilatero bicéntrico

1. Inicia-se com o incirculo C, de centro I e raio r.

2. Colocam-se os pontos Y, W € C). e um ponto V € YW.

3. Por V é tracada uma perpendicular a corda YW que intersepta C, em X e Z.
4. Tragam-se os segmentos I[W, I X, IY e IZ.

5. Por W, X, Y e Z esbocam-se tangentes a C,. Estas intersectam-se nos pontos A, B, C' e

D, vértices de um quadrilatero bicéntrico.

6. Desenham-se duas mediatrizes p; e py dos lados de ABC'D. Marca-se o ponto O = p; Nps

e com raio R = OA ¢é construido o circuncirculo Cr (Figura 3.1).
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Figura 3.1: Guia para a construcao de quadrilatero bicéntrico. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Partindo de qualquer ponto A" € Cg é possivel construir um outro quadrilatero bicéntrico
A'B'C'D’ que compartilha o mesmo incirculo e circuncirculo com ABCD. Este é um caso do

Teorema 7, conhecido por Porismo de Poncelet.

3.2 Pipa reta é bicéntrica

A Pipa reta ABCD, onde ZABC = ZADC = 90°, é um quadrilatero bicéntrico (Fi-
gura 3.2).
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Figura 3.2: A Pipa reta ABC'D é um quadrilatero bicéntrico. Versido interativa aqui.

A

C

Fonte: O autor.

3.3 Trapézio equilatero bicéntrico

Um trapézio ABCD, de bases AB =z e C'D =y, é bicéntrico quando

r+y

AD = BC = 5

(média aritmética) e a distancia entre os lados paralelos ¢

N

média geométrica). A Figura 3.3 mostra um exemplo.
8 g
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Figura 3.3: Trapézio equilatero bicéntrico ABC'D de lados nao paralelos e altura iguais as
médias aritmética e geométrica das bases. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.4 Quadrilatero inscritivel, bissetriz e triangulos isésceles.

Problema 1. Em um tridngulo ABC, o dngulo BAC = 100° e AB = AC. Seja BD a bissetriz
do dngulo ABC, com D sobre o lado AC. Provar que AD + BD = BC.

3.4.1 Resolucao do Problema 1

A Figura 3.4 ilustra uma construcao geométrica inicial para o problema.
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Figura 3.4: Uma construcao geométrica inicial para o Problema 1. Versao interativa aqui.

A
<>

Fonte: O autor.

Pela soma dos angulos internos no AABC' (isosceles) encontra-se:
LABC = ZACB = 40°.
Como BD ¢ bissetriz, entao
/ABD = /ZDBC = 20°.
Seja o ponto E € BC tal que BD = BE. Segue que o triangulo BDFE é isosceles:
/BDFE = /BED = 80°.
Pela soma dos angulos internos no ABDC' encontra-se que:
LEDC = ZECD = 40°.

Logo, o AEDC é isésceles e DE = EC. Adicionalmente, ABED é um quadrilatero
inscritivel, pois a soma dos angulos BAD e BED é 180°. Segue que ZEAD = Z/EBD = 20° e
/AED = ZABD = 20°. Portanto, o AAFED é isosceles e AD = DE. Ou seja,

AD+BD =DE+ BE =EC + BE = BC.

A Figura 3.5 ilustra uma construcao geométrica para o problema.
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Figura 3.5: Uma construcao geométrica para o Problema 1. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.5 Quadrilatero inscritivel, mediana de tridngulo retan-

gulo e congruéncias.

Problema 2. No tridngulo acutingulo ABC, C'F € altura, com F em AB e BM € mediana,
com M em CA. Se BM = CF e os dngulos MBC e FCA sdo congruentes, provar que o
ANABC ¢ equildtero.

3.5.1 Resolucao do Problema 2

A Figura 3.6 ilustra uma construcao geométrica inicial para o problema.
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Figura 3.6: Uma construcao geométrica inicial para o Problema 2. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

O segmento F'M é mediana do triangulo retangulo C'F'A. Logo, FM = AM = MC. Segue
que o AMFC' é isosceles, de base FC, e ZMFC = ZMCF. Como os angulos MBC e MFC

sao iguais o quadrilatero BCMF ¢é inscritivel (Figura 3.7). Com isso vale:
LFBM = /ZFCM,

/ZBFC =/ZBMC.

Os triangulos BMC e BM A sao congruentes pelo critério ALA. Portanto, AB = BC.
Adicionalmente, por CH os triangulos BF'C' e C'M B sao congruentes. Segue que:

LFBC =/ZMCB.

Logo, o AABC' é isosceles, de base BC, e AB = AC. Como AB = BC = AC, entao o
AABC' é equilatero.
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Figura 3.7: Construcao geométrica para o Problema 2. Versao interativa aqui.

A

Fonte: O autor.

3.6 Quadrilatero inscritivel, mediana de triangulo retan-

gulo e angulos.

Problema 3. Seja ABC'D um quadrildtero convexo tal que suas diagonais AC' e BD sdo
perpendiculares. Seja P a interseccao de AC e BD e seja M o ponto médio de AB. Mostrar

que o quadrildtero ABC' D € inscritivel se, e somente se, as retas PM e CD sao perpendiculares.

3.6.1 Resolucao do Problema 3

Primeiramente estuda-se o caso quando as retas PM e C'D sao perpendiculares. A Fi-

gura 3.8 ilustra uma construcao geométrica inicial.
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Figura 3.8: Uma construcao geométrica inicial para a ida do Problema 3. Versao interativa
aqui.

Fonte: O autor.

Como o AAPB é retangulo em P e M é ponto médio de AB, entao vale:
PM = AM = MB.

O ABM P éisosceles, de base BP,e /MBP = /MPB = (. Segue que ZMPA = 90°— (.
Seja o ponto F = M PN CD. Por oposto pelo vértice ZEPC = 90° — 3. Pela soma dos angulo
internos no AEPC encontra-se /PCE = (. Como os angulos ABD e ACD sao iguais o
quadrilatero ABC'D ¢ inscritivel (Figura 3.9).
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Figura 3.9: Construcao geométrica para a ida do Problema 3. Versao interativa aqui.

B

Fonte: O autor.

Para a reciproca tem-se que o quadrilatero ABC'D é inscritivel (Figura 3.10). Com isto,
LACD = ZABD = 6.
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Figura 3.10: Uma construcao geométrica inicial para a reciproca do Problema 3. Versao inte-
rativa aqui.

Fonte: O autor.

Como o AAPB é retangulo em P e M é ponto médio de AB, entao vale:
PM = AM = MB.

O ABMP éisbsceles, de base BP,e /MBP = /MPB = (. Segue que ZMPA = 90°— (.
Seja o ponto F = M PN CD. Por oposto pelo vértice ZEPC = 90° — 3. Pela soma dos angulo
internos no AEPC encontra-se ZPEC = 90° (Figura 3.11).
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Figura 3.11: Construcao geométrica para a reciproca do Problema 3. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.7 Quadrilatero inscritivel, bissetrizes e angulos.

Problema 4. Provar que as bissetrizes internas dos quatro dngulos de um quadrildtero convezo
ABCD determinam um quadrildtero EFGH inscritivel.

3.7.1 Resolucao do Problema 4

A Figura 3.12 ilustra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 3.12: Uma construcao geométrica inicial do Problema 4. Versao interativa aqui.

H

Fonte: O autor.

Sejam 2, 23, 2v e 20 os angulos internos nos vértices A, B, C' e D, respetivamente

(Figura 3.13). Da soma dos angulos internos do quadrilatero ABC' D encontra-se:
20 + 28 + 27 + 26 = 360°,

a+fB+v+96=180°.

Pela soma dos angulos internos no AADE encontra-se:
LAED =180° —a— 0 = LFEH.
Igualmente, pela soma dos angulos internos no ABGC' encontra-se:
/BGC =180° - B —v = 4ZFGH.
Combinando as trés equacoes anteriores segue:
/FEH + /ZFGH = 180°.

Ou seja, o quadrilatero ABC'D ¢ inscritivel. O mesmo resultado pode ser provado pela
anélise dos triangulos DFC e AHB.
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Figura 3.13: Construcao geométrica do Problema 4. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.8 Quadrilatero inscritivel e angulos em circunferéncias.

Problema 5. As diagonais de um quadrildtero inscritivel ABC'D intersectam-se em O. As
circunferéncias circunscritas aos tridngulos AOB e COD intersectam as retas BC' e AD, pela

sequnda vez, nos pontos M, N, P e Q). Provar que o quadrilditero M N P(Q) estd inscrito em um

circulo de centro O.

3.8.1 Resolucao do Problema 5

A Figura 3.14 ilustra uma construgdo geométrica inicial.
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Figura 3.14: Uma construcao geométrica inicial do Problema 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Como o quadrilatero ABC'D é ciclico tem-se a igualdade dos angulos inscritos:
LADB = /ZPDO = £QCO = LACB = a.

Seja F' o centro da circunferéncia que circunscreve ao quadrilatero PDCQ (Figura 3.15).

Segue que o valor dos angulos centrais correspondentes é:
ZPFO = ZQFO = 2a.

Consequentemente, OP = O(@). Analogamente prova-se que ON = OM. Como ABCD é
ciclico:

/BAC = /BDC = 6.

Adicionalmente, AOM B ¢ DOQC' também sao ciclicos. Logo,
ZOMQ = Z0QM = f.

Ou seja, o AOMQ é isésceles e OM = OQ. Conclui-se que M N PQ é ciclico e a circun-

feréncia circunscrita tem centro em O.
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Figura 3.15: Construcao geométrica do Problema 5. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

3.9 Quadrilateros inscritiveis e quadrados.

Problema 6. Seja ABCD um quadrado (o0s vértices estao nomeados no sentido hordrio) e P
um ponto qualquer pertencente ao interior do segmento BC. Constrdi-se o quadrado APRS (os
vértices novamente nomeados no sentido hordrio). Demonstrar que a reta CR é tangente a

circunferéncia wq, circunscrita ao triangulo ABC.

3.9.1 Resolucao do Problema 6

A Figura 3.16 ilustra uma construgao geométrica inicial.

LOPEZ LINARES, J. Quadrilateros inscritiveis, circunscritiveis e bicéntricos:
problemas olimpicos. Portal de Livros Abertos da USP, Pirassununga: Faculdade de
Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 72 p. ISBN 978-65-87023-34-2 (e-book).
Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023342.


https://www.geogebra.org/m/bukbet3m

CAPITULO 3. CONSTRUCOES, EXERCICIOS E DESAFIOS 45

Figura 3.16: Uma construcao geométrica inicial do Problema 6. Versao interativa aqui.

S

Fonte: O autor.

Seja E = PR N AC (Figura 3.17). Por opostos pelo vértice tem-se Z/CER = /PFEA.
Adicionalmente,
ZAPR = ZABC = 90°

e o centro O de w; estd no ponto médio de AC. Como AC e AR sao diagonais de quadrados segue
que ZARP = ZACP = 45°. Logo, o quadrilatero APCR é ciclico (wy). Consequentemente,
ZCRP = ZCAP. Pelo critério de semelhanca AA tem-se:

ACRE ~ APAE.

Conclui-se que ZRCE = ZAPE = 90° e areta C'R é tangente a circunferéncia circunscrita
ao triangulo ABC.
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Figura 3.17: Construcao geométrica do Problema 6. Versao interativa aqui.

S

Fonte: O autor.

3.10 Quadrilateros inscritiveis, semelhanca espiral, mape-

ando dois segmentos.

Problema 7. Dados os segmentos AB e CD encontrar para cada ponto E € CD seu corres-
pondente £ € AB.

3.10.1 Resolucao do Problema 7

Tracam-se segmentos ligando os vértices opostos. Na Figura 3.18 estes sao AC' e BD e
marca-se o ponto P = AC'N BD. Esboca-se a circunferéncia w, circunscrita ao tridangulo PAB
e a circunferéncia wy circunscrita ao triangulo PC'D. Seja o ponto X = (w; Nwy) # P. Por

construcao, os quadrilateros PXAB e PX DC sao ciclicos.
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Figura 3.18: Construcao inicial. Mapeando os segmentos AB e C'D pelo uso da Semelhanca
Espiral. Versao interativa aqui.

Wy

Fonte: O autor.

Sera provado pelo critério de semelhanga angulo-angulo (AA) que:
AXAB ~ AXCD.
Isto é, existe uma Semelhanca Espiral entre eles. De fato,
a=/XAB =180°—- /BPX = /XPD.

Adicionalmente, por enxergarem a mesma corda XD vale que: ZXPD = ZXCD. Com
isso:

a=/XAB=/XCD.

Analogamente,
f=/ABX = ZAPX =180° — LZXPC = ZCDX.

Ou seja, AXAB ~ AXCD e /BXA = /ZDXC. Com uma rotacao anti-horéria, de

centro no ponto X, e angulo § = C X A o triangulo XC'D ¢é transformado em outro congruente

AX

XC'D' e o ponto E € CD no ponto £ € ("D’. Uma homotetia com centro em X e fator Z5

transforma o AXC'D’' no AXAB e o ponto E' no ponto E”. Isto é, E” é o correspondente em
AB de F em CD. A Figura 3.19 mostra todos os elementos da construcao.
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Figura 3.19: Mapeando os segmentos AB e CD pelo uso da Semelhanca Espiral. Versao
interativa aqui.

Wy

Fonte: O autor.
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Capitulo 4

Problemas de olimpiadas internacionais

4.1 Quadrilateros ciclicos, triAngulo circunscrito e desigual-
dades. P4 IMO 1967.

Problema 8. Sao dados dois tridngulos acutdingulos: NAgByCoy e NA'B'C". Descrever como
construir um NABC, semelhante ao NA'B'C' e circunscrito ao NAyBoCy, de tal forma que
A, B e C correspondam a A', B' e C' e AB passe por Cy, BC por Ay e CA por By. Entre os

NABC possiveis, descrever e provar qual € o de drea maior.

A TMO 1967 foi realizada na cidade de Cetinje, Montenegro (Antiga Tugoslavia). Problema

29 da lista longa e escolhido como P4 da competicao, proposto pela delegagao da Italia [2].

4.1.1 Resolucao do Problema 8

Construir o Arco Capaz l, do ZA" = a no lado de ByCj oposto com Aq (Exercicio 1).
Seja S, o centro da circunferéncia k,, do qual o arco [, faz parte. Isto é, |, C k, (Figura 4.1).
Analogamente, construir os arcos capazes [, e [, dos ZB' = e ZC" = ~ no lado de CyA,
oposto com By e no lado de AqBy oposto com (. Sejam Sy, e S, os centros das circunferéncias
ky e k., dos quais os arcos [, e [. fazem parte. Ou seja, I, C ky e [, C k..

Posicionar A € [,, construir as semirretas ACy e ABjy e marcar os pontos B = ACy N,
e C' = AByNl,.. Pelo critério de semelhanca angulo-angulo AABC ~ ANA'B'C" e Cy € AB,
Ag € BC e By € C'A. Seja o ponto S = k, Nk # Cy. Tem-se:

ZB()ACO = Q, AC()BAO == 5, ZA()OBO =7.
Dos quadrilateros BoACyS e CoBAyS serem inscritiveis encontra-se:

AB()SO() = 180° — a,
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LCyS Ay =180° — .

Logo, ZAySBy = a+ . Como « + § + v = 180° segue que o quadrilatero AqC'ByS é

ciclico e S € k.. A Figura 4.1 mostra uma construcao geométrica inicial.

Figura 4.1: Uma construcao geométrica inicial para o Problema 8. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Construir os pontos simétricos de S com respeito a Sy, Sy e S. e chama-los de A, By e

C1, respectivamente. Como SB; e SC; sao diametros de k;, e k. segue:
ASAoBl = ASA()Cl - 900

e Ag € B;(C4. Analogamente, By € C1A; e Cy € A;B;. Ou seja, o AA;B;C] satisfaz as
condicoes do problema. Provar-se-4 que entre os triangulos AABC o triangulo AA;B1Cy é o
de maior area.

Mostra-se primeiro que BC' < B,C}. Sejam S; e S as projecoes de S, e S. sobre BC. Os
triangulos SpBAg, S.C Ay, SpB1Ag e S.C1Ag sdo isosceles. Logo, BC = 25,5 e B1Cy = 25,S..
No trapézio retangulo S,S;S.S, tem-se S} 5. < 5,5, e consequentemente BC' < B;C. De forma
semelhante mostra-se que CA < C1A; e AB < A By. Isso demonstra que o AAB1C; é o de

maior area. A Figura 4.2 ilustra uma construcdo geométrica com o problema resolvido.
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Figura 4.2: Construgao geométrica da resolucao do Problema 8. Versao interativa aqui.

s >

Fonte: O autor.

4.2 Eixo e centro radical, quadrilateros ciclicos, angulos.
P5 IMO 1985.

Problema 9. Um circulo de centro O passa pelos vértices A e C de um tridngulo ABC e
intersecta os segmentos AB e BC' novamente em pontos distintos K e N, respectivamente.

Os circulos circunscritos aos tridngulos ABC e K BN intersectam-se em exatamente 2 pontos

distintos B e M. Provar que ZOMB = 90°.
A IMO 1985 foi realizada na cidade de Joutsa, Finlandia. Problema 22 da lista curta e

escolhido como P5 da competicao, proposto pela delegacido da Rissia [2].

4.2.1 Resolucao do Problema 9.

A Figura 4.3 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 4.3: Construgao geométrica inicial para o Problema 9. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Sejam ¢, d e f a circunferéncia de centro O, a circunscrita ao AABC e ao AKBN,
respectivamente. As retas AC, KN, e M B sao eixos radicais das circunferéncias ¢, e d, ce f e

d e f, respectivamente [28]. Seja P o centro radical das trés circunferéncias anteriores. Isto é,
P=ACNKNNMB (Figura 4.4).
Como os quadrildteros BNKM e NCAK sao ciclicos tem-se:

180° = LPMK + Z/BMK = /ZBNK + ZCNK = ZCAK + ZPAK.

Logo, o quadrilatero PM K A é ciclico. Seja E a segunda intersecao da linha M A com a

circunferéncia c¢. Como o quadrilatero K NFE A é ciclico:
LMEN = ZAEN = ZAKP = ZAMP.
Segue que BP || MP || NE e bastara mostrar que OM 1 EN. Mas também tem-se:
LMNE =/BMN = /BKN = ZMFEN.

Os triangulos M EN e OEN sao isosceles com a mesma base EN, segue que ME = MN
e OF = ON. Os pontos O e M pertencem a mediatriz do segmento E'N, disto é concluido que

OM 1 EN. A Figura 4.4 mostra uma construcao geométrica.
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Figura 4.4: Construgao geométrica para o Problema 9. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.3 Poténcia de ponto relativo a circunferéncia, base mé-
dia, semelhanca. P2 IMO 2009.

Problema 10. Seja ABC um tridngulo com circuncentro O. Sejam P e () pontos no interior
dos lados CA e AB, respectivamente. Sejam K, L e M os pontos médios dos segmentos BP,
CQ e PQ, respectivamente, e seja I o circulo que passa por K, L e M. Se PQ) ¢é tangente a T,
provar que OP = OQ.

A IMO 2009 foi realizada na cidade de Brémen, Alemanha. Problema 17 da lista curta e

escolhido como P2 da competicdo, proposto pela delegacido da Rissia [2].

4.3.1 Resolucao do Problema 10.

A Figura 4.5 mostra uma construcao geométrica inicial. Seja ¢ a circunferéncia circuns-
crita ao AABC e O' o centro de I'. No APQ B tem-se que M e K sao pontos médios (Figura 4.6).
Logo, MK || QB || AB e
MK 1
QB "2
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Analogamente, no APQC tem-se que M e L sao pontos médios. Segue que:

ML | PC | AC,
ML _ 1
PC 2

Figura 4.5: Construgao geométrica inicial para o Problema 10. Versao interativa aqui.

/B

Fonte: O autor.

Por serem angulos formados de segmentos mutuamente paralelos encontra-se:

LKML = /ZBAC.

Adicionalmente, vale que:
ML  PC

MK ~ QB

Por angulos alterno entre paralelas ZAQP = ZKMQ@. Como PQ é tangente a I', referente

a corda K M, tem-se a igualdade de um angulo de segmento com um inscrito /ZKMQ = /M LK.
Segue que ANAQP ~ AMLK,

(4.3.1)

AQ AP QP

= = ) 4.3.2
ML MK LK (43.2)

De (4.3.1) e (4.3.2) tem-se:
AQ ML _PC

AP MK @B’
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Logo,
AQ-QB = AP - PC. (4.3.3)

A equacao (4.3.3) indica que a poténcia de @) e P em relagao a circunferéncia c é a mesma:
Pot.(Q) = OA? — 0Q* = OA* — OP? = Pot (P).
Isto ¢, OQ = OP. A Figura 4.6 mostra uma construcao geométrica.

Figura 4.6: Construcao geométrica para o Problema 10. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.4 Quadrilatero circunscritivel, teorema de Pitot, incen-
tro e ortocentro. P23 SL IMO 2009.

Problema 11. Seja ABC'D um quadrildtero circunscritivel. Seja g uma reta que passa por A
e encontra as retas BC e CD em M e N, respectivamente. Denotar por Iy, Is, e I3 0s incentros
dos AABM, AMNC e ANDA, respectivamente. Mostrar que o ortocentro do NI 1513 estd

sobre g.

A TMO 2009 foi realizada na cidade de Brémen, Alemanha. Problema 23 da lista curta,
proposto pela delegacao da Bulgaria |2].
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4.4.1 Resolucao do Problema 11.

A Figura 4.7 mostra uma construcao geométrica inicial. A circunferéncia c ilustra que o

quadrilatero ABCD ¢ circunscritivel. Pelo Teorema 4 (ida de Pitot) vale que:
AB+CD = AD + BC. (4.4.1)

Sejam ki, ko e k3 os incirculos dos triangulos ABM, MNC, e NDA, respectivamente
(Figura 4.8). E construida a reta tangente h de C' a ki, diferente de C'B. Sera mostrado que h
também ¢é tangente a ks.

Seja o ponto X = gNh. Nota-se que os lados (ou suas extensées) do quadrilatero ABCX,

sdo tangentes a k. Pelo Teorema 4 (ida de Pitot) vale:
AB + CX = BC + AX. (4.4.2)
Somando e subtraindo AB e das equagdes (4.4.1) e (4.4.2) segue que:
CD—-CX=(AB+CD)—- (AB+CX) =

— (AD + BC) — (BC + AX) = AD — AX.

Figura 4.7: Construgao geométrica inicial para o Problema 11. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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Isto é,
CD+AX = AD + CX.

Pelo Teorema 5 (volta de Pitot), o quadrilatero ADCX também é circunscritivel, as-
sim como h é tangente & k3. Adicionalmente, como I3C, [,C, IyC, IsN e 111, sao bissetrizes,
encontra-se:

LI;CL = ZI3CX + £ZXC1 =

1 1
= J(£DCX + ZXCB) = S /DCB =

1
- 5(1800 - ZMCN) - 1800 - ZMIQN - 413[211.

O anterior permite concluir que os pontos C, I, I e I3 pertencem a uma mesma circun-
feréncia d.

Sejam Ly e L3 as reflexoes do ponto C' em relacao as retas Iol3 e 1115, respectivamente.
Como I513 é bissetriz do ZCNM e 1115 do ZCMN segue que Ly € ge L3 € g.

Seja H o ortocentro do Al I515. Tem-se:

LI L = Z11)Cly = Z11 131, = 180° — L1 H .

Isto significa que o quadrilatero IoH I L3 é ciclico. Analogamente, IsH L5 é inscritivel.

Na configuragao da Figura 4.8 encontra-se:
LLsHI, = ZLshh 1o = LI, 1,C =

- 412[30 = 4L1[5[2 = ALlHIQ

Portanto, L, L3 e H sao colineares. Como L; # L3, o problema fica demonstrado.
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Figura 4.8: Construgao geométrica para o Problema 11. Versao interativa aqui.

B

Fonte: O autor.

4.5 Ortocentro, quadrilatero inscritivel e angulos na cir-
cunferéncia. P3 NE IGO 2014.

Problema 12. Em um triangulo ABC tem-se ZC = ZA+90°. O ponto D na continuacao de
BC € tal que AC = AD. O ponto E estd no lado de BC que nao contém A e deve satisfazer
que /ZEBC = /A e ZEDC = %ZA. Provar que ZCED = ZABC.

Problema 3 (Nivel Elemental) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Ge-
ometry Olympiad) de 2014-2015, proposto por Morteza Saghafian.

4.5.1 Resolucao do Problema 12

A Figura 4.9 ilustra uma construgao geométrica inicial para o problema.
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Figura 4.9: Uma construcao geométrica inicial para o Problema 12. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

Para construir o triangulo ABC' utiliza-se um ponto auxiliar F' tal que:
CF 1L BC, CF =FA.
Como o ACF A é isoscele de base C'F' é garantido:
LFCA=/FAC =a, ZC =a+90°.

Seja M o ponto médio C'D. Como o triangulo AC'D é isosceles, entao AM estd na
mediatriz de C'D. Sejam P e () as interse¢oes de AM com DFE e BE, respectivamente. Como
o ponto P estd na mediatriz de C' e D tem-se PC—=PD e

/PCD =2
2
Pela soma dos angulos internos no triangulo ABC' encontra-se:
/B =90° — 2a.

Logo,
/EBA+ /CAB=a+ /B + a=90°.
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Seja G = AC'N BE. O resultado anterior garante que o AAGB ¢é retangulo em G. No
AABQ tem-se que BC e AC sao alturas. Isto é, o ponto C' é seu ortocentro. A seguir é
construida a altura que falta. Seja H o pé da altura do ponto () sobre AB.

Pela soma dos angulos internos no triangulo HQB tem-se ZHQB = /CQFE = «. Adici-

onalmente, do APDC, pode-se escrever:

1 1
o= Ea + 504 =/PDC + /PCD = /ZCPE.

Na tltima passagem foi utilizado que a medida do angulo externo de um triangulo é a
soma dos internos nao adjacentes.
Pela soma dos angulos internos no triangulo AM B tem-se que ZCAM = «. Segue do
AHQA que:
ZHQA =90° — 2a.

Sendo ZCPFE = ZCQFE o quadrilatero CPQFE é ciclico. Por outro lado, com referéncia
a corda CP, tem-se ZCEP = ZCQP. Segue que ZCED = ZABC, como queria-se provar. A

Figura 4.10 ilustra o problema resolvido. Uma solucao em video estd disponivel aqui.

Figura 4.10: Guia para a resolucao do Problema 12. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.
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4.6 Quadrilateros ciclicos, Angulos na circunferéncia e tri-
angulo isbésceles. P1 NA IGO 2015.

Problema 13. Dois circulos wy e wy (com centros Oy e Oy, respectivamente) intersectam-se
em A e B. Sejam os pontos X € wy e Y € wy tal que ZX BY = 90°. Sejam ainda X' o sequndo
ponto de intersecao da reta O1X e wy e K 0 sequndo ponto de intersecao de X'Y e wy. Provar

que X € o ponto médio do arco AK.

Problema 1 (Nivel Avangado) da 2 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian Geo-
metry Olympiad) de 2015, proposto por Davood Vakili.

Figura 4.11: Uma construcao geométrica inicial para o Problema 13. Versao interativa aqui.

Fonte: O autor.

4.6.1 Resolucao do Problema 13

A Figura 4.11 mostra uma constru¢ao geométrica inicial para o problema. Seja Z o ponto
de intersegdo do prolongamento de BX e w; (Figura 4.12). Como ZY BZ = 90°, entdo os

pontos Y, O; e Z sao colineares. Do quadrilatero ciclico Y ZBA segue:

LOWYA=/LIYA=/LABX.
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Tem-se ZAX'X = ZABX, pois enxergam o mesmo arco AX de w,. Como
LAX'X = ZOY A,
o quadrilatero YO; X’A também é ciclico, circunferéncia ws. De O1Y = O A encontra-se:
LO1AY = ZOY A.

Adicionalmente, /Y AO; = ZY X'O,, pois enxergam o mesmo arco Y O; de ws. Por
angulos opostos pelo vértice /Y X'O; = ZKX'X. Como ZAX'X = ZKX'X os arcos menores
AX e XK de wy tem a mesma medida. Isto é, X é o ponto médio do arco AX K. A Figura 4.12

mostra uma construcao geométrica com o problema resolvido.

Figura 4.12: Construcao geométrica da resolucao do Problema 13. Versao interativa aqui.

4

Fonte: O autor.

4.7 Reflexao, quadrilatero inscritivel, projecao. P4 NI I1GO
2017

Problema 14. No tridngulo isésceles ABC (AB = AC), seja | uma linha paralela o BC' que
passa por A. Seja D um ponto arbitrdrio sobre l. Sejam E, F o0s pés das perpendiculares a BD,

CD que passam por A, respectivamente. Suponha que P e () sdo as imagens de E e F sobre [.
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Provar que:

AP+ AQ < AB.

Problema 4 (Nivel Intermediario) da 4 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian
Geometry Olympiad) de 2017.

4.7.1 Resolucao do Problema 14

A Figura 4.13 ilustra uma construcdo geométrica possivel para auxiliar na interpretacao

do problema.

Figura 4.13: Construcao geométrica possivel para o Problema 14. Versao interativa aqui.

oe

Fonte: O autor.

A reta m é mediatriz dos pontos B e C. O ponto A pertence a m, ou seja, o tridngulo
ABC é isosceles, como descrito no enunciado. Deve-se comparar a soma dos segmentos AP e
AQ) com o segmento AB.

Primeiro, a ideia serd mostrar que o ponto Q' é a reflexdo do ponto ) em relacdo a
mediatriz m. Isto é, AP + AQ = PQ' e bastara provar que PQ’ < AB.

Seja D’ a reflexao do ponto D em relagdo a mediatriz m. Tem-se que DA = D'A e
DC = D’'B. Traca-se a semirreta BD' e uma perpendicular a esta que passe por A. Chama-se
F' & intersecao. A seguir é construido o ponto (', projecao do ponto F’ sobre a reta [.

Os triangulos DAC e D'AB sao congruentes pelo critério LAL (LDAC = ZD'AB). A

reta m também é bissetriz do angulo BAC. Segue que DC = D'B e as alturas respetivas sao
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iguais. Isto &, FA = F'A.

Nota-se também que os triangulos DEF'A e D'F’' A sao congruentes pelo critério CH, segue
que as alturas respeito aos lados DA e D'A sao iguais. Ou seja, F'QQ = F'Q)'. Portanto, os
triangulos FQA e F'Q)'A sao congruentes pelo critério CH, o que mostra que o ponto @)’ é a
reflexao do ponto () em relacao a mediatriz m.

Segundo, como ZAEB = ZAF'B = 90° o quadrilatero AEBF" é inscritivel e AB é um
didmetro da circunferéncia c¢ circunscrita a ele. Segue que EF’ é uma corda de ¢ e consequen-
temente EF' < AB.

Terceiro, PQ)' é a projecao sobre [ do segmento E'F’. Logo, AP+AQ = PQ)' < EF' < AB,
como queria-se demonstrar.

Ocorre a igualdade quando E'F’ ¢ diametro de ¢ (AB = EF’) e a linha EFF’ & paralela
com [ (EF' = PQ’). A Figura 4.14 ilustra esta situagao.

Figura 4.14: Caso de igualdade na desigualdade do problema. Versao interativa aqui.

e

Fonte: O autor.

O quadrilatero AEBF’ é um retangulo, suas diagonais sao iguais e cortam-se no ponto
médio O (também centro de ¢). Segue que FO = OB e o triangulo EOB & isosceles de base
EB. Neste caso, ZABC = Z/BAD = /BOFE = « (alternos entre paralelas) e

LOBE = LOEB = 90° - 2
(soma dos angulos internos de um triangulo). Logo, ZBAE = ¢ e AE & bissetriz e altura do

triangulo DAB. E concluido que o triangulo DAB é isésceles de base DB e AD = AB. Uma
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solucao em video esta disponivel aqui.
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