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Titulo

Mandalas, curvas classicas e visualizagao com R

Prefacio

Este material é fruto da palestra de mesmo titulo "MANDALAS, CURVAS
CLASSICAS E VISUALIZACAO COM R", apresentada no VI Seminario Inter-
nacional de Estatistica com R (SER), ocorrido em 2022 em modo online. Com
foco na multidisciplinaridade, o evento SER possui foco na utilizagao da lingua-
gem R em diferentes contextos, tais como Estatistica, Ciéncias Sociais, Economia
e Financas, Computagao, Matematica, Biologia, entre outras. Nesse contexto da
diversidade, o material expande a utilizacao da linguagem R e mostra que sua
capacidade computacional pode ser aproveitada em outras areas e utilizadas até
em contextos do Ensino Fundamental e Médio. O material traz uma apresentacao
detalhada para a construgao de Mandalas por meio do software R. Isso possibi-
lita englobar a diversidade de utilizacao da linguagem R em um tnico elemento,
pois engloba as construgoes gréficas, transformacoes matematicas e a programa-
¢ao computacional. As construcoes, inicialmente, sao focadas na apresentacao
de alguns detalhes matematicos e detalhes historicos; em seguida estao mostra-
dos os codigos completos e diretos para a construcao das mandalas utilizando
variaveis cartesianas; as coordenadas polares sao utilizadas logo em seguida. Em
cada caso, os codigos completos sao apresentados para facilitar a reproducao com
consequente analise e entendimento. A discussao é organizada em sete capitulos:
introducao; R, RStudio/Posit e pacotes tible e ggplot2; conceitos de Matematica
e Programacao; Transformacoes; Mandalas; Cores em R e Referéncias. O foco
sao as construcoes geométricas detalhadas com a apresentagoes passo a passo e o
compartilhamento dos codigos para que o leitor possa acompanhar e explorar o

processo descrito.

Palavras-chave: Geometria, Mandalas, Software R, Isometrias, Homotetias
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Capitulo 1

Introducao

O livro faz parte de um projeto de desenvolvimento e construcao de mandalas usando
curvas classicas e programacao computacional utilizando linguagem R. O texto foi elaborado
com base nas anotacoes iniciais da palestra intitulada Mandalas, curvas classicas e visua-
lizagcao com R, apresentada por dois dos autores no VI International Seminar on Statistics
with R, em 2022, online, disponivel em https://ser.uff.br/. A boa repercussao dessa palestra
motivou os autores a expandir e detalhar o processo de construcao de mandalas usando o R,
que resultou neste e-book.

A proposta evoluiu do interesse dos autores em aplicar as possibilidades do uso da lingua-
gem R, com o objetivo de estimular a aprendizagem e o uso dessa linguagem, particularmente a
partir da exploracao da relacao entre matematica e arte presente, por exemplo, nas mandalas.

O material nao é uma proposta de manual, apesar de quase todas as figuras virem acompa-
nhadas dos codigos completos que as geram. Por um lado, isso acarreta uma certa redundancia
para o leitor familiarizado com a linguagem R, por outro, deixa o texto mais completo para o
leitor iniciante na linguagem, permitindo a utilizacao direta dos codigos para a reproducao das
figuras e evitando a busca por fragmentos de codigos espalhados pela obra.

Os codigos e, consequentemente, as figuras sao apresentadas em uma sequéncia crescente
de complexidade, iniciando com figuras simples como circunferéncia e elipse, passando para
outras curvas como cardioide e lemniscata, inserindo rotagoes e homotetias para a geracao das
mandalas e, por fim, explorando a insercao de cores a construcao das figuras. Para além da
criacao das figuras, a preocupacao foi a de se estabelecer um método que pudesse ser repro-
duzido para diversas curvas, explorando desde a concepc¢ao de uma base de dados que surge
da necessidade de informar o conjunto de pontos que formarao a figura a partir da escolha de
uma curva, passando pelas equagoes matematicas que descrevem as curvas, as transformacgoes
lineares que produzem os efeitos finais, chegando a descricao explicativa do cédigo em R para
a obtencao do produto final.

O livro é organizado em sete capitulos. O Capitulo 2 discorre sobre o R, RStudio/RPosit e
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Pacotes tibble e ggplot2, mostrando como obter os programas, como instalar e como utilizar para
o proposito deste livro. No Capitulo 3 sao apresentadas as curvas que serao usadas na geragao
das mandalas, além dos codigos que as geram, que sao essenciais para o desenvolvimento dos
capitulos posteriores. O Capitulo 4 apresenta as transformagoes de rotagao e homotetia no
plano cartesiano, bem como as aplicacoes as curvas planas apresentadas anteriormente, com
respectivos codigos computacionais. O Capitulo 5 discute a geracao das Mandalas por meio
de um processo construtivo que tem inicio na escolha de uma ou mais curvas planas, combina
transformacoes de rotacoes e homotetias as transformagoes geométricas e, por fim, a respectiva
implementacao computacional com apresentagao detalhada dos cédigos em linguagem R. No
Capitulo 6, denominado, Cores em R, as cores sao inseridas no processo de construcao para
geracao de figuras ricas em detalhes e com belo apelo visual.

As Referéncias Bibliogréficas trazem a fundamentacao para tornar essa obra possivel, com

destaque para as contribuicoes significativas das referéncias [22], [24], [35], [1] e [L0].

1.1 Arte e Matematica

Muito do que é desenvolvido neste livro remete ao processo criativo e a aplicacao de
conceitos matematicos da légica, da geometria e da programacao computacional.

A Matemética é uma ciéncia natural que surgiu da relagdo entre o ser humano e a natu-
reza. Presente na vida cotidiana, relaciona-se como ferramenta e linguagem com diversas areas
como engenharias, fisica, quimica, biologia, entre outras. Em particular, nas artes visuais é
comum encontrar figuras geradas pela aplicacao sistematica de padroes geométricos, simetrias
e semelhangas. Sistematizar essa combinagao de formas e propriedades geométricas por meio
de algoritmos, é uma forma de produzir figuras com apelo artistico.

De acordo com Faria e Maltempi [1], a Matematica e a Arte possuem o potencial de revelar
estruturas e padroes que nos auxiliam a compreender o mundo e a desenvolver a imaginacao
de forma estruturada. Devido a relagao com a visualizacao, o campo da Matematica que estéa
mais relacionada com a Arte é a Geometria. Neste contexto, perspectiva, proporcao e simetria,
sao alguns dos exemplos fundamentais dessa relacao.

A arte é conhecimento e traz conhecimento, faz pensar e agir, e como coloca Puccetti e
Souza (2011, p. 2511), [23], “o processo de criagao artistica é, em si, um processo de conhe-
cimento” a partir do momento em que traz relagoes que conectam o sujeito que compreende,
relaciona, transforma e cria, percebendo-se como um ser criativo, capaz de transpor os seus
limites.

Nas palavras de Martins, Picosque e Guerra (2010, p.127), [11]:
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H4 um instante magico na vida em que, nem mesmo sabendo por que, ficamos
envolvidos num jogo. Num jogo de aprender e ensinar. Fazemos parcerias. Nao
s6 com os outros, mas também parcerias internas nos propondo desafios. Porém,
s6 ficamos nesse estado de total cumplicidade com o saber se este tem sentido

para nés. Caso contrario, somos apenas espectadores do saber do outro.

Durante o desenvolvimento deste e-book, nos deparamos com termo A/R/TOGRAFIA
cunhado em 2004 por Rita Irwin [7]. E uma linha de investigacdo inserida na metodologia

denominada de Pesquisa Educacional Baseada em Arte (PEBA) e descrito por [14]| como:

A a/r/tografia é uma metodologia de pesquisa derivada da "investiga¢ao ba-
seada nas artes", ou seja, é uma pratica da "investigagdo baseada nas artes",
igualmente de perspectiva narrativa que parte do acréonimo a/r/t "a"de artist,
"r"de researcher e "t"de teacher (em lingua portuguesa, respectivamente, ar-
tista, investigador e professor). J& o termo graphy, na sua etimologia grega (
graphein), significa "escrever, representar graficamente". A a/r/tografia seria,
entao, um tipo de pesquisa realizada/produzida por um pesquisador que exerce
também fungao de professor e artista concomitantemente (Entendendo que o
artista podera ser musico, poeta, dancarino, ator, performer, escultor, pintor,

gravador, etc.).

De acordo com [13], o que diferencia a a/r/tografia dos outros métodos da PEBA é a pro-
ducao artistica realizada durante o percurso da investigacao. Ao passo que, em outras condi¢oes
de PEBA, as artes sao utilizadas apenas como dados para andlise, no método a/r/togréfico, o
processo de criacao e os movimentos que surgem dele também sao relevantes para a pesquisa.
Neste sentido, este livro produz uma pequena contribuicao para pesquisadores que atuam nesta
linha de investigacao e pretendam fazer uso de uma linguagem computacional para o processo
de criacao.

Um outro aspecto interessante do aprendizado pode ser caracterizado pela interagao en-
tre Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Mateméatica (STEM (em Inglés Science, Technology,
Engineering, and Math)) ou de forma mais ampla por Ciéncia, Tecnologia, Engenharia, Arte, e
Matematica (STEAM (em Inglés Science, Technology, Engineering, Art, and Math (STEAM)))
[9]. Segundo estes autores existem multiplas perspectivas sobre o significado do termo STEM,
o que dificulta a classificacao de quais atividades escolares podem ser classificadas em STEM
ou STEAM. A classificacao das disciplinas individuais ou das interacoes entre as disciplinas
varia de acordo com o posicionamento de cada autor. Uma lista de autores e pontos de vista é

fornecida em [9].
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1.2 Mandalas

A proposta deste e-book é mostrar como podemos utilizar diversos recursos de programa-
¢ao, visualizacao e formas parametrizadas de figuras geométricas para produzir mandalas. A
mandala, de acordo com a professora de Historia Juliana Bezerra [3] ¢ uma circunferéncia que
contém em seu interior desenhos de formas geométricas, figuras humanas e cores variadas. De
acordo com o dicionéario Ozxford Languages, a palavra mandala é classificada como substantivo
masculino, mas observamos seu uso como substantivo feminino. De acordo com o dicionério, a
palavra esta classificado como Filosofia e Religiao, e seu significado ¢ um diagrama de formas
geométricas concéntricas.

Levando em conta as discussoes da Se¢ao 1.1, as mandalas podem ser um recurso didatico
utilizado por professores de Arte, Histéria e Matemaética, pois serve para ilustrar topicos tais
como as formas geométricas, cores, percepcao visual, historia da arte, historia das religioes
[3]. No contexto da programacao e utilizacao de tecnologias de ensino, a linguagem R pode
ser explorada para inserir elementos de programacgao computacional elementar ou avancada.
Por fim, no presente contexto, a Matematica é explorada por meio das curvas cléssicas com

transformacoes rigidas e visualizagao grafica no plano .
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Capitulo 2

R, RStudio e Pacotes tibble e ggplot2

A linguagem R esté consolidada no meio de analistas de dados. Trata-se de uma linguagem
de programacao especializada em Estatistica, Analise e Visualizacdo de dados. No entanto
sua aplicabilidade vai muito além da anélise de dados, podendo ser utilizada para producao
de relatoérios, livros, apresentacoes e desenvolvimento de pacotes e aplicativos web, além de
produgoes artisticas a partir de conceitos matematicos e de programacao, como é o caso do que
se propoe este e-book.

Segundo [2], o software R surgiu na década de 1990 na Universidade de Auckland, fruto
da iniciativa de professores de Estatistica, Robert Gentleman e Ross Thaka. A primeira versao
oficial foi publicada em fevereiro de 2000. No Brasil, o primeiro espelho do Comprehensive R
Archive Network (CRAN) do R foi iniciado pelo departamento de Estatistica da Universidade
Federal do Parana (UFPR) por iniciativa do professor Paulo Justiniano que disponibilizou as
primeiras apostilas na lingua portuguesa.

Atualmente, de acordo com [!], o interesse hoje em aprender R esta difundido em di-
versas profissoes, sendo muito simples e réapida sua instalagao, bastando para isso acessar o
site do projeto R em https://cran.r-project.org/. Outra ferramenta que compoe o ambiente
de programacao da linguagem R é o ambiente de desenvolvimento integrado denominado de R
Studio/Posit, que pode ser obtido em https://www.rstudio.com/products/rstudio/download /.

A linguagem R é composta de um grande niimero de pacotes que sao um conjunto de
fungoes programadas para executar diversos calculos e procedimentos computacionais. Apos
instalar o R e o RStudio/Posit, um conjunto destes pacotes se tornam automaticamente dispo-
niveis, enquanto que outros necessitam ser instalados de acordo com a necessidade do usuério.
Isso se dé pois o rol de pacotes disponiveis aproxima-se de 20 mil pacotes e nem todos se fazem
necessarios para cada usuério. A lista de pacotes é atualizada diariamente e pode ser acessada
em https://cran.r-project.org/.

Para a construcao de mandalas utilizadas neste e-book utilizaremos os pacotes descritos

a seguir.
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2.1 tibble

O pacote tibble foi desenvolvido por [12| como uma versao moderna das tabelas de dados
do pacote béasico da linguagem R. Com este pacote é possivel criar e manipular estruturas de
uma tabela (dataframe). Para fazer uso do pacote é necesséario sua instalagdo por meio do

comando:

install.packages("tibble")

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:
1. Carrega o pacote tibble.

Uma tabela de dados pode ser entendida como um conjunto de vetores colunas, cada
coluna representa uma variavel e cada linha representa uma observacao desta variavel.
Suponha que precisamos criar a seguinte tabela de dados:
x 4 5 6
y 0 0 0
O codigo a seguir ilustra o uso do pacote tibble para criar a tabela que sera denominada
de "tabela":

tabela = tibble::tibble(x=c(4,5,6), y=c(0,0,0))
tabela

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

1. Cria uma tabela utilizando a funcgao tibble do pacote tibble, o primeiro tibble refere-se ao

pacote seguido de :: e do nome da func¢ao do respectivo pacote;

2. Exibe o conteudo de tabela.

O comando da linha 1 um cria a tabela com duas colunas, a primeira com o vetor x e a
segunda com o vetor y. A linha 2 imprime o objeto tabela.

Caso a tabela contenha mais de 10 linhas, ao imprimir ou visualizar o objeto tibble, apenas
as 10 primeiras linhas serao exibidas, caso contrério sera necessario informar o nimero de linhas
que devem ser exibidas.

[lustramos a seguir como visualizar apenas uma coluna ou algumas colunas nao consecu-
tivas do objeto tibble.
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#constroi tabela de dados

tabela = tibble::tibble(x=c(4,5,6), y=c(0,0,0), z=c("a", "b", "c"))
tabela$x #visualiza apenas a coluna denominada T

[1] 4 56

O detalhamento do codigo é feito a seguir:
1. Comentario;
2. Cria uma tabela utilizando a funcao tibble contendo 3 colunas: x, y e z;
3. Exibe o contetdo da coluna x da tabela;

4. Resultado do comando da linha 3.

tabela$z #visualiza apenas a coluna denominada z
[1] Ilall Ilbll "C"

O detalhamento do codigo é feito a seguir:
1. Exibe o conteudo da coluna z da tabela;

2. Resultado do comando da linha 1.

tabelal , c(1,3)] #vizualiza colunas 1 e 3, ou seja T e z
# A tibble: 3 = 2

X z

<dbl> <chr>

1 4 a
2 5 b
S 6 c

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:
1. Exibe o contetido das colunas 1 e 3. Apds # é comentério.

2. Exibicao do resultado do comando da linha 1, inicia com informacoes sobre a dimensao da

tabela, sendo 3 linhas e 2 colunas.
3. Exibe o nome das colunas solicitadas no comando da linha 1.
4. Exibe o tipo de variavel de cada coluna, dbl significa double e chr significa caractere.

5-7. Exibe o valores das colunas 1 e 3 da tabela, com as linhas numeradas de 1 a 3 respectiva-

mente.
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2.2 ggplot2

O pacote ggplot2 foi desenvolvido por [35] como ferramenta poderosa para a visualizagao
de dados. Com este pacote é possivel criar diversos tipos de graficos. Foi idealizado para que a
construcao fosse um processo em camadas, ou seja, a construcao do pacote permite acrescentar
ou modificar camadas do grafico de forma pratica.

Para fazer uso do pacote é necessario sua instalacao por meio do comando:

install.packages("ggplot2")

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:
1. Carrega o pacote ggplot2.

Para realizar a construgao do grafico, é necessario que os dados estejam armazenados em
uma tabela (tibble), contendo pelo menos duas colunas, uma com os valores do eixo x e outra
com os valores do eixo y.

O ggplot2 permite diversas formas para o grafico por meio da familia de argumentos do

". Por exemplo geom histogram produz a forma de um histograma, geom boxplot

tipo "geom _
produz a forma de um bozplot, geom_point produz pontos. A lista completa pode ser vista na
documentacao do pacote.

A titulo de ilustragao, o c6digo a seguir mostra o processo de visualizagao de um conjunto

de pontos qualquer.

tabela = tibble::tibble(x=c(4,0,6), y=c(0,1,4)) #cria a tabela de pontos
ggplot2: :ggplot O+ #cria uma janela grdifica

geom_point (data=tabela, aes(x=x, y=y), color='black') #cria os pontos na janela grdfica

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

1. Cria com o pacote tibble uma tabela com duas colunas. Apds # comentario;

2. Cria uma janela gréafica com o pacote ggplot2, o sinal de + indica inclusao de nova camada

nesta janela, informada na préxima linha;

3. Acrescenta uma camada de pontos cujos dados estao na tabela; define que a cor dos pontos

seré black.
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Figura 2.1: Exemplo de grafico de pontos com o pacote ggplot2.

0 2 4
X

Fonte: Os autores.

Conforme o leitor podera constatar, os codigo de visualizagao das curvas e mandalas que
serao abordados aqui sao limitados ao formato de pontos, no entanto deve ser destacado que o

pacote ggplot2 possui intimeras opgoes, cujo detalhamento fogem ao escopo deste e-book.
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Capitulo 3
Conceitos de Matematica e Programacao

Neste capitulo sao apresentadas algumas nogoes gerais sobre curvas planas, diferentes
formas de caracteriza-las, além de uma apresentacao mais detalhada das curvas que serao
utilizadas para a geracao das figuras do capitulo 6. Este capitulo sera iniciado com uma pequena
discussao sobre curvas planas e, em seguida, um conjunto especifico de curvas é apresentado em
forma paramétrica. Para o leitor interessado em maiores detalhes sobre cada uma das curvas,
as referéncias podem ser um ponto inicial interessante.

O conjunto de curvas planas utilizado é composto pelo circunferéncia, a elipse, o cardioide,

deltoide, o astroide, lemniscata de Bernoulli, lemniscata de Gerono e o limacon de Pascal.

3.1 Curvas Planas

Uma curva, intuitivamente, pode ser considerada como uma trajetoria descrita pelo mo-
vimento de uma particula que deixa um rastro a medida que se move. Fazendo tragos com
um lapis em um papel, desenha-se curvas que podem ser vistas como o rastro das trajetorias
do ponto de contato do lapis com o papel. Essa é apenas uma ideia intuitiva do que é uma
curva, nao uma definicao. Do ponto de vista da matemaética, uma curva pode ser caracterizada
como um lugar geométrico no plano. Um exemplo simples ¢é a circunferéncia: lugar geométrico
dos pontos do plano que sao equidistantes a um ponto fixado, o centro da circunferéncia. No
entanto, para implementagoes computacionais, é necessario utilizar a geometria analitica que,
por meio da adogao de um sistemas de coordenadas, permite expressar objetos geométricos
tais como pontos, vetores e curvas por meio de coordenadas e equagoes, permitindo assim sua
implementagao computacional. Como ilustra¢ao, uma circunferéncia de centro (0,0) e raio r

pode ser representada:

i.) implicitamente, em coordenadas cartesianas, pela equacao x2 + y* = r?;

ii.) explicitamente, em oordenadas cartesianas, como reunido dos graficos de y = v/r? — 22,
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para |z| < r na parte superior e y = —/r? — 22, para |z| < r na parte inferior;
iii.) explicitamente, em coordenadas polares (p,#), pela equacao p =r,0 < 6 < 27;

. . r =r-cost
iv.) parametricamente, por , t€0,2m].
Yy=7rr-sent

Como no caso da circunferéncia, curvas planas podem ser caracterizadas das diversas
formas descritas anteriormente: como um lugar geométrico, por uma equagao, como o grafico
de uma func¢ao de uma variavel, por uma parametrizagao.

Desenhar curvas no computador requer o uso de um software apropriado. Neste texto,
utilizando a linguagem R e o pacote ggplot2, as curvas sao geradas a partir de uma tabela de
valores, tratada como um conjunto de dados. Por essa razao, dentre as diversas formas de
representacao de uma curva, computacionalmente, a melhor forma é a paramétrica, em que as
coordenadas de cada ponto da curva sao escritas na forma (z(t), y(t)) e o parametro ¢ varia em
um conjunto pré definido de valores. Isso deve-se a facilidade para gerar a tabela de valores
que serd usada como conjunto de dados. Curvas dadas como graficos de funcoes sao curvas
parametrizadas em que os pontos sao da forma (z, f(z)) em que z, a variavel independente,
¢ o parametro. Por essa razao, todos os codigos em R apresentados neste texto usam curvas

parametrizadas. Eventualmente, as expressoes em coordenadas polares sao fornecidas.

3.2 Circunferéncia

Uma das curvas mais conhecidas, antigas e fundamentais da histéria da humanidade.
Segundo [16], as propriedades do circunferéncia sao componentes fundamentais para a invengao
da roda. A historia registrada é anterior ao escriba de Ahmes, o qual fornece para o calculo da
area do circulo um valor de 7 =~ 3.16.

O circulo desempenhou um papel fundamental no estudo das curvas cléssicas, pois varias
destas estao relacionadas ao problema de quadratura do circulo [16]. Uma leitura interessante
sobre a historia do 7 é a referéncia [17]. A simplicidade das equagoes da circunferéncia e
respectivo tragado, podem obscurecer as possibilidades de utilizagao para a produgao de figuras

geométricas e simétricas. Em coordenadas paramétricas:

xr=r- sen(t), y=r-cos(t), telo0,2n].

A Figura 3.1 e respectivo cddigo em R sao mostrados a seguir:
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Figura 3.1: Circunferéncia.

1 require(ggplot2)

2 n=500

3 t=seq(0,2*pi, length.out = n)

4 raio=1 /
5 x=raio*cos(t); y=raio*sin(t) /
6 dt=tibble::tibble(x,y)

7 p= ggplot(O+ coord_fixed()+theme_void()

8 p=pt+ geom_point(data=dt, aes(x=x, y=y),

9 color='black')

10 P

. ) Fonte: Os autores.
O detalhamento do codigo é apresentado a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos.

3. Calcula a sequéncia de pontos ¢ no intervalo [0, 27].

4. Define o raio do circunferéncia adotado.

5. Calculo dos valores x,y das coordenadas paramétricas do circunferéncia.
6. Constrdi o banco de dados de pontos (x,y).

7.-9. Elementos graficos.

3.3 Elipse

A elipse é definida como o lugar geométrico dos pontos P(z,y) tais que a soma das
distancias a dois pontos F; e F,, denominados focos, é uma constante. Segundo [13], foi
estudada primeiramente por Menaechmus e suas aplicacoes nao se restringem ao estudo das
cOnicas, mas ramificam-se pelas aplicagoes em astronomia. Informacgoes adicionais e algumas
referéncias podem ser encontradas em [15] e [25].

A Equagao reduzida em coordenadas cartesianas (considerando centro (0,0) e eixo focal

coincidente com um dos eixos coordenados) ¢ dada por:

As equagdes paramétricas sao dadas por:
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x =a-cos(t), y =b- sen(t), t €[0,27], a,b: constantes.

Figura 3.2: Elipse.

1 require (ggplot2)

2 n=500

3 theta=seq(0,2*pi,pi/314)

4 a = 2; b=1

5 x = axcos(theta); y = b*sin(theta)

6 dt=tibble::tibble(x,y)

7 p= ggplot(O+ coord_fixed()+theme_void()
8 p=p+ geom_point(data=dt, aes(x=x, y=y),
9 color='black')

10 P

Fonte: Os autores.

O detalhamento do coédigo é apresentado a seguir:
1. Carrega o pacote ggplot2;
2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os célculos;
3. Calcula a sequéncia de pontos ¢ no intervalo [0, 27];
4. Define os eixos maior a e menor b;
5. Calculo dos valores x, y das coordenadas paramétricas da elipse;
6. Construindo o banco de dados de pontos (x,y);

7.-9. Elementos graficos.

3.4 Cardioide

Um cardioide é uma curva cuja forma se assemelha & representagao de um coragao. Por
este motivo, recebe o nome derivado do grego kardioeides = kardia: coragao + eidos: forma.
O nome cardioide é creditado a Castillon em Philosophical Transactions of the Royal Society
em 1741 [29]. Considerando duas circunferéncias de mesmo raio, tangentes em um ponto P, é
a curva descrita por P quando uma circunferéncia gira (sem deslizar) tangencialmente sobre a
outra circunferéncia (mantida fixa) [19]. Raios distintos para as circunferéncias produzem uma

curva mais geral denominada epicicloide [27].
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Uma parametriza¢ao do cardioide ¢ dada por [28].
x=r-(1—cos(d))- cos(@), y=r-(1—-cos(f))- sen(d), 6 ¢c[0,2nr] (3.4.1)

Por questao de conveniéncia, a parametrizagao (3.4.1) sera utilizada. A Figura 3.3 mostra

o cardioide e respectivo codigo.

Figura 3.3: Cardioide.

1 require (ggplot2)

2 n=700

3 theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

4 raio=1

5 x=(1-cos(theta))*cos(theta)*raio;

6 y=(1-cos(theta))*sin(theta)*raio

7 dt=tibble: :tibble(x,y)

8 size=0.5

9 p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void()
10 p= ptgeom_point(data=dt, aes(x=x, y=y),
11 color="'black',size=size)

12 p

Fonte: Os autores.

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

—

. Carrega o pacote ggplot2.

N

. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os célculos.
3. Calcula a sequéncia de pontos 6 no intervalo [0, 27].

4. Define o raio.

5.-6. Calcula aos valores z e y.

7. Constroi banco de dados de pontos (z,y).

8.-12. Parametros gréficos.

3.5 Deltoide

O deltoide é uma curva tricispide e foi estudada por Euler em 1745 e por Steiner em

1856 [30]. E um caso particular de uma hipocicloide que é a curva descrita pelo ponto de
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tangéncia P entre duas circunferéncias, uma interna a outra, quando a circunferéncia interna
gira (sem deslizar) sobre a circunferéncia externa (mantida fixa). Quando a razao entre os raios
da circunferéncia externa e da circunferéncia interna é 3, a curva descrita pelo ponto P é a

deltoide.

As equagbes paramétricas sao dadas por:
x =a-(2cos(t) + cos(2t)) y=a-(2sen(t) — sen(2t)), t €[0,2n].

A seguir estao o codigo e a respectiva Figura 3.4.

Figura 3.4: Deltoide.

1 require (ggplot2)

2 n=700

3 theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

4 a=1

5 x=ax* (2*cos (theta) +cos(2*theta))

6 y=a*(2*sin(theta)-sin(2*theta))

7 dt=tibble::tibble(x,y)

8 size=0.5

9 p = ggplot()+coord_fixed()+theme_void()
10 p = ptgeom_point(data=dt, aes(x=x, y=y),
11 color="'black',size=size)

12 p

. . _ Fonte: Os autores.
O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

—

. Carrega o pacote ggplot2.

N

. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os célculos.
3. Calcula a sequéncia de pontos theta no intervalo [0, 27].

4. Define o valor do parametro a.

5-6. Calcula aos valores x e y.

7. Constroi banco de dados de pontos (z,y).

8.-12. Parametros gréficos.

3.6 Astroide

O astroide é uma curva tetracuspide e foi estudada , primeiramente, por Johann Bernoulli

in 1691-92 e Leibniz em 1715 [21]. Também é um caso particular da hipocicloide. Neste caso,
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a razao entre os raios da circunferéncia externa e da circunferéncia interna ¢é igual a 4.

10

11

5.

6.

As equagdes paramétricas|? 1| sao dadas por:

T =a-cos’(t) y =a- sen’(t),

Uma descri¢ao mais detalhada e referéncias podem ser encontradas em [31].

t €[0,2n],

A seguir estao o cédigo e a respectiva figura 3.5 do astroide.

Figura 3.5: Astroide.

require (ggplot2)

n=500

thetaa=seq(0,2*pi, length.out = n)

a=1

x=ax*(cos(theta))~3; y=a*(sin(theta))"3
dt=tibble: :tibble(x,y)

size=0.5

p = ggplot()+coord_fixed()+theme_void()
p = ptgeom_point(data=dt, aes(x=x, y=y),
color='black',size=size)

1%

O detalhamento do codigo é feito a seguir:

. Carrega o pacote ggplot2.

. Calcula a sequéncia de pontos theta no intervalo [0, 27].
. Define o valor do parametro a.
Calcula aos valores x e y.

Constréi banco de dados de pontos (z,y).

7.-11. Parametros gréficos.

3.7 Lemniscata de Bernoulli

Fonte: Os autores.

. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os célculos.

A Lemniscata é uma figura geométrica em forma de hélice que surgiu em 1694 com Jacob

Bernoulli e é um caso especial de um conjunto de curvas mais gerais. Ver, por exemplo, [7].
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As equagdes paramétricas sao dadas por [32]:

a cos(t) a cos(t) sen(t)
= 2O, = SRR e [0, 2q)
T sen?(t)’ YT sen?(t) 0, 2]

A seguir estao apresentados o codigo e respectiva Figura 3.6 da Lemniscata de Bernoulli.

Figura 3.6: Lemniscata.

1 require(ggplot2)

2 n=700

3 theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

4 x=cos (theta)/(1+sin(theta)"~2);

5 y=sin(theta)*cos(theta)/(1+sin(theta)~2)
6 dt=tibble::tibble(x,y)

7 size=0.5

8 p = ggplot()+coord_fixed()+theme_void()
9 p = ptgeom_point(data=dt, aes(x=x, y=y),
10 color="'black',size=size)

11 p

Fonte: Os autores.

O detalhamento do codigo é feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2.-3. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e a sequéncia de pontos

do parametro theta € [0, 27].
4.-5. Calculo dos valores x e y das coordenadas.
6. Constroi o banco de dados de pontos (z,y).

7.-11. Elementos graficos.

3.8 Leminiscata de Gerono

A Lemniscata de Gerono ¢é uma figura similar & Lemniscata de Bernoulli, no entanto, por

ser mais achatada a sua equagao é consideravelmente diferente. A equacao é dada por [33]:

x = sen(h), y = cos(f)sen(d), 6 € [0,2n].

A seguir estao apresentados o co6digo e respectiva Figura 3.7 da Lemniscata de Gerono.
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Figura 3.7: Lemniscata.

1 require (ggplot2)

2 n=700;

3 theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

4 x=sin(theta) ;

5 y=sin(theta)*cos(theta)

6 dt=tibble::tibble(x,y)

7 size=0.5

8 p = ggplot()+coord_fixed()+theme_void()
9 p = ptgeom_point(data=dt, aes(x=x, y=y),
10 color="'black',size=size)

11 P

. . , Fonte: Os autores.
O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2.-3. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e a sequéncia de pontos

do parametro theta € [0, 27].
4.-5. Calculo dos valores x e y das coordenadas.
6. Constroi o banco de dados de pontos (x,y).

7.-11. Elementos graficos.

3.9 Limacon de Pascal

A curva Limacon de Pascal foi descoberta pelo pai de Blaise Pascal, Etienne Pascal. Seu
nome ¢ creditado ao francés Gilles-Personne Roberval in 1650 [20]. Possui o cardioide como um

caso especial e equagoes paramétricas dadas por [34]:

z = (b+a-cos(t)) - cos(t)

, t € [0, 2]
y=(b+a-cos(t)) - sen(t)

A seguir estao o codigo e a Figura 3.8 do Limacon de Pascal. O sinal positivo foi trocado

pelo sinal negativo apenas para obter a cispide a direita da figura.
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Figura 3.8: Limagon de Pascal.

1 require(ggplot2)

2 n=1000

3 t=seq(0,2*pi, length.out = n)

4 b=1;a=2

5 x=(b-a*cos(t))*cos(t)

6 y=(b-ax*cos(t))*sin(t)

7 dt=tibble::tibble(x,y)

8 size=0.5

9 p = ggplot()+coord_fixed()+theme_void()
10 p = ptgeom_point(data=dt, aes(x=x, y=y),
11 color='black',size=size)

12 P

. . , Fonte: Os autores.
O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

. Carrega o pacote ggplot2.

. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos.
. Calcula a sequéncia de pontos t no intervalo [0, 27].

. Define os valores dos parametros a b.

-6. Calcula aos valores x e y.

. Constréi banco de dados de pontos (z,y).

-12. Parametros graficos.
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Capitulo 4
Transformacoes Geométricas com R

Neste capitulo, as transformagoes geométricas de rotagoes e homotetias sao aplicadas aos
graficos das curvas mostradas no capitulo 3. A aplicagao adequada desses movimentos rigidos
de rotacao e homotetia tornam possivel combinar figuras de modo que o resultado possua
aspectos simétricos e, eventualmente, um entrelagamento de linhas que proporciona um visual
interessante. Por razao de comodidade e simplificacao, todas as transformacoes rigidas sao

realizadas em relagao a origem do sistema de coordenadas cartesianas.

4.1 Rotacao do Cardioide

A Figura 4.1 mostra o cardioide original e o cardioide rotacionado por um angulo § = /2.

1 require(ggplot2) Figura 4.1: Rotacao do Cardioide.
2 n=700

3 theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

4 r=1

5 x=c (2*r*cos(theta)-r*cos (2*theta))

6 y=c(2xr*sin(theta)-r*sin(2*theta))

7 rotacao=pi/2

8 Xr=x; yr=y

9 xr=c (xr,x*cos (rotacao)-y*sin(rotacao))

10 yr=c(yr,x*sin(rotacao)+y*cos(rotacao))

11 dt=tibble::tibble(xr,yr)

12 size=0.5

13 p = ggplot()+coord_fixed()+theme_void()

14 p = ptgeom_point(data=dt,aes(x=xr, y=yr),

15 color='black',size=size) Fonte: Os autores.
16 p

32
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Note que a base de dados dt contém todos os pontos, ou seja, todos os pontos (x,y) da
figura original e todos os pontos (x,y) obtidos por meio da rotagao. O detalhamento do codigo

é feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e o raio.
3. Calcula a sequéncia de pontos theta no intervalo [0, 27].
4. Define o raio.

5. Calcula aos valores z.

6. Calcula aos valores y.

7. Define o angulo de rotagao.

8. Faz copia dos valores de x e y.

10. Calcula aos valores xr utilizando a féormula de rotacao.
11. Calcula aos valores yr utilizando a férmula de rotagao.

12.-16. Parametros gréficos.

Note que apenas o coédigo para a rotagao foi inserido e que nao ha mais modificagoes.
Qualquer outra curva pode ser utilizada no lugar do cardioide sem maiores modificagoes do

codigo.

4.2 Rotacgoes Sucessivas

Vamos realizar rotagoes sucessivas do cardioide por um angulo #, escolhido arbitraria-
mente, e fazer a composicao para obter a Figura 4.2. Nesse caso, a abordagem anterior pode
ser executada, ou seja, a definicao manual de cada uma das rotagoes, porém, o processo é ine-
ficiente do ponto de vista de repeti¢ao do coédigo e pode ser melhor abordado por meio de uma
estrutura de fluxo do tipo loop.

A Figura 4.2 e respectivo codigo sao mostrados a seguir. Note que: i.) rotacao =
c(pi/2,pi,3 % pi/2) agora é um vetor que armazena os angulos a serem utilizados no processo;
ii.) o loop for executa itera¢do sobre cada um dos elementos de rotacao calculando as rotacao
do angulo na respectiva posicao i; iii.) o resultado do item ii.) é concatenado aos resultados

previamente calculados até o fim do processo.
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Figura 4.2: Composicao de rotagoes do cardioide.

o -
[ Ry

Fonte: Os autores.

require(ggplot2)

n=500; raio=1

theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=c(2xraio*cos (theta)-raio*cos(2*theta))
y=c(2*raio*sin(theta)-raio*sin(2*theta))
rotacao=c(pi/2,pi, 3*pi/2)

Xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[i]))

yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[il))

}

dt=tibble::tibble(xt,yt)

size=0.5

p = ggplot()+ coord_fixed()+theme_void()

p = ptgeom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color='black',size=size)
P

A descricao do codigo é idéntica ao caso anterior, exceto pela insercao do loop para as

rotagoes sucessivas. Os detalhes sao apresentados a seguir:

1.

2.

3.

4.

5.

Carrega o pacote ggplot2.

Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os célculos e o raio.
Calcula a sequéncia de pontos theta no intervalo [0, 27].

Calcula aos valores x.

Calcula aos valores .
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6. Define os angulos de rotagao.

7. Faz copia dos valores de z e y.

8.-11. Executa calculos sucessivos dos valores xt e yt utilizando a férmula de rotacao de ponto.
12. Constréi o banco de dados.

13.-16. Parametros graficos.

4.3 Rotagoes Sucessivas Anti-horarias e Horarias

Nesta segao, o cardioide é rotacionado por angulos rotacao = c(pi/2,pi,3 * pi/2). Em
seguida, a composi¢ao é rotacionada de dngulo de 7/8 radianos em ambos os sentidos anti-
horario e horério. O cédigo e a Figura 4.3, resultantes do processo de composic¢ao, sao mostrados

a seguir:

Figura 4.3: Rotagoes anti-horarias e horérias.

4880888833000,

QU LD

Fonte: Os autores.

Note que a composigao o cardioide com cuspide em angulo zero é rotacionada em 7 /2, w, 37 /2
para obter os cardioides com cuspides em 7 /2, 7, 37/2, respectivamente. Todas as rotagoes for-
necem uma figura composta F'0. A rotacao em 7/8 de F0 fornece as cispides em 7/8,7/2 +
/8, m+m/8,3w/2+ /8, enquanto que a rotagdo em — /8 fornece as cispides em —7m /8, 7/2 —

/8, m —m/8,31w/2 — /8. Esse processo de rotagdes horarias e anti-horarias pode ser repetido
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para um vetor qualquer, como por exemplo, rot = ¢(seq(0,2 x pi, pi/8), rotacao = ¢(rot, —rot)

produzird uma rotagao de angulos multiplos horérios e anti-horéarios de pi/8.

require (ggplot2)

n=1500; raio=1

theta=seq(0,2*pi, length.out = n)
x=c(2*raiox*cos(theta)-raio*cos(2*theta))
y=c(2xraio*sin(theta)-raio*sin(2*theta))
rotacao=c(pi/2,pi, 3*pi/2)

xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i]))
}

rotacao=c(pi/8,pi,-pi/8)
xtl=c(xt*cos(rotacao)-yt*sin(rotacao))
ytl=c(xt*sin(rotacao)+yt*cos(rotacao))
dt=tibble::tibble(xtl,yt1)

size=0.25

p = ggplot()+ coord_fixed()+theme_void()

p = ptgeom_point(data=dt, aes(x=xtl, y=ytl), color='black',size=size)
p

O detalhamento do codigo é feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e o raio.

3. Calcula a sequéncia de pontos theta no intervalo [0, 27].

4. Calcula aos valores x.

5. Calcula aos valores y.

6. Define os angulos de rotagoes.

7. Faz copia dos valores de x e y.

8.-11. Executa calculos sucessivos dos valores xt e yt utilizando a féormula de rotagao.

12.-15. Calcula rotacao da figura gerada anteriormente pelos angulos dados. Constréi o banco
de dados.

15.-19. Parametros graficos.

ALCOFORADO, L.F.; SANTOS, J.P.M.; LIMA, M.V. ; FIRMIANO, A.; LOPEZ LINARES,
J. Mandalas, curvas classicas e visualizacao com R Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 105 p. ISBN
978-65-87023-33-5 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023335.



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

CAPITULO 4. TRANSFORMACOES GEOMETRICAS COM R 37

4.4 Homotetia

Nesta parte, uma homotetia de razao ¢ = 0.25 é aplicada a composi¢ao das rotagoes

mostrada na Figura 4.2. O resultado ¢ mostrado na Figura 4.4.

Figura 4.4: Homotetia de razao ¢ = 0.25 da composicao de rotagoes da Figura 4.2.

©

Fonte: Os autores.

Os codigos sao apresentados a seguir:

require(ggplot2)

n=1000; raio=1

theta=seq(0,2*pi, length.out = n)
x=c(2*raio*cos(theta)-raio*cos(2*theta))
y=c(2*raio*sin(theta)-raio*sin(2*theta))

rotacao=c(pi/2,pi, 3*pi/2)

xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[il))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[il))

}

contracao = 0.25

xt2=xt*contracao; yt2=yt*contracao

dt2=tibble: :tibble(xt2,yt2)

size=0.25

p = ggplot(O+  coord_fixed()+theme_void()

p = ptgeom_point(data=dt2, aes(x=xt2, y=yt2), color='black',size=size)+
scale_y_continuous(limits = c(-3.5,3.5))+ scale_x_continuous(limits = c(-3.5,3.5))

p

O detalhamento é idéntico ao anterior, exceto pela definicao dos limites dos eixos para

evitar o escalonamento automéatico.
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1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e o raio.
3. Calcula a sequéncia de pontos theta no intervalo [0, 27].

4. Calcula aos valores x.

5. Calcula aos valores y.

6. Define os angulos de rotagoes.

7. Faz copia dos valores de x e y.

8.-11. Executa célculos sucessivos dos valores xt e yt utilizando a féormula de rotacao.
12. Define a razao de homotetia.

13. Calculo dos pontos zt2 e yt2, os pontos com homotetia.

14. Define o banco de dados.

15.-19. Parametros gréficos.

4.5 Composicao de rotacoes e homotetias

Nesta secao, os elementos discutidos nas segoes 4.2, 4.3 e 4.4 sao concatenados em um
tnica figura, ou seja, a figura é gerada pela composicao de rotagoes horaria, anti-horéria e

homotetia. O procedimento consiste em:

e Construir o cardioide.

Rotacionar o cardioide no sentido horario para obter a composi¢ao de rotagoes.

Rotacionar a composicao anterior nos sentidos horario e anti-horario e construir a com-

posicao.

Realizar a homotetia da composi¢ao anterior.

Compor a figura final.

A Figura 4.5 mostra a composi¢ao entre as rotagdes horaria e anti-horaria do cardioide
e a homotetia. A razao de homotetia para fornecer o resultado apresentado foi determinada

manualmente por inspecao.
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Figura 4.5: Composicao de rotagoes, anti-horéaria e horaria, e homotetia de razao ¢ = 0.325.

Fonte: Os autores.

require(ggplot2)

n=1000; raio=1

theta=seq(0,2*pi, length.out = n)
x=c(2xraio*cos(theta)-raio*cos(2*theta))
y=c(2xraio*sin(theta)-raio*sin(2*theta))
rotacao=c(pi/2,pi, 3*pi/2)

xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i]))
}

rotacao=c(pi/8,pi,-pi/8)
xtl=c(xt*cos(rotacao)-yt*sin(rotacao))
ytl=c(xt*sin(rotacao)+yt*cos(rotacao))
dti=tibble::tibble(xtl,yt1)

contracao = 0.325

xt2=xt*contracao; yt2=yt*contracao

dt2=tibble::tibble (xt2,yt2)

size=0.5

p= ggplot(O+ coord_fixed()+ theme_void()

p=p+ geom_point(data=dtl, aes(x=xtl, y=ytl), color='black',size=size)+
geom_point (data=dt2, aes(x=xt2, y=yt2), color='black',size=0.015)
1%
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O detalhamento do codigo é feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e o raio.
3. Calcula a sequéncia de pontos theta no intervalo [0, 27].

4. Calcula aos valores x.

5. Calcula aos valores y.

6. Define os angulos de rotagoes.

7. Faz copia dos valores de z e y.

8.-11. Executa célculos sucessivos dos valores xt e yt utilizando a féormula de rotagao.
12. Define aos angulos de rotagao nos sentido horério e anti-horéario.
13.-14. Calculo dos pontos xtl e ytl: os pontos rotacionados.

15. Define o banco de dados de zt1 e yt1.

16. Define a razao de homotetia.

17.-18. Calculo dos pontos xt2 e yt2 com a razao de homotetia e construcao do banco de

dados.

19.-23. Parametros graficos.

As ideias expressas para a composi¢ao da figura anterior, sao desenvolvidas para as proxi-
mas construgoes. De forma geral, o mesmo procedimento é aplicado. No entanto, é necessario
desenvolver, modificar ou alterar partes do cédigo para que a construgao possa ser feita, pois

ha detalhes inerentes as figuras base adotadas para a construgao.

ALCOFORADO, L.F.; SANTOS, J.P.M.; LIMA, M.V. ; FIRMIANO, A.; LOPEZ LINARES,
J. Mandalas, curvas classicas e visualizacao com R Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 105 p. ISBN
978-65-87023-33-5 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023335.



41

Capitulo 5

Mandalas

Neste capitulo sao apresentados algumas figuras interessantes provenientes da utilizacao
de algumas curvas planas. As curvas selecionadas refletem um aspecto pessoal, mas nao ha
restricoes quanto a utilizacao de outras curvas. Aqui, todas as figuras sao deixadas em preto,
pois a énfase esta no processo de construcao utilizando o R. Uma discussao sobre coloracao é

apresentada no capitulo 6.

5.1 Lemniscata de Bernoulli

Nesta secao, um conjunto de rotacgoes sucessivas da Lemniscata de Bernoulli perfazem a
primeira parte do processo de composi¢ao. Em seguida sao realizadas homotetias e respectivas
composi¢oes com os resultados iniciais. A Figura 5.1 ilustra o resultado do procedimento

construtivo descrito a seguir:

e Construcao da Lemniscata de Bernoulli.

T 27
Rotagoes sucessivamente por angulos 6 = 0, T3

Obtencao dos vetor xy,y; contendo todos os valores em x e y rotacionados.

1 Y 2 ] r x ) y

e Composicao da figura com os resultados gerados nos itens anteriores.

A Figura 5.1 deixa em destaque a lemniscata de Bernoulli que pode ser vista como uma
rotacdo de angulo zero ou angulo 7. As demais rotagoes de angulos 7/3 e 27 /3 produzem as
outras duas lemniscatas. Quaisquer outros angulos podem ser escolhidos, bastando redefinir o
vetor rotacao. Um angulo de 7/2 produz uma figura parece com uma figura de pétala, enquanto

que muitas rotagoes ocasionam sobreposigoes. A Figura 5.2 ilustra um caso de sobreposicoes.
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Figura 5.1: Composicao de lemniscatas rotacionadas e homotetias.

Fonte: Os autores.

O codigo completo é apresentado a seguir:

require(ggplot2)

n=500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)
x=cos(theta)/(1+(sin(theta))~2); y=sin(theta)*cos(theta)/(1+(sin(theta))~2)
rotacao=c(seq(0,pi,pi/3))

xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[il))

}

dt=tibble::tibble(xt,yt)

contracao = 0.25; xt2=xt*contracao; yt2=yt*contracao

dt2=tibble: :tibble(xt2,yt2)

contracao = 0.5; xt3=xt*contracao; yt3=yt*contracao

dt3=tibble: :tibble(xt3,yt3)

contracao = 0.75; xtd4=xt*contracao; yt4=yt*contracao

dt4=tibble: :tibble(xt4,yt4); size=0.025

p= ggplot )+ coord_fixed()+ theme_void()

p=p+ geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color='black',size=size)
p=pt+geom_point (data=dt2, aes(x=xt2, y=yt2), color='black',ksize=size)

p = ptgeom_point(data=dt3, aes(x=xt3, y=yt3), color='black',6size=size)
p = ptgeom_point(data=dt4, aes(x=xt4, y=yt4), color='black',6size=size)
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O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e calcula a sequéncia de

pontos theta no intervalo [0, 27].
3. Calcula aos valores z e y.
4. Define os angulos de rotagoes.
5. Faz copia dos valores de z e y.
6.-10. Calcula xt e yt utilizando a férmula de rotagao. Constréi o banco de dados.

11.-16. Define a razao da homotetia e calcula os respectivos zt2 e yt2. Constréi banco de
dados.

17.-22. Parametros graficos.

5.2 Lemniscata de Gerono

Nesta se¢ao, um conjunto de rotagoes sucessivas da Lemniscata de Gerono perfazem a
primeira parte do processo de composicao. Em seguida sao realizadas homotetias e respecti-
vas composi¢oes com os resultados inciais. A Figura 5.2 ilustra o resultado do procedimento

construtivo descrito a seguir:

e Construcao da lemniscata de Gerono.

T T 7 7
e Rotagoes sucessivamente por angulos 0 = 79 3- T T3 5
e Obtengao dos vetor z;,y; contendo todos os valores em x e y rotacionados.
: .11 3
e Homotetia de razao 172 e 1 para Ty, Y.

e Composicao da figura com os resultados gerados nos itens anteriores.

A Figura 5.2 ilustra o caso em que as rotagoes de angulo zero e pi foram descartadas. Deve

ser notado que as pétalas aparentes nao sao as lemniscatas, mas resultados das intersecoes.
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Figura 5.2: Composicao de lemniscatas rotacionadas e homotetias.

Fonte: Os autores.

O codigo completo é mostrado a seguir:

require(ggplot2)

n=500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=sin(theta); y=sin(theta)*cos(theta)

rotacao=c(pi/4,pi/2,3*pi/4,pi, 3*pi/2)

xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i]))}
dt=tibble::tibble(xt,yt)

contracao = 0.25; xt2=xt*contracao; yt2=yt*contracao
dt2=tibble::tibble (xt2,yt2)

contracao = 0.5; xt3=xt*contracao; yt3=yt*contracao
dt3=tibble::tibble (xt3,yt3)

contracao = 0.75; xt4=xt*contracao; yt4=yt*contracao

dt4=tibble: :tibble(xt4,yt4); size=0.25

p= ggplot O+ coord_fixed()+ theme_void()

p=pt+ geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color='black',size=size)
p=p*geom_point(data=dt2, aes(x=xt2, y=yt2), color='black',size=size)
p = ptgeom_point(data=dt3, aes(x=xt3, y=yt3), color='black',6size=size)
p = ptgeom_point(data=dt4, aes(x=xt4, y=yt4), color='black',6size=size)
P
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O detalhamento do codigo é feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e calcula a sequéncia de

pontos theta no intervalo [0, 27].
3. Calcula aos valores x e y.
4. Define os angulos de rotacgoes.
5. Faz copia dos valores de z e y.
6.-10. Calcula «xt e yt utilizando a féormula de rotacao. Constréi o banco de dados.

11.-16. Define a razao da homotetia e calcula os respectivos zt2 e yt2. Constréi banco de
dados.

17.-23. Parametros gréficos.

5.3 Cardioide

Um cardioide é utilizado como base principal e, em seguida, trés rotacoes sucessivas perfa-
zem a primeira parte da composicao. Rotagoes horarias e anti-horarias finalizam os calculos. A
Figura 5.3 ilustra um resultado similar ao mostrado na se¢ao 4.5, com diferenciacao no angulo

das rotagoes e na razao da homotetia.

Figura 5.3: Composicao de cardioides com rotagoes e homotetias.

Fonte: Os autores.
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Note que a Figura 5.3 é uma pequena modificacao da Figura 4.5. Essa diferenca pode ser

observada no cédigo completo fornecido a seguir:

require (ggplot2)

n=1500; theta=seq(0,2+*pi, length.out = n); raio=1;

x=c(2*raio*cos(tetha)-raio*cos(2*tetha))
y=c(2xraio*sin(tetha)-raio*sin(2*tetha))
dt=tibble::tibble(x,y)
rotacao=c(pi/2,pi, 3*pi/2); xt=x; yt=y
for(i in 1:length(rotacao)){

xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[il))

yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i]))

}

dt=tibble::tibble(xt,yt)

rotacao = c(pi/12,-pi/12); =xt1=NULL; yt1=NULL
n=length (xt)

for(i in 1:length(rotacao)){

xtl=c(xtl,xt[1:n]*cos(rotacao[i])-yt[1:n]*sin(rotacaol[i]))
yti=c(ytl,xt[1:n]*sin(rotacao[i])+yt[1:n]*cos(rotacao[il))

}
dtl=tibble::tibble(xtl,yt1)

contracao = 0.25; xt2=xtl*contracao; yt2=ytl*contracao

dt2=tibble: :tibble(xt2,yt2)
p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void ()

p=p*geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color='black',ksize=.05)
p=ptgeom_point (data=dtl, aes(x=xtl, y=ytl), color='black',size=.05)+
geom_point (data=dt2, aes(x=xt2, y=yt2), color='black',size=.025)

P

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e calcula a sequéncia de

pontos theta no intervalo [0, 27] e o raio.

3.-5. Calcula aos valores x e y. Constréi banco de dados.

6. Define os angulos de rotagoes e faz copia dos valores de x e .
7.-11. Calcula zt e yt utilizando a féormula de rotagao. Constréi o banco de dados.

12.-18. Define angulos de rotacao, comprimento do vetor xt e rotaciona xt por angulos no

vetor de rotagao. Constréi banco de dados dtl1.
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19.-20. Define a razao da homotetia e calcula os respectivos zt2 e yt2. Constréi banco de
dados dt2.

21.-25. Parametros graficos.

5.4 Limacon de Pascal

Neste caso, um Limagon ¢ utilizado como base principal e, em seguida, rotagoes sucessivas
perfazem a primeira parte da composicao. Homotetias finalizam os célculos. A Figura 5.4 ilustra

o resultado do procedimento construtivo a seguir:

e Construcao do Limagon de Pascal.

T T
e Rotacoes sucessivamente por angulos 0 = 177 3- ™ 5:—,6-—,7-

NE

s
4

AN

Calculo de z; e y; com todos os valores em x e y rotacionados.

Homotetias de razao 0,25, 0,5 e 0,75 para x, ;.

e Composicao da figura com os resultados gerados.

Figura 5.4: Composicao de rotacoes e homotetias do Limagon de Pascal.
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Fonte: Os autores.
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O codigo completo é mostrado a seguir:

require(ggplot2)

n=1500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=cos (theta) *(2*cos (theta)+1)
y=sin(theta) * (2*cos (theta)+1)

dt=tibble::tibble(x,y)

rotacao=c(pi/4, pi/2, 3*pi/4, pi, 5*pi/4, 6*pi/4, T*pi/4 )
xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[il))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i]))

}

dt=tibble::tibble(xt,yt)

contracao = 0.25; xt2=xt*contracao; yt2=yt*contracao
dt2=tibble: :tibble(xt2,yt2)

contracao = 0.5; xt3=xt*contracao; yt3=yt*contracao
dt3=tibble::tibble (xt3,yt3)

contracao = 0.75; xt4=xt*contracao; yté4=yt*contracao
dt4=tibble: :tibble(xt4,yt4)

p=ggplot )+ coord_fixed()+theme_void ()

p=p+ geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color='black',size=0.25)
p = ptgeom_point(data=dt4, aes(x=xt4, y=yt4), color='black',6size=.25)

P

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:
1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e calcula a sequéncia de

pontos theta no intervalo [0, 27].
3.-5. Calcula aos valores x e y. Constréi banco de dados.
6. Define os angulos de rotagoes e faz copia dos valores de z e y.
7.-11. Calcula zt e yt utilizando a féormula de rotagao. Constréi o banco de dados.

12.-18. Define angulos de rotagao, comprimento do vetor xt e rotaciona xt por angulos no

vetor de rotagao. Constréi banco de dados dt1.

19.-20. Define a razao da homotetia e calcula os respectivos zt2 e yt2. Constréi banco de
dados dt2.

21.-25. Parametros graficos.
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5.5 Deltoide

Neste caso, um deltoide é utilizado como base principal para as rotagoes e homotetias. A

Figura 5.5 ilustra o resultado.

Figura 5.5: Composicao de rotagoes e homotetias do deltoide.

Fonte: Os autores.

O co6digo completo é mostrado a seguir:

require (ggplot2)

n=1500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=2*cos (theta) +cos(2+theta) ; y=2*sin(theta)-sin(2*theta)
z=rep(0,n); dt=tibble::tibble(x,y,z)
rotacao=c(pi/4,pi/2,3*pi/4,pi, 3*pi/2)

xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i])) 1}
z=c(dt$z,rep(c(pi/4,pi/2,3*pi/4,pi, 3*pi/2),c(n,n,n,n,n)))
dt=tibble::tibble(xt,yt,z)

contracao = 0.75; xtd4=xt*contracao; yt4=yt*contracao
dt4=tibble: :tibble (xt4,yt4,z)

p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void ()

p=p*geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color='black',size=0.15)
p = ptgeom_point(data=dt4, aes(x=xt4, y=yt4), color='black',size=0.15)
%
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O detalhamento do codigo é feito a seguir:
1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e calcula a sequéncia de

pontos theta no intervalo [0, 27].
3. Calcula aos valores z e y.
4. Determina os valores z e constréi o banco de dados.
5. Define os angulos de rotacao.
6.-09 Faz copia dos vetores z e y. Calcula xt e yt utilizando a férmula de rotagao.
10.-11 Define os valores z e o banco de dados.
12.-13. Define a razao da homotetia, calcula os respectivos valores. Define o banco de dados.
14.-17. Parametros graficos.

De forma geral, o processo de construgao pode ser resumido como segue:

Construcao do deltoide.

v v
Zr3. 2
1700

Calculo de z; e y;, com todos os valores em x e y rotacionados.

T
Rotagoes sucessivas por angulos 6 = 1773 3-

Homotetia de razao 0,75 para x, y;.

e Composicao da figura com os resultados gerados.

5.5.1 Efeito de sobreposicao de rotacoes e homotetias

A Figura 5.6 mostra os resultados devido as modificagoes nas quantidades de rotagoes e

homotetias.

e Construcao do deltoide.

e Rotagoes sucessivas por angulos multiplos de ¢ - w/4,i =1,--- | 7.

Calculo de z; e y; com todos os valores em x e y rotacionados.

Homotetias de razao 0,25, 0,5 e 0,75 para x, y;.

e Composicao da figura com os resultados gerados.
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Figura 5.6: Composicao de rotacoes e homotetias do deltoide.

Fonte: Os autores.

O codigo completo é mostrado a seguir:

n=1500

theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=2%cos (theta)+cos(2*theta)

y=2*sin(theta)-sin(2*theta)

z=rep(0,n)

dt=tibble::tibble(x,y,z)

rotacao=pi/4*(1:7)

xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i])) }
xtt=NULL; ytt=NULL; red=c(0.25, 0.5, 0.75)

for(i in 1:length(red)){

provx=paste0("x",i); provy=pasteO("y",i)

xtt=c(xtt, assign(provx, xt*red[i]))

ytt=c(ytt, assign(provy, yt*red[il)) }
dt=data.frame(x=c(xt, xtt), y=c(yt, ytt), z="deltoide")
p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void ()

p=pt+geom_point (data=dt, aes(x=x, y=y), color='black',size=0.05)
p
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O detalhamento do codigo é feito a seguir:
1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e calcula a sequéncia de

pontos theta no intervalo [0, 27].
3.-4 Calcula aos valores x e y.
5.-6 Determina os valores 2z e constréi o banco de dados.
7. Define os angulos de rotacao.
8.-11 Faz copia dos vetores z e y. Calcula xt e yt utilizando a féormula de rotagao.
12.-17 Célculos das homotetias.

18.-20. Parametros gréficos.

5.6 Astroide

Neste caso, um astroide ¢ utilizado como base principal e, em seguida, rotagoes e homo-

tetias sao utilizadas. A Figura 5.7 ilustra o resultado.

Figura 5.7: Rotacoes e homotetias do astroide.

Fonte: Os autores.
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O codigo completo é mostrado a seguir:

require (ggplot2)

n=1500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=3*cos (theta)~3; y=3%*sin(theta) "3

z=rep(0,n); dt=tibble::tibble(x,y,z)

rotacao=c(pi/4); xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[il))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i]l)) }

z=c(dt$z,rep(rotacao,c(n,n)));

dt=tibble::tibble(xt,yt,z)
contracao = 0.25; xt2=xt*contracao; yt2=yt*contracao
dt2=tibble: :tibble (xt2,yt2,z)

contracao = 0.5; =xt3=xt*contracao; yt3=yt*contracao

dt3=tibble::tibble(xt3,yt3,z)
contracao = 0.75; xt4=xt*contracao; yt4=yt*contracao
dt4=tibble: :tibble (xt4,yt4,z)

p= ggplot )+ coord_fixed()+ theme_void()

p=pt+ geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color='black')

p = ptgeom_point(data=dt2, aes(x=xt2, y=yt2), color='black')
p = ptgeom_point(data=dt3, aes(x=xt3, y=yt3), color='black')

p = ptgeom_point(data=dt4, aes(x=xt4, y=yt4), color='black')
P

4.

5.

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

. Carrega o pacote ggplot2.

. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e calcula a sequéncia de

pontos theta no intervalo [0, 27].

. Calcula aos valores z e y.

Determina os valores z e constréi o banco de dados.

Define os angulos de rotacao. Faz copia dos vetores = e y.

6.-9 Calcula zt e yt utilizando a férmula de rotacao.

10. Define os valores z e o banco de dados.

11.-15. Define a razao da homotetia e calcula os respectivos valores.

17.-21. Parametros graficos.
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5.6.1 Efeitos de sobreposicao de rotacoes e homotetias

Neste caso, as rotagoes e homotetias sao escolhidas de forma distinta daquela da Figura

anterior. O procedimento é idéntico ao caso anterior.
e Construcao do astroide.
~ . « T
e Rotagoes sucessivas por angulos  =¢- —, 1 =1,---,5.
5

Calculo de z; e y; com todos os valores em x e y rotacionados.

Homotetias de razao r = 0, 125; 0, 25;0,5;0,75;0,9;0,95;0,975; 1 para x;, y;.

e Composicao da figura com os resultados gerados.

Figura 5.8: Composicao de rotacoes e homotetias do astroide.

Fonte: Os autores.

Note que as rotagoes sao em multiplos de 7/5, mas as homotetias nao sao regularmente es-
pagadas no intervalo [0, 1], ocasionando maior densidade de linhas proximos ao astroide original
ou rotacoes.

O codigo completo é apresentado a seguir:
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require(ggplo2)

n=1500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=cos(theta)~3; y=sin(theta)~3

z=rep(0,n); dt=tibble::tibble(x,y,z)

rotacao=pi/5*(1:5); xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[il))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[il))}
xtt=NULL; ytt=NULL; red=c(.125,0.25, 0.5, 0.75,.9,.95,.975,1.)
for(i in 1:length(red)){

provx=paste0("x",i); provy=pasteO("y",i)

xtt=c(xtt, assign(provx, xt*red[i]))

ytt=c(ytt, assign(provy, yt*red[il)) }

dt=data.frame(x=c(xt, xtt), y=c(yt, ytt), z="astroide")
p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void ()

p=p*geom_point(data=dt, aes(x=x, y=y), color='black',ksize=0.05)
p

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e calcula a sequéncia de

pontos theta no intervalo [0, 27].
3. Calcula aos valores x e y.
4. Determina os valores z e constréi o banco de dados.
5. Define os angulos de rotacao. Faz copia dos vetores z e y.
6.-8 Calcula zt e yt utilizando a férmula de rotacao.
7. Defini¢oes do vetor para as homotetias.
10.-14. Executa os calculos de homotetias. Constréi banco de dados.

15.-17. Parametros graficos.

5.7 Circunferéncias: translacoes e rotacgoes

O processo de construcao consiste em deslocar um circunferéncia central para esquerda
e direita, conforme mostrado na Figura 5.9. A figura obtida é entao rotacionada em torno da

origem. O procedimento inicial consiste em construir a circunferéncia com centro em (0,0);
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realizar translacoes sucessivas e horizontais de distancias r e 2r. A seguir estao o codigo e a

respectiva Figura 5.9.

Figura 5.9: Translacao.

require(ggplot2); n=500

theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

raio=1; x=raio*cos(tetha); y=raio*sin(tetha)
xt=c(x,x-raio, x-2*raio); yt=c(y,y,y)
dt=tibble::tibble(xt,yt)

p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void ()

p=p*+ geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt),
color='black',size=.5)

p

© oo ~ (=] ot - w N —

Fonte: Os autores.

A composigao de rotagoes dos pontos armazenados na tabela de dados (dt), que consiste

de valores multiplos de 7/8 d4 origem a Figura 5.10.

Figura 5.10: Rotagoes das trés circunferéncias da Figura 5.9.

Fonte: Os autores.
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O codigo completo é mostrado a seguir:

require(ggplot2)

n=500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n); raio=1
x=raio*cos(theta); y=raio*sin(theta)

xt=c(x,x-raio, x-2*raio); yt=c(y,y,y); dt=tibble::tibble(xt,yt)
rotacao=pi/8*1:16; n=length(xt); xtl=xt; ytl=yt

for(i in 1:length(rotacao)){
xtl=c(xtl,xt[1:n]*cos(rotacao[i])-yt[1:n]*sin(rotacaol[i]))
yti=c(ytl,xt[1:n]*sin(rotacao[i])+yt[1:n]*cos(rotacaol[i]))}
dti=tibble: :tibble(xtl,yt1)

p=ggplot () +coord_fixed()+ theme_void()

p=p+ geom_point(data=dtl, aes(x=xtl, y=ytl), color='black',size=0.5)
P

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos e calcula a sequéncia de

pontos theta no intervalo [0, 27] e o raio.
3. Calcula aos valores = e y.
4. Calcula os vetores xt dos deslocamentos e o vetor y respectivo. Constréi o banco de dados.
5. Define os angulos de rotagao e o comprimento do vetor. Faz copia dos vetores xt e yt.
6.-9 Calcula xt1 e yt1 utilizando a féormula de rotagao. Constréi o banco de dados.

10. Parametros graficos.

5.7.1 Rotagoes de varias circunferéncias

Neste caso, translagoes e rotacoes sao utilizadas na composicao da Figura. O processo de

construcao pode ser resumido como segue:

e Construcao da circunferéncia central e translacao para obtencao de 5 circunferéncias ver-

ticais.

e Rotagao da construcao por angulos i - 7/k,i = 1,2,--- 2k com k = 3.
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o8

Figura 5.11: Rotagoes de varias circunferéncias transladadas.

JA
Ay,
o)

B

AN
WAVA
A
N
AN
N

/\

N
/\

NN,
Y
DAY

A

AV

A
AR
N

NN
NN

AN
.VA.\\*
aY/

N
(M

Fonte: Os autores.

O codigo completo ¢ dado a seguir:

require(ggplot2)

n=500; raio=1; t=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=raio*cos(t); y=raio*sin(t);

xt=c(x); yt=c(y+l*raio);

k=3; rotacao=pi/k*(1:(2xk))

xtt=c() ;ytt=c(); n=length(xt)

for(i in 1:length(rotacao)){
xtt=c(xtt,xt[1:n]*cos(rotacao[i])-yt[1:n]*sin(rotacao[i]))
ytt=c(ytt,xt[1:n]*sin(rotacao[i])+yt[1:n]*cos(rotacao[i]))}
dt=data.frame(x=c(xtt),y=c(ytt) ,z="circulo-flor")

x=dt$x; y=dt$y

dt = data.frame(x = c(x,x,x,x,x), y=c(y-2,y-1,y, y+1,y+2))
k=3;rotacao=pi/k*(1:(2*k))

xt=dt$x; yt=dt3y;

xtt=xt; ytt=yt; n=length(xt)

for(i in 1:length(rotacao)){
xtt=c(xtt,xt[1:n]*cos(rotacao[i])-yt[1:n]*sin(rotacaol[i]))
ytt=c(ytt,xt[1:n]*sin(rotacao[i])+yt[1:n]*cos(rotacao[i]))}
dti=data.frame(x=c(xtt) ,y=c(ytt) ,z="circulo-flor")

p=ggplot () +coord_fixed()+ theme_void()

size=0.15

p=pt+ geom_point(data=dtl, aes(x=x, y=y), color='black',size=size)

P

ALCOFORADO, L.F.; SANTOS, J.P.M.; LIMA, M.V. ; FIRMIANO, A.; LOPEZ LINARES,
J. Mandalas, curvas classicas e visualizacao com R Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 105 p. ISBN
978-65-87023-33-5 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023335.



24

CAPITULO 5. MANDALAS 59

O detalhamento do codigo é feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos, define o raio e calcula a

sequéncia de pontos t no intervalo [0, 27] .
3. Calcula os valores x e y.
4. Calcula os vetores zt e o vetor deslocado yt.
5. Define o parametro k. Define os angulos de rotagao.
6. Faz copia dos vetores ztt e ytt. Define o comprimento do vetor zt.

7.-10. Calcula ztt e ytt utilizando a férmula de rotacao. Constréi o banco de dados. Constroi

o banco de dados.

11.-12. Redefini¢ao e construcao de banco de dados com circunferéncias transladados na dire-

Gao .
13.-18. Similar a 4-12 para rotacionar da figura vertical formada em 4-12.

19.-23. Parametros graficos.

5.8 Rotacao de circunferéncia em torno da origem

A Figura 5.12 foi gerada por meio de circunferéncias rotacionadas por um angulo especi-

fico. O procedimento de construgao consiste:

e Construir uma circunferéncia de centro na origem e raio R deslocada para a direita em

uma unidade de raio.
e Realizar rotagoes sucessivas em torno da origem.
e Composigao da figura.

e Construcao de uma circunferéncia em torno da composigao anterior.
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Figura 5.12: Rotacao de circunferéncias em torno da origem.
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Fonte: Os autores.

O codigo completo é mostrado a seguir:

require(ggplot2)
n=500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n); raio=1
x=raio*cos(theta) ; y=raio*sin(theta)

xt=c(x+1.*raio); yt=c(y)

nl=16; rotacao=pi/nilx*1:(2*n1)

xtl=xt; ytl=yt

for(i in 1:length(rotacao)){
xtl=c(xtl,xt[1:n]*cos(rotacao[i]) -yt [1:n]*sin(rotacao[il))
yti=c(ytl,xt[1:n]*sin(rotacao[i])+yt[1:n]*cos(rotacao[i]))}
dti=tibble::tibble(xtl,yt1)

theta=seq(0,2*pi, length.out = n); raio=2.25

x=raio*cos(theta); y=raio*sin(theta)

xt=c(x); yt=c(y)

dt=tibble::tibble(xt,yt)

p=ggplot () +coord_fixed()+ theme_void ()

p=pt+ geom_point(data=dtl, aes(x=xtl, y=ytl), color='black',size=.05)
p=pt+ geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color='black',size=.05)

p
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4.

5.

6.-

O detalhamento do codigo é feito a seguir:

. Carrega o pacote ggplot2.

Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os céalculos, define o raio e calcula a

sequéncia de pontos t no intervalo [0, 27] .

. Calcula os valores = e y.

Calcula os vetores xt deslocado e o vetor yt.
Define o parametro nl. Define os angulos de rotacao.

10. Rotaciona por angulos dados e constréi banco de dados.

11.-14. Constroéi circunferéncia de raio maior e banco de dados.

15.-18. Parametros gréficos.

A alteracao na quantidade de rotagoes n, e insercao de uma sequéncia de circunferéncias

concéntricas pode adicionar elementos interessantes tais como apresentados a seguir. Ver Figura

5.12 e que a figura anterior também foi alterada de modo que o raio é cerca de 1.25, mas o

centro de rotagao é idéntico.

Figura 5.13: Composicao de sequéncia de circunferéncias concéntricas na Figura 5.12.
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Fonte: Os autores.
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A Figura 5.13 difere da Figura 5.12 pela presenca de uma sequéncia de circunferéncias
concéntricas com raios variando em escala logaritmica.

O co6digo completo é mostrado a seguir:

require(ggplot2)
n=500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n); raio=1
x=raio*cos(theta); y=raio*sin(theta)
xt=c(x+1.5%raio); yt=c(y)
n=25; rotacao=pi/n*1:(2*n); n=length(xt)
xtl=xt; ytl=yt
for(i in 1:length(rotacao)){
xtl=c(xtl,xt[1:n]*cos(rotacao[i])-yt[1:n]*sin(rotacaoli]))
yti=c(ytl,xt[1:n]*sin(rotacao[i])+yt[1:n]*cos(rotacao[i]))}
dtl=tibble::tibble(xtl,yt1)
theta=seq(0,2*pi, length.out = n); raio=3.0; n=length(xt)
x=raio*cos(theta); y=raio*sin(theta)
xt2=c(); yt2=c(O
for(i in log(seq(1,10,.75))){
raio=3+i; x=raio*cos(theta); y=raio*sin(theta)
xt2=c(xt2,x[1:n]*1); yt2=c(yt2,y[1:n]*1) }
dt2=tibble::tibble (xt2,yt2)
p=ggplot () +coord_fixed()+ theme_void ()
p=p+ geom_point(data=dtl, aes(x=xtl, y=ytl), color='black',size=.015)
p=p*+ geom_point(data=dt2, aes(x=xt2, y=yt2), color='black',size=.015)
p

5.9 Composicao de circunferéncias

A Figura 5.14 é facilmente reconhecida como o simbolo Ying-Yang. O procedimento

construtivo é o seguinte:

e Definir uma circunferéncia de raio r com centro em O(0,0).

Tracgar um diametro e calcular os pontos médios das de cada um dos raios sobre o diametro.

Determinar 2 novas circunferéncias de raios r/4.

Determinar os pontos de interesse e excluir regioes.

Compor a figura.
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Figura 5.14: Composi¢ao de circunferéncias.

Fonte: Os autores.

O codigo é dado a seguir:

require(ggplot2)

n=1600; raio=4; t=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=raio*cos(t); y=raio*sin(t)

xt=c(x, 0.1*%x, 0.1%*x, 0.5%xx[(n/4):(3*n/4)], 0.5%x[c(1:(n/4),(3*n/4):n)] )
yt=c(y, 0.1%y-2,0.1xy+2, 0.5%y[(n/4):(3*n/4)]1+2, 0.5%y[c(1:(n/4),(3*n/4):n)]1-2)
dt=data.frame(xt,yt,z="circulo")

p= ggplot ()+coord_fixed()+theme_void()

p=p+ geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color='black',size=0.5)

p

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos, o raio da circunferéncia

maior e calcula a sequéncia de pontos t no intervalo [0, 27].
3. Calcula os vetores x e y da circunferéncia maior.

4.-5. Constroi vector de pontos da circunferéncia maior, das circunferéncias menores localiza-

das sobre o eixo vertical e os pontos das semi-circunferéncias.

6.-9. Constréi banco de dados. Parametros graficos.
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5.10 Composicao de circunferéncias, elipses e lemniscata

A Figura 5.15, chamada Mandala Sentimentos, é uma composicao de circunferéncias,

elipses e uma parte da lemniscata de Bernoulli.

Figura 5.15: Composigao de curvas planas.

Fonte: Os autores.

O codigo completo é mostrado a seguir:

require(ggplot2)

n=500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n); raio=2
xl=raio*cos(theta); yl=raio*sin(theta)

deslocamento = c(-1,1) ; x=NULL; y=NULL

for(i in 1:length(deslocamento)){

x=c(x,x1+deslocamento[i]) ; y=c(y,y1)}

tdl = data.frame(x,y,z="sentimento")

x1=c(0.05*cos (theta) ,0.05*%cos (theta)-2,0.05*%cos (theta)+2)
y1=c(0.25*sin(theta)+1,0.25*%sin(theta)+1,0.25*sin(theta)+1)

td2 = data.frame(x=x1,y=yl,z="sentimento")

t=seq(-pi/2,pi/2, length.out = n)

a=2; x=ax*sin(t)/(1+cos(t)"2)
y=a/1.1*cos(t)*sin(t)/(1+cos(t)~2)-0.5

td3 = data.frame(x,y,z="sentimento")

p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void ()

p=pt+geom_point (data=tdl, aes(x=x, y=y), color='black',6size=0.5)
p=ptgeom_point (data=td2, aes(x=x, y=y), color='black',6size=0.5)
p=p+ geom_point(data=td3, aes(x=x, y=y), color='black',size=0.5)
p
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O detalhamento do codigo é feito a seguir:

1.-2 Carrega o pacote ggplot2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos,

calcula a sequéncia de pontos t no intervalo [0, 27] e define o raio da circunferéncia.

3.-4 Define as vetores x e y para uma circunferéncia com centro na origem. Define os desloca-

mentos e os vetores x e ¥.
5.-7. Calcula os pontos das circunferéncias deslocadas. Constréi banco de dados.
8.-10. Define as elipses dos olhos.
11.-14. Construgao da leminscata parcial.

15.-19. Parametros graficos.

5.11 Circunferéncias e lemniscatas

A Figura 5.16, chamada Mandala Escudo, é uma composicao de circunferéncias e lemnis-

catas com homotetias e rotagoes.

Figura 5.16: Mandala escudo

Fonte: Os autores.
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O codigo completo é mostrado a seguir:

require (ggplot2)

n=1500; theta=seq(0,2+*pi, length.out = n)

raiol=1; raio2=1

x=raiol*cos(theta); y=raio2+*sin(theta)

dt=tibble::tibble(x,y)

reducao=0.2;

x1=sin(theta)*cos(theta)*reducao/2
yl=sin(theta)*reducao/2+(1+reducao/2)

dti=tibble: :tibble(x1l,y1)

raiol=1.2; raio2=1.2

x2=raiolxcos(theta); y2=raio2+*sin(theta)

dt2=tibble: :tibble(x2,y2)

size=0.5

p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void ()

p=ptgeom_point (data=dt, aes(x=x, y=y), color='black',size=size)
p=ptgeom_point (data=dtl, aes(x=x1, y=yl), color='black',size=size)+
geom_point (data=dt2, aes(x=x2, y=y2), color='black',size=size)
rotacao=c(pi/2,pi, 3*pi/2)

xt=x1; yt=yl

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x1[1:n]*cos(rotacao[i])-y1[1:n]*sin(rotacaol[il))
yt=c(yt,x1[1:n]*sin(rotacao[i])+y1[1:n]l*cos(rotacao[il)) }
dti=tibble::tibble(xt,yt)

p=pt+geom_point (data=dtl, aes(x=xt, y=yt), color='black',size=size)

P

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:
1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os calculos, calcula a sequéncia de

pontos t no intervalo [0, 27| e define os raios das circunferéncias.

3.-5. Define as vetores x e y para uma circunferéncia com centro na origem. Define o banco

de dados.
6.-9. Define a lemniscata e fator de homotetia. Constréi banco de dados.
10.-12. Idéntico a circunferéncia maior.
13.-17. Parametros graficos.
18.-23. Rotacao da leminscata por angulos definidos.

24.-25. Parametros graficos.
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5.11.1 Circunferéncias e lemniscatas

A Figura 5.16, chamada Mandala Escudo Modificado, insere uma combinagao de circunfe-
réncias de raios distintos com rotagoes e homotetias da lemniscata de Bernoulli. O procedimento

é o seguinte:
e Construgao das circunferéncias mais externas e com centro na origem.

e Construcao da homotetia da lemniscata menor e rotacoes.

Construcao da sequéncia de circunferéncias com centro na origem.

Construcao da lemniscata centrada na origem e rotagoes.

e Composicao da figura.

Figura 5.17: Mandala escudo

Fonte: Os autores.
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O codigo completo é mostrado a seguir:

n=1500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

raiol=1; raio2=1

x=raiol*cos(theta); y=raio2*sin(theta)

dt=tibble: :tibble(x,y)

reducao=0.2

x1=sin(theta) *cos(theta)*reducao/2; yl=sin(theta)*reducao/2+(1l+reducao/2)
dtl=tibble::tibble(x1,y1)

raiol=1.2; raio2=1.2

x2=raiolxcos(theta); y2=raio2*sin(theta)

dt2=tibble: :tibble(x2,y2)

size=0.05

p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void()

p=p*geom_point(data=dt, aes(x=x, y=y), color='black',size=size)
p=pt+geom_point (data=dtl, aes(x=x1, y=yl), color='black',size=size)+

geom_point (data=dt2, aes(x=x2, y=y2), color='black',size=size) #+

rotacao=c(pi/2,pi, 3*pi/2); xt=x1; yt=yl
for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x1[1:n]*cos(rotacao[i])-y1[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x1[1:n]l*sin(rotacao[i])+y1[1:n]*cos(rotacaol[i])) }
dtl=tibble::tibble(xt,yt)
p=p*geom_point(data=dtl, aes(x=xt, y=yt), color='black',size=.015)
reducao=.7;
x3=sin(theta) *cos (theta)*reducao; y3=sin(theta)*reducao
dt3=tibble: :tibble(x3,y3)
rotacao=c(pi/4,pi/2,3*pi/4,pi, 3*pi/2)
xt3=c(); yt3=c(
for(i in 1:length(rotacao)){
xt3=c(xt3,x3[1:n]*cos(rotacao[i])-y3[1:n]*sin(rotacaol[i]))
yt3=c(yt3,x3[1:n]*sin(rotacao[i])+y3[1:n]*cos(rotacao[i]))}
dt3=tibble: :tibble(xt3,yt3)
p=pt+geom_point (data=dt3, aes(x=xt3, y=yt3), color='black',ksize=.015)
xtd4=c(); ytd=c(O
for(i in ¢(0.7,0.75,0.275,0.225,0.15,0.035)){

raio=.7+i

x=raio*cos(theta); y=raio*sin(theta)

xtd=c(xtd,x[1:n]*1); ytd=c(yt4,y[1l:nl*1)}
dt4=tibble::tibble(xt4,yt4)
p=p*geom_point (data=dt4, aes(x=xt4, y=yt4), color='black',size=.015)
p

O detalhamento do cédigo ¢ uma combinagao de elementos apresentados anteriormente.
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5.12 Circunferéncias e segmentos

Nesta parte, o chamado cubo de Metatron ilustra a utilizagao de programacao para a solu-
¢ao de um problema de combinar todos os centros de um conjunto especifico de circunferéncias
por meio de segmentos de retas. De forma mais sistematica é uma figura geométrica composta
de 13 circunferéncias, nos quais todos os centros sao interconectados por segmentos de retas.

A Figura 5.18 ilustra a construgao cujo o procedimento construtivo é mostrado a seguir:

e Construgao da circunferéncia ¢; de centro na origem e raio r. Construgao de outras quatro

circunferéncias transladadas de forma simétrica em relagao ao centro de c;.

e Rotacao do conjunto de circunferéncias do item anterior em torno da origem de modo

que os centros das circunferéncias externas formem um hexégono.

e Construcao dos segmentos de retas ligando os centros das circunferéncias.

Figura 5.18: Translagoes, rotagoes e segmentos de retas

Fonte: Os autores.
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O codigo completo é mostrado a seguir:

require (ggplot2)
n=500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n); raio=1
deslocamento = c(-4,-2,0,2,4)
x1=seq(-4,4,length.out = n); yl=rep(0,length(x1))
for(i in 1:length(deslocamento)){
x1=c(x1,raio*cos(theta)+deslocamento[i])
yl=c(yl,raio*sin(theta))}
rotacao=pi/6#*seq(1,5,2); n=length(x1)
xt1=NULL; yt1=NULL
for(i in 1:length(rotacao)){
xtl=c(xtl,x1[1:n]*cos(rotacao[i])-y1[1:n]*sin(rotacaoli]))
ytl=c(ytl,x1[1:n]*sin(rotacao[i])+y1l[1:n]*cos(rotacao[i]))}
xd0=deslocamento; ydO=rep(0,length(deslocamento))
xd=NULL; yd=NULL
for(i in 1:length(rotacao)){
xd=c(xd,xd0[1:1length(deslocamento)]*cos(rotacao[i])-
ydO[1:1length(deslocamento)]*sin(rotacaol[i]))
yd=c(yd,xd0[1:1ength(deslocamento)]*sin(rotacao[i])+
ydO[1:1length(deslocamento)]*cos(rotacao[i])) }
td = data.frame(xd,yd)
rep=500; x=NULL; y=NULL; n=(length(xd)-1)
for(i in 1:n){

for(j in i:n){

x=c(x,seq(xd[i],xd[j+1],length.out=rep))
y=c(y,seq(yd[i],yd[j+1],length.out=rep))} }

dfi=tibble: :tibble(x,y,z="metatron")
dti=tibble: :tibble(xtl,ytl,z="metatron")
p=ggplot () +coord_fixed()+ theme_void() ;size=0.015
p=pt+ geom_point(data=dtl, aes(x=xtl, y=ytl), color='black',size=size)
p = ptgeom_point(aes(x = x, y), data = dfl,size=size)

p

O detalhamento do codigo ¢ feito a seguir:

1. Carrega o pacote ggplot2.

2. Define a quantidade de pontos n a ser utilizada para os célculos, calcula a sequéncia de

pontos t no intervalo [0, 27] e define o raio das circunferéncias.
3. Define os deslocamentos simétricos em torno da origem.
4. Calcula os vetores x1 e y1 para construir as circunferéncias.

5.-7. Calcula os pontos sobre as circunferéncias com centro paralelo ao eixo x.
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8.-9. Define os angulos de rotagao e o comprimento do vetor para rotagoes. Cria vetores vazios.
10.-12. Faz as rotagoes das circunferéncias.

13.-20. Define os centros das circunferéncias rotacionadas por meio de rotacoes dos centros

das circunferéncias iniciais.
21.-27. Constroi os segmentos de retas ligando os centros das circunferéncias rotacionadas.

28.-31. Parametros graficos.
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Capitulo 6
Cores em R

Quando pensamos em cores numa visualizacao, temos os seguintes aspectos a considerar
quanto a aplicagao das cores, podemos colorir o plano de fundo, ou os pontos que formam nosso
desenho. Definir o esquema de cores para apresentacao pode ser desafiador, pois um esquema
de cores adequado pode ressaltar aspectos relevantes da figura. Aqui, as cores sao escolhidas
de forma a focar na apresentacao dos aspectos computacionais, ou seja, a respectiva utilizacao
para a visualizacao da figura. Uma discussao geral sobre cores no R pode ser encontrado, por
exemplo, em |[0].

O R utiliza o formato hexadecimal de representagao de cores, o qual é um sistema de
base 16 utilizada para descrever cada uma das cores. Cada um dos caracteres possui um dos
simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9, A, B, C, D, E, F. Por exemplo, #F F0000 representa
vermelho (red), #000000 representa preto (black) e #F FFFFF representa branco. O modelo
RGB utiliza escalas de vermelho (Red), verde (Green) e azul (Blue). O modelo HSV utiliza
matiz (hue), saturacao (saturation) e valor (value) no intervalo de [0, 1]. O modelo HCL utiliza
matiz (hue), croma (croma) e luminancia (luminance). A matiz varia no intervalo de 0 — 360,
sendo vermelho (0), verde (120), azul (240). Maiores detalhes podem ser encontrados em [6], o
qual foi baseado em [30].

Detalhes sobre elementos graficos a serem coloridos com o pacote ggplot2 e discussoes
sobre paletas de cores e seus tipos podem ser vistas em |1, p. 188-193|. Pacotes especializados
podem ser utilizados. Exemplos especificos, que nao esgotam as possibilidades sao: grDevices,
[25], colorRamps, [3], colorspace, [37],[36], [20].

No entanto, a utilizagao de cores no R pode ser feita de forma mais direta. O R traz uma
lista de cores pré-configurada que pode ser acessada diretamente por meio do nome, além do
respectivo esquema hexadecimal.

Os nomes de todas as cores que podem ser obtidas diretamente por meio da funcao
colors(), a qual retorna uma lista com 657 possibilidades. A seguir estdo os nomes das quarenta

primeiras cores e o respectivo cédigo em R utilizado.
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x=c(colors()); matrix(x[1:20] ,nrow = 5)

[1,] "white" "aquamarine3" "bisque2" "blueviolet"
[2,] "aliceblue" "aquamarine4" "bisque3" "brown"
[3,] "antiquewhite" "azure" "bisqued" "brownl"
[4,] "antiquewhitel" "azurel" "black" "brown2"
[5,] "antiquewhite2" "azure2" "blanchedalmond" "brown3"
[6,] "antiquewhite3" "azure3" "blue" "brown4"
[7,] "antiquewhite4" "azured" "bluel" "burlywood"
[8,] "aquamarine" "beige" "blue2" "burlywoodl"
[9,] "aquamarinel" "bisque" "blued" "burlywood2"
[10,] "aquamarine2" "bisquel" "blued" "burlywood3"

Estas cores podem ser utilizadas diretamente no R para alterar a coloracao dos pontos do
grafico ou o plano de fundo. Por exemplo, a Figura 6.1 mostra um cardioide em cor vermelha
e com plano de fundo amarelo. O coédigo é similar aquele apresentado na se¢ao e reproduzido

a seguir, mas a descricao detalhada é omitida.

Figura 6.1: Fundo Amarelo.

1 require(ggplot2)
2 n=700 e
3 theta=seq(0,2*pi, length.out = n) -

4 raio=1

5 x=(1-cos(theta))*cos(theta)*raio

6 y=(1-cos(theta))*sin(theta)*raio

7 dt=tibble::tibble(x,y)

g size=0.5

9 p = ggplot()+coord_fixed()+theme_void()

10 P
11 color='red',size=size)

p+tgeom_point (data=dt, aes(x=x, y=y),

12 p=p+theme (panel.background =

13 element_rect(fill = "yellow") )

14 p Fonte: Os autores.

A Figura 6.2 mostra um exemplo de utilizagao das cores azul, violeta azulado e verde.
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Figura 6.2: Composicao com diferentes cores.

Fonte: Os autores.

O codigo completo é apresentado a seguir:

require(ggplot2)

n=1500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

raiol=1; raio2=1

x=raiol*cos(theta); y=raio2*sin(theta)

dt=tibble::tibble(x,y)

reducao=0.2

x1=sin(theta) *cos(theta)*reducao/2; yl=sin(theta)*reducao/2+(1l+reducao/2)

rotacao=c(pi/2,pi, 3*pi/2); xt=x1; yt=yl

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x1[1:n]*cos(rotacao[i])-y1[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x1[1:n]l*sin(rotacao[i])+y1[1:n]*cos(rotacaol[i])) }

dtl=tibble::tibble(xt,yt)

raiol=1.2; raio2=1.2

x2=raiolxcos(theta); y2=raio2*sin(theta)

dt2=tibble: :tibble(x2,y2)

size=0.05

p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void()

p=ptgeom_point(data=dt, aes(x=x, y=y), color='blue',size=size)

p=pt+geom_point (data=dtl, aes(x=xt, y=yt), color='blueviolet',size=size)+

geom_point (data=dt2, aes(x=x2, y=y2), color='green',size=size)
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Analogamente, ao caso anterior, a descricao detalhada é omitida, pois apenas o parametro
color das linhas 20 a 22 foi modificado. Figuras com mais camadas podem utilizar a defini¢ao

manual das cores definidas de forma similar. A Figura 6.3 é um exemplo.

Figura 6.3: Composicao com diferentes cores.

Fonte: Os autores.

Deve ser notado que todos os pontos, obtidos da rotacao da lemniscata, possuem mesma

cor devido a forma de construgao do vetor (xt3,yt3).

reducao=.7;

x3=sin(theta) *cos(theta)*reducao; y3=sin(theta)*reducao

dt3=tibble::tibble(x3,y3)

rotacao=c(pi/4,pi/2,3*pi/4,pi, 3*pi/2)

xt3=c(); yt3=c()

for(i in 1:length(rotacao)){
xt3=c(xt3,x3[1:n]*cos(rotacao[i])-y3[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt3=c(yt3,x3[1:n]*sin(rotacao[i])+y3[1:n]*cos(rotacao[i]))}

dt3=tibble: :tibble(xt3,yt3)

p=pt+geom_point (data=dt3, aes(x=xt3, y=yt3), color='red',6size=.015)

p

Analogamente a regiao central da figura anterior, a Figura 6.4 mostra o resultado de uma

cor unica aplicada as rotagoes, em torno da origem, de circunferéncia transladada.
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Figura 6.4: Composicao de rotacoes com cores idénticas.
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Fonte: Os autores.

O codigo completo é mostrado a seguir:

require(ggplot2)

n=500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

raio=1; x=raio*cos(theta); y=raio*sin(theta)

xt=c(x+1.*raio); yt=c(y)

n=16; rotacao=pi/n*1:(2*n); n=length(xt)

xtl=xt; ytl=yt

for(i in 1:length(rotacao)){
xtl=c(xtl,xt[1:n]*cos(rotacao[i])-yt[1:n]*sin(rotacao[il))
yti=c(ytl,xt[1:n]*sin(rotacao[i])+yt[1:n]*cos(rotacao[i]))

}

dtl=tibble::tibble(xtl,ytl)

theta=seq(0,2*pi, length.out = n); raio=2.25

x=raio*cos(theta); y=raio*sin(theta)

xt=c(x); yt=c(y)

dt=tibble::tibble(xt,yt)

p=ggplot () +coord_fixed()+ theme_void()

p=p+ geom_point(data=dtl, aes(x=xtl, y=ytl), color='red',size=.05)
p=p* geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color='blue',size=.05)
p
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6.1 Variacao de cores e efeitos

Aqui, uma pequena modifica¢ao nas estruturas de fluxo do tipo lago (loop) sdo realizadas
para incorporar a cor e, por consequéncia, tornar possivel modificacdo em cada elemento i
do lago. A escolha das cores é arbitraria dentre aquelas cores disponiveis no R por meio do

comando colors().

6.1.1 Maultiplas cores

A Figura 6.5 mostra os resultados para n = 36 rotagoes com cores distintas. Note que
apenas uma pequena alteracao no codigo é executada: a inicializagdo da janela grafica e a

defini¢ao da cor, com valor i, para cada rotacao .

Figura 6.5: Composicao de n = 36 rotagoes coloridas.

Fonte: Os autores.

Deve ser notado que ha uma gama de possibilidades de exploracoes que podem ser re-
alizadas, pois outras combinagoes de cores resultam em diferentes figuras. Como exemplo,
color = colors()[2 x i + 1] ou color = colors()][i].

O codigo completo é apresentado a seguir. Os elementos descritivos sao idénticos aos
apresentados anteriormente.

A Figura 6.6 mostra uma modificagao substancial no resultado para um nimero de ro-
tagoes igual a n = 136. Neste caso, as cores foram escolhidas associadas ao pardmetro ¢ que

governa o lago for por meio de color =2 %1 + 1.
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require(ggplot2); n=500; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)
raio=1; x=raio*cos(theta); y=raioxsin(theta); xt=c(x+1.*raio); yt=c(y)
n=36; rotacao=pi/n*1:(2#n); n=length(xt); xtl=xt; yti=yt
p=ggplot () +coord_fixed()+ theme_void()

colors=1:n

for(i in 1:length(rotacao)){
xtl=c(xt[1:n]*cos(rotacao[i])-yt[1:n]*sin(rotacao[il))
ytl=c(xt[1:n]*sin(rotacao[i])+yt[1:n]*cos(rotacao[i]))
dtl=tibble::tibble(xtl,yt1)

p=p+ geom_point(data=dtl, aes(x=xtl, y=ytl), color=i,size=.05)}
theta=seq(0,2*pi, length.out = n); raio=2.25;

x=raio*cos(theta); y=raio*sin(theta); xt=c(x); yt=c(y)
dt=tibble::tibble(xt,yt)

p=pt+ geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color='blue',size=.05)
1%

Figura 6.6: Composi¢ao de n = 136 rotagoes coloridas.

Fonte: Os autores.

Efeitos interessantes podem ser obtidos pela interacao entre o plano de fundo e cores
adotadas para ressaltar as caracteristicas da curva paramétrica. A Figura 6.7 considera a
rotagao da lemniscata de Gerono com homotetias. As rotagdes formam um tinico conjunto de
pontos que sao coloridos com mesma cor, enquanto que as homotetias distintas sao coloridas

por diferentes cores.
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Figura 6.7: Cor de fundo, rotacoes e homotetias em cores distintas.

Fonte: Os autores.

O codigo completo é mostrado a seguir. Note que apenas as defini¢oes de plano de fundo

e cores para cada homotetia é modificada, ou seja, as linhas de 18 a 25.

require(ggplot2); n=700; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)
x=sin(theta); y=sin(theta)*cos(theta); z=rep(0,n)
rotacao=c(pi/4,pi/2,3*pi/4,pi, 3*pi/2); xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i])) }
dt=tibble: :tibble(xt,yt)

contracao = 0.25;xt2=xt*contracao; yt2=yt*contracao; dt2=tibble::tibble(xt2,yt2);
contracao = 0.5;xt3=xt*contracao;yt3=yt*contracao; dt3=tibble::tibble(xt3,yt3)
contracao = 0.85;xt4=xt*contracao;yté4=yt*contracao; dt4=tibble::tibble(xt4,yt4);
size=0.25

p= ggplot O+ coord_fixed()+ theme_void()

p=p*+ geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color="red",size=size)
p=ptgeom_point (data=dt2, aes(x=xt2, y=yt2),color="cyan",size=size)

p = ptgeom_point(data=dt3, aes(x=xt3, y=yt3), color="magenta",size=size)
p = ptgeom_point(data=dt4, aes(x=xt4, y=yt4), color="green",size=size)
p=p +theme(panel.background = element_rect(fill = "black") )

p

ALCOFORADO, L.F.; SANTOS, J.P.M.; LIMA, M.V. ; FIRMIANO, A.; LOPEZ LINARES,
J. Mandalas, curvas classicas e visualizacao com R Portal de Livros Abertos da USP,
Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 105 p. ISBN
978-65-87023-33-5 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023335.



10

11

12

CAPITULO 6. CORES EM R 80

Considere que a leminiscata de Gerono é rotacionada por uma quantidade arbitraria,
rotacao, e os pontos agrupados nos vetores xt, yt. Esse caso é andlogo ao caso anterior, com

aumento significativo do niimero de pontos. A Figura 6.8 ilustra o resultado.

Figura 6.8: Plano de fundo, rotagoes e homotetias com cores distintas.
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Fonte: Os autores.

O trecho de codigo a seguir ilustra a modificagao efetuada no codigo anterior (linha 5)

require(ggplot2)

n=700;

theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=sin(theta);

y=sin(theta)*cos(theta);

z=rep(0,n) ;

rotacao=c(seq(0,2*pi,0.125))

xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[il))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i]))

}

Deve ser notado as homotetias e respectivas cores sao calculadas ou definidas manual-
mente. Este processo pode ser ineficiente para englobar um ntmero arbitrario de operacoes de

rotacoes ou homotetias.
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6.2 Numero de homotetias e rotacoes arbitrarios

Ao considerar nimeros de rotacoes e homotetias arbitrarios, é necessario modificar as
estruturas de fluxo de forma a englobar essa variacao. A Figura 6.9 mostra um exemplo em
que o numero de rotagoes é nrot = 5 e o numero de homotetias, contracao, é definido por meio

da sequéncia contracao = seq(.1,1, by = step) com step = 0.05.

Figura 6.9: Homotetias sucessivas da composi¢ao de rotagoes da lemniscata.
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Fonte: Os autores.

As cores associadas por meio do indice ¢ = 1,--- 19 aplicados & fungao colors() sao

destacadas a seguir:

[1] "white" "aliceblue" "antiquewhite" "antiquewhitel"
[5] "antiquewhite2" "antiquewhite3" "antiquewhite4" "aquamarine"
[9] "aquamarinel" "aquamarine2" "aquamarine3d" "aquamarine4"
[13] "azure" "azurel" "azure2" "azure3"

[17] "azure4" "beige" "bisque"

As cores anteriores sao utilizadas na ordem em que aparecem, por exemplo, a cor "white"

é utilizada para colorir a primeira homotetia de razao contracao[l] e assim sucessivamente.
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6.3 Efeito de preenchimento

O efeito de preenchimento pode ser obtido ao redefinir o nimero de homotetias. A Figura
6.10 mostra um exemplo com 5 rota¢oes dadas por rotacao = c(pi/4,pi/2,3 * pi/4, pi, 3 * pi/2)
e homotetias dadas por contracao = seq(.1,1,by = step) com com step = 0.0075. Neste caso,
o ntimero de homotetias é 121 e, portanto, as primeiras 121 cores distintas de colors() foram

utilizadas na coloragao da figura. A seguir estao as 20 tltimas cores utilizadas no processo.

[1] "darkseagreen" "darkseagreenl" '"darkseagreen2" 'darkseagreen3"
[6] "darkseagreen4" '"darkslateblue" "darkslategray" "darkslategrayl"
[9] "darkslategray2" "darkslategray3" "darkslategray4" "darkslategrey"
[13] "darkturquoise" '"darkviolet" "deeppink" "deeppink1"
[17] "deeppink2" "deeppink3d" "deeppink4" "deepskyblue"

As Figuras 6.11, 6.12, 6.13 e 6.14 mostram variacoes obtidas apenas pela variacao do
numero de rotagoes. A diferenca entre os coédigos sao apenas na definigao do numero de rotagoes
e substituicao da definicao manual para uma definicao em termos de sequéncia no intervalo
[0, 7]. Em todos os casos mostrados, a sobreposigao das diferentes cores ocasiona um efeito de

entrelacamento interessante.

Figura 6.10: Efeito de preenchimento em rotagoes sem intersecoes.

Fonte: Os autores.

O co6digo completo é mostrado a seguir.
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require(ggplot2) ;

n=1000;theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=sin(theta); y=sin(theta)*cos(theta)

z=rep(0,n); rotacao=c(pi/4,pi/2,3*pi/4,pi, 3*pi/2)

xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[il))}

p= ggplot O+ coord_fixed()+ theme_void()

dt=tibble: :tibble(xt,yt)

p=p* geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color="red",size=size)
step=0.0075; contracao = seq(.1,1,by=step);size=0.25

for(i in 1:length(contracao)){

xt2=c(xt*contracao[i])

yt2=c(yt*contracao[i])

dt2=tibble: :tibble(xt2,yt2)

p=pt+geom_point (data=dt2, aes(x=xt2, y=yt2),color=colors() [i],size=size) }

A Figura 6.11 utiliza nrot = 5 no intervalo [0, 7]. Note que a sobreposigao das rotagoes

gera um novo padrao de sobreposigao.

Figura 6.11: Composigao com nrot = 5 rotagoes no intervalo [0, 7.

Fonte: Os autores.

ALCOFORADO, L.F.; SANTOS, J.P.M.; LIMA, M.V. ; FIRMIANO, A.; LOPEZ LINARES,
J. Mandalas, curvas classicas e visualizacao com R Portal de Livros Abertos da USP,

Pirassununga: Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, 2023. 105 p. ISBN
978-65-87023-33-5 (e-book). Disponivel em: https://doi.org/10.11606,/9786587023335.



CAPITULO 6. CORES EM R

84

A Figura 6.12 utiliza nrot = 7 no intervalo [0, 7].

Figura 6.12: Composigao com nrot = 7 rotagoes no intervalo [0, 7].
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Fonte: Os autores.

A Figura 6.13 utiliza nrot = 9 no intervalo [0, 7].

Figura 6.13: Composigao com nrot = 9 rotagoes no intervalo [0, 7].

Fonte: Os autores.
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A Figura 6.14 utiliza nrot = 11 no intervalo [0, 7].

Figura 6.14: Composigao com nrot = 11 rotagoes no intervalo [0, .

Fonte: Os autores.

As exploracoes anteriores permitem deduzir a existéncia de um vasto nimero de possibi-
lidades de combinagoes de cores e efeitos, pois é possivel realizar a combinacao de diferentes
numeros de rotacoes e diferentes passos para a discretizagao dos intervalos que definem as
homotetias.

As Figuras 6.15 até 6.23 ilustram alguns resultados interessantes, obtidos por diferentes
combinacoes de cores, numero de rotacoes e nimero de homotetias. Analogamente aos casos
anteriores, o niimero de cores utilizado ¢ igual ao ntiimero de homotetias e, portanto, o padrao
observado é diretamente relacionado ao passo, step, adotado. Modificacoes no passo afetam
diretamente o ntimero de cores que seré utilizado; modifica¢oes na definicao dos valores inicial e
final da sequéncia de homotetias, contracao, também ocasiona mudangas no padrao observado.

A Figura 6.15 utiliza nrot = 13 em [0, 7|, rotagdes rotacao = seq(0, pi, pi/nrot) e homo-
tetias contracao = seq(.1,1., by = step) com step = 0.005.

A Figura 6.16 utiliza nrot = 3 em [0, 7, rotagoes rotacao = seq(0, pi, pi/nrot) e homote-
tias contracao = seq(.1,1.,by = step) com step = 0.0025.

A Figura 6.17 utiliza nrot = 27 em [0, 7], rotagoes rotacao = seq(0, pi, pi/nrot), homote-
tias contracao = seq(.1,1.5,by = step) com step = 0.0125.

A Figura 6.18 utiliza nrot = 13 em [0, 7|, rotagoes rotacao = seq(0, pi, pi /nrot), homote-

tias contracao = seq(.1,1.,by = step) com step = 0.0125.
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Figura 6.15: Variacoes de cinza, "gray-"gray28", predominante nos extremos.
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Fonte: Os autores.

Figura 6.16: Variagoes de cinza, até "gray100", predominante nos extremos.

Fonte: Os autores.
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Figura 6.17: Composi¢ao com cores entre "white"e "darkslategray2".
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Fonte: Os autores.

Figura 6.18: Composigao com cores entre "white"e "darkgreen".

Fonte: Os autores.
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A Figura 6.19 utiliza nrot = 17 em [0, 7], rotagoes rotacao = seq(0, pi, pi/nrot), homote-

tias contracao = seq(.1,1.,by = step) com step = 0.0075.

Figura 6.19: Composi¢ao com cores entre "white"e "deepskyblue".

Fonte: Os autores.

As Figuras a seguir mostram variacoes dos extremos utilizados para o calculo da sequéncia
de homotetias.

A Figura 6.20 utiliza nrot = 13 em [0, 7|, rotagoes rotacao = seq(0, pi, pi /nrot), homote-
tias contracao = seq(.1,.5,by = step) com step = 0.00175. Neste caso, n = 286 cores variando
entre "white"e "grey25"sao utilizadas no processo de construgao.

A Figura 6.21 utiliza nrot = 13 em [0, 7|, rotagoes rotacao = seq(0, pi, pi/nrot), homote-
tias contracao = seq(.1,.6,by = step) com step = 0.00175. Neste caso, n = 343 cores variando
entre "white"e "grey82"sao utilizadas no processo de construgao.

A Figura 6.22 utiliza nrot = 23 em|0, 7], rotagoes rotacao = seq(0, pi, pi/nrot), homote-
tias contracao = seq(.3,.7,by = step) com step = 0.00175. Neste caso, n = 286 cores variando
entre "white"e "grey25"sao utilizadas no processo de construgao.

A Figura 6.23 utiliza nrot = 23 em [0, 7|, rotagoes rotacao = seq(0, pi, pi /nrot), homote-
tias contracao = seq(.2,.7,by = step) com step = 0.00175. Neste caso, n = 343 cores variando

entre "white"e "grey82"sao utilizadas no processo de construcao.
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Figura 6.20: Composi¢ao com cores entre "white"e "grey25".

Fonte: Os autores.

Figura 6.21: Composi¢ao com cores entre "white"e "grey82".

Fonte: Os autores.
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Figura 6.22: Composigao com cores entre "white"e "grey25".

Fonte: Os autores.

Figura 6.23: Composi¢ao com cores entre "white"e "grey82".

Fonte: Os autores.
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Até o momento, as cores sao definidas de forma sequencial com base na disponibilidade da
fungao colors(). A seguir, escolhas particulares das cores disponiveis em colors() sao utilizadas.
Ainda, o numero de cores escolhido deve ser idéntico ao comprimento do vetor de iteracao das
homotetias ou um ajuste deve ser feito para que haja igualdade. Por exemplo, suponha que as
cores colors()[1 : 2], "white"e "aliceblue", sejam escolhidas, mas o vetor de homotetias possua
comprimento 5, contracao = ¢(.1,.2,.3, .4,.5), entao é necessario reajustar o vetor de cores para
que possua tamanho cinco; uma possivel solucao é replicar o vetor de cores escolhido; outra
solucao é amostrar o numero de cores desejado do conjunto de possibilidades. Aqui, o processo
de amostragem com reposicao é adotado por conveniéncia.

As Figuras 6.24 até 6.30 ilustram escolhas especificas de cores com nrot = 15 rotagoes e
set.seed(10). A adaptacao do codigo, mostrado ao fim da segdo, é apenas na parte relativa a
escolha das cores a serem utilizadas.

A Figura 6.24 utiliza nrot = 15 em [0, 7|, rotagoes rotacao = seq(0, pi, pi/nrot), homote-
tias contracao = seq(.0,1.75, by = step) com size = 0.015 e cores extraidas de colors()[1 : 27]
com reposicao.

A Figura 6.25 utiliza nrot = 15 em [0, 7|, rotages rotacao = seq(0, pi, pi/nrot), homo-
tetias contracao = seq(.0,1.75, by = step) com size = 0.015 e cores extraidas de colors()[300 :
361] com reposigao.

A Figura 6.26 utiliza nrot = 15 em [0, 7|, rotagdes rotacao = seq(0, pi, pi/nrot), homo-
tetias contracao = seq(.0,1.75,by = step) com size = 0.015 e cores extraidas colors() com
reposicao.

A Figura 6.27 utiliza nrot = 15 em [0, 7|, rotages rotacao = seq(0, pi, pi/nrot), homo-
tetias contracao = seq(.0,1.75, by = step) com size = 0.015 e cores extraidas de colors()[142 :
361] com reposigao.

A Figura 6.28 utiliza nrot = 15 em [0, 7|, rotagoes rotacao = seq(0, pi, pi/nrot), homo-
tetias contracao = seq(.0,1.75, by = step) com size = 0.015 e cores extraidas de colors()[142 :
156] .

A Figura 6.29 utiliza nrot = 15 em [0, 7|, rotagoes rotacao = seq(0, pi, pi/nrot), homo-
tetias contracao = seq(.0,1.75, by = step) com size = 0.015 e cores extraidas de colors()[142 :
151] com reposigao.

A Figura 6.30 utiliza nrot = 15 em |0, 7], rotagdes rotacao = seq(0, pi, pi/nrot), ho-
motetias contracao = seq(.0,1.75,by = step) com size = 0.015 e cores extraidas de por

colors()[200 : 300] com reposicao.
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Figura 6.24: Composigao com cores colors()[1 : 27].

Fonte: Os autores.

Figura 6.25: Composigao com cores colors()[300 : 361].

Fonte: Os autores.
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Figura 6.26: Composigao com cores colors().

Fonte: Os autores.

Figura 6.27: Composigao com cores colors()[142 : 361].

Fonte: Os autores.
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Figura 6.28: Composigao com cores colors()[142 : 156].

Fonte: Os autores.

Figura 6.29: Composigao com cores colors()[142 : 151].

Fonte: Os autores.
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Figura 6.30: Composi¢ao com colors()[200 : 300].
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Fonte: Os autores.

require(ggplot2); n=700; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)
x=sin(theta); y=sin(theta)*cos(theta); z=rep(0,n)

nrot=15
rotacao=c(seq(0.0,pi,pi/nrot)) #c(pi/4,pi/2,3%pi/4,pi, 3*pi/2)
xt=x; yt=y

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i]))}

p= ggplot )+ coord_fixed()+ theme_void()
dt=tibble::tibble(xt,yt); size=.025

p=p* geom_point(data=dt, aes(x=xt, y=yt), color="red",size=size)
step=0.0075

contracao = seq(.0,1.75,by=step) ;size=0.015

set.seed(10)

#cores=sample(colors()[1:27],length(contracao),replace=T)  #Figura 6.2/
#cores=sample(colors()[300:361], length(contracao),replace=T)#Figura 6.25
#cores=sample(colors(), length(contracao),replace=T) #Figura 6.26
#cores=sample(colors()[142:361], length(contracao)) #Figura 6.27
#cores=sample(colors()[142:156],length(contracao),replace=T)#Figura 6.28
#cores=sample(colors()[142:151], length(contracao),replace=T)#Figura 6.29
cores=sample (colors() [200:300],length(contracao) ,replace=T) #Figura 6.30

step=0.0175

MinhasCores=rep(colores,floor(length(contracao)/length(colores)))
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for(i in 1:length(contracao)){

xt2=c(xt*contracao[i])

yt2=c(yt*contracaol[i])

dt2=tibble::tibble (xt2,yt2)

p=p*geom_point(data=dt2, aes(x=xt2, y=yt2),color=MinhasCores[i],size=size)
p}

p=p *+theme(panel.background = element_rect(fill = "darkblue") )

P

6.4 Astroide, deltoide e lemniscata de Bernoulli

O processo apresentado anteriormente pode ser aplicado em outras curvas planas. No
entanto, nao ha garantias que todas as curvas produzam resultados interessantes. Em alguns
casos, ajustes serao necessarios; em outros mudancas na forma de coloragao e alteragoes nas
posi¢oes podem ser necessarios. A seguir, estao figuras geradas com o astroide, o deltoide e a
lemniscata de Bernoulli.

A Figura 6.31, selecionadas dentre aquelas disponiveis em colors(), mostra a composigao
com apenas uma rotacao. Note que nao ha restricao do niimero de cores e nem do ntamero de
rotagoes. Mais rotacgoes criam uma figura com aspecto circular central em torno da origem. Da

mesma forma que na secao anterior, cores especificas podem ser utilizadas na composic¢ao.

Figura 6.31: Composicao do astroide com cores determinadas pelas homotetias.

Fonte: Os autores.
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require(ggplot2)

n=1000; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=cos(theta)~3; y=sin(theta)"3

z=rep(0,n); dt=tibble::tibble(x,y,z)
step=pi/4;rotacao=c(seq(0,pi,step)); xt=x; yt=y

p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void ()

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i]l))}
red=c(seq(0.2,1,0.0175)) #c(.125,0.25, 0.5, 0.75,.9,.95,.975,1.)
for(i in 1:length(red)){

xtt=c(xt*red[i]); ytt=c(yt*red[i])

dt=data.frame(x=c(xt, xtt), y=c(yt, ytt), z="astroide")
p=p*geom_point(data=dt, aes(x=x, y=y), color=colors() [i],size=0.05) }

P

A Figura 6.32 é um outro exemplo de composi¢ao e, novamente, nao ha restricao do

numero de cores e nem do nimero de rotagoes. A figura de aspecto circular central ainda sera

obtida para um nimero de rotacoes elevado.

Figura 6.32: Composi¢ao do deltoide com cores determinadas pelas homotetias.

Fonte: Os autores.
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require(ggplo2)

n=1000; theta=seq(0,2*pi, length.out = n)

x=2*cos (theta) +cos(2*theta)

y=2*sin(theta)-sin(2*theta)

z=rep(0,n); dt=tibble::tibble(x,y,z)

step=pi; rotacao=c(seq(0,pi,step)); xt=x; yt=y

p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void ()

for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[i]))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i]l))}

red=c(seq(0.2,1,0.01))

for(i in 1:length(red)){
xtt=c(xt*red[i]); ytt=c(yt*red[il)
dt=data.frame(x=c(xt, xtt), y=c(yt, ytt), z="astroide")
p=ptgeom_point (data=dt, aes(x=x, y=y), color=colors() [i],size=0.05) }

A Figura 6.33 é um outro exemplo de composi¢ao, mas agora a lemniscata de Bernoulli.

E resultado de um certo ntimero de rotagoes e homotetias. As cores utilizadas foram aquelas

disponiveis em colors, escolhidas a partir da primeira cor, e determinadas pelo comprimento

do vetor de homotetias.

Figura 6.33: Composicao da lemniscata de Bernoulli parcial com cores determinadas pelas

homotetias.

Fonte: Os autores.
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require (ggplo2)
n=500; theta=seq(0,pi, length.out = n)
x=cos(theta)/(1+(sin(theta))~2);
y=sin(theta)*cos(theta)/(1+(sin(theta))~2)
z=rep(0,n); dt=tibble::tibble(x,y,z)
step=pi/10
rotacao=c(seq(0,pi,step));
xt=x; yt=y
p=ggplot () +coord_fixed()+theme_void()
for(i in 1:length(rotacao)){
xt=c(xt,x[1:n]*cos(rotacao[i])-y[1:n]*sin(rotacao[il))
yt=c(yt,x[1:n]*sin(rotacao[i])+y[1:n]*cos(rotacao[i]l))}
red=c(seq(0.,1,0.05)) #c(.125,0.25, 0.5, 0.75,.9,.95,.975,1.)
for(i in 1:length(red)){
xtt=c(xt*red[i])
ytt=c(yt*red[il)
dt=data.frame(x=c(xt, xtt), y=c(yt, ytt), z="astroide")
p=ptgeom_point (data=dt, aes(x=x, y=y), color=colors()[i],size=0.05)}
p=p + theme(panel.background = element_rect(fill = "black") )

P

Finalmente, a Figura 6.34 ¢ um exemplo de resultado gerado pelo aumento do nimero de

homotetias.

Figura 6.34: Homotetias sucessivas da composicao de rotacoes:

Fonte: Os autores.
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

Apesar da linguagem R ter sido criada para resolver problemas de anélise de dados por
meio de métodos estatisticos, sua utilizacao foi explorada em varios outros contextos devido a
existéncia de uma grande comunidade de usuérios em diferentes éreas do conhecimento. Este
livro é um exemplo de aplicagao do R em uma situagao “pouco comum”, por se tratar de um
software estatistico. Ilustra, além da flexibilidade dessa linguagem de programacao, a evolugao
dos pacotes graficos desenvolvidos colaborativamente pela comunidade de usuarios.

Do desafio de construir mandalas usando R, surgiram vérios questionamentos sobre o
processo de construcao como, por exemplo, a escolhas das curvas, como gerar essas curvas, o
algoritmo para a construcao e, finalmente, a estética do produto final, a mandala. Os codigos
apresentados no texto sao frutos de algumas escolhas, dentre varias outras possibilidades tes-
tadas. A sequéncia de desenvolvimento surgiu da concepcao de realizar a apresentacao passo
a passo, iniciando com o tragado das curvas e evoluindo até a composicao das figuras, explici-
tando as etapas intermediarias. O processo de colorac¢ao foi um pouco mais elaborado e ocorreu
em uma sequéncia crescente de complexidade para atingir os resultados dos padroes que foram
obtidos na construcao de cada Mandala.

As construgoes apresentadas no texto nao excluem as possibilidades de utilizagao de qua-
drados, retangulos, poligonos regulares ou qualquer outra curva de interesse. Nestes casos, a
aplicacao das transformacoes de rotacao e homotetias é similar e envolve minimos ajustes nos
codigos. Também é necessério elaborar um pouco mais o processo matemaético em alguns casos
de transformagcoes, tais como, as transformacoes afins ou rotagoes em torno de pontos diferen-
tes da origem. Por exemplo, a rotacao de um quadrado exige a escolha de um ponto para, em
seguida, utilizar os elementos de rotagao, translacao, homotetias e respectivas coloragoes.

Ainda hé espago para explorar outras questoes geométricas de translacao e reflexao, por
exemplo. Também ha espago para explorar conceitos combinatoérios relacionados a coloragao
das figuras por meio de cores distintas ou nao, quantidade de segmentos de retas que podem

ser obtidos, etc. Outra possibilidade estd na exploracao de outras questoes de otimizagao
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de algoritmos ou de programacao tais como aqueles apresentados na construcao do cubo de
Metatron. E possivel ainda explorar conceitos de progressdes aritméticas e geométricas que
estao presentes nas construgoes das mandalas, além de outras fungoes geradoras ou da utilizacao
de pacotes de cores pré definidos.

Finalizando, o material destaca-se pela producao de figuras de complexidade estrutural, as
quais sao provenientes da sobreposicao de transformacoes geométricas de rotacao e homotetias.
Mas, ressalta-se que o nimero de curvas padrao ou figuras geométricas exploradas nesta obra,
somadas ao numero de possibilidades de padroes das cores aqui geradas é apenas pequena
amostra das possibilidades existentes para a geracao de Mandalas. Dessa forma, é provavel
que resultados adicionais possam ser incorporados futuramente. Com este apelo, considere
estabelecido um desafio para que a criatividade ora despertada possa resultar em inesperados

padroes geométricos a serem revelados no ambiente computacional do R.
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