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Prefacio

Este livro é resultado da conjuncéo de dois fatores. O primeiro é a eclosao
da pandemia de Covid19 em 2020, que levou alunos e professores aos cursos
na modalidade on-line. O segundo é que este o publico para o qual este
pequeno texto se volta é o dos alunos que fazem o curso de probabilidades
para engenharia, oferecido no ciclo basico, pela segunda vez, em no formato
de re-oferecimento.

A consequéncia do primeiro fator é, por recomendacio de especialistas
em educacéo, que os contetudos tradicionais dos cursos sejam reduzidos,
devido as limitagdes impostas pelo ambiente social na pandemia. Dessa
forma, este texto foca apenas temas que julgamos centrais e essenciais. Em
contrapartida, os assuntos tratados sdo vistos com uma profundidade maior
que a usual.

O segundo fator, o fato que este livro tem por publico alvo alunos que
tiveram alguma dificuldade durante o curso regular, leva a uma abordagem
da teoria de probabilidades de uma forma que reflete a conviccao pessoal
dos autores. A nosso ver, a dificuldade da teoria tem origem na grande
quantidade de subentendidos e na falta de clareza e explicitagdo das ideias.
De fato, virtualmente todos os paradoxos da teoria bésica de probabilida-
des tém origem ou na mé formulacdo do problema ou em alguma falha
tedrica. Um exemplo, que é explorado no capitulo de variaveis aleatorias
continuas, o do paradoxo de Bertrand proposto em 1889, portanto antes da
formalizacdo da teoria feita por Kolmogorov nos anos 1930, s6 foi possivel
ser um paradoxo porque a teoria néo era bem estabelecida na época de seu
enunciado. Outros paradoxos como o dos dois filhos, o das trés portas, o
do ponto de dénibus, etc. sao todos resoliiveis a partir do momento que a
teoria fica esclarecida.

O produto dos dois fatores mencionados nos levaram a escrever este li-
vro com o objetivo de explicitar ao méximo os pontos bésicos da teoria, nos
limitando voluntariamente a temas dentro de um dominio estreito. Reme-
temos os leitores que buscam explorar a vastidao da area de Probabilidades



2 CONTEUDO

para Engenharia a textos voltados para o grande publico.

Com o objetivo de fixar bem o contetido do curso, vemos todos os con-
ceitos duas vezes, uma no contexto de variaveis aleatorias discretas e outra
no das variaveis aleatérias continuas. Assim, os estudantes tem oportuni-
dade de serem expostos & teoria em dobro. Na segunda vez, é feito ainda o
contraste com o que foi visto anteriormente.

Uma dificuldade que enfrentamos, mas que muitos autores evitam, é
tratar a definigio da fungéo probabilidade quando as varidveis aleatorias
envolvidas sdo continuas. Em geral, isso é feito de forma bem feita quando
se usa a teoria da medida, ou pelo menos quando se tem & disposicao
a integral de Lebesgue. Nos livros voltados para a Engenharia, ndo se
toca no assunto e assume-se que tudo pode ser feito com alguma integral.
No presente texto, explicitamente usamos a integral de Riemann, que é
a Unica disponivel aos alunos do ciclo béasico de um curso de engenharia.
Essa integral ndo permite a definicio de medidas de conjuntos como por
exemplo Q N [0,1]. Isso impede o uso de espagos de eventos ordinarios,
como os contendo intervalos do tipo [a, b], a,b € R, a nfo ser que se coloque
alguma restrigdo sobre a e b. Isso é feito aqui seguindo uma observac¢ido um
tanto cinica de G. H. Hardy que os engenheiros ficariam muito felizes com
um 7 com dez casas decimais.

A teoria que o livro contém é a padrdo, com termos comuns, € por
isso ndo hé referéncias especificas, mas podemos dizer que algumas obras
estiveram na base, como [Barl4| [Eval3] [Kop99] [GS01].

Agrademos aos alunos pelo retorno dado durante as aulas virtuais e em
especial ao Joao Gabriel Brito pelos erros apontados no texto original.

Os autores.



Capitulo 1

Introducao

Uma disciplina de probabilidades tem um status especial entre os demais em
um curso de engenharia. Sua posi¢cdo pode ser compreendida quando con-
templamos o desenvolvimento das ciéncias aplicadas ao longo da histéria,
e principalmente no periodo entre o final do século 19 e o 20. Até meados
do século 19, o paradigma da mecanica classica prevalecia, e mais que uma
verdade cientifica, havia a crenga que tudo poderia ser explicado por leis
deterministicas e equagdes diferenciais, uma vez as condigdes iniciais e de
contorno fossem conhecidas. Laplace (1749 — 1827) [dL14| expressou bem
essa convicgdo ao invocar o principio de razéo suficiente de Leibniz. O para-
digma determinista continuou firme até e inclusive a teoria da relatividade,
que fornece uma ligacdo entre a mecénica e o eletromagnetismo.

Duas tragédias com cientistas ilustram a transi¢do do paradigma deter-
ministico para o probabilistico.

Boltzmann (1844 — 1906) é o criador da teoria da mecénica estatistica, e
com ela ele propunha uma explicagdo para a segunda lei da termodinamica
para gases. Entretanto, sua teoria tinha por hipotese a existéncia de &tomos
e o comportamento coletivo estatistico para o conjunto que formava um gas.
Boltzmann foi muito criticado e ridicularizado por suas ideias. Em vida,
elas nunca foram aceitas. Suicidou-se em 1906.

Outra histéria menos tragica, mas nem por isso menos triste, é a de
Gregor Mendel (1822 — 1884), o pai da Genética, cujas ideias foram comple-
tamente ignoradas [Grel8]. Ele publicou dois artigos em 1866, mas apenas
em 1900, apos suas morte, suas ideias foram redescobertas e aceitas. Uma
das razdes apontadas para a mudanca de postura frente as suas propostas
foi justamente a troca de paradigma do deterministico para o probabilistico
[Zab89).
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E desnecessério relembrar que o inicio da mecanica quantica se encontra
no inicio do século 20, e que ela se afasta radicalmente do determinismo,
colocando probabilidades no ntcleo de sua teoria. O uso de probabilidades
é necessario ndo porque ha falta de informag&o, como havia dito Laplace
[dL14] em 1814, mas porque a natureza ¢é intrinsecamente nao determinis-
tica.

Podemos interpretar [Zab89] as histérias de Boltzmann e Mendel como
exemplos da mudanga de paradigma, de uma visdo de mundo deterministica
para uma probabilistica. A interpretacio probabilistica do mundo fisico
requer muito mais abstragéo, pois os fenémenos, mesmo indiretamente, sdo
observados e medidos, mas a explicagdo do que é observado deve ser dada
por uma teoria subjacente para o acaso.

Até o final do século 19, os principais fenémenos probabilisticos em foco
tinham origem basicamente em jogos de azar e em casos em que, na no-
menclatura moderna, envolviam somente espagos amostrais finitos. E para
isso, as teorias matematicas disponiveis eram suficientes. Convenciona-se
atribuir a origem da teoria das probabilidades & correspondéncia entre Pas-
cal e Fermat ocorrida por volta de 1654 a respeito da solucdo matemética
de um problema de apostas, mas certamente ideias desse naipe néo flo-
rescem do nada. Certamente ja havia estudos anteriores de, por exemplo
Cardano, dos arabes, dos chineses e dos hindus feitos ja no milénio anterior
[Hac06]. Isaac Trodhunter é um autor talvez mais conhecido pelo monu-
mental tratado sobre a historia da resisténcia dos materiais [TP93], mas
ele também escreveu em 1865 “A History of the Mathematical Theory of
Probability from the Time of Pascal to that of Laplace” [Tod65|, que até
hoje é a referéncia padrdo para a histéria do desenvolvimento da teoria
de probabilidades no periodo coberto por ele. Um pouco mais tarde, no
momento em que entram em cena a mecénica estatistica de Boltzmann e a
mecanica quantica, a indisponibilidade de teorias matematicas adequadas
se tornou uma questao importante.

A teoria dos conjuntos foi fundada por Cantor em 1874 [Bell4], mas
vérios paradoxos vinham se acumulando, sendo, talvez, o mais conhecido
do grande publico o do Barbeiro de Sevilha (o barbeiro que barbeia todos
que ndo se barbeiam se barbeia?). Os trabalhos de Zermelo e Frankel no
inicio do século 20 resultaram na teoria axiomética que é usada atualmente
na pratica. Em outra frente, a teoria da medida de Lebesgue (1875 — 1941),
que fundamenta a teoria da integral que leva seu nome, e esté na base da
teoria das probabilidades moderna, foi desenvolvida também no inicio do
século 20 [Kop99], e colocada em bases mateméticas firmes por Kolmogorov
(1903 — 1987) em 1933 [KM19|.



Todas essas mudancas estao ligadas & mudanga de paradigmas que ocor-
reu na transi¢do entre os séculos 19 e 20, periodo rico também em convul-
sbes sociais, entre elas a formacio de varios estados modernos e varias
revolugbes. Basta mencionar o da Alemanha, Italia, a Revolucdo Meiji, a
independéncia de nosso pais e de outros, a revolucéo russa e a Primeira
Guerra.

Um curso de probabilidades para engenharia marca essa transicdo his-
torica e oferece uma visdo de mundo diferente, em que se coloca uma ordem
no caos.
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Capitulo 2

Espaco Probabilistico: Espaco
amostral, eventos e

Probabilidades

2.1 Introducao

Neste primeiro capitulo, vemos as bases da teoria de probabilidades, que
consiste de um experimento probabilistico, um conjunto 2 que agrupa os
resultados experimentais denominado espago amostral, um conjunto £ que
agrupa subconjuntos do espaco amostral denominado espago de eventos, e
uma fungdo P : E — [0, 1] definida em E que fornece as probabilidade dos
elementos de E. Os eventos podem ser interpretadas como sentencas que
envolvem os elementos de §). O terno (€2, E, P) é o que se chama de espaco
probabilistico.

Essa base de elementos probabilisticos é vista neste capitulo em um
contexto muito particular, em que €2, o espago amostral, é enumeravel. Esse
fato crucial possibilita a simplificacdo da teoria e permite que o estudante
focalize sua atengédo sobre os elementos essenciais da teoria. Essencialmente
essa simplificagdo se da porque a funcdo probabilidade P : £ — [0, 1] pode
ser definida para F consistindo do conjunto das partes de €2, o que é em
geral impossivel se {2 ndo for enumeravel.

As dificuldades técnicas que surgem quando €2 deixa de ser enumera-
vel serdo vistas em um capitulo posterior, quando analisarmos o caso das
variaveis aleatérias continuas.

Comecgamos fazendo uma rapida revisdo do que entendemos por con-
juntos e funcio e depois apresentamos os eventos, espacos amostrais e a

7
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fungdo probabilidade.

2.2 Video que acompanha este capitulo

Um video em que mostramos as bases de um espago probabilistico - espago
amostral, eventos e fungdo probabilidade para alunos de um curso de en-
genharia pode ser visto ao escanear-se o codigo QR abaixo. A qualidade
pode ser um pouco aquém da ideal, porém trata-se de um registro histérico
de como tudo se passou durante a pandemia.

Sobre as bases da teoria de probabilidades.

2.3 Biografia de Andrei Nikolaevich Kolmo-
gorov — (AuapeXit Hukonaesuu Kosamo-
TOpPOB)

Mostramos aqui algumas passagens da biografia do matemaéatico Russo An-
drei Nikolaevich Kolmogorov [Encl0, Kol20, DL16|, considerado o pai da
teoria das probabilidades moderna, para ganharmos uma perspectiva mais
humana da teoria.

Andrei Nikolaevich Kolmogorov nasceu em 1903, na cidade de Tambov
-Russia. Sua mae, Marya, faleceu no parto e a criagdo de Andrei ficou aos
cuidados da familia materna, particularmente da sua tia Vera, que o adotou.
O seu pai era um agréonomo de formagéao e foi exilado por participagdo em
movimentos revolucionarios anticzaristas e teria morrido em 1919, ja na
guerra civil.

Kolmogorov relata em um dos seus artigos biograficos: “Eu experimentei
a alegria da “descoberta” da matematica cedo na vida, com 5 ou 6 anos,
quando notei o padrao: 1 =12 ,1+3 =22, 14+3+5=3%,1+3+5+7 =42,
....” . Este e outros problemas aritméticos foram publicados em um jornal
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escolar, editado na pequena escola infantil criada por suas tias, que atendia
a 10 criancas de diferentes idades.

No ginasio, equivalente ao nosso ensino fundamental e médio, Kolmogo-
rov usufruiu de uma atmosfera muito benéfica em uma escola particular de
altissima qualidade fundada por um grupo de intelectuais. As turmas eram
pequenas (15 - 20 alunos) e uma parte consideravel dos professores tinha
forte atracéo por ciéncias. Apesar do alto desempenho em matematica, as
paixdes mais sérias de Kolmogorov eram biologia e historia russa.

Em 1920, com a formacdo secundéria completa, ingressou na Univer-
sidade de Moscou, no Departamento de Matematica e Fisica, ndo sem al-
guma hesitagdo para definir o caminho a seguir, pois tinha muitos interesses.
Destacando-se os estudos em historia russa antiga, artes e poesia, que per-
mearam toda a sua formagao académica e de vida. Em paralelo, frequentou
o Instituto Mendeleev de Tecnologia Quimica, com uma percepcao de que
a engenharia seria mais necesséaria que a ciéncia pura. Logo o seu interesse
e brilhantismo em matemaética suplantaram todas as suas duvidas, quanto
a grande relevancia da matemética.

Participou de cursos e seminarios ministrados pelos mais eminentes ma-
tematicos russos. Os seminarios, tratando da Teoria de Fung¢oes Analiticas,
eram ministrados pelo brilhante professor Nikolay N. Luzin (Hukosalii
Huxonaesuu Jlysun), reconhecido mundialmente, que atentou ao talento
de Kolmogorov e o convidou para um grupo de estudos com discussoes
semanais de topicos matematicos.

Ainda no periodo de graduacgao, Kolmogorov desenvolveu e publicou
varios trabalhos em revistas no pais e no exterior. Publicou, em 1922, um
estudo na area de séries trigonométricas, que teve uma repercussio mar-
cante na comunidade matematica, neste estudo apresentava um exemplo de
uma funcao integravel cujas séries de Fourier divergiam em todos os pontos.

Graduou-se em 1925 na Universidade de Moscou e iniciou a pos - gra-
duacgéo sob orientagio de Luzin. Dentro do amplo espectro de estudos,
realizou trabalhos fundamentais nas condicoes de aplicabilidade da lei dos
grandes nimeros e da lei forte dos grandes ntimeros, consolidando assim os
estudos anteriores de Bernoulli, Poisson, Chebychev e Markov. Na sequén-
cia publicou o estudo “Teoria geral da medida e o célculo de probabilidades”,

onde apresentou a primeira versdo da sua concepg¢do axiomética da teoria
de probabilidades.

Em 1929, obtém seu titulo de doutorado e tornando-se pesquisador da
Universidade de Moscou. Em 1931, assume como professor da Universidade
de Moscou, onde permaneceu por toda a vida. Sempre manteve intensos
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contatos cientificos na Riussia e no exterior, especialmente na Franga e na
Alemanha e, desde o inicio da sua carreira, grande parte dos seus artigos
foi divulgada em publicacdes francesas e alemas.

Quatro anos depois, em 1933, publicou uma monografia, em aleméo, o
hoje classico “Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung”, Fundamen-
tos da Teoria da Probabilidade. Num texto sintético, combinou a nocéo
de espacos amostrais e teoria da medida, consolidando a visdo axiomética
com base nos hoje conhecidos e consagrados axiomas de Kolmogorov, que,
entre outros aspectos, consideravam conjuntos infinitos enumeraveis e nao
enumeraveis, ampliando a defini¢do classica de Laplace.

No texto, Kolmogorov frisou a necessidade da construgiao da teoria de
probabilidade como uma teoria matemética pura e bem geral. A Teoria
de Probabilidade efetivamente atingiu entdo o patamar de uma disciplina
respeitavel da matemética pura, como a algebra e geometria. A repercussao
foi tal que Kolmogorov é, por total mérito, reconhecido como o pai da
probabilidade moderna.

Em 1936, irrompeu o caso Luzin, um simulacro dos cruéis e famosos
expurgos stalinistas na prospecgao e condenagao dos “inimigos do povo”.
O real proposito do processo era de perseguicdo ao grande matemético
Luzin, de forma a expulsid-lo da Academia de Ciéncias Russa e de suas
atividades académicas. Tratava-se de um misto de disputa entre geracgoes
de cientistas, pretensas acusagoes de plagio, interesses politicos e inclinagoes
religiosas. Luzin foi efetivamente afastado de suas funcées, porém néo
desterrado. Este evento insidioso e nebuloso envolveu Kolmogorov e outros
matematicos que, sob pressdo-chantagem do regime stalinista, teriam se
omitido, ou até mesmo corroborado parte das acusacées. Tardiamente, em
2012, a academia russa reverteu a decisdo de expulsao.

Dentre outros trabalhos, no final dos anos 1930, Kolmogorov comegou
a estudar escoamentos turbulentos, empregando como suporte matematico
de investigacao a teoria de funcao de variaveis aleatorias de multiplas varia-
veis. Suas publicagoes tiveram significativa influéncia na compreensao de
escoamentos turbulentos e na sua modelagem matemética. Estes estudos
foram desenvolvidos com seus estudantes A. M. Obukhov, A. S. Monin e
A. M. Yaglom. Kolmogorov ndo participava da realizacio de experimen-
tos, mas desenvolveu modelos com base em dados experimentais de outros
pesquisadores.

Kolmogorov contribuiu de forma vigorosa ndo apenas como um matema-
tico puro mas também em matematica aplicada, demonstrando magnifica
habilidade para penetrar na esséncia dos problemas, como no caso do es-
tudo de turbuléncia e movimento browniano. Um caso exemplar de seu
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comprometimento foi o seu engajamento no esforco de guerra -Segunda
grande guerra - quando publicou estudos sobre a teoria da artilharia com
base em distribuicées de probabilidades.

Em 1942, Kolmogorov casou-se com Anna Dmitrievna Egorova, que o
acompanhou pelo resto da vida.

Kolmogorov foi influente membro da Academia Russa de Ciéncias e sem-
pre teve amplo reconhecimento mundial e na Russia, tendo sido agraciado
com uma infinidade de prémios e eleito para varias academias de ciéncias e
artes em todo o mundo, algo que muito o envaidecia.

Diversas foram as areas de atuacio de Kolmogorov, sempre com contri-
buigdes de primeira linha, culminado em estudos que explicitamente foram
remetidos ao seu nome, tais como: mecénica classica, sistemas dindmicos
(Teorema KAM), teoria da informacéo (Complexidade de Kolmogorov), es-
tatistica (teste Kolmogorov-Smirnov), processos estocasticos ( Chapman-
Kolmogorov equations) , anélise funcional e topologica (Teorema de Riesz-
Weyl-Kolmogorov). Além das publicagdes cientificas, publicou centenas
de artigos de divulgacio de topicos matemaéticos, de divulgacéo cientifica,
sobre teoria de poesias além de verbetes de matematica para enciclopédias.

Da sua convivéncia com antigas geracdes de matematicos, Kolmogorov
comentava com o amigo V. I Arnold (Bsajumup Uropesua Aprosibi) que
depois dos 60 anos o matematico deveria deixar de fazer matemética. Ao
longo de toda a vida e mais intensamente nos anos 1970 envolveu-se com
pedagogia e no ensino de matemética em escolas secundérias, participando
como membro de comité executivo do governo, como professor em escola
secundaria, na orientagao de trabalhos e na divulgagéo de artigos de ciéncias
e artes, além de livros didaticos.

Em Moscou, em 1987, chegou ao fim a vida do grande A. N. Kolmogorov,
um dos mais importantes e influentes matemaéaticos do século XX.

2.4 Conceitos preliminares

Apresentamos agora algumas ideias fundamentais para o entendimento das
bases da teoria das probabilidades. Recomendamos n&o pular essa sessio.

2.4.1 Conjuntos

Um conjunto é uma colegdo de objetos, que podem ser também de natureza
matematica. Dois exemplos séo o conjunto dos ntmeros naturais N =
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{1,2,3,...} e o dos inteiros Z = {0,—1,1,-2,2,-3,3,...}. Os objetos que
compode os conjuntos sdo denominados elementos. Quando um elemento x
faz parte de um conjunto A, escrevemos = € A e quando ele néo faz parte,
escrevemos ¢ A.

Tomemos dois conjuntos A e B. Suponha agora que todos os elementos
de B sdo também elementos de A, como por exemplo B = {1,2} e A =
{=1,0,1,2,4}. Quando isso ocorre, dizemos que B esta contido em A e
escrevemos B C A. Dizemos também que B é subconjunto de A. Note que
sempre um conjunto esta contido nele mesmo. Por exemplo, N C N, pois
todo elemento x € N pertence a N. Quando um conjunto néo esta contido
em um outro, escrevemos B ¢ A. Por exemplo, {1,3,4} ¢ {1,3,5,6}.

Um caso muito importante ocorre com o conjunto dito wvazio, que é
denotado pelo simbolo (). Ele esta contido em qualquer outro conjunto, isto
¢, dado qualquer conjunto A, sempre é verdade que ) C A, mesmo que
A =0, pois todo elemento de () () ndo possui nenhum elemento!) pertence
a A, qualquer que seja A.

E importante notar o uso das chaves { }. Observe nos exemplos abaixo
o uso correto dos simbolos C e €.

{1,3,5} € {0,1,2,3,4,5,6}. {1,3,5} € {{1,3,5},{0,3},{5,6}}.

Dado um conjunto A, o conjunto formado por todos os subconjuntos
de A é chamado de conjunto das partes de A, e é denotado por P(A). Por
exemplo, se A = {a,b, c}, entdo

P(A) ={0,{a},{b},{c}, {a, b}, {a, c}, {b,c}, A}.

Note que como () C A, temos necessariamente () € P(A). Além disso, como
A C A, devemos ter A € P(A) (Note o uso do simbolo € e néo de C).

Se A possui n > 0 elementos entdo P(A) possui 2" elementos, como
é facil de ver. So existem duas possibilidades para cada elemento de A,
pertencer ou nio pertencer a um subconjunto de A. No tdltimo exemplo
acima, cada elemento do conjunto das partes P(A) pode ser descrito de
uma forma ligeiramente diferente, assim: {a} = (1,0,0), {b} = (0,1,0),
{b,c} = (0,1,1), e assim por diante. Entdo é claro que a quantidade de
elementos de P(A) é 23.

Conjuntos podem ser descritos usando predicados, ou propriedades,

como no exemplo
P={2(n—-1): neN}

Claramente, P é o conjunto dos nimeros pares. P poderia ter sido descrito
usando a notagdo usada acima, com uma lista e pontinhos: P = {0,2,4,...}.
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Vamos assumir que o aluno ja conhece os conjuntos dos nimeros reais
R, dos inteiros Z e dos racionais Q, além do conjunto dos naturais N.

Somente para deixar registrado e ndo deixar davidas quando formos
resolver exercicios: O zero é par e 0 ¢ N.

Operagdes com conjuntos

Dados dois conjuntos, definimos algumas operagdes que podem ser feitas
com eles. A primeira a ser considerada é a unido.

Definimos a unido dos conjuntos A e B, denotada por AU B por

AUB={z : z € Aoux € B}.

A intersecdo de A e B é definida por
ANB={z:re€Aex € B}.

Note que se A e B nio tem elementos em comum, entdo AN B = ().

A diferenca entre A e B é o conjunto
A\B={z :x€ Aex ¢ B}.

Um exemplo de diferenga de conjuntos seria: {1,3,5} \ {3,4,5,6,7} =

{1}.

2.4.2 Funcgoes

Aqui abordamos o assunto da maneira intuitiva. Uma fun¢do é uma regra
que associa a cada e todo elemento de um conjunto A denominado dominio
a um e somente um elemento de um conjunto B denominado contradominio.
Nao ha a necessidade de todos os elementos de B participarem da regra.
Uma fungao f que tem por dominio A e contradominio B é denotada por
f:A— B.

O conjunto {y € B : existe x € A tal que f(z) =y} é a imagem da
fungdo f. A imagem de f: A — B é denotada por Im(f). Se Im(f) = B,
entdo f é dita ser sobrejetora.

Se para todo y € Im(f), existir apenas um elemento x € A tal que
f(z) =y, entdo f: A — B é injetora. A funcio g:{—1,0,1} — Z definida
por g(x) = 2% ndo é injetora, pois g(—1) = g(1) = 1. Essa fungdo também
nao ¢ sobrejetora, pois ndo ha nenhum elemento z em {—1,0,1} tal que
g(x) = =5 € Z, por exemplo.
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Quando uma fungéo é injetora e sobrejetora, dizemos que ela é bijetora.
Nesse caso, existe uma correspondéncia biunivoca entre A e B. Por exem-
plo, existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos niimeros
naturais N e o conjunto dos nimeros pares P = {2(n — 1) : n € N}. De
fato, tomando qualquer nimero natural n € N, o ntimero par correspon-
dente é 2(n—1), e reciprocamente, dado um ntimero par m, o ntimero natural
pertencente a N correspondente é 1+m/2. A funcio bijetora que liga N ao
conjunto dos nameros pares é h : N — P definida por h(n) = 2(n — 1).

Imagem inversa

Quando a funcdo f : A — B é biunivoca, ela possui inversa. Isto é, se
dado y € B, f(x) =y, entéo existe uma (tnica) funcéo g : B — A tal que
g(y) = x. Essa funcio, denotada por f~!: B — A, é a funcgdo inversa de
f+A— B.

Existe um outro conceito correlacionado, porém diferente, mas com um
nome semelhante, que é o da imagem inversa de uma funcio. Dada uma
funcdo f : A — B qualquer, ndo importando se ela é sobrejetora, injetora
ou bijetora, definimos a imagem inversa de C' C B como sendo o conjunto

ff{C)y={zecA: flx)e O}

A defini¢do da imagem inversa sera muitissimo importante quando es-
tudarmos as variaveis aleatorias mais adiante. De fato, a conex&o entre
varidveis aleatorias e os eventos, que veremos neste capitulo é feita pelo
conceito de imagem inversa.

Seja uma funcao f : A — B e dois subconjuntos C, D quaisquer de B.
Valem as propriedades seguintes.

fH(CcuD)=f(C)uf D),
f7HenD)=fHC)nfH(D),

CcD= fYC)c (D), (2.1)
f74(B) = A,
10 =0.

Observe que a afirmacéo f(C'ND) = f(C)N f(D) é falsa em geral. Por
exemplo, quando consideramos f : {—1,0,1} — N definida por f(x) = 22,
temos f({-1}) = {1}, f({1}) = {1}, entao f({-1}) N f({1}) = {1} # 0,
mas {—1} N {1} = 0. A extraordinalidade de (2.1) faz com que realmente a
ideia da imagem inversa de uma funcio funcione bem quando falarmos de

varidveis aleatorias.
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2.4.3 Enumerabilidade

Dado um conjunto A, diremos que ele é um conjunto finito, se ele for vazio,
ou se existir um nimero N € N e fungao biunivoca F': A - {n € N : n <
N} que relaciona N e A. Deve-se tomar o cuidado para ndo empregar a
palavra “limitado”, que sera usada em outro contexto.

Diremos que um conjunto B é enumerdvel se ele for finito, ou se existir
uma fungdo bijetora f : N — B. Por exemplo, {a,b,c}, o conjunto dos
nimeros pares e o conjunto vazio sdo enumeraveis. O conjunto dos niimeros
racionais dentro do intervalo |0, 1] também é enumeravel, como mostramos
abaixo, por um dispositivo que hoje é classico. Basta considerar as tabelas

1 1

1 1

12 1

2 2 2
123 12

3 3 3 . 3 3
1 2 3 4 1 3
4 4 4 4 4 4
1 2 3 4 5 1 2 3 4
5 5 5 5 5 5

em que na segunda foram eliminados os ntmeros repetidos. A correspon-

déncia biunivoca g entre os racionais entre ]0, 1] e N é dada pela correspon-

déncia entre o nimero racional e sua posi¢do na segunda tabela. Assim,
2

g(1)=1,9(2) = %, g9(3) = é, g(4) = 5 e assim por diante. Todos os niimeros

racionais em |0, 1] sdo contemplados pela fungao ¢ biunivoca.

Os ntmeros reais no intervalo |0, 1] ndo sdo enumeraveis. E essa dife-
renca é crucial para a teoria das probabilidades. Nos capitulos iniciais deste
curso vamos trabalhar somente com conjuntos enumeréveis.

2.5 Espacgos amostrais, eventos e probabili-
dade

Classicamente, um curso de probabilidades apresenta o que sdo espagos
amostrais antes de eventos, mas aqui faremos uma inversio para uma com-
preensao intuitiva e que motive a introducéo dos espagos amostrais.



16 CAPITULO 2. ESPACO PROBABILISTICO

2.5.1 Experimentos, eventos e espago amostral

Tudo comega com um experimento, que chamamos de probabilistico. Trata-
se de um procedimento cujo resultado é incerto, no sentido em que mesmo
fixando-se todas os seus parametros, como temperatura, pressiao e volume,
o resultado do procedimento é diverso. Cada um de nés pode criar exemplos
de experimentos probabilisticos.

Temos interesse em quantificar a chance que um determinado resultado
tem de ocorrer. Por exemplo, lancamos um dado e desejamos saber qual é
a chance de sair o namero 6.

Na verdade, se quantificamos a chance de ocorrer o niimero 6 em um
langamento, comecamos a nos interessar a perguntar sobre a probabilidade
de ocorrer um numero, digamos par, ou ainda, maior ou igual a 3. Ao
quantificarmos, estamos apelando para conceitos matematicos. A chance
poderia ser expressa por uma fungdo, por exemplo, P(6) daria a proba-
bilidade da ocorréncia do nimero 6, no lancamento do dado. P(3) seria
a probabilidade de ocorrer o ntimero 3, e assim por diante. Mas isso é
completamente insatisfatorio!

Precisamos refletir a linguagem natural nas manipulagdoes matemaéticas,
e nao conseguimos fazer isso dizendo apenas “6” ou “3”. Para expressar
a ocorréncia de 6 ou 3, seria melhor usarmos a linguagem dos conjuntos
e escrever que temos interesse em quantificar a chance da ocorréncia de
{6,3} = {6} U{3}.

Em um outro exemplo, poderiamos perguntar qual seria a chance que o
lancamento de um dado fornecesse um ntimero par e maior ou igual a 3. O
resultado que desejamos pode ser escrito na linguagem dos conjuntos como
{2,4,6} N {3,4,5,6}.

Tendo estabelecido que é melhor usar a linguagem dos conjuntos para
refletir a linguagem natural, podemos querem agora quantificar as chan-
ces. Elas sdo quantificadas por uma fungdo chamada Probabilidade, cujo
dominio é formado por conjuntos (como nos exemplos mostrados). Assim,
a probabilidade de se obter um ntimero par e maior ou igual a trés em um
lancamento de dado ¢é expressa por P({2,4,6} N {3,4,5,6}).

O conjunto dos conjuntos que merecem ter probabilidades associadas
¢ o conjunto dos eventos. Observe com atengdo que podemos fazer ope-
ragoes do tipo “€”, “ou”, “exceto” com os eventos, bastando para isso usar
respectivamente N, U, \. Entdo, o resultado dessas operagdes deve ser
também um elemento do espaco de eventos. Além disso, o conjunto va-
zio deve ser um evento também, pois poderiamos desejar saber qual é a
chance de se obter um ntimero par e impar. Isto é, desejamos saber quanto
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vale P({numero par N namero impar} = P(()). Claramente, devemos ter
P(0) =0.

Mas os eventos, que devem ser conjuntos, para que usemos a linguagem
matemética, sdo formados a partir de que conjunto? Aqui entra a abstracéo
matematica.

Formalmente, devemos partir de um conjunto base, denominado es-
pago amostral, de onde se extraem os eventos. Os eventos sdo subcon-
juntos do espago amostral. Tipicamente o espago amostral é abstrata-
mente um conjunto que contém todos os resultados possiveis de um ex-
perimento. No caso do lancamento de um dado, o espago amostral poderia
ser {1,2,3,4,5,6,7, 7}, mas ndo fazemos isso. Em geral, tomamos o menor
conjunto possivel, mas nem sempre isso é feito (para quem ja estudou o
tema antes, basta pensar na modelagem da altura das pessoas pela dis-
tribui¢do normal). Assim, no nosso exemplo acima, o espago amostral é
tipicamente tomado com sendo o conjunto Q2 = {1,2,3,4,5,6}, a partir do
qual é formado o conjunto dos eventos E, que é o conjunto das partes de
Q, P(QQ). Nesse exemplo, o conjunto F dos eventos ndo pode ser menor que
o das partes de €2, pois seria ficil criar um evento no qual temos interesse
que correspondesse exatamente a um elemento que ndo esta em P ().

Um aspecto que deve-se ter em mente é que o espago amostral é um
ente abstrato atemporal. Ele existe na partida do experimento probabilis-
tico. Ele s6 pode ser alterado formalmente através de um procedimento que
veremos mais tarde, quando analisarmos o fenémeno do condicionamento.

Espagos amostrais enumeréveis séo ditos discretos. Perceba com clareza
que ndo sdo necessariamente finitos.

Por enquanto, nesta primeira parte do curso, vamos trabalhar somente
com espagos amostrais ) discretos, isto é, enumeraveis. Nesse caso, o espago
de eventos E pode ser tomado como sendo o conjunto das partes P(€2).
Quando €2 néo for enumerével, isso ndo é possivel em geral, como veremos
em no capitulo dedicado a variaveis aleatoérias continuas. Por outro lado,
apesar de podermos tomarmos E = P(2), quando 2 for enumeravel, £
também pode ser muito menor. O espaco de eventos poderia, por exemplo,
ser simplesmente £ = {), 2}. Nesse caso, os tnicos eventos que merecem
ter probabilidade sao “acontecer algo” e “n&o acontecer nada”. Formalmente,
o espago de eventos pode ser qualquer conjunto de subconjuntos de € que
satisfaga os requisitos listados abaixo.

Qeck.
CeE=Q\CEeEE. (2.2)
{Crilnen C E = U,enCn C E.
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Essas propriedades definem o que é uma sigma-dlgebra.

Reforgamos que nos primeiros capitulos, o espago de eventos E, quando
) & enumeravel, serd o conjunto das partes P(£2).

Dado o espaco amostral {2 e o espago dos eventos F, podemos agora
calcular as chances ou as probabilidades. A probabilidade é uma fungéo
definida sobre o espaco dos eventos E que tem como contradominio o in-
tervalo [0, 1]. Além disso, deve satisfazer mais algumas propriedades.

A funcéo probabilidade P : E — [0, 1] deve satisfazer
1. P(Q) =1,

2. AnNB =0 = P(AUB) = P(A) + P(B), ou de uma maneira mais
geral,

3. dado um conjunto enumeravel de eventos {A,};en, mutuamente ex-
cludentes, devemos ter

o

P(U Aj) =) P(4),

em que por muturamente excludentes, queremos dizer 7 # j = A; N

AJ'ZQ).

Dessas propriedades, obtemos que P()) = 0, como antecipado acima.
De fato,

QNP =0=1=P(Q) = P(QUD) = P(Q) + P(0) = P(0) =0.

O procedimento para a analise de qualquer problema que envolve pro-
babilidades segue os seguintes passos:

1. Compreender qual é o experimento.
2. Abstrair o espaco amostral €.
3. Estabelecer o espaco de eventos E.

4. Determinar para qual elemento e de E desejamos calcular a probabi-
lidade.

5. Explicitar a fung¢do probabilidade P : E — |0, 1].
6. Calcular P(e).
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2.5.2 Exemplos de fixagao

Para fixarmos as ideias, elencamos agora alguns exemplos de fixagéo.

Exemplo do langamento de uma moeda. Numero finito de langa-
mentos Suponha que langamos uma moeda duas vezes em ordem. Qual é
a probabilidade que em um dos langamentos tenhamos “Cara” (K), sabendo-
se que os resultados (K, K), (K,C), (C,K), (C,C) sédo equiprovaveis?

A resolucéo segue o procedimento de analise prescrito acima.

1.

Compreender qual é o experimento. Trata-se do langamento de uma
moeda duas vezes em ordem. Vamos denotar os resultados bésicos por
pares ordenados do tipo (a,b), em que a e b sdo os resultados dos lan-
camentos respectivamente do primeiro e do segundo lancamentos. E
importante notar que o resultado do experimento néo é simplesmente
“Cara” ou “Coroa”, mas sim um par ordenado.

. Abstrair o espago amostral 2. O espago amostral é o conjunto

Q= {(K, K),(K,C),(C,K),(C,C)}.

. Estabelecer o espaco de eventos E. O espago de eventos é o conjunto

das partes de €. Nesse caso, E tem apenas 2* = 16 elementos.

. Determinar para qual elemento e de E desejamos calcular P. O nosso

foco sdo os eventos que tem pelos menos uma Cara. Isto é, devemos
calcular a probabilidade do evento

e = {(K, K)} U{(K,C)} U{(C, K)}.

. Explicitar a func¢do probabilidade. O enunciado diz que os resultados

(K,K), (K,C), (C,K), (C,C) do experimento sdo equiprovaveis. Isso
significa que cada um dos elementos {(K, K)},{(K,C)}, {(C,K)} e
{(C,C)} € F tem a mesma probabilidade de ocorrer. Entdo, a funcéo
probabilidade é a fungéo real P : E — [0, 1] atribui a cada elemento
{(K,K)}, {(K,C)}, {(C,K)}, {(C,C)} de E o valor }. Por exemplo,
P({(K,C)}) = ;. As demais probabilidades dos outros elementos de
E sao calculadas usando as propriedades da funcéo P : E — [0, 1].

. Calcular P(e). Devemos calcular P(e) = P({(K,K)} U {(K,C)} U

{(C,K)}). Notamos que os eventos {(K, K)}, {(K,C)} e {(C,K)})
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séo mutuamente excludentes, e dai, devemos ter, pelas propriedades
da fungéo probabilidade,
1 1 3

P(e) = PU(K, KD} UK. O UL(C. O = + 4+ 1= 5

Exemplo dos dois filhos Um casal tem dois filhos. Qual é a probabili-
dade que ambos sejam meninos sabendo-se que um deles é menino?

Novamente aplicamos o procedimento basico passo a passo.

1.

Compreender qual é o experimento. A interpretacdo é importante.
Imaginamos a situacéo hipotética em que do universo de casais com
dois filhos, tomamos um casal e indagamos qual é a probabilidade que
ambos os filhos sejam meninos, jd sabendo que um deles € menino.

Abstrair o espaco amostral 2. O espago amostral é um conjunto que
contém todos os resultados possiveis. Trata-se de uma arte, pois ha
liberdade criativa aqui. No nosso modelo, o espaco amostral é

Q= {(07 O)? (07 A), (A’ O)}a

em que A e O sdo claros pelo contexto. Note que estamos usando
pares ordenados. Entéo a ordem importa.

Estabelecer o espaco de eventos E. O espago de eventos é o conjunto
das partes de €. Nesse caso, E tem apenas 2% = 8 elementos.

Determinar para qual elemento e de E desejamos calcular P : £ —
[0,1]. O nosso foco é o evento em que ha dois meninos, isto é, e =

{(0,0)}.

Explicitar a funcdo probabilidade. Novamente, aqui entra a arte da
modelagem. Vamos estabelecer que a probabilidade de se nascer um
menino ou menina sio equiprovaveis. Entdo cada um dos eventos
{(0,0)}, {(0,A)} e {(A,0)} do espago de eventos F tém a mesma
probabilidade.

Como

{(0,0)} U{(0, )} U{(4,0)} =,
sendo {(0,0)}, {(0,A)}, {(A,0)} mutuamente excludentes, igual-
mente provéveis, com P({(O,0)})+{(0,A)}+{(4,0)} = 1, devemos
ter

Ple)=+.



2.6. PROBLEMAS 21

Comentario sobre o exemplo dos dois filhos Muitos alunos pergun-
tam se ndao poderiamos ter resolvido o problema sem considerar a ordem
dos filhos. Isto é, se ao invés de usarmos pares ordenados, ndo poderiamos
ter simplesmente usado conjuntos. Nesse caso, o espago amostral seria

0 ={{0,0},{0, A}},

pois {O, A} = {A, O}.

A resposta é sim. Esse seria um espago amostral possivel para a solugao
do problema. O espago dos eventos seria o conjunto das partes de {2 como
antes.

Desejamos calcular a probabilidade do evento e = {O, O}.

O que muda agora ¢ a fungdo probabilidade! P({{A,O0}} deve ser o
dobro de P({{O, O}}, pois o conjunto {A, O} compacta duas situagoes, uma

em que o menino é o mais velho e outra em que a menina nasce antes. Como
P({{A,0}} + P({{O,0}} = 1, novamente devemos ter necessariamente

P(e) = P({0,0} = -,

como antes.

2.6 Problemas

1. Suponha que langamos uma moeda duas vezes em ordem. Qual
é a probabilidade de que no segundo lancamento tenhamos “Cara”,
sabendo-se que em cada langamento sair “Cara’” ou “Coroa” sdo equi-
provéaveis?

(a) Explicite o espago amostral (2.

(b) Explicite o espaco de eventos E.

(c¢) Explicite para qual elemento e € E deseja-se calcular a probabi-
lidade.

(d) Explicite a fung¢do probabilidade.
(e) Calcule P(e).

Comentario sobre o exercicio: De forma intuitiva, o aluno poderia
resolvé-lo imediatamente, mas é importante que todos os passos do
procedimento de resolucdo de um exercicio sejam seguidos. Em pro-
blemas mais complicados isso fara a diferenca.
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2. Lancamos uma moeda viciada até que uma cara apareca. A probabi-

lidade de sair cara é i. O ntimero de langamentos N de coroas antes
dessa primeira cara é anotado. Se sair cara no primeiro langamento,
entdo N = 0. Qual é a probabilidade que N > 47

(a) Explicite o espago amostral Q2. Note que ele ndo varia em fungao
do andamento do experimento. Ele é fixo.
O espago amostral ¢ finito?

)
c) O espago amostral é enumeravel?
) Explicite o espago de eventos E.
e)

Explicite para qual elemento e € E deseja-se calcular a probabi-
lidade.

(f) Explicite a funcdo probabilidade.
(g) Calcule P(e).

. Vamos repetir o problema anterior com uma pequena mudanca. Lan-

¢amos uma moeda viciada sem parar, anotando se em cada vez sai
cara ou coroa. A probabilidade sair cara é i. Denotamos o ntmero de
lancamentos N de coroas até a primeira cara. Se sair cara no primeiro
langamento, entdao N = 0. Qual é a probabilidade que N > 47

(a) Explicite o espago amostral Q2. Note que ele ndo varia em fungéo
do andamento do experimento. Ele é fixo.
(b) O espago amostral é finito?

(¢) O espago amostral é enumeravel? A resposta agora, diferente-
mente do problema anterior é nao.

(d) Explique por qué o espago amostral nao pode ser enumeravel.

. Um lago é contaminado por particulas nocivas & satide. Imagine que

hé trilhdes delas no lago, mas sdo invisiveis a olho ni. Tomamos uma
amostra da dgua do lago com 100ml. Desejamos calcular a probabili-
dade que na amostra tenhamos menos que 10 mil particulas.

(a) Explicite o espago amostral €.

(b) Explicite o espaco de eventos E.

(c) Explicite para qual elemento e € E deseja-se calcular a probabi-
lidade.
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5. Em uma caixa h& uma caixa com 4 bolinhas numeradas de 1 a 4.
Vamos fazer retiradas aleatérias da caixa. Qualquer bola pode ser
sorteada com igual probabilidade. Retiram-se duas bolas, uma apos
a outra, sem reposi¢do. Seja X; o numero da primeira bolinha e X,
o da segunda. Desejamos saber qual é a probabilidade que a segunda
bola seja par.

(a) Explicite o espago amostral Q2. Note que ele ndo varia em fungéo
do andamento do experimento. Ele é fixo.
(b) Explicite o espago de eventos E.

(c) Explicite para qual elemento e € E deseja-se calcular a probabi-
lidade.

(d) Explicite a fung¢éo probabilidade.
(e) Calcule P(e).
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CAPITULO 2. ESPACO PROBABILISTICO



Capitulo 3

Probabilidade condicionada

3.1 Introducao

Continuamos a ver as bases da teoria das probabilidades.

Esta aula é sobre o tema que caracteriza “Probabilidades” como um ramo
de estudo da Matematica. Se olharmos os conceitos que apresentamos até
aqui, eles séo essencialmente aqueles que os alunos aprendem nos cursos
médios de matematica ou nos cursos de calculo. Até mesmo a defini¢do
da funcao probabilidades é feita por meio ou de somatorias ou de integrais.
Entretanto, o ato de condicionar uma fungéo (de probabilidade) a uma dada
informagéo é algo novo, que tipifica o tema do nosso curso.

O efeito de se condicionar probabilidades a um evento pode ser conse-
guido alterando-se o espago amostral, pois tudo passaria como se o novo
espaco amostral fosse reduzido pela informacao trazida pelo evento condi-
cionante. Entretanto, ndo é esse o objetivo. O objetivo é obter-se o efeito
da introdugdo de novas informagdes no calculo de probabilidades sem se
alterar o espaco amostral original €.

3.2 Video que acompanha este capitulo

Um video em acompanha este texto pode ser visto ao escanear-se o codigo
QR abaixo. No video resolvemos o exercicio 1 que é proposto neste capitulo
na pagina 38. A qualidade pode ser um pouco aquém da ideal, porém trata-
se de um registro historico de como tudo se passou durante a pandemia.

25
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O 430

hiE

Exercicio sobre probabilidades condicionadas.

3.3 Biografia de Thomas Bayes

Thomas Bayes [Encl0, Mcgl5, Bel04] nasceu em Londres em 1702. Filho
de Anne Carpenter e do pastor Joshua Bayes, religioso da linha nao confor-
mista — protestante — em relagdo as praticas da Igreja Anglicana. Os seus
ancestrais fizeram feito fortuna na indistria de cutelaria e mantiveram esta
riqueza por geragoes.

A sua educacio na infancia e juventude foi feita em casa, com tuto-
res. Como o ingresso nas prestigiosas universidades inglesas de Oxford e
Cambridge n&o era possivel para um protestante, Bayes ingressou na Uni-
versidade de Edimburgo — Escécia —em 1719. O seu objetivo principal era o
estudo de teologia, visando o preparo para o ministério religioso. Registros
indicam que no periodo que esteve em Edimburgo (1719-22) Bayes estudou
também logica, e supostamente matematica.

Bayes tornou-se ministro presbiteriano, tendo iniciado como ministro
assistente do seu pai Joshua. Em 1733, tornou-se ministro em Tunbridge
Wells, préoxima a Londres, onde viveu até a sua morte em 1761. Bayes
era considerado um pregador sem grande brilho, mas trabalhava e estu-
dava intensamente, discutindo questées teoldgicas controversas, que eram
divulgadas na forma de publicagoes.

Paralelamente, o reverendo Bayes desenvolvia estudos matematicos, que
registrava em seus cadernos de notas, tratando de tépicos como séries mate-
maéticas e de analise numérica, e ndo necessariamente os divulgava. Era um
newtoniano convicto e ativo defensor da teoria de calculo diferencial (“flu-
xions”) de Newton, inclusive escreveu um artigo confrontando a intensa
critica ao trabalho de Newton publicada pelo eminente filésofo George Ber-
kley, que questionava os fundamentos logicos da teoria newtoniana.

Bayes foi convidado e ingressou na Royal Society of London, em 1642,
pelo reconhecimento dos seus trabalhos na area de matematica.

Ha bastante especulaciao quanto & motivacao de Bayes para o estudo da
teoria de probabilidades. Poderia ter sido por influéncia de Moivre, autor
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de “Doutrina do Acaso” e/ou por meio da revisdo de um trabalho de Thomas
Simpson que tratava da lei dos grandes ntimeros.

De fato, Bayes é reconhecido como quem estabeleceu originalmente as
bases do entendimento do problema de calculo da probabilidade inversa.
Este trabalho fundamental, que propde a solugdo do calculo de probabili-
dades a posteriori, foi publicado postumamente, em 1763, ap6s comunicagao
de seu amigo Richard Price na Royal Society e publicagdo nos anais desta.
O artigo “An essay towards solving a problem in the doctrine of chances”
—Um ensaio para solucionar um problema na doutrina das probabilidades—
mostra uma clara discussdo da distribui¢do binomial e resultados envol-
vendo a, hoje, denominada probabilidade condicionada.

Quando mencionamos teorema ou lei ou regra de Bayes nédo nos refe-
rimos exatamente ao trabalho de Bayes, e sim a uma forma generalizada
proposta por Pierre Simon Laplace (1749-1827) em seu texto que consagra
a teoria de probabilidade classica “Thedrie Analytique des Probabilités” —
Teoria Analitica das Probabilidades — de 1821. Laplace expressou a ideia,
sem utilizar qualquer equacéo, afirmando que a probabilidade de uma causa,
para um dado evento, seria proporcional & probabilidade desse evento, dada
essa causa. Por questdo de mérito e justiga, alguns autores reivindicam que
a conhecida lei de Bayes seria mais adequadamente nominada como lei de
Bayes-Laplace.

O impacto no nosso atual cotidiano da Estatistica e Inferéncia Bayesiana
¢ impressionante em ampla e distintas aplicagdes. Para ficarmos em quatro
exemplos: analise econémica, sistemas de comunicacao, sistema de tradu-
¢do automatica e diagnostico médico. No entanto, no século XIX e parte do
século XX a lei de Bayes e os modelos baseados nesta geraram muita des-
confianga e foram, em certa medida, desconsiderados. O questionamento
das premissas e das metodologias da analise bayesiana pelos defensores da
viséo frequentista perdurou por todo o século passado e ainda suscita ricas
e acaloradas discussoes, apesar dos resultados incontestes.

3.4 Ideias preliminares

Em primeiro lugar, informamos que aquela conhecida férmula para a pro-
babilidade do evento A dado o evento B,

P(AN B)

PUAIB) = =55

(3.1)

ndo advém de nenhuma demonstragio. Ela é definida.
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Vamos tentar motivar a definicdo, mas antes atente ao fato que A e B
sdo eventos, e portanto conjuntos, e por isso faz sentido a intersecio AN B,
que aparece no numerador de (3.1).

Exemplo 1. Considere o sequinte experimento. Temos uma caiza com
bolas numeradas de 1 a 10. Suponha que a probabilidade de se sortear a
bola de nimero n € proporcional a n. Queremos saber qual € a probabilidade
de se sortear um numero par.

Vamos aplicar o nosso procedimento de andlise visto no capitulo ante-
7407

a) O experimento estd entendido.
b) O espago amostral serd o conjunto Q; ={1,2,...,10}.

c) O espago dos eventos Ey € o conjunto formado por todos os subconjuntos
de Q1. Por exemplo, {2}, {6,9} sdo subconjuntos de €y, e portanto
elementos de F.

d) O evento de interesse é e = {2,4,6,8,10}.

e) O proxzimo passo é explicitar a fungdo probabilidade Py : F; — [0,1].
Sabemos que Pi({n}) € proporcional a n. Assim, existe o € Ry tal que
P ({n}) = 1om. Como Y17 Pi({n}) = 1, devemos ter a3 ", n = 1.

Logo, a = .

f) O dltimo passo é calcularmos Py(e) = =(2+4+6 + 8 42— 10) = 2.

Aproveitamos para dizermos que em particular, P({2}) = z.

Naturalmente, a probabilidade de se sortear um mumero impar € 1 —
% = % Pensando em termos do nosso procedimento padrao, o evento
“nimero impar” € o conjunto {1,3,5,7,9}. Ele é expresso por O \ e.
Entdo, das propriedades da funcdo probabilidade, temos mecessariamente
Pi({1,3,5,7,9}) =1—P(e) =1- 2 =2,

Suponha agora que fizemos um sorteio, mas vocé ndo sabe qual foi o
niumero sorteado. Qual é a probabilidade que o nimero tenha sido par? Note
a atemporalidade dos problemas de probabilidades. O sorteio jd ocorreu,
como poderia também estar no futuro, e a resposta seria a mesma, isto €

Pl(e):%. A

Agora, vamos alterar um pouco o enunciado do problema anterior.
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Exemplo 2. Se dissermos que o nimero sorteado € par, qual € a proba-
bilidade que ele seja o numero 2?2 FEssa probabilidade deve ser diferente
de 52—5, vista no exemplo 1, pois temos uma informacdo nova: “o niumero
sorteado € par”. Para ver que essa probabilidade deve ser diferente de %,
basta imaginar uma situacdo que dizemos que o niumero sorteado € par e
menor que 3, e perguntamos a probabilidade de ele ser 2. Naturalmente,
essa probabilidade vale 1, com certeza absoluta. Entdo, o fornecimento de

informacdo altera probabilidades.

Aplicamos o nosso procedimento de resolucdo de problemas probabilis-
ticos.

a) O experimento estd entendido. E 0 mesmo do exemplo 1.

b) O espago amostral ndgo é o mesmo do exemplo 1, por causa da infor-
magdo “o mumero sorteado € par”. O espaco amostral é o conjunto
0y ={2,4,6,8,10}.

c) O espago dos eventos FEy € o conjunto de todos os subconjuntos de €.
d) O evento de interesse € o conjunto e = {2}.

e) O prozimo passo é explicitar a fungdo probabilidade Py : Ey — [0,1].
Note que a func¢do probabilidade deve ser diferente de Py : Ey — [0, 1],
porque o dominio da func¢do mudou! Era Ey e agora é E5. Entdo devemos
considerar obrigatoriamente uma nova fungdo probabilidade Py : Fy —
[0,1]. E claro que, para comego de conversa, Py({2,4,6,8,10}) =1, e
nio mais igual a P1({2,4,6,8,10}) = 2, pois {2,4,6,8,10} = Qs € 0
todo agora. Temos a informacdo de que o numero sorteado € par.
Entao, como especificar uma fungio Py : Ey — [0,1] razodvel? Uma é
supor que a relacdo de proporcionalidade entre as chances de se obter 2,
4, ..., 10 se mantém. A probabilidade de se obter 10 deve continuar a ser
5 vezes maior do que a de se obter 2. Esse efeito é obtido multiplicando-
se as probabilidades para os resultados 2, 4, ..., 10 obtidas no exemplo 1
por uma constante k de tal forma que a soma das probabilidades seja 1.
Isto é:

k(P({2)) + Pi({4)) + P1(£f5}) +A({8}) + A({10}) = L.
=P1({2,4,6,8,10})

Essa constante de proporcionalidade nao € nada mais que

1 1 1
k = = == .
Pi({2,4,6,8,10}) 30/55  Py(Ser par)
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Entao, € razodvel impormos que

Pi({n})
B(n}) = 56,8107

f) O dltimo passo € calcularmos

Z 2
Pye) = 55 — =
2( ) % 307
que € maior do que Py ({2}) = %, obtida no exemplo 1, como jd era

esperado, pois sabiamos que o niumero sorteado era par.

A

Observagaio 3.4.1. Note atentamente que até aqui ndo houve a introdugao
da probabilidade condicionada dada pela formula 3.1. O que fizemos foi
alterar o espaco amostral, o espaco de eventos e a fungéo probabilidades com
o objetivo de incorporar a nova informacio. A probabilidade condicionada
serd introduzida agora.

3.5 Probabilidade condicionada

Partimos de um problema probabilistico. Determinamos o seu espago amos-
tral ), o seu espago de eventos F e sua funcao de probabilidade P : E —
[0,1]. Calculamos a probabilidade de um evento particular e € E.

Ocorre que uma nova informagao é introduzida no problema. A questéo
que surge é saber se podemos manter os mesmos espacos amostral € e de
eventos E para resolver o problema com a nova informagdo. A resposta
é sim, desde que substituamos a fungao de probabilidade P : E — [0, 1].
O dominio continua o mesmo, mas a defini¢io da funcio de probabilidade
muda. Ela muda exatamente de acordo com a férmula 3.1 por definig¢do.

Assim, suponha que A, B C () sdo elementos de E. A probabilidade do
evento A € E é dada por P(A). Quando é dado que o evento B ocorre, a

probabilidade de A dado esse conhecimento passa a ser P(A|B) = P](jz;;g).

Perceba que essa defini¢do nos leva exatamente ao resultado obtido no
exemplo 2. A diferenca é que 14, haviamos alterado o espago amostral e o
espago de eventos. Aqui, com a defini¢do de probabilidade condicionada,
alteramos apenas a fungéo probabilidade, que passa de P : E — [0, 1] para
P(:|B) : E — [0,1]. O dominio ndo muda. Bonito, nao?
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3.5.1 Consequéncias da férmula do condicionamento

A primeira consequéncia da formula (3.1) é que podemos escrever imedia-
tamente
P(AN B) = P(A|B)P(B). (3.2)

Como P(ANB) = P(BNA), devemos ter
P(AIB)P(B) = P(B|A)P(A), (3.3)
que nos leva a famosa féormula de Bayes

P = T,

(3.4)
que também é conhecida com o teorema da probabilidade inversa. Note que
do lado esquerdo da equagao (3.4), temos o conjunto B como condicionante
e A é o evento sobre o qual desejamos calcular a probabilidade, ao passo
que do lado direito, A passa a ser o evento condicionante. Os papéis de A
e B se invertem.

Para ver a forca dessa féormula, vamos ver um exemplo marcante do
periodo que vivemos.

Exemplo 3. Suponha que 10% da populagio seja infectada por um virus,
cuja infeccdo em muitos casos passa desapercebida, isto €, as pessoas $do
assintomdticas. Suponha que exista um teste que dé positivo se a pessoa
realmente tiver o virus com probabilidade de 60% (e portanto, mesmo se
ela tiver o virus, ha 40% de chance do teste dar nao positivo). Por outro
lado, suponha que se a pessoa ndo tiver o virus, o teste dé um falso positivo
com 5% de chance. Uma pessoa € testada, com resultado positivo. Qual é
a probabilidade que ela tenha o virus?

Vamos aplicar o nosso procedimento padrdo para resolver esse problema.

a) No que consiste o experimento? Tomar uma pessoa qualquer da po-
pulacdo. Entao estd implicito aqui que a probabilidade de se escolher
qualquer pessoa € uniforme na populacio. Fssa pessoa € testada e sabe-
se que o teste deu positivo.

b) Para determinarmos o espago amostral, precisamos saber quais sao 0s
resultados do experimento. Eles sio (V,P), (V,P), (V,P), (V,P), em
que a barra sobre a letra significa a negacdo. V significa “pessoa com
virus”, P significa “teste positivo”. Entdo, o nosso espaco amostral que
adotaremos serd Q = {(V,P),(V,P),(V,P),(V,P)}. Perceba que V
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nao € evento, e nem sequer {V'}. Um evento € um par ordenado do tipo
{(V,P)}. Os eventos que temos interesse $io

A={(V,P),(V,P)} (“Pessoa com virus”),
B ={(V,P),(V,P)} (“Testar positivo™).

Vamos precisar também do evento
C=Q\A={(V,P),(V,P)}(“Pessoa sem virus”).
Acima, observe o uso da notag¢io C = Q\ A (“Pessoa sem virus”).
c) O espago de eventos E é o conjunto das partes de €.

d) Antes de explicitarmos o evento sobre o qual temos interesse, vamos
analisar a funcdo probabilidade, pois essa € a novidade aqui. FEla é
induzida pela informagdo “testar positivo”.

Concretamente, a novidade aqui € a introdugio das especifica¢oes

P(“testar +”| “Pessoa com virus”) = P(B|A) = 0.60,

3.5
P(“testar +”| “Pessoa sem virus”) = P(B|C) = 0.05. (3:5)

Exploramos esse passo para explicitarmos vdrios elementos do problema.
i) O evento A= {(V,P),(V,P)} significa “pessoa com virus”. Dai,
P(A) = P({(V,P),(V,P)}) = 0.10, (3.6)

de acordo com o enunciado.

ii) O evento “pessoa sem virus” tem probabilidade
P(C)=P(Q\A)=1-0.10=0.90. (3.7)

i) O evento “testar +” é B = {(V,P),(V,P)}. A probabilidade dele
é

P(B) = P({(V.P),(V,P)}) = P{(V. P)}) + P{(V, P)}),
pois {(V, P)} n{(V, P)} = 0.

O evento que temos interesse ¢ A = {(V, P),(V, P)}, mas sabendo-se
que a pessoa testou positivo, isto €, dado o evento B = {(V, P),(V,P)}.
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e) Agora especificamos a fung¢io probabilidade condicionada

f)

P(-| “testar +7) : E — [0, 1].
Note que o nome da fun¢io nao € P, mas sim P( | ). A barra nao é
um adjetivo para P. Trata-se de duas fungdes diferentes.
Como vimos acima o evento “testar +” corresponde ao conjunto.
B={(V,P),(V.P)}.
FEntao,
P(-NB)
P(B)
Para a completa especificagdo dessa fungdo, precisamos calcular P(B),
que € dada por

P(-| “testar +") =

P(B) = P{(V.P)}) + P{(V, P)}. (3.8)

Relembrando os conjuntos A = {(V,P),(V,P)} e B={(V,P),(V,P)},
vemos que {(V,P)} = AN B. Entio, P({(V,P)}) = P(AN B). Ela é
calculada usando os valores ja dados em (3.5) e (3.6).

P({(V,P)}) = P(AN B) = P(B|A)P(A) = 0.60 x 0.10 = 0.06. (3.9)
A probabilidade P({(V,P)}), que aparece em (3.8), é calculada da
mesma forma.

PH{(V,P)}) = P(BNC) = P(B|C)P(C) = 0.05 x 0.90 = 0.045.
Dessa forma, ficamos com

P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|C)P(C) = 0.06 + 0.045 = 0.105. (3.10)

Para o evento e = A = {(V, P),(V, P)} para o qual queremos calcular
a probabilidade dado o evento condicionante B, temos
P(ANB P(B|A)P(A
piap) - PANB) _ PBIAPAY
P(B) P(B)

que € agora facilmente calculada, pois jd calculamos acima o seu nu-
merador (veja (3.9)). Assim, finalmente, temos a resposta pedida, que
é

0.06
P(A|B) = —— =0.57
(AB) 0.105 ’
Isto €, uma pessoa testada positiva tem 57% de probabilidade de ter o

virus, que ndo deiza de ser um resultado surpreendente.

A
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3.5.2 Teorema da probabilidade total

J& usamos implicitamente o chamado Teorema da probabilidade total no
exemplo oferecido acima sobre a testagem da presenga de um virus, na
equacdo (3.10).

Explicitamente suponha que um evento C' C 2 de um espago amostral
possa ser escrito como a unidao de eventos mutualmente excludentes, isto é

C=CiUCyU---UCy,

com C;NC; =0 sei##j.
Entéo, para um evento B C C, temos a féormula
P(B) = P(BNC) = P((BNCy)U(BNCy)U: - -U(BNCy)) = Y P(B|C;) P(Cy).

i=1

3.6 Independéncia

A ideia de independéncia entre eventos de um experimento probabilistico é
definida usando-se a probabilidade condicionada.

Diremos que dois eventos A e B de um espaco probabilistico (2, £, P)
sao independentes se
P(A|B) = P(A),
que na linguagem corrente, pode ser expressa dizendo-se que a probabili-
dade do evento A ndo é alterada pelo conhecimento do evento B. A con-
sequéncia imediata dessa féormula é que quando A e B sdo independentes,

temos
P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B).

Tratando de independéncia de eventos, a intui¢do funciona nos casos
em que os eventos A e B sdo disjuntos, ou um esta contido no outro. Por
exemplo, se AN B = (), entdo se A ocorre, B ndo pode ocorrer e vice versa.

Suponha que AN B = (), com P(A) # 0, P(B) # 0. Nesse caso,
P(A|B) = 0, mas P(A) # 0, isto é, P(A|B) # P(A). Entao de fato,
quando A e B sdo mutuamente excludentes, A e B néo sdo independentes,
quando as probabilidades P(A) e P(B) nao sao nulas.

Entretanto, chamamos a atencéo para o fato que a independéncia entre
eventos é uma questdo contabil, nem sempre coincidindo com a intuicao.
Por exemplo, considere a situagio esquematizada na figura 3.1. Pode-se
ver, fazendo as contas que os eventos A e B sdo independentes, mas A e C'
nao sao!
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A

C

Figura 3.1: Eventos A, B e C. Os eventos A e B sdo independentes.

3.7 Exemplos de fixacao

Para fixarmos as ideias, elencamos agora alguns exemplos de fixagio.

Exemplo da casa de cimbio Considere uma cesta de 20 moedas di-
ferentes que inclui o Délar (EUA), Yuan (China), Rublo (Russia), Peso
(Argentina), Real (Brasil), Euro (ZE), Libra (GB) e o Iene (Japao). Um
mercador aceita fazer uma transacdo A quando o pagamento for feito em
Doélares, Yuans, Rublos, Pesos ou Reais. Ele aceita fazer uma transacio B
quando o pagamento somente for feito em Délares, Euros, Libras ou Ienes.
Nao ocorre nenhuma transagao (ou seja, ndo ocorre nem a transagao A e
nem a B) somente se a moeda néo for aceita. A probabilidade de um cliente
(que usa apenas uma moeda) usar qualquer uma das moedas da cesta ¢ a
mesma. Podemos afirmar que sabendo-se que o mercador e o cliente fizeram
uma transacao, a probabilidade que o Doélar tenha sido usado é maior do
que a que o Real tenha sido usado?

Novamente aplicamos o procedimento basico passo a passo. Na resolu-
a0, vamos designar o evento “o mercador e o cliente fizeram uma transa-
b
cao’de C.

1. Compreender qual é o experimento. Imaginamos todos os encontros
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entre clientes e mercadores do universo, passado presente e futuro.
Um desses encontros é trazido a nés. Observamos a moeda que o
cliente usa. Essa moeda ¢é o resultado do experimento. Sabemos que
houve uma transacao.

. Explicitamos o espag¢o amostral Q2. ) é formado pelo conjunto das

moeda da cesta com 20 elementos mencionada no enunciado.

. Estabelecer o espaco de eventos E. O espago de eventos é o conjunto

das partes de €. Nesse caso, E tem 2% elementos, ou seja mais de
um milhao de elementos.

. Determinar os eventos de interesse. Temos interesse no evento “o

mercador e o cliente fizeram uma transacio”’, que concretamente é o
conjunto

C' = {Do¢lar, Yuan, Rublo, Peso, Real} U {Ddlar, Euro, Libra, Iene},
que sdo as moedas aceitas para fazer uma transacio.
C = {Dolar, Yuan, Rublo, Peso, Real, Euro, Libra, Tene}.

Temos interesse também nos eventos “Dolar” e “Real”. D = {Ddlar},

R = {Real}.

. Explicitar a func¢do probabilidade. Pelo enunciado, P({X}) = 1/20,

para qualquer moeda X da cesta de 20 moedas mencionada no enun-
ciado. Assim, P(D) = P(R) = 1/20, P(C) = 8/20.

Precisamos definir a funcio probabilidade condicionada. Ela é dada
por

P(-NnC)

POIC) = 5y

. Agora estamos em condi¢oes de calcular as probabilidades de interesse

P(R|C) e P(D|C). Concretamente,

_P(RNC)  P(R) 1/20
P(R|C) = P(CY ~ P(C)  8/20’
pipIc) - ADOC)_FO) 1/

P(C)  P(C) 8/20°

Entéo, a probabilidade que o Délar tenha sido usado é exatamente a
mesma que a do Real. Esse é um resultado contra-intuitivo, pois o
Dolar é aceito nas duas transagées, mas o Real somente em uma.
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Exemplo do segundo resultado Seja uma caixa contendo bolas nume-
radas de 1 a 10. Fazemos um sorteio tirando uma bola de cada vez sem
reposicdo. Qualquer bola tem a mesma chance de ter retirada como qual-
quer outra. Qual é a probabilidade que a primeira bola tenha sido impar,
sabendo-se que a segunda é par?

Para responder a essa pergunta, vamos usar o nosso procedimento pa-

dréo.

a)

O experimento esta entendido. O fato interessante é a inversdo contida
na pergunta. Teria sido natural perguntarmos sobre a probabilidade
da segunda bola ser par, sabendo-se que a primeira é {fmpar, mas aqui
fizemos o contrario. A expressdo chave aqui é “sem reposicio”.

Como dissemos, a modelagem é uma arte. O espago amostral é uma
abstragdo. Para nos, o espago amostral sera

) = {(Par, Impar), (Impar, Par), (Par, Par), (Impar, Impar)}.

O estudante poderia perguntar se ndo poderia ser composto pelos pares
ordenados formados a partir dos ntimeros 1,2,...,10. A resposta é:
sim, poderia, mas o espaco de eventos e a funcio probabilidade seriam
diferentes.

O espago dos eventos E é o conjunto de todos os subconjuntos de ).
Entdo F tem somente 4 elementos.

O evento de interesse é o conjunto A = {(Impar, Par), (Impar, Impar)}
(primeira bola impar), sabendo-se que a segunda bola é par. Esse se-
gundo evento é expresso pelo conjunto B = {(Par, Par), (Impar, Par)}
(segunda bola par).

A fung@o probabilidade ndo condicionada P : E — [0, 1] especificada por

4
P((Par, Par)) = P((Impar, Impar)) = 1509,
P((Par, Impar)) = P((Impar, Par)) = 1502
A fungdo probabilidade condicionada é dada por P(:|B) = PIS&?).

Podemos calcular a probabilidade condicionada do evento de interesse
por
P(ANB)

P(A’B) = W’
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em que ANB = {(Impar, Par), (Impar, Impar) } N{(Par, Par), (Impar, Par)} =
{(Impar, Par)}. Dai o numerador ¢ dado por P(ANB) = 2.

O denominador é calculado por

P(B) = P({(Par, Par), (Impar, Par)})
= P({(Par,Par)}) + P({(Impar, Par)})
5455
© 109 109’
pois {(Impar, Par)} e {(Impar, Impar)} sdo eventos mutuamente exclu-
dentes.

A probabilidade condicionada pedida é

55 5
P(AIB) = - 09 =°
55 + 155 9

Ol

Essa é a probabilidade que o primeiro ntumero sorteado é impar, sabendo-
se que segundo é par.

3.8 Problemas

1. Esse problema é objeto do video que pode ser visto escaneando-se o
QRcode abaixo. A qualidade pode ser um pouco aquém da ideal, po-
rém trata-se de um registro histérico de como tudo se passou durante

a pandemia.
Olf s AL
THEE

Ofz%s

Exercicio sobre probabilidades condicionadas.

Suponha que o espago amostral de um experimento é composto pelos
nimeros inteiros de 1 a 10. Cada um deles tem a mesma probabilidade
de ser sorteado. E realizado um sorteio, e sabe-se que o resultado é
solugdo da equagdo (z — a)(z — b)*>=0. a # b, a,b € {1,...,10}.

(a) Explicite o espago amostral €.

(b) Explicite o espaco de eventos E.
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(c¢) Explicite quais s@o os elementos de E relevantes para o problema,
que é resolvido usando-se probabilidade condicionada.

(d) Explicite a fung¢éo probabilidade e a fungao probabilidade con-
dicionada.

(e) Responda & pergunta: Dado que o ntimero sorteado é solugao
da equagdo dada, a probabilidade que tenha sido o niimero a é
menor do que a que tenha sido a raiz dupla b?

2. Em uma caixa temos bolas idénticas numeradas de 1 a 10. Qualquer
uma pode ser sorteada com igual probabilidade pois séo todas iguais.
Fazemos trés retiradas sem reposicdo. Qual é a probabilidade que a
segunda bola seja par sabendo-se que a terceira é par?

(a) Explicite o espago amostral €.
(b) Explicite o espago de eventos E.

(c) Explicite quais s@o os elementos de E relevantes para o problema,
que é resolvido usando-se probabilidade condicionada.

(d) Explicite a fung¢éo probabilidade e a fungao probabilidade con-
dicionada.

(e) Calcule a probabilidade que a terceira bola seja par sabendo-se
que a segunda é par.

3. Em uma caixa temos bolas idénticas numeradas de 1 a 4. Qualquer
uma pode ser sorteada com igual probabilidade pois séo todas iguais.
Retiramos uma a uma até sobrar uma tinica bola. Os eventos “a soma
das primeiras duas bolas é impar” e “altima bola sorteada é par” sao
independentes?

4. Determine z e y, que denotam probabilidades, para que o diagrama
de Venn ilustrado na figura 3.2 corresponda a um espaco probabilis-
tico com os eventos A e B independentes. O espago amostral € é o
conjunto Q2 = AUBUC.

5. Esse exercicio ja foi proposto na aula anterior. Agora o objetivo é
resolvé-lo usando as ideias deste capitulo.

Em uma caixa h& uma caixa com 4 bolinhas numeradas de 1 a 4.
Vamos fazer retiradas aleatérias da caixa. Qualquer bola pode ser
sorteada com igual probabilidade. Retiram-se duas bolas, uma apos
a outra, sem reposicio. Seja X; o numero da primeira bolinha e X,
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A

C

Figura 3.2: Diagrama de Venn.

o da segunda. Desejamos saber qual é a probabilidade de que a se-
gunda bola seja par. Aplicando o procedimento padrio, comecando
pela especificagdo do espago amostral €, resolva esse exercicio usando
probabilidade condicionada. A informacio condicionante é o resul-
tado da primeira bola.



Capitulo 4

Variaveis aleatorias discretas

4.1 Introducao

O tema deste capitulo é sobre variaveis aleatérias, que apesar do nome nao
sdo nem variaveis e nem aleatorias. Elas sdo fungdes reais definidas sobre o
espago amostral {2, mas nem todas fungdes reais definidas sobre €2 podem
ser chamadas legitimamente de variaveis aleatorias, pois é necessario que
elas satisfagam um requisito ligado ao espago de eventos.

A ideia do uso de fungdes chamadas varidveis aleatorias simplifica muito
a analise de problemas dentro da pratica da engenharia, pois elas tendem
a esconder o funcionamento de toda a teoria matematica de probabilidades
detras de um véu, em uma situacdo parecida com a de um motorista nao
precisar saber o que ha debaixo do cap6 do carro, mas suas preocupacoes
passam a ser outras. Isso significa que se por um lado muito do maquinério
matematico fica funcionando ocultamente, outros conhecimentos especificos
passam a ser necessarios.

A utilidade das variaveis aleatorias fica acentuada quando se sabe que
existem modelos prontos que seguem certas leis probabilisticas, que pode-
mos dizer que sdo padronizadas, como a binomial, a geométrica e a Poisson,
entre outras. Com a introducdo delas, passamos a discutir distribuigdes de
probabilidades, fun¢oes de distribuicdo acumulada, valores esperados e va-
ridncias. O conceito de independéncia é retomado nesse novo contexto.

Neste capitulo, tudo ainda é feito no contexto em que o espago amostral
) é enumeravel, o que facilita a apresentacéo dos conceitos. No proximo
capitulo exploramos o caso de ) ndo enumeravel.

41
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4.2 Video que acompanha este capitulo

Um video em que resolvemos o problema 7 proposto neste capitulo na péa-
gina 76 pode ser visto ao escanear-se o codigo QR abaixo. A qualidade
pode ser um pouco aquém da ideal, porém trata-se de um registro histérico
de como tudo se passou durante a pandemia.

bary
E]!"sg,

Exercicio sobre variaveis aleatorias discretas.

4.3 Biografia de Pierre-Simon Laplace

Pierre-Simon Laplace [Encl0] [dL14| [OR21]| [Bell4| nasceu em Beaumont-
en-Auge — Franga — em 23 de margo de 1749. Filho de camponeses, sabe-
se que a sua infancia e juventude foi marcada por dificuldades materiais,
realidade humilde que Laplace sempre tentava ocultar. Com a amizade de
vizinhos, teve o apoio para os estudos em um colégio e depois na Escola
Militar de Beaumont.

Demonstrava interesse em estudos teologicos, incentivado pela familia, e
ja4 mostrava grande habilidade matematica, sendo professor dessas discipli-
nas na escola de sua cidade natal. Com 18 anos, foi para Paris se apresentar
a d’Alembert, grande autoridade cientifica & época, com recomendagdes de
pessoas poderosas, mas sequer foi recebido pelo grande matematico. Numa
nova e eficaz investida, enviou uma carta tratando de principios gerais de
mecanica a d’Alembert, que se impressionou com os escritos e imediata-
mente conseguiu a sua nomeagao como professor de matemaética para a
Escola Militar em Paris.

Em 1773, deu o seu primeiro e enorme passo em mecanica celeste,
aplicando as leis de gravitacdo de Newton ao sistema solar e estudando,
principalmente, as perturbag¢des mutuas das orbitas de planetas (Jupiter
e Saturno), explicando assim um suposto comportamento instavel destas.
Demonstrou matematicamente a periodicidade das perturbagbes gravitaci-
onais considerando as excentricidades e inclinagoes das orbitas, mostrando
a estabilidade destas orbitas, com periodicidades extremamente longas. A
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solucao matematica dos problemas de interacdes gravitacionais muatuas no
sistema solar revelava-se, até entdo, impossivel. Newton concluira que a
intervencéo divina era periodicamente necessaria para ajustar as orbitas,
mantendo-as estaveis. Como reconhecimento do seu trabalho, Laplace, com
24 anos, foi honrado com a sua nomeagao para a Academia de Ciéncias. Es-
tes estudos foram estendidos para a analise do sistema Lua-Terra-Sol, com
uma descrigio tedrica rigorosa do movimento lunar.

Em 1796, publicou FEzposition du systeme du monde — Exposi¢ao do
sistema do mundo — um livro de divulgacéo dos seus estudos do movimento
dos corpos do sistema solar com uma explicacdo para a origem do sistema
solar a partir de uma nebulosa — nuvem gasosa. No periodo de 1798 a
1827, publicou a sua mais importante obra, os cinco volumes de Traité de
mécanique céleste (Tratado de mecanica celeste), apresentando os métodos
de calculo e os resultados precisos da aplicagdo da lei de gravitacdo no
estudo do movimento dos planetas e seus satélites no sistema solar. Com
este livro, Laplace torna-se uma celebridade, o “Newton da Franca”.

Duas curiosidades relacionadas ao Traité de mécanique céleste podem
ser lembradas. Uma advém do interesse de Laplace pelos resultados de seus
célculos, em detrimento de como obté-los, condensando as deductes mate-
maticas e as justificando com a observacdo Il est aisé a voir... -E facil ver
que... Outra curiosidade é a relagio de Laplace com Napoledo Bonaparte,
que fora seu aluno na Escola Militar. Laplace presenteou o imperador com
o Tratado de Mecéanica, que, ciente do trabalho, provocou Laplace questi-
onando por que razdo ndo havia mencionado o autor do universo - Deus -
em seu portentoso livro, e este teria respondido “Je n’avais pas besoin de
cette hypothése-1a” (Eu néo precisei desta hipotese).

Laplace vivenciou o Iluminismo em um periodo literalmente revolucio-
nario da Franca - Liberté, Eqalité, Fraternité. Teve sorte distinta de outros
sabios, como Lavoisier -com quem desenvolveu estudos termoquimicos da
respiracéo - e Condorcet. Atuou como professor e na organizacio da Ecole
Polytechnique e na Ecole Normale. Exerceu diversas atividades publicas e
tinha certa desenvoltura no meio politico, adaptando-se as circunstancias.
No periodo napolednico, teve brevissima passagem como ministro do inte-
rior, e, posteriormente como senador e chanceler. Em 1817 recebeu o titulo
de marqués.

A genialidade de Laplace perpassou o mundo da mecénica celeste, se
estendendo para varios ramos da fisica-matematica, que constituem ferra-
mentas extremamente atuais, tais como: func¢ao potencial para a teoria de
campos — laplaciano — em eletromagnetismo e mecénica dos fluidos; trans-
formada de Laplace para resolucdo de equagdes diferenciais para estudo
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principalmente de sistemas dindmicos; calculos termoquimicos; propagacao
do som; teoria de probabilidade classica.

O livro “The doctrine of Chances”, de autoria de Abraham De Moi-
vre influenciou os trabalhos de Laplace em teoria de probabilidades, que
publicou varios artigos e dois textos, o Théorie analytique des probabilités
(Teoria analitica de probabilidades) , em dois volumes, em 1812, e Essai
philosophique sur les probabilités (Ensaio filosofico sobre as probabilidades),
em 1814, obra de divulgagao também em dois volumes, que teve notéavel
sucesso. Ambos os textos apresentavam o que hoje se considera como os
fundamentos da teoria de probabilidade classica ndo axiomatica.

O Teoria analitica estuda fungoes geradoras de momentos, aproximagoes
assintoticas para a Lei dos grandes numeros (que hoje tratamos no Teorema
do Limite Central), aplica¢des de calculo de probabilidade em “filosofia
natural” e “ciéncias morais” (questoes ligadas as agoes humanas). Além
de tudo isso, da4 uma interpretacdo mais abrangente para a probabilidade
inversa do que a lei de Bayes.

No Ensaio filosofico, sendo um escrito de divulgacéo, nenhuma equacao
é apresentada. O texto discorre sobre os principios gerais do calculo das
probabilidades, os métodos analiticos e aplicagdes do célculo de probabi-
lidades em diferentes situacoes, inclusive ciéncias morais, jogos, passando
por tabelas de mortalidade e julgamentos. As reflexdes de Laplace presen-
tes no Ensaio Filosofico sao bem abrangentes, ressaltando a importancia do
célculo de probabilidades nas mais diversas aplicagdes nas ciéncias naturais.

Laplace considerava a astronomia como a ciéncia mais perfeita e os seus
estudos de mecénica celeste podem ser considerados como a quinta-esséncia
do determinismo. A visdo determinista da ciéncia e a probabilidade séo
harmonizadas, como expresso em trecho do Ensaio filoséfico, nas palavras
de Laplace: “A curva descrita por uma simples molécula de ar ou vapores é
regida de um modo téo certo quanto as 6rbitas planetarias; ndo hé diferenca
entre elas, a ndo ser a posta por nossa ignorancia. A probabilidade se deve
em parte a essa ignorancia, em parte aos nossos conhecimentos”. No século
seguinte, a Mecanica Quéantica irrompe e abala as convicgdes da esséncia
da interpretagoes da probabilidade classica. Citando o proprio Laplace: “O
que sabemos nao é muito. O que nao sabemos é imenso”.

Laplace morreu em 1827, em Paris.
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4.4 Variaveis aleatorias discretas

Até aqui fixamos um procedimento para a anélise de um problema proba-
bilistico. Resumidamente, ele segue os passos:

1. Entender do problema e o experimento.
Explicitar o espago amostral 2.

Explicitar o espago de eventos E.

Ll

Focalizar os eventos de interesse no problema.

5. Explicitar a fungio probabilidade P : E — [0,1] e se for o caso, a
fun¢éo probabilidade condicionada a um evento dado C' C Q, P(-|C) :
E —[0,1].

6. Resolver o problema.

A ideia de variavel aleatoria simplifica esse procedimento na medida em
que através dela sao propostos modelos prontos.

De forma inicial e breve, dizemos que uma varidvel aleatéria é uma
funcéo que tem por dominio o espaco amostral € e contradominio numeérico,
tipicamente o conjunto dos ntimeros reais R.

Observagdo 4.4.1. Note que apesar do nome, uma varidvel aleatoria nao é
uma varidvel, mas sim uma fungdo. Além disso, o dominio ndo é F, e sim
2. O contradominio néo é restrito a [0, 1].

Muitos afirmam que a grande vantagem das varidveis aleatérias é a
transformacao de um resultado experimental em um ntimero. Que o contra-
dominio de uma variavel aleatéria seja um conjunto composto por niimeros
é certamente uma vantagem, mas a nosso ver nio é a principal. A principal
é que ela é uma funcdo. Vamos esclarecer esse ponto ao longo do texto,
mas em primeiro lugar, note que, por exemplo, o resultado do langamento
de um dado, ou o sorteio de uma bola numerada, ja é naturalmente numé-
rico. Que cara e coroa podem ser codificados em 0 e 1, e coisas do tipo,
sao elementares demais para serem a principal caracteristica e vantagem
da introducao da grande ideia das variaveis aleatorias.

4.4.1 A funcao variavel aleatéria

Seja um espagco probabilistico com o espago amostral €2, o espaco de eventos
E e a fungao probabilidade P : E — [0, 1].
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Como dissemos, uma varidvel aleatéria é uma funcdo que tem por con-
tradominio o conjunto dos niimeros reais R e dominio o espago amostral €2,
mas ela deve ser uma funcéo que satisfaz um requisito que explicitaremos
abaixo. Antes, devemos fazer uma recordagio da distingdo entre funcdo
inversa e imagem inversa de uma funcao.

Dada uma funcio f : W — U, ela tem inversa f~! : U — W se f for
bijetora. A imagem inversa de um subconjunto A C U por f sempre existe,
mesmo se f nao for inversivel. A imagem inversa de A C U por f é o
conjunto {w € W | f(w) € A} dos elementos do dominio W. Infelizmente,
a notacgdo usada para a imagem inversa usa a simbologia f~!:

fHA) ={weW|f(w) € A}.

Fique, portanto, atento ao uso do simbolo f~!. Ele pode significar funcéo
inversa, que nem sempre existe, ou imagem inversa de um subconjunto do
contradominio, que sempre existe (mesmo sendo o conjunto vazio).

Exemplo 4. Seja a fungdo f : R — R dada por f(z) = 1—xz%. Essa fun¢do
ndo tem inversa, pois ndo € bijetora. Mas, podemos afirmar que

(0, 1]) = [-1,1].
Podemos até dizer, por exemplo, que
FH([10,12)) = 0.

A imagem inversa de um subconjunto do contradominio sempre existe.

A

Definicao de variavel aleatéria. Uma variavel aleatoria é uma fungao
do tipo
X: Q>R

tal que a imagem inversa de conjuntos | — oo, a[, a > 0 por X é elemento
de F, isto é,
X Y] —o0,a]) € E, Va>0.

Isso significa que podemos calcular probabilidades do tipo P(X (] —
00, al)).

Perceba que como a imagem inversa ¢ um subconjunto do dominio, e o
dominio ¢ o espago amostral (2, faz sentido dizer que X !(] — 00, al) € F,
j4 que E é o conjunto dos subconjuntos de 2, no nosso contexto discreto.
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O uso de uma variavel aleatoria para se definir o espago de eventos
E. A esséncia da variavel aleatoria é que ela é uma fungao real definida
em () cuja imagem inversa de | — 0o, a[C R seja elemento de E. Entdo em
principio, dada uma X :  — R, podemos definir F. Isto é, ndo comega-
mos com F e perguntamos se X é uma variavel aleatoria legitima, mas ao
contrario. Dada uma X, criamos F para que X seja de fato uma variavel
aleatoria. Devido as propriedades da imagem inversa de uma fungao (ver
(2.1) do capitulo 2), podemos usar uma sigma-algebra > de R, isto é, X
é uma cole¢do de subconjuntos de R que satisfazem os requisitos (2.2) do
capitulo 2, e fazer
E={X"'s)|sex}).

Isso é possivel porque a imagem inversa de uma sigma-algebra por X é
também uma sigma-algebra. Além disso, X serd automaticamente uma
variavel aleatoéria.

Abuso de linguagem

Destacamos um abuso de linguagem comum, que o estudante deve ficar
atento. Fixamos um experimento com espago amostral 2, espaco de eventos
E e funcdo probabilidade P : E — [0,1]. Nele, consideramos a variavel
aleatoria, que, nunca é demais enfatizar, é uma funcido X : Q — R.

A probabilidade do evento X (] — 00, a]) € E em geral, por um abuso
de linguagem, é escrito da seguinte forma

P(X'(]—o00,a]) = P(X < a).
———
Abuso ling.

O motivo é a simplicidade da notagdao, mas o estudante deve ficar sempre
atento.

Usando essa notacgéao simplificada, podemos escrever a probabilidade de
X € [a,b] por P(a < X <b). Por extenso, essa probabilidade ficaria assim:

Pla< X <b)=P({uecQ|X(u)€[ab}) = P(X a,b])).
Lembrando que valem as relactes
X (CuD)=XYC)uXx YD),
X'cnbD)=xYO)nX YD),
CcD=X1'C)c X (D), (4.1)
XY(B) = A4,
XH0)=0.
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vistas no capitulo 1 deste curso, temos entao que

Pla< X <b)=P(X [a,b])) = P(X (] — 00,b] N [a, +o0[)
Abuso ling.

(X7 = 00,b]) N X~ ([a, +o0)
(X >a)e(X <))

Abuso ling.

P
P

Analogamente, valem expressdes do tipo

P(X € [airl)] Ule,d])) =P(X *([a,b] Ule, d))

=P(X ! ([a,b]) U X ([e,d)))
=P((X € [a,b]) ou (X € [c,d])).

~
Abuso ling.

A conclusao é que podemos trabalhar com a probabilidade da interse-
¢do e unido (e diferenga) de eventos diretamente na notagio simplificada
X e AnB, X € AUB, X € A\ B, etc., porque as propriedades (4.1)
transformam-nas em operagdes sobre eventos. Tudo se passa por de tras
de um véu que esconde o funcionamento da maquina.

Notacao especifica — Uso de letras maitisculas e mintsculas. De-
pois que alertamos sobre o abuso de linguagem, esclarecemos que hia um
costume bastante difundido de denotar por uma letra maitscula as variaveis
aleatorias, enquanto denota-se por letras miniisculas o resultado da fungao
variavel aleatoria. Por exemplo, Y seria uma variavel aleatoria e Y(a) =y
o resultado y da aplicacao da varidvel aleatoria Y no elemento do espago
amostral a € Q.

Variaveis aleatorias discretas

Especializamos a discussio para o caso discreto. Muitos autores dizem
que uma variavel aleatoria discreta é uma funcio que assume valores em
um conjunto enumeravel. Nos preferimos dizer que uma variavel aleatoria
discreta é aquela cujo dominio, isto é, o espago amostral {2 é enumerarel.
Dessa forma, o contradominio também serd, e evitamos véarias questoes
técnicas quanto ao espago de eventos F.

De qualquer forma, o estudante deve atentar ao fato que discreto nao
quer dizer finito e nem discreto no sentido mais coloquial, e sim enumerdvel.
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Note que o conjunto dos racionais QQ é enumeréavel, entéo ele é perfeitamente
elegivel (mas esta longe de ser o tinico) para ser o dominio (ou contradomi-
nio) de uma variavel aleatoria discreta.

4.4.2 Experimentos e variaveis aleatoérias

Nesta se¢do, mostramos como experimentos e variaveis aleatérias intera-
gem, através de um exemplo.

Suponha que desejamos contar o niimero de caras em N = 2 lancamen-
tos da uma moeda, que ndo sabemos se é viciada ou n&o. Para fixar as
ideias, suponha que essa moeda tenha sido uma sorteada de uma caixa que
continha apenas duas, uma viciada e outra honesta, através de um proce-
dimento que dava qualquer uma das duas moedas com igual probabilidade.
A moeda viciada d& cara com probabilidade 2/3.

O experimento em si consiste dos passos:

1. Sortear uma moeda.

2. Lanca-la N = 2 vezes.

Denotamos cara por K, coroa por C, viciada por V' e honesta por H. Um
resultado experimental seria, por exemplo, a quadra (H, K,C). O espago
amostral, que retine todos os resultado experimentais é o conjunto

Q={(H,K K),(H,K,C),...,(V,K,C),(V,C,K), (V,C,C)},

que tem 2 x 2% elementos.

O espago de eventos F é o conjunto das partes de €2, que contém 92x2?
elementos. Temos dois eventos em particular que tém grande importancia.
O primeiro é H “moeda honesta” e o segundo é V “moeda viciada”. Para
deixarmos bem claro:

H={(H K, K),(H K,C),(H,CK),(HCC)},
V={(V. K, K), (V. K,C),(V,C,K),(V,C,C)}.

Um evento do tipo (cara, cara) ¢ o elemento
{(H,K.K),(V.K,K)} € E.

Podemos facilmente definir a func¢do probabilidade P : E — [0,1],
usando técnicas elementares. Por exemplo, P({(H, K, K)}) é a probabi-
lidade de se obter no sorteio uma moeda honesta e com ela obtermos em
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seguida duas caras. Entao, P({(H, K, K)}) = 5 x (3)?. A probabilidade de
se obter no sorteio uma moeda viciada e com ela obtermos em seguida uma
cara e uma coroa ¢ P({(V,K,C)}) = 1 x 2 x . As outras probabilidades
para os eventos elementares podem ser definidas de modo analogo. Todas

as probabilidades para os elementos de E séo calculadas facilmente.

Agora, definimos a variavel aleatoria X : 2 — R que fornece o niimero
de caras, da seguinte forma. Dado o resultado experimental r € €

1. Contar o nimero de caras em 7.
2. Apagar a informacéio da ordem de caras e coroas.

3. Reportar o resultado da contagem x = X (r).

O fato de apagarmos a informacao sobre a ordem de caras e coroas nao é
desprezivel, mas faz parte do modelo que usamos neste exemplo particular.
O problema 7 da se¢do 4.8 na pagina 75, que é o topico do video que
acompanha este texto, explora esse ponto.

Tendo em vista a discusséo feita na secio 4.4.1 do que é uma variavel
aleatoria, e sobre uso da linguagem informal (abuso de linguagem), podemos
ver claramente que o evento (X = 2) é o conjunto

(X =2)=X"({2}) = {(H,K,K),(V.K,K)}.
Sua probabilidade é calculada por

1 2 1

P(X =2) = P{(H, K. ), (V. K, K)}) = | x (3)2 + % v <2>2. (4.2)

O estudante deve notar que a X, que d4 o ntumero de caras, correspon-
dem eventos que contém o fato da moeda ser honesta ou viciada. Mais
precisamente, a imagem inversa X '({n}), n =0,1,2, contém V ou H.

Outro ponto a ser notado é que apesar de X fornecer a quantidade de
caras em um numero fixo lancamentos de uma moeda, X néo é distribuida
de acordo com uma Binomial, que veremos abaixo.

4.4.3 Independéncia de variaveis aleatoérias. Indepen-
déncia sob condicionamento.

Fixado o espago probabilistico Q, E, P : E — [0, 1], e dadas as variaveis
aleatorias X : 2 > Re Y : Q — R, diremos que X e Y sdo independentes
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se os eventos X (] — 00, a]) e Y] — 0o, b]) sdo independentes para todos
a,b € R, isto &, que

P(X <a|Y <b)=P(X <a), Va,beR. (4.3)

O estudante deve notar que se (4.3) vale, entdo como consequéncia,
temos obrigatoriamente

P(Y <b|X <a)=P(Y <b), VabeR, (4.4)

pois

== =97 = =2 _ p(y <b).

Voltamos ao exemplo mostrado acima, em que de uma caixa sortea-
mos uma moeda que pode ser viciada ou honesta com igual probabilidade.
Lembramos que a moeda viciada d& cara com probabilidade 2/3. Apoés o
sorteio da moeda, fazemos com ela dois langamentos. No exemplo acima,
definimos a variavel aleatéria X definida sobre o espago amostral €2, que
fornece o niamero de caras nesses dois langamentos. Vamos definir agora
duas novas variaveis aleatorias. X; : 2 — R que d& o nimero de caras
no primeiro lancamento e X5 : 2 — R que faz o mesmo para o segundo
lancamento. Para deixarmos bem claro: Realizamos o experimento uma
vez e obtemos X; e X5. Devemos ter X = X; + X,.

Perguntamos agora se X; e X5 sfo independentes. A resposta é nao.

A funcdo probabilidade P : E — [0,1] ja foi dada na segao anterior.
Precisamos agora da funcdo probabilidade condicionada, que é obtida a
partir de P : E — [0, 1].

Relembramos que estamos denotando o evento “moeda honesta” por H e
“moeda viciada” por V. Observe a notagdo: H € E,V € E, pois sdo eventos,
mas H e V apenas sdo designactes para o fato da moeda ser honesta ou
viciada nos ternos do tipo (H, K,C), (V, K, C).

A probabilidade P(X = 2|H) de se obter duas caras quando a moeda é
honesta pode ser obtida intuitivamente. E claro que P(X = 2|H) = (1/2)?,
mas ela pode ser também obtida a partir da funcio de probabilidade néao
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condicionada P : E — [0, 1] definida acima. De fato,

P(X =2|H) = P(X"'({2)) | %)
= P({(H7 K7 K)’ (‘/v? K7 K)}|{(H7 K7 K)’ (H7 K7 C)’ (H7 C’ K)’ (H7 C? O)})
_ P{(H, K. K)})
PH{(H,K,K),(H,K,C),(H,C,K),(H,C,C)})

1 1)\2 2
_ 3 % (3) B <1>
1 1\2 | 1 1\2 | 1 1\2 | 1 1\2 ’
3x(3) +3x () +3x () +3x(3) 2
como era esperado. O estudante deve ter em mente que o objetivo néo era
obter um resultado ja conhecido, mas sim ver que o método funciona, e se ele

funciona, ele pode ser aplicado em situagoes verdadeiramente complicadas.

De modo analogo, obtemos, por exemplo, P(X = 2|V) = (%)2 As
demais probabilidades que definem a fungdo P(-|B) : E — R, para os

diversos eventos B € E séo calculados de maneira similar.

E interessante notar que P(X = 2), ja calculada em (4.2), pode ser
obtida também pela ji conhecida férmula

P(X =2) = P(X = 2|V)P(V) + P(X = 2| H)P(H).

E s6 verificar.

Tendo as fungoes P : E — [0,1] e P(-|:) : E x E — R, podemos
responder & pergunta se X; e X5 sdo independentes. A resposta ja sabemos:
nao sao.

Calculemos P(X; = 1) e P(X, = 1|X; = 1), respectivamente a probabi-
lidade de obtermos uma cara no segundo lancamento e a probabilidade de
se obter uma cara no segundo lancamento sabendo-se que no primeiro saiu
cara.

De forma similar, obtemos (fazendo exatamente as mesmas contas!)

PMFU:; (4.5)
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Agora, substituindo os valores obtidos em (4.2) e (4.5), obtemos

PX; =1)Nn (X, =1))
P(X, =1)

_P(X=2 25

TP(X,=1) 42

Como P(X, = 1|X; = 1) # P(X, = 1), as variaveis aleatorias X e
X5 nao sdo independentes. Isto é, sair cara no segundo langamento ndo é
independente do fato de sair cara no primeiro. Isso ocorre porque em X!
e em X, ' estdo contrabandeadas a informagio sobre a moeda ser viciada
ou nao.

Note atentamente que se soubermos que a moeda sorteada é viciada
(ou honesta), entdo é claro que sair cara no segundo langamento ¢ mesmo
independente do fato de sair cara no primeiro. Esse fendémeno é conhecido
como independéncia sob condicionamento.

4.4.4 Funcao distribuicdo acumulada de uma variavel
aleatéria discreta

No contexto em que estamos, tratando de varidveis aleatérias discretas,
definimos a fun¢ao distribuicao acumulada Fx : R — [0, 1] de uma variavel
aleatoria X : 2 — R definida em um espago probabilistico (2, E, P : E —
[0,1]) por

Fx(z)=P(X <a2)= Y P(X =ux).

<z

Na somatoria acima, 3, P(X = ;) significa que devemos fazer a
soma com todos os z; tais que z; < x.

Chamamos a atengao para a desigualdade. Nao é < e sim < obrigato-
riamente.

Como as probabilidades sdo sempre menores ou iguais a 1, a fungédo Fx
nunca ¢ decrescente. Além disso, ela apresenta saltos nos pontos z; € {2 em
que P(X = z;) > 0. Um grafico tipico é mostrado na figura 4.1. Observe
onde est@o as bolinhas fechadas nos extremos dos segmentos horizontais. E
claro que para qualquer variavel aleatoria X, valem lim,,_, o, Fx(n) =0 e
lim,, 00 Fix(n) = 1.

Quando tratamos de mais de uma variavel aleatoria, a funcéo distribui-
¢éo de probabilidade acumulada assume forma anéloga, mas bidimensional.
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A Fy

e—oO

O >
X
Figura 4.1: Um grafico tipico de fungéo distribuig¢do acumulada.

Por exemplo, a figura 4.2 uma funcio para duas variaveis aleatorias discre-
tas.

Cada valor no grafico é calculado por

Fxx(ab) =P(Xi<a)n(Xe <b) = Y P((Xi=2)N(Xe = 12)).

z1<a,r2<b

Marginalizagdo. Quando temos duas variaveis aleatorias X e Y, com
fungéo distribuigdo de probabilidade acumulada Fxy : R x R — [0,1],
perguntar por Fx(z) é o mesmo que perguntar pela probabilidade de X < z,
sem levar em conta o que ocorre com Y. Isto é, para Y, ndo ha nenhuma
restricdo. Entdo, podemos escrever

Fx(z) = Fxy(z,+00) = Y > P((X1=mz1)N(Xs=12)).

z2€Y () 215z
Esse processo de obtencdo de F'x a partir de F'x y é chamado de margi-

nalizacdo.

A independéncia de variaveis aleatérias revisitada. Em vista da
definicdo de funcéo distribuicdo acumulada, duas varidveis aleatérias X e
Y sao independentes quando ocorrer

Fxy(z,y) = Fx(z) x Fy(y), Y(z,y) € R
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Figura 4.2: Funcao distribuicdo de probabilidade acumulada para duas
varidveis aleatorias.

No caso de N varidveis aleatorias, X;, Xo, ..., Xy essa condic¢io se torna
FXlaXQw-yXN(',’El’ Lo, ... 7xn) = FXl (1‘) X FXZ(‘TQ) Xooee X FXN(xN)7
Para todos os valores possiveis de x1, xs,...,xy. Essa condi¢do é equiva-

lente a testar todas a independéncia de todas combinagbes as possiveis dos
eventos no espaco de eventos F.

4.4.5 Valor esperado de uma variavel aleatéria dis-
creta

2

A ideia de valor esperado é central na teoria de probabilidades. Infeliz-
mente, ele é frequentemente confundido com o de média. Na teoria de
probabilidades, a palavra média é usada as vezes como sindénimo de valor
esperado, mas devemos ter bem claro quando os significados sdo distintos.
Na teoria de probabilidades, a palavra média vai designar um parametro
de uma distribuicao de probabilidades.

De maneira geral, a palavra média esté ligada a amostragem. Tomamos
uma amostra e calculamos uma média, assim como fazemos no laboratoério
de fisica. A média é algo bem concreto. Por outro lado, o valor esperado
é abstrato. Assim como a média surge naturalmente no contexto da amos-
tragem, o valor esperado aparece naturalmente no contexto de jogos e na
teoria das decisoes.
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Suponha que vocé queira saber o valor justo de uma aposta. Por exem-
plo, podemos convida-lo a participar de um jogo em que langamos uma
moeda n&o viciada. Vocé escolhe cara ou coroa e jogamos a moeda. Se der
o resultado que vocé havia escolhido, vocé ganha 1 real. Caso contrario,
vocé nao ganha nada. Pensando apenas no aspecto financeiro, qual é o
méaximo valor que vocé aceitaria pagar para entrar no jogo? Sendo uma
pessoa racional, vocé responderia 0, 5 real. E se vocé perguntasse a nés, que
propusemos o jogo, caso vocé pagasse 0,4 real, nés aceitariamos continuar
pagando 1 real para ter o direito de participar do jogo? E claro que n#o,
sendo nos professores de probabilidades! O valor justo para entrar no jogo,
nas condices dadas acima é exatamente 0, 5 real. E o que esse valor tem de
especial? Ele é o valor hipotético, abstrato, de uma média global. Esse é o
valor esperado, que é calculado usando-se a distribuicio de probabilidades,
que alias é uma entidades abstrata, da variavel aleatoria.

O valor esperado F[X]| de uma variavel aleatoria discreta X que tem
distribuigdo de probabilidades P(X = x;) é dado por

E[X] = Zx P(X =), (4.6)

quando a soma Y, |x;| P(X = z;) converge. Se essa soma nao convergir,
diremos que E[X] ndao existe.

Exemplo 5. Neste exemplo, tentamos deizar clara a distin¢do entre valor
esperado e média.

Tome uma classe de 100 alunos. Suponha que 50% tenha altura 160cm,
30% tenha altura 170cm e o restante tenha 180cm. Medimos a altura de
todos 0s alunos e calculamos a média das alturas. Ela vale

m = 0,5 x 160 + 0,30 x 170 + 0,20 x 180 = 167.

Essa € a média da altura dos alunos da classe. Se vocé tomar um grupo
de 10 alunos, fazendo um sorteio em que qualquer aluno possa ser sorteado
com igual probabilidade, a média da altura desses 10 alunos girard em torno
de 167cm, mas muito provavelmente serd diferente desse valor.

Suponha agora um experimento em que vocé sorteie um aluno e mega a
altura dele. Seja a varidvel aleatéria X que fornece essa altura. Pergunta-
mos: Qual é o seu valor esperado?

Usando o nosso procedimento padrao de andlise de problemas, sabemos
que §) € o conjunto dos alunos da classe que tem 100 pessoas, E € o conjunto
das partes de Q, que tem 2'° elementos e P : E — [0,1] atribui o valor
1/100 a cada elemento {a} (a € Q) de E.



4.4. VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS 57

Vamos calcular a distribuicao de probabilidades da varidvel aleatoria X .

P(X = 160) = P(X*(160)) = 0, 5,
N———

informal

P(X = 170) = P(X*(170)) = 0, 3,
N———

informal

P(X = 180) = P(X*(180)) = 0, 2.
N———

informal

Qual € o evento experimental tipico? Um conjunto do tipo {x}, em que
x vale 160, 170 ou 180. Observe que se trata de um unico valor. Dado esse
valor x, qual € a sua média? Ora, x, pois s6 hd um valor.

No entanto, podemos perguntar qual € o valor esperado de X, isto €,
E[X]. Ele vale

E[X] =160 x E[X = 160] + 170 x E[X = 170] + 180 x E[X = 180] = 167,

com a interpretacdo que realizamos o experimento infinitas vezes, sempre
partindo com a classe cheia com 100 alunos. Para cada vez que realizamos
o experimento, tomamos um aluno e medimos a sua altura X.

Observe que a interpretacdo de média e valor esperado sdo completa-
mente diferentes, apesar de seus valores coincidirem. No exemplo,o valor
esperado se refere ao sorteio de um aluno. A média se refere ao conjunto
de todos os alunos. VAN

E importante notar que E[X] é um ntimero!

Neste texto introdutoério, ndo vamos nos alongar sobre o tema, mas gos-
tarfamos de deixar registrado que ele é tao interessante e cheio de nuances,
que nem sempre faz sentido se tomar a soma que esté na defini¢do (4.6),
e por isso ha a restricdo logo apoés a definicdo “quando a soma converge”.
Essa restricio matematica é o reflexo da inexisténcia de sentido na prética.
Basicamente, isso esta ligado & ordem com que realizamos a soma.

Propriedades do valor esperado

Seja um experimento com espago amostral €2, espago de eventos F, funcao
probabilidade P.

Valem as seguintes propriedades

ElaX) + 5Xs] = aE[Xy] + BE[X,], (4.7)
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para quaisquer variaveis aleatorias X; e Xs (tais que E[X] e F[X,] existam)
definidas nesse espago probabilistico (€2, E, P) com quaisquer a,( € R.
Essas varidveis aleatérias nao precisam ser independentes.

Valor esperado de funcdes de variaveis aleatoérias

Vamos ver como se mostra a rela¢io (4.7), e aproveitamos para apresentar
uma férmula muito util para o célculo de fungées de variaveis aleatorias.

Em primeiro lugar, suponha que no contexto de um espaco probabilistico
(Q, E, P), tenhamos uma variavel aleatoria X : Q@ — R. Podemos, sem
davida criar outras variaveis aleatorias a partir dela. Exemplos: X2, v/ X,
sin(X), e, ... a imaginagfo é o limite. Para deixar bem claro: Realizamos
um experimento e obtemos um evento e = {a} € E, com a € 2. Com esse
a € Q, calculamos * = X (a). Com esse mesmo x = X(a), calculamos a
nova variavel aleatoria, digamos y = sin(X)(a) = sin(X (a)) = sin(z).

Agora podemos perguntar qual é o valor esperado da variavel aleatoria
f(X), em que f: R — R é uma fungdo real. Para simplificar a notagao,
vamos escrever f(X) no lugar de f o X, como os estudantes devem estar
acostumados nos cursos de Célculo, e vamos denotar essa nova variavel
aleatoria por Y = f(X).

Sendo X uma varidvel aleatoria discreta, a imagem da fungdo composta
Y =foX:Q— R éum conjunto enumeréavel K = {y1,ys,...}.

Ef(X)=> 4 PYV=y)=> u Y PX=u)

y €K Y€K wiy=f(z;)

= flz;) P(X = z5),
z;
isto é, s6 para deixarmos registrado, pela sua importancia:

E[FO0) = 3 flag) POX = ). (4.8)

Valor esperado da soma de variaveis aleatorias. Agora podemos ver
por qué (4.7) vale mesmo quando as variaveis ndo sao independentes. De
fato, dadas as variaveis aleatérias X e Y, Z = X +Y é uma nova variavel
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aleatoria. Entdo, de (4.8), obtemos

EX +Y] = (zi+y;) P(X = z:) N (Y = ;)

TirYj

—ZZ%W ) N (Y =y,))
—szz N =y,))
+Zy]2 —2) N (Y = yy)).

T

Agora, usando a marginalizagdo, temos

E[X +Y] pr =)+ > yP(Y
:E[X} + E[Y]. J

Na demonstracao acima, em nenhum passo a independéncia de variaveis
aleatorias foi evocada.

4.4.6 Variancia de uma variavel aleatoria discreta

Poderiamos dar varias justificativas e interpretagdes para a variancia, mas
essas interpretagoes tem problemas inclusive aquela que a variancia seria
uma medida de dispersdo. A interpretacdo correta é dada pela distribuigao
Normal, ou Gaussiana, via Teorema do Limite Central. Aqui nos conten-
taremos em dizer apenas que a variancia V[X] de uma variavel aleatoria X
é definida por
_ 2
VIX] = E[(X - E[X])7],
quando os valores esperados existem.

Fazendo uma conta simples, vemos imediatamente que
V[X] = E[X?] - (B[X])*. (4.9)

Além disso,
V[aX] = *V[X].

e se X e Y forem varidveis aleatorias independentes, vale

ViaX + BY] = *V[X] + B*V]Y].
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Note que agora, aparece a condi¢éo de independéncia.
O estudante deve ficar atento ao sinal na conta seguinte:

VIX -=Y]=V[X]+ V[Y].

As variancias nao se subtraem!

Desvio padrao. Nos cursos de Estatistica apresenta-se o desvio padréo
o, que é a raiz quadrada da variancia.

o=+ V[X].

4.5 Modelos de variaveis aleatorias discretas

Depois que trabalhamos todos os detalhes com espagos amostrais, espagos
amostrais, fun¢des probabilidades (inclusive condicionada), imagem inversa
de fungoes e fungoes compostas, apresentamos agora uma maneira de deixar
tudo isso debaixo do capd. Fazendo uma analogia, modelos de varidveis
aleatérias é como um carro: dirigimos sem conhecer os detalhes do motor.

Esse aspecto é ao mesmo tempo positivo e negativo. Positivo porque
simplifica a solucéo de problemas probabilisticos e negativo porque o estu-
dante nao é motivado a se aprofundar na teoria.

Para as variaveis aleatérias abaixo, vamos usar a postura de esconder o

espaco amostral, e o espago de eventos, para passar a ilusdo de simplicidade.
O bom aluno deve estar atento.

4.5.1 Binomial

Uma variavel aleatoria binomial X com parametros N € N e p € [0,1],
assume X = n com probabilidade

P(X =n)= (:)ﬂl(l—p)N”, ne{0,...,N}. (4.10)

A variével aleatoria binomial é usada quando o experimento probabilis-
tico consiste em uma sucessédo de N ensaios que podem dar somente dois
resultados: sucesso ou nao sucesso. X fornece o ntimero de sucessos. Cada
sucesso ocorre com probabilidade p.
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Exemplo 6. Jogamos N vezes uma moeda viciada que dd cara com proba-
bilidade p e coroa com probabilidade 1 — p. A probabilidade que tenhamos
exatamente n caras € dada por (4.10). A

O valor esperado e a varidncia sdo dadas por

E[X]=Np, V[X]=Np(l-p). (4.11)

4.5.2 Geométrica

Suponha um experimento em que realizamos um ensaio em que pode dar
somente dois resultados: sucesso ou nfo sucesso. A sucessdo de ensaios
continua até que ocorra o primeiro sucesso. A variavel aleatéria geométrica
X fornece o numero de insucessos até o primeiro sucesso. Para deixar
claro: se o primeiro sucesso ocorre ja no primeiro ensaio, entao X = 0. A
probabilidade que X =n, n > 0 é dada por

P(X =n)=(1-p)"p. (4.12)

Para n < 0, as probabilidades sdo nulas.

H&a uma relacdo interessante para a funcio distribuigdo acumulada Fx
que se vale das propriedades de uma progressao geométrica.

+oo
Fx(n)=P(X<n)=1-P(X>n)=1- > (1-p)p
Jj=n+1
+o0
. 1 —p (n+1) n
=l-p Y (1-py= TRt )R Y )
j=n+1 p
Apenas para deixar registrado:
Fx(n)=1—(1—p)**. (4.13)

O valor esperado e a varidncia de X sado dadas por

I—-p
= 5 .

BX]= =+, VIX]=—

(4.14)
Falta de memoéria Como os resultados da sucessao de ensaios que com-
poe o experimento sdo independentes, é de se esperar que o fato de nao ter
ocorrido um sucesso até o n-ésimo lance, nao altere nossas expectativas a
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partir do n + 1-ésimo lance em diante. Em outras palavras, o fato de nao
ter ocorrido uma cara até, digamos o milésimo lance de uma moeda néo vi-
ciada, nao implica que a probabilidade de sair cara no proximo lance tenha
aumentado. Esse comportamento é o que chamamos de “falta de memoria”.

Em termos matematicos, dada a distribui¢ao de probabilidades (4.12),
podemos construir a partir dela a distribuicdo de probabilidade condicio-

nada
P(X =(n+ no)).

P(X =(n+ng)| X >ng) = PX > ) (4.15)
Mas,
= S Vi — w: _ m\no
P(X > no) Z(l pYp=p p (1=p)™.

De (4.15), temos entdo finalmente que

(1 _ p)nJrnop

P(X = (n+mng)| X >ng) = —p

=1 -p)"p=PX =n).

Isto é,
P(X =(n+ng)| X >ng) =P(X =n),

comprovando a propriedade de falta de memoria.

4.5.3 Poisson

A variavel aleatoéria de Poisson surge quando contamos o ntimero de sucessos
por “unidade de volume”, sendo que nao hé a priori um limite superior para
esse niumero de sucessos. Por exemplo, sabemos que ha A particulas de
um tipo qualquer por litro de dgua. Tomamos uma amostra de um litro e
queremos saber a probabilidade que existam n dessas particulas na amostra.

Generaliza-se a “unidade de volume”, que pode ser “unidade de &area”,
“comprimento”, “tempo”, etc.

Se ha n particulas por unidade de volume, digamos 10 particulas por
litro, entdo ha 20 particulas em dois litros, e assim por diante.

O (tnico) parametro da distribui¢do de probabilidades de uma variavel
aleatéria de Poisson é seu valor esperado. Isto é, se X é uma variavel
aleatoria de Poisson, entdo o tinico parametro é A = E[X].

A distribuicao de probabilidades de X, Poisson com parametro A é

e AN

P(X =n)=~—7, n20, (4.16)
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se n < 0, entdo P(X =n) = 0.
Por coincidéncia, a variancia de X é igual a A\. Para deixarmos regis-

trado:
EX]=X VI[X]=A\ (4.17)

Observe que a variavel aleatoria de Poisson néo é limitada superior-
mente. Entao, exemplos em que o limite superior é conhecido a priori nao
sao de Poisson.

4.6 Probabilidades condicionadas e modelos
de variaveis aleatorias

Dado um experimento com espago probabilistico com espaco amostral €2,
espago de eventos F/, em muitas ocasides quando trabalhamos com modelos
de varidveis aleatorias, como por exemplo aquelas descritas na segdo 4.5, é
mais facil determinarmos as probabilidades condicionadas do que a funcéo
probabilidade P : E — [0, 1] dos eventos bésicos.

Se pensarmos bem, tudo em um modelo é condicionado a alguma in-
formagéo, inclusive o préprio modelo. Em particular, o pardmetro de um
dado modelo pode ser colocado como um evento condicionante. Por exem-
plo, podemos dar o parametro p da binomial, e assim, a distribuicao de
probabilidades (4.10) deve ser escrita da forma

P(X =n|p) = (]Z)p"(l —p)N (4.18)

em que p indica o evento que p é o parametro da binomial.

E importante observar que a notacio P(X = n|p) ¢ um grande abuso
de notagdo. Em primeiro lugar, X = n é a escrita informal do evento
X~'({n}). Em segundo lugar, o “p” que aparece apoés a barra |, indica
na verdade um evento B € FE que sinaliza que dentre todas as possibili-
dades, o parametro da binomial é p. Finalmente, note atentamente que
B e X7 '({n}) devem estar e estio mesmo no mesmo espago E. De fato,
relembrando a definicio de probabilidade condicionada, devemos fazer a
intersecio B N X 1({n}), e essa operagdo s6 faz sentido se ambos os sub-

conjuntos participantes estdo no mesmo conjunto E.

De qualquer forma, escrever (4.18) é muito préatico, e calcular P(X =
n|p) mais facil que calcular diretamente P(X = n), em um contexto em que
p segue uma distribuicdo de probabilidades. J& vimos isso no exemplo da
secao 4.4.3, e o exemplo abaixo complementa o ponto.
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Exemplo. Suponha que temos 2 moedas em uma caixa. Uma nio é
viciada, mas a outra da cara com probabilidade 2/3. Qualquer moeda
da caixa pode ser sorteada com igual probabilidade. Com ela, fazemos 2
lancamentos e obtemos 2 caras. Conhecendo-se esse resultado, qual é a
probabilidade que a moeda seja honesta?

Vamos resolver esse problema duas vezes. Na primeira usamos o nosso
procedimento padrao, para que todas as engrenagens da teoria sejam mos-
tradas, e na segunda usamos um método informal, que d4 o mesmo resul-
tado.

Resolucao do exemplo com todos os detalhes. O espago amostral
Q) é formado por elementos do tipo (V, K, K), (V,C,K), (H, K, (), etc., em
que V indica que a moeda é viciada, H que é honesta, K que o resultado
é cara e C que ele é coroa. O nosso espaco amostral tem 23 elementos. O
espaco de eventos E é o conjunto das partes de ().

O proximo passo é determinarmos a fungdes de probabilidade que in-
terveem no problema. Ao determinamos as probabilidades dos eventos ele-
mentares {e} correspondentes aos elementos e € 0, isto é, P({(V, K, K)}),
P{(V,C,K)}), etc., teremos bem definido a fung¢éo P : E' — [0, 1]. Normal-
mente, a partir dela, definimos as fung¢des de probabilidade condicionada
P(-|B): E —[0,1], para B € E.

Ocorre que quando trabalhamos com modelos de variaveis aleatorias,
como por exemplo, Binomial, Geométrica e a Poisson, as vezes é mais facil
determinarmos as probabilidades condicionadas e em seguida a probabili-
dade P : E — [0,1]. Esse é o caso no presente exemplo.

O evento “Moeda ser viciada” é o conjunto
V=A{(V,K,K),(V.K,C),(V,C, K),(V,C,C)}.
O evento “duas caras” é o conjunto
K={(V,K,K),(H, K, K)}.

Determinar P({(V, K, K)}), ou seja a probabilidade de a moeda ser
viciada e obtermos 2 caras com ela, por exemplo, é mais dificil que deter-
minarmos P(K|V), pois essa ultima é dada por um modelo ja pronto, que
¢ o da Binomial. Sabendo-se que a moeda ¢é viciada, a probabilidade de se
obter duas caras em dois lancamentos é simplesmente

Picv) = (3) 6 -,
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com p = %, entdo fazendo as substituigoes,
4

P(K|V)= 9 (4.19)

Agora, se quisermos calcular P({(V, K, K)}), a probabilidade de a mo-
eda ser viciada e obtermos 2 caras com ela, fazemos

PH(V, K, K)}) = P(KNV) = P(K|V)P(V).

Note que pelo enunciado, P(V) = % Entéo, de (4.19), temos

X

PUV, K. K)) = 5

N | =
Ne

De forma anéloga, denotando por
H={(H KK),(H K,C),HCK),(HCC)}
o evento “moeda ser honesta”, podemos calcular P({(H, K, K)}) por

PULHK KD = PETH) = (5) 5= 5

pois a moeda é honesta, e as duas moedas da caixa podem ser sorteadas
com igual probabilidade (1/2).

A probabilidade de obtermos duas caras, é dada por P(K), que é calcu-
lada por

2 1
Finalmente, podemos calcular a probabilidade pedida, que é a de a
moeda ser honesta dado que em dois lances obtivemos duas caras.

P{(H, K, K)}) s 9
P(H|K) = =P = =g

3 0, 36.
9

A probabilidade que seja viciada é 1 — 0,36 = 0, 64.

Resolugao do exemplo pelo método informal. Pela defini¢do de pro-

babilidade condicionada,

” P(“moeda honesta” e “sair duas caras”)

sair duas caras”) =

P(“moeda honesta
( P(“sair duas caras”)
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O numerador é calculado por

. . 1
P(*moeda honesta” e “sair duas caras”) = P(“sair duas caras”| “moeda honesta”) x Y

pois a moeda honesta é sorteada da caixa com probabilidade 1/2.
O enunciado nos diz que

1

2
P(“sair duas caras”| “moeda honesta”) = <2> .

O denominador é calculado pelo teorema da probabilidade total, visto
no capitulo da aula anterior.
77‘ 44

P(“sair duas caras”) =P(“sair duas caras”| “moeda honesta”) x

1
2
X

DO | —

+ P(“sair duas caras”| “moeda viciada”)

77’ 13

2
. .. 2
P(“sair duas caras”| “moeda viciada”) = <3 :

Juntando tudo, temos
1\2 1
(3) 3
1\2 1 221’
3)°3+(3) 3
que é o mesmo resultado obtido acima. Entender o funcionamento da teoria

é mais importante que o resultado em si, pois afinal de contas, esse é um
curso universitario.

P(*moeda honesta” |‘sair duas caras”) =

4.7 Exemplos de fixacao

Para fixarmos as ideias, elencamos agora alguns exemplos de fixacao.

Marginalizacdo. Sejam duas variaveis aleatorias X e Y que tem distri-
buicéo de probabilidades dada pela tabela 4.1.
Calculemos P(X =1), P(X =2), P(X =3) e P(Y =2).

As probabilidades pedidas sdo calculadas por marginalizacao.

1 2 4 7
PX=1)=—+—F—=—
( ) =53 36 30
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Tabela 4.1: Distribui¢éo de probabilidades

X=1 X=2 X=3

_ 1 1 1

Y=1 3 36 36

_ 2 5 6

Yy=2 5 36 36

— 4 7 9

Y=3 35 36 56

que simplesmente reflete o fato que

PX=1)=P(X=1)NnY =1))+P(X=1)Nn(Y =2))

+P(X=1)Nn(Y

Il

DO
S~—
SN—

Analogamente,

1 5 7 13
PX=2)=—+—4—=—.
( ) =53 "3 30

1 6 9 16
PX=3)=—+—4—=—.
X =3 =35%3"3 "3

2 5 6 13
PY=2)=— 44 =2
( ) =36 36 " 36~ 36

Independéncia de variaveis aleatérias Sejam duas variaveis aleato-
rias X e Y que tem distribuicdo de probabilidades dada pela tabela 4.1. X
e Y sdo variaveis aleatorias independentes?

Para responder a essa pergunta, basta verificar se sempre vale P((X =
i)N(Y =3))=P(X =1) x P(Y =j). Claramente isso é falso, pois

2 7 13
P(X =1 Y=2)=—#—x—.
(( )N ( ) =357 36 X 36
Funcao distribuicdo acumulada. Usando os dados da tabela 4.1, obter
o grafico de Flx.
O estudante deve prestar bastante atengdo nos detalhes da figura 4.3:

e Onde estao as bolas abertas e fechadas.

e O menor valor de F(x) é zero e ocorre & esquerda do grafico (mesmo
que com T — —00).
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e O maior valor de F(z) ocorre a direita ¢ sempre 1 (mesmo que com
r — +00).

e A fungdo tem um ntmero enumeravel de descontinuidades.
e Onde a fungédo néo é descontinua, a fungédo é constante.

e Os pontos onde as fungdes sdo descontinuas correspondem aos valores
que a variavel aleatéria assume.

e A funcio nunca é decrescente.

10 f F(x) -
osf

02r L — 0]

Figura 4.3: Funcao distribui¢do acumulada.

Valor esperado. Usando os dados da tabela 4.1, calculemos E[X + Y?|.

Como o valor esperado da soma de varidveis aleatérias é igual a soma
dos respectivos valores esperados, temos

E[X +Y? = E[X]| + E[Y?].

Desses valores obtemos

7 13 16 9
BIX|=1x - 4+2x 2 43x—_2,
X]=1x3p+2x 30 +3x 50 =7
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Precisamos calcular P(Y = 1), P(Y =2) e P(Y = 3). Temos

) = 1 N 1 N 13

36 36 36 36
2 5 6 13
PY=2))=—+4+—4+— ="
( ) 36 +'36+ 36 36
4 7 9 2

PY=3)=—+4+—+—=—.
( 3) 36‘+ 36+ 36 36

PY =1

A partir desses valores, temos

3 13 20
PY?’=1)=—, PY?’=4)==", PY?=9)="_.
( ) =55 Ll ) =55 P ) =36
Dai,
3 13 20 235
EY ]=1xX —4+4Xx —+9x —="—"—.
VT =1xgg+dxgg+Ixge=5
S6 por curiosidade, E[Y] = 53. Note entéo que E[Y?] # E[Y]* = 2L
Finalmente,
9 235 79
EIX +Y? =E[X|+E[YY="+4+222 20
(X +Y7] X+ ENYT] = +5- =5

Variancia. Usando os dados da tabela 4.1, calculemos V[XY].

Comegamos com a féormula basica
V[XY] = E[(XY)* - E[XY]?,
obtida de (4.9).

, 12 12°
i=1 j=1
Entao,
445 (67\* 851
VXYl =15 - (12) =
Acima ja haviamos calculado E[X] = &= ¢ E[Y] = . Note que
67 623
EXY|=—=#FEX|EY|=—.
[XY] = 5 # BIXIE[Y] = 1556
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Variavel aleatéoria Binomial. Considere os inteiros na reta real. A
distancia entre dois inteiros vizinhos é 1. Suponha que coloquemos uma
particula na origem. Jogamos uma moeda nao viciada 6N vezes. Calcule a
probabilidade de a particula estar em uma posigéo cuja distancia & origem é
maior ou igual a 2N. Calcule também o valor esperado para essa distancia
e a sua variancia.

Ha pelo menos trés maneiras de se resolver esse problema. O primeiro é
pela interpretacéo direta (e correta) do problema. Na segunda, mudamos o
experimento dado por um outro que d4 o mesmo resultado, e na terceira o
problema é resolvido no estilo informal, como dirigindo um carro sem saber
o que tem no tanque de combustivel, que também d& a resposta correta.
Ao fim tecemos um comentério sobre as posturas que um estudante pode
tomar.

Analisemos agora a primeira solugao. O experimento fala explicita-
mente em 6N lancamentos de uma moeda nao viciada. Entdo o espago
amostral €2 é composto por resultados experimentais do tipo

(K,K,C,C,C,C,K,C,K,K,...) € Q.

6Ntermos

Observe novamente que nao ha passado, presente ou futuro. O que existe
sdo pontos, ou elementos de um conjunto.

Se considerarmos apenas os resultados possiveis, Q tem 25V elementos.
O espaco de eventos E tem 22°Y) elementos. A funcéo probabilidade P :
E — [0,1] que atribui valores a cada um dos elementos de E é facilmente
descrita. Basta informar que cada evento ¢ € F com um elemento, isto é,
e ¢ do tipo e = {(K,C,C,C, K, ..., K)} tem probabilidade (1/2)%", pois a
moeda nao é viciada.

Definimos a varidvel aleatéria X : 2 — R que conta o ntumero de caras
em um resultado experimental.

Por exemplo, se 6N = 6, X((C,K,C,K,C,C)) = 2, pois o resultado
experimental (C, K,C, K,C,C') tem apenas duas caras.

Lembramos que a notagdo P(X = 1) é um abuso de linguagem, como foi
detalhado ao longo do texto. Na verdade, P(X = 1) significa P(X~!({1})),
que faz sentido pois X '({1}) € E. Perceba bem como tudo se encaixa!
A questado agora é saber quanto vale P(X = n), para n € {0,...,6N}.
Muito simples, pois se dissermos que um sucesso é “sair cara’, entdo X =n
é o namero de sucessos em 6N tentativas, sendo que em uma tentativa a
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probabilidade de sucesso é p = 1/2. Entéo,

= () o= (D))

isto é, X é uma variavel aleatoria com distribuicdo binomial de pardmetros
6N tentativas e probabilidade de sucessso p = 1/2. Aproveitamos agora
para deixar registrado que

E[X] = 3N, V[X]= ?’;V

conforme as formulas dadas em (4.11).

Agora contamos os passos para a direita e esquerda na reta real. Ao
todo, andamos para a direita X posigoes, e para a esquerda 6N —X posicoes.
Entdo, a posi¢io apos 6N lances da moeda serd ¥ = X — (6N — X) =
2X — 6N. Note que criamos uma nova variavel aleatoria ¥ : Q@ — R
definida por Y (a) = 2X (a) — 6N, para todo a € €.

A probabilidade pedida, de que a particula esteja a uma distancia igual
ou maior a 2N da origem é calculada por

P(|Y|>2N) = P((Y >2N)UY < —2N) = P(Y > 2N) + P(Y < —2N).

Finalmente,

P(Y > 2N) =P(2X — 6N > 2N) = P(X > 4N),
P(Y < —2N) =P(2X — 6N < —2N) = P(X < 2N).

Dal, a probabilidade pedida é
6N 2N
6N\ 1 6N\ 1
Pivizem =3 (W) 2 (0 ) g
n=4N n=0
Na tabela 4.2 sdo mostrados alguns resultados concretos.

Tabela 4.2: Alguns resultados para diferentes valores de N

N =5 N =10 N =20 N =50
P([Y]|>2N) 0.0987371 0.0134893 0.0003304 8.01488 x 107

Falta agora calcularmos o valor esperado e a varidncia da distancia até
a origem, isto é, devemos calcular E[Y] e V[X].
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E[Y] =2E[X] - 6N =2 x 3N — 6N =0,

como jé era de se esperar, e

VY] =2?V[X] =4 x =—— =6N.

Segunda solugao. Na segunda solu¢do, mudamos ligeiramente o experi-
mento dado. Nao consideramos um experimento com 6N lances de moeda,
mas sim consideramos um experimento com um lance de moeda apenas.
Depois, construimos uma varidvel aleatoria que resolve o problema, que
envolve os 6N langamentos.

Seja a variavel aleatoria X; que assume X; = 1 se o experimento der
cara e X; = —1 se der coroa na i-ésima jogada. Isto é, estamos assumindo
que ; = {K,C} em cada lance da moeda. Nesse caso, o espago de eventos
E; tem somente 4 elementos e a fungdo probabilidade é muito simples.
P, : E — [0,1] é descrita conhecendo-se P;({K}) = P,({C}) = 1/2. Nesse

caso, as probabilidades P;(X = 1) e P;(X = —1) sdo muito faceis de serem
calculadas )
P(X =1) = B(XT({1}) = B(K) = 3,

-1
=1
O valor esperado e a variancia sdo dadas por

1 1
E[XZ]:1X§+(—1)X§:O,

V[Xi] = E[X]] - E[X;]’ =1-0*= 1.

e analogamente, P;(X = —1)

A posigido da particula é dada pela variavel aleatéria Y dada pela soma

6N
Y =) X,
i=1

que tem valor esperado e varidncia

como antes. Note que usamos a independéncia de variaveis aleatorias para
calcularmos a variancia da soma.

A probabilidade pedida é dada por P(]Y| > 2N), exatamente como
antes, entdo deste ponto em diante, a anélise é exatamente igual ao que
fizemos na primeira solucao.

A diferenga aqui esta no experimento, que modificamos ligeiramente.
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Terceira solugao, no estilo informal. Vamos ver um outro modo de
se resolver o problema, muito usado na pratica, que da o resultado correto.
Agora, olhamos apenas para a variavel aleatoria, que esconde todas as
engrenagens debaixo do capd.

Temos o langamento de uma moeda por 6/N vezes. Se der cara, avan-
¢amos uma posi¢do na reta real. Caso contrério, recuamos uma posigao.
Logo, com X = n sucessos nesses 6N lances teremos avancado n casas e
recuado 6N — n. Entéo a posigao final sera Y =n — (6N —n) = 2n — 6N.
O niimero de sucessos em 6N lances é dada pela distribui¢do binomial. Dai

e () @)

Para que a particula fique a uma distancia igual ou superior a 2N da
origem a direita, basta que o nimero de sucessos n satisfaga n — (6N —n) >
2N, isto é que n > 4N.

Para que a particula fique a uma distancia igual ou superior a 2N da
origem & esquerda, basta que o numero de nao sucessos n satisfaca (6N —
n) —n > 2N, isto é que n < 2N.

Isto é, a probabilidade pedida é

P(X > 4N) + P(X < 2N),

que é o mesmo resultado obtido pela primeira resolugéo, s6 que de uma
maneira mais intuitiva e rapida. Aqui ndo mencionamos o espago amostral
e nem o espaco de eventos.

Comentario sobre as resolugbes. Muitas vezes é possivel se resolver
problemas de forma intuitiva, sem entrarmos no mérito da teoria. Entre-
tanto, esse tipo de resolucéo fica fora do escopo de um curso universitario.
A universidade deve preparar cidadaos capazes de desenvolver novas teo-
rias,ou pelo menos ter raciocinio critico, e para isso, € mesmo necessario
uma formacio que privilegie a base do conhecimento.

Nao se deve procurar apenas o resultado, mas sim buscar as origens,
de ver que todas as pecas de uma grande teoria se encaixam. Essas pecas
depois serdo usadas na construgéo de outras teorias mais intrincadas.

Variavel aleatoria Geométrica. Vamos analisar quanto tempo deve-
mos jogar para ganhar na Mega-Sena. Seja X a variavel aleatoria que da
o numero de insucessos (apostas) até o primeiro sucesso, que é ganhar o
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prémio. Um elemento tipico do espago amostral Q é (F, F,F,F,... F,S),
em que F' é falha e S é sucesso. X : {2 — R fornece o niimero de F’s antes
do primeiro S. A probabilidade que X = n é dada por

P(X =n)=P(X '({n})) = P({(F,F,F,F,...,F,S)}),

que é simplesmente
P(X =n) = (1-p)"p,

em que p é a probabilidade de ganhar o prémio em uma aposta.

Suponhamos que facamos uma aposta por semana. A aposta é feita
apenas com 6 nimeros. A probabilidade que se sorteiem exatamente os 6
nimeros da nossa aposta é dada pela razdo entre os casos favoraveis e os
casos possiveis. Dai

1 1

P7 ™) ~ 50063860

= 1.99745 x 1078,

A féormula (4.14) nos revela que o valor esperado para o nimero de
semanas antes do primeiro sucesso é

1—
E[X] = —2L = 5.00639 x 107 semanas,
P

ou seja, um pouco mais que um milhdo de anos!

Variavel aleatoria de Poisson. Assumindo que o niimero de 6bitos por
dia por Covid19 (dentro de um certo periodo relativamente longo) seja
aproximadamente constante, e que o numero médio de 6bitos por dia em
Osasco seja 5,2, qual é a probabilidade que n&o ocorra nenhum 6ébito em
Osasco em um dia fixo?

Para respondermos a essa pergunta, devemos notar que ha um “volume”

considerado, que é “um dia”, e que dentro desse volume temos um ndmero
meédio de “particulas”, que é o ntimero médio de 6bitos. Estamos dentro do
contexto para o uso de uma variavel aleatéria de Poisson.

Chamemos essa variavel aleatoria de X. Sabemos que E[X] = 5,2. A
distribuicao de probabilidades é dada por

—5,2 n
P(X:n):ﬂ, n > 0.
n:

como aplicacdo direta da formula (4.16), com A = E[X] =5, 2.
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Entéo, para n = 0, teremos
P(X =0)=e > =5,51656 x 107°.

Mostramos também um grafico com as probabilidades P(X,,) para n =
0,...,8 na figura 4.4.

Prob.

0.15

0.10

0.05

0.00 H | N. Obitos
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 4.4: Gréfico do exemplo da varidvel aleatoria de Poisson - Covid19.

4.8 Problemas

1. Fagca um gréfico da funcéo de distribuicio acumulada F'x da variavel
aleatoria geométrica de parametro p = 1/3.

2. O objetivo deste problema é explorar a diferenca entre média de uma
amostra e valor esperado de uma variavel aleatoria. Exploramos tam-
bém o célculo da variancia de uma variavel aleatoria.

Lance uma moeda néao viciada 10 vezes, atribuindo o valor 1 se sair
cara, e 2 se sair coroa. Calcule a média obtida. Defina agora a va-
riavel aleatoéria X que descreve os resultados obtidos, sendo cada lan-
camento um experimento individual. Calcule o valor esperado E[X].
Defina a varidvel aleatéria Y sendo a média amostral dos lancamentos
calculada por Y = + Zjvzl X;. Calcule V]Y].

3. Esse problema explora questdo da validagdo cientifica de um pro-
blema.

Um uma caixa ha duas moedas. Uma néo viciada, e outra com duas
caras. Faz-se o sorteio de uma delas, sendo que ambas podem sair
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com igual probabilidade. Com essa moeda, fizemos dois lances e o
resultado foi um par de caras. Qual é a probabilidade que a moeda
seja a viciada? E se o resultado fosse uma cara e uma coroa?

. Suponha que temos 10 moedas em uma caixa. A metade é ndo vi-

ciada, mas temos temos 2 moedas que ddo cara com probabilidade
1/3, e o restante da cara com probabilidade 2/3. Qualquer moeda da
caixa pode ser sorteada com igual probabilidade. Com ela, fazemos 5
langamentos e obtemos 2 caras. Conhecendo-se esse resultado, qual é
a probabilidade que a moeda seja honesta?

. O objetivo deste problema é investigarmos a questédo da independéncia

sob condicionamento.

Suponha que temos 10 moedas em uma caixa. Seis moedas sao hones-
tas e quatro sao viciadas. A moeda viciada da cara com probabilidade
2/3. Qualquer moeda da caixa pode ser sorteada com igual probabi-
lidade. Sorteamos uma e com ela, fazemos 2 lancamentos. Calcule:

a) A probabilidade que no segundo langamento tenhamos uma cara.

b) A probabilidade que no segundo langamento tenhamos uma coroa
saben-do-se que no primeiro langamento obtivemos uma cara.

. Sabemos que uma variavel aleatoria geométrica X tem a propriedade

da falta de memoria. Isso significa que a probabilidade que X seja
muito maior que aE[X], com a > 1, isto é P(X > aE[X]), independe
de a? Entao o que significa X ter a propriedade da falta de memoria?

. Este problema é resolvido no video que acompanha este capitulo. Ele

pode ser visto ao escanerar-se o QR code abaixo. A qualidade pode
ser um pouco aquém da ideal, porém trata-se de um registro histérico
de como tudo se passou durante a pandemia.

E]".'C-"’i"'E]

g&e;;m ,.

Exercicio sobre varidveis aleatorias discretas.

Ele explora a influéncia dos modelos de variaveis aleatorias sobre os
resultados obtidos, e chama a atencéo sobre tipo de informacao que
hé nas variaveis aleatorias binomial e geométrica.
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Em uma caixa ha duas moedas, que podem ser sorteadas com igual
probabilidade. Uma delas néo é viciada e a outra da cara com proba-
bilidade 2/3. Realizamos trés experimentos. No primeiro, sorteamos
uma moeda da caixa, langcamo-la até que saia uma cara. O resultado
foram duas coroas antes da primeira cara. No segundo, lancamos a
moeda trés vezes e o resultado foi que houve duas coroas. No terceiro
experimento, lancamos a moeda também trés vezes, e o resultado foi
a sequéncia coroa, coroa, cara. Em cada um dos experimentos, qual é
a probabilidade que a moeda sorteada da caixa seja viciada? Suponha
que seu objetivo nesses experimentos tenha sido obter evidéncias que
a moeda seja, na verdade, honesta.

. Uma pessoa carregava trés folhas com dados sobre o niimero de casos

de Covid19 e o ntmero de 6bitos. Cada folha correspondia a uma
cidade diferente do Estado de Sao Paulo sem identificagdo, sendo os
dados relativos a um tnico dia. Os dados estdo resumidos na tabela
4.3.

Tabela 4.3: Dados sobre o niimero de 6bitos em 3 cidades em um tnico dia

Cidade A Cidade B Cidade C

N. casos 43 141 42
N. 6bitos 3 1 5

Sabe-se que A, B e C sao certamente Osasco, Piracicaba e Jundiai,
néo necessariamente nesta ordem.

Assumindo que o numero de 6bitos por dia seja aproximadamente
constante (dentro de um certo periodo relativamente longo), e que o
nimero médio de 6bitos por dia para Osasco, Piracicaba e Jundiai
sejam respectivamente 5,2, 2,1 e 2,7, qual é a probabilidade que a
cidade A seja Osasco? Piracicaba? Jundiai?
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Capitulo 5

Variaveis aleatorias continuas

5.1 Introducao

Neste capitulo temos dois objetivos. O primeiro e mais importante é mos-
trar que existem muito casos em que uma teoria de probabilidades que
s6 contemplem espagos amostrais enumeraveis nao é satisfatoria. Veremos
que quando os espacos amostrais tem infinitos elementos, mesmo em uma
quantidade enumeravel, a defini¢io de uma fun¢do de probabilidade em um
espago de eventos pode ser probleméatica. Como exemplo, mostramos que
a probabilidade de se escolher “completamente ao acaso” um nimero par
entre os naturais nao é % Por causa das dificuldades na defini¢do da fungéo
de probabilidades, a expressao “completamente ao acaso” é em muitos casos
desprovida de sentido, como serd mostrado no texto e discutido no video
que o acompanha.

Para expandirmos o alcance da teoria de probabilidades, lancamos mao
de fungdes densidade de probabilidade, através das quais definimos fun¢ées
de probabilidades para os casos em que o espago amostral ndo é enumeravel.
Devido as restrigoes ligadas & integral de Riemann, que é a que temos &
disposic¢io no Ciclo Basico de um curso de Engenharia, o espaco de eventos
deve ser necessariamente restrito a uma sigma-algebra particular. Aqui
fazemos uma homenagem a partir de uma observagao cinica de G. H. Hardy
feita em seu livro Em defesa de um matemdtico [Har00], que um engenheiro
ficaria feliz com um 7 com dez casas decimais.

Vamos trabalhar com conceitos ja vistos para o caso discreto, como valor
esperado, varidncia, e independéncia, mas agora em um contexto mais geral.

O segundo objetivo, com importancia relativa menor que a primeira, é
apresentar trés modelos de varidveis aleatérias continuas, que sdo a uni-

79



80 CAPITULO 5. VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

forme, a exponencial e a normal. Devido ao escopo deste texto, que é
esclarecer os aspectos mais delicados da teoria, ndo nos retemos muito no
desenvolvimento desses modelos, e remetemos os leitores a obras mais ge-
néricas como por exemplo, [Danl13|.

5.2 Videos que acompanham este capitulo

Este texto acompanha a aula sobre variaveis aleatorias continuas do curso
de reoferencimento Probabilidades para a Escola Politécnica da Universi-
dade de Sao Paulo. Acompanham o texto dois videos, que podem ser vistos
escaneando-se os codigos QR abaixo. A qualidade pode ser um pouco aquém
da ideal, porém trata-se de um registro histérico de como tudo se passou

durante a pandemia.
[=] é [=]
%
-

[=]:=

T2
3
-
Sobre a vacuidade da expressdo “completamente ao acaso”.

Cf3

Soma de varidveis aleatorias

5.3 A problematica atribuicao de probabili-
dades quando o espaco amostral tem in-
finitos elementos

E facil construirmos experimentos aleatorios que da@o resultados contra-

intuitivos quando trabalhamos com espacos amostrais {2 que néo sao finitos,
mesmo enumeraveis.
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5.3.1 Caso quando () é enumeravel

Usando uma linguagem bem informal, considere o experimento de se sortear
“completamente ao acaso” um numero natural, isto é, do conjunto N. Qual
é a probabilidade que ele seja par? Ja adiantamos que a priori a resposta
1/2 é fruto de uma ilusdo. Ela é uma possivel resposta, mas néo a tunica.
De fato, honestamente a resposta pode ser qualquer nimero entre zero e
um.

A expressao “completamente ao acaso” em geral é muito pouco infor-
mativa, como o exemplo abaixo indica. Retornaremos a essa questdo no
exemplo de fixagdo da pagina 102.

A probabilidade de sortearmos um nimero par “completamente
ao acaso” dentre os naturais ndo é 1/2. Para entendermos o que
ocorre, vamos aplicar o nosso método de analise, explicitando o espago
probabilistico (2, E, P : E — [0,1]). O experimento é claro. O espago
amostral ¢ o conjunto Q = {1,2,3,...}. Sendo Q enumeravel, podemos
tomar F, o espaco de eventos, como sendo o conjunto das partes de €2, mas
como ja sabemos, podemos também tomar para F qualquer uma outra
sigma-algebra.

O proximo passo seria a analise da funcdo probabilidade P : E — [0, 1],
mas neste ponto devemos chamar a atencdo para a ilusdo mencionada
acima, que induziria a resposta P(“par”’) = 1/2.

A origem dessa ilusdo estd em se esquecer que ) é apenas um con-
junto, e um conjunto é apenas uma cole¢éo sem imposicao de ordem sobre
seus elementos. Por causa da ordem 1,2,3,..., somos induzidos pela apa-
rente simetria, responder P(“par”) = 1/2. Entretanto, podemos também
apresentar €2 de outra forma. Colocamos os impares e os pares em linhas
separadas, rearranjando-os tomando apenas um impar antes de tomar dois
pares, conforme ilustrado na figura 5.1.

=

Resultado

12 4 3 6 8 5 10 12 7 14 16 9

Figura 5.1: Reordenamento dos naturais.

Agora a densidade dos pares é de dois em trés nimeros. Logo, agora
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tenderiamos a responder que probabilidade P(“par”) seria 2/3 e ndo mais
1/2.

A manipulacio acima é possivel porque o conjunto dos ntumeros naturais
contém infinitos elementos. A tentativa de se responder que a probabilidade
de se sortear um nimero par dentre os naturais seria 1/2 porque metade
deles é par, também n#o funciona, pois a metade de infinito continua sendo
infinito e a razéo oco/oo nédo esta definida.

O estudante poderia ainda tentar atribuir exatamente a mesma proba-
bilidade € > 0 a cada niimero natural, e somar os €’s correspondentes aos
pares para dar uma resposta, mas essa estratégia também n#o funciona,
pois para qualquer € > 0 teremos

Ze:—i-oo.

neN

Aproveitamos a ocasido para acabar de uma vez por todas com a fake
news de que dr é um numero muito pequeno. Essa fantasia simplesmente
é falsa, assim como tomar um ¢ > 0 tendendo a zero. Para deixar claro:
também é uma ilusdo, pois lim,_,o € = 0, e nada mais.

Para salvar a ilusdo de que P(“par”) = 1/2, podemos usar vérias estra-
tégias, todas arbitrarias. Aqui mostramos apenas duas.

Primeira estratégia. Usamos uma variavel aleatoria X : 2 — R definida
por X(n) = 0 se n for par e X(n) = 1 se n for impar. Usamos X
para definir o espago de eventos, que é uma sigma-algebra, ao invés
de simplesmente dizer que F é o conjunto das partes de €2, como ja foi
mencionado na secédo 4.4.1 do capitulo 4, mais precisamente na pagina
47. A imagem de X é apenas o conjunto {0, 1}. Tome o conjunto das
partes de {0, 1} e use-o para definir o espago de eventos. Ele sera o
conjunto F = {X1({0,1}), X~1({0}), X *({1}), X~1(D)}. Note que
as unides enumeraveis, intersecdes e complementos de elementos de
E ainda resultam em outros elementos de E, e dai E é uma sigma-
algebra.

Agora, definimos a fungao probabilidade P : E — [0, 1] por P({0}) =
: e P({1}) = 5. Com esses valores, temos P(X'({0,1})) = 1
naturalmente P(X~1(()) = 0.

Dessa forma, a probabilidade de se sortear um niimero par é 1/2. Note
que néo atribuimos probabilidades a cada evento do tipo {n} com n €
N, mas sim coletivamente. Aqui é impossivel se responder a questoes
como saber a probabilidade de se sortear um ntimero, digamos menor
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que 10, pois esse fato ndo é um elemento de F, em outras palavras,
nao é um evento.

Segunda estratégia. Atribuimos probabilidades aos eventos {n} € E,
com n € N, de tal forma que

S P{2n}) =Y P({2n—1}) = %

Nesse caso, P(“par”) = P(“impar”) = 1/2.
Ha véarias formas de se fazer isso. Sabendo-se que

+001

2n

n=1

=1, (5.1)

uma dessas formas seria atribuir a probabilidade 2% de se sortear um
namero no conjunto finito Cho(n) = {10(n—1)+1,10(n—1)+2,10(n—
1)4+2,...,10(n—1)410} C E com dez elementos e impor que sabendo-
se que um namero foi sorteado em Ciy(n), entdo a probabilidade de
se sortear um par é 1/2. Isso é, usando o teorema da probabilidade
total, teriamos

P(“par”) = P(“par”| C19(n)) P(C1o(n))

11 1 1 1

22 2 n 2
neN neN

Naturalmente, essa é apenas uma das maneiras arbitrarias de se fazer

com que P(“par”) seja, por um capricho, igual a 1/2.

A probabilidade de se sortear um racional dentro do intervalo
[0,1] & zero. A discussdo acima ja sinaliza que quando trabalhamos com
conjuntos infinitos, mesmo quando sdo enumeraveis, tudo precisa ser feito
com muito cuidado. Inquirimos agora qual é a probabilidade de se sortear
um namero racional do intervalo [0, 1], quando dizemos que a probabilidade
de se sortear qualquer um numero pertencente a um intervalo [a, b] C [0, 1]
é simplesmente (b — a). Entao é claro que a probabilidade de se sortear
um namero no intervalo [0,1] é (1 —0) = 1. O que estamos perguntando ¢é
qual é a probabilidade de se sortear um nimero no conjunto Q N [0, 1], ou
em simbolos, P(QN [0, 1]). Note que aqui ndo estamos usando a integraco
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de Riemann, porque esse céilculo é simplesmente impossivel quando se usa
essa integral.

Antes de iniciarmos a discussio, relembramos que o conjunto dos racio-
nais entre 0 e 1 é denso em [0, 1] no sentido que na vizinhanga de qualquer
elemento ndo racional de [0, 1] existe pelo menos um racional. H4 uma quan-
tidade infinita, mas enumeravel de racionais em [0, 1], como ja mostrado no
capitulo 1 deste curso.

Apesar dos racionais em [0, 1] serem muitos (infinitos), a probabilidade
P(Qn0,1]) é exatamente zero. Nao muito pequena, mas realmente zero.
Para ver a raz&o, nos valemos novamente de (5.1).

Como QN [0,1] é um conjunto enumerével (reveja o capitulo 1 deste
curso), podemos fazer uma ordenacéo dos seus elementos dizendo qual deles
é o primeiro, o segundo, e assim por diante. Escolhemos ¢ > 0 arbitraria-
mente pequeno e cobrimos o primeiro elemento, isto é, colocamo-lo dentro
de um intervalo de comprimento e%. Cobrimos o segundo elemento com um
intervalo de comprimento 62%, o terceiro com um intervalo de comprimento
62% e assim por diante. Logo, a probabilidade de sortearmos um racional
em [0, 1] fica estritamente majorada pela soma

istoé P(QN[0,1]) <e.
Como € > 0 era arbitrario, a tnica possibilidade é termos

P(QnNJ0,1]) = 0.

Entéo, apesar de néo intuitivo, quando o espago amostral € é enumera-
vel, e portanto quanto estamos no caso de variaveis aleatérias discretas, é
possivel atribuir probabilidades n&o nulas a todos os eventos de E do tipo
{z}, com z € Q.

No exemplo acima, o estudante poderia imaginar se nédo seria possivel
atribuir uma probabilidade nao nula a cada evento do tipo {z}, x € [0, 1]
com probabilidade “rapidamente decrescente” e somarmos as probabilidades
quando x € [0, 1], para obtermos diretamente P([0, 1]). A resposta é ndo.
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5.3.2 Caso em que () nao é enumeravel. Necessidade
de uma teoria especifica para espagos amostrais
nao enumeraveis

Suponha que fosse possivel atribuir probabilidades n&o nulas a todos os
eventos do tipo {z}, com x € Q, quando €2 ndo é enumeravel. Entdo,
definindo

Q= {re [P{sh) > )

teremos necessariamente que

Q=] . (5.2)

neN

Se o requisito P(€2) = 1 deve ser satisfeito, entao, cada um dos conjuntos
), tem um numero finito de elementos, alids, no méximo n, pois senio
P(€2) =1 jamais poderia ser verdade.

Logo, por (5.2), como a unido enumeravel de enumeraveis é também
enumeravel, temos que €2 deve ter no maximo um ntmero enumeravel de
elementos z tais que a probabilidade P({z}) é nao nula.

Isso significa, por exemplo, que atribuir probabilidades nédo nulas a to-
dos os elementos de um intervalo do tipo [a,b] C R n&o é possivel. Em
suma, o procedimento que haviamos adotado no caso de variaveis aleato-
rias discretas, de especificarmos o conjunto das partes de {2 para o espago
de eventos FE, é simplesmente impossivel. Entdo é necessaria uma nova
abordagem para tratar de varidveis aleatorias nao discretas.

5.4 Variaveis aleatorias continuas

Vamos tratar de um caso muito especifico de um tipo de variaveis aleatorias
que nao sdo discretas, as chamadas variaveis aleatorias continuas. O estu-
dante deve atentar ao fato que uma variavel aleatoéria néo ser discreta nao
significa que ela seja continua. E também falso que se uma variavel alea-
toria ndo é continua entéo ela é discreta. As varidveis aleatérias continuas
sdo um caso especialissimo de nfo discretas!

Suponha um experimento cujo espago amostral seja {2 com uma quan-
tidade ndo enumeravel de elementos. O proximo passo é a especificagdo do
espaco de eventos. Para isso, consideramos preliminarmente uma variavel
aleatoria X : Q — R, que, como ji sabemos, é uma func¢io, e que assume
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valores néo nulos em um subconjunto nédo enumeravel de R. Desejamos es-
pecificar P(X < a) para todo a € A C R, em que A C R é um subconjunto
de ntimeros reais conveniente!. Esse desejo nos leva ao espaco de eventos.

Da teoria que desenvolvemos no capitulo 4, sabemos que (X < a) é um
abuso de linguagem que se refere ao conjunto {w € Q| X (w) < a} = X!(]—
00, al), com a € A, como explicitado na pagina 47. Como desejamos calcular
a sua probabilidade, ele deve ser um elemento do espago de eventos. Para
deixarmos claro: X7!(] — 00,a]) € E é um requisito para que X : Q — R
seja uma varidvel aleatoéria.

O caso de variaveis discretas é simples o suficiente para que no caso
padrao possamos especificar o espago de eventos como sendo o conjunto
das partes de ). Dessa forma, a imagem inversa de qualquer subconjunto
de R por qualquer funcao definida em 2 seré elemento do espago de eventos
E. Entretanto, quando {2 ndo é enumeravel, seu conjunto das partes contém
tantos elementos que l4 comparecem subconjuntos de ) para os quais néo
é possivel atribuir um sentido para suas probabilidades. Como a funcao
probabilidade tem como dominio o espaco de eventos E, E deve conter
somente conjuntos para os quais a probabilidade faz sentido. Dada uma
variavel aleatéria X : 0 — R, vamos usé-la para construir £ na segéo 5.4.1,
sempre lembrando que nosso desejo esta focado no calculo de coisas a partir
de P(X < a) para todoa € A CR.

Neste ponto, intervém o que dissemos anteriormente sobre um curso uni-
versitario. O estudante de ter postura critica, especialmente em momentos
distopicos como aquele que vivemos nesses anos 2020. A razdo é que dese-
jamos ter o poder de calcular probabilidades do maior niimero possivel de
eventos. Entretanto, esse poder estd limitado as armas que um curso de
calculo para engenharia fornece. No caso presente, estamos limitados pelo
escopo da integral de Riemann. Por essa razdo, ndo podemos colocar no
espago de eventos, por exemplo, o conjunto X ~}(R\ Q), que é subconjunto
de € que fornecem X irracional, pois mais tarde néo serd possivel calcular
a sua probabilidade, como veremos. Ent&do, ndo procederemos como em
outros cursos de probabilidades, em que se especifica uma sigma-algebra de
eventos bastante geral, ou ainda em outros que nao explicitam E e nem se
preocupam com a possibilidade de se calcular probabilidades quando temos
a disposigdo somente a integral de Riemann. Faremos algo mais modesto,
com o compromisso de termos um curso universitario coerente.

Por exemplo, a integral de Riemann da fungao de Dirichlet f : [0,1] — R

'A necessidade da introducio desse conjunto A C R vem da limitagio de termos a
disposicao somente a integral de Riemann em um curso de Engenharia.
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definida por

(0, ze[0,1]NQ, (5.3)
f(””)‘{l, c 0.1\ Q,

néo existe, como o estudante que ja fez um curso de Célculo I pode rapi-
damente verificar. Como esse é um ponto importante, faremos uma rapida
recordacao para mostrar que f definida acima nao é Riemann-integravel.

Rapida recordagido da integral de Riemann. Considere o intervalo
[a,b] C R e um conjunto de pontos em [a,b] com um nimero finito de
elementos {zg = a,x1,...,z, = b} C [a,b] qualquer que satisfaca o < z1 <
... < z,. Qualquer conjunto P com essas propriedades é uma particdo de
[a,b]. Se @ for uma parti¢do de [a,b] tal que P C @, entdo dizemos que @
é um refinamento de P.

Considere uma fung¢iio ndo negativa e limitada g : [a,b] — [0, +oo],
g < M. Uma soma de Riemann Sp, correspondente a particio P e a
funcéo g é qualquer ntmero no conjunto

{Zg(ﬁz)(m —zi1) & € [%’1,%]} _

Dizemos que g é Riemann integravel em [a, ] se dado qualquer € > 0,
existe um namero I e uma particio P, tal que para toda particio ) que
refina P., vale

|I — SQ’9| < €,
para toda soma de Riemann correspondente a @) e g. Quando I existe, [ é
a integral de g no intervalo [a, b], denotada por f[&b] g(x) dx.

Agora podemos ver claramente porque a fungao de Dirichlet (5.3) nao
¢ Riemann integravel. Dada qualquer partigao de [0, 1], podemos sempre
exibir somas de Riemann que valem 1 e 0, e dai o tal ntamero I, que daria
a integral de f nao existe.

5.4.1 Construcao do espaco de eventos E a partir de
a imagem inversa de uma funcao definida em ().
Abordagem para um curso de engenharia

G. H. Hardy em seu livro Em defesa de um matemdtico [Har00], quando
comenta sobre a beleza e a seriedade de Teoremas, ele comenta, um pouco
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cinicamente, qual seria o grau de preciséo que os engenheiros precisariam,
e disse “sejamos generosos se o fixarmos em dez algarismos”. Seguindo em
seu texto ele diz que para um engenheiro, o ntmero 7 poderia ser muito
bem 3.14159265.

Devido a limitagdo imposta pelo uso da integral de Riemann, que é a que
temos a disposicéo, vamos levar a sugestéo de Hardy a sério, e consideremos
A C Q CR, A contendo somente ntimeros reais cuja representacio decimal
tem apenas Np.. = 10 casas decimais.

Para construir o espaco de eventos F, a partir de uma funcéo X : Q — R,
considere intervalos reais do tipo | — 00, a] e | — 00, a[, com a € A.

Para simplificar a discussdo, a partir desse ponto assumimos que ) = R
a funcdo X : Q2 — R € a identidade.

Lembramos que uma sigma-algebra F de subconjuntos de R é uma
colecdo de conjuntos que satisfaz trés condigoes.

1. Re F.
2.Ce F=R\(CeF
3. {Crlnen CF = U,enCn C F.

Tome agora a interseccao ¥ de todas as sigma-algebras que contém os
intervalos | — 0o, a] e | — 0o, a[ com a € A. Agora forme um conjunto com
a imagem inversa, por X : {2 — R, de cada elemento de 3. O resultado é o
nosso espaco de eventos F para um curso de engenharia que dispoe somente
da integral de Riemann para fazer integragoes. Isto é,

E={X"s)|sex}).

Com as ferramentas de integracdo de que dispomos néo seria possivel
colocarmos em Y elementos da forma {a}, a € R, pois entdo inevitavelmente
@Q € X, e ndo poderemos calcular a probabilidade eventos do tipo, por
exemplo [0,1] N Q com a integral de Riemann, como vimos em (5.3). O
estudante poderia perguntar por que desejamos colocar unides enumeraveis
em Y. A razdo é que uma das condigoes para que uma fungdo seja uma
fungéo de probabilidade P : E — [0, 1] é que

P A = 3 P(AL),

quando m # n = A, N A,, = 0, entdo devemos ser capazes de calcular
probabilidades de unides enumeraveis. O mesmo tipo de comentario vale
para complementacgoes.
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Confessamos que E ndo tem um aspecto elegante, mas como disse Hardy,
é o suficiente.

Esses formam o conjunto para os quais estamos somos capazes de calcu-
lar probabilidades referentes a variavel aleatoria X, por exemplo P(X < a)
(que, lembramos, ¢ um abuso de linguagem para P(X (] — oo, al))), ou
P(X €]a,b]), quando a,b € A.

Infelizmente, rigorosamente, neste curso nao podemos falar de P(X =
a), quando X for uma variavel aleatoria continua e a for um nimero qual-
quer em R. O maximo de resolugdo que podemos ter é perguntar por
P(X = a), quando a é um namero racional cuja representagao decimal tem
apenas N casas decimais, ou ainda interpretar a probabilidade que X
seja a, como “aproximadamente a”, dentro da precisdo dada por Np,... Esse
é 0 preco que pagamos por manter a simplicidade da integral de Riemann.

5.4.2 Funcgao probabilidade

O proximo passo ¢ determinarmos a fungédo probabilidade P : E — [0, 1]
para a varidvel aleatoria X : 2 — R, que assume valores em um conjunto
nao enumeravel. Como ja vimos na segao 5.3.2, como X () = {X(w)|w €
2} ndo é enumeravel, ndo é possivel atribuirmos uma probabilidade nao
nula a cada um dos valores de X ().

Vamos trabalhar com o caso especialissimo em que isso é feito por meio
da integracdo de uma fungdo. Supomos que exista uma fungdo continua
por trechos fx(z) definida em R, que atribui a cada valor  da imagem da
fungao (variavel aleatoria) X : 2 — R o valor ndo negativo fx(z). Fixado
fx : Q = [0,4+00], a probabilidade de qualquer evento de V' € E é calculado

pela integral
V) = / fx(z)dx
1%

Em particular, a probabilidade do evento P(X < a) para a € A deve
ser dada por

P(X <a) = /a fx(x)dz, a € A. (5.4)

Naturalmente, fx : R — [0, 4+o00] deve ser tal que

i [ it

A funcéo fx : R — [0, +o0] € a fung¢do densidade de probabilidade (f.d.p.)
da variavel aleatéria X : 2 — R. Note que f é definida em todo o R.
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A funcdio Fy : R — [0,1] = P(X < a) dada por (5.4) é a func¢do
distribui¢iao de probabilidade acumulada (f.d.) da variavel aleatoria X :
) — R. Para deixarmos registrado,

Fx(a) = /_a fx(x)dz, a € A. (5.5)

Tendo fixado fx : R — [0, +00[, usamos a integral em (5.5) para estender
Fx a todo R. Assim,

Fx(x) = /_l’ fx(&)dg, z e R. (5.6)

A formula (5.6) da sentido & probabilidade estendida P(X < z), mesmo
quando x ¢ A, isto é, quando o evento (X < x) ndo é elemento de E, que
é o dominio original da fungdo P. O mesmo pode ser dito com relagdo a
probabilidade estendida do evento [a,b] C R dada por

P(la,b]) = [ fx(§)dg,

[a,b]

que também é obtida por extensdo, uma vez que fx : R — [0, 1] é fixo.

Para deixarmos claro, fizemos uma extensao de (5.5) para obter (5.6),
mas o espago de eventos F continua fixo, desde que N, foi escolhido, por
exemplo Ny... = 10, sugerido por Hardy para os pragmaticos engenheiros.
Formalmente n&o estamos autorizados a calcular a probabilidade de sub-
conjuntos de {2 a néo ser aqueles que sdo elementos de F. Somente para os
casos especiais Fx(z) = P(X <z), x € R, e P([a,b]), a,b € R, é que a pro-
babilidade estendida pode ser calculada, uma vez que fx : R — [0, 4o00[ &
fixo. Infelizmente ha uma sutileza de nomenclatura aqui, a que o estudante
deve estar atento. Temos duas fung¢des: uma de probabilidade definida em
E, e outra, a probabilidade estendida (que néo ¢ propriamente uma fungao
probabilidade!)

Todas essas restrigoes seriam removidas, e terfamos uma teoria mais
elegante se tivéssemos & disposi¢do uma teoria de integracio mais completa,
como a de Lebesgue.

Dos cursos de célculo, temos uma relagéo adicional que envolve fx e a
funcéo de distribuicio de probabilidade acumulada estendida Fx, que é

 dFy

fx(z) = @(fﬂ)a

nos pontos x € R em que fy é continua.
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A razao da designagao “variavel aleatoria continua”. Uma funcéo
real g definida em um intervalo [a, b] C R é absolutamente continua em [a, 0]
se dado € > 0, existe § > 0 tal que para toda colegéao de intervalos disjuntos

{ar, br}i—ys

n

D (b —ar) <= [f(be) = flar)] < e

k=1

Pode-se demonstrar que a fungdo Fx : R — [0, 1] é absolutamente con-
tinua em todo intervalo fechado [a,b] C R, mesmo quando fx é apenas
integravel, sem precisar ser continua.

A raz#o para a designacio “continua’ para a variavel aleatéria vem do
fato que a funcéo distribuicio de probabilidade acumulada é dada por uma
funcao absolutamente continua. Temos um contraste ofuscante com a fun-
¢do de probabilidade acumulada de uma variavel aleatoria discreta, que nao
pode ser sequer continua, pois no caso das discretas, lim, , o, Fx(z) =0,
lim, , o Fx(z) = 1, Fx nao decrescente, com subidas dadas em saltos.

Observe que se X for uma variavel aleatoria discreta, entdo a fungéo
de probabilidade P(X < n) a ela associada ndo pode ser dada por uma
formula do tipo (5.5), devido a discuss@o acima. Para comegar, o dominio
de uma funcéo densidade de probabilidade continua por trechos deve ser o
conjunto ) que no caso das discretas é um conjunto enumeravel, entdo a
integral em (5.5) seria sempre nula.

5.5 Funcado de densidade de probabilidade
multivariada

Dado um espaco amostral 2 de um experimento, assim como no caso de
variaveis aleatorias discretas, podemos tratar de varias varidveis aleato-

rias X1, Xs, ..., X,, simultaneamente. Uma func¢io de densidade de pro-
babilidade multivariada fx, . x, : R* — [0,4o00] fornece a probabilidade
P(X; <uxy,...,X, <ux,) através da formula

com ai,...,a, € A.

Novamente devido as limitagdes impostas pela integral de Riemann,
fx1...x, deve ser continua por trechos neste curso.

A funcho funcio distribuicio de probabilidade acumulada estendida

FX 77777 Xn(xla cee 7xn) = P(Xl <

Lyees
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x1,..., X, < x,). Para deixarmos registrado, fazendo uma extensao como
a mencionada acima,

al an
FX1 _____ Xn(al,...,an):/ le 77777 Xn(l’l,...,l‘n>d$1...d3]n,

para ai,...,a, € R.

5.5.1 Marginalizacao

Assim como no caso discreto, podemos usar o processo de marginalizacao
para obtermos Fly,, j =1,...,n a partir de F,  x,. De fato,

al Qan,
Fx,( j):/ fxiox, (@1, oz, ) dey . day,

—00 —0Q

“Sem a integral em x;”

5.6 Variaveis aleatoérias independentes

Nada muda com relagdo ao caso das variaveis aleatorias discretas. Assim,
X e Y sdo discretas se P(X <z|Y <y) = P(X < x), para todos z,y € R.

De forma geral, X1, ..., X,, sdo independentes se

Fx,. . x,(ai,a9,...,a,) = Fx,(a1)Fx,(a2) ... Fx, (a,),

para todos ag,...,a, € R.

5.7 Funcao densidade de probabilidade con-
dicionada
Chamamos atengdo para o fato que para eventos do tipo {a} € E, com

a € A, vale P({a}) = 0. Assim como esse evento tem probabilidade nula,
muitos outros eventos em E também tém. Isso significa que a formula

P((X € A)n (Y € B))
P(Y € B)

P(X € AlY €B)=

ndo faz sentido, a nao ser que P(Y € B) # 0.
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Definimos a fun¢ao densidade de probabilidade fxy : R x R — R por

fX,Y(CUaZ/)
fr(y)

e calculamos, por exemplo, P(X < a|Y =y), com a,b € A, pela formula

fxy(z|y) = (5.7)

ny<a|Y=y>=P<X3a|Y=y>=/a Fx (@] y) de.

Como feito anteriormente, a férmula acima permite a extensdo a todos
a,b € R. Assim,

FX|y<x|Y—y>—P<XSx|Y—y>—/_ (€ ]y) dé, Yo,y € R. (5.8)

A formula (5.8) permite a obtencéo de outras formulas que nos serao
uteis. A partir dela, podemos obter a funcéo densidade de probabilidade fx
pela manipulagdo abaixo, usando a fungdo de densidade de probabilidade
estendida.

+oo

fX(l’) = fX,Y(fL'vy) dy

—00

+o0
= fxy (@ ly) fr(y)dy, Vo € R,

—00

e entao

P(X <) = / / " fa (e ly) fr(y) dyde

+00 T
:/ / fxy (@ ]y) fr(y) dzdy

+o0o
:/ Fxiy(z]y) fy(y)dedy, Vo € R.

oo
Dada a importancia da formula acima, vamos deixé-la registrada. Como
usamos a funcao de densidade de probabilidade estendida para obté-la, se
quisermos usa-la propriamente no contexto do espago probabilistico original
(Q, E, P), devemos formalizé-la como uma definigao. Aqui estéa.

+oo
Fele)= POX<0) = [ Fuy(alY =y) frlp)dody, o € 4

—0o0
e novamente por extensao:

@ =P 0= [ BurlelY =y A dedy, e e, (59)

—00
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5.8 Soma de variaveis aleatoérias

Dadas duas varidveis aleatorias X e Y dentro de um espago probabilistico,
podemos definir uma terceira variavel aleatoria por Z = X + Y.

Quando conhecemos as fungdes densidade de probabilidade fx e fy de
X e Y é possivel obtermos a correspondente a Z de forma muito simples
através da formula (5.9). De fato,

P(Z<z)=P(X+Y <z)=P(X<z-Y)

—/+OOP(X§z—YY—y)fy(y)dy

ee]

= /_+OO Fxy(z =YY =y)fy(y)dy.

o0

A expressido da ultima linha pode ainda ser escrita de uma forma mais
simples. Dai ficamos com a férmula

Pz<2)=P(X+Y<2)= [ T hG-nhWd,  (510)

—0Q

que é de grande importancia, valida para todo z € R. Entretanto, apesar
do célculo de P(Z < z) ser possivel para todo z € R, formalmente estamos
autorizados a calcular somente P(Z < z) para z € A, isto é somente para o
caso em que o evento (Z < z) é um elemento de E, uma vez Ny, ter sido
fixado. Devemos usar (5.10) como uma defini¢do de P(X + Y < z), para
z € A, e encara-la como uma extensao, quando z € R.

5.9 Transformacao de variaveis aleatoérias

Suponha um experimento com espago amostral €2, variavel aleatoria X :
Q0 — R, espago de eventos E como definido na se¢do 5.4.1 e com fungéo
distribui¢do de probabilidade acumulada F' : R — [0, 1] dada pela integral
do tipo (5.5), com fx : R — [0, 4+o00] continua por trechos, como explicado
acima. As probabilidades P : E — [0,1] dos eventos em F s&o calculadas
por meio de fx, por exemplo,

P(X €la,b]) = Fx(b) — Fx(a).

Suponha que definamos uma variavel aleatoria Y a partir de X através
de uma fungéo continua g : Im(X) — R por Y = go X. A notagdo em



5.9. TRANSFORMACAO DE VARIAVEIS ALEATORIAS 95

cursos de probabilidade é simplesmente Y = g(X). Por exemplo, Y poderia
ser Y = X2V = sin(X).

Essa construcao é til e essencial em Engenharia, pois é muito comum
desejarmos conhecer as propriedades de fungdes de varidveis aleatoérias,
como por exemplo, a poténcia W = rI? elétrica dissipada sobre um re-
sistor de resisténcia r quando passa por ela uma corrente I.

As propriedades probabilisticas de Y sdo conhecidas uma vez conhecida
Fy, e dai fy, a sua derivada.

A probabilidade P(Y < y) édada por P(g(X) < y),poisY <yeg(X) <
y correspondem exatamente aos mesmos eventos. Lembre-se da discussao
sobre o abuso de linguagem feito no capitulo anterior, e da extensdo do
calculo de P(Y < y) para y € R, mesmo quando y ¢ A. Em particular,
g(X) < youg(X) €] —o00,y], significa o evento X € g~!(] — o0, y]), paray €
R. Perceba que g nio precisa ser inversivel. g7'(] — 0o, y]) ¢ simplesmente
a imagem inversa do conjunto | — 0o, y| através da fungéo g.

9711 = 00.y]) = {z € X|g(x) €] — o0, yl}.

Podemos escrever entdo como consequéncia de P(Y < y) é dada por
P(g(X) <y), que

| www= fx(z) da. (5.11)
] -0,y {zeX | g(x)€]—o0,y]}

Quando g : Im(X) — R continua tem forma simples, o calculo acima é
facil. Por exemplo, suponha que Y = X3, isto é, g(z) = 2°. Nesse caso,

{reX|gla) €] —ooyl} = fr € X |o* <y} = {w € X |o < ¥},

e entdo (5.11) assume a forma
v y
Py <y = [ = [ felo)de

A funcéo densidade de probabilidade fy agora pode ser facilmente ob-
tida quando derivamos a expressao acima com relagdo a y.

1

fr(y) = 5 Fx (). (5.12)

O estudante deve estar consciente do grande poder que ele possui agora.
Na se¢@o anterior (sec. 5.8) ele obteve uma féormula para a obtengao de fun-
¢oes distribuicdo acumulada de probabilidade de somas de variaveis aleato-
rias. Na presente secéo, ele se apoderou de técnicas que permitem o célculo
de probabilidades de funcoes de variaveis aleatorias. Em suma, agora ele é
capaz de somar, subtrair e compor variaveis aleatérias.
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5.10 Valor esperado e variancia de variaveis
aleatoérias continuas

Quando temos & disposicdo a funcio de densidade de probabilidade fx :
R — [0, +o0], o valor esperado da variavel aleatoria X : Q — R ¢é definida
por
+oo
EX]| = / zfx(x)de, (5.13)

quando fj;o |zfx(x)|dx < +oo. Caso essa condi¢do nao for satisfeita,
diremos que o valor esperado de X n&o existe.

A variancia da variavel aleatoria X é definida por
V[X] = E[X?] - (E[X])%,

se E[X?] existir.

As interpretagdes de valor esperado e variancia sdo as mesmas do caso
discreto. As propriedades do valor esperado e da variancia sdo também as
mesmas do caso discreto. Para deixarmos registrado,

ElaX +Y] = aE[X] + E[Y],

para quaisquer variaveis aleatorias X e Y que possuam valor esperado, nao
precisando ser independentes, e qualquer o € R.

Quanto a varidncia, valem

V[aX] = *VI[X]

VIX +Y] =V[X]+V]Y],

quando X e Y forem variaveis aleatorias independentes. As provas das
propriedades do valor esperado e da varidncia podem ser encontradas em
[Dan13].

Uma férmula util para o valor esperado. Um férmula muito ttil,
quando existe a € R tal que fx(x) =0 para x > a, é dada por

a
E[X] :a—/ Fx(z)dx. (5.14)
—00
A prova para o caso continuo é muito simples. De fato, como para nos
fx € sempre continua por trechos (e ha somente um namero finito deles
aqui), podemos usar a integracéo por partes.
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E[X]—/+Ooxfx(x)dx—/a rfx(r)dx

o —0o0

“ F
= /OO xdd;((:v) dz

:al /a Fx(x)dx.

—0o0

Nas manipulagdes acima usamos que Fx(a) = 1 e que lim,, - 2Fx(z) =
A formula (5.14) vale também para o caso discreto.

Valor esperado da fun¢ao de uma variavel aleatéria. Seja X : ) —
R uma variavel aleatéria continua, com func¢ao densidade de probabilidade
fx definida em R. Seja também uma fungao continua g : Im(X) — R.

O valor esperado da variavel aleatoria Y = g(X) é dada por
+o00
BIY) = [ g(o) fx(e)do,
Em geral,
E[Y] # g(E[X]).
Somente em casos especiais vale E[Y] = g(E[X]).

5.11 Modelos de variaveis aleatdrias conti-
nuas

Assim como no caso de varidveis aleatorias discretas, as continuas ddo mo-
delos prontos, e tendem a esconder o formalismo técnico. Assim, tendem a
esconder o espaco amostral e o espaco de eventos.

5.11.1 Variavel aleatoria uniforme

A variavel aleatéria continua uniforme X tem imagem em um intervalo
[a,b] C R e a fungao densidade de probabilidade é dada por

1
Fe@) = h—a YV € [a,b],
0, x ¢ [a,b].
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O valor esperado E[X] e a variancia V|[X] sdo dadas por

_b—a

(b—a)®
5 .

E[X] 13

V[X] =

A utilidade de variavel aleatéria uniforme é a sua simplicidade. N&o
se trata da distribui¢do com a menor informagao sobre um problema. Isso
pode ser apreciado por um exemplo. Suponha que tenhamos esferas com
raio aleatorio variando no intervalo [1,2]. Se n@o soubermos mais nada a
respeito, o estudante poderia imaginar que na falta de maiores informacoes,
a distribuicdo para o raio que daria a maior incerteza seria a especificacao
de uma distribui¢do uniforme para a variavel aleatéria raio R. Dessa forma,

1, Vzell,2],
fﬂ”_{a z ¢ [1,2].

Entretanto, ndo saber nada sobre as esfera, poderia também ser tradu-
zido em nao saber nada sobre seu volume, e assim, nada sobre a variavel
aleatoria Y = R3. Entretanto, usando a férmula (5.12), obtemos a dis-
tribui¢io de probabilidade do volume Y, distribuido no intevalo [1,2%], a
partir da de R.

h@%:i;;yeﬂﬂﬁ

3/

Seu grafico é mostrado na figura 5.2.Uma olhada rapida nessa figura
revela que nao saber nada sobre R, conforme o critério da especificagio de
uma distribui¢do uniforme para ela, indica que sabemos bastante sobre o
volume Y. Em particular, que é mais provavel que ele esteja proximo de 1
que de 8.

Em conclusao, a distribuicdo uniforme é 1util porque é simples, mas
certamente néo porque representa algum estado de desconhecimento sobre
o problema.

Para deixar registrado:

1. A soma de uniformes independentes ndo é uniforme, como se pode
constatar usando a formula (5.10).

2. O produto de uma uniforme com um nimero real produz uma outra
variavel aleatoria uniforme, como se pode constatar usando as técnicas
da sec¢éo 5.9.
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Fy(y)
0.4,

0.3

0.2

0.1

1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 5.2: Fungéo densidade de probabilidade do volume de uma esfera.

5.11.2 Variavel aleatéria exponencial

A variavel aleatoria continua exponencial X com pardmetro A > 0 tem
imagem no intervalo [0, +oo] real e a func¢io densidade de probabilidade é
dada por

Ae ™ Vo >0
0, x < 0.

ety ={

Fazendo a integracao de fx, obtemos a fungéo distribui¢ao acumulada
de probabilidade.
1—e™ V>0
0, r < 0.

&@z{

O valor esperado E[X] e a variancia V|[X] sdo dadas por

1

VIX] = 55

Assim como no caso da variavel aleatéria discreta geométrica, a expo-
nencial também tem a propriedade de falta de memoria, caracterizada por

P(X>t+s|X >s)=P(X >t). (5.15)

Podemos perguntar se existem outras varidveis aleatérias continuas que
tem a propriedade de falta de memoria, isto ¢, que satisfazem (5.15).
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Vamos provar que a distribui¢do exponencial é a tnica. Seja uma va-
riavel aleatoria 7' com imagem em [0, 400 que tem funcao distribuigéo de
probabilidade acumulada absolutamente continua Fr : [0, +oo[— [0,1] e
fungdo densidade de probabilidade fr.

De (5.15), obtemos

e entao
1— Fr(t+s) = (1= Fp(t))(1 — Fr(s)).

Derivando essa relacéo com relacao a ¢, obtemos

+00

fr(t+s) = fr(t) fr(r)dr, ¥t, s > 0.

S
Derivando com relagéo a s, (e renomeando as variaveis) obtemos

L1t 5) = —rlt) fols), Vs 20

Para s = 0, temos

L) = —2(0) 100, Vs 20,

Como pode ser verificado, a solu¢io dessa equacao que também satisfaz
fOJrOO fr =1 é a funcéo

fT(t) = )\G_M,

que é a exponencial. Logo, a tinica variavel aleatoria continua que tem a
propriedade de falta de memoria é mesmo a exponencial.

Para deixar registrado:

1. A soma de exponenciais independentes ndo é uma varidvel aleatoria
exponencial, como se pode constatar usando a formula (5.10).

2. O produto de uma exponencial com um ntmero real produz uma
outra varidvel aleatéria exponencial, como se pode constatar usando
as técnicas da secao 5.9.
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5.11.3 Variavel aleatoria normal

A variavel aleatéria normal X , ou gaussiana, assume valores em toda a
reta real e tem dois parametros u € R e 02 > 0 que sdo relacionados com
E[X] e V[X] por

E[X]=pu, V[X]=o%

A sua funcédo densidade de probabilidade é dada por

fx(@) = ez e

A distribuigdo normal, denotada por X ~ N(u,0?) ¢ sem divida, a
mais importante das distribuigoes pelos seus aspectos tedricos, praticos e
historicos.

Nesse nivel, a propriedade mais notdvel de varidveis aleatorias normais
€ que a soma de varidveis aleatorias normais, independentes ou ndo, resulta
em uma outra varidvel aleatoria normal.

Para se verificar esse fato, basta calcular
+oo
f2(Z < z) = fx(z=y)fr(y)dy.

—0o0

Essa formula foi obtida de (5.10) simplesmente derivando-a com relacdo a
2.

O resultado é que se duas variaveis aleatorias X ~ N(pg,02) e YV ~
N (piy, 07) sdo somadas, obtemos

X +Y ~ N(py + py, 00 + 02).
Uma verificagdo imediata nos leva & conclusao que

— B

X
X ~ N(p,0%) = ~ N(0,1).

Uma variavel aleatoria normal com média u = 0 e 0? = 1 & dita padrdo.
Devido a sua importéancia historica, a normal padrao é tabelada e impressa
na maioria dos livros de probabilidades para a engenharia. Aqui nao fa-
remos isso. Preferimos que os estudantes usem programas ou a propria
internet como material de consulta da distribuigdo normal (ou qualquer
outra distribuic&o).
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5.12 Exemplos de fixacao

Para fixarmos as ideias, elencamos agora alguns exemplos de fixagéo.

Eventos com probabilidade nula e o vazio. “A probabilidade do
evento () é zero”. “Um evento de probabilidade nula ocorreu”. Essas duas
frases merecem atencio, por causa dos detalhes que elas contém.

Devemos notar que o conjunto vazio, isto é () é sempre um evento em
qualquer espago amostral, e sempre P(()) = 0 para qualquer defini¢io de
funcéo probabilidade, ndo importando nem o experimento e portanto nem
0 espaco amostral e espaco de eventos.

O fato de um evento com probabilidade nula ter ocorrido nio deve
causar surpresa, em vista do que ja discutimos na pagina 83 no topico “A
probabilidade de se sortear um racional dentro do intervalo [0, 1] é zero”.
De fato, eventos com probabilidade nula acontecem o tempo todo.

O evento impossivel (esse sim nunca ocorre) é o conjunto ), que tem
P(0)) = 0, mas P(A) = 0 néo significa que A = 0.

A vacuidade de sentido na locugdo ‘“‘completamente ao acaso”.
Esse exemplo de fixagdo é discutido no video que acompanha esse capitulo.
Vocé pode vé-lo escaneando o QR code abaixo. A qualidade pode ser um
pouco aquém da ideal, porém trata-se de um registro histérico de como
tudo se passou durante a pandemia.

;A5
B

EL-'. 2!

Em geral, as pessoas leigas atribuem a locugéo “completamente ao acaso”

o sentido de distribuic¢io uniforme no caso de varidveis aleatérias continuas,
ou que qualquer evento do tipo {a}, com a €  discreto tem a mesma
probabilidade, como no caso do lancamento de moedas e dados néo viciados.

Mas j& vimos na péagina 81, quando discutimos o topico “A probabilidade
de sortearmos um niimero par “completamente ao acaso” dentre os naturais
nao é 1/2”, que quando se trata de {2 com infinitos elementos, a afirmacéo
¢é problemética.
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Vamos ver agora mais um exemplo, este célebre, o do Paradoxo de
Bertrand proposto em 1889. O problema é determinar-se a probabilidade de
que uma corda tracada de forma totalmente aleatéria em uma circunferéncia
seja maior do que o comprimento de um lado do tridngulo equilatero inscrito
em uma circunferéncia de raio unitario. A figura 5.3 ilustra o tridngulo com
suas dimensdes principais. A altura é h = 3/2, olado vale L = v/3 e o angulo
que lado inclinado faz com a horizontal vale /6.

Figura 5.3: Triangulo equilatero inscrito.

Vamos apresentar apenas duas solucgdes que déo resultados diferentes.

Na primeira solugéo, fixamos uma extremidade do segmento, o ponto
A, que deve estar posicionado no ponto de coordenadas (1,0) conforme a
figura 5.4, enquanto B varre os pontos da circunferéncia. Entao, 6, que
define a posigao do ponto B, é tal que 6 €] — 7/2,7/2[, e a corda AB tera
comprimento maior que o do lado de um tridngulo equilétero, se a variavel
aleatoria © €] — /6, 7/6[. Como a corda é tragada de forma “totalmente
aleatoria”, a distribui¢do de probabilidade para © seria a uniforme dentro

do intervalo | — w/2,7/2[. Isso significa que a probabilidade que a corda
seja maior que o lado de um triangulo equilatero inscrito é simplesmente
%:Ti, ou seja, 1/3.

A segunda solugédo olha o problema de outra forma, colocando a corda
sempre na horizontal, como na figura 5.5. Isso néo afeta a analise, pois é
como sempre girdssemos a circunferéncia.

Agora, vemos que a corda terd comprimento maior que o lado de um

tridngulo equilatero inscrito, se o ponto x da figura 5.5, que passeia no inter-
valo [—1, 1], estiver a uma distancia menor que 1/2 do centro O. Em outros



104 CAPITULO 5. VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

B

Figura 5.4: Lado com uma extremidade fixa.

termos, se a variavel aleatoria X uniformemente distribuida no intervalo
[—1,1] satisfizer X € [-1/2,1/2]. Como a varidvel aleatoria é uniforme-
mente distribuida, a probabilidade que a corda é maior que o lado de um
tridangulo equildtero inscrito é simplesmente %

Como vemos, as respostas sdo bem diferentes. Na primeira abordagem,
a probabilidade é % e na segunda é % Em ambas, o experimento ocorre
de forma “totalmente aleatoéria”. O estudante pode perguntar, com razao,
qual das duas respostas é a correta. O que podemos dizer é que o que
nao esté correto é o enunciado, pois néo a locucéo “totalmente aleatéria” é

desprovida de sentido.

As variaveis aleatorias usadas, © e X tém naturezas diferentes. Inclu-
sive tém unidades distintas! Apliquemos o método que temos aplicado até
aqui para analisarmos problemas probabilisticos. Comegamos pelo experi-
mento. Do que se trata ele? Em esséncia, o tragado aleatério de cordas na
circunferéncia de raio 1. Os resultados experimentais ndo sdo distancias ou
angulos, mas sim cordas! Entfo o espago amostral é dado por cordas do
tipo AB, como na figura 5.4. Como discutido na secdo 5.4.1, o espago de
eventos é construido a partir das variaveis aleatérias eleitas. As variaveis
aleatorias sio X : 2 - Re © : Q — R. Essencialmente, as imagens inversas
por X e © de intervalos reais nos ddo os elementos do espago de eventos F.
Aqui é importante notar que os eventos tratados sdo os mesmos, embora as
variaveis aleatorias sejam distintas. A fungéo probabilidade P : E — [0, 1]
é definida sobre o mesmo conjunto £. Como E é o mesmo para X e O esta-
mos autorizados a usar o mesmo simbolo P para, por exemplo P(X € [0, z])
e P(© € [0,0]). A questdo ¢ saber qual probabilidade atribuir aos eventos
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Figura 5.5: Corda horizontal.

de E. Essa é a chave do paradoxo, que néo estava disponivel em 1889,
quando o paradoxo foi proposto. A atribuicido de probabilidades aos even-
tos de E pode ser feita através das varidveis aleatérias, mas como vimos,
ao se especificar a distribui¢do para X, digamos, segundo uma uniforme,
ela forca a especificacdo de uma outra distribuicdo de probabilidades para
©. No proximo exemplo de fixacdo vamos explorar esse ponto.

Pode-se perguntar o que acontece quando o problema é colocado de
forma fisica e concreta e ndo de forma puramente matematica, como feito
acima. Nesse caso, o problema ¢ inverso. N&o se especifica a fungdo proba-
bilidade, mas sim obtém-a-na. Nesse caso, o que se deve ser precisamente
especificado sdo as condi¢des experimentais.

Transformacgdes entre variaveis aleatérias usando a funcgao dis-
tribuicdo de probabilidade acumulada F. No exemplo de fixacéo
anterior, o do paradoxo de Bertrand, suponha que a variavel aleatéria X
seja uniformemente distribuida no intervalo [0,1]. Da discussao ja feita, a
distribuicao para X induz uma distribuicéo de probabilidades para a varia-
vel aleatoria O, que assume valores no intervalo [0,7/2]. Isso ndo é de se
estranhar, uma vez que pela figura 5.6 X e O estéo relacionadas por
X =sin®, com X € [0,1], © € [0, g]

Surpreendentemente, a fungdo densidade de probabilidade de © ¢é facil
de ser obtida a partir da de X. De fato, a probabilidade de que X €



106 CAPITULO 5. VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS

Figura 5.6: Relagéo entre as variaveis aleatorias X e ©.

[0,z] deve ser exatamente a mesma que © € [0, arcsin(z)], afinal a corda
AB, que é o resultado experimental, define simultaneamente X(AB) = x
e O(AB) = 0. Lembre-se que variaveis aleatorias sdo fungdes definidas no
espago amostral 2. X : Q@ - R, O : Q — R. Uma vez feito o experimento,
ambas as fungdes X e O tem seus valores definidos. Além disso, X ([0, z])
e ©71([0, arcsin(z)]) sdo exatamente o mesmo evento definido no espago F,
e portanto devem ter exatamente a mesma probabilidade. Perceba como
todas as pecas da teoria se encaixam!

Entéo, é inevitavel que

/0 " e(a) do = /0 ldr = /0 e fo(6) 0.

Agora basta derivamos a expressdo acima (cuidado com a regra da ca-
deia) com relacéo a x para obtermos feg.

1
1 = feo(arcsin(z)) arcsin’(z) = fo(arcsin(x)) —
-
Substituimos x = sin f para obter
1
1= fo(0
fol )C089
Assim,
fe(0) = cos@.

Note que o resultado é uma func¢éo densidade de probabilidade legitima,
pois é positiva e a integral em seu dominio vale 1, isto é, foﬂ/ >cosfdd = 1.
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Paradoxo do ponto de 6nibus — Distribui¢ao uniforme. Suponha
uma linha circular de 6nibus, em que percorrem trés 6nibus, um apés o ou-
tro sem ultrapassagem e velocidade constante. Eles passam por um ponto,
onde devemos pegar um deles, em intervalos de tempo estritamente regula-
res. A; é o intervalo de tempo entre o i-ésimo 6nibus e o proximo. A; = 10
min, Ay = 20 min, Ay = 30 min. Chegamos ao ponto. E claro que a média
dos intervalos de tempo de espera é (10/2 4 20/2 4 30/2)/3 = 10 minutos.
Entéo poderiamos imaginar que o valor esperado para o tempo de espera
seja 10 minutos. Mas o valor exato nao ¢ esse. Ele é mais que 10% maior.
Vamos analisar o problema.

Denominamos por T a variavel aleatéria que da o tempo que devemos
esperar até passar o primeiro 6nibus. Nosso objetivo é o calculo de E[T].

O resultado do experimento é a posi¢ao dos 6nibus no momento em que
vocé chega ao ponto. Uma configuragio possivel estd mostrada na figura
5.7. A posicdo do ponto de 6nibus estd marcada pelo ponto P.

0 Posi¢ao de um onibus

10 min.

30 min.

Volta com 60 minutos

Figura 5.7: Um resultado experimental no paradoxo do ponto de énibus.

Como o que realmente interessa é a posi¢ao temporal relativa entre os
onibus e o ponto, podemos fixar a posi¢do dos Onibus e imaginar que o
ponto P é que aleatorio. A figura 5.8 retifica a circunferéncia da figura 5.7.
Agora, o ponto P pode cair em qualquer instante do intervalo [0, 60].

A posigio do ponto P é agora quantificada pela variavel aleatoria X.
Devido a total simetria do problema, o uso da distribuic¢io uniforme para X
é perfeitamente justificavel. Assim, assumimos que X seja uniformemente
distribuida no intervalo [0, 60].

A partir de X, construimos a variavel aleatoria T'(X) que da o tempo
de espera em funcio de X. Pela figura 5.8, vemos que se X = 15, o tempo
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‘L 20 | 30 J‘
| |
\ \

X

@ >
Pogy 60

Figura 5.8: Posicao relativa entre o ponto e os énibus. O ponto P agora é
que se move no intervalo [0, 60].

de espera é 5 minutos, se X = 33, entdo o tempo de espera é 3 minutos
e assim por diante. O grafico da figura 5.9 mostra o tempo de espera em
funcéo de X = z.

TX)

30
25}

20

e e e e e 1 X
10 20 30 40 50 60
Figura 5.9: Tempo de espera em funcgédo de X.
Tendo a funcdo T(X), que formalmente é dada por
X, X €10,10], (5.16)
T(X)=< X —10, X €]10,30], (5.17)
X —30, X €[30,60] (5.18)

e usando a técnica descrita na se¢do 5.9 na pagina 94, podemos obter a
funcéo distribui¢do acumulada de probabilidade Fr de T, que é mostrada
na figura 5.10.

Formalmente, Fr é dada por

3t
— t € 10,10 5.19
607 € [ ) [7 ( )
2t 1

Fr(t) = 50 + 5 t € [10,20], (5.20)
t 1
—+ =, t€|20,30[ 5.21
co T3 1€[20,30] (5.21)
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Fr(®)
1.0 -

0.6}
0.4}

0.2+

L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il t
0 5 10 15 20 25 30

Figura 5.10: funcao distribui¢do acumulada de probabilidade da variavel
aleatoria F'(T'(X)).

Finalmente, aplicando a formula (5.14), facilmente chegamos ao resul-
tado

Chegamos a solucéo, mas o estudante ainda pode ter ficado com a sen-
sacdo que o paradoxo nao foi resolvido. O que ocorre é que a probabilidade
de o ponto P cair em um intervalo maior (digamos o de 30 minutos) é,
naturalmente, maior que cair em um menor (digamos no de 10 minutos).
Assim, o valor esperado é certamente maior que o valor médio todos tempos
de espera. Alias, o valor esperado de T é mais que 10% que o tempo médio.

Esse raciocinio leva a um outro modo de solucdo que é usar a ideia de
probabilidade condicionadas:

E[T] = E[T|“cair no intervalo de 10 min”|] x P(“cair no intervalo de 10 min”)
+ E[T'|“cair no intervalo de 20 min”] x P(“cair no intervalo de 20 min”)

+ E[T'|“cair no intervalo de 30 min”] x P(“cair no intervalo de 30 min”)

1 2 3 35
=5-+10= +15=- = —
6 * 6 * 6 3’
como antes. O problema aqui é conceitual. Nao definimos o que seja valor
esperado condicionado.

Quando o estudante for pegar o proximo circular, sendo ele azarado, ele
vai se lembrar dolorosamente desse problema.
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A soma de exponenciais e a distribuigado de Poisson. Esse exemplo
de fixacdo é objeto de um video que pode ser visto no link acessivel pelo QR
code abaixo. A qualidade pode ser um pouco aquém da ideal, porém trata-
se de um registro histérico de como tudo se passou durante a pandemia.

Soma de varidveis aleatorias

Suponha que T seja distribuida de acordo com a distribuigéo exponencial
com E[T] = ;. Tome X distribuida de acordo com uma Poisson com
E[X] = A. Entéo a probabilidade que em um intervalo de comprimento a

tenhamos X = 0 é a mesma que a probabilidade que T" > a.

Por defini¢go, E[X| = A significa que em um intervalo de comprimento
unitério, o valor esperado do ntmero X de ocorréncias é A. Entdo em um
intervalo de comprimento a, o valor esperado de ocorréncias é simplesmente
aX. Note que a palavra intervalo é usada em um sentido bem genérico,
como ja discutido no capitulo anterior, quando discutimos a distribuicdo de
Poisson.

A probabilidade Pr(T > a) que T' > a é dada por
PT(T > CL) =1- FT(a) = 67)\&»

pois T é distribuida de acordo com uma exponencial de parametro A (E[T] =
1/A).

Por outro lado, a distribuicio de Poisson com parametro A nos fornece
que a probabilidade Px (X = 0) que X = 0 em um intervalo de comprimento
aé

Px(X =0) =e
Entéo, Px(X =0) = Pr(T > a).

Se nesse exemplo o intervalo se refere de fato a um intervalo temporal,
podemos interpretar o resultado da seguinte forma. A exponencial fornece
o tempo entre as ocorréncias que sdo contadas pela variavel aleatoria de

Poisson. A figura 5.11 fornece um esquema de relagio entre a Poisson e a
Exponencial.

A funcéo densidade de probabilidade da exponencial é simples o sufici-
ente para que fagamos as contas diretamente.



5.12. EXEMPLOS DE FIXACAO 111

Primeira ocorréncia

I I I I I I I =
T1 T2 T3 Tn -1 Tn

n ocorréncias

Figura 5.11: Esquema da relagéo entre a Exponencial e a Poisson.

Se Ty e Ts sao independentes e distribuidas de acordo com a exponencial
de parametro A e T' = T1+ T, podemos fazer facilmente a integral em (5.10)
para obter a funcio densidade de probabilidade fr.

2, _—At
fT(t>_{>\te t>0 (5.22)

0 t<0. (5.23)

A partir de fr obtemos a probabilidade que T' > a.
PT(T > a) =1- / fT(t) dt = e’a’\(a)\ + 1)
0

Comparamos esse resultado com aquele obtido através da Poisson com
pardmetro a\. Calculamos a probabilidade que X < 1, isto é que X €

{0,1}.
P(X =0)+P(X =1)=e “Yar+1),

que é o mesmo resultado obtido anteriormente. Isto é,
Px(X=0)+Px(X=1)=Pr (1 + T > a).

Podemos proceder indutivamente, para concluir que
n—1
> Px(X=j)=Pr(Ti+---+T,>a) (5.24)
§=0

Aproveitamos para mostrar graficamente a soma de exponenciais inde-
pendentes. Aparentemente a funcao distribuicido de probabilidade da soma
converge para uma fungéo com formato de sino, como a normal. Na figura
X estdo mostradas os graficos da funcdo densidade de probabilidade da ex-
ponencial e da soma de apenas duas exponenciais. Note que mesmo com
apenas duas parcelas o resultado ja é bem diferente da exponencial.
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fdp

06}
05F
041
03F
0.2}

011
Soma de duas exponenciais

L L L T t Exponcial

1 2 3 4 5 6 7

Figura 5.12: A soma de duas exponenciais pode ser bem diferente da propria
exponencial.

Uma competicdo de natacdo entre amigos — Distribuicdo nor-
mal. Trés amigos nadadores da categoria 55+ (entre 55 e 59 anos de
idade) vao ver quem é o mais rapido na prova de 100m nado peito. Pode-
mos assumir que os tempos T4, T, T dos trés sdo distribuidos de acordo
com a normal. Ty ~ N(1m27.54s,0.25%), Tg ~ N(1m27.24s,0.23%), Tc ~
N(1m27.82s,0.212). Desejamos saber qual é a probabilidade que o nadador
A seja o vencedor.

A solucio desse problema nos indicara o quanto é dificil vencer o favo-
rito. A diferenca de tempo entre B, que é o favorito, e A ndo parece ser
grande. Podemos ter uma nog¢ao melhor ao observarmos um grafico das fun-
¢oes densidade de probabilidade normais relacionadas aos trés nadadores.
A figura 5.13 as mostra.

fa.fB.fc
20+
15+
Nadador C
1.0+
0.5+
Nadador A
. : . teniadador B
26.5 27.0 27.5 28.0

Figura 5.13: Funcéo densidade de probabilidade dos tempos dos nadadores.

A probabilidade que o nadador A ganhe de B é a mesma que P(T4 <
Tg). Definimos uma nova variavel aleatoria Ty g por Ty p = T4 — Tp.
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Essa nova variavel aleatéria é também normalmente distribuida conforme
discutido na sec¢ao 5.11.3.

E[Ta_p) = E[T4 — Tg| = E[Ta] — E[T5].
Como assumimos que T4 e Ty séo independentes,
VITa-p] =V[Ta—Tg| =VI[T4] +V[T5].

Assim, E[T4_p]| =0.30 e V[T4_p] = 0.1154. Com esses dados podemos
calcular a probabilidade (se quiser usando uma tabela da normal padré&o,
ou um programa),

P(Ts_p < 0) = 0.188586.

Da mesma forma, podemos calcular a probabilidade que o tempo do
nadador A seja menor que o de C.

P(Ty — Te < 0) = 0.80444.

Ambos os nimeros nos dao uma ideia de como ¢é dificil o resultado de
uma prova ser dificil do balizamento inicial. Em particular, como é dificil
vencer o favorito.

5.13 Problemas

1. O objetivo desse problema é fazer com o que o estudante atente para a
construcao da fungéo de probabilidade a partir da fungéo distribuicao,
para os casos discreto e continuo. As figuras 5.14 e 5.15 correspondem
a fungdes de distribuicdo de probabilidade acumulada. A segunda
funcéo é descrita por

0, z <0, (5.25)

1,3

0.424
Fx(x) =
(z — 0.4)% + 0.43
4.1 2
0.424 , we041], (5.27)

1, x> 1. (5.28)

z € [0,0.4], (5.26)

a) Quais correspondem a variaveis discretas continuas e discretas?
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b)
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Fx()

1.0 f
038 f
0.6 f
04 f

02-

1 . . . . 1 . . . . 1 . . . . 1 X
1 2 3 4

Figura 5.14: Funcao distribuicao probabilidade acumulada.

Complete a figura 5.14 colocando bolas abertas e fechadas nos
extremos dos segmentos de reta horizontais para que a figura efe-
tivamente seja de uma funcao distribuigdo probabilidade acumu-
lada.

A partir das fungdes distribuicido probabilidade acumuladas, de-
terminar as distribui¢des de probabilidade das respectivas varié-
veis aleatorias.

O objetivo desse problema é continuar a discussao sobre ser “total-
mente aleatorio”. Uma fabrica produz azulejos exatamente quadrados
com lado L de forma “totalmente aleatoria”. Os tamanhos dos azule-
jos sao distribuidos entre 220 cm? e 230 cm?. Qual é a probabilidade
que a area que o proximo azulejo produzido seja maior que 225 cm??

a)

b)

Assumindo que ser “totalmente aleatério” signifique que L seja
distribuido uniformemente entre v/220 cm e v/230 cm.

Assumindo que ser “totalmente aleatério” signifique que L? seja
distribuido uniformemente entre 220 cm? e 230 cm?.

No problema 2, suponha que L seja distribuido uniformemente entre
v220cm e v/230 cm. Nesse caso:

a)

b)

Qual é a fungéo densidade de probabilidade para a variavel alea-
toria que fornece a area de um azulejo?

Qual é a funcéo distribuicao de probabilidade acumulada para a
varidvel aleatoria que fornece a area de um azulejo?
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Fx()

1.0 f
08 f
06 f
0.4 7

02l

1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.15: Funcao distribuicdo probabilidade acumulada.

c) Qual é o valor esperado para a area de um azulejo? Use as for-
mulas (5.13) e (5.14).

4. O objetivo desse problema é fortalecer o conceito de independéncia de
variaveis aleatorias. Sejam as varidveis aleatorias X e Y continuas,
que assumem valores somente no intervalo [0,1] x [0, 1], correspon-
dentes a um experimento probabilistico. A funcdo de distribui¢ao de
probabilidade acumulada Fxy : [0,1] x [0,1] — [0, 1] é dada por

Fera) = [ [ (sin(ang)sinzme)*dug

a) Verifique que Fxy : [0,1] x [0,1] — [0,1] é mesmo uma fungao
distribui¢ao de probabilidade acumulada.

b) As variaveis aleatorias X e Y sdo independentes?

5. Verifique rapidamente que no problema do paradoxo do ponto de
Onibus, se na linha circular de 6nibus, em que percorrem trés énibus,
um apoés o outro sem ultrapassagem e velocidade constante, os trés
passam em intervalos precisamente regulares, a cada 20 minutos, o
valor esperado para o seu tempo de espera no ponto é exatamente 10
minutos.

6. Volte ao exemplo de fixacdo “‘A soma de exponenciais e a distribuicdo
de Poisson” que esté na pagina 110 e faga as contas para comprovar
a formula (5.24) para n = 3.
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7. Sejam as variaveis aleatérias T;, T independentes e distribuidas de
acordo com uma exponencial de parametro A > 0. Determine a fungao
densidade de probabilidade de T} — T5.

8. Trés amigos nadadores da categoria 55+ (entre 55 e 59 anos de idade)
vao ver quem € o mais rapido na prova de 100m nado peito. Podemos
assumir que os tempos T4, Tg, T dos trés sdo distribuidos de acordo
com a normal. Ty ~ N(1m26.21s,0.18?), Tp ~ N(1m26.94s,0.33%),
Te ~ N(1m26.19s,0.212).

Qual é a probabilidade que o nadador A seja o vencedor em 2 de 3
tiros?



Capitulo 6

Teorema do Limite Central

6.1 Introducao

Neste capitulo temos como objetivo primario a apresentacdo do Teorema
do Limite Central, que essencialmente diz que a soma de varidveis alea-
torias independentes converge em distribuicao para uma variavel aleatoria
normal. Para que esse objetivo seja atingido e o teorema seja apreciado,
apresentamos todos os elementos tedricos necessarios. Muito ja foi visto
nos capitulos anteriores, desde espago amostral até o que sao varidveis ale-
atérias. Agora exploramos o significado de convergéncia, e em particular o
que é convergéncia em distribuicdo. Veremos que convergéncia em distri-
buicdo é muito fraca, no sentido que ela nem mesmo implica convergéncia
de fungdes densidade de probabilidade.

Aproveitamos a oportunidade para explorar a desigualdade de Chebyshev
e a lei fraca dos grandes ntumeros. A vivéncia do estudante nos laboratoérios
de fisica também é aproveitada, e comentamos um experimento objetivando
a medida da aceleragdo da gravidade na Terra, lembrando que a féormula
relevante néo envolve somas, mas sim produtos e razoes.

6.2 Video que acompanha este capitulo

Este texto acompanha a aula sobre o Teorema do Limite Central do reo-
ferencimento do curso de Probabilidades para a Escola Politécnica da Uni-
versidade de Sao Paulo em 2020. Acompanha o texto um video, que pode
se visto escaneando-se o coédigo QR abaixo. Ele é relacionado ao assunto
do problema proposto 4 que esta na pagina 131. A qualidade pode ser um
pouco aquém da ideal, porém trata-se de um registro histérico de como

117
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tudo se passou durante a pandemia.

QRCode para o video que acompanha este capitulo.

6.3 Contexto histérico — Biografia de Pat-
nuty Chebyshev

Para compreendermos o contexto histérico cientifico, mostramos algumas
passagens da biografia do matemético Russo He6brmés [But99, Encl0, Sen13].

Chebyshev, Patnuty Lvovich (1821— Okatova — 1894 — Sao Petersburgo/
Russia) é considerado o fundador da escola de mateméatica de Sao Peters-
burgo, também conhecida como escola de Chebyshev, que é lembrada prin-
cipalmente pelos seus trabalhos na teoria dos niimeros primos.

Na sua infancia, em Okatova — Riissia, Chebyshev teve a educagéo ba-
sica em casa, sendo alfabetizado pela mée e recebendo licdes de francés e
aritmética de um primo. A sua fluéncia em francés muito o beneficiou na
sua futura interacdo com os grandes mateméticos europeus.

Em 1832, a familia mudou-se para Moscou, onde Patnuty complementou
a sua educagdo secundéria, ainda em casa, sob tutoria de Pogorelski um
autor de livros de mateméatica muito populares. A sua educacio formal
foi iniciada em 1837, na Universidade de Moscou, tendo se bacharelado
em matematica em 1841 e o mestrado em 1843. Neste periodo, foi muito
influenciado pelo professor Brashman, seu orientador de mestrado, a quem
devotava muito respeito e atribuia o seu desenvolvimento em matematica.

O mestrado Essay in Elementary Analysis of the Theory of Probabili-
ties foi o seu primeiro trabalho em Teoria das Probabilidades. Revisitava
a lei fraca dos grandes niimeros de Poisson, a partir de uma anélise mate-
matica rigorosa, apesar de elementar. No entanto, este trabalho inovador
praticamente nédo repercutiu no meio matemaético.

Em 1947, Chebychev ingressou como professor assistente na Universi-

dade de Sao Petersburgo, obtendo a catedra em 1860 e realizando as suas
pesquisas, mesmo depois da aposentadoria em 1882. Manteve forte con-
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tato com mateméticos e pesquisadores da Europa, especialmente com os
franceses, especialmente com Liouville.

Na época, o interesse por probabilidades era motivado principalmente
pela aplicagdo desta na analise e na elaboragio de tabuas de vida (expec-
tativa de vida) para fundos de pensio e seguros. Neste contexto, Irénée —
Jules Bienaymé, professor de probabilidade da Sorbonne, entdo conhecido
pelo trabalho De la durée de la vie em France, realizou estudos na mesma
linha que Chebyshev, tendo obtido resultados mais abrangentes e poste-
riormente reconhecidos por Chebyshev, culminando assim com a famosa
desigualdade de Bienaymé — Chebyshev, que ficou mais conhecida como a
desigualdade de Chebyshev .

Por fim, em 1891, Chebyshev publicou um artigo propondo uma prova
do teorema do limite central para a soma de varidveis independentes néo
identicamente distribuidas, empregando o método dos momentos. Este tra-
balho suscitou discussoes e questionamentos e foi colocado em bons termos
por Markov e Liapunov.

Chebyshev foi professor de probabilidade de 1860 a 1882, além de mi-
nistrar cursos de algebra e teoria dos nimeros. Foi também um educador
ativo, trabalhando com outros cientista russos na melhoria do ensino de
matematica, fisica e astronomia nas escolas secundérias.

Destacamos neste texto as contribuicdes na Teoria de Probabilidades,
mas ressalta-se o ecletismo e abrangéncia de seus trabalhos e pesquisas
em matematica e mecénica, ressaltando-se: teoria dos niimeros primos,
formas quadréticas, fungdes, ortogonais, teoria das integrais, polinémios
de Chebyshev, teoria das Congruéncias, construgdo de mapas geograficos e
mecanismos geradores de trajetorias retilineas.

Os méritos de Chebyshev foram reconhecidos desde o inicio da sua car-
reira. Quando em um congresso alguém o descreveu como um “mateméatico
russo espléndido” , Chebyshev, ofendido, questionou “Por que russo, e nao
em escala mundial?” .

6.4 Para compreender o Teorema do Limite
Central — Noc¢oes de convergéncia

O Teorema do Limite Central versa sobre convergéncia de varidveis alea-
torias. Em termos bem gerais, ele diz que a soma de variaveis aleatérias
independentes converge para uma varidvel aleatéria distribuida normal-
mente.



120 CAPITULO 6. TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

Os estudantes que acompanham este curso ji sabem que uma varidvel
aleatoria é uma funcdo X : 2 — R que tem por dominio o espago amostral
Q) e cuja imagem inversa dos elementos da menor sigma-algebra que contém
] —o00,a] e ] —o0,al, a € Aprecs Aprec como definido no capitulo anterior,
define o espaco de eventos E. Quando X é uma variavel aleatoria discreta,
que no nosso caso significa que €2 é discreto, ndo ha problema em se tomar
E como sendo o conjunto das partes de €.

Quando ha variaveis aleatérias continuas X no problema, dada a funcao
densidade de probabilidade fx, que no nosso caso é necessariamente conti-
nua por trechos, fazemos a extensdo da definicdo da fungédo probabilidade
P : E — [0,1] para conjuntos do tipo | — 0o, z] e [z,y]| para x,y € R usando
a integral de Riemann.

P(ng)_/z fx(€)de, P(X € {x,yn—/ny(s)d&.

O estudante também ja sabe o que é uma variavel aleatéria distribuida
de acordo com uma normal. Designaremos por

X ~ N(p,0%)

a situagéo em que a variavel aleatéria X tem distribuicdo normal com média
e variancia o2.

O ingrediente que falta é compreender o que significa convergéncia de
variaveis aleatorias.

O estudante certamente conhece o Teorema de Taylor, que diz em uma
de suas versoes que se f : R — R é k vezes derivavel no ponto a € R, entéo
existe uma funcao e, : R — tal que

k fm)(@
k!

(x —a)* + ep(x)(z — a)F,
n=1
com lim, ,, ex(z) = 0.
Esse teorema nos da uma informacao importante sobre a convergéncia
do polinémio de Taylor de ordem k de f & funcdo f. Na figura 6.1 esta

mostrada a aproximagdo da fungédo sen : R — R no intervalo [0,27] por
polindémios de Taylor.

No contexto probabilistico, temos vérios modos de convergéncia, que
sdo um pouco mais abstratos e sofisticados. Entre eles as chamadas

e convergéncia quase sempre,
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[ Taylor, k=5

Figura 6.1: Aproximagao por polinomios de Taylor.

e convergéncia em probabilidade,

e convergéncia em distribuicéo.

Pela limitagéo auto-imposta de usarmos somente a integral de Riemann
para definirmos a funcéo probabilidade P : E' — |0, 1], ndo podemos discutir
a contento as duas primeiras formas de convergéncia quando as variaveis
aleatorias envolvidas sdo continuas.

Neste texto discutiremos apenas a convergéncia em probabilidade para
0 caso em que ha somente variaveis aleatérias discretas envolvidas, e a
convergéncia em distribuicdo para o caso de variaveis aleatérias continuas,
que é essencial para a compreensdo do enunciado do Teorema do Limite
Central.

Convergéncia em distribui¢do. Dizemos que a sequéncia de variaveis
aleatorias (X, )nen, Xpn : 8 — R converge em distribuigdo para a variavel
aleatoria X quando a sequéncia de fungdes distribuicdo de probabilidade
acumulada (Fl,) associada a (X,,),en converge para F, a funcio distri-
buicdo acumulada de probabilidade de X.

Esse modo de convergéncia é bem fraco, no sentido que lim,,_, ., X,
tem a mesma F de Fx, mas ndo que lim, ., X, = X, e nem sequer
que a variavel aleatoria que resulta de lim,,_, ., X, tenha a mesma funcao
densidade de probabilidade fx de X.

Tomemos um exemplo. Considere duas varidveis aleatérias independen-
tes Yy e Y, uniformemente distribuidas em [0, 1]. Montamos uma sequencia
(Xn)neny com X, =Y, para todo n € N. E claro que X,, - Y e X,, = Y,
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em distribuicao, pois todos os X, tem a mesma distribuicio, mas note que
Y1 e Y; séo varidveis aleatorias distintas (e independentes).

Para ver que mesmo que (X,,),en convirja em distribuigao a X, isso néao
signifique que a variavel aleatoria resultante de lim,,_, ., X,, tenha a mesma
funcao densidade de probabilidade de X, é um pouco mais dificil. Vamos
dar um exemplo de como isso pode acontecer.

Exemplo 7. Seja uma sequéncia (X, )nen de varidveis aleatorias. Suponha
que X, tenha funcdo densidade de probabilidade f,, dada por

fx,(z) = 1_620;(7”)7 x € [0,2n], (6.1)

0, zeR\ [0,27].

Fazendo a integragdo de fx,, obtemos a distribui¢cdo acumulada de pro-
babilidade Fx, correspondente.

x  sin(nx)
— — 0,2 6.2

Fy. (z) =4 27 omm z € [0, 27], (6.2)
0, x € R\ [0,27.

As fungoes fx, e Fx, paran =1 estao mostradas na figura 6.2.

fx Fx
101

08
020 06l
041

0.2

L L L L L x L L L L L
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

X

(a) Funcio densidade de probabili- (b) Funcdo distribuigdo acumulada
dade an FXn'

Figura 6.2: Fungéo distribuicéo e densidade.

Observando (6.2) é muito claro que Fx, — Fx, sendo Fx a fungdo
distribuicdo acumulada de probabilidade de uma varidvel aleatdria unifor-
memente distribuida em [0, 27].

L zelo,2q], (6.3)
0, x&lo,2n].



6.4. NOCOES DE CONVERGENCIA 123

Fx
10
08-
06[
0.4-
L — n=1
L n=3
02l
i n=20
Il I Il I Il X
4 5 6

Figura 6.3: Convergéncia de Fx, .

A figura 6.3 mostra graficamente a convergéncia.

Entretanto, observe que fx, nao converge a fx da varidvel aleatoria uni-
formemente distribuida em [0,2r]. Para compreender isso, basta observar
a integral

27
/ |fx,(§) = [x(&)]d§ = 727’ VYn € N.

0

Esse exemplo mostra claramente que a convergéncia em distribuicdo,
que € aquela que comparece no Teorema do Limite Central é um modo
de convergéncia muito fraco. Isso indica que seu uso deve ser usado com

cuidado. A

Convergéncia em probabilidade. Apos ter visto acima a convergéncia
em distribuigéo, veremos agora o que é a convergéncia em probabilidade,
mas somente para o caso de varidveis aleatorias discretas, pois néo é pos-
sivel analisar o caso das variaveis aleatorias continuas com apenas funcoes
Probabilidade definidas usando a integral de Riemann, que é a disponivel
no ciclo basico de um curso de Engenharia.

Dizemos que uma sequéncia (X, )nen, X, : @ — R, de variaveis ale-
atorias discretas convergem em probabilidade para a varidvel aleatoria
X : Q) = R se para qualquer ¢ > 0,

P(| X, —X|>¢) —0.

O grande exemplo desse modo de convergéncia é dado pelo Lei fraca dos
Grandes nameros (Jacob Bernoulli, 1713), cujo enunciado é o seguinte.
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Teorema 6.4.1. Seja Xi,... uma sequéncia de varidveis aleatorias inde-
pendentes e identicamente distribuidas com média i e varidncia o? < oco.
Seja S, = Z;.lzl X;. Entdo dado qualquer ¢ > 0,

Sn
lim P(—,u‘ 26) =0.
n—+00

n

Vamos ver a prova desse teorema quando X7, ... sdo variaveis aleatorias
discretas. Devido a sua importancia, uma secado inteira deste texto sera
dedicada a ela.

6.5 Lei fraca dos grandes ntimeros para va-
riaveis aleatérias discretas

Desigualdade de Chebyshev. O teorema a seguir é importante porque
d4 uma estimativa para probabilidades que dependem somente dos para-
metros mais bésicos de uma variavel aleatoria.

Teorema 6.5.1. Para toda varidvel aleatdria X que possui valor esperado
E[X] e varidancia V[X], dado € > 0, vale a desigualdade

VIX]

€2

P|X — E[X]| >4 < (6.4)

Vamos ver a prova para o caso de varidveis aleatérias discretas, que é
essencialmente a mesma para o caso de variaveis aleatorias continuas, mas
evita questoes técnicas ligadas a integracao.

Suponha que X pode assumir valores em um conjunto enumeravel {z1, 2o, . .

R, e que tenha valor esperado E[X] e varidncia V[X]| bem definidas.

VIX] =) (X; - E[X])* P(X))
> > (X; — E[X])* P(X;)
{JEN||X; —B[X][>e}
> > e P(X;)
{JEN||X; —B[X][>e}
= P{|X —E[X]| > ¢}).

Logo,

VIX]

P({X ~ E[X]| 2 ¢}) < ~&

€

3 C
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Quando € > 0 é pequeno, é claro que o resultado é in6cuo, mas quando
e > 0 é tal que % < 1, a estimativa (6.4) passa a ser importante. Note
que essa estimativa depende somente dos pardmetros mais basicos de uma
variavel aleatéria, que séo o seu valor esperado e a sua variancia, e de mais
nada.

Ensaios de Bernoulli Realizamos um experimento que consiste em verifi-
car-se o resultado de uma sucessao de ensaios. Cada ensaio pode ser consi-
derado um sucesso com probabilidade p, ou néo sucesso com probabilidade
1 — p. Entéo, os elementos do espaco amostral €2 sdo sequéncias do tipo
w = 110001110010..., com 1 = sucesso e 0 = nao sucesso. Aqui, cada
algarismo indica o resultado de um ensaio.

Seja X; a variavel aleatoria que dé o resultado do i-ésimo ensaio.

Seja a variavel aleatoria S, = 2?21 X;. Note que S,, conta o nimero de
sucessos no experimento até o n-ésimo ensaio.

Intuitivamente, espera-se que a sequencia de variaveis aleatorias (Y;,)nen
definida por Y;,, = %” convirja para p, isto é, Y, = % — p. De fato, é o que

ocorre, pois

E[Y,] = ”ELXJ = E[Xi] = p,

em que usamos o fato que E[X;] = E[X}], pois todas as variaveis aleatorias
séo identicamente distribuidas, e
nV|X 1-—-

n? n

Assim, pela desigualdade de Chebyshev, temos, para todo € > 0 arbi-

trario, que

1—p)

Py, -l = ) < AP, (6.5)

isto é,
li Sn —
im —
n—+oo N p
em probabilidade.

O que vimos nessa se¢do d4 uma prova para a Lei fraca dos grandes
nimeros para o caso muito particular em que X; s@o variaveis aleatorias
discretas, e além disso advém de ensaios de Bernoulli. Entretanto, o re-
sultado dado pelo Teorema 6.4.1 vale em todos os casos cobertos pelo seu
enunciado. O mesmo comentério vale para a Desigualdade de Chebyshev,
Teorema 6.5.1.



126 CAPITULO 6. TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

6.6 Teorema do Limite Central

O Teorema do Limite Central fortalece a Lei Fraca dos Grandes Ntuimeros,
pois ndo s6 diz para onde uma sequéncia de variaveis aleatoérias converge,
mas d& também sua distribuigéo.

Ha vérias versbes. Damos aqui apenas uma, e sem prova.

Teorema 6.6.1. Seja X,... uma sequéncia de varidveis aleatorias inde-
pendentes e identicamente distribuidas com média p e varidncia o®. Seja
Sp =51 Xj. Entdo a varidvel aleatoria Z, = Sn_nit comperge em distri-

bui¢ao para Z ~ N(0,1).
Um caso particular, muito importante, de aplicagdo do Teorema do

Limite Central, é o proprio experimento dos ensaios de Bernoulli, visto
acima.

Exemplo 8. Lembramos que em ensaios de Bernoulli, X; = 1 com proba-
bilidade p e X; =0 com probabilidade (1 — p). Definimos S, = . X;.

Temos
E[S,] = np,  V[Su] = np(1 —p).
Dai
Zy— —2n T g N0, 1),
np(l —p)
em distribuigao. JAN

6.7 Exemplos de fixacao

Para fixarmos as ideias, elencamos agora alguns exemplos de fixagio.

Convergéncia de uniformes. Podemos ver como a soma de variaveis
aleatérias independentes converge rapidamente para uma normal.

Consideremos a soma das varidveis aleatorias Xj, ..., X independentes
e uniformemente distribuidas no intervalo [0, 1].

Sabemos que cada uma delas tem valor esperado E[X;] = 3 e variancia
_ 1
ViXi = 5.
A soma de duas, trés e de seis delas estd mostrada na figura 6.4.

Em particular, mostramos na figura 6.5 a comparacéo de Sy = Zizl X,
com a distribui¢fio normal N (2,4,/15).

Observe como a aproximagio acontece muito rapidamente.
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—— Somade duas
Soma de quatro

Soma de seis

2 3 4 5

Figura 6.4: Soma de duas, quatro e seis varidveis aleatérias uniformes no
intervalo [0, 1] indendentes.

No laboratério de fisica. Muito se se diz que a distribuicio normal é
importante na pratica, porque muito do que observamos experimentalmente
é resultado da soma de muitas parcelas independentes. Déa-se o exemplo
da soma de erros. Entretanto, muitas grandezas fisicas sdo calculadas atra-
vés de razdes, como a velocidade, aceleracéo, pressao, etc. Podemos entéo
indagar se produtos e divisdes de variaveis aleatérias independentes se apro-
ximam de alguma forma de uma normal.

De maneira geral, a resposta é ndo, mas em situagoes particulares a
aproximagcao pela normal pode ser razoavel. Considere a distribui¢ao Log-
normal. Ela é obtida através de uma variavel aleatéria normalmente dis-
tribuida da seguinte forma. Suponha que X ~ N(p,0?). Entdo Y = log, X
tem distribuigao Lognormal de parametros e 0. E[Y] e V[Y] sdo relacio-
nados com p e o por

ElY]=e™T, VY] = <e<02> - 1) e’

Quando a razdo o/ é pequena, digamos, menor que 0.02, a Lognormal
se aproxima de uma normal. Na figura 6.6 estd mostrado um exemplo, que
compara Y lognormal de parametros 4 = 5 e 02 = 0.12 com uma normal de
mesmo valor esperado e variancia.

log, ﬁ X;= z”: log, X,
j=1 j=1

vemos, pelo Teorema do Limite Central, que o logaritmo do resultado de
um produto de fatores independentes tem distribui¢do normal, e pelo que

Como
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Figura 6.5: Comparaciao com a normal.
fdp
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Figura 6.6: Comparacao entre uma lognormal e uma normal.

discutimos acima, H?:l X, pode ser aproximado por uma normal, desde
que H;l:l X, tenha variancia suficientemente pequena.

Por esse motivo, quando o estudante estiver no laboratério de fisica
e estiver medindo experimentalmente a aceleragio da gravidade, podemos
supor que o resultado experimental segue uma normal, se as medidas de
tempo e de distancia forem suficientemente boas, isto é, tiverem variancia
pequena.

Facamos uma simulacdo numérica, supondo que cada grupo de alunos
faga uma medida independente de tempo e de distancia percorrida por um
corpo com momento de inércia desprezivel rolando um plano inclinado,
conforme a figura 6.7. As distancias ideais sdo d = 2m e h = 0.10m. Cada
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grupo de alunos pega uma trena, mede A, H e solta o corpo que rola até
a base e mede o tempo até que isso ocorra. Supomos que o momento de
inércia e o atrito sdo despreziveis. Vamos supor que tanto os tempos com
as distancias sejam distribuidas uniformemente. A se distribui no intervalo
[2 —0.01,24 0.01], H se distribui em [0.5 — 0.005,0.5 + 0.005] e o tempo
cronometrado no intervalo [T'— 0.03, 7 + 0.03].

Definimos uma nova variavel aleatoria G, que se tudo fosse medido com
precisdo absoluta, daria o valor exato g da aceleracdo da gravidade no
laboratorio.
2A2
HT?
em que A é a distancia percorrida, H é a altura do plano inclinado e T' é o
tempo gasto no percurso.

G:

Figura 6.7: Experiéncia do plano inclinado.
Os resultados (simulados com o programa Mathematica) estdo mostra-
dos na figura 6.8, quando supomos a participagdo de 100 mil grupos.
Freq.

Sr —

L AR

T Iculado
9.7 9.8 9.9 10.0

Figura 6.8: Resultados experimentais.

Note que mesmo que A, H e T sejam todas distribuidas uniformemente,
a aceleracéo da gravidade calculada a partir dos dados experimentais segue
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de forma muito préoxima uma normal. Com os dados experimentais acima,
calculamos os valores numéricos da média e do desvio padrao experimentais.
Eles sao respectivamente

G=98, s>=64x1073

Podemos usar s como a estimativa da variancia ¢? da distribuicio nor-
mal subjacente e calcular a probabilidade que o valor de uma medida G
fique no intervalo [g — 5,9 — 5] em que g = 9.8 é a aceleragdo da gravidade
terrestre no laboratoério. Fazendo o célculo, temos:

P(Gelg— g,g + %}) = 0.382925.

Se o grupo de estudantes fizer N = 3 medidas independentes da acelera-
¢ao da gravidade, obtendo 3 valores da variavel aleatoria G, a probabilidade
que G = + Z;Vd G se situe no mesmo intervalo acima, [g — 5,9 — 5], vale

- s s

P(G € g~ 5.9+ 5]) = 0.866386,

pois

ElGl=g=98, V[G]= ;3V[G] — 0.0266855.

Observe a melhoria do poder do experimento, quando usamos uma mé-
dia com trés valores apenas.

Esse exemplo suscita o questionamento filoséfico do que seja probabili-
dade. Esse assunto é explorado no problema 4 da préxima secéo.

6.8 Problemas

1. O objetivo deste problema é mostrar que a convergéncia da funcao
distribui¢do acumulada de probabilidade ndo implica a convergéncia
da funcéo densidade de probabilidade. Faca um gréafico da funcao
densidade de probabilidade fx, do exemplo 7 da pagina 122. Note
que apesar de Fl, convergir, a sequéncia de fx, néo converge, no
sentido que n&o existe nenhuma funcio densidade de probabilidade f

tal que [ |f(z) — fx,(z)|dz — 0.

2. O objetivo deste problema é comparar numericamente a lei fraca
dos grandes ntiimeros com o resultado do teorema do limite central.
O teorema da lei fraca dos grandes nameros (1867 - Chebyshev) é
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anterior ao teorema do limite central (entre outros, 1901 - Lyapu-
nov). Faga uma estimativa no namero de lances de uma moeda
n
! X
j=1“YJ

nao viciada, usando (6.5), para que a média m, = ==—2 satis-

n

1 1 1 —
faga P(|m, — 3| < 35) < 155> com X; = 1 se a moeda der cara e
X; = 0, caso contrario. Refaca a estimativa usando o teorema do

limite central.

3. O objetivo deste problema é aplicar a desigualdade de Chebyshev. S6
a imaginacao é o limite para a criacao de distribuig¢oes de probabili-
dade para variaveis aleatorias discretas ou para fungdes densidade de
probabilidade para variaveis aleatérias continuas, mas existe alguma
variavel aleatoria X com valor esperado nulo e varidncia unitéria, tal
que a probabilidade P(|X| > 2) seja maior que 1/47

4. Esse problema é objeto do video que acompanha este texto. Os ob-
jetivos sdo explorar a dificuldade da interpretacdo do que seja proba-
bilidade, apontar para um erro comum quando se usa probabilidades
condicionadas e fornecer uma estimativa numérica usando a desigual-
dade de Chebyshev aplicada & lei dos grandes ntimeros.

Suponha que temos uma moeda viciada, que da cara com probabi-
lidade p e coroa com probabilidade (1 — p). Lancamos N vezes a
moeda independentemente e contamos o nimero X de ocorréncias
de caras e calculamos a razao Y = %, que é uma variavel aleatoria.
Dado p, podemos calcular a probabilidade P(|Y —p| < e|p). De fato,
como X é uma variavel aleatoria binomial, as contas sdo bem simples.
Por exemplo, se N = 1000, p =1 e e = 1072 entdio |[Y —p| < e é o
mesmo que pedir que N(1/2—¢) < X < N(1/2+¢€), ou concretamente
490 < X < 510, que corresponde a uma probabilidade de

510 510

Y PX=kp) =) (]]j)pk(l — p)NH = 0.49334.

k=490 k=490

Note que, na situagdo que estamos descrevendo, p é um valor conhe-
cido, e calculamos a probabilidade que o estimador Y fique em torno
do valor justo p. Explicitamente, calculamos o valor de

P(lY —p| <€|p) (6.6)

que vale, como vimos acima, 0.49334. Aqui a notagdo do condiciona-
mento P(-|p) sobre p é um abuso de linguagem, uma vez que p néo é
uma varidvel aleatoria, mas é uma notacdo comum para explicitar o
fato que p é conhecido.
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E interessante notar que a probabilidade acima calculada P(N(1/2 —
€) < X < N(1/2 +¢€)) = 0.49334, poderia ter sido obtida aproxima-
damente aplicando-se o Teorema do Limite Central. X tem aproxi-
madamente uma distribui¢do normal com média u = Np e variancia
0> = N(1 — p)p, isto é, X ~ X ~ N(Np,N(1 — p)p). Nesse caso,
P(N(1/2—¢€) < X < N(1/2+¢)) = 0.49334 é aproximada por

P(N(1/2 —¢) < X < N(1/2+¢€)) = 0.472911,

cujo valor é calculado por uma rapida verificacdo consultando-se uma
tabela da distribui¢do normal, ou melhor ainda, através de um pro-
grama qualquer.

Agora, suponhamos que realizamos o experimento como acima, ob-
tendo z = 497 caras, e portanto y = 497/1000 = 0.497 é uma re-
alizagdo concreta da varidvel aleatoria Y. No nosso contexto, uma
pergunta sobre
P(ly—pl<elY =y)

nao tem muito sentido, pois ou a resposta é 1 ou é 0. Estamos exata-
mente na mesma situagdo em que se pergunta qual é a probabilidade
de ter saido uma cara ao mesmo tempo que olhamos para a moeda.
Para o estudante reticente, temos duas questdes que podem ajudar
a esclarecer a situacio. Qual é o espago amostral de p usado? Qual
é o espago de eventos? Note que na teoria desenvolvida, p é um
parametro e ndo uma variavel aleatoéria.

Suponha que ndo conhegamos o valor de p, mas temos em méaos a re-
alizagao concreta de x = 497 caras, e portanto y = 497/1000 = 0.497,
como anteriormente. J4 que p é desconhecido, poderiamos encaré-la
como uma variavel aleatéria. Essa é a abordagem Bayesiana. Pode-
mos perguntar quanto vale

P(ly—p| <elY =y). (6.7)

Isto é, estamos formulando uma pergunta sobre p, que agora é des-
conhecida e é tratada como uma variavel aleatéria, em uma inter-
pretacdo nao classica, Bayesiana, em que probabilidades séo vistas
subjetivamente como graus de certeza.

A interpretagao de (6.6) deve ser muito clara para o estudante neste
ponto do curso. Dada p = 1/2, uma interpretagdo frequentista di-
ria que no longo prazo, em 49.334% das vezes, o intervalo [X/N —
€, X /N + €] contém o valor p, pois

X

~ P

< @E <p< 4
N <e Nep €.
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Porém, quando p nao é conhecido, uma interpretacio mais natural
seria a Bayesiana. Entretanto, uma visdo classica ainda é possivel
para (6.7), mesmo quando p é tratada como uma variavel aleatoria.
Pode-se nesse caso imaginar um supra experimento em que a moeda
com que se faz o experimento é resultado de um sorteio anterior, em
que moedas honestas e viciadas estao em uma caixa, mas nem sempre
isso é possivel. Por exemplo, se p fosse um parametro fisico como o a
massa da Terra e Y algum resultado experimental como uma medida
da aceleracao da gravidade g. Nesse caso, ha somente uma Terra.

Em termos praticos, estamos interessados em estabelecer um valor, o
mais preciso possivel, para p, quando ele é desconhecido, dentro do
contexto classico, ndo Bayesiano. Como proceder? Podemos fixar €
bem pequeno, digamos € = 10™* e determinar N para que tenhamos

P(lY —p| >¢€) <0, (6.8)

para § também bem pequeno, digamos § = 107%. Assim, ao realizar-
mos o experimento, quando obtivermos uma realizacao y da variavel
aleatoéria Y, ele serd bastante proximo de p.

i. Usando e = 107* e § = 107, determine usando a desigualdade
de Chebyshev, o niimero N de langamentos independentes da
moeda para que (6.8) seja satisfeita, para qualquer valor de p
(sugestdo: majore a variancia, que é fungéo de p). Na pratica,
Y é usado como estimador de p.

Feitas as contas, voltemos a refletir.

O intervalo [Y —¢,Y +¢| contém p com probabilidade 1 —4. Esse
intervalo é conhecido na Estatistica como intervalo de confianca.
Como ¢ é muito pequeno, na grande maioria das vezes em que
o experimento for feito, o intervalo de confianca vai conter p.
Essa é a interpretacio que devemos dar. Logo, as probabilida-
des envolvidas se referem ao método e ndo a qualidade do valor
estimado para p.

ii. Facaum programa simples (com qualquer software como o Mathe-
matica, Matlab, Excel, etc.) para simular a determinagéo de um
intervalo de confianca para p, usando € e § convenientes. Isto,
é, fixe p, obtenha uma realizacéo y de Y, e sem seguida obtenha

[y_€7y+€]'

5. Seja uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes (X, )nen,
cada uma distribuida uniformemente entre 1 e 7. Constroi-se a soma
_ M _
Y=>",X, Tome M =5.
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i) Calcule a probalidade que Y fique compreendido entre M e TM
de forma exata.

ii) Calcule a probalidade que Y fique compreendido entre M e 7TM
usando a aproximacao pela normal.

iii) Calcule probabilidade que Y se situe entre % e M.
iv) Calcule a probabilidade Y se situe entre 8M e 9M.

v) A distribuicdo de Y ¢ uma Normal ou uma uniforme, estritamente
falando?

6. Infelizmente, com o tempo, os alunos comecam a fazer as experiéncias
no laboratorio de fisica de maneira inversa. Por exemplo, no experi-
mento do plano inclinado, como a aceleragdo da gravidade deve dar
g = 9.8 m/s% os alunos passam a fazer as contas ao contrario para
determinar as distancias e tempos a serem observados, para que os
resultados “experimentais” deem certo. Convidamos os alunos a pen-
sarem do ponto de vista do professor e atribuir uma nota em funcgéo
da distancia até o valor de g = 9.8 m/s*. Na sua opinifo, quais se-
riam os valores de experimentais para g admissiveis quando os alunos
fazem N = 5 medidas?
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